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Téamén tutkielman tavoitteena on késitellda numeerisia yhtalonratkaisumenetelmia
matematiikan aineenopettajan ndkdkulmasta ja toimia lukion numeerisen matema-
titkan kurssin opettajan taustamateriaalina. Keskeinen sisélto késittelee Lipschitz-
jatkuvuutta, iteraatiota sekd Newton-Raphsonin menetelméa.

Yhtalonratkaisu ja kahden lausekkeen yhtéasuuruuksien vertailu palautuu aina mate-
matiikan klassiseen ongelmaan funktion nollakohdan etsimisestd. Keskeiset numeeri-
sen yhtalonratkaisun metodit ovat rekursio ja iteraatio. Rekursio tarkoittaa oleellisesti
toistoa. Iteraatiossa edellinen likiratkaisu ohjaa tarkentavasti seuraavan likiratkaisun
laskentaa. Télloin muodostuu tarkentuvien likiratkaisuiden lukujono, joka suotuisas-
sa tapauksessa suppenee kohti alkuperéisen funktion nollakohtaa. Iteraatiossa yhteys
alkuperéisen funktion nollakohtayhtélon f(z) = 0 seké iteraattifunktion iterointiyh-
talon z = ¢(x) vélilld on oleellinen, silld iterointiyhtélon kiintopiste on myos alkupe-
rdisen funktion nollakohta. Siten iterointi toimii tyovilineenéd nollakohdan likiarvon
madrittamisessa.

[teraattifunktio ei ole yksikasitteinen. Jotkin iteraatiomenetelmét toimivat paremmin
kuin toiset. Oleellista suppenemiselle on riittdvén laheltd nollakohtaa valittu alkuar-
vaus. Huonosti valittu alkuarvaus ja sopimaton iteraatiomenetelmé johtavat suppe-
nemisen sijaan likiratkaisulukujonon hajaantumiseen. Iteraation suppenemisesta voi-
daan kuitenkin varmistua, jos pystytddn osoittamaan, ettéd iteraattifunktio on rat-
kaisun ldhiympéaristosséd kutistavasti Lipschitz-jatkuva. T&lloin Lipschitz-ehto takaa,
ettd funktio kidyttaytyy nollakohdan ldhiympéaristossd maltillisesti ja "pomppimat-
ta”. Kaytdnnollisend apuvélineend Lipschitz-jatkuvuuden tutkimiseen hyddynnetéadn
Lipschitz-jatkuvuuden derivoituvuusehtoa.

Yksinkertaisimmillaan yhtalonratkaisumenetelmé on rekursiivinen puolitushaku, joka
tarkentuu tarkasteluvélid puolittaen ja samalla nollakohdan valin sisépuolella s&ilyt-
tden. Yksinkertaisin iteraatio on kiintopistemenetelméd, joka suppenee lineaarisesti.
Tutkittaessa suppenemisnopeuden kiithdyttamista paddytdan Aitkenin kaavaan, jolla
saadaan likiratkaisuiden poikkeaman eli liki- ja tosiratkaisun vélisen etédisyyden suppe-
nemiseen huomattava parannus. Kysymykseen voidaanko yleisesti mééaritella iteraatti-
funktio, jonka suppenemisnopeus on vahintdan nelicityvé, 16ydetaén ehto, joka johtaa
Newton-Raphsonin menetelmén palautuskaavaan ja samalla menetelméan konstruktii-
viseen perusteluun. Oleellisesti Newtonin menetelmé perustuu derivaatan kayttoon,
jolloin graafisesti seuraava nollakohdan likiarvo 16ydetdéan funktion kuvaajalle piir-
retyn tangentin ja x-akselin leikkauskohdasta. Ylilineaarisesti suppenevat janne- ja
sekanttimenetelmé esitellddn lyhyesti, mutta itsenéisind menetelminé lapikdymisen
sijasta ldhinnd Newtonin menetelmén kéaytannollisind sovelluksina, kun funktion de-
rivaatan arvoa on hankala laskea tai ylipdédnsé derivaatta on vaikea muodostaa.

Avainsanat: matematiikka, numeeriset yhtélonratkaisumenetelmét, iteraatio, Lip-
schitz-jatkuvuus, Newton-Raphsonin menetelmé, oppimateriaali, lukio-opetus
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LUKU 1

Johdanto

Yhtalonratkaisu ja funktion nollakohtien ratkaiseminen ovat matematiikan klassinen
ja ikiaikainen ongelma. Tédhén haasteeseen on matematiikassa kiinnitetty huomiota
jo vuosisatoja, ellei perdti vuosituhansia. Jo 4000 vuotta sitten sumerilaiset kéyt-
tivat iterointia neliGjuuren likiarvon maéarittdmiseksi. Talloin ei tosin puhuttu viel&
numeerisesta matematiikasta, ja babyonialaiset tuskin tiesivét soveltavansa sangen
tehokasta iteraatiomenetelmaé.

Nykypéivandkin numeerisia menetelmié tarvitaan erityisesti matemaattisen mallinta-
misen yhteydessé seké ratkaistaessa kdytannollisid ongelmia matematiikan ulkopuolel-
la, vaikka numeeriset tyovilineet ovat kehittyneet ja vaihtuneet informaatioteknologi-
aan ja tietokoneeseen. Numeeriset menetelmét ovat térkeitd erityisesti matematiikan
sovellutuksissa niin tietotekniikassa, tilastotieteessi, lddketieteessd kuin esimerkiksi
fysiikassa. Usein numeerisia menetelmia kiytettéessd ei yhtaloa tarvitse saada rat-
kaistuksi matemaattisen tisméllisesti (esimerkiksi v/2), vaan sovellutusten nikokul-
masta likiratkaisu (esimerkiksi 1,4 tai 1,41421) on riittdva ja jopa kayttokelpoisempi
kuin symbolisesti ratkaistu yhtalo.

1.1. Mika on numeerinen yhtilonratkaisumenetelmi?

Numeerinen yhtélonratkaisumenetelmé on metodi, jolla 16ydetdén yhtalon f(x) = 0
likim&arainen ratkaisu. Tahan kayttotarkoitukseen on kehitelty useita toisistaan ole-
tuksiensa sekd menetelménsd osalta poikkeavia ratkaisutapoja. Jotkin menetelmé&t
ovat hyvinkin spesifiin kayttotarkoitukseen tai ongelmaan rakennettuja, toiset ylei-
sempid. Eri yhtalonratkaisumenetelmilla on vahvuutensa ja rajoitteensa erilaisissa
yhtalonratkaisutilanteissa, eikéd yhté oikeaa ja yleispétevad ratkaisumenetelméd ole.
Huonosti valittu menetelmé voi saada yhtédlonratkaisun hajaantumaan, ponnahta-
maan toiseen nollakohtaan tai suppenemaan epakaytannollisen hitaasti. Menetelmén
toimintavarmuus onkin yksi oleellinen ndkékulma vertailla eri menetelmié.

Sopivasti eri menetelmiad ja funktion kulun matemaattista analyysia yhdistelemal-
14 saadaan nollakohtien likiarvot méaritettya kohtuullisella varmuudella, kelvollisessa
ajassa sekd riittavan tarkasti. Yleenséd varmoilla, mutta hitaammilla yhtélonratkaisu-
menetelmilla padstaan riittdvan ldhelle ratkaisua, minkéa jialkeen sovelletaan nopeas-
ti suppenevien metodien tehokkuutta. Hyva alkuarvaus auttaa nollakohdan etsintaé
huomattavasti, joten lahtoarvon saaminen matemaattisella analyysilla tai tosimaail-
man mallinnettavan ilmion tarkastelulla on usein erityisen hyodyllista. Likiratkaisun
loydyttyd on myos kyettdva tarkastamaan, onko saatu ratkaisu kéyttokelpoinen ja
patevé sovelluskohteen kannalta.
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1.2. Lukijalle

Motivaationa tdménmuotoisen pro gradu -opinndytetyon tekemiseen on ollut kay-
tannollisyys, opettajandkokulma sekd matematiikan soveltaminen. Nyt matematiik-
kaa sovelletaan niin numeerisesti kuin didaktisestikin matemaattisesta siséllosta ké-
sin opettajantyohon kaytettaviksi. Nain ollen yliopiston akateemisena paéttotyona
toimimisen liséksi, on opinndytetyo tarkoitettu kayttoon niin opettajalle, matematii-
kassa edistyneelle lukio-opiskelijalle kuin muille aiheesta kiinnostuneille lukijoille.

Téssa opinnédytetyossa perehdytdédn yhtalonratkaisun numeerisiin menetelmiin erityi-
sesti lukion aineenopettajan ndkokulmasta. Myos lahjakkaan ja matematiikasta kiin-
nostuneen lukio-opiskelijan tai muun lukijan on mahdollista itsen&isesti opinnéyte-
tyon avulla perehtyd numeerisiin yhtélonratkaisumenetelmiin numeerisen matematii-
kan lukiokurssin laajuutta syvéllisemmin. Pro gradu -tutkielmaan kuuluvasti tyos-
s noudatetaan akateemisen matematiikan viittauskdytantod ja muita akateemisia
konventioita. Nain ollen télld opinndytetyolla on kaksinainen rooli sekd pro gradu -
tutkielmana ettéd lukion matematiikan aineenopettajille kirjoitettuna numeerisen ma-
tematiikan lukiokurssin taustamateriaalipakettina.

Muihin lukion matematiikan kursseihin verrattuna on numeerisen matematiikan nako-
kulma lukuihin ja laskentaan hieman erilainen. Lukiomatematiikan kursseilla vastauk-
set saadaan pa#osin algebrallisesti paattelemaéllé ja johtamalla, kun taas numeerisessa
matematiikassa vastaukset ovat suppeneva ja tarkentuva likiratkaisun pitkéa desimaa-
liesitys. Numeerisissa menetelmissé on lasné epéatarkkuutta, tarkkuusrajoja ja epéyh-
taloitda. Muilla lukion matematiikan kursseilla vastaukset ovat pd#dasiassa symbolisia,
yksiselitteisen tarkkoja ja ratkaisu liitetddn laskuun yhtédsuuruudella. Likiarvoja ja
desimaalilukuja lasketaan harvoin, ja vield harvemmin ne ovat varsinainen laskutoi-
mituksen tarkoitus. Numeerisessa matematiikassa vastaavasti késitellddn jatkuvasti
likiarvoja ja desimaalilukuja. Toisaalta numeerinen matematiikka voi olla symboli-
seen laskentaan tottuneelle lukiolaiselle kdytannollisempéad kuin useat aiemmat lukio-
matematiikan kurssit varsinkin pitkéssd matematiikassa.

Pragmaattisen opettajandkokulman vuoksi on opinnéytetydssi matemaattisen mini-
malismin sijaan haluttu niin esimerkit, todistukset kuin selittavét tekstitkin kirjoittaa
tavallista tapaa laajemmin auki. Néin tekstin, havainnollistavien kuvien sekd numee-
risten esimerkkilaskujen runsaalla méaralla ja selittavalla kasittelylla on tarkoituk-
sella haluttu perehdyttéd lukijaa aiheeseen. Luultavasti valittu tapa nayttdytyy ma-
temaatikolle turhana toistona, kun taas lukiolaiselle tuo toisto didaktiselta puolelta
vahvistaa vield kerran kdytdnnon esimerkilld ja sen muutamalla ylimaaraisella rivilla
ja rekursiolla, kuinka sdénto toimii. Sivumaééra ja kirjoitustapa ovat opinnéytetyoksi
laajahkot, mutta oppimateriaaliksi ja opettajan taustamateriaaliksi aiheen késittely
on selittava ja kuvaava.

Menetelmii ja esimerkkejéa on havainnollistettu graafisesti GeoGebra-ohjelmalla. Tut-
kielman pdf-versiossa voi kuvia napsauttamalla avata kuvaajan GeoGebra-sivun, jolta
kuvan yhtélé havainnollistettuna 16ytyy. Taméa mahdollistaa muuttujien arvojen in-
teraktiivisen muuttamisen ja kuvaajan animoinnin. Havainnollistukset 16ytyvét myos
GeoGebra-kirjana osoitteesta https://www.geogebra.org/m/tzhenT6c


https://www.geogebra.org/m/tzhenT6c
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1.3. Keskeisimmit johtopaitokset

Siséllollisesti opinnéytetyossd keskitytddn yhtéalonratkaisumenetelmien matemaatti-
seen puoleen, kaavoihin, numeerisiin esimerkkeihin ja véittdmien todistamiseen. Ai-
heen didaktinen ja tietoteknisen ndkokulman késittely ovat sivuosassa. Oleellisesti
késitelladn yleisimpié yhtédlonratkaisumenetelmié, jotka lukio-opetuksessa tyypillises-
ti ovat sisdltoné oppikirjojen seké lukion opetussuunnitelman perusteella. Menetelmis-
ta varsinkin lukion vuoden 2015 opetussuunnitelmassa keskeisené sisdltond mainittu
Newton-Raphsonin menetelmé on niinik&én opinnéytetyon keskeisinta sisaltoa.

Aluksi mééaritellddn numeerisen yhtalonratkaisun peruskésitteet: likiratkaisu, tosirat-
kaisu seké poikkeama. Tamén jilkeen késitelladn yleisesti suppenemisnopeutta eli yh-
talonratkaisumenetelmien tehokkuutta, johon palataan konkreettisemmin varsinais-
ten yhtalonratkaisumenetelmien yhteydessd. Ensimméisend menetelméné esitellddn
varmasti toimiva puolitusmenetelmé. Menetelmé on sangen yksinkertainen ja siten
matemaattisesti ei niin kiinnostava, joten seuraavaksi esitelldén iteraation idea. Iteraa-
tiossa edellinen likiratkaisu ohjaa tarkentavasti seuraavan likiratkaisun laskentaa. Ite-
raatiomenetelmien suppenemista tarkastellaan erityisesti iteraattifunktion Lipschitz-
jatkuvuuden kautta. Lipschitz-jatkuvuudesta seuraava derivoituvuusehto antaa kayt-
tokelpoisen ja konkreetin tyokalun tutkia iteraation suppenemisen edellytyksia.

Yleisluontoisen iteraation ja Lipschitz-jatkuvuuden késittelyn jélkeen iteratiivisista
menetelmistd ensimméisené esitellddn yksinkertainen kiintopistemenetelméa. Mene-
telmé on sangen suoraviivainen, hieman epédvarma ja vain lineaarisesti suppeneva.
Iteraation suppenemisnopeuteen saadaan kuitenkin merkittédva parannus tehokkaalla
ja nelidityvasti suppenevalla Newton-Raphsonin menetelmaélla. Oleellisesti Newtonin
menetelmé perustuu derivaatan soveltamiseen, jolloin tangentin kulmakertoimen li-
kiarvo antama tarkennus kiihdyttéa iteraation suppenemisnopeutta huomattavasti.

Intuitiivista representaatiota tangentin ja x-akselin leikkauspisteend tdsmallisemmés-
sé tarkastelussa Newtonin menetelmé on jo matemaattisesti haastavampi. Néin ollen
opinndytetyossa syvennytaan késitteleméddn Newtonin menetelméé laajemmin ja sy-
véallisemmin. Nain kadydéan ldvitse menetelmén teoreettista ja matemaattista taus-
taa, ja perustellaan menetelmé lukiokursseja tarkemmin. NeliGityva suppenemisno-
peus perustellaan Aitkenin menetelmén kautta edeten. Aitkenin menetelmé toimii
myds itsendisend menetelménd kithdyttdd muilla yhtalonratkaisumenetelmilld saatu-
jen likiarvojen suppenemista ja menetelmén kéaytto esitelladn esimerkkien kanssa.

Péadaiheenaan, mihin kaikki muu sisélto kytkeytyy, tutkielma késittelee juuri Newton-
Raphsonin menetelméé. Oheiset nelja eleganttia yhtalod kuvaavat tatéd huipentumaa
ja naihin kaavoihin tiivistyy pro gradu -tutkielman oleellisin sisélto.

f(z)=0 o(z) ==
f'(x) #0 ¢'(a) =0

Yhtélot kuvaavat kauniisti Newtonin menetelmén ominaisuuksia. Aina alkuperiisen
funktion nollakohtayhtélosté f(x) = 0 ja iteraattifunktion iterointiyhtalosta ¢(z) = «
edeten vaatimukseen vélttdd vaakasuorat derivaatat ja padtyen menetelmén tehok-
kaan nelidityvén suppenemisnopeuden selittdviin vaatimukseen ¢'(a)) = 0.
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Newtonin menetelmén matemaattisemman puolen lédpikaymisen jalkeen palataan prag-
matiikkaan ja pohditaan Newtonin menetelmén vaihtoehtoja, jos derivaatan arvoa ei
helposti kyeté laskemaan tai derivaatan muodostaminen on liian vaikeaa tai epéatark-
kaa. Tdhédn Whittakerin menetelmé antaa mielenkiintoisen yhteyden yksinkertaisen
kiintopiste- ja Newtonin menetelmén vilille. Vaikka janne- ja sekanttimenetelmét
ovat menetelminé itsendisesti konstruoitavat ja ne omaavat omat vahvat historialliset
taustansa jo ajalta ennen differentiaalilaskentaa, késitelladn néditd menetelmida mate-
maattisesti suppeammin enemménkin Newtonin menetelméan kiytannollising ja ldhes
yhté tehokkaasti suppenevina variaatioina.

L&hto- ja maalijoukoltaan tutkielmassa rajaudutaan kasittelemédn epélineaaristen,
yksiulotteisten skalaarifunktioiden f: R — R nollakohtien numeerista ratkaisemis-
ta. Tyossé esitetyt periaatteet usein yleistyvat melko suoraviivaisesti seké komplek-
silukuavaruuteen ettd useampiulotteisten funktioiden yhtéloiden sekéd yhtéloryhmien
ratkaisemiseen. Tarkemmin néista aiheista, katso esimerkiksi [22, luku 5].

1.4. Kolme didaktista havaintoa

Pedagogiselta ndkokulmalta tehdéén yhtéalonratkaisumenetelmien oppikirjoista ja ope-
tustavasta kolme keskeistd havaintoa. Ensinnékin kaytetdédn tésséd opinndytetyodssi
johdonmukaisesti "virhe”-termin sijaan neutraalia "poikkeama’-ilmaisua. Terminvaih-
dokselle on téarked kasitteellinen perustelunsa, silld juuri numeerisiin menetelmiin si-
sdltyy aina epdvarmuutta ja "virhettd”, vaikka laskuissa ja ajatusrakennelmissa ei ole
tehty mitddn vaardd. Lisdksi lopulta miké vain likiratkaisu tai tietokoneella esitetty
liukuluku on kédytdnnossd enemmaén tai vihemmin "virheellinen”. Numeerisissa mene-
telmissé ei pédstd reaalimaailman epétéydellisyyttd pakoon.

Toisekseen alkuperiinen funktio ja iterointiyhtalossé tyovilineend kidytettiava iteraat-
tifunktio menevét osin limittédin. Funktioiden vélille muodostuu téarkeé yhteys kaavo-
jen f(z) =0 ja z = ¢(z) kautta. Silti kyseiset funktiot ovat oleellisesti eri funktiot ja
niiden rooli osana yhtélonratkaisumenetelméé on eri. Siksi néistd funktioista kéyte-
tdéan johdonmukaisesti eri merkintéja f ja ¢. Yhtédlonratkaisussa etsitdéan funktion f
nollakohtia, mutta iteroidessa tihén kiytetddn tyovélinefunktiota ¢.

Kolmas havainto liittyy metatasolla siihen, kuinka yhtalonratkaisu menetelméné ete-
nee ja tdmén prosessin havainnollistamiseen. Usein oppimateriaaleissa yhtélonratkai-
sutilannetta havainnollistavasta grafiikasta voidaan huomata suoraan, missi kohtaa
nollakohta suurinpiirtein sijaitsee. Siten juonipaljastuksena loppuratkaisu ndhdiian
jo tarinan alussa. Néin juuren sijainti seké suppeneeko vai hajaantuuko menetelmé
on intuitiivisesti selvéé suoraan graafisen havainnollistuksen perusteella. Kuitenkaan
yhtélonratkaisumenetelméd numeerisesti soveltaessa tdmé yleisndkymaé ei ole intuitii-
visesti tai muutenkaan yhta suoraviivaisesti selva. Tietokone "tietdd” vain yksittéiiset
pisteet ja likiratkaisut, ja toimii tdysin niiden ja menetelmén antamien toimintaoh-
jeiden pohjalta. Alkuarvon ja laskettujen likiarvopisteiden ulkopuolella menetelmé
on "sokko”. Menetelmé tai sitd kayttdva tietokone ei "née” kokonaisuutta. Grafiik-
ka hienosti selventdd menetelmén toimintaa oppijalle, mutta menetelmé ei "tulkitse”
tilannetta yhté kokonaisvaltaisesti kuin ihmismieli.
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1.5. Yleisesimerkki neliGjuuren arvon numeerisesta mairittimisesta

Menetelmikohtaisten esimerkkien liséksi matemaattisen késittelyn ohella kaikkien yh-
talonratkaisumenetelmien mukana kuljetetaan yleisesimerkkié. Néin tdhéan esimerk-
kiin sovelletaan kaikkia opinnéytetyossd késiteltdvida yhtalonratkaisumenetelmia ja
havainnollistetaan menetelmén kédyttod ja toimivuutta. Yleisesimerkkind halutaan
laskea nelidjuuren v/25 likiarvo yhdeksén desimaalin tarkkuudella. T#lléin tavoiteltu
tarkkuus on

§ = 0,0000000005 = 5,00 - 101

Yleisesimerkin ongelma voidaan myds muokata yhtéloksi, jolloin ratkaistaan yhtaloa
22 = 25 eli haetaan nollakohtaa funktiolle

f(x) =2® — 25 missiz >0

Lukija voi pohtia, mikd on yll& esitetyn neliGjuuren tarkka arvo. Esimerkin nelijuu-
relle on loydettéavissa algebrallisella padttelylld ilman numeerisia menetelmis koko-
naislukuratkaisu, toisin kuin esimerkiksi irrationaalisille V2 ja V3. Tilla tietoisella
valinnalla ottaa esimerkiksi sangen yksinkertainen yht&lé ja "helppo” juuri halutaan
lukijalle olevan mielekésté seurata, kuinka likiratkaisut {x,, } ldhenevit kohti nelicjuu-
ren todellista arvoa. Télloin lukijan on intuitiivisesti mahdollista seurata menetelmén
etenemisté, arvioida suppenemisnopeutta seké tarkastella likiratkaisun x,, tarkkuutta.

1.6. Kaytetyisti ldhteisté

Aiemmin mainittujen pedagogisten havaintojen lisdksi ovat opinndytetyon lukuisat
numeeriset esimerkit ja kuvat pédosin kirjoittajan omaa tuotosta. Matemaattisella
puolella pailahteinéd on kidytetty Peter Henricin teosta Elements of numerical analysis
[10, luku 4], Eugene Isaacsonin ja Herbert Bishop Kellerin kirjaa Analysis of numerical
methods [11, luku 3] seké Josef Stoerin ja Roland Bulirschin teosta Introduction to
Numerical Analysis [22, luku 5]. Aiheen matemaattista puolta késitellessa ei néihin
kolmeen pédldhteeseen enéd varsinaisissa luvuissa tai tekstikappaleissa matemaattisen
sisallon osalta viitata erikseen, ellei tdhin ole erityistd tarvetta, kuten esimerkiksi
yhtélonratkaisumenetelmien empiiriseen ja kaytédnnollisesti havaittuun toimivuuteen
viitattaessa. Jos péadlahteiden lisdksi on kaytetty kappale- ja lukukohtaisia lahteité,
mainitaan ndmaé ldhteet kyseisen kappaleen tai luvun yhteydessa.

Liséldhteind on kaytetty muun muassa Richard Courantin ja Fritz Johnin analyy-
sin perusteosta Introduction to Calculus and Analysis Volume I [2, luku 6] sekd Ari
Lehtosen Matematiikan laskennallisia menetelmié -yliopistokurssin luentomonistet-
ta "Yhtéloiden ratkaisemisesta” [18]. Kéytédnnon sovelluksiin on pohjaa haettu Ju-
ha Haatajan ynnéd muiden tekijoiden teoksesta Numeeriset menetelmét kaytdnnosséa
[5, luku 6]. Kuinka lukio-opetuksessa kdytannossid numeerisia yhtalonratkaisumene-
telmié késitellddn on virallisen Lukion opetussuunnitelman perusteiden [19] liséksi
otettu kaytdannollinen lahestymistapa tutkimalla kuutta lukion numeerisen matema-
tilkan MAA12-kurssin oppikirjaa sekd yhtd opettajan opasta [6], [7], [8], [9], [12],
[13] ja [14].






Merkinnoista

Ellei toisin mainita, kdytetddn téssé esitettyjd merkintoja ldpi koko opinnédytetyon.
Siten naihin merkint6ihin on helppoa palata tarkistamaan, mitd milldkin merkinnall&
tarkalleen tarkoitetaan.

n € N on jarjestysluku. n =0,1,2,...
N={0,1,2,...}

Zy=41,2,3,...}

Ry ={zeR |z >0}

f(z) on alkuperiinen funktio, jonka nollakohta halutaan ratkaista.
Luku « on funktion f nollakohta eli yhtdlon f(z) = 0 ratkaisu, kun z = a.
Funktiolla voi olla my&s useampi nollakohta o, s, asg, . . .

Luku zy on alkuarvo, lahto- tai alkuarvaus, joka on saatu valistuneesti arvaamalla,
ratkaistavan funktion matemaattisella analyysilld tai mallinnettavan tosimaailman
ongelman tarkastelulla.

xn on n. rekursiokierroksen nollakohdan likiarvo eli likiratkaisu, nollakohdan toistai-
seksi paras approksimaatio tosiratkaisusta .

Likiratkaisu x,, tarkoittaa likiméa#raistd funktion juuren arvoa, kun taas tosiratkaisu
a tarkoittaa nollakohdan tismillistéi ratkaisua. Esimerkiksi tosiratkaisu a = /2 ja
likiratkaisu z,, = 1,41421.

Likiratkaisujono {z,} = {xo, 21,2, ...} on laskettujen likiratkaisuiden jono, joka so-
pivissa olosuhteissa suppenee kohti tosiratkaisua a.. Esimerkiksi {2; 1,5; 1,41; 1,41421}

a, b € R ovat vilin alku- ja loppupiste, joille a < b.

Vili I := [a, b] viittaa méadarittelyvéliin, jolla nollakohdan « tiedetéén olevan.

Vili I, viittaa n. rekursiokierroksen tarkentuneeseen tarkasteluviéliin, jonka sisdpuo-
lella nollakohdan « tiedetddn olevan. Vilin pituus on |7,].

Vili I :=]a, b[ on avoin miérittelyvli.

Vali I, := [xg — r,x¢y + 7] on vélin vaihtoehtoinen méérittelytapa, jonkin sopivan
r € Ry avulla, missé alkuarvaus z( toimii valin lahtokohtana.

Iteraatio tai iteraatiokierros on yksi rekursiokierroksen askel tai toisto. Jérjestysluku
n kertoo monennestako rekursiosta on kyse. Iteraatiolla viitataan erityisesti iteratii-
visten menetelmien toistoon, kun taas rekursio-termié kaytetdaéan yleisesti yhtalonrat-
kaisumenetelmén toistosta.

Yhden iteraatioaskeleen lisdksi iteraatio tarkoittaa myds iteraatiota prosessina. Esi-
merkiksi iteraation suppenemisella tarkoitetaan juuri iteraatioprosessin kokonaisuu-
dessaan tuottaman likiratkaisujonon {x,, T, 41, Tnie, ...} suppenemista.
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o(x) on iteraattifunktio. Iteraattifunktio on tyo- tai apuvélinefunktio, jota kdytetddn
likiratkaisua z,, seuraavan likiratkaisun z,,; arvon tarkkuuden parantamiseksi.

Iterointiyhtilo x = ¢(x) seka sen rekursiivinen muotoilu x,,.; = ¢(z,) kertovat, kuin-
ka iteraattifunktiota menetelmaéllisesti kdytetadn iteroitaessa. Liséksi ¢(x) on jollain
tapaa riippuvainen ja médritelty alkuperdisen funktion f(z) avulla, vaikkakaan ite-
raattifunktio ¢ ei ole yksikdsitteinen. Eri iterointimenetelmilla on eri iteraattifunktio.

[teratiivisissa menetelmissé tosiratkaisu a on iteraattifunktion ¢ kiintopiste. Télloin
iteraattifunktio ¢(x) toteuttaa yhtélon x = ¢(x), kun = = a.

g(x) on jokin tarkemmin méiiritteleméton funktio. Merkintdd g kédytetdan funktion
tunnuksena, kun halutaan korostaa, etté kyse on yleisesti misté vain funktiosta ilman
tiettya kayttotarkoitusta, toisin kuin esimerkiksi merkinngilld f ja ¢.

Lipschitz-jatkuvuutta tutkitaan iteraattifunktiolla ¢.

L viittaa yleiseen Lipschitz-vakioon, jolle L > 0.

A viittaa iteratiivisten menetelmien yhteydessa kaytettaviadan kutistavaan Lipschitz-
vakioon, jolle 0 < A < 1.

£, on n:nnen iteraation poikkeama eli virhe tosiratkaisusta «, jolloin ¢, = x,, — a.
Poikkeaman suuruus on sen itseisarvo |e,]|.

£, on pystypoikkeama, joka tarkoittaa likiratkaisun arvon f(x,,) eroavaisuutta nollasta.
Toisin sanoen &, = f(z,,) — 0, jonka suuruus on sen itseisarvo |€,] = | f(x,)].

0 on likiratkaisun tavoiteltu tarkkuus, jolle 6 € R, . Talloin halutaan, ettd poikkeamal-
le on enintéén |e,| < §. Nyt tarkkuusvaatimusta tarkastellaan x-akselin suuntaisesti
sivuttaissuunnassa.

6 on likiratkaisun funktion f arvon tavoiteltu enimmaéispystypoikkeama nollasta. Toi-
sin sanoen halutaan, ettd |€,| < J. Nyt tarkastellaan poikkeamaa nollasta y-akselin
suuntaisesti pystysuunnassa.

Luku q on suppenemisnopeuden aste eli g-aste, joka kuvaa yhtalonratkaisumenetelmén
tehokkuutta matemaattisessa mielessa. Téata yhteytta kuvaa raja-arvo lim,, |“€E"+|;|,
jolloin perékkéisten likiratkaisuiden poikkeamat ovat oleellisesti samaa suuruusluok-

kaa eli |e,11] = ple,|?, jollain p € [0, 1].

Merkinté z,, =~ « tarkoittaa likiarvoa, jolloin "z,, on likima&rin o”.

Merkinté z,, = o tarkoittaa, ettd "z, ja o ovat oleellisesti samat”.

Talloin ¢z, < a < coxy, joillain sopivilla luvuilla 0 < ¢; < ¢p. Luvut x,, ja a ovat
siis oleellisesti suuruusluokaltaan samat.



LUKU 2
Esitietoja

Téassd luvussa kerrataan lyhyesti tunnetuksi oletettuja asioita, jotka ovat pohjana
myohemmille padttelyille. Lauseiden todistukset ja tarkemmin aiheista voi lukea esi-
merkiksi [2, luvut 2 ja 3], [15, luvut 4 ja 5] seké [16, luku 2].

2.1. Monotonisuus

MAARITELMA 2.1. Funktio g on monotoninen, jos siita, ettd z; < xy seuraa

g(z1) < g(xe) tai g(w1) > g(x2)

Funktio g on aidosti monotoninen, jos ehdosta x; < x5 seuraavat epayhtalot ovat
aitoja eli
g(z1) < g(za) tai g(z1) > g(z2)

Monotonisuus tarkoittaa, ettd funktion arvot joko kasvavat tai vihenevét. Aito mono-
tonisuus tarkoittaa, ettd funktio on kasvava tai vihenevé, ja funktio saa tietyn arvon
g(Z) tasan yhdessi pisteessd Z. Siten aidosti monotoninen funktio on myds injektio.

2.2. Funktion jatkuvuus

MAARITELMA 2.2. Olkoon funktio g mééritelty pisteen a € R erdéssi ympéaristossé.
Funktio g on jatkuva pisteessi a, jos lim, ., g(x) on olemassa ja lim, ., g(x) = g(a).
Toisin sanoen, kaikille € > 0 on olemassa sellainen 0, > 0, etté

[z —al <o = |g(z) —g(a)| <e

Funktion jatkuvuus tarkoittaa, ettd pieni muutos ldhtoarvoissa saa aikaan vain pie-
nen muutoksen funktion kuva-arvoissa. Jatkuvuus siis takaa, ettd funktion kuvaaja
on yhtenéinen eiké siiné ole katkoksia. Intuitiivisesti funktion arvot eivét voi muuttua
tai "hyppid” hallitsemattomasti. Esimerkiksi paloittain méaritellyn jatkuvan funktion
rajakohdissa ei voi olla epadjatkuvuushyppyé tai funktion arvot eivit saa karata aé-
rettomaan.

2.3. Bolzanon lause

LAUSE 2.3 (Jatkuvien funktioiden véliarvolause). Olkoon funktio f: R — R jatkuva
suljetulla valilla I := [a,b] ja f(a) < ¢ < f(b). Tdlldin on olemassa xo € |a,b] siten,
etti f(xg) = c.
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Jatkuvien funktioiden viliarvolause (Intermediate value theorem eli "vélissd oleva
arvo” -lause) tarkoittaa, ettd jos vélilld I funktio f saa arvon ¢ vihintdén yhdessd
pisteessa.

Bolzanon lause (Bolzano’s theorem) on jatkuvien funktioiden véliarvolauseen erityis-
tapaus, missd ¢ = 0. Erityisesti yhtédlonratkaisumenetelmien yhteydessd Bolzanon
lause tarkoittaa, ettd valin I péadtepisteissd funktio f saa erimerkkiset arvot eli

fa)f(b) <0,

on vililla I oltava vahintaéin yksi funktion nollakohta.

2.4. Funktion derivoituvuus

MAARITELMA 2.4. Olkoon g: |a,b[— R. Funktio g on derivoituva pisteessé x €la, b|
ja derivaatta pisteessé z on ¢'(x), jos on olemassa raja-arvo

lim g($> _ g(ZE()) . g’(x)

T—x0 T — l’o

MAARITELMA 2.5. Funktio g: I — R on derivoituva avoimella vililli I, jos g on
derivoituva jokaisessa pisteessa x € I.

Lisiiksi jos derivaatta ¢’ on jatkuva, on funktio g jatkuvasti derivoituva valilla I.

Geometrisesti funktion derivaatan arvo ¢’(x) on sama kuin funktion g kuvaajalle piir-
retyn tangentin kulmakertoimen arvo pisteessé (z, g(x)). Derivaatan arvo siis kertoo,
kuinka nopeasti funktion arvot kasvavat tai vihenevit tuossa pisteessé. Derivoituvuus
takaa, ettd funktion kuvaaja on siled eiké siiné ole epéjatkuvuuspisteita tai "teravia
kulmia”.

2.5. Differentiaalilaskennan Viliarvolause

LAUSE 2.6. Oletetaan, etti funktio g on jatkuva suljetulla vililla [a,b], minkd lisiksi g
on derwoituva avoimella vdililli a, b]. Tdlloin on olemassa ainakin yksi piste £ €|a, b],
jolle

ey — 9(0) = g(a)

eli

9(b) —g(a) = g'(§)(b—a)

Geometrisesti (differentiaalilaskennan) Viliarvolause (Mean value theorem) tarkoit-
taa, ettd funktion g kuvaajalle asetettu tangentti on pisteiden (a,g(a)) ja (b, g(b))
kautta kulkevan sekantin suuntainen ainakin yhdessé pisteessé vililld [a, b].
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2.6. Cauchy-jono

MAARITELMA 2.7. Jono x,, on Cauchyn jono, jos jokaista ¢ > 0 kohti on olemassa
indeksi n. € N, jolle kaikilla m,n > n. péitee

| — 0| <€

Cauchyn jono tarkoittaa sitd, ettéd tietyn jarjestysluvun n. jélkeen lukujonon termit
kasautuvat mielivaltaisen ldhelle toisiaan. Oleellisesti siis lukujonon héntid saadaan
puristettua halutun pienelle vilille.






LUKU 3

Poikkeama

Mitéddn numeerista menetelméd ei kaytdnnosséd voida jatkaa loputtomasti. Rajoitta-
vaksi tekijaksi muodostuu laskentavilineen muistikapasiteetti, liukuluvun ilmaisuky-
ky tai aika. Néin ollen rekursio taytyy lopettaa tietyn n. toiston jilkeen. Tuota liki-
ratkaisun tarkkuutta eli likiratkaisun eroa tosiratkaisusta a kutsutaan poikkeamaksi
ja merkitddn kreikkalaisella kirjaimella € (epsilon).

3.1. Poikkeama tosiratkaisusta

MAARITELMA 3.1 (Tosiratkaisu). Luku o € R on yhtélon f(z) = 0 ratkaisu, jos

fla) =0

Ratkaisua « kutsutaan myos funktion f juureksi, nollakohdaksi tai yhtélon f(x) =0
tosiratkaisuksi erotuksena likiratkaisuista {x,}. Ratkaisua merkitédén kreikkalaisella
kirjaimella « (alfa tai alpha).

MAARITELMA 3.2 (Poikkeama). Poikkeama e, on n. rekursiokierroksen likiratkaisun
T, ero tosiratkaisusta «. Toisin sanoen

Ep = Tp —

HuoMAuTUS 3.3. Yleensé kiinnostavinta on juuri poikkeaman suuruus. Tdmén vuok-
si poikkeama voitaisiin méaéritella myos etdisyytend e, = |z, — «/, jolloin &, > 0.

Huowmrioita 3.4.

(1) Tarkoituksellisesti halutaan kiyttdi nimitystd "poikkeamnma™ usein vastaavana
synonyymina kiytetyn “virhe™?-sanan sijaan. Termissi “virhe” on mukana
kielteinen sédvy, ettd jotain olisi tehty védrin ja erheellisesti, tai ettd olisi
tapahtunut laskuvirhe, kun kyseesséa on vain rekursioon kuuluva poikkeama
tosiratkaisun ja likiratkaisun vélilla. Téaten kdytetdan neutraalimpaa ilmaisua
"poikkeama”.

Ipoikkeama — miérd jonka jokin poikkeaa jostakin, varsinaisesta oikeasta tai normaaliarvosta

2virhe — hyviksyttiivisti tai normaalista poikkeava seikka, vika. 1. erheellinen, viiiri, vialli-
nen suoritus, erehdys, hairahdus, lapsus; sellaisen tulos. Pieni, paha, viéhiinen virhe. Arviointi-,
muistivirhe. Mittausvirhe. Kirjoitus-, kd&nnos-, dantamisvirhe. Virkavirhe. Tehd& virhe, virheité. 2.
vajavuutta, vajaalaatuisuutta, -kuntoisuutta tms. aiheuttava seikka, vika. (MOT Kielitoimiston sa-
nakirja, 2017, Kotimaisten kielten keskus ja Kielikone Oy, https://mot.kielikone.fi/mot/jyu/)
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(2) Termin "poikkeama” kiytto on myds pedagogisesti mielekésté, koska sopivis-
sa olosuhteissa rekursiotoistojen edetessé poikkeama e, pienenee. Toisaalta
tdsmaélleen tosiratkaisuun « ei padstd milladn darelliselld méaaralla rekursioi-
ta kuin sattumalta, vaikka valittu yhtédlonratkaisumenetelmé ja alkuarvaus
olisivat tehty kuinka mallikkaasti tahansa. Siten likiratkaisuissa {z,} on kay-
tdnnossd aina mukana enemmén tai vihemmén poikkeamaa eli "virhetta”.
Néin tapahtuu, vaikka ei ole tehty mitdan vadrin tai edes tapahtunut lasku-
tai ajatteluvirheitd. Siten "poikkeama’” termind kuvaa paremmin tilannetta.

HuomAuTus 3.5. Toisaalta poikkeama ¢ voidaan mieltdd myos korjausterminé. Toi-
sin sanoen likiratkaisusta x, "puuttuu” jonkin tuntemattoman poikkeaman ¢, verran,
ettéd likiratkaisu z,, osuisi tdsmélleen tosiratkaisuun «. Siten poikkeama eli korjaus-
termi ¢,, kertoo, kuinka paljon likiarvo x,, eroaa tosiarvosta «. Siis

(3.1) a =T, + e,

Kéaytannon sovellutuksissa ei tosiratkaisun a tarkkaa arvoa numeerisessa yhtélonrat-
kaisussa koskaan tarkasti tiedeté. Siten tarkkaa likiratkaisun poikkeaman suuruutta
ei kdytdnnossa kyetd numeerisilla menetelmilla méadrittdméan ja on turvauduttavan
epayhtéloiden médrdamiin enimmaéisrajoihin. Siten tosiratkaisun o tarkka arvo j&a
kaytdnnossa tuntemattomaksi. Tésta syystd poikkeaman € suuruutta ja likiratkaisun
x, tarkkuutta voidaan arvioida vain a-prioristi saatavissa olevan tiedon perusteella.

Siten numeeriset menetelmét poikkeavat merkittavasti muista lukiokursseista, joissa
tdsméllinen ja symbolinen ratkaisu on aina olemassa. Numeeriseen matematiikkaan
liittyy aina poikkeamarajoja, epavarmuutta ja lukujen epatasmallisyytté, jota voidaan
kuitenkin hallita ja tehdd matemaattisen varmoja ja perusteltuja paitelmia.

Kuva 3.1. Poikkeama ¢,, ja pystypoikkeama &,.

MAARITELMA 3.6. Pystypoikkeamalla ¢ tarkoitetaan likiratkaisun arvon f(x,) eroa-
vaisuutta nollasta

En=f(zn)—0
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Kaytdnnossi pystypoikkeama on likiratkaisu x,, sijoitettuna alkuperéiseen funktioon,
toisin sanoen &, = f(x,). Pystypoikkeama kuvaa likiratkaisun funktion arvon f(x,)
eroa x-akselista. Usein ollaan kiinnostuneita pystypoikkeaman suuruudesta

|En| = [ f(7n)]

3.2. Alkuarvo

Yleensa yhtéalon ratkaisulle oleellista on hyvéa alkuarvo xg. Mité valistuneempi alkuar-
vaus on, sitd tehokkaammin ja luotettavammin menetelmé suppenee kohti nollakoh-
taa. Pahimmillaan huono ldhtéarvo saa likiratkaisujonon hajaantumaan. Ennakkoon
nollakohdalle saatetaan tietdd hyvé likiarvo, jonka ldheisyydessé ratkaisu sijaitsee,
tai vali, jolta tosiratkaisu a 16ytyy. Yleistd metodia, kuinka l6ytda hyva alkuarvo ei
kuitenkaan ole 16ydetty. Yleisesti matemaattisen mallin ja tosimaailman ilmioén teo-
reettisesta tai fysikaalisesta tuntemisesta on usein huomattavasti apua hyvén alkuar-
vauksen asettamisessa. [lmioon perehtyneelléd fyysikolla, insinoorilld tai kemistilla voi
olla jo valmiiksi hyvé ldhtdarvo, joka on riittavan ldhelld ratkaisua.

Hyva alkuarvaus voidaan myos saada tilanteen matemaattisella ja analyyttisella tar-
kastelulla, tai hankkiutumalla riittdvén ldhelle haluttua nollakohtaa muilla, varmoilla
yhtalonratkaisumenetelmilld. Toisinaan my0s graafisen kuvaajan tulkinnalla saadaan
maédritettyd riittavéan tarkka alkuarvo. Jos lukujen suuruusluokat ja reaalimaailman
ongelman kannalta relevantti vili voidaan asettaa, tietokoneelta ei ole useinkaan té-
mén jélkeen kovinkaan ongelmallista “graafisesti” tutkia kuvaajan kayttaytymista ja
summittaisesti selvittda nollakohtien paikat. Témén jélkeen nollakohdan tai nollakoh-
tien tarkat sijainnit voidaan rajata sopivalla, varmasti suppenevalla yhtalonratkaisu-
menetelmalld. Jos ratkaistavalla valilla on useita nollakohtia, kannattaa vili jakaa
osavaleiksi, jolla sijaitsee vain yksi nollakohta. [5, luvut 2 ja 6] [11, s. 85-86]

3.3. Likiratkaisun tavoiteltu tarkkuus

Likiratkaisun z,, tavoiteltua tarkkuutta eli tarkkuusvaatimusta merkitain kreikkalai-
sella kirjaimella 0 (delta). Halutaan siis, ettd poikkeamalle on enintéén |e,,| < d. Toisin
sanoen n. juuren likiarvo x,, poikkeaa tosiratkaisusta « enintdén 6 verran eli

|z, —a] <40, missd d >0

Talloin poikkeaman suuruutta tarkastellaan x-akselilla sivuttaissuuntaisesti. Tama
likiratkaisun tavoitellun tarkkuuden tarkastelu on toisinaan hieman teoreettinen ja
epayhtaloiden avulla arvioitu, silld tosiratkaisun « tarkka arvo on tuntematon.

Tavoitellun tarkkuuden ¢ suuruus saadaan kysymyksenasettelussa. Téalloin kerrotaan
kuinka tarkkaa yhtédlon likiratkaisua haetaan, muun muassa tosimaailman sovellus-
kohteen perusteella. Usein kaytdnnon sovellutuksissa riittdd, etta liki- ja tosiratkai-
su ovat likimain samat tietylld marginaalilla. Taulukkoon 3.1 on kirjattu muutamia
tarkkuusvaatimukselleen riittivin tarkkoja neligjuuren v/2 likiarvoja.
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Likiarvo Tarkkuusehto 6 | Poikkeama e

1,5 0,3 0,08578643

1,4 0,1 -0,0142135623731
1,4142 0,0005 -0,0000135623731
1,414213562374 0,00053 0,000000000000904832
1,414213562373 0,00053 -0,000000000000089928
1,414213562373 0,5 -10712 -0,0899 - 10~ 12

TAULUKKO 3.1. Tarkkuusehtonsa téyttivia nelidjuuren /2 likiarvoja.

Poikkeaman ¢, suuruutta on toisinaan hankala suoraan méaéritellé, koska tosiratkai-
su « on a-prioristi tuntematon. Téten yleispdtevampi tapa on usein tarkastella mika
on likiratkaisun pystypoikkeaman &, suuruus eli kuinka paljon f(x,) poikkeaa nol-
lasta. Jos pystypoikkeama &, on oleellisesti likimain nolla eli likiratkaisulle x,, pétee
f(z,) = 0, on kyseessé yleensi nollakohdan likiratkaisu. Tétd pystysuuntaista tark-
kuusehtoa merkit&in & ja se tarkoittaa likiratkaisun arvon tavoiteltua enimmaéispoik-
keamaa nollasta. Nyt siis verrataan likiratkaisun arvoa f(z,) nollatasoon eli x-akseliin
pystysuunnassa ja halutaan, etta

En=|f(an) =0 <6

Tamaé likiratkaisun tarkkuuden eli pystypoikkeaman &, tarkastelu on usein kaytéan-
nollisempi ja yksinkertaisempi ldhestymistapa, sillé likiratkaisun funktion arvon f(x,,)
eroavaisuus nollasta on helppo tarkastaa yksinkertaisesti sijoittamalla muuttujan z,,
arvo alkuperéiseen funktioon f.

Varsinkin tietoteknisissd sovellutuksissa tavoiteltu tarkkuus 8 tai § on tirked silmukan
lopetusehto. Téssé tutkielmassa kuitenkin keskitytddn yhtalonratkaisumenetelmien
matemaattiseen puoleen. Tietoteknisisséd toteutuksissa tulee algoritmiin sisallyttas
menetelmén lisdksi muun muassa likiarvon tarkkuustarkastelu, silmukan lopetusehto
seké poikkeuksien hallinta. Tarkemmin poikkeaman arvioinnista seké liukuluvuista,
katso esimerkiksi [22, luku 1]. Liukuluvuista ja liukuluvuilla laskemisessa ilmenevista
laskentavirheisté, katso esimerkiksi [10, luvut 15 ja 16], [5, liite B] tai [20, luku 1].

3.4. Yhtilon numeerisen ratkaisemisen jilkeen

Kuten yhtélonratkaisun alussa on oltava tarkkana alkuarvoa x( asetettaessa, myos lo-
pussa on tarkasteltava, missd mééarin laskettu likiratkaisu on sovelluskohteen kannalta
kiyttokelpoinen ja looginen. Esimerkiksi nelijuuren v/2 likiarvoksi v/2 ~ —1,4142 ei
ole mielekés. Suomen puuston vuotuiseksi pituuskasvun keskiarvoksi 150 metrid on
sangen suuri luku. Vaikka tulos olisikin matemaattisessa mielessé looginen ja oikea, ei
likiratkaisu pahimmillaan ole kdytdnnon sovellutuksissa mielekés tai kayttokelpoinen.
Néin ollen on pidettéva mielessé ja tarkasteltava, mihin numeerisen menetelmén vas-
tauksia sovelletaan ja ovatko likiratkaisut edelleen siind ympéristossa kayttokelpoisia.
Tarkemmin matemaattisesta mallintamisesta ja algoritmien tietoteknisestd toteutuk-
sesta, katso esimerkiksi [5, luku 2].



LUKU 4

Suppenemisnopeus ja yhtalonratkaisumenetelméin tehokkuus

Ovatko eri yhtédlonratkaisumenetelmét yhtéd tehokkaita? Suppenevatko toiset mene-
telmét nopeammin, jopa kiihtyen, kohti tosiratkaisua a? Onko perdkkaisten likiarvo-
|5n

jen poikkemille olemassa raja-arvo lim,, |E—+‘1|? Jos raja-arvo 16ytyy, mikéd on tuon
n
raja-arvon suuruus ja mitd se kertoo menetelmén suppenemisnopeudesta?

4.1. Suppenemisnopeus

Perikkéisten likiratkaisuiden {x,, x, 1} poikkeamien absoluuttinen ero on |&, 11 —&,|.
Likiratkaisujonon {x, } suppenemista voidaan tarkastella myos huomattavasti kiinnos-

tavammalla poikkeamien suhteellisella erolla ‘EZ—“ Talloin erityisen kiinnostavaa on,

mitéd suhteelle % tapahtuu isoilla n seké varsinkin, kun n — oo.

Oletetaan, etta likiratkaisujono {x,} suppenee kohti ratkaisua «, jolloin poikkeamien
suuruus |&,| pienenee joka rekursiolla. Toisin sanoen |e,+1| < |&,| kaikilla n € N,
kun n > ng. Oletetaan liséksi triviaalisti, ettd mikaédn likiratkaisu z,, ei sattumalta
osu tasmilleen tosiratkaisuun «, tialloin myoskéddn poikkeama ¢, ei ole koskaan nolla,
kuten my6hemmin muun muassa lauseessa 9.16 osoitetaan. Néin voidaan méaéaritella
luku p raja-arvona

(4.1) j— tim el oo g

n—oo |,

Luku g kuvaa kahden perékkiisen poikkeaman {e,,¢e,_} vilistd suhdetta. Voidaan-
kin puhua suppenemisvakiosta p. Vastaavasti voidaan kirjoittaa

lent1] = plen|, kun n on suuri

Perdkkaiset poikkeamat eroavat oleellisesti toisistaan nollasta poikkeavan vakion p
verran. Suppenemisnopeus on siten aina vakio. Téllaista suppenemista kutsutaan [i-
neaariseksi. Lineaarinen suppenemisnopeus tarkoittaa, etté likiratkaisun paikkansa-
pitdvien desimaalien lukumé#rd on suurinpiirtein lineaarinen funktio muuttujanaan
tehtyjen toistojen médrd n. Kuinka nopeasti lineaarinen suppeneminen konvergoi,
vaikuttaa ainoastaan kertoimen g suuruus. Silld, misséd kohtaa suppenemista ja mo-
nennelle n. rekursioaskeleelle likiratkaisujonossa on edetty, tai likiratkaisun z,, tai
poikkeaman ¢,, arvon suuruudella, ei ole vaikutusta suppenemisnopeuteen.
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4.2. Suppenemisaste ja g-luku

Perékkéisten likiratkaisuiden poikkeamien suhdetta suurusluokaltaan kuvaa kaava

|en 1] = plen]?

Téassé luku ¢ kuvaa suppenemisnopeuden voimakkuutta eli yhtédlonratkaisumenetel-
mén tehokkuutta matemaattisessa mielessé.

MAARITELMA 4.1. Luku ¢ € R, on suppenemisnopeuden aste, jolle

lenst| = plen|’,  missd poon jokin vakio

ESIMERKKI 4.2. Lineaarisesti suppenevan yhtélonratkaisumenetelmén perakkéisille
poikkeamille

[en 1] < pilen]

Téssé suppenemisen aste ¢ = 1, jota ei kuitenkaan yleenséd merkité, koska lineaarisessa
suppenemisessa konvergointia kuvaavampi on nollasta poikkeava raja-arvo .
Sama asia voidaan myos kirjoittaa

[ensa] = pilen]

Huowmriorra 4.3.

(1) Maéritelméssi 4.1 g-asteisuus médriteltiin tarkoituksella epdyhtilon avulla,
koska g-aste kertoo kuinka tehokkaasti menetelmé alkuehtojen tayttyessa ai-
nakin suppenee.

(2) Luku ¢ kuvaa suppenemisnopeutta juuri matemaattisessa mielessi. Jokin
matemaattisesti tehoton menetelmé voi olla huomattavasti yksinkertaisem-
pi ohjelmoida ja toteuttaa tietoteknisesti vihemmilld operaatioilla kuin jo-
kin toinen, matemaattisesti tehokkaammin suppeneva menetelmé. N&in ol-
len yksinkertaisempi menetelmé voi kdytdnnossa tuottaa nopeammin tarkko-
ja likiarvoja, vaikka toisen menetelmén matemaattista tehokkuutta kuvaa-
va g-aste olisikin suurempi. Siten g-aste on toisinaan kaytdnnon sovellusten
mielessé toisaalta osin teoreettinen, toisaalta hyvin suuntaa-antava mittari
menetelmén suppenemisnopeuden voimakkuudelle. Aiheeseen palataan myo-
hemmin kiytdnnon esimerkkien muodossa konkreettisten yhtalonratkaisume-
netelmien yhteydessa.

4.3. Kiihtyvaa suppenemista

Kun suppenemisen aste ¢ > 1, sanotaan suppeneminen olevan kithtyvdd. Talloin

li |€ny1] < T plen|?

= lim plen|* " = p-0=0,

n—o0

n—oo |5n| n—oo |n|

silla ¢ — 1 > 0 sekd riittdvan suurilla n > ng pétee |e,| < 1 ja |e,| = 0, kun n — oc.
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Siten lineaarista suppenemista voimakkaammin konvergoivassa eli kiihtyvdssd suppe-
nemisessa perikkéisten poikkeamien suhteen raja-arvoksi muodostuu

lim |€n+1| =0

n—oo |,

Oikeastaan télloin vakion p suuruudella ei ole vilia, sillda konvergoinnin maardavam-
maksi tekijdksi muodostuu suppenemisen g-aste. Kun suppenemisaste ¢ > 1, luvun
p vaikutus on hévidvan pieni ja merkitykseton. Néin ollen raja-arvoa (4.1) taytyy
tasapainottaa luvulla ¢ > 1 siten, etta

1- |€n+1| —

n—o0 |5n|q

T4alloin oleellisesti

(4.2) |enta] = plenl?
ja vastaavasti
(4.3) |enta] < plenl?

Kaava (4.2) kertoo, ettd perikkéiset poikkeamat ovat oleellisesti samaa suuruusluok-
kaa, kun poikkeamaa |e,| korjataan asteen g potenssilla. Poikkeaman arvo vaikuttaa
oleellisesti suppenemisen voimakkuuteen. Téaten mitéd pitemmaélld rekursiossa ollaan
edetty ja mitd lahempéna tosiratkaisua « ollaan, sitd entistékin voimakkaammin kiih-
tyvéa suppeneminen on. Nain poikkeamat suppenevat geometrisené lukujonona kiih-
tyvalla tahdilla. Lineaarisessa suppenemisessa néin ei tapahdu. Kuinka monennelle
rekursiokierrokselle ja ldhelle nollakohtaa ollaan edetty, ei ole oleellista vaikutusta
suppenemisnopeuteen.

Vastaavasti muotoilu (4.3) kertoo, ettd alkuoletusten tdyttyessd suppenemisen aste
on vahintdédn ¢. Tdten myds astetta g voimakkaampi suppeneminen on mahdollista.
Siten, kun suppeneminen on lineaarista voimakkaampaa ja ¢ > 1, riittdvéin suurilla
n > ng, jolloin |e,| < 1, pétee

lens] = pleal” < plen

Néin ollen kiihtyva g > 1 suppeneminen on huomattavasti nopeampaa kuin lineaari-
nen ¢ = 1 suppeneminen.

MAARITELMA 4.4 (g-aste ja suppenemisnopeus).

e Jos ¢ = 1 on suppeneminen lineaarista (linear convergence).

e Jos 1 < ¢ < 2 on suppeneminen ylilineaarista (superlinear convergence,
suomennetaan toisinaan myos superlineaarisena suppenemisena).

e Jos ¢ = 2 on suppeneminen nelidityvid (quadratic convergence, suomenne-
taan toisinaan myos kvadranttisena tai nelidllisend suppenemisena).

HuomAuTUs 4.5. Nyt ylilineaarisella suppenemisella tarkoitetaan suppenemisnopeut-
ta, joka on lineaarista ¢ = 1 suppenemista nopeampaa, kithtyvéaa suppenemista, mutta
g-asteeltaan kuitenkin alle neliGityvan ¢ = 2 suppenemisen.
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4.4. Desimaaliesityksen tarkkuustarkastelua
Nelioityvassa suppenemisessa likiarvon z,, paikkansapitédvien merkitsevien desimaa-
lien méarad voidaan arvioida siten, etté jos n. poikkeamalle on voimassa
pilen| <107,
niin sitd seuraavalle poikkeamalle pétee

plena] < 10727

Néin on, silld kun g # 0 ja ¢ = 2, niin epayhtélon (4.3) perusteella

10-™\? 1072m
ennt] < plenP <M(—) _
7 7

Tiassd 1072™ on poikkeaman enimméissuuruus ja siten 2m on oleellisesti merkitse-
vien desimaalien méérd (kymmenjérjestelméssi). Téten paikkansapitdvien desimaa-
lien méardaa vahintaan keskiméarin kaksinkertaistuu joka rekursiolla. Nelidityva kon-
vergointi siis tarkoittaa, ettd paikkansapitdvien desimaalien lukumééra on suurinpiir-
tein toiseen potenssiin kasvava funktio, muuttujanaan rekursioiden méaéra n.

4.5. Tehokkuus ja luotettavuus

Myo6s g > 2 eli nelivityvédkin korkeampi g-aste ja nopeampi suppeneminen on mah-
dollinen. Siten myohemmin luvussa 11 esiteltdvad Newtonin menetelméé tehokkaam-
min suppenevia numeerisia yhtédlonratkaisumenetelmié on kehitelty. Talloin tosin me-
netelmé suppenee varmasti vain tarkoin rajatuissa olosuhteissa tai erittdin ldhell&
nollakohtaa. Téaten vaikka menetelmé onkin todella tehokas, ei se ole enédé yleisesti
kéyttokelpoinen tai kovinkaan varmasti suppeneva.

Usein kédytdnnon toteutuksissa aikaa menee suppenemisehtojen testaamiseen. Liséksi
vaikka menetelmé olisikin néin tehokas matemaattisessa mielessé, kiaytdnnossa yhden
rekursiokierroksen laskeminen vaatii useita laskutoimituksia, missé ajassa lineaarisel-
la ¢ = 1 tai ylilineaarisilla 1 < ¢ < 2 menetelmélld ehditddn tehdd jopa useita re-
kursiokierroksia. T&ll6in menetelmien vélinen teoreettinen tehokkuusero kaytdannon
yhtéilonratkaisussa pienenee. Niinikdédn luvussa 11 esiteltdvd Newtonin menetelmé,
jolle ¢ = 2 on hyva kompromissi ndiden hienostuneempien menetelmien vaatimusten
ja tehokkuuden valilla.

Yleisesti ottaen metodit, jotka konvergoivat nopeammin, tarvitsevat myos tarkem-
min aivan nollakohdan viereen osuvan alkuarvauksen. Téten onkin yleisesti kdytto-
kelpoista kayttaa ensiksi "varmempia” menetelmid summittaisen likiratkaisun tarken-
tamisekseen, jonka jédlkeen voidaan kayttdd tehokkaampaa menetelméd likiratkaisun
tarkentamiseksi. Siten yleisesti ottaen mité pienempi ¢-luku on, sitd varmempi yhté-
lonratkaisumenetelmé on. Tama empiirinen nyrkkisdanto ei ole tdysin pateva, mutta
kertoo kédnteisesti sen, ettd kaikista tehokkaimmat yhtalonratkaisumenetelmét ovat
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yleisesti epdvarmimpia ja voivat helposti hajaantua, jos alkuarvo g ei osu aivan nolla-
kohdan « viereen. Toisin sanoen menetelmét suppenevat varmasti vain erittéin tarkas-
ti rajatuissa olosuhteissa seké vain jo ennestéén erittdin lihelld nollakohtaa. Toisaalta
hitaimmin toimiva menetelma, luvussa 6 késiteltdva puolitusmenetelmé, on kaikista
menetelmistd varmatoimisin kaikissa yhtalonratkaisutapauksissa. [11, s. 85-86]

Yhtalonratkaisumenetelmén tehokkuutta voidaan tarkastella muun muassa matemaat-
tisesti, tietoteknisesti, algoritmisesti tai kdytdnnon empiiristen kokemusten kannal-
ta. Téssd opinnadytetyossa keskitytddn tarkastelemaan menetelmien a-priorista ma-
temaattista tehokkuutta. Eri yhtalonratkaisumenetelmien suppenemisnopeuksia tar-
kastellaan tarkemmin jaljempéané, kyseisid menetelmia késittelevissa luvuissa.






LUKU 5

Graafinen tarkastelu

Graafisessa tarkastelussa yhtalon nollakohtaa etsitdén koordinaatistoon piirretyn funk-
tion f kuvaajan avulla. Télloin riittdvan siledlle funktiolle saadaan yleenséa hyvéa yleis-
kuva nollakohtien sijainnista, méarasta ja laadusta, mutta vain erittdin summittainen
likiarvo nollakohdalle.

5.1. Likiratkaisun méairittdminen graafisella tarkastelulla

Kuvaajan graafinen tulkinta vaatii inhimillistd paéttelyé, joten tarkastelu ei sovel-
lu suoraan automatisoitaviksi. Taméa on graafisen tarkastelun selked heikkous, koska
tietokoneistettuun numeeriseen ratkaisuun verrattuna inhimilliseen paéttelyyn kuluu
huomattavasti enemmén aikaa. Toisaalta graafisen tarkastelun soveltaminen vaatii
useiden funktion f arvojen laskemista. Oikeastaanhan funktion kuvaaja eli graafi on
vain lukuisia koordinaatistopisteiksi aseteltuja funktion f arvoja. Naiden kuvaajan
pisteiden laskeminen vaatii huomattavasti prosessoriaikaa laskukoneelta. Luultavas-
ti jokin varsinainen numeerinen menetelmé olisi téssd ajassa laskenut sangen tarkan
likiratkaisun nollakohdalle. Niisté ilmeisisté heikkouksista ja tarkastelutavan subjek-
tiivisuudesta johtuen ei graafisesta tarkastelusta puhuta menetelména.

Usein sovellutuksissa tarvitaan sangen tarkkoja likiarvoja, joiden hankkimiseen graa-
finen tarkastelu on hidas. Lisdksi tarkkojen likiarvojen saaminen vaatisi runsaasti
toistoja. Jokainen toisto myds vaatii useiden funktion arvojen laskemista ja nédiden
avulla kuvaajan piirtdmistd. Graafinen tulkinta onkin varsinaisia yhtélonratkaisume-
netelmia selkeésti hitaampi, jos on mahdollista valjastaa tietokoneen laskuteho yhté-
lonratkaisun apuun. Toisinaan funktion kulun tarkastelu graafisesti kuvaajasta ennen
varsinaista numeerisilla menetelmilld likiarvon tarkkaa laskemista ja yhtélonratkai-
sumenetelmén valintaa voi olla erityisen hyoddyllinen osa funktion nollakohtien et-
sintdprosessissa. Graafisen tarkastelun perusteella voidaan usein antaa kohtuullinen
alkuarvaus xy muilla numeerisilla menetelmilld tarkennettavaksi ja varsinaisesti rat-
kaistavaksi. Myos esimerkiksi jos yhtalolla on useita nollakohtia, voidaan nollakohdat
jakaa usealle erilliselle vélille graafisen tarkastelun perusteella.

Sen sijaan esimerkiksi kompleksilukulikiarvoja etsiessd tai useampimuuttujaisten funk-
tioiden kanssa graafinen tarkastelu on jo kompelo. Graafista tarkastelua voikin siten
pitdd enemmén ndkokulmana tilanteen yleiseen hahmottamiseen. Graafinen tarkas-
telu on selkedisti epatasmaéllisin ja epamédraisin. Toisaalta inhimillistd tulkintaa tai
matemaattista analyysia tarvitaan tietyssd mielessé viimeistdan kaikkien numeeristen
menetelmien ratkaisuiden kanssa, kun tarkastetaan, onko saatu ratkaisu tosimaailman
ongelman kannalta mielekés.
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5.2. Miten ihminen ja tietokone “nikevit” yhtdlonratkaisutilanteen

Pedagogisesti graafinen tarkastelu on numeerisia yhtélonratkaisumenetelmia opetet-
taessa perusteltu. Grafiikka néyttiaa oivasti, kuinka valittu yhtélonratkaisumenetelma
toimii ja suppenee — tai kuinka likiarvot hajaantuvat. Kuvaajasta on myos helpompi
tulkita mitad yhtédlonratkaisussa geometrisesti tapahtuu. Esimerkiksi miksi huonolla
alkuarvauksella Newtonin menetelmé hajaantuu, kuten myohemmin kappaleessa 11.2
havainnollistetaan. Toisaalta talld pedagogisesti sindlldan perustellulla graafisten ku-
vaajien avulla suppenemisen havainnollistamisella on ymmaérryksellinen haittapuolen-
sa. Kun valittu yhtalonratkaisumenetelma tai sita kdyttava tietokone ratkaisee juuren
likiarvoa, ei tietokone "née” tai "tiedd” mitdin muuta funktiosta f tai sen kuvaajasta
kuin ne pisteet, mitka sithen saakka menetelméé sovellettaessa on laskettu.

+

Kuva 5.1. Nollakohdan likim&&rdiset sijaintikohdat x1, x5 ja z3 seka
funktion likiarvopisteisiin piirretyin tangenttijanoin tehty havainnollis-
tus ja kuinka tietokone laskee seuraavan likiratkaisun Newtonin mene-
telmén avulla. Missé kohtaa péaéttelisit nollakohdan kuvan perusteella
sijaitsevan?

Tietokone ei mie” kuvaajan yleistd kulkua, vaan toimii tulevaisuuden suhteen "sok-
kona”. Thminen voi grafiikan perusteella ndhdé, mihin yhtélonratkaisu on etenemés-
sé — siis nollakohdan « sijainnin eli misséd funktion f kuvaaja suurinpiirtein leikkaa
x-akselin. Sen sijaan kuvaajassa tietokone "ndkee” vain siihen saakka lasketut yksit-
taiset likiarvopisteet ja niiden funktion f arvon tai muut yhtélonratkaisumenetelmén
algoritmin osana lasketut arvot. Muuten tietokone toimii tdysin sokkona, tdysin yhté-
lonratkaisumenetelmén algoritmin ohjaamana. Tietokone ei pysty padttelemédn edes
summittaisesti, misséd kohtaa nollakohta sijaitsee, koska sitdhén juuri tietokone on
vasta laskemassa yhtélonratkaisumenetelmén algoritmin avulla.


https://www.geogebra.org/m/tzhenT6c#material/ndgbgcXZ

5.2. MITEN THMINEN JA TIETOKONE "NAKEVAT” YHTALONRATKAISUTILANTEEN 25

Tietokone "nékee” vain yksittéisten pisteiden arvot ja "péattelee” (eli laskee yhtalon-
ratkaisumenetelmén saneleman algoritmin avulla) edellisesté likiarvosta z,, seuraavan
likiarvon z,,,1. Oleellisesti tietokone ei "née” yleiskuvaa eikéd "tunne” yhtédén arvoa ai-
emmin laskemiensa likiratkaisuiden ulkopuolelta, kuten ihmisellda on mahdollista yleis-
kuvaa grafiikasta tarkastella. Siten tietokoneen laskiessa pelkédstain numeerisen mene-
telmén perusteella "sokkona” seuraavia likiratkaisuita, on mukana tietty jannitys sup-
peneeko vai hajaantuuko likiratkaisujono. Sen sijaan graafista tarkastelua kéyttéavé
ihminen nédkee kuvaajan perusteella jo ennakolta missid kohtaa nollakohtaa sijaitsee.

Geometrisesti tatd eroa voidaan kuvata silld, ettéd tietokoneen "pééttelyketjussa” xy-
koordinaatistoon saadaan yksittdisia pisteitd. Sen sijaan graafisesti funktiota tarkas-
televa ihminen nékee koordinaatistoon piirretyn kuvaajan jo alusta alkaen.

Kuva 5.2. Tyypillinen funktion kuvaajan graafinen havainnollistus ja
miten ihmissilmé nédkee tilanteen. Missé kohtaa pééattelisit nollakohdan
kuvan perusteella sijaitsevan?

Graafista tarkastelua ei tdssd opinndytetyossé késitelld "menetelméni” enempéé. Toi-
sinaan grafiikkaa kédytetddn havainnollistamaan eri yhtélonratkaisumenetelmii ja -
tilanteita.


https://www.geogebra.org/m/tzhenT6c#material/ndgbgcXZ




LUKU 6

Puolitusmenetelmia

Puolitusmenetelmé (Bisection method) on yksinkertaisin numeerisista yhtéalonratkai-
sumenetelmistd. Menetelméd on varma, mutta toisaalta sangen hidas. Toimiakseen
kasiteltdavan funktion taytyy olla jatkuva. Menetelmé kéayttdd informaatiokseen ai-
emmista likiarvoista ainoastaan niiden etumerkin. Alkuarvoiksi menetelmé tarvitsee
vilin, toisin sanoen alku- ja péétepisteen, joissa funktion arvot ovat erimerkkiset.
Pailahteiden lisdksi luvussa on ldhteind kdytetty [5, 6.3.2], [21, 2.1] ja [18, 1].

6.1. Menetelmi

IDEA 6.1. Olkoon f: [a,b] — R jatkuva funktio ja a < b. Valitaan vili I = |a, b
siten, ettd f(a)f(b) < 0. Télloin funktion f arvot pisteissé a ja b ovat erimerkkiset ja
Bolzanon lauseen nojalla funktiolla on ainakin yksi nollakohta valilla 7. Toisin sanoen
on olemassa ainakin yksi o € I siten, ettd f(a) = 0.

ALGORITMI 6.2 (Puolitusmenetelm4).

(1) Etsitaan vélin alkupisteet ag, by siten, ettd f(ao)f(by) < 0. Talloin funktion
jatkuvuuden ja Bolzanon lauseen nojalla véliltd |ag, bo[ 16ytyy vahintédén yksi
nollakohta.

(2) Lasketaan funktion arvo vélin I, = [a,, b,] puolivilissi x,1 = %, joka
on myos nollakohdan uusi likiarvo. Jos arvot f(x,41) ja f(a,) ovat erimerk-
kiset, tutkitaan seuraavaksi vélia [a,, Z,41], muutoin valid (2,41, b,]. Uudeksi
valiksi [, valitaan siis véleista se, jolla nollakohta o funktion arvojen eri-
merkkisyyden perusteella sijaitsee.

(3) Toistetaan kunnes saavutetaan riittava tarkkuus ja lopetetaan rekursio. Vii-

meiseksi likiratkaisuksi jéa tarkkuusehdon tayttavan vilin [, keskipiste .

Puolitusmenetelmén lopetusehdossa vélin pituutta |I,| verrataan tavoiteltuun tark-
kuuteen §. Algoritmi voidaan siis lopettaa, kun

by, —an = |I,] <0

Toisaalta lopetusehtona voidaan tarkastella myos vilin keskipisteen arvon f(z,,) poik-
keamaa nollasta eli pystypoikkeamaa é. Toisin sanoen télloin lopetetaan, kun

Epétodennidkoisesséd tapauksessa, ettéd keskipiste osuu tdsmdlleen nollakohtaan, tie-
detddn padmaéadran saavutetun ja rekursio voidaan lopettaa tdhén arvoon. Yleensé

27
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likiratkaisuna halutaan vélin sijaan vastauksena antaa desimaaliluku, néin ollen vii-
meiseksi likiarvoksi jad tarkkuusehdon tayttéavéan vélin [, keskipiste x4 .

Huowmrioira 6.3.

(1) Bolzanon lause takaa, ettd valilla I on ainakin yksi nollakohta. Valilld voi
kuitenkin olla my6s useampia nollakohtia.

(2) Jos liséiksi tiedetddn, ettd funktio f on aidosti monotoninen vélilld I, on
yhtélolle f(x) = 0 tasan yksi ratkaisu.

Perustelu: Jos funktio f on aidosti monotoninen, on f niinikdén injektio.
Injektiivisyyden perusteella yhtalolla f(x) = 0 on tasan yksi ratkaisu.

(3) Toisaalta funktiolla voi olla nollakohta, vaikka funktio f ei saa erimerkki-
sid arvoja. Esimerkiksi lauseke (z — a)? on ei-negatiivinen koko reaalilukujen
joukossa R, mutta yht#lélld (z — a)? = 0 on siitd huolimatta kaksoisjuuri
kohdassa x = a. Puolitusmenetelmélld nollakohtaa ei kuitenkaan 16ydeté,
koska menetelmé vaatii alkuarvojen funktion arvojen etumerkkien erimerk-
kisyyden.

6.2. Esimerkki neligjuuren laskemisesta

Halutaan laskea neligjuurelle /25 likiarvo yhdeksén desimaalin tarkkuudella, jolloin
d = 0,000 000 000 5 = 5,00 - 10719, Ratkaistaan siis yhtdlod z? = 25 ja haetaan
nollakohtaa funktiolle f(x) = z*>—25, kun z > 0. Alkuarvoksi annetaan véli Iy = [1, 6].

Tarkastellaan aluksi funktiota analyyttisesti ja tutkitaan, kuinka monta nollakohtaa
tarkasteluvalilla I, on. Funktio f on polynomifunktiona jatkuva seké jatkuvasti n
kertaa derivoituva. Liséksi f on aidosti kasvava madarittelyvélillaan, silla
f(x) =22 >0, kanz >0
Koska funktio f on aidosti kasvava, on f my0s injektio. Koska f on injektio, on
tarkasteluvalilla yhtalolld f(z) = 0 enintdén yksi ratkaisu. Lisdksi, koska
f(l)y)==24<0 ja f(6)=11>0,

on yhtélolla Bolzanon lauseen perusteella ainakin yksi ratkaisu. Siten injektiivisyyden
ja Bolzanon lauseen perusteella on valilla I, tdsmaélleen yksi ratkaisu. Ndiden alku-
tarkastelujen jilkeen sovelletaan seuraavaksi puolitusmenetelmééd turvallisin mielin.

Vilin [y puolivili on kohdassa x; = % =3,5.
Likiratkaisussa x; funktio f saa arvon

flxy) = f(35) = —12,75 <0,

Koska vélin I, = [1;6] paitepisteessid f(6) = 11 > 0, sijaitsee tosiratkaisu valilld
I :=[3,5;6]. Valitaan z; = 3,5 vélin I; alkupisteeksi a;.

Siten juuren uusi likiratkaisu xs on valin I; puolivilissd kohdassa zo = @ = 4,75.
Likiratkaisussa x, funktio f saa arvon

Flas) = F(4,75) = —24375 <0



Koska vélin I} =

6.2. ESIMERKKI NELIOJUUREN LASKEMISESTA

I, := [4,75;6]. Valitaan x5 = 4,75 vilin I, alkupisteeksi as.

Siten juuren uusi likiratkaisu x3 on vilin I puolivélissa kohdassa x3 =
Likiratkaisussa x3 funktio f saa arvon

flxs) = f(5,375) = 3,890625 > 0

Koska vilin I, = [4,75;6] alkupisteessi f(4,75) < 0, sijaitsee tosiratkaisu vélilla
I3 :=1[4,75;5,375]. Valitaan z3 = 5,375 vélin I3 paitepisteeksi bs.

47546 _
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[3,5; 6] paitepisteessd f(6) = 11 > 0, sijaitsee tosiratkaisu vélilla

5,375.

Siten uusi likiratkaisu x4 on vélin I3 puolivélissid kohdassa x4 = w = 5,0625.

Puolitusmenetelméé voidaan jatkaa edeten samalla logiikalla. Taulukkoon 6.1 on las-
kettu puolitusmenetelmén likiarvoja, kunnes haluttu tarkkuus on saavutettu.

n | Vélin alku a, | Vélin loppu b,, | Uusi arvo z,41 f(xni1) Vali |1,]

011 6 3,5 -12.,75 5,000 -10°

1135 6 4,75 -2,4375 2,500 -10°

2 | 4,75 6 5,375 3,890625 1,250 -10°

3| 4,75 5,375 5,0625 0,62890625 6,250 -10!
4 | 4,75 95,0625 4,90625 -0,928710938 3,125 1071
5 | 4,90625 95,0625 4,984375 -0,156005859 1,563 1071
6 | 4,984375 95,0625 5,0234375 0,234924316 7,813 1072
7 | 4,984375 5,0234375 5,00390625 0,039077759 3,906 1072
8 | 4,984375 5,00390625 4,994140625 -0,058559418 1,953 1072
9 | 4,994140625 5,00390625 4,999023438 -0,009764671 9,766 1073
10 | 4,999023438 5,00390625 5,001464844 0,014650583 4,883 1073
32 | 4,99999999907 | 5,00000000023 | 4,99999999965 | -0,00000000349 | 1,164 -10~?
33 | 4,99999999965 | 5,00000000023 | 4,99999999994 | -0,00000000058 | 5,821 -10~10
34 | 4,99999999994 | 5,00000000023 5,00000000009 0,00000000087 | 2,910 -10~10

TAULUKKO 6.1. Puolitusmenetelméan suppeneva tarkasteluvili ja tar-
kentuvat neligjuuren /25 likiratkaisut.

Puolitushaun 34. rekursiolla saavutetaan haluttu tarkkuus, silla vélin pituus
|I54] =2,910- 1071 < 5,00- 107 = §

Téalloin mika vain vélilta I3, otettu arvo on riittdvéan tarkka. Valitaan viimeiseksi
likiratkaisuksi viimeisen vélin I3, keskipiste x35; = 5,00000000009.

T&llin likiratkaisun z35 pystypoikkeama on é35 = |f(x35)| = 8,7-1071° eli likiratkaisu
antaa on noin miljardisosan tarkkuudella oikean tuloksen. Nyt tehtédvAnannossa ei
kuitenkaan oltu méadritetty pystysuuntaista tarkkuusehtoa 5, vaan juuri sivuttainen
tarkkuusvaatimus 9.

Huomaa, ettd a-prioristi saatavilla olevan tiedon perusteella ei voida olla varmoja
onko likiratkaisu zg4 varmasti riittdvén tarkka, silla valin I3z pituus

|I33] = 5,821-1071 > 5,00- 107" = §
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Siten valiltd I35 10ytyy arvoja, jotka eivat taytéd tarkkuusvaatimusta §. Vali I35 (jonka
keskipiste x34 on) on lilan leved ja siltd 16ytyy vield arvoja, jotka eivit tayta tark-
kuusvaatimusta . Siksi on tehtéva viela yksi puolitus. Vasta kun vélin I,, pituus on
riittédvan pieni eli |[,,| < §, on varmaa, ettéd kaikki véliltd otetut arvot téyttévit tark-
kuusvaatimuksen. Taméa toteutuu véalilla Is4. Yleensé tuloksena halutaan antaa valin
sijaan yksi desimaaliarvo, jolloin luonteva valinta télle on vélin I34 keskipiste, liki-
ratkaisu xs35. Esimerkissd onkin mielenkiintoista, ettéd itseasiassa aiempi likiarvo sy
on tarkempi kuin sité seuraava, tarkkuusehdon 0 a-prioristi saatavilla olevan tiedon
perusteella varmasti tayttava likiratkaisu ss.

n | Likiratkaisu z,, | Poikkeama |e,,|

31 | 5,000000001397 | 13,97 -10719
32 | 5,000000000233 | 2,328 - 10710
33 [ 4,999999999651 | 3,492 - 10710
34 | 4,999999999942 | 0,5821 - 10710
35 | 5,000000000087 | 0,8731 - 10710

TAULUKKO 6.2. Puolitusmenetelmalla saatuja likiratkaisuita ja niiden
poikkeamien absoluuttiset suuruudet.

6.3. Suppeneminen

Puolitusmenetelmé on varma menetelmé. Tamé tarkoittaa sitd, ettd jos alkuehdot
tayttyvit, suppenee menetelmé varmasti kohti tosiratkaisua «. Témaé tapahtuu var-
masti, sille menetelmén algoritmi 6.2 takaa sen, ettd nollakohta « séilyy vélin [, pa&-
tepisteiden vélissd. Télloin vililtd Bolzanon lauseen perusteella 16ytyy aina ainakin
yksi nollakohta.

Puolitusmenetelmén algoritmi 6.2 tuottaa kasvavan lukujonon {a,} sekéd véhenevin
lukujonon {b,,}, joille kaikilla n € N on voimassa

a, < by,

seké,
fla,) <0 ja f(by) >0
(taikka f(a,) >0 ja f(b,) <0)

Niin ollen jatkuvuudesta ja algoritmin ehdoista seuraa, ettd suppenevilla jonoilla on
sama raja-arvo

lim a, = lim b, = «
n—oo n—oo

seka
0= lim f(a,) <0 ja 0= lim f(b,) >0

n—oo n—oo

Siten f(«) = 0, joten menetelmé suppenee kohti juurta c.
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6.4. Suppenemisnopeus

Puolitusmenetelmé konvergoi sangen hitaasti, koska menetelmé kayttaa tietona liki-
ratkaisuiden funktion arvoista f(z,) ainoastaan niiden etumerkin. Tarkasteluvéli I,
jolla nollakohdan « tiedetéén olevan, puoliintuu joka askeleella, joten vastaavasti n
puolituksen jilkeen vélin pituus on

b—a

[n:bn_n:
Il = b= o = 2

=2""(b—a)

Halutaan, etté likiratkaisut ovat korkeintaan tarkkuuden o péésséa tosiratkaisusta eli
en < 0. Toisaalta poikkeama &, on enintdén vélin pituus |7, |, jolloin

§> || =27"(b - a)

Niin ollen haluttuun tarkkuuteen ¢ padstéikseen tarvittavien rekursioiden lukuméaras
n voidaan arvioida kaavalla

(6.1) n > log, (bg“>

Kun ¢, <b, — a,, puolitushaun suppenemisnopeuden raja-arvo on (keskiméaérin)

2

o= lim |5n+1| _ N %|5n| 1

n—oo |5n| n—oo |€n|

Vili siis puolittuu joka askeleella, jolloin suppeneminen on lineaarista.

Huomionarvoista on, kuten esimerkin taulukossa 6.2 voidaan havaita, ettd puolitus-
menetelmén poikkeaman suuruus |e,| harvoin suppenee tarkalleen ottaen lineaarises-
ti, vaikkakin nollakohdan siséltévin tarkasteluvilin pituus |I,,| suppenee tdsmélleen
lineaarisesti. Oleellisempi kisite puolitushaussa on vili ja sen péétepisteet kuin var-
sinainen yksittdinen likiarvo. [5, 6.3.2 ja A.7.1]

ESIMERKKI 6.4. Esimerkin 6.2 neligjuuren laskennan suppenemisnopeutta voidaan
ennakoida a-prioristi kaavalla (6.1), jolloin saadaan

b—a 6—1
> log, [ =) =log, [ ——— | & 33,21928095
" 08 ( 5 ) 082 (0,0000000005) ’

Siten riittavé tarkkuus saavutetaan 34. puolituksella. Télloin véalin I3, puolivili on
viimeisin likiarvo eli likiratkaisu x3s.

Vaikka puolitusmenetelmé suppenee varmasti, ei puolitushaussa edellisten likiarvojen
suuruus suuntaa seuraavan likiarvon laskentaa. Seuraava likiratkaisuvali 7,1 on aina
tasan puolet aiemman vélin [, pituudesta. Funktion f ominaisuudet eivét etumerkki-
tarkastelua lukuunottamatta mitenkdén tarkenna ja ohjaa seuraavaa likiratkaisua tar-
kemmaksi. Lasketun likiratkaisun funktion arvon f(x,.1) perusteella vain paitelldéin,
kummalle puolelle aiempaa vélid nollakohta jaa. Tamaéan vuoksi puolitusmenetelmén
suppeneminen on sangen hidasta. Menetelmé voi kuitenkin olla tétd hienostuneempi.
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Luvussa 16 esiteltdvd puolitusmenetelmén kanssa useita samanlaisuuksia siséltava
jinnemenetelmé ottaa huomioon tarkasteluvilin péitepisteiden f(a,) ja f(b,) etu-
merkkien lisiksi paétepisteiden funktion arvojen f(a,) ja f(b,) suuruudet. Hienostu-
neemman funktion ominaisuuksien huomioimisen seurauksena suppenemisnopeus voi
olla jopa kiihtyvaa. Vastaavasti iteratiivisissa menetelmissé edellisen likiratkaisun ar-
vo vaikuttaa seuraavan iteraatiokierroksen likiratkaisun laskemiseen. Néin edellinen
likiarvo ohjaa ja tarkentaa iteraatiotaprosessia. Tarkastellaan seuraavaksi iteratiivisia
yhtélonratkaisumenetelmié.



LUKU 7

Iteratiiviset menetelmait

Kasitellddn seuraavaksi iteraatiota ja iteraattifunktion ominaisuuksia. Esiteltavét nu-
meeriset menetelmét kuuluvat iteratiivisiin yhtélonratkaisumenetelmiin. Syvennytéén
aluksi tutkimaan iteraation ideaa ja iteraatioprosessia tarkemmin.

7.1. Iteraatio

Iteraatio® (iteration)® on periaate tai toimintatapa, jossa seuraavan iteraatiokierrok-
sen laskennan alkuarvoksi otetaan edellisen kierroksen likiratkaisu. Iteraatio on siis
rekursiivista toistamista, missé edellinen likiratkaisu x,, ohjaa tarkentavasti seuraavan
likiratkaisun x,,.; laskentaa. Iteroitaessa lausekkeen arvo sijoitetaan takaisin lausek-
keeseen muuttujan paikalle. Toisin sanoen alkuarvona kéytetddn yhtdlon f(z) = 0
tdhén mennessi parasta likiratkaisua x,,, jolloin saadaan tiettyjen kutistavuusehtojen
tayttyessé seuraava, entistikin tarkempi likiratkaisu x,,,,. Toistamalla taté prosessia
saadaan tarkentuva likiratkaisujen jono {x,}.

Oleellisesti iteraatiomenetelmét perustuvat iterointiyhtiloon

(7.1) 7= o(x)

Iteroivissa menetelmissé ei siis suoraan ratkaista alkuperdisen funktion f yht&loa
f(z) = 0, vaan nimenomaan iteraattifunktion ¢(x) iterointiyhtélod x = ¢(x), jonka
avulla saadaan alkuperiisen nollakohtayhtilon f(z) = 0 nollakohdalle likiratkaisu ,,.
Erotuksena muista funktioista kédytetddn iteraattifunktion tunnuksena kreikkalaista
kirjainta ¢ (fii tai phi).

HuomAuTus 7.1. Tterointiyhtélo (7.1) voidaan kirjoittaa myos iteraatiokierroksia ko-
rostavassa rekursiivisessa muodossa

(7.2) Tpr1 = O(x,), missin=0,1,2,...

Talloin edeltéavan kierroksen likiratkaisua x,, ldhtéarvona kéayttéden lasketaan uusi liki-
ratkaisu x,,, iteraattifunktion ¢ avulla. Kéytdnnon menetelmissé iteraatioperiaatetta
sovelletaan juuri téhén tapaan.

Huowmrioira 7.2.

Literaatio — 1. varsinkin matematiikan, tietotekniikan menetelmii, joissa samat laskutoimitukset
tal muut toimenpiteet toistetaan (joko samanlaisina tai muuttujia vaihdellen), kunnes saadaan esi-
merkiksi tarkkuudeltaan haluttu tulos; yksi téillainen toimenpiteiden sarja. (MOT Kielitoimiston sa-
nakirja, 2017, Kotimaisten kielten keskus ja Kielikone Oy, https://mot.kielikone.fi/mot/jyu/)

%iterare (latinaa); toistaa
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(1) Iteraatiolla tarkoitetaan seké iteraatiota prosessina ettéd iteratiivisilla me-
netelmilld kokonaista yhtalonratkaisumenetelmien menetelméaperhetta. Toi-
saalta iteraatio, iteraatiokierros tai -askel tarkoittavat tuon iteraatioprosessin
yhté toistoa.

(2) Mité tahansa funktiota g: I — I voidaan periaatteessa iteroida, mutta taméa
ei ole mielekéista. Téytyyhén iteroinnissa olla jokin (matemaattinen) johtoa-
jatus taustalla ohjaamassa toimintaa.

(3) Numeeristen menetelmien lisiksi iteraatioperiaatteella on térkeitd sovellu-
tuksia muun muassa funktionaalianalyysissa (functional analysis) seké diffe-
rentiaaliyhtéloiden (differential equations) teoriassa.

ESIMERKKI 7.3. Aiemmin késitellyt graafinen seké puolitusmenetelmé eivit ole ite-
ratiivisia menetelmid. Siksi ndiden menetelmien yhteydessd ei puhuta iteraatiokier-
roksista, vaan rekursioista tai toistoista. Puolitushaussa uusi likiratkaisu otetaan aina
tarkasteluvilin puolivélista ja joka toistolla vali tdsmélleen puolittuu téaysin riippu-
matta likiarvojen suuruuksista. Siten edeltévén likiratkaisun suuruus ei mitenkéén
ohjaa seuraavan likiarvon laskentaa, kuten iteraatiossa tapahtuu.

Toisaalta iteraatiomenetelmissé luovutaan likiratkaisuiden funktion arvojen etumerk-
kitarkastelusta ja Bolzanon lauseesta. Iteraatiomenetelmisséd tehokkuus saavutetaan
siis varmuuden kustannuksella.

[teraattifunktion ¢ arvot ja kaytos riippuvat oleellisesti alkuperiisesta funktiosta f
ja iteraattifunktio ¢ méaritelldén jollain tapaa alkuperiisen funktion f avulla. Niilla
kahdella funktiolla ja niihin liittyvilla yhtéloilla onkin vahva yhteys. Tutkitaan seu-
raavaksi iteraattifunktiota ja sen ominaisuuksia.

7.2. Iteraattifunktio

Iteraattifunktiolle ¢(z) halutaan ominaisuus, ettd yhtélon f(z) = 0 ratkaisussa z = «
iteraattifunktio ¢ () toimii identiteettifunktiona, toisin sanoen pétee kiintopisteyhtdild

(7.3) é(a) = a

Talloin nollakohta a toimii iterointiyhtalon (7.1) kiintopisteend.
MAARITELMA 7.4 (Kiintopiste). Piste a € R on funktion ¢ kiintopiste, jos ¢(a) = av.

Huowmrioira 7.5.

(1) Geometrisesti kiintopiste tarkoittaa identiteettisuoran y = x ja kiyrdn y =
¢(x) leikkauskohtaa vililla [.

(2) Funktiolla voi olla ei yhtéén, yksi, useita tai ddreton maara kiintopisteité.

(3) Iterointiyhtalo (7.1) oleellisesti kertoo, ettéa oikealla puolella yhtélod olevaa
iteraattifunktiota ¢(z) verrataan kaavassa vasemmalla puolen olevaan iden-
titeettikuvaukseen y = x. Tamé& kédy hyvin ilmi kiintopistemenetelmén ite-
raatiosta ja voidaan havaita esimerkiksi kuvasta 10.2.
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(4) Kiintopisteyht&lo (7.3) on erityisesti matemaattisen teoreettisen puolen tar-
kastelussa tarked yhtélo, silla kyseisen kiintopisteyhtélon avulla voidaan usein
perustella, mistd syystd matemaattinen rakennelma ja yhtéalonratkaisu toi-
mivat. [terointiyhtdlo (7.2) on ty6véline tosiratkaisun o likiarvon z,, méérit-
tamiseksi.

Kiintopisteen « kautta alkuperéisen funktion f ja iteraattifunktion ¢ vélilld on vah-
va vhteys, jonka avulla iteraattifunktio ¢ soveltuu hyvin tyovélineeksi nollakohdan
etsintddn. Nyt voidaankin iteraattifunktio mééritellda tarkemmin.

MAARITELMA 7.6 (Iteraattifunktio). Iteraattifunktio ¢: I — R on jatkuva funktio,
joka vililla I toteuttaa ehdon

(7.4) fl@)=0 & x=¢(x)

Huowmrioira 7.7.

(1) Maaritelmé tarkoittaa oleellisesti nollakohtapistettd z = av. Silld télloin

fla)=0 < a=d(a)

Toisin sanoen iteraation kiintopisteessd yhtalo toteutuu.

(2) Molemmat yhtdlot (7.4) toteuttavalla muuttujan arvolla z = « on térked
kaksoismerkitys. Ensinndkin a on yhtélon f(x) = 0 juuri, toisaalta a on
funktion ¢(x) kiintopiste. Téten, jos 16ydetddn likiratkaisu z,, siten, etté se
toteuttaa yhtélon x = ¢(x) (riittavilla tarkkuudella eli riittdvéan pienelld
poikkeamalla ¢,), on sama likiratkaisu x,, alkuperidisen yhtélon f(z) = 0
juuren likiarvo.

(3) Funktiolla f voi olla useita nollakohtia ay, as, ..., a,. On kuitenkin tarkoi-
tuksenmukaista rajoittua vélille I, jolta 16ytyy kerrallaan vain yksi nollakohta
a.

On huomionarvoista, ettd jokainen yhtélo f(z) = 0 on muokattavissa iterointiyhtalon
(7.1) muotoon x = ¢(x). Tamé tarkoittaa sitéd, ettd aina on muodostettavissa iteraat-
tifunktio ¢. Kuitenkaan tama ei tarkoita, ettd nédin muodostettu iteraatio vélttaméatta
suppenee. Tahén aiheeseen palataan mychemmin konkreettisten iterointimenetelmien
yhteydessé tarkastellessa menetelmien suppenemista ja varmuutta. Tarkastellaan seu-
raavaksi tarkemmin iteraattifunktion ¢ ominaisuuksia.

7.3. Iteraattifunktion ominaisuuksia

Iteraattifunktio ¢ ei ole yksikésitteinen, vaan se voidaan mééritelld usealla, toisistaan
poikkeavalla tavalla. Jokin ¢;(z) saattaa toimia paremmin tietyssd yhtéalonratkai-
sutilanteessa tietyn yhtélonratkaisumenetelmén kanssa kuin jokin toinen ¢q(x). Itse
asiassa eri iteraattifunktiot ¢, oleellisesti méadrittavit, mité iteratiivista yhtalonrat-
kaisumenetelmad kéytetddn. Iteraattifunktion ¢ méarittelevad lauseketta kutsutaan
iteraatio-, palautus- tai rekursiokaavaksi.
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f(x)

Kuva 7.1. Identiteettisuora y = =z, erdédn funktion f kuvaaja sekd
funktiosta f muodostettujen iteraattifunktioiden kuvaajia. Funktio f
leikkaa x-akselin nollakohdassa oy ja vastaavasti katkk: iteraattifunktiot
¢ sekéd identiteettisuora y = =z leikkaavat kiintopisteen o,. Huomaa
kuinka nollakohdan ay ja kiintopisteen o x-koordinaatit ovat samat.

MAARITELMA 7.8 (Iteraattifunktion palautuskaava). Iteraattifunktio ¢(x) voidaan
avata muotoon

¢(z) =z + c(z) f(x)

eli rekursiivisesti

(7.5) Tpt1 = ¢($n> =T+ C<xn)f(xn>

Télloin iteraattifunktion palautuskaavassa on kolme osaa:

Tpi1 = ¢(x,) — uusi, nollakohdan seuraava likiratkaisu
r, — edellinen likiratkaisu, joka toimii lihtokohtana seuraavan
likiratkaisun méaarittadmiseen
c(x,)f(z,) — korjausosa, joka suuntaa edellisté likiratkaisua x, kohti

tosiratkaisua a

Liséksi korjausosa voidaan jakaa kahteen osaan:

c(x,) — menetelméosa; jokin sopiva jatkuva funktio, jolle ¢(x) # 0,
kun = # «
f(x,) — alkuperdinen funktio, jonka nollakohtaa haetaan

Oleellisesti juuri korjausosan menetelméfunktio ¢(z) ei ole yksikésitteinen ja vaihtelee
kaavassa sen perusteella, mitéd iteratiivisista yhtédlonratkaisumenetelméd kaytetdain.
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Menetelméfunktion ¢(z) kulusta riippumatta nollakohdassa x = « funktiolle f pétee

f(a) =0, jolloin

dla)=a+c(a) - 0=«
Talloin tosiratkaisu « toimii iteraattifunktion ¢ kiintopisteend, kuten kiintopisteyh-
talossd (7.3) halutaan.

ESIMERKKI 7.9. Menetelméosa c(x) muutamassa iteraatiomenetelméssa

e Newtonin menetelmé: c(x) = _f,(in)’ missé f'(x) #0
1, tai vastaavasti c¢(z) = —1

missd m € R, m #0

e Kiintopistemenetelmé:  ¢(x)
e Whittakerin menetelmé: ¢(z) = L,
Silld kuinka menetelméosa c(x) — ja siten iteraattifunktio ¢(z) — médritellddn on
oleellinen vaikutus suppeneeko likiratkaisujono {x,} ylipddnsa kohti tosiratkaisua .
Menetelméfunktio ¢(z) toisena korjausosan tekijani ohjaa kuinka voimakkaasti liki-
ratkaisua x, pitdd korjata. Jos likiratkaisu x, sijaitsee jo ldhelld nollakohtaa «, ei
korjausosan tarvitse endé tehdé isoja korjausliikkeitd. Télloin likiratkaisun z,, arvo
f(x,) on ldhes nolla, joka pienentdé korjausosan tekeméié korjausta.

ESIMERKKI 7.10. Halutaan ratkaista kuvauksen f(z) = 2% + 2 — 3 nollakohdat ite-
roimalla. Juurten ratkaisemiseksi voidaan yhtalosta f(x) = 0 johtaa seuraavat nolla-
kohdassa yhtépitavit iteraattifunktiot:

¢1(z) = —2?+3  (ratkaisemalla z yhtilosta f(x) = 0)

do(x) = £/3 —x (ratkaisemalla z? yhtilostda f(z) = 0)

ps(z) =2 -1 (jakamalla yhtils x? = 3 — 2 muuttujalla z)
d4(x) = giﬁ’ (Newtonin menetelm#)

Téasséd tapauksessa iteraattifunktioiden 1 ja 3 iteraatiot eivét suppene ja vain ite-
raattifunktioiden 2 ja 4 iteraatiot suppenevat. Siten iteraattifunktion ¢ maérittelylla
on tarked merkitys ja iteraatiot voivat kiyttaytyé iteraatiofunktion méasrittelytavas-
ta johtuen hyvin eri tavalla: iteraatio saattaa hajaantua, supeta hitaasti tai supeta
kohtuullisen nopeasti. Ylldolevien iteraattifunktioiden kuvaajien havainnollistukset
16ytyvit liitteestd B. [5, 6.3.5]

ESIMERKKI 7.11. Sovelletaan esimerkin 7.10 iteraattifunktion ¢, ideaa neligjuuren
V25 laskemiseen. Muokataan yht#lostd 22 — 25 = 0 iterointiyht#lo ratkaisemalla yh-
talostd 22 binomikaavaan korottamalla

22 —25=0 N
22+ 122 4+ 36 = 61 + 12z =

(7.6) 2 _
(r+6)° =122 4 61 &

T =12z +61 -6

Téten iteraattifunktio on ¢9(x) = /122 + 61 — 6.
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Iteroidaan tata funktiota alkuarvauksella xq = 2, jolloin saadaan suppeneva likirat-
kaisujono

Ty = 2
T = \/m -6

= 3,2195444572928 . . .
o = 3,9817099480757 . . .
x3 = 4,4297899967789 . ..
x4 = 4,6844503818093 . . .
x5 = 4,8265139625695 . . .
xg = 4,9049606854327 . . .
r7 = 4,9480376426642 . . .
rg = 4,9716202865379 . ..
T9 = 4,9845092488674 . . .
r10 = 4,9915472517025 . ..

236 = 4,9999999987896 . . .
237 = 4,9999999993397 . ..
T3 = 4,9999999996398 . . .

Siten likiarvon xss ~ 4,9999999996399 poikkeamalla €35 ~ 3,60 - 1071° < § = 5,00 -

1071° saavutetaan haluttu tarkkuus. Iteraatio suppenee, muttei kovin voimakkaasti.

A-prioristi voidaan likiratkaisun tarkkuus paitelld muun muassa tarkastelemalla kah-
den perdkkiisen likiratkaisun erotusta. Nyt |rs3; — x3s] < d. Kahden viimeisen liki-
ratkaisua tarkastelemalla huomataan, ettd likiarvossa on ainakin desimaalit arvoon
4,999999999 saakka oikein, koska nuo desimaalit eivat muuttuneet likiratkaisuiden g7
ja 3s vililld. Tamén perusteella v/25 ~ 4,999999999 on yhdeksén desimaalin tark-
kuudella oikein, kuten haluttiinkin. T&ssé tarkastelussa on kuitenkin oltava varuil-
laan, silld jos iteraatio suppenee huomattavan hitaasti, voivat likiratkaisujen ero olla
alle tarkkuusehdon 9, vaikka ei edes olla ldhella nollakohtaa «. Nyt kaytetylla iteraa-
tiofunktion ¢, muodostamistavalle ei ole omaa nimeé eiké se ole oma menetelménsa.
Siten se on yleisesti vain jokin tarkemmin nimedméton iteraatio.

On huomionarvoista, ettd vaikka méériteltiin ¢o(x) = v/122 4+ 61 — 6 saadaan kaavan
(7.6) vastaavaa binomikaavaksi tdydentédmisen ideaa kiyttden muodostettua esimer-
kiksi vaihtoehtoinen iteraattifunktio ¢o(z) = 2z + 26 — 1. Ei ole yllittivid etti
tdmékin iteraatio suppenee. Sen sijaan hamméstyttavad on se, ettd tdmé iteraatio

suppenee huomattavasti nopeammin. Téllin jo likiarvon 213 &~ 4,99999999976 poik-
keamalle 15 ~ 2,42 - 10710 < §.

Niinikdén vaikka nyt likiratkaisujono suppeneekin, on ratkaisussa sinélldan tehty ke-
hépadtelmé. Tehtdvané oli nelidjuuren /25 likiarvon méarittdminen, mutta itsensi
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iteraattifunktion 4/12x + 61 — 6 sisdédn jokaisella iteraatioaskeleella tarvittiin nelio-
juuren arvon madrittamisté. Siten tdma ratkaisutapa ei ole kovinkaan kayténnollinen
verrattuna vaikkapa Sumerilaisten menetelméén esimerkissa 7.5 tai kiintopistemene-
telmédn esimerkissé 10.4.

Iteraattifunktio ei siis ole yksikésitteinen ja se voidaan muodostaa usealla toisistaan
poikkeavalla tavalla. Siten ei voida antaa yleistd palautuskaavaa tai ohjetta kuinka
muodostaa toimiva ja varmasti suppeneva iteraattifunktio, koska téllaista kaavaa ei
ylipdédnsé ole. Iteraattifunktion muodostuksessa onkin usein kidytettdva matemaat-
tista pééttelyd ja oveluutta. Iteraattifunktion ¢(x) méarittelyllda on myos merkitysta
tietoteknisissé sovellutuksissa, koska eri iteraattifunktioiden laskentaan tarvitaan eri
maédra prosessoriaikaa ja keskusmuistia. Liséksi eri iteraattifunktioilla voi muun muas-
sa tietokoneiden liukulukuesitystarkkuudesta ja algoritmisesta toteutuksesta johtuen
muodostua erilaisia lasku- ja pyoristysvirheitéd. Joitain yleensd sangen kayttokelpoi-
sia ja toimivia iteraattifunktioita ja niiden muodostamistapoja on loydetty, kuinka
iteraattifunktio voidaan muodostaa funktion f avulla. N&itd tapoja esitellddn varsi-
naisina kdytédnnollising iterointimenetelmid myohemmin, muun muassa luvuissa 10 ja
11.

HuomauTus 7.12. Jos iteraattifunktion palautuskaavan (7.5) avattua muotoa
vertaa poikkeaman méérittelyyn (3.1) korjausterminé
o=, +eE,

voi kaavojen valilld huomata tiettyd samankaltaisuutta.

Poikkeaman ¢, suuruutta ei kuitenkaan saada koskaan téysin tarkasti selville, koska
iteraattifunktion korjausosan c(z)f(x) likiratkaisua x,, hienosddtavissi korjauksessa
ei koskaan padsté tdydelliseen tarkkuuteen. Iteraatiossa on enemmén tai vihemmén
aina mukana poikkeamaa. Siten palautuskaavan yhtdlossd (7.5) téytyy tésméllisen
ratkaisun o sijaan "tyytya” iteraatioprosessin seuraavaan likiarvoon x,.1.

7.4. Funktioiden ¢ ja f yhtyméikohtia

Yleensd lukiokirjoissa tai edes tieteellisessa lahdekirjallisuudessa ei tehda selkedd eroa
alkuperdisen funktion f(z) ja iteraattifunktion ¢(z) vélilld. Néain ollen oppikirjois-
sa iteraatiokaava kirjoitetaan muodossa "x = f(x)”, vaikka itse asiassa tarkoitetaan
kaavaa * = ¢(x). TAméa aiheuttaa lukijassa helposti sekaannusta ja epéselvyytté,
kummasta funktiosta onkaan tarkalleen kyse. Koska oppikirjoissa funktiosymbolia f
kéytetadn perédtysten toisistaan poikkeavassa merkityksessé, lukijalle voi helposti syn-
tya késitys, ettd kyseessd on sama funktio, vaikka todellisuudessa néin ei ole. Omi-
aan sekaannus on myohemmin kiintopistemenetelméaé luvussa 10 késiteltédessé, missa
iterointiyhtélo yksinkertaisesti méaritellidn "z = x — f(x)”. Ero iterointiyhtdlon kir-
joitustapaan "r = f(z)” on pieni, mutta samalla sekd merkitsevd ettd merkittava.
Tasmiéllisempédéd on merkitd iteraattifunktiota merkinnin ¢(x) := = — f(z) avulla,
jolloin iterointiyhtélo saa muodon x = ¢(x).
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Vaikka funktiot f ja ¢ menevit osin lomittain ja funktioiden valilla on térkeé yhteys,
on funktiolla f ja iteraattifunktiolla ¢ merkittavé ero seki ideana etté laskentatekni-
sesti. Tamé ero hahmottuu myos kuvassa 7.1. Saman merkintdtavan kdytto useassa
eri merkityksessé saa helposti aikaan sekaannusta ja "en tajuu, en osaa” -tuntemuksia
varsinkin siksi, ettd lukion pitkédn matematiikan loppupuolelle sijoittuvana kurssina
on numeeriset menetelmét aiheena lukiotasolle sangen haastava. Siksi merkintéta-
voissa on oltava tarkkana. Merkintdtapojen ja notaatioiden tulee edistdd oppimista
tarpeettomien sekaannusten luomisen sijaan. Naistd syistd johtuen téssd opinnéyte-
tyosséd on erityisesti haluttu korostaen kéayttda eri merkintéja funktioista g, f ja ¢
funktion kayttotarkoituksen mukaan. Tavan toivoisi yleistyvan myo6s oppikirjoissa.

Tassé opinnaytetyossa alkuperdiselle funktiolle, jonka nollakohtia ollaan ratkaisemas-
sa yhtalostd f(z) = 0, kiytetddn yksiselitteisesti ja johdonmukaisesti merkintaa f.
Ei-yksikésitteiselle iteraattifunktiolle, jota iteroitaessa verrataan identiteettilausek-
keeseen iterointiyhtalolla = = ¢(x), kiytetddn merkintdd ¢. Funktio f antaa yhtdlon,
jota halutaan ratkaista. Iteraattifunktio ¢ toimii tyovélineené nollakohdan likiarvojen
méadrittdmiseksi. Iteraattifunktion ¢ arvot voivat poiketa huomattavasti alkuperaisen
funktion f arvoista. Kuitenkin aina nollakohtaa x = a ldhestyttéessa tiedetéén, etta
nollakohdassa luku « toimii iterointiyhtélon kiintopisteené. Néiden funktioiden lisdksi
kaytetadn tunnusta g kuvaamaan yleisesti mité tahansa funktiota, kun ei ole tarpeen
tdsmentad tarkoitetaanko funktiota f, iteraattifunktiota ¢ tai jotain muuta funktiota.
(2, s. 499

7.5. Historiallinen esimerkki: Neligjuuren likiarvon méairittdminen

Jo noin 4000 vuotta sitten kayttivat sumerilaiset iterointia neliGjuuren likiarvon mé&a-
rittdmiseen. T#ta kutsutaan usein Sumerilaisten menetelmiksi (Babylonian method).
Tuolta ajalta on sailynyt 60-lukujarjestelméa kayttavia nuolenpéadkirjoituksella tehty-
jé matematiikkaa koskevia savitauluja. Erddseen Yalen taulu numero 7289 -nimiseen
savitauluun on kirjoitettu nelidjuuren v/2 sangen tarkka likiarvo, kuin osoituksena
babylonialaisten kyvysté algoritmien kehittédjind. Tarkemmin sumerilaisten menetel-
méstd ja sen historiasta, katso esimerkiksi [17, 3] ja [1, s. 57-58]. Menetelmén mate-
maattisesta puolesta, katso esimerkiksi [10, s. 81-82].

ALGORITMI 7.13 (Sumerilaisten menetelmé neliGjuuren méérittémiseksi).
Olkoon a > 0 luku, jonka nelijuuren +/a likiarvo halutaan laskea. Alkuarvaukseksi
annetaan luku zy > 0. Jos alkuarvaus osuisi tismalleen oikeaan, saataisiin yhtéalosta

x:\/a s =a

johdettua muuttujalle arvo
a
r=—

Kuitenkaan alkuarvo xy harvoin osuu oikeaan, vaan arvaus on joko lilan suuri tai
pieni. Jos

To > +/a, niin xio<\/5
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Vastaavasti jos
Ty < v/a, niin mio>\/5
Siten luvut xg ja 5o sijaitsevat eri puolilla haettua ratkaisua +/a.

Néin ollen laskemalla alkuarvauksen zy ja luvun = vilinen aritmeettinen keskiarvo

saadaan uusi tarkennettu likiratkaisu x;. Toistetaan téitd seuraavalle likiratkaisulle,
kunnes on saatu neliGjuuren likiarvo halutulla tarkkuudella. Uusi neli6juuren likiarvo
saadaan siis rekursiokaavalla

L a
Tyl = 3 ~Tn+x—
n

Néin ollen iteraattifunktion palautuskaava on

(7.7) o) = 1 (x i i)

n

ESIMERKKI 7.14. Lasketaan likiarvo neligjuurelle /25 alkuarvauksella zy = 2.

I0:2
25
x1:%(2+7> _m 795
25 1241
372:%(7’2“%) =3

= 5,349137931034482758620689655172413793103448275862068 . . .
3 = 5,011394106532551612992858929117051150703134291033371 . ..
x4 = 5,000012953048684187741619074914021707155170820489768 . . .
x5 = 5,000000000016778103555975340673570558594 774575787143 . ..
¢ = 5,000000000000000000000028150475893408774847171265709 . . .
27 = 5,000000000000000000000000000000000000000000000079244 . . .
xg = 5,000000000000000000000000000000000000000000000000000 . . .

Esimerkin perusteella nayttas siltd, ettd oikeiden numeroiden lukumaéaéra ei vain li-
sadnny kahdella, vaan suurinpiirtein peréti kaksinkertaistuu joka askeleella. Palataan
tdhén havaintoon mychemmin.

ESIMERKKI 7.15. Iteraatiofunktiolle on x,+1 = ¢(z,) seki erityisesti juuressa « pétee
kiintopisteyht&lo (7.3), jolloin ¢(«) = «. Varmistutaan, ettd taimé pétee Sumerilaisten
menetelmén ratkaisussa o = /a.

Nyt mille tahansa luvulle @ > 0, jonka nelijuurta y/a halutaan laskea, pétee
_1 e\ _ifete\_i(20)_ o _ ave _ava_
o =t (vir ) =4 () =4 () = e = e
Niin ollen ¢(v/a) = v/a.
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Luvussa késiteltiin iteraation ominaisuuksia ja kuinka iteraatio toimiessaan on itse-
aan tarkentava, suppeneva prosessi. Tarkastellaan seuraavaksi milla iteraattifunktion

ominaisuuksilla ja edellytyksillé iteraatio suppenee ja kuinka konvergoinnista voidaan
varmistua.



LUKU 8

Lipschitz-jatkuvuus

Aiemmin luvussa 4 késiteltiin suppenemisen tehokkuutta. Menetelmén tehokkuut-
takin tarkedmpéad on kuitenkin menetelmén luotettavuus, sillda menetelmé joka on
tehokas, mutta antaa vadria tai epaluotettavia tuloksia on hyodyton. Seuraavaksi ké-
sitellddn apuvilineitd siihen, kuinka voidaan varmistua iteraation suppenemisesta.
Oleellinen kysymys on, suppeneeko saatu likiratkaisujono {x, } kohti tosiratkaisua a?
Toisin sanoen pateeko lim,, o z, = a?

Tavoitteena on maéritelld iteraattifunktio ¢(x) siten, ettéd iterointiyhtdlon x = ¢(z)
likiratkaisujono {z,} suppenee kohti yhtdlon tosiratkaisua z = «. Yhtéd oleellista
on tarkastella niin iteraattifunktion maéaarittelyvalid I ja alkuarvausta xy kuin itse
iteraattifunktion ¢ madrittavaa palautuskaavaa. Iteraation suppenemisehtoon liittyy
oleellisesti iteraattifunktion ¢ Lipschitz-jatkuvuus, jota késitelladn seuraavaksi.

8.1. Yleinen Lipschitz-jatkuvuus

Yleisesti Lipschitz-jatkuvuus maéritellain seuraavasti.

MAARITELMA 8.1 (Yleinen Lipschitz-jatkuvuus). Olkoon I C R véli sekd olkoon
g: I — R jokin funktio. Jos g toteuttaa jollekin L € R, L > 0, ehdon

9(x) —g(y)| < Llz —y| , kaikillaz,y €]
on funktio g Lipschitz-jatkuva valilla I.

HuomAuTUs 8.2. Lipschitz-jatkuvuus tarkoittaa siis sité, etté

(8.1) ‘g(fv) —9(y)

<L, kaikilaxz,yel, z#vy
r =Yy

Siten kuva- ja médrittelypisteiden erotusten vilinen suhde ei koskaan ylitd Lipschitz-
vakion L arvoa millddn tarkasteluvélin I pisteilla.

Huowmrioira 8.3.

(1) Jos funktio g on Lipschitz-jatkuva koko méarittelyvalillién, kutsutaan funk-
tiota ¢ Lipschitz-funktioksi.

(2) Lipschitz-ehto rajaa funktion kulkua, jolloin kuvaajan arvot eivit voi kasvaa
tai pienentya holtittomasti. Kuvaajan kasvu on siis rajattua, silla valilla [z, y|
voi funktion arvojen vilimatka |g(z) — ¢(y)| muuttua enintédén L-kertaiseksi.

43
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(3) Lipschitz-jatkuvuus on mielekdstd ymmaértad kulmakertoimen ja derivaatan
kautta, vaikka Lipschitz-jatkuvuus ei sinéinsé tarvitse edes funktion f derivoi-
tuvuutta. Talloin Lipschitz-vakion L voi mieltdé olevan vahintdan funktion f
derivaatan eli kulmakertoimen itseisarvon suuruinen vélilla /. Toisin sanoen

L > max(|f'(x)])

Toiselta suunnalta asiaa tarkastellen kaava myos kertoo, ettd Lipschitz-vakio
L maarda rajaussuorien tarkasteluvilin enimmaisjyrkkyyden.

(4) Lipschitz-jatkuvuus pisteen o ympéaristossd I tarkoittaa, ettd pistettd o 14-
hestytddn asymptoottisuorien rajaaman alueen vélimaastossa. Asymptoot-
tisuorien kulmakertoimet ovat L ja —L. Tarkalleen kuvaajan g kulkua ei
siis valttamétta tiedetd, vaan Lipschitz-vakion L avulla voidaan vain aset-
taa asymptoottiset rajat, minka alueen rajojen sisépuolelle funktion arvot
varmasti jaavéat.

y=x
A A &)
f-
/ y=-L-x+b,

a

Kuva 8.1. Jos funktio ¢ on Lipschitz-jatkuva vakiolla L pisteen
ympéristossd, voi ¢ saada arvoja enintéddn asymptoottien véliin jaavilta
alueilta A; ja As.

SEURAUS 8.4. Lipschitz-jatkuvuudesta seuraa jatkuvuus.

Tobistus. Olkoon funktio g mikd tahansa Lipschitz-funktio Lipschitz-vakiolla
L > 0. Olkoon ¢ > 0 mika tahansa luku, jolloin voidaan méaritelld 0 < §, < 7

Télloin, jos |z — y| < de, niin

19
Iﬂ@—gwﬂéﬂx—m<L&§Lz:€

Joten Lipschitz-jatkuvuudesta seuraa jatkuvuus funktiolle g. U

HuomAuTUs 8.5. Nyt méériteltiin L > 0 méaarittelyn L > 0 sijaan. Tapaus L = 0 on
triviaali, koska Lipschitz-vakio voi olla nolla vain vakiofunktiolla g(x) = ¢, missé ¢ €
R. Vakiofunktion Lipschitz-vakioksi kelpaa myos miké tahansa muukin luku L > 0,
joten tapaus L = 0 ei ole erityisen kiinnostava.
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8.2. Esimerkkeja

ESIMERKKI 8.6. Funktio g: x + 3x — 8 on Lipschitz-funktio. Téalloin Lipschitz-vakio
on mikéd tahansa luku L, jolle L > 3. Esimerkiksi L = 5, L = 7 ja min(L) = 3.
Esimerkiksi, kun L = 5 Lipschitz-jatkuvuuden mééritelmésta 8.1 saadaan

l9(z) — g(y)| = |(3x — 8) — (3y — 8)|
= [3z — 3y
= 3|z —y|
<5|z —y|= Llz — y|

ESIMERKKI 8.7. Funktio g(x) = z? ei ole Lipschitz-funktio koko reaalilukuakselilla R
(tai edes positiivisella reaalilukuakselilla R ). Lipschitz-ehto ei riité, silla vaikka valit-
taisiin Lipschitz-vakioksi L jokin (paikallisesti) riittédvén suuri luku M € R, lopulta
jossain kohtaa funktio ¢ kiihtyy nopeampaan kasvuun kuin Lipschitz-jatkuvuutta ra-
jaava vakio M antaisi olettaa. Ndin tapahtuu, silla mielivaltaiselle pisteelle x + M,
missd x > 0, patee

l9(2) — g(z + M)| = |a* — (v + M)*|
= |2* — 2 — 20 M — M?|
= [20M + M?|
=22 M + M?
> M? = M|z — (z + M)|

Luvun x > 0 ldhelta 16ydetdéan aina luku x + M, joka rikkoo Lipschitz-jatkuvuuden.
Graafisesti tdmé tarkoittaa sitéd, ettd piste f(z + M) menee asymptoottisuorien ra-
jaaman alueen ulkopuolelle.

Yhté hyvin voitaisiin kayttdd myos esimerkiksi pistettd o + M + 1 tai x + 3M, silla
funktio g on mééritelty koko reaalilukuakselilla R. Joka tapauksessa M ei lopulta ole
koskaan riittivi. Niin ollen koko reaalilukuakselilla méiriteltynd g(z) = 22 ei ole
Lipschitz-funktio.

Sen sijaan funktio g on Lipschitz-jatkuva rajoituttaessa vélille [—5,7]. Talloin Lip-
schitz-vakio valitaan siten, ettd L > 14 = 2 -7, koska vililla [—5, 7| funktion g muu-
tosnopeus on suurin kohdassa ¢(7). Toisaalta taytyy olla L > 14, silld

lg9(z) — g(y)| = |2* — ¢

= |z — yllz + y|
< |z = yl(|z[ + [y])
<l|z—yl(T+7)
= 14|z —y|

Lipschitz-vakio L voi siis olla esimerkiksi 14,11 4+ 7, /2 - 10 tai 24.

Vaikka funktion f derivoituvuutta ei ole edes tarvittu, tehdddn havainto ¢'(7) = 14.
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Itse asiassa funktio g on paikallisesti Lipschitz-funktio milla tahansa rajoitetulle maa-
rittelyvélille I = [a, b], missé a,b € R. T&lloin Lipschitz-vakio L on méaritettava si-
ten, ettd L > max |¢'(z)|, missd € I. Téhén intuitiiviseen havaintoon derivaatan ja
Lipschitz-jatkuvuuden yhteydesta palataan myohemmin kappaleessa 9.4.

ESIMERKKI 8.8. Kuvaus x + sinx on Lipschitz-jatkuva koko reaalilukuakselilla R ja
L > 1. Erityisesti min(L) = 1.

Kappaleen tavoitteena oli méaritelléd iteraattifunktio ¢(z) siten, etté iteraatioyhtdlon
xr = ¢(x) likiratkaisujono {x,} suppenee kohti nollakohtaa «. Viel4 ei ole vastattu ky-
symykseen, milla ehdoilla nédin tapahtuu. Osoittautuu, ettd tdméa pétee ainakin, kun
kuvaus ¢ on kutistavast: Lipschitz-jatkuva. Tarkastellaan seuraavaksi tuota suppene-
misen takaavan Lipschitz-ehdon tayttymista.



LUKU 9

Lipschitz-jatkuvuus iteraatiomenetelmissa

Erotukseksi yleisestd Lipschitz-vakiosta L, kidytetddn numeerisiin menetelmiin sovel-
lettaessa Lipschitz-vakion merkintdné kreikkalaista kirjainta A (lambda). Halutaan,
ettd iteraatio on kutistava. Talloin iteraation likiratkaisujono x,, suppenee kohti kiin-
topistettd a. Taméa saavutetaan, kun vaaditaan Lipschitz-vakiolta 0 < A < 1.

9.1. Lipschitz-ehto

MAARITELMA 9.1 (Lipschitz-jatkuvuus iteraatiomenetelmissi). Olkoon I C R vili
ja olkoon ¢: I — R jokin funktio. Jos ¢ toteuttaa jollekin A € R,0 < A < 1, ehdon

(9.1) [9(z) — o(y)| < Az —y|, kaikillaz,y € I
on funktio ¢ (kutistavasti) Lipschitz-jatkuva valilla I.

[teraatiomenetelmisséd Lipschitz-jatkuvuus kertoo oleellisesti, ettd Lipschitz-vakiolla
A Lipschitz-ehto takaa, ettd kuvapisteet ¢(z) ja ¢(y) ovat aidosti lahempéné toisiaan
kuin ldhtoarvot x ja y. Tama tapahtuu, koska Lipschitz-vakiolle péatee 0 < A < 1.

HuomauTus 9.2. Ellei toisin mainita, tastd eteenpéin Lipschitz-jatkuvuudella tar-
koitetaan médritelmén 9.1 mukaista rajatumpaa (kutistavaa) Lipschitz-jatkuvuutta,
jonka Lipschitz-vakio A < 1.

Huowmrioira 9.3.

(1) Lipschitz-jatkuvuudesta puhutaan toisinaan myos Lipschitz-ehtona. T#lloin
tarkoitetaan, ettd Lipschitz-ehdon tédyttyessid on funktio Lipschitz-jatkuva
méadrittelyvalillagn.

(2) Maaritelméssa 9.1 kdytettiin funktiona iteraattikuvausta ¢. Néin tehdéén,
koska halutaan tutkia juuri ¢teraattifunktion ¢ Lipschitz-jatkuvuutta, silla
nimenomaan iteraattifunktion ¢ Lipschitz-jatkuvuudella on merkitysta liki-
ratkaisujonon {z,} kiintopisteeseen o suppenevuuden kannalta. Nyt ei siis
tutkita alkuperédisen funktion f Lipschitz-jatkuvuutta.

(3) Oleellisesti iteraatiomenetelmien yhteydessé Lipschitz-jatkuvuusehto on ku-
tistavuusehto. Oleellista kutistavuudelle on ehto A < 1.

(4) Lipschitz-ehto ja siitd seuraava kutistavuus tarkoittavat, ettd funktion ¢ min-
k& tahansa kahden kuvapisteen vélinen etéisyys on pienempi kuin ldhtéarvo-
jen vilinen etéisyys. Toisin sanoen mille tahansa luvuille ¢, s € I pétee

|p(t) — d(s)| < At —s| < |t —s|, sillA0O<A<1

47
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Tarkastellaan seuraavaksi tarkemmin Lipschitz-ehdosta 9.1 seuraavaa kutistavuutta
ja likiratkaisujonon {z,} kiintopisteeseen eli tosiratkaisuun o suppenemista.

9.2. Seurauksia Lipschitz-ehdosta

LAUSE 9.4 (Kutistavuuslause). Olkoon I, C R wali, jolle I, := [xo — 7, x¢ + 7] jollain
sopwallar € Ry. Olkoon A € R ja 0 < XA < 1. Olkoon ¢: I, — R jokin funktio, joka on
Lipschitz-jatkuva vililld I, Lipschitz-vakiolla \. Lisdksi oletetaan, ettd alkuarvaukselle
xg patee |xg — d(zo)| < (1 — N)r.

Talloin

(1) Kaikki iterointiyhtilon x = ¢(z) iteraatit x, sijaitsevat vililla I,.. Toisin
sanoen

¢(xy,) € I,  kaikillan € N

(2) (olemassaolo ja suppeneminen) Iteraatio kutistuu kohti pistettd «, joka on
myds yhtalon f(x) = 0 ratkaisu x = «. Toisin sanoen
lim z, = «
n—oo
(3) (yksikdsitteisyys) Ndin saatu piste o on kiintopisteyhtdlon (7.1) ainoa rat-
kaisu ja kiintopiste valilld I,.

Oleellisesti kutistavuuslause kertoo, ettéd seuraava likiratkaisu z,,; on aidosti lahem-
péand kiintopistettd « kuin iteraation edellinen likiarvo x,,. Néin ollen iteraatioaskelia
loputtomiin toistaen paddytadn lopulta iterointiyhtélon yksikésitteiseen kiintopistee-
seen, ratkaisuun «. Lauseen johtopaitos 1 kertoo, etté iteraation arvot eivit hyppéad
vélin I, ulkopuolelle, kun alkuarvaus xg on sopivasti valittu. Kédytdnnossa alkuarvaus
xo tulee valita riittadvan laheltd nollakohtaa «.

Tobistus: 1. Kiinnitetddn aluksi alkuarvo zy. Nyt sopivan luvun r > 0 avulla
saadaan médriteltya tarkasteluviliksi I, := [xg — 7, 29 + 7]. Télloin viitteen mukaan
kaikille z,, pitee

(9.2) To—1T < Tp < To+T

Oleellisesti luku r on alkuarvauksen xy ympérille asetettu etéisyys, jonka sisélle kaik-
ki loput likiratkaisut {xo, 21, 29, ...} saadaan rajattua. Luku r ei siis viittaa poikkea-
maan, vaan on laajempi ja eri asia kuin poikkeama.

Oletetaan, ettd Lipschitz-ehto (9.1) pétee valilld I,.. Oletetaan lisiksi, ettd alkuar-
vaukselle xq pétee

(9.3) |70 — ¢(xo)] < (1= A)r

Tamé tarkoittaa, ettd alkuarvauksen xq etdisyys iteraattifunktion kuvapisteestdian
o(zg) = x1 pysyy tietyn Lipschitz-vakiosta A ja sopivasti valitusta luvusta r riippu-
van suhteen sisélld. Talloin molemmat likiarvopisteet sijaitsevat vélin I, sisédpuolella.
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Kaytdnnossé yhtalo kertoo, kuinka alkuarvauksen tulee olla valittu, ettei alkuarvauk-
sesta laskettu ensimmainen iteraatti ¢(xo) =: z1 heilahda alkuarvosta x, lilan kauak-
si. Jos kaava ei péade, on alkuarvaus valittu huonosti. Kaytédnnossa lahtoarvo xg tulee
valita riittdvén ldhelta nollakohtaa o. Taman jalkeen luvut r, A seka véli I, ovat siis
kiinnitettyja.

Todistetaan aluksi induktiolla aputulos kaikille n € N. Koska x; = ¢(xp) ja0 < A < 1
sekd (9.3) patevit, seuraa tasti
(9.4) lzg — x| < (1= Nr<r

Joten xq sijaitsee valilld I, eli xg —r < 1 < xg + 7. Oletetaan tdmé todeksi likirat-
kaisuille x1, 23, ..., x,. Talloin iterointiyhtilon (7.2) avulla saadaan

|Tny1 — 2n| = [@(20) — d(2n-1)]

ja induktio-oletuksen nojalla z,, ja z,_1 sijaitsevat vélilla I, eli epayhtélo (9.2) patee
néille pisteille. Taten Lipschitz-ehdon (9.1) ja iterointiyhtdlon (7.2) perusteella pétee,
silla

[Tns1 — 20| = [@(20) — d(2n-1)]
< Ny — 21| = MP(2p-1) — @(z5—2)|

< A- )\|:L‘n—1 - xn—2| = )\2|mn—1 - xn—2|

(9.5) :
S A )\n_1|$1 — 33’0|
= )\n|ZE1 — JZO|
<A'(1=MN)r

Téssé kiytettiin rekursiivista iterointiyhtdloa (7.2), Lipschitz-ehtoa (9.1) seké lopuksi
sovellettiin kaavaa (9.4). Lopulta likiratkaisun z,, ja alkuarvauksen z, eroa saadaan
arvioitua kolmioepayhtalod sekéd aputuloksen kaavaa (9.5) soveltaen seuraavasti
|J:n+1 - l‘0| = |(:En+1 - xn) + (zn - wn—l) +--+ (xl - l‘o)|
< |wper — xp| + Xy — 2 a| + -+ |21 — 20
<A HAT A N0 (1= V)

= (AN A LA A — = Ny
:(1—)\"“)7"
<r,

Taten likiratkaisu x,, 11 sijaitsee enintéén etédisyyden r padssé alkuarvauksesta xg, silla

|Tpi1 — xo| <71 &
—1 < Tpyq — T < T &

To—T < Tpg1 < To+7T

Néin ollen x,,,1 € I, kaikilla n € N, miké p&aattad 1-kohdan todistuksen. O
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Iteroidessa kaytdnnon haasteeksi muodostuu alkuarvauksen x valinta. T&lla ongel-
malla on huomattava kaytédnnoéllinen merkitys, koska huonosti valitulla alkuarvauksel-
la Lipschitz-ehto ei valttaméatta pida ja iteraatio todennédkoisimmin hajaantuu. Kun
alkuarvaus xy on sopivasti valittu, lauseen johtopa&tos 2 kertoo, etté iteraatio sup-
penee kohti iteraation kiintopistettd a, joka tietysti on myoOs alkuperdisen yhtéalon
f(z) = 0 ratkaisu.

TobisTus: 2: OLEMASSAOLO JA SUPPENEMINEN. Todistetaan aluksi, etta liki-
ratkaisulukujono {z,} on Cauchy-jono. Nyt mielivaltaisille kokonaisluvuille m,p > 0
patee

|Tm — xm+p| = (Tm = Tma1) + (Tmy1 — Ting2) +.. + (xm-&-p—l - Im+p)|
<|Tm = Tgr| + [Tms1 — T + o [Tmip1 — Ty
< AT N NPT (T = W)y
< (1= M)\"r

Téssé kiytettiin epiyhtiloitd aiemman 1-kohdan todistuksen kaavasta (9.5).

Nyt koska luku A on kiinnitetty, mille tahansa maaratylle 8 > 0 16ydetdén kokonais-
luku N(B), jolle péatee |z, — zpyp| < B kaikilla m > N(B) ja p > 0. (Tarvitaan siis
sellainen N, jolle AV < é) Néin ollen lukujono {z,} on Cauchy-jono, joka reaalilu-
kujen R tédydellisyyden nojalla suppenee ja silld on raja-arvo o € I,.

Koska funktio ¢ on jatkuva vélilld I, niin lukujonolla {¢(z,)} on raja-arvo ¢(a) ja
kiintopisteyhtélon (7.3) perusteella tuon raja-arvon on myos oltava «. Toisin sanoen
a = ¢(a), joten haluttu ratkaisu a on olemassa.

Lisdksi oleellisesti todistettiin, etté likiratkaisulukujono {z, } on Cauchy-jono, jolloin
likiarvojono suppenee kohti yhtélon ratkaisua a. U

Viimeisené johtopa#toksend 3 osoitetaan, ettd kutistavasta Lipschitz-jatkuvuudesta
vélilla [, seuraa ratkaisun o on yksikésitteisyys.

TobIsTuS: 3: YKSIKASITTEISYYS. Olkoon z,y € I C R ja funktio ¢ on Lip-
schitz-jatkuva vélilla I Lipschitz-vakiolla 0 < A < 1. Téssd véli voi olla [, tai téta
kapeammin mééritelty I = [a, b].

Oletetaan, ettéd vililla I funktiolla ¢ on kaksi eri kiintopistetti
= ¢(ar), ar = ¢(as)

Vahentamailla lausekkeet puolittain saadaan

ay — ay = ¢(a1) — ¢(az)

Soveltaen itseisarvoa, Lipschitz-ehtoa (9.1) ja kiintopisteyhtélod (7.3) saadaan

| — aa| = [p(a1) — d(aa)| < May — as| < |ay — as,

mik4 on ristiriita. U
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HuomauTUus 9.5. Lauseen 9.4 kohta 1 tarkoittaa oleellisesti
¢(z,) € I, kaikillan € N

Toisin sanoen iteraattifunktion ¢ kuvapisteet ¢(z,,) eivit karkaa vélin I, ulkopuolelle,
kun alkuarvaus xy on sopivasti valittu. Siten lahtoarvosta xg seuraava likiratkaisujono
{z,} my6s pysyy valilld I,. Vastaavasti kiddnteisesti voidaan sanoa, etté jos tiedetéén,
ettd ¢: I — I, seuraa téstd ¢(z) € I kaikilla x € I. Méérittely ¢: I — I on siis
vahvempi oletus.

Jos kutistavuuslauseessa 9.4 johtopaitos 1 seké ratkaisun o olemassaolo oletetaan
tunnetuksi, seuraavat tiasta kohdat 2 seké 3 suoraviivaisemmalla todistuksella. Oleel-
lisesti talloin oletetaan ¢(z) € I eli kuvauksen arvopisteet eivit karkaa méérittelyvalin
ulkopuolelle. Siten kuvaukselle pétee ¢: I — I. Liséksi taytyy olettaa a-prioristi rat-
kaisun « olemassaolo siten, ettd ¢(a) = «a, joka myos todistetaan ylld osana kohtaa 2.
(Kaytdnnon menetelmissi ratkaisun a olemassa olo voitaisiin usein todeta esimerkiksi
jatkuvuuden ja Bolzanon lauseen avulla). Télloin kutistavuuslauseen 9.4 johtopéétok-
sen 2 suppeneminen lim, . x, = « voidaan todistaa hieman elegantimmin, mutta
ilman Cauchyn jonojen kayttoa. Lisdksi néilla lisdoletuksilla tarkasteluviliksi voidaan
médrittaa yksinkertaisempi I = [a, b]. Todistetaan seuraavaksi kutistavuuslauseen 9.4
johtopéaatos 2 néilla oletuksilla.

TobIisTuS: 2: SUPPENEMINEN. Oletetaan, ettéd ratkaisu a on olemassa. Nyt riit-
taa osoittaa, ettéd likiratkaisujono {x,} suppenee kohti tosiratkaisua «. Niin ollen
tarkastellaan poikkeamaa ¢, eli liki- ja tosiratkaisun erotusta |z, — «|, jolle iteroin-
tiyhtélon (7.1) ja Lipschitz-ehdon (9.1) perusteella

(9.6) len] = |zn — o] = |@(zn) — @()] < Alzn1 — o
Epéyhtalo (9.6) pitee ensimmaéiselle termille, silld |27 — o < M|z — af.
Siten induktio-periaatteen perusteella mille tahansa n € N pétee
|z, —a] < ANx,—1 — |
<A Nz —qf

= \"|zp —

Koska 0 < A < 1, niin lim,,_,,, A" = 0. Téll6in

lim |g,| = lim |z, — a] < lim \"|zp — a| =0,

n—o0 n—oo n—oo
joten toistojen lahestyessé ddretontéd poikkeama e, katoaa. Likiratkaisun x,, suppene-
misen kannalta tdmé tarkoittaa samaa kuin

lim z, = «a,
n—oo

miké paattaa todistuksen. O

Kutistavuuslause 9.4 tarkoittaa oleellisesti, ettd Lipschitz-ehdon tédyttyessa iteraatio-
prosessia toistamalla poikkeamista {|e,|} saadaan suppeneva geometrinen lukujono.
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Téten likiratkaisujono {x,} suppenee kohti yksikasitteistéd tosiratkaisua «. Toisin sa-
noen

limz,=a ja lime,=0
n—oo n—oo

Vali T ja erityisesti todistuksen véli I, ovat oleellisesti ratkaisun « (1&hi)ympéristo.
Vililla I, vakion r méadrittdminen ei ollut kovin konkreettista. On vain todettu, etté
sopivalla r kyseinen ympéristo 10ytyy. Sen selvittdmiseksi, miké on riittava vali kutis-
tavuuden ja Lipschitz-ehdon toteutumiselle, ei ole l16ydetty yleistd metodia. Ongelman
toinen puoli on, kuinka 16ytéa riittavén ldhelld nollakohtaa « sijaitseva alkuarvaus xg
siten, ettd téstéd alkava likiratkaisujono {x,} varmasti kutistuu. Tahén ei myoskddn
ole loydetty yleistd metodia. Yleistd metodia ei ole, koska suppeneminen liittyy niin
lidheisesti iteraattifunktion ¢ ominaisuuksiin. Toisaalta iteraattifunktioon vaikuttavat
voimakkaasti kdytetty iterointimenetelma seké alkuperéisen funktion f ominaisuudet.

Huowmioira 9.6.

(1) Kun iteraattifunktio ¢ on kutistavasti Lipschitz-jatkuva, tarkoittaa se graa-
fisesti, ettd kdyra ei aaltoile kovin pahasti. Talloin kuvaajan arvot ldhenevit
“suuremmin pomppimatta” kohti pistettd a.. Yleisen Lipschitz-ehdon vakiolla
L tayttava kayréd voi aaltoilla ja siis kasvaakin vililld, mutta iteraatiomene-
telmien Lipschitz-vakiolla A < 1 néin ei voi tapahtua. ”Aallot” ja "pomput”
pysyvit maltillisina. Téstd syysté iteraatioyhtdlostd saatu lauseke ¢(x) +
on aidosti monotoninen ratkaisun « ldhiympéristossa.

(2) Numeeristen menetelmien tapauksessa iteraattifunktio ¢ on aina rajoitettu
jollekin vilille I. Geometrisesti I x [ tarkoittaa laatikkoa, jonka sisélle se-
k& funktion ¢ madrittely- ettd arvojoukko jadvat. Téten kuvaaja y = ¢(x)
sijaitsee laatikon a < x < b, a < y < b siséssa.

(3) Iteraatio ja likiratkaisulukujono {z,} saattaa supeta myos, kun Lipschitz-
vakio A > 1, mutta tésté ei ole mitddn varmuutta.

Jos yhtélostd © = ¢(x) tiedetddn, ettéd ¢ toteuttaa Lipschitz-ehdon niin t&alloin valilla
I funktion ¢(x) kulmakerroin on koko ajan alle yhden, silli A < 1. Toisaalta, yhtéalon
toisen puolen, y = x, kulmakerroin on tasan yksi. Téten intuitiivisesti funktion ¢(x)+
x on oltava aidosti monotoninen. Tutkitaan téta intuitiivista havaintoa tarkemmin.

LAUSE 9.7 (Monotonisuus). Jos funktio ¢(x) on Lipschitz-jatkuva valilld I Lipschitz-
vakiolla 0 < X < 1, lauseke ¢p(x) — x on aidosti vihenevi sekd lauseke ¢(x) + x on
atdosti kasvava véalilld 1.

Tobistus. Olkoot x,y € I, x # y. Jos v < y eli x — y < 0, niin
o(z) —x— (oY) —y) = o(x) — d(y) — (x —y)
> —|p(z) = o(y)| + |z -y
>—AMe—yl+le—yl=1-XN]r—y[>0
%

Siten ¢(z) — x > ¢(y) — y, joten monotonisuuden médritelméan perusteella ¢(z) — x
on aidosti vdheneva.
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Vastaavasti lausekkeelle ¢(z) + x pétee

o(z) +x— (d(y) +y) = ¢(x) — d(y) + (z —y)
<|o(x) — o) — |z -y
<Az —yl=|r—yl=A-1) ]z -yl <0
<0 >0

Siten ¢(x) + x < ¢(y) + y, joten monotonisuuden mééritelmén perusteella ¢(x) + x
on aidosti kasvava. O

Huowmrioira 9.8.

e Vaikka lauseke ¢(x) £ = on aidosti monotoninen, ei iteraattifunktio ¢(z) sita
itsessién (vilttdméttd) ole. Esimerkiksi £ sinz ei ole monotoninen, kun taas
xx %sinx on aidosti monotoninen milld tahansa méaérittelyvélilla 1.

e Lausekkeen ¢(z) £ x aito monotonisuus takaa sen, ettd iterointiyhtalolld

¢(r) =z & o) —z=0

on yksikésitteinen ratkaisu. Perustelu: Kuvaus ¢(z) — x on aidosti monoto-
nisena funktiona mydos injektio, josta seuraa yhtdlon ¢(x) — z = 0 ratkaisun
yksikésitteisyys.

9.3. Poikkeaman arviointia Lipschitz-vakion avulla

Lauseen 9.4 todistuksessa késiteltiin hieman Lipschitz-jatkuvan funktion poikkeaman
arviointia. Siirrytéaéin seuraavaksi arvioimaan Lipschitz-ehdon antamien tyovélineiden
avulla iteratiivisten menetelmien poikkeaman e suuruutta.

Kiinnitetd&n n, joka on positiivinen kokonaisluku. Liséiksi olkoon luku m, jolle m > n.
Tutkitaan seuraavaksi kahden likiratkaisun etdisyyttad ja etsitddn arvio erotukselle
Tm — Tp, joka voidaan kirjoittaa muodossa

T — Ty = (xm - I‘m,1) + (Im,1 - xme) + ...+ (xn+1 - xn)
Soveltaen tdhén kolmioepéayhtéloéd saadaan

(97) ’xm - xn' S ’xm - xm—l’ + |xm—1 - xm—?‘ +...F ’xn-‘rl - $n|

Epéayhtélosta (9.5) saadaan kaava
|xn+1 - l‘n| S /\n|$1 - 170|;

jota sovelletaan arvioimaan ylldolevan kolmioepéyhtdlon antaman kaavan (9.7) oi-
keanpuoleisia termejé, jolloin saadaan

|Tm — Tn| < AN™|21 — 20| + Ay — 20| + ..+ A1 — 0]

<A™ H A LAY 2 —
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Nyt, koska 0 < A < 1, geometrisen sarjan kaavan avulla saadaan
NN N = AT (LA A L AT
SN (14+A+X+..)
1
N\
1—A
Téten likiratkaisuiden erolle saadaan raja

n

— <
[om =l < 73

|21 — 2]

Siten, luvun n pysyessd vakiona ja kun m — oo, niin talléin z,, — « ja saadaan
seuraava tulos.

LAUSE 9.9 (Poikkeaman arviointi Lipschitz-vakion avulla).
Olkoon funktio ¢ Lipschitz-jatkuva vililla I sekd ¢(x) € I, kaikilla x € I. Tdlloin n.
iteraation jdalkeen Likiratkaisun x, poikkeama €, on enintddn

n

1—A

len] = |zn —af < |21 = o

TobisTus. Lauseen tulos todistettiin ylldolevassa paéttelyssa. O

Tulos auttaa siis arvioimaan poikkeaman enimméissuuruutta n. iteraation jilkeen.
Tulos on kuitenkin sangen teoreettinen, silld lause ei itsessdédn kerro mitdén kuin-
ka poikkeaman suuruuteen oleellisesti vaikuttava Lipschitz-vakion \ arvo 16ydetéén.
Tahan on kédytettdva muita matemaattisia tyokaluja ja arviointia.

9.4. Derivaatta tyokaluna Lipschitz-ehdon tutkinnassa

Lipszhitz-ehdon 9.1 tayttivi funkio ei voi miten tahansa "pomppia”. Geometrisesti
tdma tarkoittaa, ettd iteraattifunktion ¢ kulmakerroin pysyy alle Lipschitz-vakion
A < 1. Toisin sanoen, jos iteraattifunktio ¢ on derivoituva ja tayttda Lipschitz-ehdon,
on iteraattifunktion derivaatta ¢’ rajattu. Tdten voidaan muokata seuraava lause.

LAUSE 9.10 (Lipschitz-jatkuvan funktion derivaatan maksimi). Vakiolla 0 < X < 1
Lipschitz-jatkuvan funktion ¢ derivaatta ¢'(x) on vililla I enintdidin suuruudeltaan

()] <A <1

Tobistus. Olkoot x,y € I. Derivaatan erotusosaméérin perusteella

yoe o=y
< tim AT Y
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Siten, jos derivaatta ¢’ on olemassa, niin Lipschitz-jatkuvan iteraattifunktion derivaa-
tan arvon suuruus |¢’| voi olla enintddn A tarkasteluvélilla I. Vastaavasti sama pétee
myo6s kddnteiseen suuntaan.

LAUSE 9.11 (Derivaattaehto eli Lipshitz-jatkuvuuden yhteys derivaattaan). Olkoon
¢ jokin jatkuvasti derivoituva funktio, jolle on voimassa

¢/ (x)| < N\, kaikilloz € I, 0<A<1
Talloin ¢ on Lipschitz-jatkuva vdlilld I Lipschitz-vakiolla X.

Tobistus. Olkoot x,y € [. Viliarvolauseen mukaan on olemassa piste £ € I,
jolle pétee

6(z) = o(y)| = 16" (Ol — |
miké on tdsmélleen mitéd Lipschitz-ehto vaatii. O

ESIMERKKI 9.12. Esimerkissé 7.11 ratkaistiin yhtdlo 22 — 25 = 0 nimedmitonté ite-
raattifunktiota ¢o(z) = v/122 + 61 —6 iteroimalla. Nyt derivoitumisehdon 9.11 avulla

voidaan tarkemmin tutkia tuota iteraattifunktiota ¢, silld ¢h(x) = \/#W' Talloin

pétee |¢h(z)| < A, kun = > 0. Taéméi voidaan péételld seuraavasti.

Selkedisti ¢4 (z) > 0. Lisdksi ¢}, on laskeva nelidjuuri- ja osamééran yhdistettyné funk-
tiona. T&lloin ¢/, on ylh#éltd rajoitettu ja arvoille z > 0 pétee

6 6 36 /61
sup (¢ (z)) = ¢5(0) = V120561 Vol _’\/:;;‘< \/E;;__ !

Esimerkistd voi huomata, ettéd yleisesti iteraatiofunktiota ilman palautuskaavaa it-
se algebrallisesti muodostettaessa on hyoddyllistd pyrkid muokkaamaan alkuperéises-
td yhtélostd iteroitava lauseke, jonka derivaatta jéa alle yhden. Téll6in Lipschitz-
jatkuvuuden derivoituvuusehdon 9.11 mukaisesti iteraatio suppenee.

HuomauTus 9.13. Lauseen 9.11 derivoituvuusehto |¢'(x)| < 1 on Lipschitz-jatku-
vuutta vahvempi ehto. Funktio voi olla Lipschitz-jatkuva vaikka se ei valttamatta ole
edes derivoituva kyseiselléd vililla.

SEURAUS 9.14. Jos Lipschitz-ehdon 9.1 Lipschitz-vakion A mdadrittely korvataan epd-
yhtdlolla

0'(x)] <A <1
saa Lipschitz-ehto tdlloin muotoilun
(9.8) |6(z) = d(y)| < |&"(E)llz -yl

Tastd seuraa Lipschitz-jatkuvuus 9.1 ja siten myds aiemmin todistetut Lipschitz-
ehdosta seuraavat lauseet.

HuomauTus 9.15. Derivoituvuusehto on riittavi, muttei valttdméaton. On siis ole-

massa tilanteita, joissa epayhtilo (9.8) ei toteudu, mutta iteraattifunktio on tésta huo-

limatta Lipschitz-jatkuva kyseiselld vélilla. Esimerkiksi g1(z) = 3|z ja go(x)

_ |sinz]

2
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ovat Lipschitz-jatkuvia peréti koko reaalilukuakselilla Lipschitz-vakiolla A > %, mutta
kyseiset funktiot eivét ole derivoituvia koko maérittelyjoukossaan.

Jos iteraattifunktiolla ¢ on olemassa derivaatta ¢’, on derivoituvuusehdon sovelta-
minen kaytannollinen tyokalu tarkasteltaessa onko Lipschitz-ehto voimassa ja siten
suppeneeko iteraatio. Derivaatan laskeminen yksittéisessa pisteessé x,, ja testaaminen
pateekd |¢'(x,)| < 1 antaa suppenemiskriteerin tayttymisestd viitteitd. Kuitenkaan
yksittdinen tarkastelupiste ei takaa Lipschitz-ehdon tayttymistd koko tarkasteluva-
lilla 7. Té&lloin yhtalon ja derivaatan tarkempi analysointi antaa lisédtietoa péteekod
Lipschitz-ehto koko tarkasteluvélille. Tamé voidaan paételld esimerkiksi tarkastele-
malla iteraattifunktion derivaatan ¢’ arvoa ja kulkua.

9.5. Iteraation padttymiattomyys

Sumerilaisten menetelmén yhteydessi esimerkissd 7.14 nelijuuren /25 likiratkaisu
x, ldhenee tosiratkaisua o huomattavan nopeasti ja nayttda jo siltd, etta esitysky-
vyn rajoissa likiarvo xg on luku 5. Néin ei kuitenkaan ole jos kéytetty laskentakone
kykenee ilmaisemaan desimaaliluvun riittdvan tarkasti. Selvésti x7 ~ 5, mutta tista
huolimatta ei ole pelkéstiain x7 # 5 ja xg # 5, vaan liséksi

rn, #5, kaikillan € N

Algebrallisesti voidaan padtelld, ettd tarkka ratkaisu on tdsmilleen v/25 = 5, silld
onhan nelidjuuren mééritelméin nojalla 52 = 25. Nelidjuureen on siis jopa kokonais-
lukuratkaisu o = 5. Tamén vuoksi on varsin hadmmaéstyttavad, ettd jos iteraation
alkuehdot suppenemisesta pitavét ja vaikka kuinka pitkélle iteraatioprosessissa ede-
tddn, ei tuohon symboliseen tarkkuuteen o = 5 pédstd koskaan edes kokonaisluku-
ratkaisun tapauksessa. Jos iteraation alkuarvaus x( ei osu tédsmélleen nollakohtaan «,
aarellisella maarilla iteraatioita ei koskaan péaistd perille saakka. Siten likiratkaisu-
jonon {z,} arvot tarkentuvat, mutta iteraatio ei koskaan saavuta kiintopistettdin ja
ole tarkalleen tosiratkaisu . Témé esimerkistd tehty intuitivinen havainto on totta
myos yleisesti.

LAUSE 9.16 (Iteraation padttyméttomyyslause). Oletetaan, etti funktio ¢ on jatku-
vasti derivoituva valilla I sekd koko vdililla I pdtee ¢'(x) # 0.
Eller alkuarvauksella xo pdaddytd triviaalisti ja vdlittomdsti tosiratkaisuun o, ddrel-
liselld madrdlli iteraatioaskelia likiratkaisujonon {x,} poikkeama e, ei ole koskaan
nolla. Toisin sanoen

En=x, —a#0, kaikillan € N

Tobistus. Tehddédn vastaoletus, ettéd jostain n:nnesté likiratkaisusta z,, alkaen
¢(z,) = x, eli z, toimii iteraation kiintopisteend. Téten n on ensimméinen jérjestys-
luku mista alkaen ¢(x,) = x, ja siten

Ty, = @(xn_1) = P(xy,), missd x, 1 # x,

Talloin differentiaalilaskennan Véliarvolauseen perusteella

0=o(xn1) — d(z,) = ¢’(§)($n,1 — Tn),
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missé ¢ sijaitsee pisteiden x,_; ja x, vilissa.
Koska x,,_1 — x,, # 0, taytyy siis olla ¢'(£) = 0, mikd on kuitenkin ristiriita oletuksen
kanssa, ettei ¢’ koskaan mene nollaksi. O

SEURAUS 9.17. [teraation padttymdattomyydestd seuraa, ettd milld tahansa iteraatio-
kierroksella n € N poikkeama €,, # 0.

Paattyméattomyyslause 9.16 tarkoittaa, ettd edes iteraation supetessa ei millaan A&-
rellisella n likiratkaisulla x,, saavuteta tosiratkaisua «. Siten Lipschitz-ehdon pitées-
sé iteraatio tarkentuu asymptoottisesti geometrisenéd lukujonona kohti ratkaisua a,
mutta ei koskaan saavuta sitd. Iteraatio ei siis koskaan ole "valmis”. Laskenta ja&
aina kesken ja likiratkaisun tarkkuus vajaaksi. Kun suppenemisen alkuehdot ovat
voimassa, ratkaisuun « ei voida osua edes "vahingossa” Sen sijaan esimerkiksi puoli-
tusmenetelméssa voidaan erityisen epéatodennékoisen onnekkaalla sattumalla paatyé
nollakohtaan « vélin I,, keskipisteen osuessa tdsmélleen nollakohtaan .

Kappaleessa varmistuttiin siité, ettd iteraatio suppenee ainakin silloin, kun iteraat-
tifunktio ¢ on Lipschitz-jatkuva. Lipschitz-ehdon ja erityisesti derivoituvuusehdon
|¢(x)] < A < 1 avulla saatiin tyovéline varmistua siitd, ettd iteraatio suppenee.
Oleellista suppenemiselle on hyvé alkuarvaus zq tai Lipschitz-jatkuvuus valilla 1.

Nyt on iteraatiota ja sen suppenemista tarkasteltu sangen yleisella tasolla. Siirrytdan
siis eteenpéin kohti matemaattisten tyokalujen soveltamista kaytéantoon ja tarkastel-
laan seuraavaksi konkreettisia iteratiivisia yhtalonratkaisumenetelmia.






LUKU 10

Kiintopistemenetelméa

Kiintopistemenetelmé (functional iteration method, fixed point iteration method) on
yksinkertaisin iteratiivisista yhtédlonratkaisumenetelmisté ja siihen viitataan toisinaan
myos iteraatiomenetelmdand (the method of iteration, simple iteration method). Kiin-
topistemenetelmé on kuitenkin vain yksi useasta iteraatioperiaatetta ja kiintopisteyh-
taloa kayttavasta yhtalonratkaisumenetelmasté, jonka vuoksi yksittdisen menetelmén
merkityksessd seuraavaksi késiteltdavéa iteraatiomenetelméd kutsutaan kiintopisteme-
netelmdksi tai yksinkertaisekst kiintopistemenetelmdksi.

10.1. Menetelméi

Iteraatiossa ideana oli muokata nollakohtayhtélod f(z) = 0 siten, etté siitd saadaan
muodostettua muotoa x = ¢(z) oleva iterointiyhtdlo. Yksinkertaisimmillaan iteraat-
tifunktio ¢ voidaan muodostaa seuraavasti.

IDEA 10.1 (Kiintopistemenetelmi). Korjataan edellistd juuren likiarvoa x, suoraan
funktion f arvolla f(z,). Jos ollaan jo ldhelld yhtélon f(z) = 0 ratkaisua ja x, ~ «,
talloin funktion arvo likiratkaisussa f(z,) on ldhes nolla, silla f(a) = 0 ja f(z,) ~ 0.
Télloin uutta likiratkaisua x,,; korjataan vihemmén, jos ollaan jo ldhelld nollakoh-
taa, ja enemman, jos ollaan kauempana nollakohdasta.

T#lloin rekursiivinen iterointiyhtélo saa yksinkertaisen muodon z, 11 = x, — f(z,) ja
palautuskaava voidaan mééritelld seuraavasti.

MAARITELMA 10.2. Jatkuvalle funktiolle f kiintopistemenetelmén palautuskaava on

(10.1) Tni1 = O(Tn) = Tp — f(Tn)
ja yleisesti

¢(z) =z — f(z)

Siten kiintopistemenetelmén iteraattifunkio ¢ on helposti muodostettavissa misté ta-
hansa yhtélosta siirtdmalld kaikki yhtéalon osat toiselle puolelle, vertaamalla téata nol-
laan ja lisdamalla puolittain muuttuja x. Toisin sanoen

flz)=0 & fx)+x=2x

Nyt kun ylla on méaéritelty iteraattifunktio, kdytetddn alkuperdisen yhtédlon ratkai-
semiseen menetelméllisesti rekursiivista iterointiyhtéloda (7.2) eli z,41 = ¢(z,). Toi-
miakseen kiintopistemenetelmé tarvitsee funktion f jatkuvuuden seké varmasti kon-
vergoidakseen iteraattifunktion ¢ Lipschitz-jatkuvuuden 9.1 sopivasti méaériteltylla
valilla 1.

59
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y=Xx

A4

¢ (x)

T T -
Xo X1 Xy @ X3 \

Kuva 10.1. Kuvan kiintopisteiteraatio suppenee aluksi etenemaélld
kohti ratkaisua «a, kunnes lopuksi iteraatio jéa oskilloiden suppenemaan
geometrisené lukujonona kiintopisteen ympérilla. Huomaa myos kuinka
arvot peilautuvat takaisin iteraattifunktion ¢ kéyrille identiteettisuo-
ran y = z kautta.

HuomAauTus 10.3. Yhtépitavasti voidaan iteraattifunktio méaarittaa palautuskaavalla

¢+ (2) =2z + f()

Poikkeavilla palautuskaavan mééritelmilld on se ero, ettd ollaanko ratkaisemassa yh-
talod —f(z) = 0 vai f(x) = 0.

10.2. Suppeneminen

[teraattifunktio on aina ylla kuvatulla tavalla muodostettavissa varsin yksinkertaises-
ti. Tama el tosin vield takaa, etté iteraation likiratkaisujono {z,} suppenee.

EsIMERKKI 10.4. Lasketaan likiarvo neliGjuurelle v/25. Muodostetaan aluksi funk-
tiosta f(z) = x? — 25 kiintopistemenetelmélli iteraattifunktio

do(x) =2 — f(r) =2 — 2% +25
Télloin ollaan siis iteroimassa yhtaloa

r=x—2>+25


https://www.geogebra.org/m/tzhenT6c#material/NDmfEP7z
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Iteroidaan alkuarvauksella zy = 2, jolloin saadaan

To = 2

T = 4250(2)
=2-22425
=23

T, = —481

r3 = —231817

x4 = —53739353281

Epiileméatta iteraatio hajaantuu. Tamaé ei ole yllattavasa, silla kaikilla x > 1 pétee
go(z)] = =2z +1[ > 1
Lipschitz-ehto ei siis ole voimassa.

[teraatiomenetelmien kanssa on siis oltava erityisen tarkka, miten alkuperéisesta yh-
talostd f(z) = 0 muokataan iterointiyhtélo = = ¢(z). Jotkin iteraattifunktion ¢
likiratkaisujonot suppenevat, toiset eivét, kuten aiemmin eri iteraattifunktioiden yh-
teydessé esimerkissd 7.10 pohdittiin. Nyt selvéstikin kiintopistemenetelmén iteraatio
hajaantuu.

Kiintopistemenetelmén yksinkertaisen iteraattifunktion kaavan ¢(x) = = — f(x) so-
veltaminen ei tuottanut haluttua tulosta, vaan iteraatio hajaantui. Usein alkuperaisté
funktiota f voidaan kuitenkin muokata sopivasti, jolloin kiintopistemenetelméad sovel-
letaan tdhdn muokattuun funktioon f, silld yhtépitdavasti

fle)=0 & [flz) =0,

missd muokattu funktio f(z) on alkuperéisen funktion f loivennettu versio

f<$>:_7 mER—i—

Sovelletaan kiintopistemenetelmén palautuskaavaa muokattuun funktioon ]7, jolloin
saadaan kiintopisteyhtalo

t=3z) o r=2+f o ez
m

ESIMERKKI 10.5. Valitaan, ettd m = 20, jolloin ratkaisun « lahettyvilla

(@) <1

silla

s

‘ 2
—|1-
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Kun tiedetdén, ettd neligjuuren /25 ratkaisu « on vélilli [1, 8], voidaan derivaatan
ja funktion kulun avulla paatellé, etta

~ 2-8 1
] <f-22=1
2-1 9
1 ‘ <ph-Z-=2 <1
o))< ‘ 20 |~ 10
Derivaatta ¢’ on monotoninen, silld ¢"(z) = % > (. Téten ¢ saavuttaa maksimiar-

vonsa joko vilin alku- tai loppupisteessa.

Talloin alkuarvauksella zg = 2 saadaan likiratkaisut

o — 2
Ty = 5(2)
i)
20
= 3,05
T9 = 3,834875

3 = 4,34956168671875

x4 = 4,65362734339016 . ..
x5 = 4,82081497083273 . ..
e = 4,90880212168248 . ..
7 = 4,95398520819076 . . .
xg = 4,97688673604212 . ..
9 = 4,98841665687251 . ..

T3z = 4,99999999861595 . . .
T33 = 4,99999999930798 . ..
234 = 4,99999999965399 . . .

Nyt valittu luku m oli sangen suuri. Se varmistaa Lipschitz-ehdon 9.1 tayttymisen,
mutta nyt kovinkin suurena hidastaa likiratkaisujonon suppenemista huomattavasti.
Toisaalta koska m on suhteellisesti varsin suuri, voidaan alkuarvaus x, valita kauem-
paakin juuresta «, jolloin iteraatio edelleen suppenee.

Kuten néhtiin, jos Lipschitz-ehto ei péde, iteraatio saattaa hyvissa lykysséd supeta,
mutta tésta ei ole mitddn takeita. Toisaalta, jos iteraattifunktio ¢ ei tayta Lipschitz-
chtoa, voidaan usein alkuperiistd yhtélod f(z) = 0 muokata nollakohdat sdilyttavilla
operaatioilla ja siten saada funktiosta f johdettava iteraattifunktio ¢ kutistavaksi
kuvaukseksi ratkaisun o lahiympéaristossé 1.
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Kaytdnnosséa kiintopistemenetelmé toimii vain sangen loiville funktiolle globaalisti.
Konstikkaammilla funktioilla menetelmé suppenee lokaalisti, kun alkuarvaus x, saa-
daan valittua riittavan ldhelta nollakohtaa a.. Télloin Lipschitz-ehto tayttyy alkuarvon
ja nollakohdan lahelle rajatulla valilla I ja likiratkaisujono {z,} suppenee. Viitteita
millainen funktio on sopiva antaa derivoituvuusehto |¢/(z)| < 1. Télloin kiintopiste-
menetelmén osalta on oltava

[P (2 =1-f(=z)] <1 <«

—1<1-f(z) <1 &

—2<—f'(x) <0 &
0<fl(x)<2

Nyt on kiintopistemenetelmén rajoituksia ja vaaranpaikkoja késitelty riittavésti, ettéa
voidaan madrittad iteraation algoritmi.

AvcoriTMI 10.6 (Kiintopistemenetelm4).

(1) Asetetaan alkuarvo g, joka on riittavén ldhelld nollakohtaa .

(2) Muodostetaan iteraattifunktio palautuskaavalla ¢(x) = = + f(z).

(3) Tarkistetaan péteeko Lipschitz-ehto derivaattachdon |¢/(x)| < 1 avulla. Jos
ei pade, muokataan iteraattifunktiota muotoon ¢(x) = = + %, sopivalla
m € R.

(4) Jos Lipschitz-ehto pétee, sovelletaan iterointiyhtdlod z,.1 = ¢(z,) uuden
likiratkaisun x,, saamiseksi.

(5) Toistetaan iteraatiota, kunnes saavutetaan tavoiteltu likiratkaisun tarkkuus

tai lopetetaan, kun riittdva méaara iteraatioita on suoritettu.

10.3. Suppenemisnopeus

Kiintopistemenetelmén suppeneminen on hyvéssa lykysséd kohtuullisen nopeaa, huo-
nommillaan erityisen hidasta. Koska kiintopistemenetelmille ¢'(z) # 0, suppenee
kiintopistemenetelmé lineaarisesti. Siten menetelmén g-aste on ¢ = 1 ja perdkkaisille
poikkeamille pétee

1
En+1 S €n

Téaten kiintopistemenetelmén suppeneminen ldhenee raja-arvoa

‘€n+1’

p = lim e [0,1]

n—oo |5n|

Iteratiivisten menetelmien ja siten erityisesti kiintopistemenetelmén suppenemista ké-
sitelldén hieman seikkaperdisemmin myohemmin kappaleessa 12.1.
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10.4. Esimerkki

Ratkaistaan funktion f(x) = cosz — z nollakohta iteratiivisesti. Likiratkaisun tark-
kuuden halutaan olevan § = 0,00000002 = 2,00 -10~8. Tallsin kiintopistemenetelmén
iteraattifunktio on

¢(x) =z + f(x)

Iteroidaan siis kiintopisteyhtaloa

=xr+cosr—x

= COST

T = COSXT

Alkuarvolla zy = 0,2 saadaan uusi likiratkaisu

x1 = cosxy = cos 0,2 = 0,98006657784

Sijoitetaan tdmé takaisin kiintopisteyhtdloon, jolloin saadaan uusi likiratkaisu

Sijoittamalla tdmé takaisin kiintopisteyhtéloon ja saadaan seuraava likiratkaisu

T9 = cosxy = cos(,98006657784 ~ 0,55696725281

T3 = cos Tg = c0s(,55696725281 ~ 0,84886216566

Niin jatkaen saadaan iteraatiolle taulukon 10.1 mukaiset likiratkaisut.

n | Uusi likiarvo x, f(zni1) |zn, — Tp_1|

0 0,2 0,780066577841 -

1 0,980066577841 | -0,423099325032 | 0,780066577841
2 0,556967252810 0,291894912849 | 0,423099325032
3 0,848862165658 | -0,188024614542 | 0,291894912847
4 0,660837551117 0,128640886650 | 0,188024614542
5 0,789478437767 | -0,085262724425 | 0,128640886650
6 0,704215713342 0,057903848419 | 0,085262724425
7 0,762119561761 | -0,038745389655 | 0,057903848419
8 0,723374172106 0,026202404226 | 0,038745389655
9 0,749576576331 | -0,017599151073 | 0,026202404226
41 | 0,739085167209 | -0,000000056893 | 0,00000008445979
42 | 0,739085110316 0,000000038324 | 0,00000005689313
43 | 0,739085148640 | -0,000000025815 | 0,00000003832389
44 | 0,739085122825 0,000000017390 | 0,00000002581544
45 | 0,739085140214 | -0,000000011714 | 0,00000001738959
46 | 0,739085128500 0,000000007891 | 0,00000001171384
47| 0,739085136391 | -0,000000005315 | 0,00000000789058

TAUuLUKKO 10.1. Kiintopisteyhtélon x = cosz likiratkaisut.
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¢ (x) y=x

L
N

06

04

02

v . v + . 4+ — + . v ; v
-0.6 -0.4 -0.2 0.2 0.4 06 0.8 1 1.2 14 ) 1.8
Xo Xy ¥e X3 Xq

-0.2

Kuva 10.2. Kiintopistemenetelmén likiarvot vuorottelevat kiintopis-
teen ympérilld esimerkissa 10.4.

Taulukon 10.1 funktion arvoista f(z,41) voidaan huomata, etté likiratkaisujono {z, }
oskilloi eli vaihtelee ratkaisun a ympaérilla. Témén perusteella tosiratkaisulle saadaan
ala- ja ylaraja likiarvojen x45 ja x4 avulla, jolloin

0,739085140214 < o < 0,739085128501

Ottamalla naiden likiratkaisuiden keskiarvo saadaan tavoitellun tarkkuuden § alle
menevalld tarkkuudella tosiratkaisulle likiarvo o =~ 0,73908513.

Kiintopistemenetelmé on yksinkertainen ja ajoittain epdvarma menetelmé. Sen sup-
penemisnopeus ei ole kaksinen ja ajoittain ndin muodostettu kiintopisteiteraatio ha-
jaantuu. Silti kiintopistemenetelmélldkin on hetkensa ja kayttotarkoituksensa muun
muassa yksinkertaisuutensa vuoksi. Kiintopistemenetelmaéllé ja iteraatioilla on myds
ollut historiassa térkedd kayttod, muun muassa taivaanmekaniikkaan liittyvaa Keple-
rin yhtélod iteroitaessa. Késitellddn seuraavaksi Newtonin menetelméé, jota voidaan
pitéaa kiintopistemenetelméé lahella olevana, mutta hienostuneempana iteraationa.
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LUKU 11

Newtonin menetelméi

Newtonin menetelmé (Newton’s method) tai Newtonin iteraatio tunnetaan toisinaan
myos Newton-Raphsonin menetelméné (Newton-Raphson method). Menetelmén ni-
mi tulee menetelmén ideaa 1600-luvun lopulla kehitelleeltéd Isaac Newtonilta ja muu-
tamaa vuotta Newtonin jélkeen ideaa jatkokehitelleeltd Joseph Raphsonilta. He so-
velsivat ideaa erityistapauksessa z3 — 20 — 5 = 0 ja varsinaisesti vasta 1700-luvulla
usean matemaatikon taholta Newtonin menetelmé systematisoitiin ja yleistettiin sen
nykyiseen muotoon. Menetelmé perustuu kuvaajalle piirretyn tangentin kulmakertoi-
men eli derivaatan kayttoon. Supetessaan iteraation likiratkaisujono {x,} konvergoi
hammaéstyttavin tehokkaasti, jopa nelidityvésti. [4]

11.1. Idea tangetin nollakohtana

IDEA 11.1. Piirretdén likiratkaisun z,, kohdalle funktion f kuvaajalle tangentti pis-
teeseen (z,, f(z,)). Tangentti approksimoi alkuperiisen funktion f kulkua ja leikkaa
x-akselia pisteessd x,,1, joka on iteraation uusi likiratkaisu.

f (%)

Xn Xn+1 \

Kuva 11.1. Newtonin menetelmén seuraava likiratkaisu z,; muodos-
tetaan tangentin avulla.

Ylla kuvattuun intuitiiviseen ideaan pohjautuen Newtonin menetelmén palautuskaava
voidaan 16ytéaa esimerkiksi alla kuvatulla paéttelylld, kuten perinteisesti oppikirjoissa
Newtonin menetelmé johdetaan ja intuitiivisesti perustellaan.

67
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Halutaan ratkaista funktion f nollakohdat. Luku xy on alkuarvaus, jonka perusteel-
la piirretddn tangentti funktion f kuvaajan pisteeseen (zg, f(xo)). Téll6in tangentin
yhtalo on

y — f(wo) = f'(z0)(z — 20)
Etsitdén tangenttisuoran leikkauspiste x-akselin kanssa, jolloin y = 0 ja saadaan

—[f(@o) = ['(z0)(x — @0)
Oletetaan, ettd f'(x) # 0 ja jaetaan derivaatalla

_ f (o) — 2 — 1
f'(xo) ’
josta saadaan
To — f(zo) =z =2
(o)
Tulos voidaan myés ilmaista yleisesti rekursiivisena palautuskaavana

Tpy1 = Tp — f’(l’ )
n

Télloin saadaan Newtonin menetelmélle méériteltyé iteraatiokaava seuraavasti.

MAARITELMA 11.2. Jatkuvalle ja jatkuvasti derivoituvalle funktiolle f Newtonin me-
netelmén palautuskaava on

(11.1) Tpi1 = O(zn) =z —

ja yleisesti

[2, s. 495-497]

Nyt, kun menetelmén idea on 16ydetty, tarkastellaan matemaattisesti milla ehdoilla
menetelmé toimii ja suppenee.

11.2. Suppeneminen

Newtonin menetelméssd hyvéin ldhtéarvon xg asettaminen on erityisen térkedd ja
alkuarvauksen on tirkedéd sijaita suhteellisen ldhelld nollakohtaa «. Riittdvéan hyvan
alkuarvauksen hankkimisen jélkeen Newtonin menetelmén raakaa tehokkuutta kéyte-
taan likiratkaisun tarkentamiseen. Ongelmaksi kuitenkin muodostuu maarittasd, mil-
loin ollaan riittdvin 1dhella nollakohtaa, etté likiratkaisujono {z,} varmasti suppenee.

Itse asiassa juuri dsken kappaleessa 11.1 lapikaytyyn intuitiiviseen Newtonin menetel-
mén palautuskaavan johtamiseen on sisddnrakennettu "mukavat” olosuhteet ja tietty-
jé sanomattomia oletuksia, jotka takaavat, ettd menetelmé suppenee kohti haluttua
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tosiratkaisua «. Nédmé kirjoittamattomat oletukset ovat funktion f derivaatan ole-
massaolo sekd Lipschitz-jatkuvuus. Jos ndmé alkuehdot eivét tayty, menetelmi ei
valttaméatta suppene. Siten Newtonin menetelmé ei ole varma menetelmé ja likirat-
kaisujono voi hajaantua, jos iteraattifunktion ¢ Lipschitz-ehto 9.1 ei pida.

Myos néiden ehtojen ulkopuolella Newtonin menetelmé saattaa supeta, mutta téasté
ei ole mitdan takeita. Suppenemisehtojen oletusten ulkopuolella on jopa mahdollista,
ettd iteraation padttyméattomyyslauseen 9.16 mukaisesti mahdoton tapaus on teoreet-
tisesti mahdollista. T&ll6in on mahdollista, etté jollain n. iteraatiokierroksella osutaan
tasmdlleen nollakohtaan . Huomattavan paljon todennikdisempéé tosin on, etté liki-
ratkaisujono z,, hajaantuu tai hyppéé toiseen nollakohtaan. Siksi on hyodyllisempéé,
jos voidaan varmistua Lipschitz-ehdon 9.1 tdyttymisesta ja siten iteraation konver-
goinnista. Kédydéadn seuraavaksi lédpi vaatimukset, joiden avulla voidaan olla varmoja
Newtonin menetelméan suppenemisesta.

Lipschitz-ehto takaa, ettei iteraattifunktio ¢ "heilu” liikaa tai toimi yllattavasti juuren
« lahiympéristossd. Graafisesti tdmé tarkoittaa, ettd kuvaaja on siled. Kéayralla ei
siis ole dkkindisid muutoksia tai terdvid kulmia. Jos alkuperiiselld funktiolla f on
olemassa jatkuva toinen derivaatta f”, voidaan Lipschitz-ehdon toteutumista tutkia
mukavasti iteraattifunktion derivaatan ¢'(x) avulla. Talloin

/0= 5 (- 7)

@@ - @)
(@)
@) @)
(F@)P
F(@)f" ()
FF
_ f@)f"@)
(F@)

=11+ )

Joten jos on

(12) ool = | s

(f'(2))?

niin derivoituvuusehdon 9.11 perusteella iteraatiofunktio ¢ on Lipschitz-jatkuva ja
siten iteraatio suppenee kohti kiintopistetta .

<1,

Ylldolevan kaavan (11.2) perusteella huomataan, etté toinen derivaatta f”(x) ei saa
olla "liian iso”, kun taas ensimméiinen derivaatta f'(z) ei saa olla "lilan pieni”. Sa-
ma kdanteisesti sanottuna: derivaatan f’ halutaan olevan mahdollisimman suuri ja
siten funktion f kayrille piirretty tangentti mahdollisimman jyrkésti kohtisuorassa
x-akseliin ndhden. Sen sijaan toisen derivaatan f” halutaan olevan mahdollisimman
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pieni eli derivaatan f” muutoksen olevan mahdollisimman pienté. Kun toinen derivaat-
ta f”(x) on mahdollisimman pieni, derivaatta f'(z) pysyy oleellisesti yhtd suurena ja
siten funktion f kulku jyrkkédn& ratkaisun « ldhiympéristossa. Siten f ei heilu lii-
kaa ja iteraatio suppenee tehokkaasti kohti nollakohtaa. Lisiksi (kuten yksinkertaisen
kiintopistemenetelmén suppenemisen yhteydessi), kun likiratkaisu x,, on ldhelld nol-
lakohtaa «, on talloin funktion arvo f(z,) niin ikdédn hévidvén pieni. Télloin kaavan
(11.2) mukaisesti iteraattifunktion derivaatta ¢’ menee varmemmin Lipschitz-ehdon
takaavan derivaattachdon |¢'(z)| < 1 alle.

Kaava myos kertoo, ettd vaakasuora tangentti eli tapaus f'(z) = 0 on epétoivottu.
Talloin vaakasuora tangentti ei leikkaa x-akselia missdédn pisteessé eikd seuraavaa
likiratkaisua x,, 1 voida muodostaa. Vaakasuoran tangenttisuoran tapaus on yleensé
sangen teoreettinen, mutta silti jo nollaa ldhelle tuleva liian pieni derivaatta f'(z)
aiheuttaa helposti iteraation hajaantumisen tai hyppéédmisen vaaradn juureen.

Geometrisesti ja intuitiivisesti kaavan tulkinta tarkoittaa, ettd ideaalitapauksessa li-
kiratkaisukohtaan (x,, f(x,)) piirretty tangentti leikkaa x-akselin mahdollisimman
kohtisuorasti ja leikkauskohta osuu x-akselilla mahdollisimman ldhelle nollakohtaa c.
(2, s. 496-497]

Kuva 11.2. Alkuarvo xg on sopivasti valittu ja Newtonin iteraatio
suppenee kohti tosiratkaisua c.

LAuste 11.3 (Newtonin menetelmén suppeneminen). Olkoon alkuperdinen funktio f
jatkwva vililli I = [a,b] sekd jatkuvasti derivoituva avoimella vililli I :=)a, b[. Lisdksi
oletetaan, etti f'(x) # 0, kun x € I, ja iteraattifunktio ¢(x) toteuttaa Lipschitz-ehdon
avoimella vililli I sopialla alkuarvauksella xo, jolle pitee |xg — ¢(x0)] < (1 — N)r.

Tdlloin Newtonin menetelmdn antaman likiratkaisujono {x,} suppenee kohti kiinto-
pistettd o.

TobisTus. Valitsemalla alkuarvaus xg sopivasti, saadaan maérittelyvéliksi [, :=
[xg — r, 29 + r] C I jollain sopivalla r € R,. T&ll6in kutistavuuslauseeseen 9.4 perus-
teella likiratkaisujono {x,} suppenee kohti kiintopistetta c. U
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f(x2) f(xo)
\ 3 L
Xy a Xo

X2

SO

Kuva 11.3. Alkuarvo xg on valittu huolimattomasti ja iteraatio hyp-
péé toiseen nollakohtaan as.

f(xo)

Kuva 11.4. Alkuarvo z( on valittu huolimattomasti ja likiratkaisujono
{z,,} hajaantuu ddrettomyyteen.

(1) f(a)f(b) <0

(2) f'(z) #0, kaikille x € T

(3) Joko f"(x) <0 tai f"(x) >0 kaikilla x € I

(4) Jos ¢ on valin I pddtepiste, missa |f'(z)| saa pienimmdn arvon, niin

<b-—a

‘ f(c)
f'(c)
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Newtonin menetelmén kayttokelpoisuus riippuu siis oleellisesti alkuperéisen funktion
f ja sen derivaattojen ominaisuuksista, seké sopivasti riittdvan ldhelld nollakohtaa
valitusta alkuarvauksesta xy. Tdhan saakka on alkuarvaukselta z, vaadittu hieman
epamadraisesti, ettéd xq sijaitsee "riittavan lahelld” ratkaisua a. Muotoillaan nyt lause,
joka antaa tdsmaéllisemmin vélin, jolta alkuarvo x, voidaan valita, etté likiratkaisujono
{x,} my6s varmasti suppenee.

LAUSE 11.4 (Varmasti suppenevan vélin lause). Olkoon funktio f hyvin mddritelty ja
kahdesti jatkuvasti derivoituva suljetulla vdlilld I = [a,b]. Lisdksi olkoon

Tdlloin Newtonin menetelmdn antama likiratkaisujono suppenee vdlin (ainoaan) rat-
katsuun o malld tahansa ldhtéarvolla xqg € 1.
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Lauseen ehto 1 kertoo, ettd vilin padtepisteet ovat eri etumerkkisié, jolloin valilla I
on vahintddn yksi nollakohta. Ehto 2 takaa, ettd vililla I on tasan yksi nollakohta.
Ehto 3 kertoo, ettd funktion f kuvaaja on konveksi funktio joko ylé- tai alapuolelta
tarkasteluna. Ehto 4 kertoo, ettd vélin [ kéyrille y = f(z) pditepisteeseen ¢, missi
| /()| on pienimmilld4n, piirretty tangenttisuora leikkaa x-akselin vélilla 1.

Tobistus. Katso esimerkiksi [10, s. 79-80]. O

Suppenemisen varmistava lause 11.4 on yleisen lauseen 11.3 konkreettinen tilanne.
Nyt méériteltiin rajat, millaisilla alkuehdoilla Newtonin menetelmé varmasti suppe-
nee. Lause 11.4 voitaisiin muotoilla myos usealla muullakin tapaa, eikéd nyt kdytetty
muotoilu ole ainoa. Oleellista suppenemisen varmistavassa lauseessa ovatkin lauseen
oletukset, eikd niink&én johtopaatos. Oletukset kertovat, mité vaaditaan funktion omi-
naisuuksilta, etta likiratkaisujono suppenee varmasti tietylld vélilla I, jolta alkuarvaus
o voidaan valita mista tahansa kohtaa valia.

11.3. Suppenemisnopeus

Newtonin menetelmé asettaa aiemmin késiteltyja yhtéalonratkaisumenetelmia enem-
mén ehtoja alkuperdisen funktion f ominaisuuksille (jatkuvasti derivoituvuus) ja ite-
raattifunktion ¢ kaytokselle (Lipschitz-jatkuvuus). Kuvaajan on siis oltava siled ja
kayttaydyttava maltillisesti. Kdytannossd Newtonin menetelmé suppenee, kun ol-
laan riittdvén ldhelld nollakohtaa «. Alkuehtojen tédyttyessd Newtonin menetelmén
suppenemisnopeus on peréati neligityvdad. Talloin nollakohdan ldhiympéaristossa liki-
ratkaisun oikeiden desimaalien lukumééréd keskiméérin kaksinkertaistuu joka iteraa-
tiokierroksella. Siten suppeneminen on iteraation edetessé jopa kithtyvdd.

LAUSE 11.5. Olkoon funktio f wvdlilla I jatkuva sekd kahdesti jatkuvasti derivoituva
siten, etti f'(x) # 0, sekd iteraattifunktio ¢ tayttid Lipschitz-ehdon (9.1).

Tdlloin Newtonin menetelmdn antama likiratkaisujono {x,} suppenee nelidityvisti.
Tobistus. Lauseen todistukseen palataan mychemmin kappaleessa 12.4. O

Newtonin menetelmén g-aste on siis ¢ = 2. Talloin perdkkéisten likiratkaisuiden poik-
keamille patee kaavan (4.3) mukaisesti

lenta] < N|5n|2,

missé p € [0, 1] on jokin vakio.

Kiintopistemenetelméin verrattuna Newtonin menetelmé on tehokkaampi, silld New-
tonin menetelmén g-aste on ¢ = 2, kun taas kiintopistemenetelmé on lineaarinen ja
sen g-aste on ¢ = 1. Intuitiivisestikin tdmé& on jarkeenkéaypéaé, koska yksinkertainen
kiintopistemenetelmé huomioi aiemmasta likiarvosta vain funktion arvon f(x,), kun
taas Newtonin menetelmé huomioi funktion arvon f(xz,) liséksi likiarvopisteen de-
rivaatan arvon f’(z,). Derivaatan arvo oleellisesti kuvaa, mihin suuntaan ja kuinka
nopeasti alkuperidinen funktio on taittumassa. Toisaalta Newtonin menetelmé vaatii
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enemmén funktion f ominaisuuksilta. Funktion f taytyy olla jatkuvasti derivoitu-
va. Lisdksi alkuperéisestd funktiosta tarvitaan enemmén tietoa, koska taytyy tietda
funktion derivaatan kaava tai muutoin kyetd méarittdamaéaén kyseinen derivaatan arvo.

ESIMERKKI 11.6. Tiettyja yhtéloitd edes varmasti suppeneva puolitusmenetelmé ei
kykene ratkaisemaan, koska menetelmille on lahtokohtaisesti oltava f(a)f(b) < 0.
Néitéa yhtaloitd on usein mahdollista ratkaista Newtonin menetelmaélla. Téllainen eri-
tyistapaus on esimerkiksi parillista astetta olevan polynomin

f@) = (& = )"

juuret, missd a € R ja n on parillinen positiivinen kokonaisluku. Nyt funktiolla f
on useampikertainen juuri kohdassa o = a. Jos funktion f juuri on hipaisunollakoh-
ta ja juuressa derivaatta f’(a) = 0, on télléin Newtonin iteraation suppeneminen
vain lineaarista. Neliollinen suppenemisnopeus menetetéiin, koska juuressa derivaatta
f'(a) =0 ja kaava (11.2) ei pidd. Nyt esimerkin polynomille derivaatta on

f'(a) = f'(a) = n(a—a)"~" =0,
joten suppenemisnopeus on vain lineaarista.

Tarkemmin Newtonin menetelmén erityistapauksista, katso esimerkiksi [10, s. 88-89)],
[11, s. 98-99] tai [22, 5.2].

Kuva 11.5. Newtonin menetelmé 16ytda myos hipaisunollakohdat, to-
sin vain konvergoiden lineaarisesti.

Newtonin menetelmén suppenemisnopeuteen palataan hieman mychemmin luvussa
12, nyt késiteltya intuitiivista johtamistapaa perusteellisempaa ja matemaattisempaa
reittid edeten. Sovelletaan seuraavaksi Newtonin menetelméé kaytannon tilanteisiin.
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11.4. Newtonin menetelmin soveltamista kiytantéon

Algoritmina Newtonin menetelmé etenee seuraavasti.

ALGORITMI 11.7 (Newtonin menetelmé).

(1) Asetetaan alkuarvo g, joka on riittavén lihelld nollakohtaa .

(2) Tarkastetaan Lipschitz-ehto alkuarvauksessa ja tutkitaan derivaatan avulla
péteeko |¢'(x)| < 1.

(3) Jos derivaattaehto ei pade, kiytetdan jotain varmaa yhtalonratkaisumenetel-
mad tali muuta menetelméd alkuarvauksen parantamiseksi.

(4) Sovelletaan iteraatiokaavaa ¢(z,) = x, — J{C/(éz)) uuden likiratkaisun x,,,; maa-
rittdmiseksi.

(5) Toistetaan iteraatiokaavaa, kunnes saavutetaan tavoiteltu likiratkaisun tark-
kuus tai lopetetaan, kun riittdvd méaara iteraatioita on suoritettu.

Huomaa, ettéd algoritmissa tutkitaan Lipschitz-ehdon patemista yksittdaisessd pistees-
sd. Lipschitz-jatkuvuutta tulisi kuitenkin tarkastella vdlilld, koska Lipschitz-jatkuvuus
on juurikin vélin, ei niink&&n yksittdisen pisteen ominaisuus. Siten jos derivoitu-
vuusehto |¢'(zg)] < 1 tdyttyy alkuarvossa, voidaan wvarauksin soveltaa Newtonin
menetelméaéd. Taméa antaa viitteitd suppenemisesta, mutta iteraatio saattaa silti ha-
jaantua jossain likiarvossa x,. Nyt Lipschitz-ehdon 9.1 tdyttymistd on tutkittu vain
yksittéisessa pisteessé, eikd koko alkuarvauksen lahiympéaristossé I,.. Jotta likiratkai-
sujonon {z,} suppenemisesta voitaisiin varmistua, tulisi esimerkiksi matemaattisella
analyysilla varmistua, ettd derivoituvuusehto 9.11 pétee koko tarkasteluvélilla 1.

Suppenemisesta varmistuminen siis vaatii tilanteen tarkempaa matemaattista analyy-
sid. Y14 kuvattu tapa on kuitenkin milld tapaa tietokone "nékee” (monimutkaisem-
mat) yhtalonratkaisutapaukset — kone laskee ja siiloé muistiinsa vain yksittaisid pis-
teitd ja voi verrata niitd keskenédén, muttei ymmérra tai "nde” kokonaisuutta samalla
tapaa kuin ihminen.

11.5. Sumerilaisten menetelmi Newtonin menetelméin erityistapauksena

Palataan tarkastelemaan aiemmin esimerkkissé 7.5 késiteltyd Sumerilaisten menetel-
méd. Kun halutaan laskea luvun a > 0 neligjuuri, etsitdin itse asiassa nollakohtaa
funktiolle f(z) = 2? — a, missi z > 0 ja [ = R, silld

:p:\/a =

2 =a =
> —a=0 &
f(x) =

Téssé siis haettu tosiratkaisu o = v/a.
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Kun funktioon f(z) := x? — a sovelletaan Newtonin menetelméin palautuskaavaa,
saadaan
f(zn)
Tp) = Tpy1 = T —
e
2
o —a
= xn — n
2z,

Sumerilaisten menetelmén palautuskaavaan (7.7) paadytadn siis myos Newtonin me-
netelméan kautta. Taten Sumerilaisten iteraation ollessa Newtonin menetelmén eri-
koistapaus, selittdd tdmé yhteys myos Sumerilaisten menetelmén matemaattisia omi-
naisuuksia, kuten mychemmin kappaleessa 12.6 aiheeseen tarkemmin syvennytaan.

11.6. Esimerkkeji

ESIMERKKI 11.8. Olkoon funktio

ja sen derivaatta

-4+ +1
efl:

f'(x) =

Funktio f mallintaa fysikaalisen ilmion kéyttdytymistd. Halutaan 16ytad funktion
nollakohta, jonka ilmion tarkastelun perusteella tiedetdén sijaitsevan vélilla [0,2;5].

Funktio f on jatkuvien alkeisfunktioiden muodostamana funktiona jatkuva. Lisdksi
derivaatta on olemassa ja jatkuva. Kédytetdan Newtonin menetelméé, jolloin iteraat-
tifunktio on

f(z)
P(z) =z —
f'(x)
CE37$27£E
N - S
_ z3 4?4t
eﬂ)
[

3 —4x2+x+1
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Alkuarvaukseksi valitaan xo = 2,7. Lasketaan Newtonin menetelmén palautuskaavalla
seuraava likiratkaisu x1, jolloin saadaan

() = 1 ~ J(=@o)
7= 9lm) = o f'(o)

2,73 —272 27
273 —4-272+27+1
= 1,02213951878137 ...

—27+

Sovelletaan palautuskaavaa uudelleen likiarvolla z;, jolloin saadaan seuraavan likirat-
kaisun x5 arvoksi
_ _ flz1) af —af —m
2= 0lwn) = f'(z1) _xl+x§—4x%+x1+1
= 1,93947151167120. ..

Jatketaan menetelmén soveltamista samaan tapaan, jolloin saadaan taulukon 11.1
mukaiset likiarvot.

2,7 0,65142303498636
1,02213951878137 | -0,35946761879667
1,93947151167120 | 0,22924231128533
1,60808615539299 | -0,00713187085526
1,61804102669827 | 0,00000504911992
1,61803398875313 | 0,00000000000232
1,61803398874989 ~0

1,61803398874989 ~0

TAULUKKO 11.1. Newtonin menetelméan likiratkaisut.

O U W~ O S

25 3 3.5 4 4.5 5

Kuva 11.6. Esimerkin 11.8 ja taulukon 11.1 kuva suppenevasta New-
tonin iteraatiosta.
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Jélleen konkreettisesti huomataan, kuinka tehokkaasti Newtonin menetelmé nelidity-
vésti suppenevana menetelméné konvergoi. Télla kertaa iteraatio suppenee, jopa san-
gen nopeasti. Sen sijaan jos alkuarvaus valitaan edes hieman toisin, saatetaan saada
kovinkin erilainen lopputulos. Lasketaan vield Newtonin iteraation arvot alkuarvoilla

xy = 2,91 sekéd x) = 4,4. Talloin saadaan taulukon 11.2 mukaiset likiarvot.

RS f(a7,) , f(ay)

0| 291 0,7225699487618 || 4,4 0,75412332621

1 ]| 0,1686088888279 | -0,3415486723388 || 9,0731588557517 | 0,0751913440258
2 |1 -0,2356063325566 | 0,2113899076015 || 10,6058141905603 | 0,0265027940526
3 || 0,0799532712452 | -0,0792391113118 || 12,0235421970849 | 0,0094915890196
4 |1 -0,0014147821744 | 0,0014147779213 || 13,3719365060617 | 0,0034263754674
5 || 0,0000000085116 | -0,0000000085116 || 14,6729041734505 | 0,0012426861408
6 || 0,0000000000000 | 0,0000000000000 || 15,9389686495094 | 0,0004520715389
7 || 0,0000000000000 | 0,0000000000000 || 17,1780716164197 | 0,0001648042144
8 ~ 0 ~ 0 18,3956134992231 | 0,0000601721578
9 ~ 0 ~ 0 19,5954569536579 | 0,0000219950691
10 ~ 0 ~ 0 20,7804728615064 | 0,0000080472035

TAULUKKO 11.2. Newtonin menetelméan likiratkaisuita.

Taulukossa 11.2 likiratkaisut {«/, } vaikuttaa suppenevan, mutta eivit ainakaan vélille
[0,2; 5], jolla ratkaisun tiedetéén sijaitsevan. Néin kiy koska alkuarvaus zj = 2,91 on
hieman liian kaukana haetusta nollakohdasta, jolloin iteraatio hyppéé suppenemaan
toiseen nollakohtaan o/ ~ 0.

f(x0)

Xo

Kuva 11.7. Esimerkin 11.8 ja taulukon 11.2 tapaus, jossa huolimaton
alkuarvon asettaminen saa iteraation hyppddméén toiseen juureen.

Alkuarvolla zj = 4,4 iteraatio taas hajaantuu dédrettomédn. Asymptoottisesti arvot
{f(2")} ldhenevit x-akselia, mutta eivit koskaan saavuta sitd milldén darelliselld n.
Liséksi tosimaailmassa jollain suurella n liukuluvut pyodristyvét virheellisesti samoiksi
ja 7f(x!) = 07, koska liukulukujen esityskyky loppuu kesken. Téssikin nollakohdan
etsimistapauksessa iteraattifunktion ¢ Lipschitz-jatkuvuuden etukéteen tutkimisesta
on apua.
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Kuva 11.8. Esimerkin 11.8 ja taulukon 11.2 tapaus, missé liian kau-
kainen alkuarvaus saa Newtonin iteraation hajaantumaan.

ESIMERKKI 11.9 (Jakolaskujen numeerinen laskiminen). Newtonin menetelmésté saa-
daan myos sovellus osaméérien laskemiseen. Tama on kayttokelpoista varsinkin tie-
toteknisissé sovelluksissa, jossa juuri jakolaskujen laskeminen on hankalaa. Toisaalta
liukukuesityksessa ei ole merkitysté, jos jakolaskulle ei saada matemaattisen tédsmél-
listd vastausta, vaan riittdvén tarkka likiarvo. Ovathan liukuluvuin esitetyt luvutkin
lopulta enemméin tai vihemmaén likiarvoja jo itsessidén.

Halutaan laskea osaméird o = %, missé nimittdja on luku ¢ € R,. Tama on yhtéapi-

tavaa sen kanssa, ettd etsitddn nollakohdan (liki)ratkaisua funktiolle

T 2
=r+——2x
T

=z+(1—cr)r=(2—cx)x

Rekursiivisesti iteraation palautuskaava voidaan kirjoittaa muodossa

Tpy1 = ¢('Tn) = (2 - an)xn

[teraatiokaavasta voidaan huomata, etté siind itsesséén ei ole yhtéan jakolaskua. Siten
osamédrin likiarvon laskeminen on saatu muunnettua ilman jakolaskuja suoritetta-
vaksi laskuksi.

Likiratkaisujono suppenee kaavan (11.2) perusteella varmasti ainakin, kun
¢'(2)] <1 <«
2—-2czx| <1 <
l-cz|<i & —1<l—-cr<j
& 3i>a>i


https://www.geogebra.org/m/tzhenT6c#material/wJQSFSXF

11.6. ESIMERKKEJA 79
Siten iteraation suppeneminen riippuu laskettavan osamadrin nimittédjastd c seké
alkuarvauksesta zy. Kun nimittéja c tiedetdin, sopiva alkuarvo on
(11.3) = > T > 5
(Itseasiassa on mahdollista osoittaa, etta alkuarvo voidaan ottaa hieman laveammalta

valilta % > xo > 0, jolloin likiratkaisujono edelleen varmasti suppenee. Tarkemmin
aiheesta, katso [10, s. 81-83].)

ESIMERKKI 11.10. Sovelletaan jakolaskukaavaa ja lasketaan desimaaliesitys murtolu-
vulle % Kaavan (11.3) perusteella sopiva alkuarvaus saadaan valiltd
3 1
11 > To > 14
Téten sopivan alkuarvon rajat desimaaliluvuiksi pyoristettyna ovat
0,2142 > x5 > 0,0715

Sovelletaan iteraattifunktion ¢ kaavaa alkuarvauksella zy = 0,2, jolloin saadaan liki-
ratkaisut

xg = 0,2

r1=(2-7-0,2)-0,2
= 0,12

x9 = 0,1392

rg = 0,14276352

x4 = 0,1428570815004672

x5 = 0,1428571428571165 . ..
re = 0,1428571428571428 . ..

Osamééran desimaaliesitys % = (0,142857 alkaa toistaa sddnnollisesti toistuvaa jaksoa,
joka on nyt korostettu ylaviivalla. [10, s. 81-83]

Luvun alussa intuitiivisesti johdettiin Newtonin menetelmén idea ja palautuskaava.
Tamaé ldhestymistapa kuvaa intuitiivisesti miten menetelmé toimii mukavassa tapauk-
sessa, muttei kuitenkaan varsinaisesti ole matemaattisen tdsmaéllinen perustelu. New-
tonin menetelméén voidaan padtya myos toisella, hieman erilaisista lahtékohdista ma-
temaattisesti seikkaperdisemmalld tarkastelulla, joka tdsméllisemmin avaa Newtonin
menetelmin matemaattisia ndkokulmia ja ominaisuuksia. Taméa ldhestymistapa on
huomattavasti helpompaa yleistda kompleksi- ja useampiulotteisten kuvausten ava-
ruuksille, kuin intuitiivinen pééattelyketju. Syvennytéian seuraavaksi tdhén tarinaan ja
Newtonin menetelméan suppenemisnopeuden perusteluun.






LUKU 12

Iteraation suppenemisnopeuden kiihdyttidminen

Aiemmin kiintopistemenetelmén suppenemisnopeuden yhteydessd kappaleessa 10.3
sekd Newtonin menetelméan johtamista sekd suppenemisnopeutta kasitellessé kappa-
leessa 11.3 sivuutettiin kysymys, kuinka Newtonin menetelméén paddytddn mate-
maattisempaa paattelya pitkin. Tarkastellaan nyt tarkemmin tuota pédttelyketjua ja
mitd ominaisuuksia iteraattifunktiolta tarvitaan.

Palataan aluksi tarkastelemaan luvussa 4 yleisemmélla tasolla késiteltyd suppenemis-
nopeutta keskittyen iteraation suppenemisnopeuteen. Erona aiemmin tehtyyn sup-
penemisnopeuden tarkasteluun on se, ettd nyt Lipschitz-ehdon luvussa 9 antamat
padtelmét seké iteraation iteraattifunktion ¢ luvussa 7 tunnetut ominaisuudet ovat
kéaytettavissa.

Kuten aiemmin suppenemisnopeuden tarkastelussa luvussa 4, myos nyt oleellisin tar-
kasteltava kysymys on kahden perdkkéisen poikkeaman suhteen raja-arvo

(12.1) lim St

n—oo &y

Jos raja-arvo on olemassa ja se suppenee, mité raja-arvoa ldhestytaan? Tarkastellaan
aluksi menetelmén tehokkuutta yleisesti, edeten kohti Newtonin menetelméan suppe-
nemisnopeutta.

12.1. Kohti lineaarisen suppenemisnopeuden raja-arvoa

Oletetaan, ettd Lipschitz-ehto (9.1) pétee funktiolle ¢ sekéd ¢(z) € I kaikilla x € 1.
Lis#ksi iteraattifunktio ¢ on jatkuvasti derivoituva valilla I ja derivaatalle ¢'(x) # 0.

Koska ¢'(x) # 0 milld tahansa x € I, seuraa tésti, ettd ¢(z) on aidosti monotoninen
vélilla 7. Siten iterointiyhtdlon x = ¢(z) kiintopiste v on olemassa ja yksikésitteinen.
Liséksi iteraation péadttymattomyyslauseen 9.16 mukaan iteraatio ei voi saavuttaa
kiintopistettdan o milldan dérellisellda maarilld iteraatioita.

Tutkitaan poikkeamaa ¢, jolloin soveltaen Véliarvolausetta saadaan

En+l = Tp41 — &

= ¢(r,) —
= ¢la+en) — ¢(a)
= ¢'(a + 0,e,)en,

81
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missd 0 < 6, < 1 on Viliarvolauseen vélipisteen maarittava sopiva luku. Téalloin siis

a<a+b,le,] <a+ e,

Nyt madaritellaan luku 7, kaavalla

¢ (a+b,e,) =& () + 1
Talloin
(12.2) ent1 = (¢'(a) + Tn)en

Siten poikkeaman pienenemiseen ja iteraation suppenemiseen vaikuttavat derivaatan
arvo nollakohdassa a sekéd luvun 7, suuruus. Luku 7,, kuvaa siis n. iteraation liki-
ratkaisua x,, vastaavan véliarvopisteen a + 6,¢, iteraattifunktion derivaatan arvojen
poikkeamaa derivaatan arvosta ¢'(«).

Derivaatta ¢'(x) on jatkuva pisteessd x = «. Télloin, koska ¢, — 0 ja 0 < 0, < 1,
kun n — oo, pitee 7, — 0 derivaatan ¢’ jatkuvuuden nojalla.

Téten koska 7, — 0, kun n — oo, seuraa tasté

/
lim Eat1 _ lim (') + 7)o

n—oo 577, n—oo 577,
(12.3) = lim ¢'(a) + 7
n—00
= ¢(a)

Yhtélon (12.3) perusteella (n+1):nnen iteraation poikkeama on suurilla n suunnilleen

Ent1 = ¢,(a>€n

Tosiratkaisun « tarkka sijainti on kuitenkin tuntematon, joten my6s sen derivaatan
¢'(a) arvo on tuntematon. Siten mitd 1&hinné ylldolevien yhtéldiden perusteella tie-
detddn ja yhtélostd (12.3) ndhddén, on ettd kahden peridkkiisen likiratkaisun poik-
keamien suhde - lihence jotain tuntematonta raja-arvoa ().

Oletuksen ¢'(z) # 0 perusteella pdtee myos erityisesti ¢'(a) # 0. Talloin yhtalon
(12.3) raja-arvoa voidaan merkitd aiemmin kaavassa (4.1) méériteltyd raja-arvo p =
|¢'(a)| # 0. Siten ja yhtdlon (12.2) perusteella likiratkaisujonon {z,} suppeneminen
on lineaarista.

12.2. Suppenemisnopeuden kiihdytysta

Suppenemiseen saadaan kuitenkin merkittdva parannus perustellulla vajavaisen tie-
don k&ytolla. Ndinpad mennéddn eteenpéin ja oletetaan rohkeasti, etté derivaatan poik-
keaman 7 suhteen arviointiyhtélo (12.2) on tarkka ja siis 7,, = 0 jo dérelliselld maaralla
iteraatioaskelia n.
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Merkitédén lyhytsanaisemmin tuntematonta tekijaa korostaen ¢'(«) = A, jolloin yh-
talo (12.2) saa oletuksen 7, = 0 kanssa muotoilun

Ent1 = Agy
Enio = Acpiq
ja siten
(12.4) Tpi1 —a = Az, — «)

Tpao — = ATy — @)

Viahentamalld yhtdloryhméstad alemmasta yhtélostd ylempi saadaan

Tp42 — Tp41 = A(xn—i-l - l’n),
josta saadaan
Tn42 — Tn41
A=tz ol
Tn+1 — Tn

Ratkaisemalla yhtéloryhmén (12.4) ylempi yhtélé nollakohdan a suhteen, jolloin saa-
daan
Tpi1 —a = Az, —a)
Tpi1 = Ax, — Ao+ «
Tpr1 — Az, = (1 — A
Tpy1 — Axy

1-A

Edelleen tasta saadaan
1
1—A

= (Tny1 — Azy)

1
=Xy + m($n+1 — an)
1

=T+ — e (Tpa1 — Tp)
Tn+1—Tn
=, — (xn+1 - mn)2

Tny2 — 29371—&—1 +x,

Nyt, jos oletus 7,, = 0 pitda paikkansa, voitaisiin tosiratkaisu o méarittaa tasméllisesti
minké tahansa kolmen perikkéisen likiratkaisun {2, Zn11, 2, } avulla.

Kuulostaa liian hyvélta ollakseen totta — ja epéilys on oikea. Silla siitd huolimatta,
ettd derivaatan poikkeama 7, on huomattavasti suuruudeltaan pienempi kuin ¢'(«)
eli 7, < ¢'(a), tosimaailmassa 7, ei ole aivan nolla. TAmé# nollasta poikkeavuus
aiheuttaa likiratkaisuihin epétarkkuutta. Vaikka 7, vaikutus ei ole olematon, on 7,
vaikutus huomattavasti mitédttoméampi verrattuna termin ¢'(a) vaikutukseen.
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Téastd havainnosta ja kaavasta voidaan kuitenkin johtaa kéyttokelpoinen sovellutus,
silla riittdvan pitkélle edenneelld n. iteraatiokierroksella saadaan peridkkéisista liki-
ratkaisuista {x, 2, Tpy1, T, } paranneltu likiratkaisu z/, kaavalla

2
(12.5) T =T, — (Tni1 = 0) (Aitkenin kaava)

Tn+2 — 2xn+1 +x,

Aitkenin kaava voidaan kirjoittaa yksinkertaistetussa A2-muodossa
(Az,)?
A2y,

missé peréttiisten likiarvojen A-differenssioperaattori (delta, kreikkalaisen ison kir-
jaimen A mukaan) on

(12.6) T = Ty —

n

Ax, = Tpi1 — Ty, missin €N

Vastaavasti A-operaattorin monikerrat eli korkeammat potenssit méaritelldan rekur-
siivisesti, esimerkiksi
Az, = A(Az,)
= Az, — Az,

= Tp42 — 2xn+1 +

Nimitetééin téitd kaavaa (12.5) Aitkenin A?-menetelmdiksi. Menetelmééin ja kaavan so-
veltamiseen palataan itsenédisend menetelménéd hieman myohemmin luvussa 13. Nyt
onkin himmaéstyttavinté, ettd ylldolevan paattelyn ja Aitkenin kaavan (12.5) sovelta-
misen kautta voidaan tehdé pédtelmid Newtonin menetelmidn matemaattisista omi-
naisuuksista ja suppenemisnopeudesta.

12.3. Sovelluksia Aitkenin A2-kaavasta Newtonin menetelméiin

Kun intuitiivisesti “insindoriratkaisuna” on Aitkenin kaava (12.5) 16ydetty, tutkitaan
kyseistd metodia perusteellisemmin. Aitkenin menetelmééd voidaan soveltaa mille ta-
hansa perdkkaisille likiratkaisuille, eivatké likiratkaisuiden tarvitse rajoittua vain ite-
ratiivisilla menetelmilld saatuihin likiarvoihin.

LAUSE 12.1. Olkoot {x,} likiratkaisujono, joka suppenee kohti nollakohtaa o siten,
ettd poikkeamille €, = x,, — a pdtee g, # 0, kaikilla n € N. Lisdksi

(12.7) Ent1 = (A4 Tn)en,
missd A on vakio, jolle |A| < 1, ja 7, — 0, kun n — oc.

Talloin riittdvan suurilla n Aitkenin kaavalla

2
= (xn—s-l - .Cljn)
=z, —
Tpy2 — 2xn—&—l + Tn
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likiratkaisujonosta {x,} saatu uusi likiratkaisuiden lukujono {z!} suppenee nopeam-
min kohti tosiratkaisua o kuin alkuperdinen likiratkaisujono siten, ettd
x —

(12.8) - — 0, kun n — oo
Ty —Q

Oleellisesti raja-arvo (12.8) voidaan muotoilla
/
lim -+ =0
n—oo £,

Télloin kappaleessa 4.3 tehtyjen havaintojen perusteella likiratkaisujonon {z] } sup-
peneminen on g-asteeltaan korkeampi kuin likiratkaisujonon {z,}. Siten parannellun
likiratkaisujonon 2/, suppeneminen on kiihdytettyé.

TobpisTus. Iteraation n. poikkeamalle €, voidaan johtaa Aitkenin A-differenssi-
operaattorin médritelmén perusteella

ATy = Tpi1 — Ty = Tpy1 — Q@ — (T — @) = Epy1 — € = Agy
Siten my6s monikerralle A? pitee
Az, = A(Az,) = A(Ae,) = A%(e,)

Ylempii kaavoja sekii A2-monikertojen kaavaa ja yhtilod (12.7) soveltamalla saadaan
A%z, = A%(g,)

= Ent2 — 26n41 + En

= (A+ Tng1)ent1 — 2(A+To)en +en

= (A+ 7)) A+ T)en — 2(A 4+ )en + €n

— (A T ) (A + 1) = 204+ 1) + 1w

= (A% + A(Ty + Tog1) + Tog1Tn — 24 — 27, + 1)e,,

= (A% — 2A + L4+ A(Ty + Tng1) + Tng1Tn — 270)En

=(A-1)2
Téaten saadaan kaava
Az, =[(A—1)2+1]en,
missé
7 = AT + Tni1) — 270 + TuTuat
Kun 7,, — 0, seuraa téstd myos, etta
7 — 0, kunn — oo
Tamén perusteella paddytaén siihen, etté kaikilla kyllin suurilla n, joille n > ng, pitee
(A=12+7,#0

Tisté seuraa, ettd A%z, # 0, kun n > ng. Niin ollen likiratkaisujono {z/,} on hyvin
madritelty, kun n > ny. Talloin

Az, = Ae, = (A+ 7, — 1)ey,
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joten véhentamalla kaavasta (12.6) tosiratkaisu a saadaan

A,)?

Th O =T (Af;i
(Ax,)?
T T A,

o (A—1+7,)%,
A

. (1_ (A—1+Tn)2)

(A 17+

. (A=1)247 —(A=1+71,)*
" (A=1)2+7

. A2 —2A+1+7 —(A2—A+ A1, —A+1 -7, + A1)y — T + 72)
" (A-1)2+7

7 —21,A =21, — T2
T T A-

7 =271, (A—1) — 72
B
Kun n — oo, niin seké 7,, — 0 ettd 7, — 0. N&in ollen

x;—oz_Tq’l—QTn(A—l)—Tg

en  (A=12+47
kuten halutaankin ja on viite todistettu. 0

— 0,

Sovelletaan lauseen 12.1 paranneltua likiratkaisujonoa { } heti kiytantoon.

SEURAUS 12.2. Oletetaan, ettd funktio ¢ noudattaa Lipschitz-ehtoa 9.1 sekd ¢(z) € 1
kaikilla x € 1. Lisdiksi iteraattifunktio ¢ on jatkuvasti derivoituva vdlilla I ja sen
derivaatalle ¢'(x) # 0.

Mikdili alkuarvaus xo ei osu tasmdlleen tosiratkaisuun eli xo # «, sekd iterointiyhtdlon
(7.1) avulla saatu likiratkaisujono {x,} tdyttdd lauseen 12.1 oletukset, niin tdlloin
Aitkenin A?-kaava (12.5) saa aikaan nopeutuneen suppenemisen.

TobisTus. Kuten aiemmin tésséd kappaleessa on osoitettu, ei pelkéstdén riitd
osoittaa, ettd e, # 0 kaikilla n € N, vaan myos ettd yhtélo (12.2) on voimassa.
Nama asiat ovat tdsmélleen mitéd lauseessa 12.1 osoitetaan ja siten seurauksen véite
on todistettu. U

12.4. Newtonin menetelmin neli6llinen suppeneminen

Aiemmin luvun alkupuolella kappaleen 12.1 alussa oletettiin, ettéd iteraattifunktion
derivaatalle ¢'(x) # 0 seké erityisesti ¢'(a) # 0. Téastd 16ydettiin lineaarinen kon-
vergointikdyttaytyminen, jonka ominaisuuksia kaava (12.2) seké suppenemisnopeutta
kaava (4.1) kuvaavat.
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Tutkitaan seuraavaksi poikkeaman ¢ asymptoottista kayttaytymisté erityistapaukses-
sa ¢'(a) = 0. Jos asia on todellakin néin, ei ole tarpeen tarkistaa kaikkia kutistavuus-
lauseen 9.4 oletuksia, mutta aluksi tulee kuitenkin varmistaa lauseen johtopéaatokset.

LAUSE 12.3 (Newtonin menetelmén suppeneminen). Olkoon I € R wdili (rajoitettu
tai rajoittamaton), funktio ¢ on hyvin mddritelty joukossa I ja funktiolle ¢ pdtevit
seuraavat ehdot:

(1) ¢ ja ¢ ovat jatkuvia valilla I,
(2) iterointioyhtdlolla x = ¢(x) on ratkaisu o, joka sijaitsee vdilin I sisdlld, sekd
ratkaisulle o on ¢'(a)) = 0.

Tdlloin on olemassa luku r > 0 siten, ettd iterointiyhtdlo (7.1) suppenee kohti tosi-
ratkaisua o milld tahansa alkuarvauksella xg, jolle |xg — oo < 7.

Mité lause oleellisesti kertoo on, etté iterointiyhtdlon tuottama likiratkaisujono {z,}
suppenee aina, kun alkuarvaus x on valittu riittdvan laheltéd tosiratkaisua «. Lause
12.3 on Newtonin menetelmén suppenemislauseiden 11.3 ja konkreetimman tapauksen
11.4 hieman toisenlainen muotoilu. Lauseessa 11.3 todistetaan ratkaisun a olemassa
olo, kun taas nyt késitellyssa lauseessa 12.3 lahtokohtana oletetaan, ettd on olemassa
ratkaisu o.

Tobistus. Merkitdan valia I, := [ —r,ac+ 7], missd r > 0. Koska ratkaisu o on
vélin [ sisépuolella, myds [, sijaitsee vélin [ sisédpuolella jos r on suhteellisen pieni eli
r < ro. Olkoon luku A madratty ja 0 < A < 1.

Koska ¢'(a) = 0 ja derivaattafunktion ¢’ jatkuvuuden nojalla on olemassa r, jolle
0 < r < rysiten, etta

¢ (z)] = 16/ (z) = ¢ ()| < A,

kun |z —a| <reliz € I,.

Néin ollen derivoituvuusehtolauseen 9.11 perusteella funktio ¢ on Lipschitz-jatkuva
ja lisdksi, kun x € [, niin

|p(x) —a| = |d(x) — o) < ANz —a| < Ar<r

Téten iteraattifunktion ¢ médrittelyjoukon ollessa I, on iteraation arvojoukkokin
enintdéan [,.. Siten valilld [, kutistavuuslauseen 9.4 alkuehdot tayttyvit, jolloin ite-
rointiyhtélon (7.1) tuottama likiratkaisujono suppenee. O

Oletetaan aikaisempien lauseen 12.3 oletusten lisdksi, ettd on olemassa jatkuva ¢”,
jolle ¢"(x) # 0 vélilla I.. Néin ollen voidaan ndyttdid toteen, ettd nyt myos ite-
raatioprosessin padttyméttomyyslause 9.16 on voimassa. Toisin sanoen, jos alkuar-
vauksella zy ei osuta tdsmélleen nollakohtaan «, ei mikéén likiratkaisu z,, saavuta
ratkaisua « &direlliselld méadralla iteraatiokierroksia, eiké tosiratkaisuun o mydskaian
voida osua sattumalta. Soveltaen Taylorin polynomiapproksimaatioiden sarjakehitel-
méé (Taylor’s theorem, tarkemmin Taylorin polynomeista, katso esimerkiksi [2, 5.3]),
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16ydetédn poikkeamalle €,,1 = z,11 — a seuraava polynomiapproksimaatio
Entl = Tp41 — &
= ¢(x,) — d(a)
= d(a) + ¢ (@)en + 56" (a + Onen)e;, — éla)
= ¢/(a>5n + %¢//(a + 6n5n>5i

Tasséa 0, tarkoittaa tdsmentamétonté, tarkemmin méadritteleméatonta lukua, jolle on
0 < 6, < 1. Olettamuksen ¢'(a) = 0 perusteella ylla oleva lauseke sievenee muotoon

(12.9) Ent1 = 30" (a+ Open)er

Koska €,, # 0 ja g, — 0, kun n — 0o, saadaan perékkéisten poikkeamien raja-arvoksi
. En+1

(12.10) Tim ol 30" (a)

Ylla oleva yhtdlot (12.9) ja (12.10) kuvaavat hitkdhdyttdvin havainnon, silld jos
¢'(a) = 0, niin (n + 1)mnen iteraation poikkeama &, on suhteessa edellisen n:nnen
iteraation poikkeamaan ¢, peréti nelidgityvdsti pienempi. Téll6in suppenemisen g-aste
on siis ¢ = 2 ja néin tehokkaan suppenemisen sanotaan olevan nelidgityvdd. Siten oletus
¢'(a)) = 0 tuo hdtkdhdyttédvian parannuksen suppenemisnopeuteen.

LAUSE 12.4 (Newtonin menetelmén nelidityvd suppeneminen). Oletetaan lauseen
12.3 oletukset ja erityisesti, etti ¢'(«) = 0. Oletetaan lisiksi, etti on olemassa jatkuva

¢", jolle ¢"(x) # 0 wvalilld I,.

Tdlloin iteraatio suppenee nelidityvdsta.

TobisTUus. Viite todistettiin yllaolevassa pééttelyssa. U

12.5. Aitkenista Newtonin menetelmiksi

Edella lapikaydysta padttelystéd saattaa jaada kasitys, ettd nelidityva suppeneminen
saavutetaan harvoin, koska iterointiyhtélon = = ¢(x) iteraattifunktion derivaatan
vaatimus ¢'(«) = 0 tdyttyy ainoastaan sattumalta. Kuitenkin kiy niin, ettd aina-
kin derivoituville funktioille f iterointiyhtélon (7.1) iteraattifunktio ¢ voidaan aina
muodostaa siten, etté likiratkaisujono {z,} suppenee nelidityvésti. Osoitetaan tdméa
seuraavaksi.

Olkoon funktio f hyvin mééritelty ja kahdesti jatkuvasti derivoituva valilla I = [a, b].
Nyt olkoon f'(x) # 0, kun = € I ja nollakohtayhtédlon f(x) = 0 vilin I ainut ratkaisu
on x = a, missi a € [ :=|a, b|.

Aiemmin kiintopistemenetelmén yhteydessd kappaleessa 10.2 on jo osoitettu, ettd
ratkaisu a 1oydetédédn iteroimalla funktiota

¢(x) =z + M f(z),
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misséd luku M on sopiva vakio. Kun M = 1 on kyseesséd tavallinen, yksinkertainen
kiintopistemenetelmén yhtalo. Kun M on riittdvan pieni, on kyseesséd loivennettu
kiintopisteyhtélo. Jos onni ei sattumalta ole my6ta, tésta seuraava iteraation likirat-
kaisujono on vain lineaarisesti suppeneva.

Siten on oleellista tarkastella, voidaanko vakion M tilalle kehitelld alkuperéisesté
funktiosta f riippuva funktio c(x) siten, etté iteraattifunktio

¢(x) =z + c() f ()

suppenee ratkaisuun « neliGityvésti?

Lauseen 12.3 seké siitd johdetun yhtélon (12.10) perusteella ainoa ehto, jonka ite-
raattifunktion ¢ (triviaalisti kiintopisteyhtélond o = ¢(«) toimimisen lisdksi) tulee
tayttdd on ¢’ () = 0. Nédin mééritellyn iteraattifunktion ¢ derivaatta

¢'(x) =1+ d(2)f(z) + c(z) f'(x)

Télloin ratkaisussa « ylldoleva yhtalo saa muodon

¢'(a) =0=1+(a)f(a) + c(a) (@)
eli
d(a)f(@) +c(a) f'(@) = -1

Koska f(a) = 0, saadaan
1

- f(a)

cla) =

Siten yksinkertaisin vaihtoehto tayttdéd vaatimus ¢'(a) = 0 (joka ei toki valttAmétta

ole ainoa vaihtoehto) on valinta c¢(x) = —%. Siten tastd saadaan tuttu Newtonin
menetelméan palautuskaava

f(x)

M= )
ja rekursiivisesti
[z -
Ty = O(2,) = 2, — f’((a:n))’ missd n € N
n

Téata iteraatiokaavaa kutsutaan Newtonin iteraation palautuskaavaksi. Jos alkuarvo
xo on valittu kyllin ldheltd tosiratkaisua a lauseen 12.3 oletusten mukaisesti, likirat-
kaisujono z,, suppenee, silld palautuskaavan iteraatiofunktion menetelméosa c(x) on
erityisesti muodostettu siten, ettd ehto ¢'(a) = 0 tayttyy.

Jos aiempien oletusten lisiksi oletetaan, ettéd kolmas derivaatta f) on olemassa ja
jatkuva, ja siten on olemassa jatkuva ¢”(x), niin Newtonin menetelmén palautuskaa-
van antama likiratkaisujono {x, } suppenee neliGityvisti. Tamé tapahtuu tietysti vain
silloin, kun palautuskaavan mukainen iteraattifunktio ¢ on ylipddnsé olemassa.
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Palautuskaavalle on tuttu graafinen tulkinta: funktion f kulkua arvioidaan likiarvo-
pisteeseen (z,, f(z,)) piirretylld tangentilla. T#lloin tangentin yhtilé on

y = f(zn) + (v — xn)f/(xn)

Jos téta lauseketta verrataan nollaan eli etsitdén tangentin leikkauskohta x-akselin
kanssa, saadaan johdettua Newtonin menetelmén palautuskaava, kuten Newtonin me-
netelmén luvun alussa kappaleessa 11.1 tehtiin. Intuitiivisesti tdmé graafinen repre-
sentaatio kuvaa hyvin mité tapahtuu, mutta tdma yksinkertainen tapa johtaa Newto-
nin menetelmé ei kuitenkaan kerro mitdan suppenemisen edellytyksistéd tai suppene-
misnopeudesta. Vield vihemmén intuitiivinen padttely olisi yleistettdvissd useamman
ulottuvuuden yhtéloille tai kompleksilukujuurille.

12.6. Sumerilaisten menetelméin suppenemisnopeus

Aiemmin kappaleessa 11.5 huomattiin Sumerilaisten menetelmén olevan Newtonin
menetelmén erityistapaus. Siten Sumerilaisten rekursiokaava

1 a
Tntl = 3 $n+x—
n

on myés funktion f(x) = x? — 25 Newtonin menetelmiin iteraattifunktio
_1 a
o) =3 (e+7)

Newtonin menetelmén oletukset ovat voimassa funktiolle f, silli f on polynomina
kahdesti jatkuvasti derivoituva ja derivaatat f’ ja f” ovat olemassa. Témén perusteel-
la voidaan Newtonin iteraation yhteydessi tehtyja padatelmia soveltaa Sumerilaisten
menetelmén suppenemisnopeuden seké tehokkuuden tarkasteluun. Aiemmin Sumeri-
laisten menetelmén esimerkin 7.14 yhteydesséd huomattiin, ettd neligjuuren likiarvo
néyttéisi suppenevan sangen nopeasti. Todistetaan tdmé& empiirinen havainto.

Funktio f on polynomina kahdesti jatkuvasti derivoituva. Nyt iteraattifunktion ¢

derivaatta on
a
d@=4(1- )

Lisdksi ¢ > 0, koska ¢"(x) = % > 0, silli z > 0 jaa > 0.

x3
Téten yhtélon (12.10) perusteella Sumerilaisten iteraatio suppenee ratkaisuun a ne-

lidityvésti. Taten matemaattisen tarkastelun perusteella aiempi intuitiivinen havainto
suppenemisnopeudesta pitdéa paikkansa.
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Liséksi Sumerilaisten menetelmén tapauksessa voidaan osoittaa, ettd likiratkaisujono
{z,,} suppenee milld tahansa alkuarvauksella zo > 0. Katso esimerkiksi [10, s. 81-82].
Sumerilaisten menetelmé on siis Newtonin iteraation aina suppeneva erityistapaus.

ESIMERKKI 12.5. Koska Sumerilaisten menetelmé suppenee nelidityvisti, on menetel-
maé erittédin tehokas. Toisaalta menetelmé on erityisen kéyttokelpoinen ja turvallinen,
koska se suppenee milld tahansa alkuarvauksella xq > 0. Lasketaan likiarvo nelio-
juurelle v/25 uudelleen, jos alkuarvo z, arvataan todella pieleen. Niin ollen otetaan
alkuarvaukseksi xq = 5000. T&lloin neliGjuurelle V25 saadaan likiarvot

xo = 5000

) 25
xr1 = 5 5000+ m

_ 1000001 _
= 0 = 2500,0025

25

7= (1028801 1000001 /400)
— 1250,00624999500 . .
23 = 625,013124947500 .. .
24 = 312,526562053761 . . .
25 = 156,303277627226.. . .
26 = 78,2316115447661 . . .
27 = 30,2755877204868 . . .
w5 = 19,9560577208082 .. .
2o = 10,6044050803409 . . .
210 = 6,48095796353439 . ..
711 = 5,16920619622102.. ..
212 = 5,00276935526972 . ..
213 = 5,00000076650831 . ..
214 = 5,00000000000006 . ..

Sumerilaisten menetelmén suppenemista voidaan verrata puolitusmenetelméén, joka
suppenee aina varmasti, mutta selkeésti hitaammin. Puolitusmenetelméan tarvitse-
mien rekursioiden méérd voidaan helposti laskea kaavan (6.1) epayhtélosta

()
n > log, 5

Jos alkuvéli I on huomattavan paljon pielessd ja tiedetédén, ettd neliGjuuren /25
ratkaisu on valilla [1, 5000] ja halutaan ratkaisu 9 desimaalin tarkkuudella, niin t&lloin
tavoiteltu tarkkuus ¢ = 0,000 000 000 5 ja tarvittavien rekursioiden lukumééra on

5000 — 1
>log, [~ | = 43,1847767...
" 08 (0,0000000005) ’
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Téten tarvittavien rekursioiden méérd on 44, kun Newtonin menetelméilléd vastaava
tarkkuus saavutetaan jo 14. iteraatiokierroksella. Lineaarisesti suppenevan puolitus-
menetelmén ja nelidityvasti kiithtyvélla suppenemisnopeudella suppenevan Newtonin
menetelméan suppenemisnopeuksien valilla on sangen suuri ero, kuten esimerkista voi-
daan huomata.

Yleisestikin esimerkki kuvaa hyvin kuinka térkedd on valita sopiva menetelmé kul-
loiseenkin yhtélonratkaisutilanteeseen. Oleellinen vastakkainasettelu on menetelmén
tehokkuus ja varmuus. Télloin on toki varmistuttava menetelmén kéyttdmista ole-
tuksista ja mitkéd olosuhteet menetelméa vaatii supetakseen.



LUKU 13

Aitkenin A%2-menetelmi

Aiemmin iteraatiomenetelmien suppenemista tutkittaessa loydettiin Aitkenin kaava
(12.5). Kyseinen kaava on siitd merkityksellinen, ettéd kaavaa voidaan soveltaa itsenéi-
send menetelméné parantaa muilla menetelmilld saatuja nollakohdan likiratkaisuita.
Niin ollen Aitkenin A2%-menetelmé (Aitken’s A%-method) perustuu ideaan ottaa kol-
me mitd tahansa perédkkaista likiarvoa ja generoida néiden avulla uusi, paranneltu
likiratkaisu. Aitkenin menetelmén merkinnéssi kaytetddan kreikkalaista isoa kirjainta
A (delta) ja menetelmé on saanut nimensé sitd 1920-luvulla tutkineen matemaatikon
mukaan. Lukion oppikirjoissa Aitkenin menetelméé ei yleisesti edes mainita, vaik-
ka menetelmén avulla voidaan matemaattisemmin perustella Newtonin menetelmén
suppenemisnopeus ja muita matemaattisia ominaisuuksia.

13.1. Menetelméi

IDEA 13.1. Otetaan milld tahansa menetelmélld tuotetun kolmen perdkkéisen likirat-
kaisun lukujono {x,, T, 41, T, 2}. Aitkenin kaavaa kdyttden tuotetaan néité likiarvoja
kéyttden paranneltu likiratkaisu x,.

MAARITELMA 13.2 (Aitkenin A%menetelmi). Aitkenin menetelmén kaava on

2
(xn—&—l - xn)
)
Tn42 — 2xn+1 +

(13.1) T =T, —

missa {Tn, Tni1, Tnio} ovat kolme perdkkéisté likiratkaisua.

Aitkenin kaava voidaan kirjoittaa yksinkertaistetussa muodossa

(Axn)2

(13.2) T =1, — Aty

n

kuten kohdassa (12.6) kaava johdettiin.

A?-kaava (13.2) antaa Aitkenin kaavalle muotoilun, mistd menetelmén nimi juontuu.
Nyt ei tarkoituksellisesti puhuta palautuskaavasta, koska kyseessé ei ole iteraatio ja
Aitkenin menetelmé eroaa idealtaan sen verran aiemmin esitellyistd menetelmista.

ALGORITMI 13.3 (Aitkenin A%-menetelmi).

(1) Hankintaan jollakin g-asteeltaan ¢ < 2 olevalla yhtalonratkaisumenetelméalld
kolme perékkaista nollakohdan likiratkaisua {z,, Tn11, Tnia}
(2) Tuotetaan Aitkenin kaavalla (13.1) paranneltu likiratkaisu x),.

93
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(3) Jatketaan jollakin toisella menetelmalld tai lopetetaan, jos paranneltu liki-
ratkaisu on riittdvan tarkka.

Aitkenin menetelmén suppenemista ja suppenemisnopeutta on késitelty aiemmin kap-
paleen 12.3 yhteydessa.

13.2. Esimerkkeja

ESIMERKKI 13.4. Aiemmin esimerkissé 10.4 kiintopistemenetelmélld saatiin neligjuu-
ren /25 likiratkaisujonon viideksi perékkaisiksi likiarvoksi

w5 = 4,8208149708 . ..
26 = 4,9088021216 . ..
(13.3) 27 = 4,9539852081 . ..
25 = 4,9768867360 . ..
2o = 4,9884166568 . ..

Parannellaan niistd kolmea ensimmaéisti likiarvoa Aitkenin A2-menetelmis kiyttien.

Talloin Aitkenin kaavaa (13.1) soveltaen saadaan
= x5 — (s —25)°
T7 — 2x6 + T5
(4,9088021216 ... — 4,8208149708 . ..)?
4,9539852081 ... — 249088021216 .. + 4,8208149708.. ..
= 5,0016795413767 . ..

= 4,8208149708 . .. —

Ty =1 —M
6 6 l’g-2l‘7—|—gj‘6
4,9721 ... —4,9444245461 . . )2
— 4,9444245461 . .. — (4,9721735575 0444245461 . )

4,9860770863 ... —2-4,9721735575 ... 4 4,9444245461 . ..
= 5,0004254833084 . ..

x7 = 5,0001070955335 . . .

Nyt parannellut likiratkaisut {z],} ovat selkeéisti tarkempia kuin alkuperéiset likirat-
kaisut {x,}. Siten Aitkenin menetelmé sai aikaan suppenemisnopeuden kiihdytyksen
kiintopistemenetelmén lineaariseen ¢ = 1 -asteiseen suppenemiseen.

Lisiiksi nyt saatujen Aitkenin A2-menetelmélld kiithdytettyjen paranneltujen likirat-
kaisuiden arvoja voidaan entisestéddn parantaa, syottaméalla ne uudelleen Aitkenin

kaavaan. Talloin

/o 2

=1 = (xﬁ l‘%)
> 5 xth — 2xg + xk
= 4,99999875526024 . . .



13.2. ESIMERKKEJA 95

Siten, jos Aitkenin A2-kiihdytykselld saatua likiratkaisua z? verrataan lineaarisesti
suppenevalla kiintopistemenetelmailld laskettuihin likiratkaisuihin (13.3), on suppene-
misnopeuteen saatu huomattava parannus.

ESIMERKKI 13.5. Sovelletaan Aitkenin AZ-menetelmii Newtonin menetelmélld esi-
merkisséd 7.14 saatuihin neliGjuuren /25 likiarvoihin.

9 = 5,349137931034482
x3 = 5,011394106532552
x4 = 5,000012953048684

Télloin parannelluksi likiratkaisuksi saadaan

r_ (23 — 2)°
Lo =T — — 7
Ty — 2I3 + 29

= 4,9996160612895

Hammaistyttivisti Aitkenin A2-menetelmi ei endid paranna likiarvoja. Itseasiassa pa-
ranneltu likiratkaisu x4, on jopa epétarkempi kuin Newtonin menetelmén likiratkai-
sujonon viimeisin jasen x4. Miksi ndin tapahtuu?

Oleellista on menné tarkastelemaan Aitkenin menetelmén taustalla olevan seurauksen
12.2 oletuksia. Oletus oli, ettd ¢'(x) # 0 — aivan kuten lineaarisessa suppenemisno-
peudessa tapahtuu. Newtonin menetelméssd néin ei oleellisesti ole, vaan Newtonin
menetelmén iteraattifunktiolle pétee erityisesti paljon tehokkaampi ¢/(«) = 0. Siten
Aitkenin A2-menetelmin oletukset eiviit tiyty ja paranneltu likiratkaisu 2/, ei olekaan
paranneltu. Aitkenin A? ei tuo enii lisdarvoa Newtonin menetelmén ¢ = 2 -astetta
olevaan nelidityvaan suppenemiseen, joten suppeneminen ei kiihdy.






LUKU 14

Newtonin menetelmiai lidhella olevia
yhtilonratkaisumenetelmia

14.1. Enta jos funktio ei ole derivoituva?

Newtonin menetelmén suuri etu on sen tehokkuus: toimiessaan likiratkaisujono tar-
kentuu nelidityvasti. Toisaalta menetelmén puute on siiné, ettd funktion f taytyy ol-
la jatkuvasti derivoituva. Kaytédnnollisessd mielessa tdmaé ei valttaméatta ole niinkéaan
ongelma siind méadrin kuin se, ettd alkuperdinen funktio f itsessdédn voi olla muo-
dostettu pitkdn approksimoinnin ja mallintamisen tuloksena tosimaailman ilmiosté.
Tastéa edelleen derivaattafunktion muodostaminen ja derivaatan arvon laskeminen voi
olla erityisen tyolédsta ja ei valttamattd kovin tdsmaéllistakasn.

Seuraavassa késitellddn varsinkin kdytdnnon sovellutusten mielessid mielekkaita ta-
poja loytad ratkaisuita ilman suoraa derivaatan laskemista. Samalla siirrytdén kau-
emmaksi varsinaisista iteratiivisista menetelmistd. Néain ollen esimerkiksi Lipschitz-
jatkuvuuden tarkastelu ei kaikilla metodeilla aina ole mielekésté, varsinkaan myo-
hemmin esiteltéavilla kahta tai kolmea edellisté likiratkaisua muuttujanaan kayttavil-
14 yhtalonratkaisumenetelmilla. [10, 4.11]

14.2. Whittakerin menetelméi

Whittakerin menetelméssid (Whittaker’s method) véltytadn laskemasta funktion f
derivaattaa yksinkertaisesti korvaamalla Newtonin menetelmén palautuskaavassa de-
rivaatan f’(x) arvo jollain sopivalla (valistuneesti arvatulla) vakiolla m. Niin saadaan
palautuskaava

m

Tpy1 = Tn —

Menetelmé on lineaarisesti konvergoiva, paitsi jos alkuarvaus on ldhelld ratkaisua «
ja sattumalta valitaan m = f’(«), jolloin likiratkaisujono suppenee nelidityvasti. Jos
derivaatta-approksimaatti m on riittdvén hyvé, voi suppeneminen olla huomattavan
nopeaa. Toisaalta, jos pyritddn varmistamaan, etté iteraatio saadaan derivoituvuuseh-
don |¢'(z)| < 1 mukaisesti varmasti suppenevaksi ja luvuksi m valitaan huomattavan
suuri luku, voi iteraatio télloin supeta tavattoman hitaasti.

ESIMERKKI 14.1. Lasketaan neliGjuuren /25 arvo Whittakerin menetelmélld eli et-
sitdén nollakohtaa funktiolle f(z) = 2 — 25, missd = > 0.

Otetaan alkuarvoksi sangen summittainen veikkaus zy = 100, jolloin
1/(100) = 200 =: m
97
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Talloin
Ty = 100
f(lOO)
et 1 —
00 200
— 50,125
£(50,125)

=50125 — —————=
T2 =00 200

= 37,6874218750

3 = 30,7107130370. ..
x4 = 26,1199735608 . ..
x5 = 22,8337084667 . ..
e = 20,3518172550. ..
r7 = 18,4058349271 . ..
rg = 16,8369611302.. ..
T9 = 15,6445448297 . ..
210 = 14,46138045996 . . .
x11 = 13,54072283592 . ..
T12 = 12,74896696132 . ..

Likiratkaisujono suppenee kohti tosiratkaisua o = 5, mutta alun jélkeen selkeésti hi-
dastuen. Alkuarvauksesta x( saatu derivaatan arvo alkaa jaada pahasti jalkeen uusien
likiarvojen derivaatan arvosta.

Jos suppenemisnopeutta verrataan esimerkkiin 12.5, missé on kaytetty Newtonin me-
netelméé, voi eron suppenemisten vililla huomata selkeésti. Ero siihen, kun derivaa-
tan arvo tarkentuu joka iteraatiokierroksella on sitd merkittadvampi, mitd kauempana
derivaatan approksimaatio m on derivaatan todellisesta arvosta f’(x,). Vaikka esi-
merkin 12.5 alkuarvaus on vield enemmén pielesséi, saavutetaan jo 16. iteraatiokier-
roksella likiratkaisu x4 = 5,00000000000006, kun Whittakerin menetelméan derivaa-
tan approksimaatti on jadnyt jo kauaksi jélkeen eikd Whittakerin menetelmé endd
suppene kovinkaan nopeasti.

Kokeillaan vield uudestaan, silla ongelmaa tarkemmin tarkastelemalla saadaan parem-
pi vihje, etté alkuarvaus zy = 4,5 on ldhempéné tosiratkaisua «. Télloin derivaatan
approksimaatiksi saadaan

f(45)=9=m

Talloin Whittakerin menetelmé antaa likiarvot
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Ty = 4,5
f(4,5)

$1:4,5—T

= 5,02777TTTIT ...
9 = 4,9968278463 . . .
x3 = 5,0003513434 . ..
r4 = 4,9999609481 . ..
x5 = 5,0000043389. ..
e = 4,9999995178 . ..
7 = 5,0000000535 . . .
g = 4,9999999940. . .
9 = 5,0000000006 . . .

Nyt alkuarvauksen osuessa lahelld nollakohtaa « likiratkaisujono suppenee huomat-
tavasti nopeammin, koska m &~ f’(«). Whittakerin menetelmé ei télli derivaatan
approksimaatilla f'(«) & m ja alkuarvolla zy ja& kauaksi Newtonin menetelmén sup-
penemisesta ja likiarvoista. Toisaalta melkeinpa merkityksellisempéé on, etté derivaa-
tan approksimaatti m osuu niin ldhelle todellista derivaatan arvoa myd6s alkuarvauk-
sen jilkeen. Aina toki derivaatan approksimaatin arvoa m ei saada mééaritettyd ndin
tarkasti edes alkuarvossa, vaan on turvauduttava valistuneeseen arvaukseen.

On huomionarvoista, ettd vakiolla m = 1 antaa Whittakerin menetelméa luvussa 10
tutuksi tulleen yksinkertaisen kiintopistemenetelmén palautuskaavan ¢(x) = x— f(x).
Vastaavasti kiintopistemenetelmén esimerkissé 10.4 mainittu tekniikka loiventaa ite-
raattifunktiota funktioksi ¢ on itseasiassa Whittakerin menetelmé. Kuten kiintopis-
temenetelménkin kanssa, myoskéddn Whittakerin menetelmé ei aina suppene. Muun
muassa esimerkin 7.10 polynomilla sovellettuna Whittakerin menetelmé 16ytda vain
toisen kahdesta juuresta.

14.3. Mullerin menetelméi

Mullerin menetelmé (Muller’s method) yleistédé luvussa 15 esiteltédvin sekanttimene-
telmén, joka kiyttda kahta likiratkaisua mallintamaan alkuperiisen funktion f kul-
kua sekanttisuoralla. Mullerin menetelméssé kidytetddn kolmea edellista likiratkaisua
{Zp_2, xy_1, z,} mallintamaan funktion f kulkua paraabelilla, jonka leikkauskohta x-
akselin kanssa on uusi likiratkaisu x,,.1. Mullerin menetelmén g-aste on noin ¢ ~ 1,84.
Menetelmé on osoittautunut suhteellisen tehokkaaksi ja luotettavaksi 16ytaa polyno-
min useamman kerran juuria sekd kompleksisia juuria. [22, 5.9]

Vaihtoehtoisesti jos alkuperdinen funktio f on kahdesti jatkuvasti derivoituva, on
funktion f kulkua mahdollista mallintaa likiratkaisupisteeseen (x,,, f(x,)) piirretylld
2-asteen Taylorin polynomilla eli paraabelilla. Periaatteessa voitaisiin laskea n-kertaa
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jatkuvasti derivoituvalle funktiolle f vaikka n:nnen asteen Taylorin polynomi likirat-
kaisupisteeseen ja tutkia tuon n. asteen polynomin leikkauskohtaa x-akselin kanssa.
Tamaé ei kuitenkaan ole varsinainen Mullerin menetelmé vaan enemménkin Newtonin
menetelméan laajennus. Lisdksi kdytdnnossd on yksinkertaisempaa ja tehokkaampaa
soveltaa Newtonin menetelméé useasti. 22, 5.9] [10, 10.1]

Yllamainittuja menetelmid harvemmin késitelladn lukiomatematiikan numeeristen
menetelmien kurssin siséllossd tai oppikirjoissa. Whittakerin menetelmé saatetaan
esitella kiintopistemenetelmén apukeinona. Téssd mainittujen menetelmien liséksi on
kehitelty muun muassa erityisesti polynomeille soveltuvia yhtalonratkaisumenetelmié.
Néistd enemmén, katso esimerkiksi [11, s. 123-133].

14.4. Sekanttimenetelmit

Vaikka aina funktiolla f ei ole olemassa derivaattaa, derivaattafunktiota f’ ei saada
eksplisiittisesti médriteltyd tai derivaatta on vaikea muodostaa tai epavarma laskea,
voidaan joissain tapauksissa turvautua derivaatan arvon mé#rittdmiseen numeerises-
ti. Erds idea tdhédn on approksimoida tangenttia sekanttisuoralla. Késitelldan lopuksi
néitd sangen kayttokelpoisia ja kohtuullisen tehokkaasti suppenevia sekantti- ja jén-
nemenetelmié seuraavaksi.
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Sekanttimenetelméi

Yleinen sekanttimenetelmai eli sekanttimenetelmé (secant method) poikkeaa aiemmis-
ta iteratiivisista yhtédlonratkaisumenetelmistd merkittavista siiné, ettd sekanttimene-
telmé tarvitsee nollakohdan ldhettyviltd kaksi alkuarvausta z,_; ja x,. Siten iteraa-
tion ideaa, missé edellinen likiarvo parantaa seuraavan likiarvon laskentaa muutetaan
siten, ettd kaksi edellistd likiarvoa parantavat ja tarkentavasti ohjaavat seuraavan
likiratkaisun laskentaa. Sekanttimenetelmésséa on siten ideana muodostaa kahden li-
kiratkaisupisteen z,_1 ja z, vélille sekanttisuora, jonka leikkauspiste x-akselin kanssa
on uusi likiratkaisu z,,1. Sekanttimenetelméssd on suurena hyotyné se, ettei funk-
tion f derivaatan arvoja tarvitse laskea tai edes tuntea derivaattafunktion kaavaa.
Itseasiassa sekanttimenetelmé ei edes tarvitse derivaatan f’ olemassaoloa. Se miké
saavutetaan sekanttimenetelmén yksinkertaisuudella menetetdin suppenemisnopeu-
dessa. Silti vaikkei sekanttimenetelmén suppenemisnopeus ole nelidityvad, on sup-
peneminen kuitenkin ylilineaarista ja siten kohtuullisen tehokasta. Terminé sekantti
tarkoittaa suoraa, joka leikkaa ympyran tai muun kéyrén.

15.1. Sekantti Newtonin menetelmin tangentin approksimaationa

Sekanttimenetelméé voidaan pitdd Newtonin menetelmén kaytéannollisené sovellutuk-
sena, jolloin Newtonin menetelméssd kiytetty derivaatan arvo korvataan sekantti-
menetelmésséd derivaatan numeerisella approksimaatiolla, sekantin kulmakertoimella.
Télloin sekantin kulmakerroin kuvastaa kahden likiarvopisteen viélista keskimaéréista
muutosnopeutta.

IDEA 15.1. Newtonin menetelmén palautuskaavassa

n

voidaan derivaattaa f’(x,) approksimoida korvaamalla se derivaatan mééritelmén
erotusosamadaralla

f(@) = )
flz) = ,
r—Yy
missi x 1=z, ja y := x,_1 ovat alemmat likiratkaisut.
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Niin saadaan johdettua sekanttimenetelmén palautuskaava

S TP
n

T 7 @ —f @a)
Tn—Tn—1

Kéaytannossa talloin lasketaan derivaatalle numeerinen likiarvo kahden aikaisemman
likiarvopisteen avulla. Sekanttimenetelmé siis soveltaa Newtonin menetelmén ideaa,
mutta 16ytéden tangentille ja derivaatalle numeeriset vastineet: sekanttisuoran ja se-
kantin kulmakertoimen.

15.2. Sekanttisuora kuvaajan approksimaationa

"Derivaatattomana” Newtonin menetelmané toimimisen lisdksi sekanttimenetelman
palautuskaava voidaan johtaa itsenéisesti sekanttisuoran yhtéalon avulla seuraavasti.

IDEA 15.2. Muodostetaan kahden aiemman likiratkaisun z,_; ja x, funktion f ku-
vaajalla olevien pisteiden (x,_1, f(x,-1)) ja (z,, f(z,)) vilille suora, jonka leikkaus-
piste x-akselin kanssa on uusi likiratkaisu z,41. Tall6in sekanttisuoran kulmakerroin
tarkoittaa kuvaajan f keskimé&ardistd muutosta likiratkaisuiden vililla ja sekantin
kulmakerroin on %.

Lukion numeeristen menetelmien kursseilla sekanttimenetelmén palautuskaava joh-
detaan yleensd intuitiivisesti suorien leikkauskohtien perusteella seuraavasti. Yhtalon
f(z) = 0 likiratkaisuina tunnetaan kaksi alkuarvoa xg ja 1, jotka ovat suhteellisen 14~
helld nollakohtaa «. Muodostetaan pisteiden (xg, f(zo)) ja (21, f(x1)) kautta kulkeva
suora eli sekantti. Télloin sekanttisuoran yhtéalo on

y— f(z) = f(@1) — f(xo)

1 — Zo

(x — )

Leikatessaan x-akselin on suoran vaakakoordinaatti y = 0, talloin

. f(z1) — f(w0)

(x —xy) <

Tasta saadaan
xr1 — Zo

f(z1) = f(zo)

Sekanttisuoran ja x-akselin leikkauskohta on uusi likiratkaisu xs.

f(z0)

r =Ty —

Tamén jélkeen voidaan vastaavasti laskea uusi likiratkaisu x,; kdyttden aina kah-
ta viimeisinta likiratkaisua x, 1 ja x,. Siten joka rekursiolla tarvitsee laskea vain
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yksi uusi funktion arvo. Néin on johdettu sekanttimenetelmén palautuskaava kahdel-
la eri tavalla, jolloin sekanttimenetelmén palautuskaava voidaan mééaritella yleisesti
seuraavasti.

15.3. Menetelméi

MAARITELMA 15.3. Sekanttimenetelmén palautuskaava on

(15.1) Tnsr = T — fn) o In=

f(@n) = flan-1)’

missé {z,, r,_1} ovat edelliset periakkaiset likiratkaisut.

Kuva 15.1. Sekanttimenetelmén yleisperiaate, jolla 16ydetééin seuraa-
va likiratkaisu.

ALGORITMI 15.4 (Yleinen sekanttimenelmé).

(1) Annetaan alkuarvot zq ja z7, jotka ovat riittdvan ldhella yhtélon f(z) = 0
nollakohtaa = = a.

(2) Lasketaan palautuskaavalla x,.1 = =, — f(x,) i
kohdan likiratkaisu ;.

(3) Lasketaan seuraava likiratkaisu z,, 1o kahden edellisen likiratkaisun z,, ja x, 1
avulla.

(4) Toistetaan, kunnes saavutetaan tavoiteltu likiratkaisun tarkkuus tai lopete-
taan, kun riittdva méaari toistoja on suoritettu.

In —Tn—1

)z, ) Seuraava nolla-

Huowmriorra 15.5.

(1) Sekanttimenetelmé on kaytédnnossé funktion f lineaarista inter- tai ekstra-
polointia sekanttisuoran avulla.

(2) Koska sekanttimenetelmé kéyttaa kahta alkuarvoa nollakohdan méarittadmi-
seen ja el siten varsinaisesti ole iteratiivinen yhtélonratkaisumenetelmé, voi
lauseesta 9.16 poiketen sekanttimenetelmé sattumalta osua tédsmélleen nol-
lakohtaan « jollain rekursiokierroksella n.
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(3) Sekanttimenetelmé on tietyissd tapauksissa erityisen kayttokelpoinen. Esi-
merkiksi silloin, kun funktiolla f ei ole derivaattaa, derivaattafunktiota f’ ei
osata eksplisiittisesti muodostaa tai derivaatan arvojen laskeminen olisi eri-
tyisen tyolédsta tai epdvarmaa. Téllaisia tapauksia ovat esimerkiksi derivaa-
tan laskeminen derivaattafunktion implisiittisestd muodosta tai derivaatan
numeerinen approksimointi.

15.4. Suppeneminen

Koska sekanttimenetelmé on ldhelld Newtonin menetelméé, hyvin samantyyliset vaa-
ranpaikat kuin Newtonin menetelmén yhteydessé kappaleessa 11.2 késiteltiin péatevit
my0s sekanttimenetelmélle. Huonoimmillaan sekanttimenetelméssd muodostettava se-
kanttisuora on vaakasuora, jolloin seuraavaa likiratkaisua x,; ei voida muodostaa.
Talloin sekantti ei leikkaa x-akselia ja siten seuraava likiratkaisu sijaitsee daretto-
mén kaukana. Néin ollen likiratkaisujono hajaantuu. Muutoin huonossa tapauksessa
sekantin leikkauskohta x-akselin kanssa saattaa osua kauaksi nollakohdasta ja liki-
ratkaisujono saattaa hajaantua tai hypétéd johonkin toiseen nollakohtaan. Toisaalta
sekanttimenetelma ei tarvitse kuvauksen derivoituvuutta, ainoastaan jatkuvuuden.

Sekanttimenetelmélld Lipschitz-ehtoa 9.1 ei voida suoraviivaisesti kdyttaa. Sekantti-
menetelmé ei ole iteratiivinen menetelma, sillda menetelmé tarvitsee kaksi alkuarvoa.
Iteroidessa kéytettava iteraattifunktio ¢ on yksiulotteinen skalaarifunktio eiké siten
iterointiyhtélod x = ¢(x) voida suoraan soveltaa. Tamén vuoksi sekanttimenetelmén
yhteydessd puhutaan iteraatiokaavan sijaan palautuskaavasta.

15.5. Suppenemisnopeus

Alkuehtojen toteutuessa sekanttimenetelmé suppenee ylilineaarisesti. Talloin suppe-
nemisen g-aste on samansuuruinen kultaisen leikkauksen suhteen kanssa, jolloin

1+456
2

q ~ 1,62

Tarkemmin suppenemisnopeuden padttelystd Fibonaccin lukujonon avulla, katso esi-
merkiksi [11, s. 99-101] tai [20, 2.6].

Kaytannon sovellutuksissa on sekanttimenetelmé usein Newtonin menetelméd kéy-
tdnnollisempi. Ensinndkin derivaatan lauseketta ei tarvitse osata laskea tai tuntea,
toisaalta funktion f ei edes tarvitse olla derivoituva.

Néiden etujen lisdksi joka sekanttimenetelmén rekursiokierroksella tarvitsee laskea
ainoastaan yksi uusi arvo f(z,), koska aiemmin laskettuja funktion arvoja f(z,_1)
voidaan uudelleenkéayttdad seuraavissa rekursioissa. Newtonin menetelméssa taas tar-
vitsee maarittaa joka iteraatiolla kaksi uutta arvoa: f(x,) ja f'(x,). Néistd derivaatan
arvon f’(x,) muodostaminen voi olla ajoittain sangen haastavaa tai osittain epaluotet-
tavaa. Voi myos olla, etté derivaatan lauseketta ei kyeta tdsmallisesti muodostamaan
ja esittdmaéédn eksplisiittisesti, jolloin aikavaatimus kasvaa entisestéén.
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Usein kaytédnnon sovelluksissa ehditddn Newtonin menetelmén yhteen iteraatioaske-
leen laskemiseen kuluvassa ajassa tehdd kaksi sekanttimenetelmén rekursiota. Siten
on sekanttimenetelmén kahden rekursion konvergointiaste

P =q+1~262

Vastaavassa laskentaan menevéssd ajassa on Newtonin menetelmélld tehty suurin-
piirtein yksi iteraatiokierros asteella ¢ = 2. Néin ollen sekanttimenetelmé ei usein
ole pelkistadn kaytdnnollisempi, vaan liséksi ainakin lokaalisti ero menetelmien ma-
temaattisessa tehokkuudessa usein kapenee, tai jopa kddntyy kaytdnnon sovellutuk-
sissa sekanttimenetelmén eduksia. Tarkemmin aiheesta, katso esimerkiksi [11, 2.3] ja
(22, s. 292-294].

15.6. Esimerkki neligjuuren laskemisesta

Lasketaan likiarvo neligjuurelle v/25 sekanttimenetelméalla. Télloin etsitdan nollakoh-
taa funktiolle f(z) = 2 — 25, missd z > 0.

ESIMERKKI 15.6. Alkuarvoikseen sekanttimenetelmé saa arvot xyp = 1 ja x1 = 2.
Huomaa, ettd molemmat alkuarvot ovat samalla puolella tosiratkaisusta «, silld ne-
liGjuurifunktion monotonisuuden perusteella

1=V1<2=vV4<+25

Liséiksi molempien alkuarvojen funktion arvot ovat negatiiviset, toisin sanoen

f(1) < f(2) <0

Lasketaan seuraava likiratkaisu z, sekanttimenetelmén palautuskaavaa (15.1) kéyt-
tden, jolloin saadaan

72 =0 = F @) e T
2—1
=2
— 92— (22 —25) 2-1
22 — 25 — (12 — 25)
—9

Lasketaan seuraava likiratkaisu x3 kahden edellisen likiarvon x; ja x5 avulla. Huomaa,
ettd edellisen rekursion yhteydessé jo laskettiin likiarvolle z; funktion arvo f(x1) =
f(2), joten arvoa ei tarvitse enéé laskea uudelleen vaan arvo voidaan uudelleenkayttéa
tassd. Palautuskaavalla saadaan

== f(o) s
2 i
=9—(9 —25)'92_25_(_21)

= % = 3,909090909090. ..
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Lasketaan seuraava likiratkaisu x4 kahden edellisen likiarvon x5 ja z3 avulla. Kéyte-
taan edellisen rekursion arvoa f(x2) suoraan sitd uudelleen laskematta. Palautuskaa-
valla saadaan

. . xr3 — T2
w = T2 = ) e T )
43
=8 - (B —25) gy

()2 — 25 — (56)
=31 — 4661971830985 .. ...

Jatketaan menetelméé samaan tapaan eteenpéin, jolloin saadaan taulukon 15.1 mu-

kaiset likiarvot.

n T f(zn)

011 -24

112 -21

219 56

3 1 3,909090909091 -9,71900826446281
4| 4,661971830986 -3,26601864709383
5 | 5,043023603228 0,43208706270232
6 | 4,998501473811 -0,01498301631013
71 4,999993579462 -0,00006420534161
8 | 5,000000000962 0,00000000962279

TAULUKKO 15.1. Sekanttimenetelmén likiratkaisut neligjuurelle 1/25.

Huomionarvoista on, miten likiratkaisut "pomppivat” molemmin puolin juuren o ym-
parilla. Tamé& voidaan myds havaita kuvasta 15.2.

60

50

40

30

20

f(x2)

Kuva 15.2. Sekanttimenetelmén viisi ensimmaisté likiratkaisua funk-
tiolle f(z) = 2% — 25 esimerkin 15.6 lihtoarvoilla.
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Kuva 15.3. Yksityiskohta kuvasta 15.2. Likiarvot tarkentuvat, mutta
eivit ole tdsmaélleen tosiratkaisu o.

Esimerkin alkupuolelta voidaan menetelmén soveltamisesta huomata, ettd misséa jér-
jestyksessd alkuarvot laitetaan on merkitystd. Tarkemmaksi oletettu likiratkaisu on
my6hempi likiratkaisu x, koska silloin arvoa kaytetddn seké likiarvon xy ettd xz las-
kemisessa. Aiempi, oletetusti epatarkempi likiratkaisu xy suuntaa vain likiarvon s
laskentaa.

ESIMERKKI 15.7. Ylldolevassa esimerkisséd 15.6 alkuarvot sijaitsivat ratkaisusta o ké-
sin samalla puolella. Sekanttimenetelméssé alkuarvot voivat sijaita myos ratkaisun «
molemmilla puolilla. Esimerkiksi alkuarvoilla xy = 1 ja 7 = 6 sekanttimenetelmé
antaa taulukon 15.2 mukaiset likiratkaisut.

1 -24
6 11

4,42857142857143 | -5,38775510204081
4,94520547945205 | -0,54494276599737
5,00334029227557 |  0,03341408030823
4,99998160236502 | -0,00018397601137
4,99999999385669 | -0,00000006143307
5,00000000000001 |  0,00000000000011

TAULUKKO 15.2. Sekanttimenetelmén likiratkaisut neligjuurelle /25
hieman eri alkuarvoilla.

O U W~ O S

Taulukon 15.2 arvoista tehtdvien havaintojen perusteella likiratkaisujono néyttaa sup-
penevan jopa sangen tehokkaasti. Samoin on huomionarvoista, kuinka likiratkaisui-
den funktion arvot f(x,) vaihtelevat etumerkkinsé osalta. Lisidksi kummalla puolella
likiratkaisut x,, tosiratkaisusta « milloinkin sijaitsevat niinikdén vaihtelee.
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LUKU 16

Jannemenetelméa

Janne- eli vidrdn sijoituksen menetelmé (regula falsi -menetelmé, method of false
position, chord method) on ldhes sama menetelmé kuin yleinen sekanttimenetelma.
Jannemenetelmé kéyttdd kahta alkuarvoa, samaa palautuskaavaa ja logiikkaa kuin
sekanttimenetelmékin silld merkitykselliselld erolla, ettd jainnemenetelmé vaatii seké
alkuarvausten {xg, x1} ettd kaikkien jénteen paétepisteiden {z,, z,,} funktion arvojen
f(x,) ja f(x,,) erimerkkisyyden. Téssa n, m € N siten, ettd n # m. Janteen muodos-
tavien padtepisteiden arvoilla tulee siis olla eri etumerkit. Toisin sanoen, jos alkuvéli
I = Iy = [a,b] = [ag, bo] ja n. toiston jilkeen vili on I,, = [a,, by], niin téytyy olla

Fan)f(by) <0, kaikilla n € N

Tatd merkityksellistd yksityiskohtaa ja sen seurauksia lukuunottamatta suurin osa
ailemmin luvussa 15 sekanttimenetelmén yhteydessé késitelty patee myos jainnemene-
telmélle. Sekanttimenetelmén yhteydesséd sekantti méédriteltiin suorana, joka leikkaa
ympyrin tai muun kdyran. Seké kéyrille ettd kayran sisdpuolelle jadva sekantin osa
on jinne. Tamé analogia kuvaa hyvin sekantti- ja jinnemenetelmien vélisté eroa. Siin
missé sekanttimenetelmé on lineaarista inter- tai ekstrapolointia, on jinnemenetelmé
aina vain lineaarista interpolointia.

16.1. Menetelméi

IDEA 16.1. Sovelletaan yleistd sekanttimenetelméé, pidetadn huoli, etté tarkasteluvé-
lin [, padtepisteissa arvot f(a,) ja f(b,) ovat etumerkiltééin erimerkkiset jokaisella
rekursiolla.

Oletetaan, ettd funktio f on jatkuva. Lisdksi alkuarvojen zy ja x; funktion arvojen
tulee olla eri etumerkkiset eli alkuarvoille patee f(xg)f(z1) < 0. Palautuskaavaltaan
jannemenetelmd on ldhes sama kuin aiemmin esitelty sekanttimenetelmén palautus-
kaava (15.1) ja se méaaritellddn seuraavasti.

MAARITELMA 16.2. Jannemenetelmén palautuskaava on

Tp — Ty

fxn) — f(xm)’

missé likiratkaisut z,, ja x,, ovat kaksi funktion arvoiltaan eri etumerkkisté likiratkai-
sua. Toisin sanoen pétee likiratkaisuille z,, ja z,, pétee

f(@n) f(2m) <0

109

(16.1) Tpi1 = T — f(2n)
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Likiratkaisu x,, on likiratkaisujen {z,,z,_1,...} tdhin saakka viimeisin likiratkaisu,
ja o, se viimeisin likiratkaisu, jonka arvon f(x,,) etumerkki on eri kuin arvon f(z,,).

Niin méériteltynd Bolzanon lauseen nojalla jatkuvalle funktiolle f loytyy vélilta
I, = |an,b,] 16ytyy aina véhintdan yksi nollakohta. Algoritmiksi voidaan jénnene-
menetelmd muotoilla seuraavasti.

ALGORITMI 16.3 (Jédnnemenetelma).

(1) Valitaan vélin I padtepisteet ag, by siten, ettéd f(ao)f(by) < 0.

(2) Lasketaan palautuskaavalla z, 1 = =, — f(z,) Tt seuraava nollakoh-
dan likiratkaisu z,,1 valilta [a,, b,].

(3) Jos arvot f(x,41) ja f(z,) ovat erimerkkiset eli f(z,)f(z,) < 0, tutkitaan
seuraavaksi Valid [x,,, Z,41], muutoin VAl 2,41, T

(4) Toistetaan, kunnes saavutetaan tavoiteltu likiratkaisun tarkkuus tai lopete-

taan, kun riittdva méaaré toistoja on suoritettu.

f(x1)

=t

X3
f(xo)
f(x2)

Kuva 16.1. Jdnnemenetelmén yleinen toimintaperiaate.

16.2. Sekanttia kayttiavistid yhtidlonratkaisumenetelmistia

Jotkin oppikirjat eivit esittele tai késittele janne- ja sekanttimenetelméd erillisin,
toisistaan poikkeavina menetelminé, tai toista menetelmistd ei mainita ollenkaan.
Osassa numeerisen matematiikan kurssin lukion oppikirjoista yhtélonratkaisumene-
telmié kasitelldan ylipdénsé aiheena vihemmén muuta numeerista matematiikkaa ja
menetelmia kurssisiséllosséd painottaen. Talloin oppikirjoissa on yleensa késitelty laa-
jemmin numeerista derivointia, numeerista integrointia, poikkeamaa eli virhetta tai
muita, yleensa lisimateriaalina olevia numeerista matematiikkaa ldhella olevia aiheita,
kuten Taylorin polynomeja. Newtonin menetelmé oppikirjoissa poikkeuksetta késitel-
lddn, onhan Newton-Raphsonin menetelmé erikseen opetussuunnitelmassa mainittu
kurssin keskeisend sisaltona.

Sekanttia kdyttdvien menetelmien nimedminen poikkeaa toisistaan eri ldahteiden ja
oppimateriaalien vélilld. Tassé opinnéytetyossi kiaytetadn johdonmukaisesti nimityk-
sid sekantti- ja jinnemenetelmé erillisisté, vaikkakin vahvasti sukua toisilleen olevis-
ta yhtalonratkaisumenetelmistd. Yhtéldisyyksistddn huolimatta menetelmien valilla
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on oleellisia eroja niin tekniselld kuin ajatuksellisella puolella. Néista ldhtokohta- ja
etumerkkitarkasteluvaatimukseen liittyvistd eroista johtuen seuraa ero menetelmien
suppenemisvarmuudessa. Kéaytannossa erot vaikuttavat myos suppenemisnopeuteen,
kuten esimerkeista 15.7 ja 16.3 voidaan huomata.

Selvyyden vuoksi yleiseksi sekanttimenetelmdksi tai pelkéstdan sekanttimenetelmdksi
kutsutaan sitd sekanttisuoraa soveltavaa menetelméd, joka ei aseta vaatimuksia al-
kuarvauksien tai likiratkaisuiden funktion arvojen erimerkkisyyden suhteen. Sekant-
timenetelmé kdyttad aina kahta viimeisinté likiratkaisua {z,, z,_1 } seuraavan likirat-
kaisun z,,, laskemiseen.

Jannemenetelmdaks: kutsutaan vastaavasti sitd sekantin likiratkaisupisteiden vélista
osaa, jadnnettd soveltavaa menetelmaéd, joka oleellisesti vaatii likiratkaisuiden funktion
arvojen olevan koko ajan erimerkkiset. Télloin iteraation edetesséd aina késitelldan n.
kierroksen vilia I,,, jolla nollakohta o varmasti Bolzanon lauseen perusteella sijaitsee.
Jannemenetelm4 siis suppenee varmasti. Yleisen sekanttimenetelmén suppenemisesta
ei voida olla varmoja ja se saattaa myos hajaantua. Siten yleinen sekanttimenetelmé
on selkeésti Newtonin menetelmén derivaataton, numeerinen versio. Jinnemenetelméa
on jo téatd hienostuneempi ja selkeésti oma metodinsa.

Jannemenetelmissikin muodostetaan sekantti, mutta koska uusi likiarvo x,, .1 on aina
edeltévien likiarvojen {z,,,z,} vilissi, suoran sijaan riittdd muodostaa likiratkaisu-

pisteiden (z,,, f(2,)) ja (Tni1, f(Xna1)) tal (T, f(Tm)) ja (Tpi1, f(2ne1)) vilille janne.
Jannemenetelméssé vanhoista likiarvoista xz,, ja x,, valitaan se, joka on etumerkiltdan
erimerkkinen kuin juuri laskettu uusi likiratkaisu x,.;. Tadmé eroaa merkittavasti
yleisestd sekanttimenetelmésté, missé kaytetddn aina kahta viimeisinté likiratkaisua
uuden likiratkaisun laskemiseksi eikéd tehdéd etumerkkitarkastelua.

16.3. Esimerkki neligjuuren laskemisesta

Lasketaan tutulle nelijuurelle v/25 likiarvo jinnemenetelmélld. Talloin etsitdédn nol-
lakohtaa funktiolle f(z) = z* — 25, missd z > 0.

Alkuarvoikseen jinnemenetelmé saa arvot xo = 1, 1 = 6. Nyt
f(l)y)=—-24 <0
f6)=11 >0

Téten alkuarvojen funktion arvot ovat eri etumerkisié ja jinnemenetelmén alkuehto-
jen erimerkkisyysvaatimus téayttyy. Lasketaan seuraava likiratkaisu x, jdnnemenetel-
mén palautuskaavaa (16.1) kiyttéen, jolloin saadaan

To — 1

72 = %0~ F00) T T
1—-6
= 1= (20 =1

= 31 ~ 4,42857142857
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Nyt

Fle) = f(3) = ()" - 25 =1 ~ —53878 <0,

joten korvataan x uudella likiarvolla x5, koska molemmilla on negatiivinen etumerkki
ja lasketaan seuraavaksi uusi likiratkaisu xs.

o f(xQ)f(xz) — f(z1)
=% (%)’ —25)- T

(31)% — 25 — (6% — 25)
= 30 ~ 4,94520547945

Nyt f(z3) = —% ~ —0,5449 < 0, joten korvataan z; uudella likiarvolla x3, koska

molemmilla on sama etumerkki.

Jatketaan samaan tapaan, jolloin saadaan taulukon 16.1 mukaiset likiarvot.

n | Alkupiste a,, | Loppupiste b, | Uusi likiarvo z,, .1 f(zna1)

0,1 1 6 4,42857142857 -5,38775510204
2 | 4,42857142857 6,0000 4,94520547945 -0,54494276600
3 | 4,94520547945 6,0000 4,99499374218 | -0,05003751561
4 | 4,99499374218 6,0000 4,99954467843 | -0,00455300839
5 | 4,99954467843 6,0000 4,99995860542 -0,00041394412
6 | 4,99995860542 6,0000 4,99999623684 -0,00003763157
7 | 4,99999623684 6,0000 4,99999965789 -0,00000342105
8 | 4,99999965789 6,0000 4,99999996890 -0,00000031100
9 | 4,99999996890 6,0000 4,99999999717 -0,00000002827
10 | 4,99999999717 6,0000 4,99999999974 -0,00000000257
11 | 4,99999999974 6,0000 4,99999999998 | -0,00000000023

TAULUKKO 16.1. Jannemenetelméan likiratkaisut.

Esimerkissé kdy niin, ettd loppupiste b, pysyy samana milld tahansa rekursiokierrok-
sella. Tama on yleisesti tiedostettu ajoittain esiintyvd ongelma jannemenetelméllé,
ja sitd varten on jinnemenetelmén pohjalta kehitetty edelleen niin kutsuttu Illinoisin
algoritmi. Tarkemmin tuosta sovellutuksesta, katso esimerkiksi [3].

Huomaa téssd jainnemenetelméalld alkuarvoista g = 1 ja 7 = 6 antamien taulukon
16.1 likiratkaisujen ero verrattuna samoilla alkuarvoilla sekd samaa palautuskaavaa
kayttavin sekanttimenetelmén tuottamaan taulukon 15.2 likiarvoihin. Samoilla al-
kuarvoilla ja palautuskaavalla saadaan eri arvoilla sekéd eri nopeudella suppeneva li-
kiratkaisujono. Nyt molemmat menetelmét suppenevat, mutta nédin ei valttamatta
aina kay sekanttimenetelméd kaytettdessd. Myos puolitusmenetelmélld on samoista
alkuarvoista ldhtien ratkaistu neliojuuren /25 arvoa taulukossa 6.1.
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f(x1)

Kuva 16.2. Jédnnemenetelmén toinen likiarvoista "lukkiutuu” ja likiar-
vot ldhenevéit tosiratkaisua vain toispuoleisesti ratkaistaessa esimerkki-
kappaleen 16.3 funktiota alkuarvoilla zop =0 ja 1 = 9.

16.4. Suppeneminen

Siin& missd sekanttimenetelmé on inter- tai ekstrapolointia tapauksesta riippuen, on
jannemenetelmé aina interpolointia vélin [, paéatepisteiden sisépuolella. Siten funk-
tion f jatkuvuuden ja Bolzanon lauseen nojalla aina tiedetdén, etté ratkaisu « sijait-
see aina vilin [, padtepisteiden vilissd ja siten vélin alku- ja loppupisteen vililla on
— ainakin — yksi nollakohta. Siten jainnemenetelmé aina varmasti suppenee.

Kuten yksinkertainen puolitusmenetelmé, myos jannemenetelmé on Bolzanon lauseen
perusteella varma menetelmé. Algoritminsa perusteella jannemenetelma sailyttas ti-
lanteen, misséd nollakohta sijaitsee tarkasteluvilin péaétepisteiden x, ja x,, vélissi.
Siten véli [, kutistuu ja on sekd yla- ettd alapuolelta rajattu. N&inpd jannemene-
telméad voidaan pitda sisdkkéisten vilien menetelména tai erdénlaisena kehittyneené
haarukointimenetelména.

16.5. Suppenemisnopeus

Alkuehtojen téayttyesséd jinnemenetelmén suppenemisnopeus on sama kuin sekantti-
menetelmén, siten menetelmén g-aste on

1++5
2

q= ~ 1,62

Kuten sekanttimenetelmélld suhteessa Newtonin menetelméén on useita kaytannolli-
sid hyotyja, patevit samat seikat myos jannemenetelméé tietoteknisesti soveltaessa,
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mité sekanttimenetelmén yhteydessd kappaleen 15.5 lopussa on pohdittu. Tarkemmin
jannemenetelmén suppenemisesta ja suppenemisnopeuden péaéttelysta, katso esimer-
kiksi katso esimerkiksi [11, 2.3], [22, s. 290-292] tai [20, 2.6].

16.6. Jinnemenetelmi painotettuna keskiarvona

Jannemenetelmén voi yleisen sekanttimenetelmén tapaan mieltdd Newtonin menetel-
mén numeeriseksi versioksi. Samat edut, mitké péativit sekanttimenetelméin kanssa,
patevit myos jannemenetelmén suppenemiseen. Tamén liséksi jdnnemenetelmé on
vield sekanttimenetelmén varmasti suppeneva versio.

Toisaalta siind missé puolitusmenetelmé ottaa vélin katkaisukohdan aina puolivalis-
td, on jinnemenetelmé yksinkertaista puolittamista hienostuneempi. Seké puolitus-
ettd jinnemenetelmé huomioivat valin [, péédtepisteen arvojen etumerkin, pitavit
nollakohdan « vilin péatepisteiden vilissd ja suppenevat alkuoletusten tayttyessé
varmasti. Tamén lisdksi jainnemenetelmé huomioi valin I,, = [a,, b,| pdétepistearvo-
jen suuruudet f(a,) ja f(b,). Siten jainnemenetelmé suuntaa uuden likiratkaisun x,, 4
paikkaa tarkemmin funktion f ominaisuuksien mukaan kuin yksinkertaisesti toimiva
puolitushaku. Tarkalleen jainnemenetelmé painottaa uuden likiratkaisun x,,, paikkaa
tarkasteluvélin [, paétepisteiden arvojen f(z,) sekd f(x,,) suuruuksilla. Tutkitaan
taté intuitiivista ideaa hieman tarkemmin.

Kahden pisteen painotettu keskiarvo on
H1Ty + H2ZTm

(16.2) ———————,  missd uy, g € R, 1 F o
M1+ 2

Jannemenetelmén palautuskaavasta (16.1) voidaan johtaa

it — )= Em S ) = nf(@m) = [(E)n + f(20) T
tT Y () = fwm) flwn) = f(am)
_ _ —f@m)zn + (@) T,

)
—f(zm) + f(z,)

Nyt valitaan, etta
= —f(Tm) ja  pe2=f(z,)

Talloin saadaan kaava
H1Tp + H2Tm

M1+ o

Siten painotetun keskiarvon kaavaan (16.2) saatiin mééritettyd sopivat painokertoi-
met 11 ja po. Téaten osoittautuu, ettéd idealtaan jinnemenetelmésséd on kyse painote-
tusta keskiarvosta.

HuoMAuTUs 16.4. Puolitusmenetelméssé painokertoimet p; = py = 1. Koska pai-
nokertoimet ovat vakioita, eivit ne suuntaa keskiarvoa ollenkaan, vaan uusi likiarvo
otetaan aina viélin keskipisteesté.
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W
X2 jinne X2 puolitus

Kuva 16.3. Janne- ja puolitusmenetelmén seuraavan likiarvon s pai-
kat. Taustan kahdella kayralld on kuvattu kaksi mahdollista funktion
kulkua valilla [z, 2], silld funktion tarkkaa kulkua ei tunneta.

16.7. Esimerkki

Ratkaistaan Newtonin menetelmén yhteydessi olleen esimerkin 11.8 jatkuvan funk-
tion f(z) = xd’e# nollakohta jinnemenetelmélld. Ongelman fysikaalista mallia tar-
kemmin tutkittaessa tehtdvinantaja huomaa, ettd tarkasteluvilin yldrajaa voidaan

supistaa hieman. Niin ollen tiedetddn, ettd ratkaisu sijaitsee valilla I’ = [0,2; 3,6].

Liséaksi
f(0,2) =—0,1899... <0
f(3,6)= 10,8223... >0
Siten g = 0,2 sekd z; = 3,6 sopivat jainnemenetelmén alkuarvoiksi, silla talloin

f(zo) f(x1) < 0. Siten valiltad I’ 16ytyy vahintéén yksi nollakohta.

Lasketaan seuraava likiratkaisu xo jinnemenetelmén palautuskaavaa (16.1) kiyttéen,
jolloin saadaan

. _ To— X1
72 =20 = J@0) T T
0,2—36

=x9 — f(0,2
0=/ )f(0,2) — (3,6)
~ 0,83798023856278
Nyt
f(z2) = £(0,83798023856278) ~ —0,41171219525104 < 0,
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joten korvataan xy uudella likiarvolla x5, koska molemmilla on negatiivinen etumerkki.

16. JANNEMENETELMA

Lasketaan seuraavaksi uusi likiratkaisu xs.

Nyt

joten korvataan x; uudella likiarvolla x3, koska molemmilla on sama positiivinen

€3

=29 — f(x2)

To — I

f(z2) — f(z1)

~ 1,75946642915804

Flzs) ~ 0,10184132960747 > 0,

etumerkki. Lasketaan seuraavaksi uusi likiratkaisu 4.

Xy

=y — f(22)

To — I3

f(x2) — f(x3)

~ 1,57672914020457

Néin voidaan jatkaa, jolloin saadaan taulukon 16.2 mukaiset likiarvot.

n

Alkupiste a,

Loppupiste b,

Uusi likiarvo x,41

f(xn—i-l)

=

© 00 O UL Wi

—_

0,2
0,83798023856278
0,83798023856278
1,57672914020457
1,61781393952169
1,61803317482593
1,61803398574629
1,61803398873881
1,61803398874985

3,6

3,6
1,75946642915804
1,75946642915804
1,75946642915804
1,75946642915804
1,75946642915804
1,75946642915804
1,75946642915804

0,83798023856278
1,75946642915804
1,57672914020457
1,61781393952169
1,61803317482593
1,61803398574629
1,61803398873881
1,61803398874985
1,61803398874989

-0,41171219525104

0,10184132960747
-0,02953799541295
-0,00015786396902
-0,00000058391983
-0,00000000215482
-0,00000000000795
-0,00000000000003
0,0000000000. . .

TAULUKKO 16.2. Jannemenetelmén sangen nopeasti suppenevat likiratkaisut.

f(x1)

X X
/\ +0 Xy . 7 i 1
-04-02 0N\O2 04 66708 1 12 1 18 2 22 24 26 28 3 32 34 36 38 4

f(xo0)
f(x2)
> ....................................................................................................................................... <
0,2 3,6

Kuva 16.4. Jdnnemenetelmén suppeneminen kohti nollakohtaa.
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LIITE A

Yhtalonratkaisumenetelmien vertailua

Numeerisen yhtélonratkaisumenetelméan valitseminen

tayttyyko Lipschitz-ehto?
Voidaanko iteraattifunktiolla tutkia Lipschitz-ehtoa?

(160040 1 =21 x-y I, kan 0<1<1J

Mita tiedetaan yhtalon heilahtelusta - }

Kylla

Osataanko suoraan laskea
derivaatan arvo?

Saattavat hajaantua, jos Lipschitz-ehto ei tayty

Ryl )
LS Sl BT
n

Newtonin menetelma

Bolzanon lause
ka

‘ \.\.\.‘.\\ - :
——‘\'V.\.— ‘[—V " 'J“i‘(w" " ]

sel
f(a)(fb) < 0

j suppenee
jolloin likiarvon merkitsevien desimaalien
madra lisaantyy noin kaksinkertaisesti
Jjoka iteraatiokierroksella

X X e
n “n-1

-
RIS eI

X

- ) [

Yksi alkuarvo

i
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
riittaa !
1

Tarvitaan kaksi alkuarvoa

Hieman yleistden — ja jopa leikkimielisesti — opinnéytetyossa késitellyt yhtalonratkai-
sumenetelmét voitaisiin kiteyttda esimerkiksi tdhén tapaan:

Newtonin menetelméd — hetkellinen muutos

Sekanttimenetelméd — keskimédrdinen muutos (inter- tai ekstrapoloiden)
Jannemenetelmd — keskiméérdinen muutos (interpoloiden)

Whittakerin menetelma —
Puolitusmenetelma —

arvattu muutos(nopeus)
etumerkin muutos
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LIITE B

Havainnollistavia kuvia

Aiemmin esimerkissi 7.10 késiteltiin funktion f(x) = x?4x—3 iteraatioita. Piirretiéin
tuossa yhteydessa kéasitellyisté iteraattifunktioista muutama kuva.

f)

ay

Kuva B.1. Funktio f seki nollakohdat ay ja .

ESIMERKKI B.1. Iteraation yhteydessi esimerkissi 7.10 funktiolle f(z) = 2? + x — 3
etsittiin nollakohtia erilailla johdettuja funktioita iteroimalla. Iteraattifunktioksi voi-
daan myos ottaa kiintopistemenetelmén tai loivennetun kiintopistemenetelmén funk-
tion f eli Whittakerin menetelmén tuottamat iteraattifunktiot. Talloin funtiolle f
saadaan seuraavat iteraattifunktiot.

¢s5(x) = 2* + 22 — 3  (Kiintopistemenetelm#)
¢e(x) = 2+ (l+m)o—3 sopivalla m € R (Whittakerin menetelma)

m i

Niistéd ¢5 hajaantuu ja iteraattifunktion ¢g iteraatille kdy samoin kuin esimerkin 7.10
iteraattifunktiolle 3: iteraatio suppenee vain toiseen juureen, joten iterointi ei 16yda
kaikkia funktion juuria, jolloin tdmékin iteraatio hajaantuu.

119
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B. HAVAINNOLLISTAVIA KUVIA

¢s(x) = x?+2x -3 4 y=x
2
a
1 ¢
x2+(1+45x-3
Pe(x) = - S—
-6 -5 4 2 -1 A 2 3 5 7 8 9
d ¢3
3
$3(x) = P 1 -2
-3
-4 ¢ (x) =-x2+3

Kuva B.2. Nelja iteraattifunktiota, jotka eivét suppene. Huomaa, et-
td myos ndmé suppenemattomat iteraattifunktiot silti leikkaavat kiin-
topisteet y = = oy sekd y = o = a;.

y =X
_ T®
. Ba() = x = 05
$2e(®) = V3 —x
2
a,
;
6 5 4 2 1 1 2 4 5 7 8 9
—1
2
¢2-(x) = —V3—x
-3
Ps 4

Kuva B.3. Iteraattifunktiot, jotka suppenevat kiintopisteisiin o ja O‘:zb
sopivilla alkuarvoilla.


https://www.geogebra.org/m/tzhenT6c#chapter/253228
https://www.geogebra.org/m/tzhenT6c#chapter/253228

B. HAVAINNOLLISTAVIA KUVIA

fx) y=x
. f®
3 Ps(x) =x— o)
¢ (x) =V3—x
2
a,
|
a; a;
-6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 4 5 7 8 9
-
a, 2
$r-(x) = 3 _x
-3
[ 4

KuvaA B.4. Suppenevat iteraattifunktiot ¢, ja ¢4, alkuperiinen funktio
f seké identiteettisuora y = x. Huomaa iteraattifunktioiden kiintopis-
teet {agy, ay} sekd funktion f nollakohdat {ay, ot}

121


https://www.geogebra.org/m/tzhenT6c#chapter/253228




LIITE C

Yleisesimerkin iteraattifunktioiden kuvaajien vertailua

V12x +61—-6

V2x +26 -1

fl)
x = f(0) T
(kiintopiste) (Whittakerin)

Kuva C.1. Kaikki késitellyt neliojuuren /25 likiarvon méérittadmiseen
liittyvét funktiot ja iteraattifunktiot samassa kuvassa.

Kuvasta voidaan huomata, ettd alkuperdisen funktion f(z) = z* — 25 kuvaaja leik-
kaa x-akselin pisteessd ay = 5. Sen sijaan mikédédn muu funktio ei leikkaa x-akselia
tuossa pistettd. Sen sijaan kaikki muut funktiot ndyttavét leikkavaan identiteettisuo-
ran y = x vain ja ainoastaan pisteessia x = 5. Talloin tietysti myos y = 5. Tuo piste
gy = V25 = 5 onkin iteraattifunktioiden kiintopiste. Siten kiintopisteessi kiintopis-
teyhtélon (7.3) mukaisesti kaikilla iteraattifunktioilla pitee ¢(5) = 5.

Kuvaajien avulla tulkintaa voidaan vied& hieman alkuperéista tarkastelua pidemmél-
le. Huomionarvoista kuvassa on, etté vaikka alkuperiisessd nelijuuren /25 likiar-
von laskentaongelmassa maériteltiin, ettd x > 0, voidaan kuvaajien piirtdmista jat-
kaa, kun z < 0. Néin on kuvassa katkoviivoin kuvaajia merkiten tehty. Tdmé& antaa
mielenkiintoisen lisénédkokulman. Mitd tapahtuu negatiivisten lukujen puolella, kun
x < 07 Minké pisteen kaikki paitsi yksi kuvaajista ndyttéda leikkaavan ja miksi? Enté
mistd syysta yksi kuvaajista, siniselld merkattu funkio f ei leikkaa téta pistetta?
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