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Hyperreaaliluvut ovat reaalilukujen joukon laajennus, jossa on olemassa dérettoman
pienié ja suuria lukuja. Hyperreaalilukuja kiytetddn differentiaali- ja integraali-
laskennassa. Metodi on suosittu erityisesti fyysikoiden keskuudessa. Analyysin
osa-aluetta, jossa hyddynnetdan hyperreaalilukuja, kutsutaan epastandardiksi ana-
lyysiksi. Epéstandardissa analyysissa kaytetdaan analyysille epastandardeja tyo-
kaluja, josta nimi juontuu. Hyperreaalilukujen edut verrattaessa reaalilukuihin
tulevat esille epistandardissa analyysissd. Varsinkin fysiikassa hyodynnetdan yhté-
l6iden differentiaalimuotoja ja integroinnissa lahtokohtana pidetéén infinitesimaalin
valintaa.

Tutkielmassa hyperreaaliluvut maaritellasn lahtien kuudesta aksioomasta. Kaksi
ensimmaéista aksioomaa vastaavat reaalilukujen aksioomia. Kolmas aksiooma takaa
yvhden positiivisen infinitesimaalin olemassaolon. Tamén lisdksi tarvitaan vield
aksiooman standardiosalle ja kaksi aksioomaa funktioille. Jokainen &arellinen hyper-
reaaliluku on mielivaltaisen lahelld yhta reaalilukua. Hyperreaaliluvun standardiosa
on se reaaliluku, jota ldhelld hyperreaaliluku on.

Epéstandardista analyysista ensimmaéisenad maééaritellddn jatkuvuus funktioilla hy-
perreaalilukujen avulla. Hyperreaalifunktiot ovat funktioita, jotka ovat maartitelty
hyperreaaliluvuilla. Viides aksiooma takaa jokaiselle funktiolle f vastaavan hy-
perreaalifunktion f*, jota kutsutaan funktion f luonnolliseksi jatkoksi. Raja-arvo
madritelldadn hyperreaaliluvuille standardiosan avulla. Jatkuvuus maééritelldén raja-
arvon avulla, mutta todistuksissa hyodynnetéaén standardiosaa. Jatkuvuustuloksista
Bolzanon lauseen todistus on selkeésti lyhyempi hyperreaalilukuja hyodyntéen.

Derivaatta méaritelladn tutkielmassa standardiosan avulla raja-arvon sijaan. M&a-
ritelméan avulla osoitetaan rationaalifunktioiden derivointitulokset. Lauseiden to-
distuksia verrataan standardin analyysin todistuksiin. Viimeisessd kappaleessa
madritellidn maaratty integraali hyperreaalilukujen avulla. Maardtyn integraalin
ominaisuuksien liséksi osoitetaan, ettd méaaratty integraali f; fdx on funktion f
pinta-ala funktio.
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1 Johdanto

Tamén pro gradu tutkielman tarkoituksena on esitelld hyperreaaliluvut ja méaritella
niiden avulla funktioiden jatkuvuus, derivaatta ja méaératty integraali. Hyperreaali-
matemaatikot ovat suhtautuneet hyperreaalilukuihin varauksellisesti. Tutkielman
yksi péasasiallinen tarkoitus on osoittaa hyperreaalilukujen olevan kidytannollinen
tyokalu analyysin ongelmissa.

Sir lisac Newton (1642) ja Gottfried Wilhem Leibniz (1646 — 1716) [2] kehit-
tivit differentiaali- ja integraalilaskentaa intuitiivisesta ldhtokohdasta. He kéyt-
tivat intuitiivista oletusta &ddrettomén pienistd luvuista. Infinitesimaaleja kiy-
tettiin seuraavat 200 vuotta, kunnes saksalainen matemaatikko Karl Theodor
Weiestrass (1815 — 1897) kehitti differentiaali- ja integraalilaskentaa matemaat-
tisesti aukottomaksi 1870—Iuvulla. Nykyinen analyysi perustuu siis Weiestrassin
€, 0—madritelméain. Koska €, 0 —maéaaritelmaé pidettiin oikeana tapana méaaritell
diferentiaali- ja integraalilaskenta, useat sukupolvet matemaatikkoja ovat ajatel-
leet, ettei infinitesimaaleja ole olemassa ja niitéd tulisi véilttda. Infinitesimaalit ovat
lahempéna intuitiivista ajatusta differentiaali- ja integraalilaskennan lahtokohdasta,
jolloin niiden kiytto on luontevaa ja voi helpottaa oppimista.

Kolmesataa vuotta vanha ongelma ratkesi Abraham Robinsonin (1918 — 1974)
toimesta 1960. Han antoi eksaktin médritelmén differentiaali- ja integraalilasken-
nalle kiiyttden infinitesimaaleja. Robinson kéytti hyperreaalilukujen konstruktiossa
malliteoriaa, joka kehittyi 1950—luvulla. Ennen malliteoriaa ei siis ollut mahdollista
maédritelld hyperreaalilukuja eksaktisti. Robinson kutsui kehittdméaansa menetel-
méaa epastandardiksi analyysiksi, vaikka vanhempi nimitys infinitesimaalianalyysi
kuvaakin sitd paremmin.

Téssa tutkielmassa kaytdmme hyperreaaliluvuille aksioomia, jotka voidaan johtaa
Robinssonin logiikkaa kiyttévastd konstruktiosta. Talloin hyperreaalilukujen teoria
saadaan esitettyd ilman matemaattisen logiikan syvempéaa tuntemusta. Aksioomien
avulla johdetaan hyperreaalilukujen teoria ja ominaisuudet. Hyperreaalilukujen omi-
naisuuksien johtamiseen tarvitaan oletus siitd, ettd on olemassa yksi infinitesimaali.
Téasté oletuksesta saadaan rakennettua uusi lukualue, hyperreaaliluvut.

Tutkielmassa péadasiallisina lahteind on kaytetty H. Jerome Keislerin kirjoja Elemen-
tary calculus [5] ja Foundation of infinitesimal calculus [4]. Luvussa 4 on kéytetty
ldheend myos James M. Henlen ja Eugene M. Kleinbergin teosta Infinitesimal
calculus [3].



2 Hyperreaaliluvut

Tassé luvussa padasiallisena lahteené on kaytetty H. Jerome Keislerin kirjaa Elemen-
tary calculus [5]. Tarkastellaan alkuun yksinkertaista esimerkkié kulmakertoimen
madrittadmisestd. Tarkastaltaessa kiyran kulmakerrointa tietysséa pisteessé lasketaan
kiyrén sekanttisuorien raja-arvoa, kun sekanttisuorien pisteiden x—koordinaatit
ldhestyvit toisiaan. Tarkastellaan paraabelia y = x?. Olkoot pisteet (o, o) ja
(xo + Az, yo + Ay) kityrdn kaksi eri pistettd. Talloin keskimédrdinen muutosnopeus
néiden pisteiden valilla on

A

e e Ay
keskimaardinen muutosnopeus = ——.

Ax

(g +AxYg*+Ay)

Kuva 1.1: Keskiméérdinen muutosnopeus pisteiden (xg, yo) ja (xo + Az, yo + Ay)
valilla.

Koska molemmat pisteet ovat kiyrilli y = 22, saadaan yhtilopari

Y = $3
Yo+ Ay = (zo+ Ax)?.
Tasta saamme edelleen

Ay = (zg + Az)® — 3.

Koska pisteet ovat eri pisteitd tulee olla Ax # 0. Talloin voidaan yhtalo jakaa
luvulla Az, jolloin saadaan

Ay (o + Ax)? — a3
N Az ‘

Kun tasta lasketaan binomin nelié auki, saadaan yhtédlo muotoon



Ay af+2x0Ax + (Ax)? — af
Az Az

_ 2zpAz + (Ax)?

B Ax

= 2x¢ + Ax.

Analyysin tulosten perusteella tiedetiiin, ettd paraabelille y = 2

kohdassa xy on

muutosnopeus ¥/’

y = 2.

Néin ollen jos termi Az on hyvin pieni ja voimme jattdd sen huomioimatta,
saamme halutun tuloksen. Mitké termit ovat tarpeeksi pienid, jotta ne voitaisiin
jattaa huomiotta? Reaaliluvuista ainoastaan luku 0 on tarpeeksi pieni huomiotta
jatettaviksi. Jotta ongelma saataisiin kierrettyé otetaan kiyttoon uudenlainen luku,
joka on ddretdmén pieni, mutta ei kuitenkaan nolla.

Maaritelma 2.1. Luku € on ddrettomaéan pieni, tai infinitesimaali, jos jokaiselle
positiiviselle reaaliluvulle a € R

—a < e<a.

Maaritelmén nojalla ainoastaan luku 0 on infinitesimaali reaalilukujen joukossa.
Otamme kiyttoon uuden lukualueen hyperreaaliluvut, joka on reaalilukujen laajen-
nus. Toisin kuin reaaliluvut, hyperreaaliluvut sisaltéavat infinitesimaalit. Merkitdan
hyperreaalilukujen joukkoa merkinnalla R*. Kuten reaaliluvut konstruoidaan ratio-
naaliluvuista, voitaisiin hyperreaaliluvut konstruoida reaaliluvuista. Témaéan sijaan
kiytdamme kuutta aksioomaa, jotka madraavit hyperreaalilukujen ominaisuuksia.
Hyperreaalilukujen konstruktio 10ytyy Keislerin kirjasta Foundation of infinitesimal
calculus [4] sivuilta 23 — 31. Kaikki reaaliluvut ovat dérellisié toisin kuin hyperreaa-
liluvut. Jos luku € on infinitesimaali, eli lahempéna lukua 0 kuin mikdén reaaliluku,
on luku% suurempi kuin mikdan reaaliluku. Talloin myo6s luku —% on pienempi
kuin mikdan reaaliluku. Mikéli hyperreaaliluku ei ole ddreton, eli suurempi kuin
mikéddn reaaliluku, sanotaan luvun olevan darellinen.

2.1 Adrelliset ja ddrettomit hyperreaaliluvut

Reaaliluvuille on sovittu aksioomat, joiden avulla niiden muut ominaisuudet saadaan
johdettua. Nain toimitaan myos hyperreaalilukujen kanssa. Hyperreaaliluvuille on
olemassa kuusi aksioomaa. Naistd kolme ensimmaisté esitelladn seuraavaksi.



A;: Jokainen reaaliluku on hyperreaaliluku. Jos luvut a ja b ovat hyperreaalilukuja,
ovat luvut a + b, ab ja a — b hyperreaalilukuja. Liséksi jos luku a # 0 on hyperreaa-
liluku, on luku % myo6s hyperreaaliluku.

A,: Olkoot a, b ja ¢ hyperreaalilukuja. Talldin pétee

e Josa<bjab<c niina<ec.

Tasmalleen yksi relaatioista a < b, @ = b tai b < a on voimassa.

Jos a < b, niina+c<b+c.

Jos a < bja0 < c, nin ac < be.

Jokaiselle hyperreaaliluvulle a > 0 ja jokaiselle positiiviselle luvulle n € N on
olemassa hyperreaaliluku b > 0 siten, ettd b" = a.

Kaksi ensimmaista aksioomaa antavat hyperreaaliluvuille reaalilukuja vastaavat
ominaisuudet. Méaaritelladn seuraavaksi positiivinen ja negatiivinen infinitesimaali.

Maaritelma 2.2. Olkoon luku b hyperreaaliluku. Téll6in

1. Luku b on positiivinen infinitesimaali, jos b on positiivinen ja pienempi kuin
kaikki positiiviset reaaliluvut.

2. Luku b on negatiivinen infinitesimaali, jos b on negatiivinen ja suurempi kuin
kaikki negatiiviset reaaliluvut.

3. Luku b on infinitesimaali, jos luku b on joko positiivinen infinitesimaali,
negatiivinen infinitesimaali tai nolla.

Aj: On olemassa positiivinen infinitesimaali hyperreaaliluku.

Aksiooma A3 antaa yhden infinitesimaalin, joka eroaa nollasta. Kédytetdan siitd mer-
kintda e. Luvun e avulla voimma konstruoida ddrettéméan monta hyperreaalilukua,
jotka eivit ole reaalilukuja.



Lause 2.3. Olkoon € posititvinen infinitesimaali. Tdlloin pdtee

1. Luku —e on negatiivinen infinitesimaali.
2. Jos luku r on reaaliluku, on luku r 4+ € hyperreaaliluku, mutta er reaaliluku.

3. Olkoon a positisvinen reaaliluku. Tdllown lukujen a ja € tulo ae on posititvinen
ifinitesimaali.

Todistus. 1): Olkoon s negatiivinen reaaliluku, jolloin —s on positiivinen reaaliluku.
Talloin 0 < € ja € < —s. Lisddmalla ensimmaéisen epayhtéalon molemmille puolille
luku —e saadaan aksiooman A, kolmannen kohdan nojalla 0 — € < € — ¢, joka
sievenee muotoon —e < (. Vastaavasti toiseen epayhtéaloon lisdtdan molemmille
puolille luku s ja vidhennetédédn luku e. Talloin saadaan € +s — € < —s 4 s — ¢, joka
sievenee muotoon s < —e. Negatiivisen infinitesimaalin méaritelman nojalla luku
—e on negatiivinen infinitesimaali.

2): Kahden reaaliluvun erotuksen tulee olla reaaliluku. Nyt kuitenkin (r+¢€) —r = e.
Koska € on infinitesimaali, eikd reaaliluku, ei luku r + € voi olla reaaliluku.

3): Tulo ae on positiivinen, koska tulon tekijét ovat positiivisia. Olkoon r positiivinen
reaaliluku. Talloin ,
0<e< —.
a

Jos epéyhtélo kerrotaan luvulla a, saadaan
0<ae<r.

Téll6in méaritelmén nojalla ae on infinitesimaali. O]

Toistaiseksi olemme késitelleet vain infinitesimaaleja. Méaritelladn seuraavaksi
milloin hyperreaaliluku on &éarellinen ja dareton.

Maaritelma 2.4. Hyperreaaliluku b on positiivinen déreton, jos b on suurempi kuin
mikdan reaaliluku. Vastaavasti luku b on negatiivinen aareton, jos b on pienempi
kuin mikian reaaliluku.

Osoitetaan seuraavaksi positiivisen ja negatiivisen dédrettomén olevan olemassa.

1
Lause 2.5. Olkoon € posititvinen infinitesimaali. Tdlloin luku — on posititvinen
€

1 o
aareton ja —— negativinen adareton.
€



Todistus. Olkoon r positiivinen reaaliluku. Koska e on infinitesimaali, patee

0 < € < —. Jakamalla epayhtalo luvulla € ja sen jéalkeen kertomalla luvulla r, saamme
r

1 1
epayhtalon muotoon r < —. Néin ollen luku — on suurempi kuin mikdén reaaliluku

€ €
ja se on positiivinen dareton. Negatiivinen aédreton todistetaan vastaavasti. ]
Maaritelma 2.6. Jos hyperreaaliluku b on kahden reaaliluvun a ja ¢ vélisséa
a<b<ec,

sanotaan luvun b olevan aarellinen.

2.2 Hyperreaalilukujen ominaisuuksia

Kiésitellaan seuraavaksi tuloksia jotka antavat laskusdéntoja hyperreaaliluvuille.

Lause 2.7. Olkoon € infinitesimaali, b ddrellinen hyperreaaliluku, mutta ei infini-
tesimaali, ja H dareton hyperreaaliluku. Tdlloin pdtee

1. —e on infinitestimaali,
2. —b on ddrellinen, mutta ei infinitesimaal,

3. —H on dareton,
4. jos € # 0, niin — on ddreton,
€

5. = on ddrellinen, mutta ei infinitesimaali,

b

1
6. — ) test la.
7 on infinitesimaali

Olemme jo todistaneet, ettd —e on infinitesimaali, sekd kohdan 4). Kohdat 2), 3), 5)
ja 6) todistetaan vastaavasti ja sivuutamme niiden todistuksen. Seuraava lauseen
avulla voimme laskea hyperreaalilukujen summia ja tuloja.



Lause 2.8. Olkoon € ja § infinitesimaaleja, b ja ¢ ddrellisid, mutta ei infinitesi-
maaleja, sekd H ja K darettomida hyperreaalilukuja. Tdlloin pdtee

1. €+ 0 on infinitesimaali,

2. b+ € on darellinen, mutta ei infinitesimaali,

3. b+ ¢ on darellinen,

4. H+ € ja H+ b ovat ddrettomid,

©

€-0 ja b- e ovat infinitesimaaleja,
6. b-c on ddrellinen, mutta ei infinitesimaali,

7. H-bja H-K ovat darettomid.

Todistus. 1): Koska luvut € ja § ovat infinitesimaaleja, niille patee jokaisella r € R
—5 <e<gja—g <6< g Talldin lukujen € ja 6 summalle pitee —r < e+4d <.
Néin ollen myo6s summa € + 0 on infinitesimaali.

2): Koska luku b on &érellinen, on olemassa reaaliluvut ¢, d € R siten, etta

c < b < d. Luvulle € patee kaikilla reaaliluvuilla r € R, —r < € < r. Nyt summalle
b+ € pitee c — r < b+ e < d+ r, eli summa on kahden reaaliluvun vélissd. T&lloin
summa on aarellinen.

Jos luku b + € on infinitesimaali, on kohdan 1 nojalla summa (b+¢€) + (—¢) = b
infinitesimaali. TA4ma& on ristiriita oletuksen kanssa. Néin ollen luku b + € ei ole
infinitesimaali.

Kohta 3. todistetaan vastaavasti kuin kohta 2.

4): Oletetaan, ettd H on positiivinen daretén. Negatiivinen ddreton todistetaan
vastaavasti. Jos € on positiivinen infinitesimaali, on summa H + ¢ ddreton, koska
H on suurempi kuin mikééan reaaliluku. Toisaalta jos 7 € R on &érellinen, péatee
H > r + e Téstd seuraa H — ¢ > 7, jolloin H + (—¢) > r. Néin ollen myos
negatiivisella infinitesimaalilla summa on aéreton.

Kohdan 5. olemme jo todistaneet lauseen kohdassa 3, kun a on positiivinen
reaaliluku. Kohdat 5,6 ja 7 todistetaan vastaavasti. Sivuutamme néiden kohtien
todistukset. O

Hyodyntamalla tulolle saatuja tuloksia lauseessa [2.8| saadaan seuraavat tulokset
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osamaaralle:

Seuraus 2.9. Olkoon € infinitesimaali, b ja ¢ adrellisid hyperreaalilukuja, mutta ei
infinitesimaaleja, ja H ddreton hyperreaaliluku.

€

b
1. Luvut —, — ja — ovat infinitesimaaleja.
70 fi ]

(=l e

b
2. Luku — on darellinen, mutta ei infinitesimaali.
c

H
3. Luvut —, — ja 3 ovat ddrettémid, kun e # 0.
€ €

Todistus. 1:) Lauseen nojalla saadaan, ettd § = ¢ - % on infinitesimaali. Samoin
myos luku %I on infinitesimaali, jolloin myds & = € - % ja % =b- % ovat infinitesi-

maaleja.
2): Adrellisen, mutta ei infinitesimaalin, luvun c¢ kiéinteisluku on #irellinen ja ei
infinitesimaali. T&lloin lauseen nojalla g = b -1 on direllinen.

c

Jos luku - on infinitesimaali, lauseen a nojalla tulo - - ¢ = b infinitesimaali. Ta&mé&
c c

on ristiriita oletuksen kanssa, silla luku b ei ole infinitesimaali. Néin ollen luku - ei
c

ole infinitesimaali.
3): Seuraa myos lauseesta , koska luku % on adreton ja luku % on #arellinen,
mutta ei infinitesimaali. O

Olemme saaneet laskusdénnot summalle ja tulolle. Seuraavaksi kisittelemme juurien
ja jakolaskun tapauksia.

Lause 2.10. Olkoon € > 0 infinitesimaali, b > 0 ddrellinen hyperreaaliluku, H > 0
adreton hyperreaaliluku ja n € N. Talloin

1. /€ on infinitesimaali.
2. /b on ddrellinen, mutta ei infinitesimaali.

3. VH on dareton.

Todistus. Todistetaan lauseesta kohta 1. Muut kohdat saadaan todistettua vas-
taavasti. Koska luku € on infinitesimaali, on € pienempi kuin reaaliluku r™. Nyt
siis € < r". Epayhtdlon suunta siilyy, kun molemmin puolin otetaan n :s juuri,



koska positiivisilla luvuilla juurifunktiot ovat kasvavia. Tarkastelemme funktioita
hyperreaaliluvuille tarkemmin luvussa 2. Talloin saamme {/e' < {/r" = r. Niin
ollen luku /¢ on infinitesimaali. [l

Lauseessa ja seurauksessa 2.9 ei kisitella maarittelemétomia muotoja tulolle ja
osamadralle. Maaritteleméattoméat muodot ovat

— kahden infinitesimaalin osaméara,

o

e kahden aarettomén luvun osaméara,

He infinitesimaalin ja ddrettomaén tulo,

H + K kahden ddrettoméan luvun summa.

Muodot ovat maarittelemattomia, koska jokainen tapaus voi olla seké infinitesimaali,
adrellinen, mutta ei infinitesimaali tai ddreton, riippuen luvuista €, 9, H ja K.
Esimerkiksi jos € on infinitesimaali, saadaan

2

M

= ¢ infinitesimaali,

€

- =1 &érellinen, mutta ei infinitesimaali tai
€

e 1. .

— = — aareton luku.

e €

Seuraavaksi tarkastellaan millaisia lukuja kahden infinitesimaalin vélissa voi olla
tai kahden aarellisen hyperreaaliluvun vélissé on.

Lause 2.11. Hyperreaaliluvuille péitee seuraavat ominaisuudet.

1. Jokainen hyperreaaliluku, joka on kahden infinitesimaalin vilissd on infinite-
simaali.

2. Kahden adrellisen hyperreaaliluvun vilissa oleva hyperreaaliluku on ddarellinen.

3. Jokainen hyperreaaliluku, joka on suurempi kuin jokin positiivinen ddareton
hyperreaaliluku, on posititvinen dadreton.

4. Jokainen hyperreaaliluku, joka on pienempi kuin jokin negatitvinen ddreton
hyperreaaliluku, on negatiivinen ddreton.

Todistus. Todistetaan kohdat 2 ja 3. Kohdat 1 ja 4 todistetaan vastaasti.
2: Olkoon luvut a ja c dérellisid hyperreaalilukuja. T&all6in on olemassa reaaliluvut
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d,e, f ja g siten, ettd d < a < e ja f < c < g. Oletetaan, ettd luku a on pienempi
kuin luku c. Olkoon luku b lukujen a ja ¢ vélissa. Talloin d < a < b < ¢ < g, eli
erityisesti d < b < g, joten b on &érellinen hyperreaaliluku.

3: Olkoon H positivinen daretén ja H < K. Jokaiselle reaaliluvulle r pétee r <
H < K, eli r < K. Néin ollen K on positiivinen dareton. O

2.3 Standardiosa

Maaritelladn seuraavaksi hyperreaaliluvuille relaatio, joka ilmaisee milloin kaksi
hyperreaalilukua ovat mielivaltaisen ldhella toisiaan.

Maaritelma 2.12. Kaksi hyperreaalilukua ovat mielivaltaisen lahelld toisiaan jos
erotus b — c on infinitesimaali. Jos luvut b ja ¢ ovat mielivaltaisen ldhelld toisiaan,
merkitadn b = c.

Miééaritelméan avulla voimme merkitd luvun b olevan infinitesimaali kiyttamalla
relaatiota b =~ 0.

Huomautus 2.13. Méiritelmén nojalla jos € on infinitesimaali, niin b ~ b + €.
Luku b on infinitesimaali jos b =~ 0. Jatkossa merkinnélld b ~ 0 ilmoitetaan lyhyesti
luvun b olevan infinitesimaali.

Relaatiolla ~ on samankaltaisia ominaisuuksia kuin yhtasuuruudella.

Lause 2.14. Olkoon a, b ja ¢ hyperreaalilukuja. Tdlloin pdtee
1. a=a
2. Jos a=b, niin b= a.

3. Josa~bjab=c, nina=ec.

Todistus. 1): Jos luku a vahennetdén luvusta a, on erotus nolla a —a = 0. Nolla
on infinitesimaali, jolloin pétee a = a.

2): Koska a = b, pitee a—b = ¢, jolloin a = b+¢. Toisaaltab—a = b— (b+¢€) = —e.
Néin ollen pétee b =~ a.

3): Koskaa—b=cjab—c=94,saadaan a —c=a —b+ (b —¢c) = € + 9, miki
on kahden infinitesimaalin summana infinitesimaali ja néin ollen relaatio a ~ ¢
patee. ]

Lause 2.15. Olkoon a ja b hyperreaalilukuja siten, ettd a = b.
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1. Jos a on infinitesimaali, on myds b infinitesimaali.
2. Jos a on dadrellinen, on myds b dadrellinen.

3. Jos a on adreton, on myos b dareton.

Todistus. 1: Jos a = b, niin luku b muotoa b = a + €, missé € on infinitesimaali.
Néin ollen b on kahden infinitesimaalin summana infinitesimaali.

2: Koska a on aarellinen, on olemassa reaaliluvut c ja d siten, ettd ¢ < a < d. Luku
b on infinitesimaalin € péésséa luvusta a. Oletetaan, etté e on positiivinen, koska e
on pienempi kuin mikdén reaaliluku, ¢ < a — € < a < a + ¢ < d. Néin ollen b on
adrellinen.

3: Lauseen nojalla jos a on d#reton, niin a + € on myo6s adreton. Toisaalta
b= a + ¢, joten myos b on dareton. O

Reaalilukuja kutsutaan standardeiksi luvuiksi ja hyperreaalilukuja, jotka eivit
ole reaalilukuja, epastandardeiksi luvuiksi. Reaalilukua a, joka on mielivaltaisen
lahelld lukua b, sanotaan luvun b standardiosaksi. Adrettomét luvut eivit ole
mielivaltaisen lahelld mitdan reaalilukua. Koska standardiosan tulee olla reaaliluku,
el darettomalla ole olemassa standardiosaa. Neljas aksiooma hyperreaaliluvuille
toteaa jokaisella darellisella hyperreaaliluvulla olevan standardiosa.

A,: Jokainen adrellinen hyperreaaliluku on mielivaltaisen ldhelld tdsmélleen yhta
reaalilukua.

Maaritelma 2.16. Olkoon b dérellinen hyperreaaliluku. Luvun b standardiosa
st(b) on reaaliluku, joka on mielivaltaisen lihella lukua b.

Standardiosan méaaritelmasta seuraavat suoraan seuraavat ominaisuudet.

Lause 2.17. Olkoon b ddrellinen hyperreaaliluku. Luvun b standardiosalle pdtevdt
seuraavat ominaisuudet:

1. st(b) on reaaliluku,
2. stb=st(b+€), kun € on infinitesimaali,
3. jos b € R, niin b = st(b).

Todistus. Lause seuraa suoraan maaritelmésta ja sivuutamme todistuksen. O]
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Tarkastellaan seuraavaksi muita ominaisuuksia standardiosalle. Standardiosa on
tarked tyokalu epastandardin analyysin yhteydessa.
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Lause 2.18. Olkoot a ja b adrellisia hyperreaalilukuja. Tdlloin
1. st(—a) = —st(a),

2. st(a +b) = st(a) + st(b),
3. st(a —b) = st(a) — st(b),

4. st(ab) = st(a) - st(b),

5. jos st(b) # 0, niin st <%> =
6. st(a™) = (st(a))™,
7. jos a >0, niin st(/a) = {/st(a),

8. jos a <b, niin st(a) < st(b).

Todistus. Olkoon r = st(a) ja s = st(b). Télloin saadaan a =r+ejab=s+0, ¢
ja 0 ovat infinitesimaaleja.
1: Koska luvun a standardiosa on r, riittda osoittaa, ettd luvun —a standardiosa
on —r.

—a=—(r+e =-r—e~—r.

Naéin ollen on siis
st(—a) = —r.

2: Lukujen a ja b summa on muotoa

a+b=(r+e+(s+90)
=(r+s)+(e+9)

~T-+S.

Nain ollen pétee
st(a+b) =r+s.

Kohta 3. todistetaan vastaavasti ja sivuutamme tdman todistuksen.
4: Lukujen tulon standardiosaksi saadaan

13



ab= (r+e€)(s+9)
=rs+710+ se+e€d

= TS.

Nyt siis
st(ab) = rs.
a r
5: Todistuksen ideana on néyttad, etta luvun 7 standardiosa on —. Téma onnistuu
s

. . a r . . .
osoittamalla, etté erotus 7 on infinitesimaalinen.
S

a_r_as—br

b s bs
_(r+es—(s+)r
a bs
_7"3—1—63—87"—57“
a bs
_68—57’
 bs

Lauseen [2.§] ja seurauksen [2.9 nojalla erotus on infinitesimaali. Osoittaja on infi-
nitesimaali kahden infinitesimaalin summana ja nimittéjassa on kaksi darellistéa,
mutta ei infinitesimaalia hyperreaalilukua, jolloin osaméara on infinitesimaali

~
~ ;

(5)-

6: Hyodyntamaélla kohtaa 4. n kertaa saadaan

» |3

Sl s

eli

st(a") =st(a-a----a) =st(a)st(a)-- -st(az = (st(a))".

~
n kappaletta

7. Olkoon b = {/a’, jolloin b" = a. Koska a on epanegatiivinen, on myos luku b > 0.
Nain ollen my6s luvun b standardiosa on epanegatiivinen, s > 0. Nyt kohdan 6.
nojalla patee

r=st(a) = st(b") = (st(b))" = s".

14



Koska r ja s ovat positiivisia reaalilukuja patee
s=/r.
8. Olkoon a < b. Talloin pétee
r+e<s+4

r<s+(d—e).

Jokaiselle positiiviselle reaaliluvulle t € R pétee § — € < ¢, jolloin
r<s+(d—e€) <s+t.

Talloin r < s. O

Infinitesimaaleista kiytetaéan yleisesti merkintdd Ax, Ay.... Luvun alussa pohdimme
merkittavyyden rajaa luvuille. Hyperreaalilukujen standardiosat ovat merkittava
tyokalu integraali- ja differentiaalilaskennassa. Jos tarkastelemme luvun alussa
ollutta yhtaloa

2z + Ax

saadaan standardiosaksi

st(2z + Az) = st(2xg) + st(Ax)
= 2[E0 +0
= 2&30,

mikd on sama kuin paraabelin muutosnopeus kohdassa x.
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3 Raja-arvo ja jatkuvuus

Hyperreaalilukuja kiyttavaa analyysin alaa kutsutaan epéstandardiksi analyysiksi.
Téasséd luvussa tarkastelemme funktioiden jatkuvuutta ja derivoituvuutta hyper-
reaalilukujen avulla. Pddasiallisina lahteind téssa luvussa on kiytetty H. Jerome
Keislerin kirjoja Elementary calculus [5] ja Foundation of infinitesimal calculus [4].
Abraham Robinson antoi epastandardille analyysille nimen silla perusteella, etté
hén kaytti epastandardeja tyokaluja analyysin ongelmiin. Epédstandardista analyy-
sistd on kiytetty myos nimed infinitesimaalianalyysi, joka kuvaa paremmin sen
sisaltoa.

3.1 Hyperreaalifunktiot

Reaaliluvuilla funktiot liittavét kaksi reaalilukua lukupariksi.Vastaavasti hyper-
reaaliluvuilla funktio f, jolla pétee f(a) = b liittda kaksi hyperreaalilukua a ja b
lukupariksi. Funktio hyperreaaliluvuille méaritellaédn kuten reaaliluvuillekin.

Esimerkki 3.1. Olkoon funktio f : R* — R* siten, ettd f(x) = z. Kyseessé on siis
identtinen funktio hyperreaaliluvuilta hyperreaaliluvuille. Reaaliluvuilla funktio saa
reaalilukuarvoja ja hyperreaaliluvuilla arvot ovat hyperreaalilukuja. Esimerkiksi
olkoon dzx infinitesimaali ja luvut a, b reaalilukuja. T&ll6in

fldx) =dz, f(a)=a, fla+dr)=a+dzja f(a+b)=a+b.

Jatkossa reaalifunktiolla tarkoitetaan funktiota reaalilukujen osajoukolta reaaliluku-
jen osajoukolle. Kaksi viimeista aksioomaa késittelevit funktioita hypereaaliluvuilla.

Aj;(Funktioaksiooma): Jokaiselle reaalifunktiolle f on olemassa vastaava hyper-
reaalifunktio f*. Funktiota f* kutsutaan funktion f luonnolliseksi jatkoksi.

Funktioaksiooma ei vield takaa sitd, ettd hyperreaalifunktiot kiyttaytyvat samoin
kuin reaalifunktiot. Yhden muuttujan reaalifunktion f hyperreaaligraafi on jouk-
ko pisteitd (xo, o) siten, ettd yo = f*(x¢). Funktion f* hyperreaaliratkaisuilla
tarkoitetaan hyperreaalipisteita (xq,yo) joille yhtdlo y = f*(x) pétee. Funktion
reaaliratkaisut madaritelladn vastaavasti.

Esimerkki 3.2. Esimerkin [3.1] funktion f ratkaisuja ovat lukuparit (dz, dz), (a,a),
(a +dz,a+dx) ja (a+b,a+Db).

15



Ag(Ratkaisuaksiooma): Olkoot f ja g funktioita, joilla on sama muuttuja. Jos
funktioilla f ja g on tdsmélleen samat reaaliratkaisut, on niilld myos tdsmélleen
samat hyperreaaliratkaisut.

Ratkaisuaksiooman avulla saadaan maériteltyd funktion f luonnollinen jatko f*
samalla sadnnolla kuin reaalifunktio f on méaéaritelty. Yhtaloiden jarjestysrelaatiot
sdilyvat siirryttaessa reaalifunktiosta f funktion luonnolliseen jatkoon f*. Ratkai-
suaksiooman nojalla, jos funktiolla on ratkaisu kaikilla reaaliluvuilla, niin silld on
ratkaisu myos kaikilla hyperreaaliluvuilla. Ja toisaalta jos funktiolla ei ole yhtdan
reaaliratkaisua, ei funktiolla ole yhtaén hyperreaaliratkaisua. Ratkaisuaksiooman

nojalla funktion luonnollisella jatkolla f* on samat ominaisuudet kuin alkuperéisella
funktiolla f.

Esimerkki 3.3. Reaaliluvulla x € R péatee yhtilo
sin?(x) + cos®(z) = 1.
Ratkaisuaksiooman nojalla yhtalo piatee myos hyperreaaliluvulla Ax € R*

sin?(Az) + cos?(Az) = 1.

Esimerkin mukaisia padttelyja hyodynnetdan lauseiden todistuksissa. Eli jos re-
aaliluvuilla jokin yhtalo patee, péatee se myos hyperreaaliluvuilla ratkaisuaksiooman
nojalla. Seuraava lause seuraa ratkaisuaksioomasta.

Lause 3.4. Olkoon f : R — R reaalifunktio.
1. Jos r on reaaliluku ja f(r) on mdadritelty, f*(r) = f(r).
2. Jos r on reaaliluku ja f(r) ei ole mddriteltd, f*(r) ei ole madritelty.

3. Jos reaalifunktio f mddritellian siannolld f(x) = T(z), missi T(x) on
muuttujasta x rippuva termi, niin luonnollinen jatko f* mddrdytyy samalla
sadnndlld sovellettuna hyperreaaliluvuille.

Todistus. 1: Olkoon ¢ = f(r). Yhtal6illd © = ¢ ja x = f(r) on sama reaaliratkaisu
ja nain ollen myos sama hyperreaaliratkaisu.

2: Yhtalolla x = f(r) ei ole reaaliratkaisua, ja néin ollen silld ei ole hyperreaalirat-
kaisua, joten f*(r) ei ole médritelty.

3: Yhtéloilla y = f(z) ja y = T'(z) on samat reaaliratkaisut. Tall6in niilld on samat
hyperreaaliratkaisut. O]
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Esimerkki 3.5. Olkoon reaalifunktio f(x) = v/1 —a?. Yhtéloillda y = f(x) ja
f(z) = V1 — 22 on samat reaaliratkaisut. Ratkaisuaksiooman nojalla niiden luon-
nollisilla jatkoilla on samat hyperreaaliratkaisut. Néin ollen funktion f luonnollinen
jatko f* saadaan samalla sdannolla kuin funktio f itse, eli

fr@)=V1-a?,

missé maarittelyjoukko on hyperreaalivali [—1, 1].

Esimerkki 3.6. Olkoon funktio f reaalilukujen identtinen funktio f(z) = =z.
Yhtaloilla y = f(z) ja y = x on sama reaaligraafi y = z. Ratkaisuaksiooman
nojalla yhtéalolla y = f(x) on sama hyperreaaligraafi kuin yhtalolla y = z. Funktion
f* madrittelyjoukko on R*, ja f* médritellddn sdannolla f*(x) = x. Kuvassa 2.1
néahdaéan funktion f* graafi. Kun pisteessid C' kdytetddn mielivaltaisen tarkkaa
mikroskooppia, nahdaén, ettd graafi on yhtenéinen suora.

Hyperreaaligraafi y = x 7

=

Kuva 2.1: Funktion f* graafi.

Funktio f*(x) = x on siis funktion f(x) = z luonnollinen jatko. On kuitenkin

olemassa toinen hyperreaalifunktio, jolla on samat reaaliratkaisut, kuin identtisell&
funktiolla f(x) = x.

Esimerkki 3.7. Tarkasteltaessa standardiosafunktiota st(x),
f*(z) = st(z) kaikilla z € R*.

Standardiosafunktion méaéarittelyjoukko on airelliset hyperreaaliluvut, kun taas
funktion f*(z) = x méérittelyjoukko on kaikki hyperreaaliluvut. Jos z on &érellinen,
mutta ei reaaliluku, f*(z) = z, mutta st(z) # x. Alla kuvassa 2.2 on esitettyna
standardiosafunktion gaafi. Kayttamaéalld mielivaltaisen tarkkaa mikroskooppia
kohdassa x = ¢ € R, ndhddan kuvaajan olevan vaakasuora, kun taas identtisen
funktion jyrkkyys on koko méarittelyvélilla 45°. Standardiosafunktio ei ole mink&an
funktion luonnollinen jatko.
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Hyperreaaligraafi y = x

Kuva 2.2: Standardiosafunktion graafi.

3.2 Raja-arvo

Maaériteltaessa raja-arvoa reaaliluvuille joudutaan méaaritelméassa kiayttaaméan lu-
kuja € ja 0. Néiden lukujen avulla saadaan ilmaistua, milloin kaksi lukua ovat
riittavin lahelld toisiaan. Kaytettdessa hyperreaalilukuja riittdsa tarkastella, mil-
loin luvut ovat mielivaltaisen ldhelld toisiaan. Méaritellaan seuraavaksi raja-arvo
hyperreaalilukujen avulla, kun funktio f ja raja-arvo L ovat reaalisia.

Maaritelma 3.8. Luku L on funktion f raja-arvo, kun x ldhestyy lukua c, jos
luvun z ollessa mielivaltaisen ldhelld lukua ¢ ja x # ¢, funktion arvo f(x) on
mielivaltaisen léhelld lukua L.

Jos méaritelmé kirjoitetaan auki saadaan

lim f(z) = L,

r—cC

jos f(x) ~ L, kun z on mielivaltaisen l&helld lukua ¢, = ~ ¢, mutta z # c.

Maaritelmésta on hyva huomata, etté raja-arvo ei riipu funktion arvosta kohdassa c,
vaan se riippuu funktion arvoista mielivaltaisen lahelld kohtaa c. On siis mahdollista,
ettd raja-arvo on olemassa, vaikka f(c) ei olisi maaritelty.

Tarkasteltaessa raja-arvoa

lim f(x)

Tr—cC
on symboli z esimerkki valemuuttujasta. Raja-arvo L riippuu ainoastaan luvusta
¢, eikd luvusta x. Néin ollen voidaan maééritelld uusi funktio korvaamalla luku ¢
muuttujalla v ja maarittelemalla
L(u) = lim f(x).

T—U
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Maaéritettédessé raja-arvoja voidaan kayttaa standardiosaa hyodyksi. Maaritelmén
nojalla jos st(f(x)) = L kaikilla x mielivaltaisen lahelld lukua ¢, mutta x # ¢, niin

lim f(z) = L.

T—C

Osoitettaessa raja-arvon olemassaoloa tai méaritettdessa raja-arvoa voidaan usein
kiyttaa kaksivaiheista ratkaisua. Ensimmaéisessa vaiheessa x on hyperreaaliluku,
joka on mielivaltaisen ldhelld lukua c. Tamén jalkeen funktio f muokataan muotoon,
josta voidaan laskea standardiosa. Toisessa vaiheessa lasketaan standardiosa, jolloin
saamme raja-arvon L kohdassa c.

Esimerkki 3.9. Méaritetaan raja-arvo IlﬁiI%(StQ +t+1).

_>
Vaihe 1: Olkoon t hyperreaaliluku siten, ettd t ~ 4, mutta ¢t # 4. Luku ¢ on siis
muotoa 4 + €, missé € on positiivinen tai negatiivinen infinitesimaali.

Vaihe 2:

st(3t2 +t + 1) = st(3t?) + st(t) + st(1)
= 3st((4 +€)?) +st(4 +€) +st(1)
= 35t(16 + 8¢ + €%) + st(4 + €) + st(1)
=3-164+4+1
= H3.

Naiin ollen saamme raja-arvoksi 21}1&(3752 +t+1)=053.
—

Esimerkissi [3.9 ei tarvitse vaiheessa 1 muokata funktiota, jotta standardiosa voitai-
siin laskea. Seuraavassa esimerkissé tarkastellaan funktiota, josta standardiosaa ei
voi suoraan laskea.

242 1
Esimerkki 3.10. Maéaritetdén seuraavaksi raja-arvo lim1 :E+—$1—|-
T—— x

_|_
Vaihe 1 : Olkoon x hyperreaaliluku siten, ettd r ~ —1, mutta x # —1. Lauseketta
voidaan muokata seuraavasti

?+2x+1  (z+1)(z+1)

= 1.
r+1 z+1 v

Vaihe 2 : Lasketaan standardiosa st(x + 1). Koska z ~ —1, on luku x muotoa
r=—-1+e

st(z 4+ 1) = st(x) + st(1)
=st(—1+¢) +st(1)
=-1+1
=0.
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2?2 +2r+1
Nain ollen raja-arvoksi saadaan lim raert 0.

r——1 T+ 1

Huomautus 3.11. Raja-arvoa lim f(x) ei aina ole olemassa. Télldisia tapauksia
Tr—C

on kolmea eri lajia

1. f(x) el ole méaaritelty jollakin x, jolle pétee z ~ ¢ ja x # c,
2. f(z) on direton jollakin z, jolle patee x ~ ¢ ja x # ¢,

3. standardiosa st(f(z)) saa eri arvon muuttujan x arvoilla, joille patee x = ¢
ja x # c.

Esimerkki 3.12. Raja-arvoa lin% vz el ole olemassa, koska funktiota f(x) = \/z
T—

ei ole méaritelty negatiivisilla infinitesimaaleilla.

Maaritelladn seuraavaksi mita tarkoittavat toispuoleiset raja-arvot.

Maaritelma 3.13. Funktion f oikeanpuoleinen raja-arvo kohdassa x = ¢ on
raja-arvo

lim f(x)=1L

T—rc+
jos f(z) = Lkun x =~ cjax > c.
Vasemman puoleinen raja-arvo saadaan madariteltyda vastaavasti.
Maaritelma 3.14. Funktion f vasemmanpuoleinen raja-arvo kohdassa x = ¢ on
raja-arvo
lim f(z) =1L
T—c—
jos f(x) ~ Lkun z ~ cjax < c.
Raja-arvo saadaan maéritettyd kayttdmalla toispuoleisia raja-arvoja. Seuraava

tulos on kuitenkin kéytdnnollinen erityisesti silloin, kun raja-arvoa ei ole olemassa.

Lause 3.15. Raja-arvo
lim f(z) = L

Tr—cC

on olemassa jos ja vain jos molemmat toispuoleiset raja-arvot ovat olemassa ja

lim f(z)= lim f(x)= L.

r—rc+ T—Cc—
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Todistus. Jos raja-arvo lim f(z) = L on olemassa, seuraa suoraan mééritelméasté,
Tr—C

ettd molemmat toispuoleiset raja-arvot ovat olemassa ja raja-arvot saavat arvon L.

Oletetaan seuraavaksi, ettd molemmat toispuoleiset raja-arvot ovat olemassa ja

molemmat saavat arvo L. Nyt jos x < ¢, saadaan f(z) ~ L, koska lim f(z) = L.
Tr—Cc—

Toisaalta, jos > ¢, saadaan f(x) ~ L, koska hm+ f(z) = L. Molemmissa tapauk-
Tr—rC

sissa f(x) ~ L ja néin ollen médritelmén nojalla lim f(z) = L. O
Tr—cC
1
Esimerkki 3.16. Tutkitaan funktion f(z) = — raja-arvoa lin% —. Tarkastellaan

x =0 1
ensin oikean puoleista raja-arvoa. Olkoon x =~ 0 ja x > 0. Standardiosaksi saadaan

(B (e) = 0)

1
Nyt kuitenkin luku — on &déretdn luku, eikd darettomalla luvulla ole standardiosaa.

€

Niéin ollen raja-arvoa ei ole olemassa.

Samoin kiy jos tarkastellaan vasemman puoleista raja-arvoa. Olkoon =z =~ 0 ja
x < 0. Standardiosaksi saadaan

£ (2)a() -a(2) ()

Kuten edelld, standardiosaa ei ole méaéaritelty, eiké raja-arvoa ole olemassa. N&in

ollen funktiolla f(x) = — ei ole raja-arvoa kohdassa = = 0.
x

Hyperreaalilukujen avulla saadaan osoitettua tutut raja-arvon laskusaannot kayt-
tamalld standardiosan laskusaantoja.

Lause 3.17. Oletetaan, ettd raja-arvot

lim f(z) ja lim g(z)

Tr—cC
ovat olemassa.

1. Jokaisella vakiolla k € R lim kf(z) = klim f(x).

r—cC r—C

2. lim(f(z) 4+ g(x)) = lim f(x) + lim g(x).

Tr—cC Tr—cC

9. lim f(2)g(x) = (lim f(2)) - (lim ().

T—cC Tr—cC Tr—cC
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lim f(x)
4. Jos lim g(z) # 0, niin lim /(@) = = :
T—C T—C g([L’) lim g(l’)

r—cC

5. Jos lim f(x) > 0, niin jokaiselle luonnolliselle luvulle n € N

r—cC

hmF- W

Todistus. Kaikki lauseen kohdat saadaan todistettua kiyttamalla standardiosan
laskuséaantojia. Todistetaan kohdat 1 ja 2. Muut kohdat todistetaan vastaavasti.
Olkoon = ~ ¢, mutta x # c.

1:

lim £ f(z) = st(kf(z))
= kst(f(z))
= kglclg(l:f(m)

2:

lim(f () + g(x)) = st(f(x) + g(x))
)

= st(f(x)) +st(g(z))
= lim f(x) + lim g(z)

Tr—cC Tr—cC

O

Lauseen nojalla raja-arvo saadaan laskettua maérittelemalld raja-arvo paloit-
tain.

— 2% +
Esimerkki 3.18. Maaritetdan raja-arvo hm ———— . Tarkastellaan ensin osoit-
t—0 3t3 — bt + 7

tajan raja-arvoa P_r}%(t:3 — 2t2 4+ 4). Olkoon t ~ 0, mutta t # 0. Standardiosaksi
saadaan

st(t* =2t +4)=0—-0+4 = 4.
Néin ollen osoittajan raja-arvo, kun ¢ — 0, on 4.
Seuraavaksi madritetdén nimittdjan 3t> — 5t + 7 raja-arvo li_r>r;(3t3 — 5t + 7). Olkoon
t = 0, mutta t # 0. Standardiosaksi saadaan

st(3tP =5t +7)=0—-0+7="T.
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Seké osoittajalla ettd nimittéjalla on raja-arvot, kun ¢ — 0. Néin ollen lauseen [3.17]

. . . B =22+ 4 . _
kohdan 4 nojalla raja-arvo lim ——————— on olemassa ja raja-arvo on
t—0 3t3 — bt + 7

B3 -2 +4 4

e s T
3.3 Jatkuvuus

Intuitiivisesti funktion f jatkuvuus tarkoittaa sitd, ettd sen kuvaaja y = f(x) on
katkeamaton kayré. Toisin sanoen, kun luku z; on ldhellda lukua o, ovat luvut
f(z1) ja f(xs) ldhelld toisiaan. Korvaamalla termi "lihelld"termilla "mielivaltaisen
ldhelld", saadaan muodostettua intuitiivinen idean jatkuvuuden mééaritelméksi.

Maaritelma 3.19. Funktio f on jatkuva kohdassa c, jos
1. f on méaritelty kohdassa c,

2. luvun x ollessa mielivaltaisen l&helld lukua ¢, luku f(z) on mielivaltaisen
lahelld lukua f(c).

Mikali funktio f ei ole jatkuva kohdassa ¢, sanotaan funktion olevan epéjatkuva
kohdassa c. Funktion jatkuvuus voidaan ilmaista raja-arvon avulla.

Lause 3.20. Funktio f on jatkuva kohdassa c, jos ja vain jos

lim f(z) = f(c).

Tr—cC

Todistus. Lause seuraa suoraan jatkuvuuden maéadritelmésta. Jos f on jatkuva,
on se méaaritelty kohdassa c. Lisdksi kun x on mielivaltaisen lahella lukua c, eli
x & ¢, ovat luvut f(z) ja f(c) mielivaltaisen lahelld toisiaan. Néin ollen raja-arvon
méadritelmén nojalla glg_)ni f(z) = f(c). Jos oletetaan, ettd }cl_)lri f(z) = f(c), niin
jokaisella z jolle x = ¢, pitee f(z) ~ f(c). Néin ollen jatkuvuuden mééaritelman
nojalla funktio f on jatkuva. O]

Hyodyntamaélla lausetta [3.20| saadaan osoitettua jatkuville funktioille tutut tulokset.

Lause 3.21. Oletetaan, ettd funktiot f ja g ovat jatkuvia kohdassa c.
1. Jokaisella vakiolla k funktio kf(x) on jatkuva kohdassa c.
2. Summafunktio f(x) + g(z) on jatkuva kohdassa c.
3. Tulofunktio f(x) - g(x) on jatkuva kohdassa c.
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f(z)

9(x)

5. Jos f(c) on positiivinen ja n luonnollinen luku, nin {/f(x) on jatkuva
kohdassa c.

4. Jos g(c) # 0, niin funktio on jatkuva kohdassa c.

Todistetaan seuraavaksi lauseesta kohdat 1 ja 3. Muut kohdat todistetaan vastaa-
vasti.

Todistus. Lause seuraa suoraan lauseesta ja lauseesta [3.20] Koska funktiot f
ja g ovat jatkuvia, on niilla olemassa raja-arvot

lin () = f(0) o i g(z) = g(0)

r—C

1: Lauseen nojalla funktio k - f(x) on jatkuva, jos ja vain jos
limk- f(x) =Fk- f(c).

Tr—cC

Nyt lauseen [3.17] nojalla
limk- f(z) =klim f(z) = k- f(c).

Tr—rcC Tr—cC
Néin ollen funktio k- f(x) on jatkuva kohdassa x = c.
3: Lauseen nojalla funktio f(x) - g(x) on jatkuva jos ja vain jos

lin /(@) g(a) = F(c) - g(c).
Nyt lauseen [3.17] nojalla
i 7(2) ) = m 1) 1 9(2) = £(0) - g(c)

Tr—cC Tr—cC

]

Lauseen [3.2]] avulla saadaan paljon jatkuvia funktioita. Esimerkiksi kaikki polyno-
mifunktiot ovat jatkuvia, koska identtinen funktio f(x) = x on jatkuva. Pelkistdan
raja-arvon olemassaolo ei riitd jatkuvuuteen. Funktiolla voi olla raja-arvo kohdassa
x = ¢, ilman, ettd funktio on méaéritelty kohdassa x = c¢. Funktio voidaan tehda
jatkuvaksi madrittelemalld kohdassa x = ¢ funktion arvoksi raja-arvo E_)Hi f(z).

2
— o —
Esimerkki 3.22. Esimerkiksi funktiolla f(x) = % on olemassa raja-arvo
hI% f(z), mutta funktiota ei ole méadritelty kohdassa x = 3. Raja-arvoksi saadaan
T—r
x?—21—3 (x —3)(x+1)

Iy T Ty S limler =4
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Funktiosta saadaan jatkuva méaarittelemalld se paloittain

x?— 2 —3

— k
Flz) = ——3 un r # 3
4, kun x = 3.

Yhdistettyjen funktioiden kohdalla jatkuvuudelle pétee seuraava tulos.

Lause 3.23. 1. Jos lim f(z) = L ja funktio g on jatkuva kohdassa L, niin
Tr—cC

lim g(f(x)) = g(L).

Tr—cC

2. Jos funktio f on jatkuva kohdassa ¢ ja funktio g on jatkuva kohdassa f(c),
niin yhdistetty funktio

on jatkuva kohdassa c.

Todistus. 1 : Olkoon x mielivaltaisen lahelld lukua ¢, mutta x # ¢. Olkoon lisiksi
y = f(z). Koska funktio g on jatkuva, g(y) ~ ¢g(L) kun y ~ L. Néin ollen
yhtésuuruus st g(y) = g(sty) patee. Talloin st(y) = L, ja

9(L) = g(st(y)) = st(g(y)) = st(g(f(z))) = lim g(f(z)).
2: Kun L = f(c), saadaan kohdan 1 nojalla
h(e) = 9(/(€)) = lm g(f(x)) = lim h(),

jolloin h on jatkuva kohdassa c. O]

Lauseen nojalla jatkuvien funktioiden yhdistetty funktio on jatkuva.

Usein jatkuvuutta halutaan tarkastella tietyssé joukossa pisteittéisen tarkastelun
sijaan. Maaritellaédn suoraavaksi milloin funktio on jatkuva avoimella vililld ja sen
jéalkeen suljetulla valilla.

Maaritelma 3.24. Funktio f on jatkuva avoimella valilla I, jos f on jatkuva
jokaisessa pisteessa ¢ € I.

Toisin sanoen

f(st(z)) = st(f(z))
jokaisella hyperreaaliluvulla x siten, ettd st(xz) € I. Maéritelmé koskee siis jat-
kuvuutta vain avoimella vélilld (a,b). Jotta saamme tésté jatkuvuuden suljetulla
valilla [a, b] tulee funktion olla toispuoleisesti jatkuva kohdissa a ja b.
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Maaritelma 3.25. 1. Funktio f on oikealta puolelta jatkuva kohdassa c, jos
lim f(z) = f(c).

T—Cc+

2. Funktio f on vasemmalta puolelta jatkuva kohdassa c, jos

i f(z) = /(o)

Maaritelma 3.26. Funktio f on jatkuva suljetulla vélilla [a, b] jos ja vain jos f
on jatkuva jokaisella c¢ siten, ettd a < ¢ < b, siis jatkuva oikealta kohdassa a ja
jatkuva vasemmalta kohdassa b.

Maaritelladn ennen seuraavaa tulosta hyperkokonaisluvut.

Maaritelma 3.27. Kokonaislukujen Z luonnollista laajennusta Z* kutsutaan hy-
perkokonaislukujen joukoksi.

Hyperkokonaislukujen ja reaalilukujen joukkojen leikkaus on kokonaislukujen jouk-
ko, Z* N R = 7Z. Néin ollen aarellisten hyperkokonaislukujen joukko on sama kuin
kokonaislukujen joukko. Ainoa ero nédiden kahden joukon vililla on dédrettoméit
hyperkokonaisluvut. Seuraava lause takaa, ettd on olemassa déreton hyperkokonais-
luku. Lauseen todistus on esitetty teoksessa Foundation of infinitesimal calculus |4]
sivulla 48.

Lause 3.28. On olemassa positivinen ja negatiivinen ddreton hyperkokonaisluku.

Tavoitteena on saada vli [a, b] jaettua ddrettomén moneen osavéliin siten, ettd osa-
vélien pituus on infinitesimaali. Kun luvut x ja y ovat hyperreaalilukuja, kutsutaan
joukkoa

[z,y]"={zeR" 1z <z<y}

suljetuksi hyperreaalivéliksi. Jos a < x < z <y < b, vali [z,y]* on vilin [a, b]*
hyperreaaliosavéli. Kuten funktioiden tapauksessa, jatetdan tdhtimerkinté véleista
pois [a, b]* = [a, b]. Annetulle hyperkokonaisluvulle H > 0 voidaan hyperreaalivali

b—a
[a, b] jakaa osavileihin, joiden pituus on ¢ = 7 Talloin vélin jakopisteet ovat

a,a+90,a+29,....,a+ K9, ....a+ HJ,

missa 0 < K < H. Jos hyperkokonaisluku H on aareton, jokaisen osavalin pituus
b—a
0 =

jaoksi. Todistetaan seuraavaksi Bolzanon lauseena tunnettu tulos. Verrattaessa
todistusta todistukseen [6, s.48-50], saadaan standardiosaa hyddyntamalld todistus
selkedisti lyhyempéan muotoon.

on infinitesimaali. Téalldista vilin [a, b] jakoa kutsutaan dérettoméksi
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Lause 3.29. Olkoon reaalifunktio f jatkuva suljetulla valilld [a, b]. Tdlloin jokaisella
reaaliluvulla D, lukujen f(a) ja f(b) vdlissd, on olemassa luku ¢ € |a,b] siten, ettd

f(e)=D.

Todistus. Voidaan olettaa, ettd f(a) < f(b). Lause pitee jos D = f(a) tai D = f(b).
Néin ollen voidaan olettaa, ettd a < b ja f(a) < D < f(b). Jactaan vili [a, b
osavaleihin siten, etta

a,a+6,a+29,...,a+nd =0>b,

h—
missi § = —<. Funktion f on ylitettavéd arvo D ainakin yhdelld osavililld, joten

n
on olemassa luku m siten, ettd 0 < m < n,

fla+méd) <D < fla+ (m+1)J).

—a . . . .
on infinitesimaali.
ny

On olemassa luku m; siten, ettéd ylld oleva kaksoisepayhtédlo péatee. Olkoon ¢ =
st(a + m1§1). Talloin

Olkoon luku ny ddreton ja kokonaisluku. Talloin luku 6, =

a<a+md <a+ (m+1)0 <a+nid =0,
joten a < ¢ < b. Koska funktio f on jatkuva suljetulla vélilla [a, b], saadaan
fe) = st(fla+mi01)) < D
ja
fle) =st(fla+ (m1+1)d1)) = D.
Néin ollen tulee olla, ettd f(c) = D. O
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4 Derivaatta

4.1 Derivaatan maaritelma

Luvun 2 alussa médériteltiin paraabelille y = 22 keskimé#érdinen muutosnopeus.
Maaritettaessa keskimadraistd muutosnopeutta muodostettiin sekanttisuora, joka
kulki pisteiden (xq, yo) ja (xo + Az, yo + Ay) kautta. Mikéli muutos Az on hyvin
pieni, on sekanttisuora hyvin ldhelld kiyrdan tangenttia kohdassa xg. Téssé luvussa
padasiallisina ldhteind on kédytetty Keislerin kirjaa Elementary calculus [5] seké
James M. Henlen ja Eugene M. Kleinbergin kirjaa Infinitesimal calculus [3].

Maaritelma 4.1. Reaaliluku S on funktion f muutosnopeus kohdassa a, jos

§ o (Ll b= 1)

jokaisella infinitesimaalilla Ax # 0.

Huomautus 4.2. Funktiolla f ei aina valttdméattd ole muutosnopeutta
kohdassa a. Erilaisia tilanteita on kaikkiaan viisi.

1. Funktion f muutosnopeus on olemassa, jos osamaira

fla+Az) — f(a)
Az

on adrellinen ja standardiosa saa saman arvon kaikilla infinitesimaaleilla Az.

2. Funktiolla ei ole muutosnopeutta kohdassa a, jos funktiota ei ole méaritelty
kohdassa a.

3. Funktiolla ei ole muutosnopeutta kohdassa a, jos f(a + Azx) ei ole méaritelty
jollain infinitesimaalilla Ax.

fla+ Az) — f(a)

4. Funktiolla ei ole muutosnopeutta kohdassa a, jos osamaéra A
x

on adreton jollain infinitesimaalilla Ax # 0.

fla+Az) — f(a)
Ax

5. Funktiolla ei ole muutosnopeutta kohdassa a, jos osaméaéran

standardiosa ei ole sama kaikilla infinitesimaaleilla Ax # 0.

Vaihtamalla vakio a muuttujaksi  saadaan méaaritettyd muutosnopeus eri muuttu-
jan arvoilla. Ndin saamme funktion f derivaattafunktion f’.
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Maaritelma 4.3. Olkoon f yksimuuttujainen reaalifunktio. Funktion f derivaatta-
funktio on funktio f’, jonka arvo kohdassa x on funktion f muutosnopeus kohdassa

v, ) (f(x + AAxx) = f@)) |

kun muutosnopeus on olemassa.

Madritelméssa on korvattu reaalilukujen derivaatan raja-arvo standardiosalla. Jat-
kossa puhuttaessa muutosnopeudesta jossain tietyssé kohdassa a kiytetdan termia
derivaatta kohdassa a.

Madritettaessé derivaattaa kdyréalla y = f(x), on muuttuja x riippumaton muuttuja
ja muuttuja y riippuu muuttujasta xr. Tamén lisdksi tarvitaan uudet muuttujat
Az ja Ay. Muuttuja Az on riippumaton muuttuja ja muuttuja Ay on riippuvainen
muuttujista x ja Az,

Ay = f(z + Az) — f(z).

Koska funktio f on reaalifunktio, yhtdlo méaérittdd muuttujan Ay kahden reaali-
luvun avulla. Derivaattaa maéritettdessd haluamme kuitenkin, ettd Az on infini-
tesimaali. Ratkaisuaksiooman nojalla yhtilo antaa muuttujan Ay my6s kahden
muuttujan hyperreaalifunktiona. Riippuvaa muuttujaa Ay kutsutaan muuttujan y
inkrementiksi. Geometrisesti se vastaa muutosta kiyralld kun muuttuja £ muuttuu
arvolla Az. Symbolilla 3 voidaan merkita derivaattaa y' = f'(z). Nyt voimme

kirjoittaa yhtalon

/_St %
4= Az )

Esimerkki 4.4. Mééritetddn funktion f(x) = z* derivaatta. Olkoon Az # 0
infinitesimaali.

muodossa

Y = !
y+Ay = (z+Ax)

Tasta saadaan
Ay = (v + Ax)* — 2%,

Jakamalla yht&lo molemminpuolin luvulla Az saamme

Ay (z+Azx)t —at
Ax Ax '
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Sievennetaan lauseke muotoon

Ay ot +40°Ax + 62%(Ax)® + 4o (Ax)® + (Ax)* — ot
Az Ax

= 42° + 62° Az + 4dz(Az)* + (Ax)®.

Tasta saadaan otettua standardiosa

st(%) = st(42®) + st(62°Ax) + st(dax(Az)?) + st((Ax)?)
=42 +0+0+0
= 427

Niin ollen saadaan funktion f(z) = 2* derivaataksi funktio f’(x) = 4a3.

Kayrille y = f(x) saadaan méaritettya tangentti kiyrdn pisteessa (a,b) yhtélon

avulla, kun f’(a) on olemassa.

Kun muuttuja z muuttuu arvosta x = a arvoon x = a+ Az, on muuttujan  muutos
Az. Tall6in muuttujan y arvon muutos on f(a+Ax)— f(a) = Ay. Tangenttisuoralla
muuttujan z muutos on sama kuin kiyrilld, mutta entd muuttujan y muutos?
Tangenttisuoralla muutos on

l(a+ Az) —l(a) = (f'(a)(a+ Az —a) + b) — (f'(a)(a — a) + ])

= f'(a)Aw.

Nyt otamme kidyttéon uuden riippuvan muuttujan y:n differentiaalin dy, joka
maéadritellaan

dy = f'(z)Az.
Muuttujan z differentiaali dz on sama asia kuin Axz. Muuttujan y differentiaali dy
on siis muuttujan y arvon muutos kiayran tangentilla, kun taas inkrementti Ay on

muuttujan y muutos kiyralla. Kuvassa 2.3 nakyy differentiaalin dy ja inkrementin
Ay ero mielivaltaisen tarkan mikroskoopin avulla katsottuna.
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Kuva 2.3: Muuttujat dy ja Ay mielivaltaisen tarkan mikroskoopin avulla
katsottuna s. 82 [5].

Maaritelma 4.5. Oletetaan, ettd muuttuja y riippuu muuttujasta x siten, etté
y=[f(z).
1. Muuttujan x differentiaali on riippumaton muuttuja doz = Ax.

2. Muuttujan y differentiaali on riippuva muuttuja dy, joka méaritellaan

dy = f'(z)dz.

Jos oletetaan, ettd dr # 0, voidaan méaéritelmén yhtélo jakaa luvulla dz. Télloin

saadaan g
Yy

Saamme siis vaihtoehtoisen merkinnén derivaatalla f’(z). Jos téatd verrataan aiem-
min esiintyneeseen yhtaléon

Ay

A_.TJ ~ f/('r)a

. dy
huomataan merkinnén —= olevan tarkempi derivaatan méarittamisessé. Differenti-

aali dy riippuu kahdestaxriippumatomasta muuttujasta x ja Az. Néin ollen
dy = df (z, Ax),
missé df kahden muuttujan reaalifunktio, joka on maaritelty yhtalolla
df (z, Az) = f'(x)dx.
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Intuitiivisesti ajateltuna ldhelld kohtaa, jossa derivaatta f’(z) on olemassa, tan-
gentilla ja kidyralla on lahes sama suunta. Néin ollen differentiaali dy tulisi olla
hyvin ldhelld inkrementtia Ay. Kun inkrementti Ax on infinitesimaali, ovat myos
inkrementti Ay ja differentiaali dy infinitesimaaleja. Koska sekd dy ettd Ay ovat
infinitesimaaleja, ovat ne mielivaltaisen ldhelld toisiaan. Todistetaan seuraavaksi
inkrementtilause, joka osoittaa inkrementin Ay ja differentiaalin dy olevan mieli-
valtaisen lahelld toisiaan.

Lause 4.6. Olkoony = f(z). Oletetaan, ettd derivaatta f'(x) on olemassa kohdassa
T = xg, ja ettd Ax on infinitesimaali. Tdlloin Ay ja dy ovat infinitesimaaleja.
Lisaksi

Ay = f'(xo) Az + eAx = dy + eAx,

jollain infinitesimaalilla €, joka ritppuu muuttujista x ja Ax

Todistus. Jos Ax = 0, saadaan Ay = 0. Télldin voidaan valita ¢ = 0. Olkoon
Az # 0 ja
A
€= A_:Z — (o).

Talloin € on infinitesimaali. Kerrotaan yhtélo luvulla Az, jolloin saadaan
eAr = Ay — f'(xg)Az.
Téastd saamme halutun muodon

Ay = f'(z0)Az + eAx.

Esimerkki 4.7. Olkoon y = z*. Tallsin

Ay = 423 Az + 62°(Az)? + 4z(Ax)® + (Ax)?
=423 Az + (62 (Ax) + 4z(Ax)* + (Ax)*) Az
=423 Az + eAx,

missi € = 622(Ax)+4x(Az)?+(Ax)? on infinitesimaali. Téstd saadaan dy = 423 Ax.

4.2 Rationaalifunktioiden derivointi

Todistetaan seuraavaksi tutut derivointisdédnnot reaalisille rationaalifunktioille
epastandardin analyysin avulla. Méaritetdan ensin lineaarisen funktion derivaatta.
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Lause 4.8. Lineaarisen funktion f(x) = bx + ¢ derivaatta on
d(b
% — b, d(b+ ) = b

Todistus. Olkoon y = bx + ¢, ja olkoon Az # 0 infinitesimaali. Talloin

y+ Ay =blx + Azx) + ¢
Ay = (b(x + Az) +¢) — (bx + ¢)

Ay = bAx
Ay  bAx
Az Az
Ay

A_x _— b.

Néin ollen g—y = st(b) = b. Kertomalla yht&lo differentiaalilla dx, saadaan dy = bdz.
T
0

Seuraavaksi osoitetaan derivoinnin summasaanto, funktioiden summan derivaatta
on yhtésuuri kuin derivaattojen summa.

Lause 4.9. Olkoon funktiot u ja v riippuvia ritppumattomasta muuttujasta x.
Talloin kaikilla muuttujan x arvoilla, joilla deriwaatat Z—Z ja j—; ovat olemassa, patee

dlu+v) du  dv

=—+—, d = du + dv.
dx dv  dx’ (utv) =dutdv
Todistus. Olkoon y = u + v, ja Az # 0 infinitesimaali. Talloin

y+ Ay = (u+ Au) + (v + Av)
Ay = ((u+ Au) + (v + Av)) — (u + v)

Ay = Au+ Av
Ay  Au+Av
Ar Az
Ay  Au  Av
Ar Ar o Ar
Seuraavaksi otetaan standardiosat
Ay Au Av

Naéin ollen saadaan
dy du  dv
de dr  dx’
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Seuraava lause osoitta, ettd vakio voidaan jattda derivaattaa laskiessa derivaatan
ulkopuolelle.

Lause 4.10. Olkoon funktio u ritppuvainen muuttujasta x, ja ¢ € R reaaliluku.

Talloin jokaisella muuttujan x arvolla, jolla Z—g on olemassa,

e (cu) = cdu

Todistus. Olkoon y = cu ja Az # 0 infinitesimaali. T&lloin

y+ Ay = c(u+ Au)
Ay = c(u+ Au) — cu

Ay = cAu
Ay  cAu
Az Az
Ay  Au
Az “Ar

Seuraavaksi otetaan standardiosat:

Ay Au Au
St(A_:C) St(CA_J;) = CSt(A_;E)
Néin ollen
dy _ v
de  dx

[]

Verrataessa lauseiden [£.9]ja [£.10] todistuksia Robert Adamsin esittamiin todistuksiin
teoksessa Calculus [1], havaitaan epdstandardin analyysin todistusten olevan pidem-
pid ja monivaiheisempia. Raja-arvon ansiosta véltytddn standardiosan laskemiselta,
jolloin yksi vélivaihe jad kokonaan pois. Toisaalta epédstandardissa analyysissé
raja-arvoa ei tarvita maéritettdessé derivaattaa. Nain ollen raja-arvo voitaisiin
maéaritellda vasta derivaatan jalkeen.

Lause 4.11. Olkoon funktiot u ja v riippuvaisia muutujasta x. Talloin kaikilla

muuttujan © arvoilla, joilla derivaatat 2 jo & ovat olemassa
4 dx dx 4

d(uv) dv du
il v + v d(uv) = udv + vdu.
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Todistus. Olkoon y = uw, ja Az # 0 infinitesimaali.

y+ Ay = (u+ Au)(v + Av)
Ay = (u+ Au)(v + Av) — uw
Ay = uAv + vAu + AulAv
Ay ulAv+vAu+ Aulv
Az Ax
Ay Av Au Av
Ar “Ar TUAL Ax’

Ay Av Au Av
sHRy) =Sty HoRy TAugy)
Av Au Av

Tastd saadaan

O

Talla hetkelld voidaan derivoida ensimmaéisen asteen polynomifunktioita. Seuraava
tulos potenssin derivoimissaénté mahdollistaa korkeamman asteen polynomifunk-
tioiden derivoinnin.

Lause 4.12. Olkoon funktio u rippuvainen muuttujasta x, ja luku n € N luonnol-
du

linen luku. Kaikilla muuttujan x arvoilla, joilla derivaatta S on olemassa,
du

_ - ny _ n—1
Is T d(u") = nu" " du.

Todistus. Todistetaan lause kiyttamaélla induktiota.
n=1: Kun n =1 lause péatee

diu™)  du o du
= =1 —.
dx dx “ dx

Oletetaan, etta lause pétee jollain luonnollisella luvulla m. N&in ollen pétee siis

m—1 d_u
dx dx




Osoitetaan seuraavaksi, ettd lause patee luonnollisella luvulla m + 1 hyodyntamalla

lausetta .11
d(u™)  d(u - u™)

dx dx
d(u™ d
(u ) u

dx Y dx
du du

m—1 m
=u-mu" T — —
dx dz

Né&in ollen

Nyt voidaan siis derivoida korkeamman asteen polynomifunktioita, kiyttaméatta
madritelméaa.

Esimerkki 4.13. Olkoon funktio f(x) = 32 4+ bz — 4. Funktion f derivaataksi
saadaan

d(3z* + 5z —4) d(3z%) d(5x) d(4)

dx - dx + dz dx
d(z%) _dx
—3/ 577
dz + dz

=3-2x+5
= 6x + 5.

1
Osoitetaan seuraavaksi aputuloksena derivaatta funktiolle —.
v

Lemma 4.14. Olkoon funktio v ritppuvainen muuttujasta x. Tdlloin kaikilla muut-

v
tujan x arvoilla, joilla v # 0 ja — on olemassa,

dx
d(1) 1 dv 1 1
v vda d(a) =t
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Todistus. Olkoon y = % ja Az # 0 infinitesimaali.

1
A p—
y+ay v+ Av
1 1
Ay — _Z
y v+Av v
&:’L)J’}Av_i_l]
Az Ax
v—(v+ Av)
~ Azv(v + Av)
A
v+ AvAx’

Standardiosaksi saadaan

Nain ollen

]

Lemman . 14] avulla saadaan todistettua sdianto osamaérin derivaatan laskemiseksi.

Lause 4.15. Olkoot funktiot u ja v riippuvia muuttujasta x. Talloin kaikilla muut-

tujan x arvoilla, joilla Z—Z J g—z ovat olemassa ja v # 0,
d(%) :U%_u% d(g>:vdu—udv
dx v v v
Todistus. Kirjoitetaan yhtélo muodossa
1
y=—-u
v



Lauseen ja lemman nojalla pétee

1
dy =d <—u)
v
1 1
= —du + ud (—)
v v

1
= Zdu +u(—v™?)dv

vdu — udv
v2 ’

O

Aiemmin osoitettu potenssin derivoimissddnto toimii vain positiivisilla kokonaislu-
vuilla. Tulos toimii kuitenkin my6s negatiivisilla kokonaisluvuilla.

Lause 4.16. Olkoon funktio u riippuvainen muuttujasta x, ja luku n negatiivinen

kokonaisluku. Kaikilla muuttujan x arvoilla, joilla derivaatta Z—Z on olemassa ja
. d(u™ .
u # 0, deriwaatta % on olemassa ja
d(u™) 1 du
=nu" 1 —, du") = nu""tdu.
dz dx (")
Todistus. Koska luku n on negatiivinen, on olemassa luku m siten, ettd n = —m.

T&lloin y = u™ = u~ ™. Lauseen ja lemman nojalla saadaan

dy 1 du™)
dx (um)? dx

]

Tamén luvun tulosten avulla pystytadn derivoimaan minké tahansa rationaalifunk-
tion kdyttamatta maaritelmaé.
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Esimerkki 4.17. Olkoon funktio f(z) =

T Talloin funktion derivaatta on

x? +
d( x )_ (22 + 1)d(z) — zd(z* + 1)
2+ 1 (22 +1)?
_ac2+1—x~2a:
(24 1)2
1—z?
ey

d
Joskus derivaatan laskeminen muodossa Y Soi olla tyoladampad kuin muodossa

dx
dx
T Téllaisissa tilanteissa kadnteisfunktion derivaatan laskeminen on hyoddyllisté.

Y

Lause 4.18. Olkoot funktiot f ja g kdanteisfuntioita keskenddn. Jos molemmat
derivaatat f'(x) # 0 ja ¢'(y) # 0 ovat olemassa, niin

1 dy 1
fla) = L=
gy) de 2

Todistus. Olkoon Ay # 0 infinitesimaali. Talloin

Az ,

A_y ~ g'(y)-
Inkrementtilauseen nojalla myés Ax on infinitesimaali ja

Ay = f'(z)Az + eAx.

Jaetaan tdma yhtalo inkrementilla Ay ja lasketaan standardiosa:

Ay . JAxr Ax
Ay~ Ty TRy

,, Az Az
(0 )

= f'(x)g'(y).
Kun saatu yhtalo jaetaan tekijilla ¢'(y), saadaan
1
fl(x) =
(®) A0

39



d
Esimerkki 4.19. Olkoon y = . Méaaritettaessa derivaattaa d—y saadaan

v — 1 x
dy_d<3x1—1>
dr dx '

Derivaatan laskeminen on hankalaa tédssd muodossa. Jos yhtalo kirjoitetaan muo-
dossa = 1 + y~3, saadaan derivaataksi

de  d(1+y™?)
dy dy
missa muuttuja y on riippumaton muuttuja.

de _d(1+y~°)
dy dy
d(1 d(y=3
dy dy
=0-3y*

= 3yt

Tastd saadaan alkuperdinen derivaatta

dy 1
de  —3y—*
L4

Vaihdetaan muuttuja vield takaisin alkuperéiseksi

dy 1 _4
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5 Integraali

Maaéritelladn seuraavaksi Riemannin integraali jatkuville reaalifunktioille kayttaen
hyperreaalilukuja. Téssa luvussa péddasiallisena lahteend on kiytetty H.Jerome Keis-
lerin teosta Foundation Of Infinitesimal Calculus [4]. Téssé kappaleessa oletetaan,
ettd funktiot f ja g ovat reaalifunktioita ja jatkuvia valilla .

/f a b

Kuva 4, 1: Kéyran rajoittama alue.

5.1 Maaratty integraali

Aluetta, jonka rajaavat kiiyrd y = f(z) ja suorat y = 0, x = a, x = b, kutsutaan
kdyrdn rajoittamaksi alueeksi. Alueen pinta-alan voidaan ajatella olevan kahden
muuttujan reaalifunktio A(a,b). Téssd luvussa méadritelemme méadratyn integraalin

/a b f(x)dz

ja osoitamme sen vastaavan kiyrdn y = f(x) rajoittaman alueen pinta-alaa. Maari-
tellddn ensin muutamia intuitiivisia ominaisuuksia pinta-alalle.

Maaritelma 5.1. Funktion f pinta-alafunktiolla tarkoitetaan reaalifunktiota
A(u,v), jonka méérittelyjoukko on véli I siten, ettd

1. A(a,c) = A(a,b) + A(b, ¢), kaikilla a,b,c € I,
2. m(b—a) < A(a,b) < M(b—a), kun a,b € I ja a < b ja funktiolla f on

minimi m ja maksimi M valilla [a, b].
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3. Kaikilla a,b € I patee A(a,a) =0 ja A(b,a) = —A(a,b).

Madritelladn seuraavaksi Riemannin summa valilld [a,b]. Oletetaan, ettéd kaikki
paitsi viimeinen osavali vélista [a, b] ovat saman mittaisia.

Maaritelma 5.2. Olkoon suljettu véli [a, b] vilin I osajoukko ja olkoon Az posi-
L . . . b
tiivinen reaaliluku. Riemannin summa ), f(z)Az on

D f@)Ax = f(zo)Ax + f(x)Az + -+ f(zn_1) Az + f(2,) (b — 20),

missé n on suurin kokonaisluku siten, ettd a + nAx < b ja

ro=a,r1 =a+ Ax,...,r, =a+ nAx.

Geometrisesti vili [a, b] on jaettu osavéleihin, joiden kaikkien pituus on Ax, paitsi
jos Ax ei jaa vilia [a, b]. Talloin viimeinen vali [x,,, b] jd4 lyhyemmaéksi. Riemannin
summa vastaa sellaisten suorakaiteiden pinta-alaa, joiden kanta on vélin [a, b] osa-
vélien pituus ja korkeus on funktion f(z) arvo osavilin vasemmassa padtepisteessa.

Riemannin summa 3" f(x)Az on kolmen muuttujan reaalifunktio. Jos kuitenkin a
ja b pysyvat vakioina, saadaan yhden muuttujan reaalifunktio. Mikéli positiivinen
reaalimuuttuja vaihdetaan positiiviseen infinitesimaaliin dx, saadaan luonnollisesta
jatkosta ddreton Riemannin summa.

Maaritelma 5.3. Olkoon f reaalifunktio, joka on maaritelty vélilla I. Olkoon vali
[a,b] valin I osavali. Talloin
b
S(Az)=>" f(z)Ax
on ddrellinen Riemannin summa. Adreton Riemannin summa on luonnollinen jatko

b
S*(dx) =Y f(z)dx.

Koska aérellinen Riemannin summa on maééritelty kaikilla reaaliluvuilla Az >
0, on dareton Riemannin summa maaritelty kaikilla hyperreaaliluvuilla dz > 0.
Tavoitteena on méaéaritelld integraali &arettomén Riemannin summan standardiosana,
mutta ensin on osoitettava ddrettoman summan olevan arvoltaan dérellinen. Tata
varten tarvitsemme dériarvolauseen, jonka todistuksen sivuutamme. A#riarvolause
on todistettu kirjassa Foundation Of Infinitesimal Calculus 4] sivulla 52.
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Lemma 5.4. Olkoon jatkuvan funktion f mddrittelyjoukko suljettu vili [a,b]. Tal-
loin funktiolla f on suurin ja pienin arvo.

Lemma 5.5. Olkoon a,b € I siten, ettd a < b. Olkoon dx positiivinen infinitesi-
maali. Tdlloin ddareton Riemannin summa

Z f(z)dz

on ddrellinen hyperreaaliluku.

Todistus. A#riarvolauseen nojalla funktiolla f on olemassa pienin arvo m ja
suurin arvo M vililld [a, b]. Jokaiselle positiiviselle reaaliluvulle Az pétee

b b b
ZmA:E < Zf($>A[E < ZMAa:.
Toisaalta

b b
ZmA:E =m(b—a) ja ZMA:); = M(b—a).
Néin ollen jokaiselle reaaliluvulle Ax pétee
b
m(b—a) <Y flx)Ar < M(b—a).

Jokaiselle hyperreaaliluvulle dx > 0 patee

m(b—a) <Y f(z)de < M(b - a),

jolloin summa

Z f(x)dx
on aarellinen. O

Nyt voidaan méaaritelld maaratty integraali hyperreaalilukujen avulla.

Maaritelma 5.6. Olkoon dx positiivinen infinitesimaali, a,b € [ ja a < b. Funk-
tion f méadratty integraali valilli [a, b] on standardiosa &drettomésta Riemannin

summasta,
b b
/ f(z)dx = st (Z f(a:)d:r:) :
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Maaritellaan lisdksi

/aa F(z)dz =0 ja /ab f(x)de = — /b f(x)dz.

Jokaiselle infinitesimaalille dz méaaratty integraali fab f(z)dz on kahden muuttujan
reaalifunktio. Muuttuja x on valemuuttuja, eikéd integraali riipu muuttujasta x.
Infinitesimaalille dz kdytetddn aina vastaavaa merkintad kuin valemuuttujalle x.
Talloin on aina selvdéd, minkd muuttujan mukaan integrointi tapahtuu.

5.2 Maaratyn integraalin ominaisuuksia

Aloitetaan integraalin ominaisuuksien tutkiminen vakiofunktiosta. Taméan luvun
tavoitteena on osoittaa madrdtyn integraalin ff f(z)dz olevan pinta-alafunktio
funktiolle f.

Lause 5.7. Olkoon funktio [ vakiofunktio f(x) = c. Talldin jokaisella positiivisella
infinitesimaalilla dx funktion f mddratty integraali on

/abcdx:c(b—a).

Todistus. Oletetaan, ettd a < b ja 0 < ¢. Jos a > b tai ¢ < 0 todistus menee
vastaavasti. Olkoon Az positiivinen reaaliluku ja olkoon n suurin kokonaisluku
siten, ettd a + nAx < b. Talloin Riemannin summa on

b
Z cAx = cnAz +c(b — x,) = c(b— a).

a
Ratkaisuaksiooman nojalla

b

chw =c(b—a).

a

Ottamalla standardiosa saadaan

/abcd:t =c(b—a).

44



Lause 5.8. Olkoon funktio f jatkuva suljetulla vdlilld [a, b] ja olkoon dx positiivinen

finitesimaali. Talloin
b b
/ cf(x)dx:c/ f(z)dz.

Todistus. Olkoon Ax positiivinen reaaliluku. Aérellinen Riemannin summa on

b
Zcf(x)Ax = cf(xo)Az + cf(x1)Azx + - - - + cf (xn_1) Az + cf () (b — 24,),

a

S f@)Ae = [(e0)Aa + f@)Aa+ -+ [(eai)Aa + f(a,)(b - 2,).

Niéin ollen , ,
Z cf(x)Ax = CZ f(z)Az
Ratkaisuaksiooman nojalla
b b
Z cf(z)dr = CZ f(z)dz.

Ottamalla standardiosa saadaan

/ab of ()dz = c/abf(:c)dx.

Seuraavat kaksi lausetta todistetaan vastaavasti lauseen kanssa, joten sivuu-
tamme niiden todistuksen.

]

Lause 5.9. Olkoot funktiot f ja g jatkuvia suljetulla valilli [a,b] ja olkoon dx
positiivinen infinitesimaali. Tdlldin

/ab(f(a?) +g(z))dr = /abf(m)dm + /abg(x)d:r,

Funktioiden summan integraali on siis yhtd kuin integraalien summa. Néin ol-
len integrointi voidaan hajottaa pieniin palasiin. Seuraava lause antaa tarkein
arviointityokalun integraaleille.
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Lause 5.10. Olkoot funktiot f ja g jatkuvia suljetulla vililld [a,b] ja olkoon dx
positiivinen infinitesimaali. Jos f(x) < g(x) kaikilla x € |a,b], niin

/abf(x)dx < /abg(x)dm.

Seuraava tulos osoittaa, ettd méaratty integraali fab f(x)dx ei riipu infinitesimaalista
dz.

Lause 5.11. Olkoot a,b € I siten, ettd a < b, ja olkoot dx ja du positiivisia

infinitesimaaleja. Tédlloin
b b
/ f(a:)da::/ f(u)du.

Todistus sivuutetaan, mutta se 16ytyy H.Jerome Keislerin kirjasta Foundation Of
Infinitesimal Calculus [|4] sivuilta 62 — 63.

Seuraava lause osoittaa maardatyn integraalin ff f(z)dz olevan funktion f pinta-
alafunktio. Maaratty integraali on funktion f pinta-alafunktio jos se toteuttaa
madritelmén 5.1 ehdot.

Lause 5.12. Mdardatty integraali f: f(z)dx on funktion f pinta-ala funktio.

Todistus. Maaritelmén ehto 2) seuraa lauseista [5.8] ja m, silld suljetulla valilla

jatkuvalla funktiolla on olemassa maksimi- ja minimiarvo
m < f(z) < M.
T&lloin
b b b
m(b— a) :/ mdx < / flz)dz < / Mdx < M(b—a).

Lauseen nojalla médritelmén [5.1] ehto 1) riittda osoittaa yhdelle infinitesimaa-
lilla dz. Olkoon a, b, ¢ € I siten, ettd a < b < ¢. Olkoon n positiivinen kokonaisluku

h—
ja Ax = L T&lloin b = nAx on paitepiste yhdelle osavilille, jonka mitta on

n
Az, valilla [a, c]. Néain ollen

Zf(x)Aac = Zf(x)Ax + Zf(x)Ax
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Olkoon n, positiivinen hyperkokonaisluku ja dz = . Talloin ratkaisuaksiooman

ny

Z f(z)dx = Z f(z)dx + Z f(x)dz.

Koska dx on positiivinen infinitesimaali, voidaan yhtalosta ottaa standardiosat.
Télloin saadaan funktiolle f summaominaisuus

/acf(x)dx:/abf(x)der/bcf(x)dx.

Naiin ollen méadratty integraali fab f(z)dz on funktion f pinta-ala funktio. O

nojalla saadaan
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