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Tamén tutkielman tarkoituksena on luoda perusta topologiselle asteelle, ja todis-
taa siihen liittyviéd tuloksia. Topologinen aste maéaritellddn aluksi jatkuvasti derivoi-
tuville funktioille jossakin kyseisen funktion kuvapisteessid. Namé ovat useasti mo-
niulotteisia funktioita, joiden méaérittelyjoukko ja kuvapisteiden joukko ovat samassa
ulottuvuudessa.

Topologinen aste tarkastelee funktion kuvapisteen alkukuvien ympéariston kuvau-
tumista derivaattamatriisin determinantin avulla. Mikéli Jacobin determinantti saa
positiivisen arvon, lisdtdan topologiseen asteeseen kokonaisluku yksi. Jos taas deri-
vaattamatriisin arvo on negatiivinen kyseisen kuvapisteen alkukuvassa, topologisesta
asteesta vdhennetddn luku yksi. Topologinen aste on siis funktio, joka laskee yhteen
kuvapisteen alkukuvia, jossa derivaatan merkki méédrdsa summattavan luvun.

Kun on luotu perustaa jatkuvasti derivoituvien funktioiden asteteorialle, mééri-
telméa laajennetaan myos jatkuville funktioille. Topologinen aste jatkuvalle funktiol-
le méaritelldan jatkuvasti derivoituvan funktion avulla, joka on ldhelld alkuperiista
funktiota kaikissa pisteissa.

Niissé pisteissé, joissa funktion Jacobin determinantti saa arvon nolla, topologista
astetta ei pystytd myoskadn suoraan madritteleméadn. Tamé voidaan kiertdd muuta-
man tuloksen avulla. Topologista astetta ei kuitenkaan koskaan méaritelld mé&arit-
telyjoukon reunan kuvapisteissé, silla funktion kayttdytyminen joukon reunalla voi
olla arvaamatonta. Tama maéaérittelyjoukon reunan kuvajoukko on siis kdytédnnossa
jatkuville funktioille aina vahintdén osa kuvajoukon reunasta.

Tutkielman lopuksi kdydaédn ldpi myos muutamia lauseita, esimerkiksi Brouwe-
rin kiintopistelause ja Jordanin erotuslause, joiden todistamisessa topologista astetta
voidaan kayttaa hyodyksi.
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Johdanto

Topologinen aste on matemaattinen tyokalu, jolla tarkastellaan yleensi moniulot-
teista funktiota, rajoitetulla méérittelyjoukolla, jossakin kuvapisteessi. Topologinen
aste kertoo kuvapisteiden alkukuvien mé#résté, ja naiden kulkusuunnasta funktion
graafilla. Jalkimmaéistéd tutkitaan luonnollisesti Jacobin determinantin avulla.

Topologinen aste riippuu tarkasteltavasta funktiosta, sen méarittelyjoukosta ja
tarkastelupisteestd. Kuitenkin kdytdannossd funktion méérittelyjoukon reunan kuva-
pisteet médrittavit topologisen asteen. Jos kaksi jatkuvaa funktiota on méaritelty
samassa alueessa ja ne saavat yhtd suuren arvon kaikissa mééarittelyjoukon reunan
pisteissé, niin funktioiden topologiset asteet ovat samat kaikissa funktioiden kuvapis-
teissa.

Mikali topologinen aste ei ole nolla, tarkasteltavalla funktiolla on ainakin yksi al-
kukuva tarkastelupisteelle méarittelyjoukossaan. Toisaalta, jos arvo on nolla, se ei
itsessddn vield kerro mitadn ratkaisujen lukuméaérastéa. Topologinen aste saa aina ko-
konaislukuarvon.

Aste madritelladn jatkuvasti derivoituville funktioille, mutta maéaéritelmad pys-
tytddn laajentamaan myos jatkuville funktioille. Magrittelya kriittisille pisteille, eli
pisteille joissa Jacobin determinantti saa arvon nolla, ei pystytd myoskédén suoraan
tekemadn.

Topologisella asteella on yhteyksié ja sovellutuskohteita myos Sobolev avaruuksil-
le ja -funktioille. My6s differentiaalilaskennassa voi hyodyntéa asteteorian tuloksia.
Téssé tutkielmassa ei kuitenkaan perehdyté néihin, vaan topologisen asteen perustu-
loksiin ja niiden sovelluksiin, ja erityisesti niiden todistamiseen.

Maaritelmia voidaan ldhestyd myos algebrallisen topologian ja ryhméteorian kei-
noin, mutta téssé tutkielmassa topologista astetta ldhestytdén analyysin keinoin. Té&-
mén ldhestymistavan esitti ensimméisend Mito Nagamo teoksessaan Degree of Map-
ping in Convex Linear Topological Spaces, 1951. Asrellisissi dimensioissa topologista
astetta voidaan kutsua myos Brouwerin asteeksi.

Tutkielmassa kaytetdan pédasiallisena lihteené Irene Fonseca ja Wilfrid Gangbo,
Degree Theory in Analysis and Applications, 1995, [1], ja mikéli tulosten todistami-
nen jatetddn ndyttamatta, ne 16ytyvit kyseisesté kirjasta.

Seuraava tiivistdd topologisen asteen tiiviiseen pakettiin, johon voi palata tutkiel-
man luettua:
Oletetaan, ettd X on topologinen avaruus, D C X ja

A C {(¢,D,p)| funktio ¢ : D — X on jatkuva ja p ¢ ¢(0D)}.
1



JOHDANTO 2

Talloin sité ainoaa funktiota d : A — Z , joka toteuttaa seuraavat ehdot, kutsutaan
topologiseksi asteeksi.

(1) Jos X =R, D on avoin ja rajoitettu ja jos p € D, niin
d(I|Da Dap> - ]-a

missd [ on joukon X identtinen kuvaus
(2) Jos d(¢, D,p) # 0, niin on olemassa x € D siten, ettd ¢(z) = p.
(3) Jos D1 N Dy =0 ja jos p ¢ (0D, UIDsy) niin

d(¢|D17 Dl;p) + d(¢|D27 D2>p) = d<¢7 Dl U D27p)'

(4) Jos h : [0,1] — RY on C° homotopia siten, ettd p ¢ h(t)(0D) kaikilla

t € [0, 1], niin

d(h(t), D, p) = d(h(0), D, p).

(5) Jos p ¢ ¢(OD), niin

d<¢7D7p) = d(¢_p>D70)



LUKU 1
Merkint6ja ja esitietoja

Téassd tutkielmassa pyritddn kdyttdaméadan vakiintuneita ja selkeitd merkintojé.
Osa merkinnoistd on selitetty asiayhteydessa kertaalleen, mutta listataan kuitenkin
selkeyden vuoksi muutamia tarkeimpié, ja mahdollisesti sekaannusta aiheuttavia mer-
kintojd. Samoja merkintoja pyritdan kayttamadan lapi tutkielman.

1.1. Merkint6ja

e Pisteen z € RY #iretén normi on |z| := max{|z;| : i = 1,..., N}. Pisteen z
Euklidista normia merkitdén |x|y := /234, ..., +2%

o p(z,y) = |z —yl jadist(z,y) := [z — y|2

e Kun S C RY niin pisteen x etdisyys joukosta S on p(z,S) := inf{p(x,y) :
y € S}

o Qz,r) = {y €RY : p(x,y) <r}

o B(x,r) = {y € RN : dist(x,y) < r}, eli B(x,r) on z keskinen ja r-siiteinen
pallo.

e Kun S C RY niin S := S UIS, missd 9S on joukon S reuna.

e O(D)N := {f : D — R" : funktio f on jatkuva} kun D C RY ja ||f|| :=
sup{|f(z) : = € D}

e Olkoon f: D — R, tillsin spt(f) = {z € D : f(z) # 0}

o C.(D)N :={f € C(D)N : spt(f) CC D}, missi CC tarkoittaa ettd joukon
sulkeuma on kompakti osajoukko.

e Jos funktio f € C'(D)¥, niin funktion derivaattamatriisi on V f(x) = <%)
ja Ji(z) :==det Vf(z).

e Jos funktio f € C'(D)" niin funktiolla f on jatke f avoimella joukolla D;D
D ja V[ on jatkuva joukossa Dj

e Jos funktio f € CY(D)N niin ||f||: = ||f|| + ||V f]]-

e Piste z on funktion f p-piste jos f(z) =p

o divf tarkoittaa funktion f divergenssia, divf = g—ﬂ + ...+ g%z

1.2. Esitietoja

Kéaydaan myos aluksi lapi muutamia méaritelmia ja tuloksia joita tarvitaan téta
tutkielmaa lukiessa.

MAARITELMA 1.1. Joukko A C RY on epdyhtendinen, jos on olemassa avoimet
joukot U,V C RY siten, etti

(1) ANV #0

(2) ANU #0

B)UNV =0
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4) Ac (VUU).

Muutoin joukko A on yhtendinen [2].

A

Kuva 1.1. Joukko A on epdyhtenidinen ja joukko B on yhtenéinen.

MAARITELMA 1.2. Olkoon A C RY. Joukon A pisteen p sisiltivi yhtendinen
komponentti (p-komponentti) on joukko

E :=U{C C A: C on yhteniinen ja p € C'}. (2]

HuoMAUTUS 1.3. Joukko A C RV, A # () on yhteniinen jos ja vain jos joukolla
A on vain yksi komponentti. Eli jos p,q € A niin p-komponentti = g-komponentti.
Esimerkiksi kuvassa 1.1 joukolla A on kolme komponenttia, mutta joukolla B on vain
yksi komponentti.

LAUSE 1.4. Olkoon joukko A C RN avoin. Tdlléin joukon A yhtendiset kompo-
nentit ovat avormia.

PROPOSITIO 1.5. Olkoon joukko A C RN avoin. Tdlléin joukolla A on enintddn
numeroituva mdadrd yhtendisia komponentteja, [2].

Joukkojen yhtenéisyys ja yhtendiset komponentit ovat suuressa roolissa tdmén
tutkielman tuloksissa, silld topologinen aste riippuu voimakkaasti missa funktion méa-
rittelyjoukon komponentissa tarkasteltavan pisteen p alkukuvat sijaitsevat.

Seuraavat madritelmit ja lause ovat olennainen osa erdiden esitettyjen tulosten
todistusta.

MAARITELMA 1.6. Funktio f : RV — RY on kutistus, jos on olemassa ¢ € R,0 <
q < 1 siten, etté kaikilla 2,y € RY pitee

[f(@) = fWl <qlz—yle. (3]

LAUSE 1.7 (Banachin kiintopistelause). Olkoon funktio f : RN — RN Lkutistus.
Tdlloin funktiolla f on tismdlleen yksi kiintopiste, [4].

MAARITELMA 1.8. Olkoon B C A. Funktio g : A — R on funktion f: B — RV
jatke, jos f(x) = g(z) kaikilla z € B, ja funktio g on funktion f jatkuva jatke, jos g
on myos jatkuva.
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MAARITELMA 1.9. Maéritelladn kahden funktion f, g vélinen konvoluutio seuraa-
vasti:

(f % 9)(x) = / 9z — ) f(y)dy.

RN



LUKU 2

Asteteoria jatkuville funktioille

Téasséd luvussa kiaydédan lapi topologisen asteen maééritelmia jatkuville ja jatku-
vasti derivoituville funktioille. Ensimmaéisend tdma tehdédan jatkuvasti derivoituville
funktioille, jonka jalkeen madritelméad laajennetaan muutamien tuloksien kautta myos
jatkuville funktioille. Topologiselle asteelle on ominaista, etta sitd ei ole mééritelty
funktion kuvajoukon reunalla, vaan pikemminkin funktion kuvapisteiden reuna maé-
rittelee funktion topologisen asteen jossain pisteessé p. Myo6s derivaattojen nollakoh-
dat ovat hieman ongelmallisia, ja siksi topologisen asteen mééarittelya ns. kriittisille
arvoille ei pystytd suoraan tekeméin.

2.1. Topologinen aste jatkuvasti derivoituville funktioille

Topologinen aste mééritelldadn ensimméisend jatkuvasti derivoituville funktioille.
Téssa kappaleessa on tarkoitus rakentaa myos perustusta, jonka avulla madritelméa
pystytdan laajentamaan.

Jatkossa kaikilla késiteltavilld funktiolla on aina N kappaletta muuttujia ja funk-
tion kuvapisteet ovat joukon RY pisteiti, ellei toisin mainita.

MAARITELMA 2.1. Olkoon ¢ € CY(D)N,z € D. Sanotaan, ettd = on funktion ¢
kriittinen piste jos Jy(z) = 0. Merkitddn Z, := {x € D : Jy(z) = 0}.

MAARITELMA 2.2. Olkoon ¢ € CY(D)N jap ¢ ¢(Z4) U $(dD). Funktion ¢ topo-
loginen aste pisteessi p, rajoitetulle joukolle D C RY on miiritelty siten, etts
(2.1) d(¢,D.p) = Y sgn(Jy(x)),
z€¢~(p)

jossa sgn (t) =1 kun t > 0 ja sgn(t) = —1, kun ¢t < 0.

Kuva 2.1. Funktion ¢ aste pisteessé p.

6
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Huomaa, ettd Madritelméin 2.2 mukaan, jos p ¢ ¢(D) niin d(¢, D, p) = 0. Topolo-
gisen asteen madritelméssa tarkastellaan siis Jacobin determinantin merkkid pisteen
p alkukuvapisteissd ja summataan joko —1 tai +1.

ESIMERKKI 2.3. Olkoon ¢ : [0,2] x [0,2] — R? ¢(z,y) = (z + y, 2z + 3). Téllsin

Jo() = % (1)'

ja pisteen p = (2,5) yksikésitteinen alkukuva on piste (1,1) ja sen topologinen aste
on

Z sgn Jy(x) =sgn Jy(1,1) =sgn(—2) = —1
€~ 1(2,5)

LEMMA 2.4. Olkoon D C RY avoin ja rajoitettu joukko, ¢ € C*(D,RY) ja p ¢
d(Zy). Tilldin joukko ¢~ (p) on ddrellinen.

Tobistus. Todistetaan tdmé antiteesin kautta. Oletetaan, ettd on olemassa &é-
reton jono lukuja {z} € ¢~ 1(p) ja a1 # x; kaikilla k # [. Koska D on kompakti
joukko, voidaan olettaa, ettd on olemassa luku 7 jolle pétee x, — 7,7 € D. Koska ¢
on jatkuva niin 7 € ¢~!(p). Funktio ¢ on jatkuvasti differentioituva, joten

(2.2) 0= o(zx) = 9(T) = VO(T)(wx — T) + (24 — T)e(ax — T),
missé limy_,0 €(t) = 0. Koska T € ¢7(p) ja p & ¢(Z,), tillsin
(2.3) 0 < :=inf{|Ve(@)u| : u € R, |u| = 1}.

Suurilla k£ saadaan yhtéaloista 2.2 ja 2.3
f Tk—T Y
< |V < —
ve oo (=) | <3

miki on ristiriita. Néin siis ¢~ 1(p) on #érellinen. O

Mikali Médritelméassd 2.2 sallittaisiin, ettd p € ¢(Zy), pisteen p alkukuvajoukko
ei olisi vilttaméatta darellinen, eikéd edellinen Lemma enéé pitéisi paikkaansa.

PROPOSITIO 2.5. Olkoon ¢ € CY(D)N ja p ¢ (¢(Zy) U $(0D)). Tillsin on ole-
massa & > 0 siten, etti jos 1 € CY(D)N ja ||¢ — ||y <8, niin p & ¥(Z,) Uh(OD)
Jja

d(¢7 D7p) = d(/l/]’ D7p)

TopisTus. Joukko ¢~'(p) on joko direllinen, tai tyhji (Lemma 2.4). Tarkastel-

laan ndma tapaukset erikseen.

Oletetaan ensin, etti ¢~ *(p) = 0.

Olkoon § = 1p(p,¢(D)) > 0 ja ¢y € C'(D)" siten, ettd |[¢p — ||y < §. Tallsin
Y1 (p) = 0. Siten myés p & ¥(Zy) U(ID) ja
d(¢, D,p) = d(¢, D,p) =0

Olkoon nyt ¢~ (p) = {ay, ..., ax}. Nyt nédytetiiin ettd on olemassa r > 0,8 > 0 siten,
ettd aina kun ¢ € C*(D)N, ||¢ —+||; < §, niin funktiolla 1) on tésmilleen yksi p-piste
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joukossa Q(a;,r),i=1,..., k.

Koska joukko ¢~!(p) on direllinen, niin on olemassa ry > 0 siten, ett#

0 <rg < min{w it =1,...,k},
. OD)U Z
ro < min{ pla 3) 2. Lk}

Olkoon Q(r) := Q(a1,7) U ... UQ(ax,7) ja ¢ := min{[Js(a;)| : = € D}. Nyt siis ¢>0,
silla Jy(a;) ¢ Zp, ja koska J, on jatkuva joukossa D, on olemassa 0 < ry < ry siten,
ettd | Jy(z)| > % kalkilla x € Q(r1). Valitaan §; > 0 siten, etté

— 1
sup{|Jy(z) — Jy(x)| : x € D} < 3¢
aina kun ||¢ — 9|y < d;. Néin ollen
1
sup{l, (&) ¢ € QUri)} > 3.

jos [|¢ — ¢l < b1

Q(@: 1) Q(as,m)

-

)

Kuva 2.2. Suuntaa antava kuva todistuksen ajatuksesta.
Nyt kiinnitetdén ¢ € 1,...,k ja halutaan ratkaista yhtdlo ¢(x) = p joukossa
Q(a;, r;). Merkitdan
a:=a;, h:=q¢(a)—(a;), V:=(V(a))*

Huomaa myos ettd V' on olemassa silld 1 on jatkuvasti differentioituva. Madritellaan
T,W:Q(0,r) — RV,

T(z) :=t(a+2) —¢(a) = Vi(a)z, W(z):=V (h—T(z)),
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Nyt siis
v(a+z)=p, z€Q(0,r) < v(atz)=9¢(a), 2€Q(0,r)
< W(z) =z, z € Q0,71),

silla

W(z) = (¢(a) — ¥(a) — ¥(a+ 2) +¥(a) + Vi (a)2)(Vip(a)) " =

Viite 1. On olemassa r < ry ja § < 0y siten, ettd kun ||¢p — ||y < J, niin yhtdlolld

W(z) = z on vain yksi ratkaisu.

Néaytetddn, ettd W on kutistus, ja Lauseen 1.7 mukaan silld on silloin tédsmélleen
yksi kiintopiste. Nyt halutaan arvioida funktion komponenttia (7'(z) — T(y));, jossa

y,z € Q(0,7).
(T(2) ~ T))i = thfa+2) — thla +3) — (Vi(a)(z — 1))
= | Gga 0+ (1= 00 — (Vo) = )y

:/ Z(zj_yj { wl(a+0z+(1—9)y) gil() do

B a% P olo) olo) olo)
Z (182 - 224+ 520 - 2w + S

o0
~ G @l

jossa £ = a+ 0z + (1 — 0)y. Taméan perusteella siis

(2.4) T(2) = T(y)| < N|z =y /0 20 + €(r)]df = Nz — y|(20 + €(r))

missé € : [0,7;] — R on méadritelty siten, ettd

8¢i(a)‘d0:y,xE@(O,r),i,j: 1,...,N}

Lj

e(r) = ay@i(a—i—@z—i—(l—@)y)—

Funktio € on kasvava ja lim, o+ €(r) = 0. Néin ollen

(W(z) =W(y)| = [V(h=T(2)) = V(h=T(y))|
= [V(T(z) = T(y))|
= [VIIT(2) = T(y)]
< Nly — 2||V|(26 + €(1)) (yhtalosta 2.4).
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Myo6s pétee
(W ()| = [W(z) = W(0) + W(0)]
< [W(z) = W(0)[ + [W(0)]
= [W(z) = W)+ [V(h = T(0))l
< [W(z) = W(O)[ + [V]|A].

Otetaan r < ry siten, etté

ja valitaan 6 < d; siten, ettd
VIs<© ja NV|26 < 2
6 6
Saadaan siis
(W (z) = W(y)| < Nly — 2|[V](26 + e(r))
= N|V]e(r)ly — 2| + N|V|25|y — 2|
P
6 6

_ly—~|
3 Y

kaikilla y, z € Q(0,7) ja
(W (2)| < V[l + [W(z) — W(0)|
|z =0

<|V]§+ Z—=2
< |V|o + 3

ST

—6 3

<r
Siten W : Q(0,7) — Q(0,7) on kutistus ja yhtilolld W(z) = z on yksi ratkaisu jou-
kossa Q(0,7).
Viite 2. v~ (p) C Q(r)
Oletetaan, etti ¢(x) = p jollakin x € D\ Q(r). Tallvin kun

1 1.
§ < 5[(7“) = §m1n{|¢(:c) —pl:x ¢ Qar,r)U---UQ(ag, 1)},
niin
|0(x) — ¥(x)] = U(r) = 26 > [¢(x) — ¢(z)],

mik4 on ristiriita. Talloin siis vaite 2 on todistettu.

Merkitaan

v (p) = {b1,..., b}
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Viitteestd 2 ja Q(r) N 0D = 0, voidaan todeta, ettd p ¢ ¢(9D). Muistetaan, etti

d(¢,D,p) = ngn Js(a;))

mutta nyt myos

d(y, D, p) ngn Ty (bi

Koska kaikilla ¢ = 1,...,k, Js on jatkuva joukossa Q(a;,r) ja Js(x) # 0 kaikilla
r € Q(a;,r), voldaan pédtelld, ettd J, on joko positiivinen tai negatiivinen joukossa
Q(a;,r) ja siten

sgn(Jy(a;)) = sgn(Jy(bi)).

Lopultakin kun |Jg(b;) — Jy(bs)| < 5, niin sgn(Jy(b;)) = sgn(Jy(b;)) ja pédstddn
tulokseen

d(¢7 D7p) = d(w7 ‘D7p)‘
U

Téssé tuloksessa on hyvd huomata, etté oletus |[¢ — 1[|; on todella tarpeellinen.
Talla pystytadn sanomaan, ettd funktion v heilahtelu on hallittavissa, eiké esimerkiksi
olisi funktion z — sin(1) kaltaista.

LEMMA 2.6 (Sardin Lemma). Olkoon ¢ € C*(D)N. Télldin ¢(Zy) on nollamittai-
nen.

TobisTus. Koska ¢ € C*(D)N ja D on kompakti joukko, on olemassa M > 0
siten, ettd

(2.5) 0(x) — o(y)| + [Vo(x) — Vo(y)| < Mz —y|
kaikilla x,y € D. Maaritellagn pisteelle z € D, T, : D — RN
To(y) == ¢(z) + Vo(z)(z — y)

Koska V¢ on tasaisesti jatkuva joukossa D, kaikilla € > 0 voidaan valita § > 0 siten,
etta

61’3‘ 8% N

kaikilla 4,7 = 1,...N ja kaikille z,y € D joille |z — y| < J. Tésti seuraa, etts

(2.6) 6(y) — T (y)| < elz—yl,
kun |z —y| <.

Voidaan olettaa, ettd D on kuutio jonka sivun pituus on [ > 0. Valitaan s € N
siten, ettd 2L < § ja jaetaan D sV osaan kuutioita Dy, k = 1,...,s" joiden sivujen
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pituus on é Néytetadan aluksi, etté jos joku joukko D, siséltdd kriittisen pisteen, tél-
16in joukolla ¢(Dy) on pieni mitta. Jos x € Dy ja Jy(x) = 0, télloin kaikilla y € Dy,
on |z —y| < 2L < § ja yhtdlsiden 2.5 ja 2.6 mukaan

2.7 6() — 6y)] <2M%, [6(y) ~ )] < 260

Koska Jy(z) = 0 niin 7}, kuvaa joukon D aliavaruuden osaksi P, jonka dimensioksi
tulee maksimissaan N — 1, yhtdlostd 2.7 saadaan p(¢(y), P,) < 2. Talldin jos y €
Dy, niin ¢(y) on kuutiosssa jossa on N — 1, joiden pituudet ovat vahemmén kuin
AM é joukossa P, ja viimeinen N:s sivu on pituudeltaan vihemmén kuin 46&. Téaten
Lebesquen mitan monotonisuuden perusteella

LY (¢(Dy)) < (4)NMV
ja

LY (9(Zy)) < (4)¥ MV e
Joten LN (¢(Z4)) = 0. O

Sardin Lemma on térked tulos kun mééritelldédn topologinen aste niille pisteille
joilla Jy(x) = 0.

LEMMA 2.7. Olkoon funktio f € CHRN),K := spt (f) ja D C RY. Olkoon
v :[0,1] = RY jatkuva polku siten, etti

(2.8) A={k+~(s): ke K,s€]0,1]} C D.
Télléin on olemassa funktio v € CH(D) siten, ettd
divo(x) = f(x —1(0)) — f(z — (1))

Kaydaan léapi tdmén todistuksen idea. Tarkan todistuksen voi lukea Fonsecan ja
Gangbon kirjasta [1, s. 10-11]

TobpisTUS. Oletetaan, ettd y(s) = sT ja méadritellddn

/ flz —07)dh, v(x)=TF(x).

Selviistikin F' € C*(D) jaspt(F) C A. Jos x € D ja F(z) # 0, niin tilloin on olemassa
0 € [0, 1] siten, ettd f(x —07) # 0 jasiten o —T € K < x € K +0T, joten z € A.
Myé6s A CC D, joten lopulta v € C} (D). Lisiiksi

_ af Oz
div v(z sz/ Za%( r— 07 )adeQ

N
=1 =1
N

1
Z 1/0 B (x — 07)do
d

8l

_—/0 f(x — om)e
= f(x) = f(z — 7).

Yleisen tapauksen todistamiseen kaytetddn hyodyksi ekvivalenssirelaatiota. U
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PROPOSITIO 2.8. Olkoon ¢ € C*(D)N,p & ¢(OD)Ud(Zy) ja funktio f. € CH(RY)
siten, etti [ fo(z)dx =1 ja spt (f) C Q(0,€). Tdllvin on olemassa €(p) > 0 siten,
etta

A6, D.p) = /D £((x) — p) o) de

kaikilla 0 < € < €(p)

TopIsTUS. Kun p ¢ ¢(Z,), niin joko ¢~ (p) = 0 tai ¢ (p) = {a1, ..., ax }. Olete-
taan aluksi, ettd ¢! (p) = 0. Mééritelmén 2.2 mukaan d(¢, D, p) = 0. Kun asetetaan
§ = p(p,#(D)) > 0 saadaan |¢p(z) — p| > § > € kaikilla 2 € D,0 < e < J. Siten
fo(o(z) — p) = 0 kaikilla z € D ja

/ fe(¢p(z) — p)Jy(x)dx = 0.
D
Oletetaan seuraavaksi, etté

¢~ (p) = {ai, .., ar}.
Valitaan r > 0 siten, ettd B(a;,r) CC D,i=1,....k, ja B(a;,r)NB(a;j,r) =0 jos i #
j,ja Jg(z) # 0 kaikillaz € UF_ B(a;, ). Koska Jy(a;) # 0 niin Kéinteisfunktiolauseen
mukaan on olemassa ¢; > 0 siten etté
Q(p,e1) C ¢(B(as, 7)), kaikilla i = 1, ..., k.
My0s on olemassa €, > 0 siten, ettd
|p(z) —p| < e3,0 € D = x € U Blay,r).

Kun valitaan € < min{e, €2} niin

[ 50w —paete = [ gio) =)ol sent o)

/ F(6(x) — p)|Jg ) |sen(J(ar))da
B(ai,r)Ne~1(Q(p.€))

=1

k

= Z sgn(Jy(a;)) / fe(z —p)dz

i=1 ¢(B(ai,r))NQ(p.e)

=3 senofa) /Q f-(y)dy

(0,€)

= ngn(J¢(ai)) =d(¢, D, p).

=1

4

PROPOSITIO 2.9. Olkoon ¢ € C*D)N, Q on joukon RN \ ¢(0D) yhtendinen
komponentti ja py,ps € Q\ ¢(Zy). Tdlloin

d(¢7 Dapl) = d(¢7 D7p2>
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RN\ O(E) = * M

$(ID)

Kuva 2.3. Kaksi vaihtoehtoa joukosta {2

TobisTus. Jos €2 on avaruuden R avoin joukko, {2 on yhtenéinen jos ja vain jos
Q on polkuyhteniinen. Oletetaan lisiksi, etti ¢ € C?(D)V. Olkoon 7 : [0,1] — Q
jatkuva polku siten, ettd v(0) = p; ja y(1) = po. Olkoon f, : RY — R perhe jatkuvia
funktioita siten, etté spt(f) =@ K. C Q(0,€) ja [pn fe(y)dy = 1. Proposition 2.8
mukaan on olemassa €y > 0 siten, ettd 0 < € < ¢ ja

A6, D.p) = [ 16(a) = p)Tola)dn, i=1,2
Otetaan
1 = 5 minfeo, (7, )}
ja asetetaan
A={k+~(s): ke K,,se€[0,1]}.
On selvii, ettd A C Q ja Lemman 2.7 mukaan on olemassa v € C(Q)" siten, etti
div v(z) = fo, (x = p1) = fe(z — p2)

jaspt (v)N@(AD) C QN (D) = P. Téllsin on olemassa u € CH(D)N [1, s. 27] siten,
etta

div u(z) = div v(¢(2))Js(2) = [fe (¢(x) = p1) = fe (D(z) — p2)]Js(2),

ja Divergenssilauseen mukaan voidaan paételld, etta

d(¢,D,p1)—d(¢,D,pz)=/D[fel(cb(x)—pl)—fel(¢($)—p2)]J¢(l‘)d93

_ /D div v(é(x))Jy(r)dx
:/Ddiv u(z)dx
= 0.

Kisitelldsn nyt tilannetta, jossa ¢ € CY(D)N. Olkoon Q ja 7 : [0,1] —  kuten
ensimmaéisessd tapauksessa. Proposition 2.5 mukaan on olemassa d(p;) > 0,7 = 1,2
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ja funktio ¢p € CY(D)N siten, ettd |[vv — ¢||1 < d(p;) ja funktiolle 1 pitee p; ¢
D(OD) U(Zy) ja d(é, D, p:) = d(, D, p;). Olkoon

§:= 5 min{5(p), 3(ps). p(, 6(OD))}.

Niytetddn ettd pi, p» ovat samassa joukon R™ \ 1(0D) yhteniisessi komponentissa

kun [|¢ — [ < 0.

Kun z € 0D, s € [0, 1] niin

[7(s) = ¥(@)| = [y(s) = () + ¢(x) — ¥ (2)]

Zp@ﬂﬂ¢ﬂ8D»‘—%pWHﬂaD»
> Sp(, 6(0D)
> 0.

Titen v(s) € RV \¢(9D) kaikilla s € [0, 1]. Koska v yhdist# pisteet p; ja py niin péi-
telldén, ettd p; ja ps kuuluvat samaan joukon RV \ 1(0D) yhteniiseen komponenttiin.
Lopulta kun otetaan ¢ € C?(D)" siten, etti |[1) — ¢||; < § saadaan

d(¢7 Dapl) = d(% Dupl) = d(w, dvpl) = d(w, D,pz) = d(¢, D,P2)

Tésta lauseesta saadaan tulokseksi d(¢, D,p;) = d(¢, D,p2) = d(¢, D, A;) kun
pisteet pq, po ovat samassa yhtendisessia komponentissa A; (Lause 2.13).

T#hén asti funktion ¢ astetta pisteessi ¢(z) = p méiirittelyjoukon D suhteen ei
ole médritelty niissé pisteissé, joissa Jy(z) = 0. Kun kriittisille pisteille méaaritellaén
topologista astetta, halutaan tutkia niitd pisteitd kriittisen pisteen ympéarilla, joissa
Jacobin determinantti ei saa arvoa 0. Maéritelladnkin seuraavassa aste myos néille
pisteille, niin saadaan taas laajennettua topologisen asteen mééritelméa yleisemmaélle
tasolle.

MAARITELMA 2.10. Olkoon ¢ € CYD)N p ¢ ¢(OD) siten, ettd p € ¢(Zy).
Funktion ¢ aste pisteessi p € D on luku d(¢, D, q), jossa ¢ ¢ (¢(Zy)) U ¢(0D) ja

lp —q| < p(p, $(0D)).
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¢(z) =p

Kuva 2.4. Piste on (0,0) funktion f(z,y) = z* + y* kriittinen piste.
Huomaa kuitenkin, ettd téssé tutkielmassa kéisiteltdvat funktiot ovat
muotoa f : RV — RY. Téssi kuitenkin kahden muuttujan funktio saa
reaalilukuarvoja.

Miksi ndin?

(1) Sardin Lemman mukaan Q(p,r) ¢ ¢(Z,) kaikilla » > 0. Talloin on siis
olemassa ¢, € Q(p,r) siten, ettd ¢, ¢ ¢(Z,). Erityisesti tarpeeksi pienelld
r,Q(p,7) N ¢(dD) = O koska ¢(0D) on kompakti joukko ja p ¢ ¢(0D). Eli
on siis olemassa ¢ ¢ (¢(Z,) U ¢(0D)) siten, ettéd |p — q| < p(p, $(0D))

(2) Oletetaan, ettd |¢; —p| < p(p, #(0D)),1 =1,2ja ¢ ¢ ¢(OD)Up(Zy),1 = 1,2.
T&llsin ¢; € B(p, p(p, #(0D))) C R¥\@(OD),i = 1, 2. Koska B(p, p(p, p(0D)))
on yhteniinen joukko, joka sisiltyy joukkoon R™ \ ¢(0D), niin ¢, ja g, ovat
samassa yhtenéisesséd komponentissa ja Proposition 2.9 mukaan

d(¢7 D, Q1) - d(¢7 D, Q2)'

ESIMERKKI 2.11. Olkoon ¢ : D — R? ¢(z,y) = (y — 23, y), missd D :=|—1,1] x
|—1, 1. Maéritelladan funktion ¢ topologinen aste d(¢, D, p) pisteessia p = (0,0) jou-
kolla D.

=D

2 4
= ¢(dD)

Kuva 2.5. Joukot D ja ¢(D).
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6(2,) = (0.0) jos ja vain jos (z..y) = (0.0). Fli 6(0,0) ¢ 6(0D), joten d(, D.p)

on hyvin maéritelty. Tama on kuitenkin funktion ¢ kriittinen piste, silla
—3z% 1
J¢(.’E) = ‘ 0 1

Valitaan ¢ = (—3,0), niin ¢ ja (0,0) kuuluvat samaan joukon R™ \ ¢(9D) yhtenéiseen

= —32% = 0, pisteessi (0,0).

komponenttiin. Erityisesti ¢(z,y) = ¢ jos ja vain jos (z,y) = (%%, 0). Koska ¢ ¢ 0D
niin nahdéaan, ettéa
13
d(6.D.q)= ), sen(Jy(x)) =sgn(Jo(5 ,0) = —1,
z€p~(p)

joten
d(¢,D,p) = —1.

Madéritellddn seuraavaksi mitd homotopia on. Jos kaksi funktiota ovat homotopiset,
ne voidaan muuntaa helposti toisikseen jatkuvalla kuvauksella.

MAARITELMA 2.12. Olkoon ¢, € C*(D)N ja H : D x [0,1] — RY. Sanotaan
etti H on C'!' homotopia funktioiden ¢ ja 1 vilill, jos
(1) H; € CY{(D)N kaikilla t € [0, 1]
(2) limy_, ||Hy — Hs||1 = 0 kaikkilla s € [0, 1]
(3) Ho(x) = ¢(z), Hi(z) = (z) kaikilla x € D, jossa Hy(z) = H(x,t),x €
D.t e [0,1]

h(z,t) = (3 —4t)x® + 5 — 4t
#(x) =322 45
W(z) = —22 + 1

10 8 i ) z/ 0 \z 4 13 3
2

Kuva 2.6. H(z,t) on C!' homotopia funktioiden ¢ ja 1 viilill4,
H(z,0) = ¢(x) ja H(z,1) = ¢(z)

Huomaa, ettéi esimerkiksi kuvaukset z — 2% ja x — 2® ovat C! homotopiset vain
jos naméi méidritellifin positiivisille reaaliluvuille, silld kuvauksen z — 2 pitié olla
jatkuvasti derivoituva kaikilla ¢ € [0, 1].
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Osa seuraavan Lauseen ominaisuuksista jo tiedetddn, mutta nyt voidaan ottaa tar-
kasteluun myos kriittiset pisteet.

LAUSE 2.13. Olkoon ¢ € C*(D)N.
(1) d(¢,D,.) on vakio kaikilla joukon RN \ ¢(0D) yhtendisilli komponenteilla.
(2) Jos p ¢ ¢(OD) niin on olemassa € > 0 siten, ettd funktiolle ¢p € C(D)N

pitee |[Y — ¢|[1 <€, p ¢ (0D) jad(o,D,p)=d(¥,D,p)

(3) Jos H on C' homotopia funktioiden v ja ¢ vililld ja p ¢ (H(0D)) kaikilla
t € [0, 1], niin d(¢, D,p) = d(¢, D, p)

(4) Jos p & ¢(OD) niin d(¢ + a, D,p+ a) = d(¢, D, p) kaikilla a € RY

TODISTUS.

(1) Olkoon € joukon RN \ ¢(0D) yhtendinen komponentti ja pi,ps € Q. Jos
& ¢(Zy) asetetaan ¢ = p;. Mikéli tdmé ei pdde, niin Sardin Lemman
(2.5) mukaan valitaan ¢ ¢ ¢(Z) siten, ettd |p1 — 1| < p(p1, (0D)). On
selviidi, etti 1 € Q silli g1 € B(py, p(p1, #(0D))) C RN\ ¢(0D). Samoin jos
valitaan ¢o € ) siten, ettd go € B(pa, p(p2, $(0D))). Proposition 2.9 mukaan
d(¢,D,q1) = d(¢, D, q2) ja néin tulos seuraa médritelmésta 2.10

(2) Sardin Lemman (2.5) mukaan on olemassa ¢ € RY \ ¢(0D) siten, etti
q ¢ &(Zy) jalg —p| < ip(p,#(8D)). Téten p ja q kuuluvat samaan jou-
kon RN \ ¢(0D) komponenttiin ja Proposition 2.5 mukaan on olemassa 0 <

€0 = €o(q, ®) < 3p(p, 9(0D)) siten, ettd
q & v(Zs) Up(9D) ja d(v, D,p) = d(¢, D, q)
aina, kun ||¢ — ¥||; < €. Kaikilla z € 0D pétee
[(x) = pl 2 [o(z) = p| = [ (2) = ¢(2)] > |p = g,

joten

Ip—q| < %p(p, $(0D)) < p(p,(0D))

ja siten p, ¢ kuuluvat samaan joukon RY \ ¢(0D) yhteniiseen komponenttiin.
Kohdan (1), Proposition 2.5 ja M#éritelmén 2.10 perusteella

d(¢,D,p) =d(¥, D,q) = d(¢,D,q) = d(¢, D,p)

(3) Maaritelldén u : [0,1] — Z,u(t) = d(H,, D, p). Naytetdédn, ettd u on jatkuva.
Valitaan ¢ € [0,1]. Koska lim; ,||H; — Hg||y = 0, niin ||H; — Hy|| < ¢,
siten kohdan (2) perusteella d(Hy, D,p) = d(Hs, D, p). Néin siis u on jatkuva
joukossa [0,1]. Koska véli [0,1] on yhtendinen joukko ja u(t) € Z kaikilla
t € [0, 1], voidaan todeta, ettd u on vakio vélilld [0, 1], eli

d(¢,D,p) = d(¥,D,p)

(4) Viite seuraa suoraan Propositiosta 2.8

O

SEURAUS 2.14. Olkoon ¢,v € CY(D) ja jos x € D niin ¢(x) = ¥(z). Tdlldin
kaikilla p € RN \ ¢(0D),

d(¢, D,p) = d(1, D, p)
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TobisTtus. Tarkastellaan konveksia homotopiaa

H(z,t) :=to(z) + (1 — t)y(z).
Selvisti p ¢ H(0D,t) kaikilla ¢ € [0, 1] ja néin tulos seuraa Lauseesta 2.13 (3). O

HuomAuTUs 2.15. Reaaliarvoisille funktioille f : D — R jotka ovat jatkuvasti
derivoituvia funktioita, Lauseen 2.13 (1) perusteella funktion f topologinen aste on
vakio, tarkemmin d(f, D,p) € {—1,0, 1}, kaikilla p € R\ f(9D). Tamé osoittautuu to-
deksi my6s jatkuville funktioille, ja seuraavaksi onkin tarkoitus laajentaa topologisen
asteen madarittelya.

2.2. Topologinen aste jatkuville funktioille

Téahan mennessa aste on médritelty jatkuvasti derivoituville funktioille. Tarkoi-
tuksena on laajentaa asteen maaritelméaa myos vain jatkuville funktioille. Téta varten
tarvitaan muutamia lauseita ja méaaritelmié, jotta ymmaérretdan mité ollaan tekemés-
sd. Jatkuvaa, mutta ei jatkuvasti derivoituvaa funktiota, voidaan muokata esimerkiksi
silottajallaja ja sitd kautta arvioida jatkuvasti derivoituvalla funktiolla joka on tar-
peeksi lahelld alkuperiisté funktiota. Kaytinnossd kuitenkaan téité ei yleensé tehdé,
vaan arvioidaan vaan hyvilla funktiolla, jonka tiedetdén olevan olemassa. Néin siis
padstdaan kasiksi myos ei-jatkuvasti derivoituvien funktioiden asteeseen.

LAUSE 2.16 (Tiezen jatkolause). Olkoon X metrinen avaruus, joukko A C X
suljettu ja f : A — R rajoitettu ja jatkuva funktio. Tdlloin on olemassa jatkuva
funktio g : X — R, jolle pditee

supg(x) =sup f(z) ja inf g(x) = inf ().

zeX z€A zeX €A

Taméan Lauseen todistus ohitetaan. Tarkoituksena on vain luoda perustaa jolla
voidaan arvoida jatkuvia funktioita derivoituvilla funktioilla. Metrinen avaruus tar-
koittaa joukkoa, jossa etdisyydet pisteitten vililla on méaritelty.

MAARITELMA 2.17. Funktion € : RY — R on posiitiivinen symmetrinen silottaja
jos

(1) 0 € C=(RY),

(2) spt(6 ) C{zeRY: |z <1}

(3) fRN x)dr =1,

(4) 0(x) = (|:1:\ ) Jollekin iR — R

(5) 6(z) > 0 kaikilla = € RV,

Silottajan heuristisena tulkintana on kulmikkaiden funktioiden silottaminen. Esi-
merkiksi funktio § : RY — R

0(z) = C’e:x;p(‘|2 1) |z < 1

on silottaja, kunhan valitaan C' € R siten, ettd [,y 6(x)dz = 1.

LEMMA 2.18. Olkoon D C RY avoin ja rajoitettu joukko, ja f : D — R jatkuva
funktio. Tdilloin kaikilla € > 0 on olemassa f € C(RY) siten, etti

(@) = f(z)]s < e
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kaikilla x € D

TobisTus. Olkoon g : RY — RY jatkuva funktion f jatke Lauseen 2.16 mukaan.
Médéritelldsn 6, : RY — R, 0,(z) := x0(%). Olkoon (Mééritelmé 1.9)
fr = 91“ *g.
Nyt f. € C®(RY) kaikilla r > 0. Koska funktio g on tasaisesti jatkuva kompaktissa
joukossa K = {x € RY : p(z, D) < 1}, on olemassa 0 < 7 < 1 siten, etti
l9(y) —g(z)] < e

kun |y — z| < r. Kaikilla x € D pitee

5@ = @) =| [tz = o) - g(a)

_ /RN 0,(x —y)gly) — g(z) /RN 0, (x — y)dy‘

_ / e = 9)(9l) ~ 9(@))

< [ oo =)o) ~ o@)ldn < c,

joten valitaan siis f := f,. 0

Niiden tyokalujen avulla passtdin méisrittelemidn aste jatkuville, C(D)", funk-
tioille.

MAARITELMA 2.19. Olkoon ¢ € C(D)N jap ¢ RV \ ¢(9D). Funktion ¢ topologi-
nen aste, d(¢, D, p), on luku d(zp, D, p) milld tahansa ¢ € C*(D)V, jolle [ (z)—o¢(z)| <
p(p, #(OD)) kaikilla z € D.

Miksi nain?

Arvioidaan funktion ¢ jokaista komponenttia ¢; Lemman 2.18 mukaan jatkuvasti
derivoituvalla funktiolla ¢ niin saadaan |¢(z) — ¢(x)| < p(p, $(0D)) kaikilla = € D.
Nyt voidaan siis olettaa ettéd p ¢ (0D) koska p ¢ ¢(9D).

Ei ole siis valid miten funktio v valitaan, silld kun mééritelliin homotopia

H(z,t) := tr(z) + (1 — t)ho(x), te€[0,1]
jap ¢ H(OD,t) kaikilla t € [0, 1] niin
[H(z,t) — ¢(z)] = [t(r(z) — ¢(z)) + (1 — t)(¢2(z) — ¢(2))|

<ty (2) = o) + (1 = 1)|¢ha(z) — ()|
<tp(p,(0D)) + (1 = t)p(p, $(OD))
= p(p, p(9D)).

Lauseen 2.13 (3) perusteella siis d(¢q, D, p) = d(¢9, D, p).

ProposITIO 2.20. Maddritelmassa 2.19 funktio 1 voidaan valita siten, etti p ¢
(Zy).

Tamén Proposition todistus ohitetaan, [1, s. 18-19].
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Kuva 2.7. Sopivalla silottajalla ei-jatkuvasti differentioituvasta funk-
tiosta saadaan differentioituva siten, etté funktion kulku ei muutu oleel-
lisesti, eikd myoskaan funktion aste pisteessid p. Kuvassa sininen kayri
on silottajalla operoitu graafi.

LAuse 2.21. Olkoon f : RN_—> RN CY diffeomorfismi ja E C RN avoin ja rajoi-
tettu joukko siten, etti f(E) = D. Olkoon g = f~'(p),p & ¢(OD) jat = f~1ogo f,
missi ¢ € C(D,RYN). Tdlloin d(¢, D, p) = d(¢, E, q)

TobisTtus. Kun funktio f on diffeomorfismi niin f(OF) = 0D ja jos

q€Y(OE) & [THp) € [Togo f(OE) & p e ¢p(dD),

joten g ¢ (0F) ja d(¢, F, q) on hyvin mééritelty.

Jaetaan todistus kolmeen lyhyeen osaan.
Osa 1: Oletetaan, etti ¢ € CY(D)N ja p ¢ ¢(Zs). Voidaan olettaa, ettd q & (Zy).
Néytetéadn, ettd tdssd tapauksessa d(v, E,q) = d(¢, D, p).

AW, B,q) = > sen(Jy(y))

P(y)=q

- det V f(y)
= X [det(W(f w)) (det Vf<f—1<¢<f<y>>>>) ]

(ftogof)(y)=F~"1(p)

— Y sen(det(Vo( )

(¢of)(y)=p

— Z sgn(det(Vo(z)))

#(x)=p
= (¢,D,p).

Osa 2. Jos p € ¢(Z,), Lemman 2.5 perusteella pistettd p voidaan approksimoida:
{pn} C #(Zy)°. Saadaan {g,} = {f ' (pn)} C ¥(Zy)¢, eli Lauseen 2.13 (1) ja osan 1
perusteella d(¢, E, q) = d(¢, D, p).

Osa 3. Olkoon nyt taas ¢ € C(D)V. Arvioidaan funktiota ¢ funktiojonolla ¢, €
C'(D)" joka suppence tasaisesti kohti funktiota ¢. Madritelldsn 1, == f~' o ¢, o f.
Tallsin ¢, € C*(E)Y ja funktiojono 1), suppenee tasaisesti kohti funktiota ¢ ja osan
2 ja Lauseen 2.13 perusteella d(y, E, q) = d(¢, D, p). O



LUKU 3

Topologisen asteen ominaisuuksia

Topologinen aste riippuu voimakkaasti funktiosta ¢, funktion méérittelyjoukosta
D, sen reunasta 0D ja tietysti myos pisteestd p. Téssé luvussa on tarkoitus kiyda
lapi mitka kaikki asiat vaikuttavat funktion topologiseen asteeseen.

3.1. Asteen riippuvuus funktiosta ¢ ja pisteesti p

Tassd kappaleessa on tarkoitus tutkia miten funktion aste kayttaytyy kun tar-
kastellaan jatkuvia funktioita. Osoittautuu, ettd pienilla lisdoletuksilla ja enemmaélld
esitiedolla pystytddn yleistaméédn luvun 2 tuloksia myos jatkuville funktioille. Katso-
taan myos millaisille funktioille asteen méérittdminen on helppoa ja missé tilanteissa
aste pysyy vakiona.

LAUSE 3.1. Olkoon ¢ € C(D)N,p & ¢(0D) ja d(¢, D,p) # 0. Tdlldin on olemassa
x € D siten, etti ¢(x) =p

_TopisTus. Oletetaan, ettéd p ¢ ¢(D). Koska p ¢ ¢(9D), niin p ¢ #(D). Koska
¢(D) on kompakti joukko, niin p(p, p(0D)) > 0. Proposition 2.20 mukaan voidaan
valita ¢ € C1(D)V siten, etté ||[v — @] < p(p, #(OD)) ja p & ¥w(Zy) U(0D). Nyt on
siis p ¢ ¥(D) ja siten Misritelmin 2.19 mukaan

0=d(¥,D,p) =d(¢,D,p),
miké on ristiriita. U

Madritelladn nyt homotopia myos jatkuville funktioille, ero edelliseen méaéritel-
mééan liittyy siis funktioiden derivoituvuuteen.

MAARITELMA 3.2. H : D x [0,1] — RY on C° homotopia funktioiden ¢, €
C(D)N vililla jos H on jatkuva joukossa D x [0, 1], H(z,0) = ¢(x) ja H(x,1) = ¢ (x)
kaikilla x € D.

LAUSE 3.3. Olkoon ¢ € C(D)N jap ¢ ¢(0D). Tdllgin

(1) kaikilla ¢ € C(D)N, joille ||vp — ¢|| < p(p, p(OD)), pitee

d(¢, D, p) = d(¥, D,p);
(2) jos H(z,t) =: hy(x) on C°-homotopia funktioiden hg, hy vililld ja p ¢ hy(OD)
kaikilla t € [0,1], niin d(hy,, D,p) = d(hy,, D, p) kaikilla t1,t5 € [0,1]
(3) jos p1,p2 kuuluvat samaan joukon RN \ ¢(0D) yhtendiseen komponenttiin,
nim
d(¢7 Dapl) - d(¢7 D7p2>
Ohitetaan tdméan Lauseen todistus, silld se on hyvin samantapainen kuin edelld
olleet, [1, s. 30-31].
22
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LAUSE 3.4. Olkoon ¢, € C(D)N sellaisia, etti ¢|lop = |ap. Télléin d(¢, D,p) =
d(¢, D, p) kaikilla p ¢ ¢(0D).

Tama on siis taysin vastaava Lauseelle 2.14, mutta patee myos jatkuville funk-
tioille. Tama& on kuitenkin hyvin mielenkiintoinen tulos, silla téstd Lauseesta seuraa,
ettd jatkuvankin funktion topologinen aste riippuu voimakkaasti sen maérittelyjoukon
reunan kuvajoukosta.

Tobistus. Kun ¢(0D) = (D), asteet d(¢, D,p) ja d(¢p, D,p) ovat olemassa
kaikilla p ¢ ¢(0D). Olkoon

H(z,t) == tp(z) + (1 —t)y(z), v €D, te|0,1].

H on C°-homotopia funktioiden ¢ ja ¢ vélilld ja H(OD,t) = ¢(dD). Lauseen 3.3 (2)
mukaan, d(H (-, t), D,p) ei riipu parametrista t € [0, 1] ja siten

d(¢, D,p) = d(¥, D, p).

ESIMERKKI 3.5. Olkooon D = |—1,1[ x |—1,1] ja
o(z,y) = (max{|z], |y|},0), kaikilla z € D.

Mééritellaan d(¢, D, p) kun p = (0,0).
Nyt siis ¢ on jatkuva, (0,0) ¢ ¢(0D) ja siten d(¢, D,p)on hyvin maédritelty.
Funktio ¢ kuvaakin joukon D reunan yhdeksi pisteeksi, ¢(0D) = (1,0). Mééritelldén

Y(z,y) = (1,0) kaikilla x € D.

Tallsin ]sp = Glop ja p ¢ (D). Tallsin Lauseen 3.1 mukaan d(v, D,p) = 0 ja
Lauseen 3.4 mukaan myos d(¢, D, p) = 0. Huomaa kuitenkin, ettd vaikka d(¢, D, p) =
0 niin silti yhtélolla ¢(z) = p on ratkaisu. Lauseen 3.1 kéénteinen versio ei siis pidé
paikkaansa.

PROPOSITIO 3.6. Olkoon ¢ € C(D)N,p & ¢(dD) ja g € RN. Tdlljin

Taméan Lauseen todistus seuraa suoraan asteen maaritelmasta.

3.2. Asteen riippuvuus joukosta D

Funktion aste d(¢,D,p) riippuu myos voimakkaasti joukosta D. Kdydaan lapi
muutamia ominaisuuksia, miten aste kayttaytyy erilaisilla joukoilla D.

LAUSE 3.7. Olkoon ¢ € C(D)N ja p & ¢(0D).

(1) Jos D = U,ey Di ja kaikilla i joukot D; ovat avoimia ja keskenddn pistevie-
raita, nun
d(¢,D,p) = _d(¢, Di,p)
iEN
(2) Jos K C D on kompakti joukko ja p & ¢(K), niin
d(¢,D,p) =d(¢, D\ K,p)
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TODISTUS. (1) Koska 0D; C 0D, niin d(¢, D;,p) on hyvin mééritelty. Ol-
koon ¢ € C'(D)™ sellainen, ettd ||p — || < p(p, 6(OD1)) Ja p ¢ (7).
Talloin

(p,#(0D)) < p(p, $(9D;))
ja myos
d(¢a Dz',P) = d(vauP)

Koska p ¢ ¢(Zy) ja joukot D; ovat keskenddn pistevieraita, Lauseen 3.1
mukaan vain darellisen monessa joukossa D; aste d(¢, D;,p) # 0. Voidaan
olettaa, ettd d(v, D;,p) # 0 kun i = 1,...,1 ja d(v, D;, p) = 0 kaikille ¢ > [.
Talloin

d(¢,D,p) = Y sgn(Jy(x))

:cew()
=§; ewz D.sgn(Jzﬁ(x))
ZZCZ(@D, D, p)
Zi_o; (¥, D, p)
:i d(¢, Ds, p).

=1

(2) Olkoon ¢ € CY (D) siten, ettd [|¢ — ¢[| < p(p, ¢(K UID)) ja p ¢ ¥(Zy).
Triviaalisti p ¢ ¢(K) ja siten

(¢, D,p) = d(¢, D\ K, p).
Koska ||¢ — ¢||p\x < p(p, (0D U K)) < p(p, $(0D)), niin saadaan
d(¢7 D7p) = d(w7 ‘D7p)'

Huomataan, ettd (D \ K) C 9D U K. Siten pétee myos ||¢ — ¥||p\x <
o — ¢llp < p(p, 9(OD U K)) < p(p, ¢(A(D \ K))) ja siten

d(¢, D\ K,p) = d(¢), D\ K, p) = d(¢, D,p) = d(¢, D, p)

O

Erakko-p-piste tarkoittaa, ettd on olemassa avoin pallo B(zg, ), r > 0 siten, etté
B(zg,7) N ¢~ (p) = wo.
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Kuva 3.1. Piste z¢ on funktion ¢ erakko-p-piste.

MAARITELMA 3.8. Olkoon ¢ € C(D)N,p & ¢(dD) ja piste 1y € D erakko-p-piste
funktiolla ¢. Olkoon V miké tahansa pisteen x, ympéristo siten, ettd V ei sisélla
muita funktion ¢ p-pisteitd. Madritellddn funktion ¢ indeksi pisteen (z,p) suhteen
kaavalla

i(¢, x0,p) :=d(¢, V. p)
kaikilla V| joille V N ¢~ (p) = 0.
Tamé on hyvin maaritelty, silla kaikilla V' péatee p ¢ ¢(0V). Ja vieldpéd voidaan
todeta, ettd d(¢,V;,p) = d(¢,V;,p) kaikilla ¢, j € N.
LAUSE 3.9. Olkoon ¢ € C(D)N jap ¢ ¢(0D).

(1) Jos ¢~ Y(p) on ddrellinen, niin d(¢, D, p) = Ea:azrl(p) i(¢p, z,p)

(2) Jos ¢ € CHD)N,a € ¢ (p) ja Jy(a) # 0, niin a on erakko-p-piste ja
i(p,a,p) = (—1)¥, missi v on V¢(a):n reaaliarvoisten negatiivisten omi-
naisarvojen lukumddrd (mukaanlaskettuna ominaisarvot \; = \; kun j # 1).

TODISTUS. (1) Koska ¢~!(p) on &érellinen, kaikki pisteet a € ¢~'(p) ovat
erakko-p-pisteita ja siten i(¢, a, p) on hyvin mééritelty. Merkitaan

¢ (p) = {a, ..., ax}.

Olkoon Vi, ..., Vi, € D avoimia joukkoja siten, ettd a; € V; kaikillaz € 1,..., k.
Médritelméasté 3.8 saadaan i(¢, a;,p) = d(¢, Vi, p). Talloin Lauseen 3.7 (2)
mukaan

= ( Uf 1Vzap)
=ﬂ¢D\Km
=d(¢, D, p),

missi K = D\ ULV,
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(2) Olkoon V' C D avoin joukko siten, ettd a € V,¢(a) = p ja ¢(x) # p kaikilla
x € V,x # a. Maéritelmén 3.8 mukaan pitee

i(, ai, p) = d(¢, V., p) = sgn(Js(a)).
Olkoon Ay, ..., A, derivaattamatriisin V¢ (a) ominaisarvot. Télloin
Jp(a) = A1 n,
jossa kompleksiset ominaisarvot ja niiden konjugaatit ovat pareina siten, etta
aa > 0 ja siten
sgu(Jy(a)) = (=1)"

3.3. Kertolaskulause

LAUSE 3.10 (Kertolaskulause). Olkoon ¢ € C(D)Y ja M C RN avoin joukko ja
(D) C M. Olkoon myds A = M\ ¢(0D) ja p € C(M)N. Olkoon (A;)ien joukon A
yhtendisii komponentteja ja p ¢ 1 o p(OD) U(OM). Tdlldin pdtee

(1) p & Y (0A;)kaikilla i € N
(2) d(w o ¢7 Dap) = ZieN d(% Azap>d<¢7 Da Az)

A = M\ ¢(dD)

Kuva 3.2. Kertolasku Lauseen joukot

ToDISTUS.

(1) Huomataan, ettd 0A; C OM U ¢(0D) kaikilla i € N. Silld jos ¢ € 9A;
jollakin i € N, niin téllsin ¢ € 0A; € A; C M. Oletetaan, ettd ¢ ¢ OM.
Télloin voidaan todeta, ettd ¢ € M = U,en4;, joten sopivalle j € N saadaan
q € Ajjai#j. Nain siis A; N A; # (), miké on ristiriita. Néin siis saadaan

0A; C OM U ¢(0D),

eli d(v, A;, p) on hyvin maéritelty. Myos p ¢ 1o ¢(0D) ja siten d(¢ o ¢, D, p)
on hyvin mééritelty. Koska A; on joukon M\ ¢(0D) yhtendinen komponentti,
voidaan todeta, ettd A; on joukon RY \ ¢(dD) yhteniinen osajoukko ja siten
A; on osajoukko joukon RY \ ¢(0D) yhteniisestii komponentista D;. Aste
d(¢, D, q) on vakio kun g € D;. Merkitdan tété vakiota d(¢, D, A;).
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Osoitetaan, ettd on vain dérellinen mééra indekseja i siten, etta d(v, A;, p) #
0. Valitaan f € C'(M)" siten, etti
Lf =9Il < plp, p(OM))

jap ¢ f(Zs). Koska on vain #érellinen mééra pisteitd = joilla f(z) = p ja
koska joukot A; ovat keskenédin pistevieraita, on &érellisen monta indeksia 4

siten, ettd yhtalolla f(z) = p on ratkaisu joukossa A;. Olkoon ndmé joukot
Ay, ..., Ag. Talloin patee d(f, A;,p) = 0 kaikilla i > k. Koska

1f = dlla, < If =2l < plp, ¥(OM)) < p(p, ¥(0A;)),
saadaan d(f, A;,p) = d(v, A, p) kaikilla i € N ja siten myos

kaikilla ¢ > k
Téamén kohdan tarkka todistus ohitetaan, silld se on tarpeettoman pitka, [1,
s. 36-39]. Kédydddn kuitenkin lapi todistuksen ajatus. Oletetaan, ettd ¢ €

CYM)N,¢ € CY(D)Y jap ¢ ¢ 0 ¢(Zyog). Tallsin p ¢ (Zy) ja y ¢ ¢(Zs)
kaikilla y € ¢~ !(p). Siten

Ao, D,p)= > sgu(Jyes(1))

pod(z)=p

= > senlJulol@))sn(Jo(@)

pop(z)=p

= D ) seu(Jy(y))sgn(Jy(x))

Y(y)=p ¢(z)=y
= Z sgn(Jy(y))d(¢, D,y)

P(y)=p
=3 % sen(Ju(y)d(6, D, A)

Ai p(y)=p

= Z d(’(/}, Al,p)d(¢, D7 Al)?

missd x € D,y € A jay € A,;. Todistuksen loppu tdydennetdin tarkaste-
lemalla vield tilanteita joissa piste p on kriittinen piste ja tilanteita joissa
funktiot ¢ ja ¢ eivét ole jatkuvasti derivoituvia.

g



LUKU 4
Asteteorian sovelluksia

Topologinen aste liittyy vahvasti muuhun matematiikkaan, eiké se itsessédén ole-
kaan valttdmatta niin mielenkiintoinen. Téssé luvussa on tarkoitus kdyda lédpi tulok-
sia, joidenka todistamiseen asteteoriaa voi kayttaa hyodyksi. Kasitellddn kiintopiste-
lauseita, parittomia kuvauksia ja topologiaa.

4.1. Kiintopistelauseita

Asteteorian avulla voidaan todistaa muutamia kiintopistelauseita. Téssé kappa-
leessa kaydaan Brouwerin kitntopistelause ja seuraavassa kappaleessa katsotaan myos
Borsukin kiintopistelausetta.

PROPOSITIO 4.1. Olkoon E C RY kompakti ja konveksi joukko, 0 € int E. Tdlldin
on olemassa homeomorfismi o : RY — RY siten, ettdi

a(E) = B,
missd B on Buklidisen avaruuden yksikkopallo joukossa RV .
Ohitetaan tdmén Proposition todistus, [1, s. 50].

LAUSE 4.2 (Ensimmiinen versio Brouwerin kiintopistelauseesta). Olkoon D C RY

avoin ja rajoitettu joukko siten, ettd D on homeomorfinen suljetun yksikkdpallon B
kanssa. Olkoon ¢ € C(D)N funktio niin, etti ¢(D) C D. Tdillvin funktiolla ¢ on
olemassa kitntopiste joukossa D.

TobisTus. Olkoon funktlo a : D — B homeomorfismi (Propositio 4.1). Méri-
telldéin ¢ := a o ¢ o ! ja niytetddn, ettd funktiolla ¢» : B — B on kiintopiste.
Selvistikin funktio ¢ on jatkuva ja joko on olemassa = € 0B siten, ettd ¢ (z) = x (eli

funktiolla ¢ on kiintopiste) tai ¢(z) # x kaikilla 2 € 9B. Olkoon
H(z,t) =2 —t(z) kun z € B,t € [0,1].
Talloin 0 ¢ H (0B, t) milldén ¢ € [0, 1] ja siten Lauseen 3.3 (2) mukaan d(H(.,t), B,0)
el riipu parametrista ¢, joten
d(I —v,B,0) =d(H(.,1)
= d(H(.,0)
=d(I, B,0)

7B7O>
7B’O)
=1,

missé [ on identtinen kuvaus x — z. Lauseen 3.1 perusteella yhtalolla (1 —¢)(z) =0
on ratkaisu joukossa B ts. funktiolla ) on kiintopiste Z € B. Asettamalla y € D siten,
ettd y = a~!(r) saadaan

¢(y) =y.

28
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U

SEURAUS 4.3 (Toinen versio Brouwerin kiintopistelauseesta). Olkoon K C RY
kompakti ja konveksi joukko ja int K # (). Olkoon funktio ¢ € C(K)N sellainen, ettd
o(K) C K. Tdlloin funktiolla ¢ on kiintopiste.

TopisTus. Olkoon zy € int K ja médritelliin 7' : RY — RY T(z) = z — z.
Télléin T'(K) on kompakti ja konveksi joukko ja 0 € int T'(K') Proposition 4.1 mukaan
on olemassa homeomorfismi o : T'(K) — B. Maéaritellaan

v:=TogpoT '
Talloin ¢ : T(K) — T(K) on jatkuva ja Lauseen 4.2 mukaan funktiolla ¢ on kiinto-
piste y € T(K). Olkoon = € K siten, ettd y = T'(z), eli kun

WT(O(T W) =y

joten
T (y) ==
Talloin péatee myos
T (y) ==,
eli lopulta
¢(r) ==

Kaydaan 1api yksi esimerkki Brouwerin kiintopistelauseesta.

ESIMERKKI 4.4. Olkoon A = (a;;) N x N matriisi, jossa a;; > 0 kaikilla 1, j.
Néaytetadn, ettd on olemassa A > 0,z # 0 siten ettd x; > 0 kaikilla ¢ ja Az = Ax.

Olkoon D :={x € RN : 2 > 0,4,..., N, Efil x; = 1}. Tapaus Az = 0 on triviaali,
joten oletetaan, ettd Az # 0 kaikilla z € D. Télloin Zf\;l(Aa:)z > « kaikilla x € D,
jollakin o > 0. Madritellasin funktio f : D — RN

Ax
A Zij\il(Am)i’

joka on jatkuva joukossa D. Nyt siis patee
> fila) =1
i=1

ja fi(x) > 0 kaikilla € D. Siten
f(D)ycD
ja Lauseen 4.2 perusteella on olemassa xy € D siten, ettd f(xg) = xo. Merkitdéan
N

)\ = Z(AZE())Z,

i=1
jolloin

Aill'o = )\SC().
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PROPOSITIO 4.5. Oletetaan, ettd N on pariton, 0 € D ja funktiolle ¢ € C(D)N
pitee 0 ¢ ¢p(0D). Talloin on olemassa y € 0D, X # 0 siten, ettd ¢(y) = \y.

Ohitetaan tdmén Proposition todistus, silld se on samantapainen kuin aiemmat,
[1,s. 51-52].

ESIMERKKI 4.6. Olkoon f : SN — SV jatkuva funktio siten, etti f(z) # —x
kaikilla € S¥. Niytetésn, ettd jos N on parillinen, niin funktiolla f on kiintopiste
joukossa S™V.

Lauseen 2.16 mukaan on olemassa jatkuva funktio F' : RN+t — RN+ siten, etté

F(x) = f(z) # —z kaikilla z € SY.
Proposition 4.5 mukaan kun N +1 on pariton ja F(SY) c SV, niin on olemassa A > 0
ja zg € SN siten, ettd
F(.To) = )\SL’Q = f(xo)
Joten |zg| = 1 = |f(x0)| ja kun f(zg) # —zo niin

f (5130) = Zo-
4.2. Parittomat kuvaukset

Topologinen aste riippuu voimakkaasti kuvaajan kuvajoukon kayttdytymisesta,
mistéd parittomat kuvaukset ovat yksi hyva esimerkki.

MAARITELMA 4.7. Joukkoa D C R¥ sanotaan symmetriseksi jos kaikilla z € D
pitee myos —x € D. Kuvausta ¢ : D — RM sanotaan parittomaksi kuvaukseksi jos

¢(x) = —¢(—x) kaikilla z € D
ESIMERKKI 4.8. Funktio f(z) = sin(x) on pariton, silla sin(z) = — sin(—x)

3]

-

Kuva 4.1. Funktiot f(z) = sin(z) ja g(x) = 23 — x ovat parittomia.

LEMMA 4.9. Olkoon D C RY rajoitettu, avoin ja symmetrinen joukko ja 0 ¢ D.
Olkoon ¢ : 0D — RY jatkuva, pariton ja nollasta eroava kuvaus. Tdlléin funktiolla ¢
on jatke ¢ : D — RN joka on myds jatkuva ja pariton, jolle pitee V¥(x) # 0 kaikilla
r € DNRN!
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Taméan Lemman todistus ohitetaan, silld sama ajatus tulee esille seuraavan lauseen
todistuksessa, [1, s. 59].

LAUSE 4.10 (Parittoman kuvauksen lausei Olkoon D C RY rajoitettu, avoin ja
symmetrinen joukko ja 0 € D. Olkoon ¢ € C(D)N funktio jolle 0 ¢ ¢(0D). Oletetaan

vield, ettd

() 4 ¢(—z)
[o(2)] © [¢(—x)|
kaikilla x € OD. Tdlldin d(¢, D,0) on pariton luku.

TobisTus. Jaetaan Lauseen todistus neljaén eri osaan.
Ensiksi ndytetidn, ettd voidaan olettaa, funktion ¢ olevan pariton kuvaus. Olkoon
Y D — RN o(x) := ¢(x) — ¢(—z). Tillsin ¢ on jatkuva kuvaus ja 0 ¢ (9D).
Erityisesti kun z € 9D niin
W) _ o) - d(-a)
(@) lo(z) — ¢(—x)|

Maaritellaan funktio

¢(—x) —¢(x) _ P(=x)
0(2) = p(=2)|  |(=2)|

+

H(z,t) := ¢(z) — to(—x)
kaikilla ¢ € [0, 1] kaikilla 2 € D. Selvistikin H on C° homotopia funktioiden ¢ ja 1)
vélilld. Jos H(x,t) = 0 jollakin x € 9D, erdélld t € [0, 1], niin pétee ¢(z) = to(—x)
ja t > 0. Tamén perusteella
o) o)
o(=2)|  [o(=2)|’

miké on ristiriita. Siispd H(z,t) # 0 kaikilla z € 0D ja kaikilla ¢ € [0, 1]. Néin voidaan
siis paatella, etté

d(¢, D,0) = d(¢, D, 0),

eli voidaan siis olettaa, ettd ¢ on pariton kuvaus, ja tdmé oletus pidetdan voimassa
todistuksen loppuun asti. Seuraavaksi osoitetaan, ettd voidaan olettaa, ettd ¢(z) = x
origon ympéristossi. Olkoon € > 0 ja U := B(0,¢) C D ja Dy := D\ U. Méritelldsin
¢ : UUOD — RY

NE? relU
hi(e) = {¢($), x € 0D.

Télloin ¢, on jatkuva funktio,
0Dy =90DU9U = 0D U0B(0,¢)
ja ¢1 on myos pariton kuvaus. Olkoon

¢2 = ¢1lop, -

Koska ¢, ei ole misséén nolla, Lemman 4.9 mukaan on olemassa funktion ¢, jatkuva
jatke, ¢3 : D; — RY ja ¢3 on pariton eikd saa arvoa nolla joukossa D N RN~1
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Méaritelladn myos

ou(w) = {%m e

T zeU.

My®6s funktio ¢4 on hyvin mééritelty, silli jos € U N D, = U N D, niin x € U ja

¢3(z) = da(z) =
On helppoa néyttad, ettd myos ¢4 on pariton, jatkuva kuvaus. Kaikilla x € 0D, pétee
x € 0D ja

Pa(7) = ¢3(7) = da(z) = d1(x) = ¢(x).
Siten, d(¢4, D,0) = d(¢, D,0),0 ¢ ¢,(0D) ja

Pa() ¢4(7)
|9a(2)] " |pa(—2)|’

kaikilla z € 9D.

Kolmanneksi niytetisn, ettid d(¢s, Di,0) on parillinen luku. Olkoon K := D; N
RYN=L. T#llsin 0 ¢ ¢3(K) ja on helppo nihd4 ettd K on joukon D; kompakti osajouk-
ko. Lauseen 3.7 (2) mukaan

d(¢37D170) = d(¢3a Dl \ K7 0) = d(¢37Di‘r U D1_70)7
missé Df := DNRY ja Di NRY. Lauseesta 3.7 (1) péételldtn, etti
d((bSaDl;O) = d(¢37DIr70) + d(¢37 D;,O)

Nyt Lauseen 2.21 mukaan aste ei muutu jatkuvasti derivoituvien funktioiden muut-
tujanvaihdoksessa, joten

d(¢3, Dy ,0) = d((=1) o ¢p30 (=), =I1(Dy),~1(0)) = d(¢s, Dy, 0).
Niin siis d(¢s, D1,0) = 2d(¢s, DT, 0).

Viimeiseksi todetaan, ettd d(¢4, D, 0) on pariton luku. Koska ¢|sp = ¢4lop, Palint v =

I, ¢4|p, = ¢3|p, ja D\ U = Dy niin Lauseen 3.7 ja Seurauksen 2.14 perusteella saa-
daan

d(¢, D, 0) = d(¢4, D, 0)

(¢4, D\ 0B(0,¢),0)

(pg,int UU (D \ U),0)

(¢4, int U, 0) + d(¢4, D\ U, 0)
=1+d(¢s,D\U,0)

=1+ d(¢3, D1,0)

=1+ 2d(¢3, DY, 0),

d(¢
d(¢
d

joten d(¢, D, 0) todella on pariton numero. d
HuoMAUTUS 4.11. Jos funktio ¢ € C(D)Y on pariton ja 0 ¢ ¢(9D), tilldin
¢(x) 4 9= x)
o) (=)

kaikilla z € 9D ja Lause 4.10 pétee.
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Todistetaan viela Borsukin kiintopistelause kiayttamalla hyodyksi aiemmin saatuja
tuloksia.

LAUSE 4.12 (Borsukin kiintopistelause). Olkoon D C RY avoin, rajoitettu ja sym-
metrinen joukko, joka sisdltdd nollan. Olkoon myds ¢ : 0D — RM jatkuva funktio,
M < N. Tilloin on olemassa x € 0D, jolle pitee ¢(x) = ¢(—x)

TobisTus. Tulkitaan avaruus RM avaruuden RY osajoukoksi {z = (z1,...,2y) €
RN : xp41,...2x = 0}. Olkoon ¢(x) := ¢(x) — ¢(—x) kaikilla x € 9D. Riittda
osoittaa, ettd on olemassa = € 9D, jolla (x) = 0.

Oletetaan nyt antiteesin mukaisesti etta ¢(x) # 0 kaikilla x € 9D. Koska kuvaus
Y : 0D — RM on jatkuva, pariton, eiki saa misséin nollaa ja

¥(x)
V()|

(=)
¥ ()|

#+ kaikilla = € 0D,

niin Lauseen 4.10 mukaan d(v), D,0) on pariton. Toisaalta Lauseen 3.3 mukaan on
olemassa €y > 0 siten, ettd kaikilla 0 < € < ¢y, pétee

d(¢7 D?pG) = d(w? D? 0)7

missd p. = (0,...,0,¢). Néin siis d(¢, D,p.) # 0 ja Lauseen 3.1 perusteella p. €
(D) C RM kaikilla 0 < € < ¢ joka on ristiriita silld p, ¢ RM. O

4.3. Jordanin erotuslause ja topologinen aste injektiolle

Kuten jo aiemmin on todettu, niin topologista astetta pystyy hyodyntdmé&in
erilaisten lauseiden todistamiseen. Tarkastellaan téssd kappaleessa Jordanin erotus-
lausetta, jonka avulla padstdan késiksi vield injektioiden topologiseen asteeseen.

LAUSE 4.13 (Jordanin erotuslause). Olkoon K,L C RN N > 2, kompakteja kes-
kenddn homeomortfisia joukkoja. Tédlloin joko joukoilla K¢ ja L° on sama ddarellinen
mddrd yhtendisid komponentteja tai molemmilla on numeroituvasti ddreton mddard
yhtendisid komponentteja.

Tamén tuloksen todistus on pitkd, mutta siitd huolimatta kdydain se lapi, silld
siind sidotaan hyvin topologia ja topologinen aste toisiinsa.

TobisTus. Olkoon {A; : i € I} perhe joukon K¢ yhteniisid komponentteja.
Joukot A; ovat keskenéén pistevieraita, ja koska joukko K on suljettu, niin joukot A;
ovat avoimia (Lause 1.4). Joukkoja A; on enintdén numeroituva mééré (1.5). Voidaan
siis olettaa, ettd I C N ja jos ¢ € I,4 > 2 niin myos ¢ — 1 € I. Koska K on rajoitettu
joukko, tésmaélleen yksi joukon K¢ yhtenéisistd komponenteista on rajoittamaton,
olkoon se Ay.
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Kuva 4.2. Joukot K, L, A; ja D, ja funktiot ¢ ja 1.

Samoin olkoon {D, : r € R} joukon L¢ yhteniisid komponentteja, R C N. Jos
r € Rjar > 2 niinr—1 € R. Olkoon myos Dy ainut rajoittamaton yhtenédinen kom-
ponentti. Olkoon h : K — L homeomorfismi. Lauseen 2.16 perusteella on olemassa
jatkuva funktion A jatke ¢ : RY — R ja jatkuva funktion h~' jatke ¢ : RY — RY.
Néytetéddn, ettd kaikilla ¢, 5 > 1, pétee
|R|
5ij = Z d(¢7 Aia Dk)d(wv Dka Aj)a
k=1

i

0ij =Y d(¢, Av, Di)d(, Dy, Ay).
k=1

Téssé 0,5 viitaa Kroneckerin deltaan, eli 6;; = 1 jos i = j, muutoin 0. Témén jilkeen
néytetddn lineaarialgebraa hyodyntéen, ettd #R = #1.

Kiinnitetddn j € N ja olkoon {G] : I € A} joukon ¢(0A;)¢ yhtenédisid komponent-
tejaja A C Njajosl>2e€ Aniinl —1 e A Koska 0A; C K on rajoitettu, ¢p(0A))
on kompakti joukko ja siten tésmélleen yksi joukko perheestéa G{ on rajoittamaton,
olkoon se Gg. Nyt siis patee

K*© = UiGIAja L = UTERDra (¢(6Aj))c = UleAG{-

Gl

Kuva 4.3. Kuvaa 4.2 mukaillen: j = 1, joukko ¢(90A;). Tamén komple-
mentin yhteniisid komponentteja ovat joukot G ja GJ.

Viite 1: Kaikilla r € N on olemassa | € N siten, ettd D, C G{.

Kun kiinnitetdén r € N, huomataan, ettd 0A; C K ja siten ¢p(0A;) C ¢(K) C L
jasiten L¢ C ¢(0A;)¢. Nyt siis D, C L® C ¢p(0A;)¢ ja koska D, on yhtenéinen, télloin
on olemassa [ € N siten, ettd D, C G{ )
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Numeroidaan joukot {D,} uudelleen siten, etté

Ul =DyUD},UD},U-- CG}
Ul]:Dlj,IUDl],Z "'CG{>

misséd j viittaa joukon A; indeksiin ja [ joukon G{ indeksiin. Huomaa, ettd kuvien
4.2 ja 4.3 tapauksessa U1 D}, C Gi C (¢(0A1))°. Indeksi 0 viittaa edelleen sithen
joukkoon, joka on ei ole rajmtettu

Viite 2: d(v,G,p) = S0 (¥, Di.p) kunp € A jal>1

Néytetddn ensin etta d(1, Gz ,p) on hyvin mééritelty. Riittadd nayttaa, etta 8G{ C
L. Olkoon 2 € OGY ja oletetaan ettii = ¢ L (antiteesi). Jollakin r pitee 2 € D,. Koska
D, C Gj , niin pétee myds z € Gj . Néin ollen G{ NGy # 0, ja koska joukot G{
ovat yhtenalsla komponentteja, niin l = [(r) ja siten z € 3G{ N G{ , miké on ristiriita,
silli G on avoin. Siten 0G7 C L ja

Y(0G]) C (L) =

Koska p € A;, niin p ¢ K, josta taas saadaan p ¢ LZJ(@G{) joten d(v, G{,p) on hyvin
médritelty.

Sopivalla r,0D], = 0D, ja L° = U,egD,. Néin siis 9D, C L ja kuten edelli
todettiin, niin myos d(1, Dlj’ 4> P) on hyvin mééaritelty.

Madritelladn kompakti joukko M := 5? \ Ulj ja kiinnitetddin x € M. Talloin
joko x € OG] tai x € G \ Uj. Siten pitee & ¢ D, kaikilla 7. Niin ollen z € L ja
Y(z) € (L) = K. Lisdksi jos p € A;, niin p ¢ (M) ja Lauseen 3.7 mukaan saadaan,
etta

d(y, G}, p) = d(¢, G \ M, p) = d(4, U], p) = Zd Y, D, p)

Viite 3: 5ij = 20:1 d(@[), DT7 Az>d(¢, Aj, DT) kun Z,j Z 1.
Kiinnittamélld p € A, ja kidyttamalla Kertolaskulausetta (3.10), saadaan

o

d(w o ¢7 Aj,]?) = Z d(wa G?»P)d(ﬁ Aja G?)?
=1

missid Kertolaskulauseen oletukset ovat voimassa, silld p ¢ ¢ o ¢(0A;) C K, jap ¢
Y(0G]) C K. Summa on myds ddrellinen. Koska D’ C GJ, niin péitelldsn etti

d(o, A, G{ ) =d(¢, A, Dljk) kaikilla k. Talloin viitteen 2 kanssa saadaan

o0

d( 0 ¢, A;,p) Zd ¢, Gl p)d(¢, A, DY)

—ZZdw D, p)d(6,A;, D).

=1 k=1



4.3. JORDANIN EROTUSLAUSE JA TOPOLOGINEN ASTE INJEKTIOLLE 36

Muistetaan my6s, etta d(i, A;, D&k) = d(¢, A, G{)) = 0 silla Gé ei ole rajoitettu ja
siten

d( o ¢, Aj,p > d(y, D, p)d(e, A;, D)

0 k=1

d(% Drap>d(¢v Aj? DT)?

o
NE

l

I
NE

r=1

kun {D, :r > 1} = {D}, : 1 > 0,k > 1}. Koska joukot A; ovat yhteniisié kompo-
nentteja ja p € A;, niin viimeisin yhtdsuuruus voidaan kirjoittaa muotoon

(o ¢, Aj, A:) =Y d(, Dy, A)d(¢, Az, Dy).
r=1

Kéyttamalld tietoa 0A; C K, eli A; ¢ ¢(0A;) japog(x) = x kaikilla z € K, saadaan
d(dj o Qb, Ajv Az) = d(]v Aja Al) = 5ij7

eli

(4.1) 0ij = id(¢aDr,Ai)d(¢a Aj, Dy).
r=1

Samaan tapaan perustellen saadaan

(4.2) 51']‘ = id(i/},Di,Ar)d(Cﬁ, Aij)'
r=1

Viite 4: {D, :r > 1,r € R} ja{A;:j > 1,7 €I} ovat bijektitvisii (#R = #I)
Puretaan vaite 4 kolmeen eri osaan.

Osa 1:R < 00 ja I < o0.

Madritellddn matriisi A € RF*!

Qps = d(¢7 Ara DS)

ja B € RI*XR
= d(% D, As)
Nyt siis AB € REXE eli
ay by - +aitbpy ... anbip + -+ aisbrg
aribyy +---+arbpn ... aribir +---+aribrr

Matriisin diagonaalille jaa siis
I I
Z aikbkj = Z d(¢7 Aia Dk)d(,l?b) Dka A]) = Ia
k=1 k=1

missé jokaisessa alkiossa ¢ = j. (Huom. I on luku.) Niin ollen matriisi AB on ava-
ruuden R¥*® identtinen matriisi ja sen ranki on R. Huomataan, etti

R =rank(AB) <rank A <min{R, [} <.
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Samoin matriisi BA € R/ on identtinen matriisi ja
I =rank(BA) <rank B <min{R, [} <R,
eli [ = R.
Osa 2: R =00 ja I = oc.
Téssd tapauksessa on selvéd, ettd {D, : r € R} ja {A; : 1 € I} ovat bijektiiviset.
Osa 3: R =00 ja I < c0.

Olkoon
X = R[z]
joukko reaalisia polynomeja kantana 1, x, 2%, 23, . ... Olkoon myds
Y :=span{l,z,2% 2%, ... 2’}

ja madritellddn kaksi lineaarikuvausta f: Y — X ja g: X — Y siten, etta

fx?) :Zamxr,j: 1,...,1
r=1

g(@?) : = Zbrjxr, j=1,...,00.
r=1

Koska a,; # 0 &érellisen monella » € N,j € {1,..., I}, funktiot f ja g ovat hyvin
médritelty. Nyt yhtalon 4.1 mukaan kiinnitetylla 7

fog= f(i1 br,a")
zz%mﬂ
:g%g%ﬁ
ST bt

r=1 s=1

=33, Dy A6, A Dyt

r=1 s=1

o0
s
= E (5jSZE
s=1

Samaan tapaan saadaan

go f=ua’.
Nyt kun kdydaan kaikki indeksit j lapi, saadaan fog = Ix ja go f = Iy missd Ix
on joukon X identtinen kuvaus ja Iy on joukon Y identtinen kuvaus. Siten

oo =rank(fog) <rankf < T

mik4 on ristiriita.
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Osa 4 : R <00 jal = o0.
Taméa osa menee tdysin samaan tapaan kuin edellinen. O

LAUSE 4.14. Olkoon D C RY avoin joukko ja funktio ¢ : D — R jatkuva injektio.
Tdlloin ¢(D) on avoin joukko.

Taméan Lauseen todistus jatetddn ndyttamaitta, [1, s. 68-69).

LAUSE 4.15. Olkoon D C RN avoin rajoitettu joukko, ja funktio ¢ € C(D)N
injektio. Tdlloin kaikilla p € ¢(D)

d(¢,D,p) = +1.
ToDISTUS. Lauseen 4.14 mukaan ¢(D) on avoin joukko, ja ¢~! : ¢(D)

%
on homeomorfismi. Olkoon p € ¢(D). Télloin on olemassa r > 0 siten, ettd B :
B(p,r) CC ¢(D). Olkoon

D

A:=D\ ¢ (0B).
Sovelletaan Lausetta 3.10 funktioon ¢ o ¢! : B — ¢(D) ja ¢~ : B — D. Olkoon
{A; : i € I} numeroituva perhe joukon A yhtenéisia komponentteja. Nyt siis pétee
pgpop ' (0B)=0B
ja
p & ¢(0D),

jolloin Kertolaskulauseen (3.10) perusteella
(43)  1=d(I,B,p) =d(éo6™", B,p) = > d(6, A p)d(67", B, Ay).
i=1

Nyt Jordanin erotuslauseen (4.13) mukaan joukolla ¢~!(0B)¢ on kaksi avointa yhte-
néistd komponenttia Dy ja Do siten, ettd D; on rajoitettu ja Dy on rajoittamaton.
Todistetaan vield, ettd on olemassa iy € [ siten, ettd Dy = A,;,.

Eli, A= D\ ¢ 1(0B) C ¢ '(9B)* ja voidaan piitelld, etti

Dl == ¢_1(B) C D \ Qb_l(aB) - A == UjEJAj'
Téaten Dy C A, jollakin ig € J. Koska
Ay, CAC ¢ (OB) C DU Dy,
ja joukot A;, ja D; ovat yhtendiset, niin A;, C D;. Siten
Aio = Dl-
Néin siis A; C Do kaikilla ¢ # 4 ja siten
d(¢™', B,A;) = d(¢™", B, Dy) = 0 kaikilla i # ig.

Edellisen ja yhtélon 4.3 perusteella

1= d<¢7 Aioap)d(gb_la Ba Aio)7
joten
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Riittda siis nayttaa, ettd d(¢, Ay, p) = d(¢, D, p). Olkoon

K :=D\A,,.
Koska d(¢, Ay, p) # 0, Lauseen 3.1 perusteella paitellddn, ettd p € ¢(4,;,) ja koska
¢ on injektio,

p & S(D\Ay).
Nyt puolestaan Lauseen 3.7 (2) mukaan

d(¢, Aiy,p) = d(¢, D\ K, p) = d(¢, D, p)

josta yhtéalon 4.4 kanssa saadaan

d(¢, D,p) = +1

O

ESIMERKKI 4.16. Olkoon funktio f : R — R, f(x) = ax® + bz* + cx + d, tillsin
f'(z) = 3ax® + 2bx + ¢ ja kaikilla 4b* — 12ac < 0 funktio f on injektio ja
-1 a<0
1 a>0

ﬂﬁR@z{

Toisaalta funktio g : |—2,2[ x |—2,2[ = R?, g(x,y) = (22,4?) ei ole injektio. J,(z) =
4zxy ja pisteelle p = (1, 1)

d(g,]-2,2 x ]-2,2[, (1,1)) = 0.
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