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Tiivistelma

Tutkielman p&ddaiheena on maanjdristysaaltoihin ja Maan sisdrakenteen tut-
kimiseen liittyvd kddnteinen kinemaattinen ongelma. Maapalloa mallinnetaan
kolmiulotteisella kompaktilla reunallisella monistolla B3(0, R), jonka séde nor-
mitetaan ykkoseksi R = 1. Aaltorintamat kulkevat pitkin geodeeseja, jotka si-
jaitsevat kokonaan avoimessa pallossa B3(0, 1) lukuun ottamatta paatepisteitd,
jotka ovat reunalla S%(0,1). Symmetrioiden nojalla tarkastelu voidaan siirtda
tasoon R?, jossa riittad tutkia kiekon B2(0,1) geodeeseja. Adnennopeus v =
v(r) oletetaan isotrooppiseksi ja aidosti positiiviseksi C1!([0,1])-funktioksi,

jolle v/(0) = 0. Lisdksi siltd vaaditaan Herglotz-ehto § (ﬁ) > 0 kaikil-

la r € [0,1]. Néiden oletusten vallitessa, Abel-integraalin kdantyvyyttd apu-
na kdyttden, todistetaan tutkielman péaéatulos: jos aaltojen matka-ajat reuna-
pisteiden vélilld tunnetaan kaikille saapumiskulmille ja reunanopeus v(1) tie-
detddn, ddnennopeus v(r) madrdytyy datasta yksikésitteisesti. Maapallon sisd-
rakenteesta saadaan siten tietoa pelkdstdan reunamittauksia tekemalla.

Abstract

The main subject of the thesis is the inverse kinematic problem related to seis-
mic waves and the study of the inner structure of the Earth. The Earth is mo-
delled by three-dimensional compact manifold with boundary B2(0, R) whose
radius is normed to one R = 1. The wave fronts travel along geodesics which
completely lie in the open ball B3(0,1) except the endpoints which are on the
boundary S?(0,1). By symmetry arguments the treatment can be transferred
to the plane R?, where it is enough to study the geodesics of the disk B2(0,1).
The speed of sound v = v(r) is assumed to be isotropic and strictly positive
C1([0, 1])-function for which v/(0) = 0. In addition it is required to satisfy the

Herglotz-condition % (%) > 0 forall r € [O, l]. Under these assumptions,

with the help of the invertibility of Abel-integral, we prove the main result of
the thesis: if the travel-times between boundary points are known for all arri-
val angles and the boundary speed v(1) is known, the speed of sound v(r) is
determined uniquely from the data. One can thus get information about the
inner structure of the Earth by only doing boundary measurements.
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1 Johdanto

Voiko maapallon sisdrakennetta tutkia maanjaristysaaltojen kulkuaikoja mit-
taamalla? T&td kutsutaan usein kédédnteiseksi kinemaattiseksi ongelmaksi, joka
on tdmédn sivuainetutkielman pddaiheena. Kysymykselld on pitkd historia ja
sen matemaattisen tdsmallinen késittely alkoi jo 1900-luvun alkupuolella Gus-
tav Herglotzin toimesta [1]. Lisdksi merkittavan kontribuution asiaan antoivat
my6s Emil Wiechert ja Karl Zoeppritz, joihin viitataan ldhteissd [2} 3 4]. On-
gelma on mielenkiintoinen siksi, ettd maapallon sisusta ei voi nykyteknolo-
gian turvin tutkia suoraan kuin rajalliseen syvyyteen asti (~ 10 km). Tamé&n
vuoksi tarvitaan epdsuoria metodeja sisdrakenteen selvittamiseksi eli kyseessd
on ns. inversio-ongelma. Kattava johdatus inversio-ongelmiin 16ytyy esimer-
kiksi ldhteista [2] 5]. Kdédnteiseen kinemaattiseen ongelmaan liittyvid viimeai-
kaisia tuloksia 10ytyy esimerkiksi lahteista [3] 4} 6].

Tutkielmassa johdetut tulokset eivit ole uusia, mutta niitd ei ole tiedettd-
vésti kirjoitettu vastaavalla tavalla puhtaaksi ainakaan julkaistuissa artikke-
leissa tai muussa kirjallisuudessa. Taméan vuoksi ty6ssa ei varsinaisesti seurata
mitddn kirjallisuusldhdettd. Aihetta on kuitenkin késitelty ainakin Helsingin
yliopiston matematiikan ja tilastotieteen laitoksen inversio-ongelmien yksikén
seminaareissa [7, [8]. Kappaleessa 4 ja hieman my6s kappaleessa 3 on sivuttu
lahdettd [5]], jossa tosin ongelman ldhestymistapa on erilainen. Osoittautuu,
ettd tiettyjen yksinkertaistuksien ja symmetriaoletusten vallitessa inversio-on-
gelmalla on yksikésitteinen ratkaisu. Pddtulos on:

”Oletetaan, ettd Herglotz-ehto on voimassa. Jos maanjdristys-
aaltojen kulkuajat reunapisteiden vililld tunnetaan kaikille saapu-
miskulmille ja aallon reunanopeus tiedetddn, nopeus Maan sisélld
madrdytyy mittausdatasta yksikéasitteisesti”.

Tutkielman rakenne on seuraavanlainen. Aivan ensimmaiseksi kerrataan
tarvittava maara Riemannin geometriaa, jotta ongelman matemaattisen tdsmail-
linen kisittely on mahdollista. Lisdksi varsinainen inversio-ongelma moti-
voidaan ja muotoillaan ldhtien liikkeelle fysikaalisista periaatteista. Tamén
jilkeen tarkastellaan pallon B"(0,1), n > 2, geodeeseja sekd midritellddn
Herglotz-ehto, joka on keskeinen rajoite ddnennopeudelle ongelman ratkea-
vuuden kannalta. Samalla tutkitaan, millaiset geodeesit toteuttavat ehdon, ja
mikéd on sen geometrinen tulkinta. Lopuksi todistetaan tutkielman paatulos
kéayttden hyvaksi Herglotz-ehtoa ja Abel-integraalin kddntyvyyttd sekd anne-
taan esimerkki, kuinka ddnennopeus voidaan kdytdnnossa konstruoida mit-
tausdatasta yksinkertaisessa tapauksessa.



2 Lahtoasetelma

Muotoillaan kinemaattinen inversio-ongelma tasmallisesti Riemannin geomet-
rian avulla. Sitd ennen kerrataan perusasioita differentiaaligeometriasta ja Rie-
mannin geometriasta.

2.1 Riemannin geometriaa

Kédyddan lapi muutamia mddritelmid ja perustuloksia, joita tyossd tarvitaan
jatkossa. Tarvittavien tulosten todistukset 10ytyvit esimerkiksi ldhteista [9) 10,
11]).

Miiritelmi 2.1. Riemannin monisto on pari (M, g), jossa M on siled n-ulottei-
nen monisto ja g : X(M) x X (M) — F (M) on positiividefiniitti symmetrinen
(0, 2)-tensorikenttd, jota kutsutaan Riemannin metriikaksi tai metriseksi ten-
soriksi. Téassd X' (M) tarkoittaa vektorikenttien muodostamaa F(M)-modulia
jaF(M)={f: M —R: f on C®funktio}.

Metrinen tensori g on siis F (M)-multilineaarikuvaus, joka liittd4 jokaises-
sa pisteessd p € M sisdtulon g, tangenttiavaruuteen T, M. Lokaaleissa koor-
dinaateissa g:114 on esitys

g= Zgijdxidxj , &ii=800,9;), ije{l,...,n},
L

missd x : M — R", x(p) = (x'(p),...,x"(p)), ovat lokaalit koordinaatit ja
d1,...,0, niitd vastaavat koordinaattivektorikentit. Sanalla metriikka viita-
taan asiayhteydestd riippuen joko metriseen tensoriin g tai sen lokaaliin esi-
tykseen g;;. Huomaa, ettd saman siledn moniston M kaksi eri metriikkaa g1 ja
Qo> madraavat eri Riemannin monistot (M, 1) ja (M, g2).

Miiritelmi 2.2. Olkoot (M, g1) ja (M, g2) Riemannin monistoja. Metriikkojen
g1 ja g2 sanotaan olevan konformiset, jos on f € F(M) siten, ettd f(p) > 0
kaikilla p € Mja g2 = fg1.

Tutkielmassa monistona M tulee lopulta olemaan suljettu yksikkokiekko
B?(0,1) ja metriikkana on euklidisen metriikan kanssa konforminen metriikka
¢ = fgr, misséd kerroinfunktio riippuu vain séteestd f = f(r). Geometrisiin
tarkasteluihin tarvitaan konnektiota ja Christoffelin symboleita.

Maéritelmi 2.3. Olkoon x' : M — R lokaali koordinaatti. Christoffelin sym-
bolit 1"1.‘]. médritellddn lausekkeella

Vo, (9)) = Y Tk,
k

missd V : X(M) x X(M) — X (M) on Levi-Civita-konnektio tai kovariantti
derivaatta.

Lemma 2.4 ([9, propositio 3.13]). Christoffelin symbolit voidaan lausua metriikan
gij avulla muodossa
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Lisiiksi kovariantti derivaatta on lokaaleissa koordinaateissa
VxY=Y" <2Xfajyi +2r§kxfyk> 9 . %)
i j jk

Tutkielman keskeisin kédsite on geodeesi, joka on euklidisen avaruuden
suoran yleistys. Kirjallisuudessa polun -y : I — M parametria merkitddn usein
kirjaimella t. Tutkielmassa osoittautuu myohemmin, ettd parametrina voidaan
itse asiassa kdyttdd aikaa, jota merkitddn samalla symbolilla. Seuraavissa tar-
kasteluissa voikin t:td ajatella joko mielivaltaisena parametrina tai fysikaalise-
na aikana.

Propositio 2.5 ([9] propositio 3.18]). Olkoon 7y : I — M polku ja Z € X (vy) polul-
la -y midritelty vektorikentti. Levi-Civita-konnektio V indusoi kovariantin derivaatan
% polkua y pitkin ja lokaaleissa koordinaateissa piitee

D dzk cd(xioy)
7 — = K 7]
2 ;(dt +izj;rl] pr z)ak.

Vektorikentiin Z sanotaan olevan yhdensuuntainen polkua -y pitkin, jos %Z = 0.
Miiritelma 2.6. Polku y : I — M on geodeesi, jos 27 = 0, kun y(t) = %’y(t).

Geodeesi on siis polku, jonka tangenttivektorien  suunta sdilyy liikuttaes-
sa polkua pitkin. Madritelméastd seuraa myds, ettd S¢(7,7) = 2g(24,7) =0
eli geodeesin nopeus on vakio. Ekvivalentisti voi siis sanoa, ettid geodeesi on
polku, jonka kiihtyvyys %’)’/ on nolla. Geodeesit riippuvat metriikasta Chris-
toffelin symboleiden kautta.

Lemma 2.7 ([9) lemma 3.21]). Lokaaleissa koordinaateissa geodeesiyhtiilo on

FH Y e =0, kefl...n}, ®)
1

missii on notaation lyhentimiseksi identifioitu x* = x¥ o« ja #* = dx*/dt.

Geodeeseille voidaan antaa myos kaksi muuta karakterisaatiota pituus-
funktionaalin ja etdisyyksien minimoinnin avulla.

Propositio 2.8 ([9) seuraus 10.3]). Vakiovauhtinen polku -y on geodeesi metriikan g

suhteen jos ja vain jos y on pituusfunktionaalin Lg(y) = [;\/&(7,7)dt kriittinen
piste.

Propositio 2.9 ([9) lemma 5.14 ja seuraus 5.19]). Geodeesit ovat lokaalisti etiisyydet
minimoivia polkuja. Toisaalta, jos <y on etdisyydet minimoiva polku, niin y on uudel-
leenparametrisointia vaille geodeesi.

Seuraava lause on tdrked geodeeseja koskeva tulos, jota kaytetddn tutkiel-
massa toistuvasti. Tulos perustuu tavallisten differentiaaliyhtédléiden olemassa-
olo- ja yksikdsitteisyyslauseeseen ja on voimassa kaikille metriikoille g, joiden
lokaali esitys g;; : M — R on véhintdén Lipschitz-jatkuvasti derivoituva.



Lause 2.10 ([9, lemma 3.22 ja lemma 3.26]). Jos p € M ja v € T,M, niin on
olemassa avoin vili I > 0 ja yksikisitteinen geodeesi <y : I — M siten, etti y(0) = p
ja v(0) = v. Lisiksi polku § = yoh : ] — M, missi h : | — I on diffeomorfismi,
on geodeesi jos ja vain jos h(s) = as + b joillekin a,b € R.

Huomautus 2.11. Pisteen p kautta suuntaan v kulkeva geodeesi on siis yk-
sikdsitteinen. Lisdksi uudelleenparametrisoitu geodeesi sdilyy geodeesina jos
ja vain jos parametrisointi on affiini. Jos M on reunallinen monisto ja p €
dM, niin lause [2.10| on voimassa, kun monistolle M tehddidn esimerkiksi e-
mittainen laajennus (ks. huomautus 3.)).

Seuraavaa tavallisia differentiaaliyhtdloitd koskevaa tulosta kaytetdédn lau-
seen 3.21] todistuksessa.

Propositio 2.12 ([11} lause 17.4.1]). Olkoon U C R" avoin ja f : U — R”
Cl-kuvaus. Olkoon x : ] — R" alkuarvotehtivin % = f(x), x(0) = xy € U,
ratkaisu maksimaalisella miirittelyvdlillid | =]a, B[ 3 0. Jos B < oo, niin x(t) poistuu
jokaisesta U:n kompaktista osajoukosta, kun t — B. Vastaava piitee, jos & > —oo ja
f—a.

Huomautus 2.13. Edellistd propositiota voi soveltaa myos geodeesien tapauk-
sessa, silld ne ovat tavallisen differentiaaliyhtdlon (3)) ratkaisuja. Toisen asteen
differentiaaliyhtdlon voi aina muuttaa ensimmaistd astetta olevaksi differenti-
aaliyhtdlopariksi méaérittelemélld uudeksi muuttujaksi y = x.

Maiiritelmi 2.14. Riemannin monistojen vélinen diffeomorfismi ¢ : (M, gp1) —
(N, gn) on isometria, jos ¢*(gn) = gm. Siis kaikille p € Mja v, w € T,M pétee
gn(dg(v), dp(w))lp(p) = &m(o,w)]p.

Isometriat ovat luonnollisia eri Riemannin monistot identifioivia kuvauk-
sia, silld ne sdilyttavat metrisen struktuurin ennallaan. Seuraavaa tulosta kdyte-
tddn geodeesien symmetria-argumenteissa pariin otteeseen.

Propositio 2.15 ([10, propositio 5.6]). Isometria ¢ : M — N kuvaa geodeesit
geodeeseiksi: jos 7y on geodeesi monistolla M ja kulkee hetkelli ty pisteen p € M
kautta suuntaan v € Ty M, niin ¢ o 7y on geodeesi monistolla N ja kulkee hetkelld to
pisteen ¢(p) kautta suuntaan d¢(v).

Huomautus 2.16. Isometriat, joita tutkielmassa ldhinné tarvitaan, ovat rotaa-
tiot sekd peilaukset origon kautta kulkevan tason tai suoran suhteen. Eukli-
disessa tapauksessa ndmd kuvaukset tiedetddn isometrioiksi. Koska tyossd
kdytettdva metriikka on konforminen euklidisen metriikan kanssa ja konfor-
mikerroin riippuu vain radiaalikoordinaatista, ovat edelld mainitut kuvaukset
isometrioita myos konformisessa tilanteessa.

Kappaleessa 3 tarvitaan hieman alimonistojen teoriaa. Kdydadan tdssa lapi
vain valttiméattomat perusasiat.

Maiiritelmd 2.17. Olkoon M Riemannin monisto ja N C M sen alimonisto.
Tangenttiavaruus T;M voidaan esittdd summana T,M = T;N & T;N L kai-
kissa pisteissd g € N. Jokaisella tangenttivektorilla v € T;M on siten esitys
v = tanov + nor v, missd tanv € TyN ja nor v € T,;N=. Vastaavalla tavalla
jokainen vektorikenttd X € X(M) voidaan pisteittdin jakaa tangentiaali- ja
normaaliosaan X = tan X + nor X, missd tan X € X(N), nor X € X(N)* ja
X(N)+ ={X € X(M) : X, € TN kaikilla g € N}.



Eréas tarked kdsite Riemannin alimonistojen tutkimisessa on toinen perus-
muoto IL.

Maidéritelmd 2.18. Olkoon M Riemannin monisto ja N C M sen alimonisto.
Toinen perusmuoto on kuvaus IT: X' (N) x X (N) — X (N)' ja se maaritellaan
lausekkeella

I(V,W) = nor VHW .

Tassd vektorikentdt V ja W ajatellaan siledsti jatketuiksi monistolle M, jotta
VYW on midritelty. Kovariantti derivaatta ja siten II(V, W) ei kuitenkaan rii-
pu valituista jatkoista [9, lemma 4.1].

Jos kyseinen alimonisto N on hyperpinta, voi toista perusmuotoa ajatella
reaaliarvoisena bilineaarimuotona.

Maiiritelmd 2.19. Olkoon M Riemannin monisto ja N C M hyperpinta eli
dim T,N+ = 1. Olkoon n € X(N)* moniston N yksikkénormaalikentts, jol-
loin II(V, W)(q) ja n(q) ovat yhdensuuntaisia jokaisessa pisteessd g € N. Re-
aalinen toinen perusmuoto  : X(N) x X(N) — R maédéritellddn lausekkeella

h(V, W) = g(Il(V, W), n)

tai ekvivalentisti
I(V,W)=h(V,W)n.

2.2 Inversio-ongelman muotoilu

Mallinnetaan maapallon sisusta euklidisen avaruuden R® avoimella pallolla
B3(0,R) C R3ja pintaa pallon reunalla dB3(0,R) = S?(0,R) C RR>. Kyseess
on siis kompakti pallosymmetrinen reunallinen monisto B3(0, R). Tarkastelu-
jen yksinkertaistamiseksi side normalisoidaan ykkoseksi R = 1. Geodeesit
kulkevat aina avoimessa pallossa. Vain niiden péétepisteiden halutaan olevan
pallon reunalla. Késittely voidaan yleistdd helposti myds n-ulotteiseen tilan-
teeseen, kuten seuraavassa kappaleessa ndhdéan.

Oletetaan, ettd pinnalla tapahtuu maanjéristys ja sen aiheuttama ddniaalto
kulkee Maan sisuksen kautta toiseen pinnan pisteeseen. Oletus on siind mie-
lessa motivoitu, ettd kuoren paksuus on huomattavasti pienempi kuin maa-
pallon sdde. Oletetaan myds, ettd aalto kulkee mahdollisimman suoraa reit-
tid eli geodeesia pitkin. Tdma4 itse asiassa seuraa Fermat'n periaatteesta, mikd
ndhdddn myshemmin. Pinnalla mitataan aaltojen kulkuaikoja ja saapumiskul-
mia eri pisteiden vililld. Infinitesimaalinen aika dt, joka aallolla kuluu matka-
tessaan infinitesimaalisen etdisyyden ds, on

ds
o(r)’

misséd v(r) on aallon etenemisnopeus. Nopeusfunktio oletetaan isotrooppisek-
si v = v(r), Lipschitz-jatkuvasti derivoituvaksi v € C!(]0,1]) ja aidosti po-
sitiiviseksi v(r) > 0. Tdstd seuraa my0s, ettd se on alhaalta rajoitettu jollain
positiivisella vakiolla v(r) > ¢ > 0, silld se on jatkuva funktio kompaktil-
la vililld [0,1] ja saavuttaa siten pienimmén arvonsa. Todellisuudessa aallot

dt =



voivat taittua ja heijastua erilaisissa rajapinnoissa, jolloin nopeus voi muut-
tua epdjatkuvasti. Lisdksi Maan sisdrakenteessa voi esiintyd anisotropioita no-
peusfunktion ndkokulmasta ja esimerkiksi poikittaiset aallot eivat voi edetd
nestemadisessd ulkoytimessd. Naihin monimutkaisuuksiin ei tassé tutkielmas-
sa kuitenkaan paneuduta.

Aallon matka-aika T voidaan lausua integraalina

T= / dt = / ds
Jy o(r)
missd integraali suoritetaan aallon kulkeman polun v yli. Parametrisoimalla
polku jollain parametrilla A saadaan

e
n o(r(A)

missé ||7(A)|| on polun derivaatan euklidinen normi ja [A1, A;] polun mééritte-
lyvéli. Riemannin geometrian termein ||(A)|| = /ge(7(A),¥(A)), kun g =
Y.i(dx")? on tavallinen euklidinen metriikka. Maéritelldan konforminen met-
riikka & lausekkeella
L 8 _ Yy(dx')?
= = . 4
$= 00 " ) @

Jotta g;; olisi CU!-funktio ja ylipaatian derivoituva myos origossa, taytyy aset-
taa lisivaatimus v’'(0) = 0 nopeusfunktiolle. Matka-aika T on nyt polun 7y
pituus metriikan § suhteen

T= [V s = 1. ®

Madérittelemilld taitekerroin n(r) = 1/v(r) konformaalinen metriikka on
muotoa § = n%(r) ¥;(dx)%. Aallon voi siten ajatella kulkevan véliaineessa,
jonka taitekerroin on paikan funktio. Fermat'n periaatteen nojalla aalto kulkee
sellaista reittid, jolla matka-aika on stationaarinen eli polku on pituusfunktio-
naalin (B) kriittinen piste. Kuitenkin Riemannin geometriasta tiedetddn, ettd
vakiovauhtinen polku, joka on pituusfunktionaalin T kriittinen piste, on véista-
mattd geodeesi. Koska sddnnollinen polku voidaan aina parametrisoida kaa-
renpituudellaan ja uudelleenparametrisointi ei muuta polun pituutta, Fer-
mat'n periaate takaa, ettd aaltorintamat kulkevat geodeeseja pitkin.

Lopuksi voidaan muotoilla tdsmaéllisesti varsinainen inversio-ongelma. Jos
tiedetddn matka-aika T kaikille maanjdristysaalloille, joiden pddtepisteet ovat
reunalla S%(0,1), voidaanko rekonstruoida danennopeus sisuksessa B3(0,1)?
Toisin sanoen, madraytyyko funktio 1/v(r) integraaleistaan kaikkien geodee-
sien yli? Ongelma on epilineaarinen, silld geodeesit riippuvat funktiosta v(r).
Osoittautuu, ettd riittda olettaa Herglotz-ehdon lisdksi sekd matka-aikojen
tunteminen kaikille saapumiskulmille ettd reunanopeus v(1), jotta funktio
v(r) pystytddn konstruoimaan datasta. Ennen timin tuloksen todistamista
taytyy tutkia, miltd geodeesit nayttavit ja minkélaiset geodeesit kelpaavat rat-
kaisuiksi inversio-ongelman kannalta.



3 Geodeesit ja Herglotz-ehto

Koska téssd kappaleessa tarkastelut rajoittuvat euklidisiin avaruuksiin R ja
R?, merkitién koordinaatteja tutummalla tavalla (x!,x%,x%) = (x,y,z). Aloi-
tetaan geodeesien tutkiminen pallon B3(0, 1) tapauksessa, kun se varustetaan

metriikalla ) ) 5
. dx*+dy”+dz
§= 20 (6)

Tehd&én sitd ennen seuraava huomio.

Huomautus 3.1. Yleensd Riemannin geometriassa tarkastellaan vain reunat-
tomia monistoja. Tédssd tutkielmassa kiinnostuksen kohteena ovat reunalliset
monistot B3(0, 1) ja B2(0, 1). Naille monistoille voi kuitenkin tarvittaessa tehda
e-mittaisen laajennuksen ajattelemalla niitd (1 + €)-sdteisen avoimen pallon
osajoukkoina B"(0,1) C B"(0,1+¢€), € > 0. Tallgin reunapisteet muuttu-
vat sisdpisteiksi ja geometriset tarkastelut onnistuvat ”perinteisin” menetel-
min laajennetulla monistolla B"(0,1 + €).

3.1 Geodeesit pallossa B3(0,1)

Osoitetaan symmetriasyihin ja geodeesien yksikésitteisyyteen vedoten, etta
pallon B3(0,1) ei-siteittéiset geodeesit siséltyvit yksikésitteiseen tasoon, jon-
ka méaaraavat geodeesin paikka- ja nopeusvektori. Tamén vuoksi tarkastelun
voi aina siirtda kiekkoon B2(0,1) yleisyyttd menettimétta. Muistetaan, ettd
huomautuksen nojalla rotaatiot ja peilaukset origon kautta kulkevan ta-
son tai suoran suhteen ovat isometrioita. Ndytetddn ensin, ettd radiaaliset po-
lut ovat geodeeseja.

Propositio 3.2. Radiaalinen polku on geodeesi pallossa B>(0,1).

Todistus. Olkoon p € B3(0,1) ja v € T,B%(0,1) siten, etti liike on radiaalista.
Olemassaolo- ja yksikésitteisyyslauseen nojalla on olemassa geodeesi 7, joka
kulkee pisteen p kautta suuntaan v. Olkoon S, vektorin v maddrdama suora.
Tehdian kierto suoran S, suhteen. Koska rotaatiot ovat isometrioita, kuvau-
tuu geodeesi 7y geodeesiksi 7. Piste p ja vektori v eivdt muutu kierrossa, joten
yksikésitteisyyden nojalla geodeesien taytyy olla samat v = 7. Siis y on inva-
riantti kierrossa Sy:n suhteen ja on siten radiaalinen. O

Lemma 3.3. Pallon B3(0,1) ei-radiaalinen geodeesi sisiltyy aina yksikiisitteiseen ta-
soon.

Todistus. Olkoon 7y geodeesi, joka kulkee pisteen p € B3(0,1) kautta suuntaan
v € T,B3(0,1). Koska geodeesi ei ole radiaalinen, vektorit p ja v ovat lineaari-
sesti riippumattomat ja maardavat siten tason T), ;. Peilataan geodeesi -y tason
Tp,» suhteen. Koska peilaukset origon kautta kulkevien tasojen suhteen ovat
isometrioita, kuvautuu geodeesi vy geodeesiksi 7. Piste p ja vektori v sdilyvat
peilauksessa ennallaan, joten yksikésitteisyyden nojalla taytyy olla v = #. Siis
7 sisdltyy tasoon T),,, jonka médraavat sen paikka- ja nopeusvektori. O

Huomautus 3.4. Edelliset tulokset eivit riippuneet milldédn tavalla siitéd, ettd
avaruus on kolmiulotteinen. Jos alkuperdinen monisto on n-ulotteinen pallo
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B"(0,1), n > 3, siséltyvit geodeesit yha origon kautta kulkevaan tasoon ja ti-
lanne palautuu kiekon B?(0, 1) tapaukseen. Tamén vuoksi tutkielman paétulos
pétee my0s yleisessd n-ulotteisessa tilanteessa.

3.2 Geodeesit kiekossa B2(0,1)

Koska geodeesit sisdltyvat origon kautta kulkevaan tasoon, kiertosymmetrian
vuoksi riittdd tarkastella tapausta z = 0. Téllsin § indusoi kiekkoon B?(0,1)
metriikan g, joka napakoordinaateissa lausuttuna on

_da?4dy?  dr? 4 r2de?
2 (r) 2(r)

@)

Napakoordinaattien kdytto yksinkertaistaa geometrista késittelyd huomatta-
vasti, mutta sulkee origon pois tarkasteluista. Jatkossa tdytyy siis muistaa,
ettd r > 0.

Lemma 3.5. Metriikkaa (7)) vastaavat geodeesiyhtilot ovat

u v'(r) .2 2M o \g2 —
¥ v(r)r + (r () r)@ 0 (8)
é+2(i—z((:)))r9:o. 9)

Todistus. Tdhdn tarvitsee kdytdnnossd laskea vain Christoffelin symbolit F;:k.
Metriikkaa (7) vastaava matriisi ja sen kdadnteismatriisi ovat

1 0 2 0
20 v (r)
v rO 2 1 , Mat(g) " = 0 7,27(27) ,

v (r)

Mat(g) = l

kun koordinaattien jarjestys on (x!,x2) = (r,0). Kayttamalld lauseketta
Christoffelin symbolit ovat

v'(r) 20/ (r) — ro(r)
I, =- o(r) Iy =Th =0, bo = o(r) ’
0 0 o _ o(r) —rv'(r) 0
T =0, Tp=To =00+ Tee=0-
Geodeesiyhtilot saadaan sijoittamalla ndma lausekkeeseen (3). O

Huomataan, ettd yhtdlot (8)—(9) on hyvin mééritelty, silld oletusten nojalla
v(r) > 0jar > 0. Geodeesiyhtiloistd ja geodeesien ominaisuuksista saadaan
kaksi tarkedd sdilyvdd suuretta, joita kdytetddn jatkossa hyodyksi monissa to-
distuksissa.

Propositio 3.6. Geodeesin liike-energia

- 2 N 202
o) ()

(10)
on vakio. Erityisesti, jos geodeesi parametrisoidaan kaarenpituudellaan, E = 1.
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Todistus. Merkitdadn y(A) = (r(A),0(A)). Tulos seuraa suoraan siitd, ettd geo-
deesin nopeuden nelio
i P62
N ind
§(1,7) = 181 Y )
L)
on vakio. Kaarenpituusparametrisoinnissa |||/ = g(,7) = 1. O

Huomautus 3.7. Lauseketta voi ajatella pistemdisen hiukkasen normitet-
tuna liike-energiana. Jos 7 ei ole vakiopolku, voidaan se aina parametrisoida
kaarenpituudella, silld nopeus 7 ei ole koskaan nolla. Itse asiassa kaarenpi-
tuusparametri on nyt aika t € [0, T], joka on kulunut aallon lihdettyd reunal-
ta. Jatkossa kaikkien geodeesien oletetaan parametrisoiduiksi kaarenpituudel-
laan eli v = y(t).

Yhtilostd (O) saadaan toinen tirked sailyva suure.

Propositio 3.8. Geodeesin pyorimismiidiri

.

L:éé) (11)
on vakio.
Todistus. Kerrotaan yhtaloa () termilla o?(r)r?/v*(r) > 0, jolloin

0?(r) (2rid + r20) — 20(r) o’ (r)ir?0 _ 0

vt (r)

Tdstd saadaan q 2
4( 2 4)-o. .

Huomautus 3.9. Lausekkeen voi tulkita pistemédisen yksikkomassaisen
hiukkasen py6rimismééraksi origon suhteen. Fysikaalisen intuition ja Noethe-
rin teoreeman perusteella pySrimisméaran sdilyminen on odotettavissa, silla
systeemisséd on kiertosymmetria.

Vertailun vuoksi esitetddn geodeesiyhtélot vield karteesisissa koordinaa-
teissa.

Propositio 3.10. Geodeesiyhtilot ovat karteesisissa koordinaateissa

() 2 S0 L V() s
B rv(r)xx B 21’0(r)yxy+ rv(r)xy =0 (12)
'(r) 2 v'(r) v'(r) o
, 2 _ o L 2_0. 1
v rv(r)yx ro(r) Y rv(r)yy 0 (13)
Todistus. Suoraviivaisen laskun jalkeen Christoffelin symboleiksi tulee
v'(r)
[ =Th=T3= _rv(r)x =T,
o (r) (14)
1"%2 = r%l = 1"%2 = _rv(r)y = _r%l .

Symboleissa on nédhtédvissd nyt selvd symmetria. Geodeesiyht&lot saadaan si-
joittamalla ndma lausekkeeseen (3). O
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Napakoordinaattien hyddyllisyys geometrisessa mielessd ndhddan vertaa-
malla geodeesiyhtiloita (8)—(©) ja (12)-(13). Yhtilsistd (12)-(13) on vaikea paa-
telld, milld ehdoilla esimerkiksi ympyrd r = rg tai puolisuora § = 6 olisivat
geodeeseja.

3.3 Herglotz-ehto

Minkélaiset ratkaisut toteuttavat geodeesiyhtalst (8)—(9)? Taustalla olevan sym-
metrian vuoksi voisi odottaa, ettd esimerkiksi ympyrét tai radiaaliset suorat
olisivat geodeeseja. Ovatko ndmai inversio-ongelman kannalta jarkevia ratkai-
suja? Ainakaan ympyrit eivit sovi ldhtoasetelmaan, silld aalto jéisi kiertamdan
maapalloa ja ei siten saavuttaisi koskaan pintaa. Ongelman ratkeavuuden kan-
nalta haluttaisiin, ettd geodeesi, jota pitkin aalto kulkee, yhdistdisi kaksi pin-
nan pistettd toisiinsa, jotta mittauksia voitaisiin tehdd. Edellisen motivoimina
geodeeseille halutaan asettaa jokin rajoite. Tédssd tyossd rajoitteena kaytetdan
ns. Herglotz-ehtoa.

Maiiritelma 3.11. Herglotz-ehdolla tarkoitetaan rajoitetta

d/ r
o (U(r)> >0 Vrel01] (15)
funktiolle v(r). Ehto voidaan lausua my6s muodossa
o(r)—rd'(r) >0 Vrel0,1]. (16)

Herglotz-ehdolla on itse asiassa kolme ekvivalenttia méaéritelmdd, kuten Lau-
seessa nahdain.

Huomautus 3.12. Ehdossa tapaus r = 0 pétee triviaalisti, silld se an-
taa vain rajoitteen 1/v(0) > 0. Koska Herglotz-ehdon derivaatta on jatkuva,
saavuttaa se pienimmén arvonsa kompaktilla vélilld [0,1] ja on siten alhaalta
rajoitettu jollain positiivisella vakiolla

d r o d r
dr<v<r>) Zrﬁéﬂ}dr%) =0

Tarkastellaan seuraavaksi motivaatiota Herglotz-ehdolle. Mitd tapahtuu,
jos derivaatta olisikin nolla tai negatiivinen?

r

Propositio 3.13. Ympyri r = ro on geodeesi jos ja vain jos % (W) =0.

r=ro

Todistus. Tarkastellaan geodeesiyhtalsita (8)-(9). Ympyrd r = r on geodeesi

jos ja vain jos
20’ (r0) > 32
1 —19]0°=0
< “o(rg) °

6=0.

Jalkimmaisen yhtalén nojalla 6(t) = at + b. Siis 6 = a = vakio, joten § # 0,
silld muuten kyseessd olisi vakiopolku. Ndhddan, ettd

/
r = rp on geodeesi < (rgz ((:O))
0

— r0> =0« o(rg) —rov’(rg) =0. O
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Herglotz-ehto sulkee siten ympyrét pois mahdollisten geodeesien jou-
kosta. Tutkitaan seuraavaksi, mitd tapahtuu, jos Herglotz-ehdon derivaatta oli-
si kaikkialla nolla.

Propositio 3.14. Jos 4 (Wrr)) = 0 kaikilla r € [0, 1], punkteerattu kiekko B2(0,1)\ {0}
ja puolisylinteri St = {(x,y,z) € R®: x> + y* =1, z > 0} ovat isometriset.

Todistus. Ensinndkin huomataan, ettd r/v(r) = vakio eli v(r) = ar, « > 0.
Geodeesiyhtalot redusoituvat muotoon

2
r—r—=0
r
6=0,

joiden ratkaisuiksi on helppo todeta

r(t) = be
0(t) =ct+d.

Ratkaisukdyrid ovat ympyrit, spiraalit ja radiaaliset puolisuorat. Nahdaan,
ettd geodeesit muistuttavat tidssd tapauksessa hyvin paljon sylinterin pinnalla
kulkevia geodeeseja (z(t), ¢(t)) = (at + b, ét +d), kun S*:lla kiytetdan sylin-
terikoordinaatteja

X = cos¢
Yy =sin¢
z=2z.

Madritellaan kuvaus f : B2(0,1)\{0} — S*, f(r,0) = 1(—logr,0), jonka
kaanteiskuvaus on f~1: St — B2(0,1)\{0}, f~1(z,¢) = a(e %, ¢). Selvasti f
on diffeomorfismi. Todetaan, ettd

0 r

1[=1 o 1 u
Mat(df) = " [ 0 1] =df(u) = (— 7,u9> .
Metriikka, jonka S* perii ympéarosivaltd avaruudelta R3, on h = dz? + d¢?.
Nyt

U0y UD 1
h(df(u),df(v))|¢e) = + 22 = 3,3 (Uror + r*1ugug)

= 20 (w0, + r*ugug) = g(u, )l (r0) -
Talloin f on isometria, joten (B%(0,1)\{0},¢) ja (S*,h) ovat isometriset Rie-
mannin monistot. O

Jos siis Herglotz-ehdon derivaatta on kaikkialla nolla, tarkasteltava mo-
nisto on geometriselta rakenteeltaan identtinen sylinterin kanssa. Seuraavaksi
nahdééan, ettd jos Herglotz-ehto ei ole voimassa, monistolla on aina geodeese-
ja, jotka eivét padse reunalle asti.



Propositio 3.15. Olkoon ry < 1. Jos geodeesi kulkee hetkellii to pisteen (rg, 0p) kautta

sidetti kohtisuoraan suuntaan #(ty) = 0 ja % (f%)

< 0, niin geodeesi ei
r=rg
koskaan saavuta reunaa.

r

Todistus. Jos % (W) ‘r L= 0, propositio[3.13in ja geodeesien yksikésitteisyy-
=0

den nojalla kyseessd on ympyréd r = rp, joten geodeesi ei saavuta koskaan
reunaa. Voidaan siis olettaa, ettd epdyhtélo on aito. Merkitdan p(r) = r/v(r).
Tarkastellaan geodeesia, joka kulkee hetkelld t; pisteen (rg,6p) kautta siten,
ettd 7(tp) = 0. Olkoon t; # fo hetki, jolloin geodeesi on pisteessd (r1,61).
Py6rimismddran sdilymisen perusteella

p*(r0)0(to) = p*(r1)0(t1)
ja liike-energian sdilymisen nojalla

p*(ro)0%(to) =1, p*(r)6%(h) =1—
Naistd saadaan

0% (r0) (0% (r0)0%(to)) = p*(r1) (p*(r1)6%(t1))
= p(ro) < p(r1) . 17)

Koska %
Jro — 6,70 + O[. Tésta seuraa, ettd geodeesi jaa loukkuun kiekkoon B2(0,7g). Jos
olisi t; > t siten, ettd ro +J > r; > rp, niin pitéisi olla p(r1) > p(rp), mikd
ei voi pitdd paikkaansa, silld p on aidosti vaheneva. Siispd rq < rg. Vastaava
pééttely patee myos ajanhetkille t; < t. O

|r:r0 < 0ja p’ on jatkuva, p on aidosti vdheneva jossain annuluksessa

Huomautus 3.16. Edellisen proposition nojalla Herglotz-ehto on valttdméton,
jotta kaikki geodeesit saapuvat pinnalle asti. Lauseessa ndhdédédn, ettd ehto
on myos riittdva.

Tehd&én seuraava geometrinen havainto koskien Herglotz-ehdon derivaa-
tan merkkia.

Propositio 3.17. Olkoon ro < 1 ja vy geodeesi, joka kulkee hetkellii to pisteen (ro, 6p)
kautta siten, etti i (to) = 0. Talloin:

1. Jos % (%) o > 0, niin vy kaartuu ulospdin ympyriin r = ro nihden.
2. Jos & (ﬁ) - < 0, niin vy kaartuu sisdidnpdin ympyriin r = ro nihden.
3. Jos % (1;(77)) e 0, niin y parametrisoi ympyrin r = ry.

Todistus. Tapaus 3 on selvd proposition ja yksikasitteisyyden nojalla. Kos-
ka 7(tp) = 0, liike-energian sdilymisestd seuraa 0(ty) # 0. Geodeesiyhtdlon
nojalla hetkelld ty pétee

o To(v(ro) =100’ (r0)) so,, roolr dfr
to) = o(r0) 7{to) = rov(ro) (v(r))

)2
i 0 (i’o) .

r=ro
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Herglotz-ehdon derivaatan merkista riippuen kyseessa on joko lokaali maksi-
mi tai minimi. Jos derivaatta on positiivinen, kyseessd on minimi ja geodeesi
kaartuu ulospéin. Jos derivaatta on negatiivinen, kyseessd on maksimi ja geo-
deesi kaartuu sisaanpdin. O

Huomautus 3.18. Propositio pétee my0s tapauksessa rp = 1, kun kiekolle
B?(0,1) tehddan e-laajennus B2(0,1) C B%(0,1+€), € > 0, jolloin ulospdin
kaartuminen pisteessa (rp,fp) on hyvin maaritelty.

Tarkastellaan lopuksi radiaalisia geodeeseja. Tésséd tdytyy olla tarkkana,
silld napakoordinaatteja ei ole mééaritelty origossa.

Propositio 3.19. Radiaaliset suorat {(x,y) € R?> : y = kx, k € R} ja {(x,y) €
R? : x = 0} ovat geodeeseja kiekossa B%(0,1) ja yhdistivit reunan S(0,1) antipo-
daaliset pisteet ddrellisessi ajassa.

Todistus. Huomataan aluksi, ettd puolisuora 8 = 6y on geodeesi jos ja vain jos

. / .2 .
_ v(r)i — ' (r)7 :O@d(r)zo
u(r) v2(r) dt \ o(r)

Siis # = dv(r), missd d € R\{0}. Koska v(r) > ¢ > 0, vakion d merkistd
riippuen # > a > 0 tai # < b < 0 joillekin vakioille 2 > 0 ja b < 0. Tall6in
geodeesin toinen paa liahestyy kiekon reunaa ja toinen paa origoa dédrellisessd
ajassa. Olemassaolo- ja yksikdsitteisyyslauseesta tiedetddn, ettd origon kaut-
ta kulkee suuntaan 6 = 6y jokin geodeesi <, joka on maédritelty avoimella
vélilla. Téhén tarvitaan edellisessd kappaleessa esitettyé lisdehtoa v/(0) = 0,
jotta g;; on Lipschitz-jatkuvasti derivoituva myds origon ympdristossd. Pei-
laukset origon kautta kulkevien suorien suhteen ovat isometrioita, joten y:n
taytyy olla radiaalinen koko médrittelyvélilldan. Koska puolisuorat 61 (t) = 6
ja 02(t) = 7+ 6y padsevit mielivaltaisen ldhelle origoa, leikkaavat ne radi-
aalisen geodeesin 7 kanssa. Yksikdsitteisyyden perusteella niiden tdytyy olla
yksi ja sama geodeesi, joten jokainen puolisuora voidaan jatkaa origon lapi
kulkevaksi radiaaliseksi suoraksi. Kyseiset geodeesit yhdistavat kiekon anti-
podaaliset pisteet dérellisessd ajassa. O

Huomautus 3.20. Herglotz-ehto ei ole ristiriidassa radiaalisten geodee-
sien olemassaolon kanssa. Radiaaliset geodeesit tdytyy siten erikseen sulkea
pois tarkastelusta, jos niitéd ei haluta ratkaisuiksi.

Propositiossa[3.15|néhtiin selked yhteys Herglotz-ehdon derivaatan merkin
ja geodeesin loukkuun jadmisen vililld. Jos derivaatta on nolla tai negatiivi-
nen jossain pisteessd, monistolla on geodeeseja, jotka jddavit loukkuun. Jos de-
rivaatta kuitenkin on positiivinen kaikkialla, saavuttaa geodeesi aina reunan.
Osoitetaan tdimé seuraavaksi.

3.4 Loukuton monisto

Ongelman kannalta olisi suotavaa, ettd kiekon B?(0, 1) mielivaltaisen pisteen
kautta kulkeva geodeesi saapuisi reunalle asti, kun aikaparametria ¢ kasva-
tetaan tai vdhennetddn tarpeeksi. Tadlloin maanjéristysaalto ei jdisi loukkuun
Maan sisdlle. Matemaattisesti muotoiltuna halutaan, etti matka-aika T on
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ddrellinen eli geodeesin maksimaalinen maéérittelyvali kaarenpituusparamet-
risoinnissa on rajoitettu. Seuraavaksi ndhddén, ettd Herglotz-ehdosta seuraa,
ettd geodeesilla on yksikésitteinen origoa ldhinnd oleva piste. Toisin sanoen
7:114 on tdsmailleen yksi nollakohta, joka on r:n minimi. Tama riittda siihen,
ettd yksikdan geodeesi ei jdd loukkuun kiekkoon.

Lause 3.21. Jos Herglotz-ehto on voimassa, jokaisella geodeesilla on yksikisittei-
nen origoa lihinnd oleva piste ja kaikki geodeesit saavuttavat reunan direllisessii ajas-
sa.

Todistus. Proposition [3.19nojalla radiaaliset suorat saavuttavat reunan &érelli-
sessd ajassa ja kulkevat origon kautta. Oletetaan, ettd kyseessd ei ole radiaali-
nen geodeesi. Talloin 6(t) # 0 kaikilla  ja erityisesti L # 0. Jos olisi f siten, ettd
0(f) = 0, niin pydrimismaéaran sailymisen nojalla §(t) = 0 kaikilla  ja geodee-
si olisi radiaalinen. Huomataan, ettd kaikki derivaatan 7(¢) nollakohdat ovat
minimej, silld geodeesiyhtdlon (8) ja Herglotz-ehdon nojalla

r(0(r) = 1o/ (1) g2 _ r(0(r) = 10'(n)

o(r) N o(r)
Osoitetaan seuraavaksi, ettd 7:114 on tdasmélleen yksi nollakohta. Olkoon p pis-
te, jossa pétee 7 = 0. Kayttdmalld pyorimisméérén ja liike-energian sdilymista
saadaan

250, kun#=0.

r20 r
L:fp:i@ P_—|L|.
*(rp) 6,  o(rp)

Olkoot sitten p; = (r1,61) ja p2 = (r2,0) eri pisteitd, joissa molemmissa pétee
7 = 0. Edellisen laskun perusteella r1/v(r1) = ry/v(r2). Herglotz-ehdosta
seuraa, ettd r/v(r) on aidosti kasvava, minkd nojalla r; = r,. Jos 61 # 6, niin
r:1la olisi kaksi eri minimid, joten niiden vélissa tdytyisi olla maksimi. Tdma
ei ole mahdollista, silld kaikki kriittiset pisteet ovat minimeja. Siis 6; = 6,
ja p1 = p2 eli #1ld on korkeintaan yksi nollakohta. Jos 7:1l4 ei olisi yhtddn
nollakohtaa, niin Bolzanon lauseen nojalla 7(t) < 0 tai #(t) > 0 kaikilla ¢.
Riittad tarkastella tapausta 7 < 0. Pyorimisméédran sdilymisen perusteella

2 2 2
F v(r)L
[?=E=
ré v2(r) 72

=1.

Energian sdilymisestd seuraa, ettd r on alhaalta rajoitettu jollain positiivisella

vakiolla
2 B v2 (r) 12

0= 02(r) r2
Olkoon 7 geodeesi, joka kulkee hetkelld f pisteen (7,0) kautta, ja olkoon
|t1,t2[ > T sen maksimaalinen maédérittelyvili. Koska 7 < 0, geodeesi pysyy
kompaktissa joukossa B2(0,#)\B?(0,¢) kaikilla ajanhetkilld t, > t > . Propo-
sition[2.12nojalla téytyy olla t, = co. Koska r on alhaalta rajoitettu ja derivaat-
ta negatiivinen, lahestyy r jotain positiivista arvoa lim;_,e r(t) = a > 0. Ener-
gian sdilymislain nojalla myos derivaatalla on raja-arvo, joten taytyy pétea
lim; 0 #(t) = 0. Talloin a = v(a)|L| ja 6> — v%(a)/a* > 0. Geodeesiyhtdlon
perusteella #:114 on olemassa raja-arvo lim;_,« #(f) € R. Koska myos

=r>v(r)|L| >¢>0.
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lim;_, 7(t) on olemassa, taytyy olla # — 0. Tdméd on kuitenkin vastoin Herg-
lotz-ehtoa, silla

=0.

r=a

P —

a(v(a) —av'(@)) *(a) _ o, d <r>

v(a) 2 T o(r)

Vastaava pdittely patee myos tapauksessa # > 0 tarkastelemalla raja-arvoa
lim¢—, o r(t). Siispé 7:114 on tdsmaélleen yksi nollakohta, joka on r:n minimi.

Huomataan, ettid kulmanopeudelle patee 6% = (v?(r)/r?)?L? > ¢*L2 = b >
0 jollakin positiivisella vakiolla b > 0. Geodeesiyhtdlon (8) ja Herglotz-ehdon
avulla saadaan

o () Ly P e )
O

= 3t 2>

joillekin positiivisille vakioille # > 0 ja f > 0. Huomaa, ettd v on kompaktilla
vélilld [0,1] jatkuva funktio ja siten rajoitettu, joten 1/v(r) > d > 0 jollekin
positiiviselle vakiolle d > 0. Olkoon t; ajanhetki, jolle #(ty) = 0. Analyysin
peruslauseesta seuraa

= sy )a= [ s

= 7(t) > o(r(t))B(t —to) > 6(t — tp)

jollekin positiiviselle vakiolle § > 0. Jdlleen analyysin peruslausetta kayttamalla

N

! 6
r(t) = r(to) +/ #(s)ds > r(to) + E(t —t0)? =1, kunt =ty + (1—r(tp))-

to

Geodeesi saavuttaa siten reunan molemmissa péétepisteissa ddrellisessd ajas-
sa. O

Huomautus 3.22. Englanninkielisessi kirjallisuudessa usein sanotaan, ettd mo-
nisto on loukuton (non-trapping), jos kaikki geodeesit saavuttavat reunan
dédrellisessd ajassa. Lauseen %lnojalla Herglotz-ehdosta seuraa, ettd B2(0,1)

on loukuton. Proposition [3.15nojalla loukuttomuudesta seuraa, ettd Herglotz-

ehdon taytyy péted kaikilla r € [0, 1[. Jotta ehto pétisi myos tapauksessar =1,
taytyy loukuttomuuden lisiksi olettaa, ettd reuna 9B2(0, 1) on aidosti konvek-
si (ks. lause [3.28). Pelkka loukuttomuus ei yleisessd tapauksessa takaa vield
sitd, ettd Herglotz-ehto olisi voimassa reunalla (ks. huomautus [3.29).

Geodeesit, joilla on yksikésitteinen origoa ldhinna oleva piste, ovat vaisté-
méttd symmetrisid tietyssd mielessd. Radiaalisille geodeeseille tdimd on selvad,
silld ne ovat symmetrisid peilauksessa origon suhteen.

Lemma 3.23. Jos ei-radiaalisella geodeesilla y on yksikisitteinen origoa lihinni ole-
va piste p, niin 7y on symmetrinen peilauksessa origon ja pisteen p vilisen suoran
suhteen.
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Todistus. Muodostetaan suora origon ja geodeesin -y origoa ldhimmén pisteen
p vilille. Kiertosymmetrian nojalla piste p voidaan valita siten, ettd p = (7o, 0).
Koska peilaus x-akselin suhteen (r,6) — (r, —6) on isometria, kuvaa se geo-
deesin 7y geodeesiksi 7. Muistetaan, ettd origoa ldhin piste on 7:n minimi eli
p = 0. Nyt peilaus sdilyttad pisteen p ennallaan ja kuvaa :n tangenttivekto-
rin v = (#,0,) = (0,0,) € T,M 1:n tangenttivektoriksi (0, —0,) = —v € T, M.
Geodeesien yksikésitteisyyden nojalla taytyy kuitenkin olla #(t) = y(—t), jo-
ten 77 on vain uudelleenparametrisointi geodeesista -y. Siispd y on symmetri-
nen peilauksessa origon ja pisteen p vilisen suoran suhteen. O

Edellistad tulosta kédytetddn hyvéksi kappaleessa 4, kun lasketaan geodee-
sien pituuksia. Symmetrian nojalla geodeesi koostuu kahdesta identtisesta
osasta, joten riittdd laskea vain toisen osan pituus.

3.5 Aidosti konveksit hyperpinnat

Osoittautuu, ettd on olemassa kolme ekvivalenttia karakterisaatiota Herglotz-
ehdolle (15). Timén todistamista varten tarvitaan seuraava mééaritelma.

Miiritelma 3.24. Hyperpinta N C M on aidosti konveksi, jos reaalinen toinen
perusmuoto on positiividefiniitti N:114.

Huomautus 3.25. Reaalisella toisella perusmuodolla on erilaisia merkkikon-
ventioita kirjallisuudessa. Tdma liittyy siithen, mill4 tavalla hyperpinta N suun-
nistetaan lokaalisti eli valitaanko kéytettdviksi ulko- vai sisdanormaalikenttd.
Mielivaltaisella monistolla valinta ei ole itsestddn selvd, mutta IR":ssd valinnan
voi perustella geometriaan nojautuen.

Propositio 3.26. Herglotz-ehto on voimassa jos ja vain jos euklidiset ympyriit
Sy = {(x,y) € R?: x*> +y? = r*} ovat aidosti konvekseja kaikilla r €]0,1], kun S,
suunnistetaan sisinormaalikentdilld.

Todistus. Tehdddn vertailun vuoksi tarkastelu sekd napakoordinaateissa ettd
karteesisissa koordinaateissa. Valitaan ensin karteesiset koordinaatit. Jokainen
ympyrékehd S, on kiekon B2(0,1) yksiulotteinen hyperpinta. Merkitaan M =
B2(0,1) ja N = S,. Varustetaan N sisanormaalikentalld

o(r)

n(x,y) = ——~(xy).

On helppo tarkistaa, ettd g(n,1n) = 1ja g(X, n) = 0 kaikilla X € X'(N). Olkoot
V,W € X(N) ja jatketaan ne siledsti moniston M vektorikentiksi. Muiste-
taan myds, ettd toinen perusmuoto ei riipu valituista jatkoista. Jaetaan VMW
tangentiaali- ja normaaliosaan VMW = tan VMW + nor VMW. Tallsin

g(VMW,n) = g(nor VMW, n) = ¢(II(V, W), n),

silld g on lineaarinen ja g(tan VMW, n) = 0. Merkitdan i(x, y) = (x,y). Tallsin

S(VMW,n) = g(V{\,/IW,—U(:)ﬁ) = —@g(V%‘fWﬁ) :
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Metriikan ja kovariantin derivaatan yhteensopivuuden nojalla
g(VYW, ) = Vg(W,71) — g(W, Vi) = —g(W, V') ,
silld g(W, 1) = 0. Saatiin siis
S0V, W), n) = g(VHw,m) = ~ 2D g(wtw, ) = "W oqw, vt

Kayttamalla Christoffelin symboleja kovariantin derivaatan komponentit
saadaan lausekkeesta (2). Ensimmaéinen komponentti on

(Vi)' = V4 T Vil + T,V + Ty V2l + Ty, V22

_ 1_7’/(7) 12_Ul(r> 12_@2 m 2
=V rv(r)v X ro(r) vy rv(r)V XY+ rU(r)V XY
_o(r) —rv'(r) 4
o)

Reaalinen toinen perusmuoto on siten

1
2(r)
d

r 1wl 21072
=3 (v(r)>(VW + VZW?) .
Nahdéan, ettd h(V, W) on positiividefiniitti jos ja vain jos Herglotz-ehto
on voimassa. Napakoordinaattien tapauksessa laskut yksinkertaistuvat huo-
mattavasti. Sisdinormaalikenttd on n = —(v(r),0) ja 7 = (1,0). Vektorikentilld
V ja W ei ole nyt radiaalista osaa lainkaan, joten kovariantin derivaatan Vi
komponentit ovat

0

~—

h(V,W) = g(I(V,W),n) = @g(w, vii)
(r

(WLt + WA (ViiR)?)

—_
=y
o]

(VM) =17,V =0
_ /
(VMa)? =18 v = o(r) —ro'(r)

0
ro(r) Ve

Reaalinen toinen perusmuoto on siten

W(V, W) = g(II(V, W), n) = o(r)g(W, Vi7)

L oooroMae 9 (7 \ a0
= W =r—|(—=|V'W
o(r) 20r) r (Vy i) rdr o) ,
joka on positiividefiniitti jos ja vain jos Herglotz-ehto on voimassa. O
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Huomautus 3.27. Edellinen tulos kertoo, ettd Herglotz-ehdon ollessa voimas-
sa punkteerattu kiekko B?(0,1)\{0} voidaan lausua erillisend yhdisteen ai-
dosti konvekseista hyperpinnoista S,. Tadtd kutsutaan kirjallisuudessa usein
foliaatioehdoksi. Aidolla konveksiudella on myos geometrinen tulkinta. Jos
ympyrédn S, kaksi riittdvan ldhelld toisiaan olevaa pistettd yhdistdd kiekon
B%(0,1) geodeesilla, pysyy geodeesi paitepisteitd lukuun ottamatta kokonaan
kiekossa B2(0,r). Tama seuraa suoraan siitd, ettd #:114 on tismalleen yksi nol-
lakohta, joka on r:n minimi. Geodeesi kaartuu siis valitun normaalikentdn
osoittamaan suuntaan eli kulkee “sisdkautta” ympyrddn S, ndhden.

Kootaan Herglotz-ehdon ekvivalentit muotoilut seuraavaksi lauseeksi.

Lause 3.28. Olkoon v € C1([0,1)) funktio, jolle v(r) > 0 kaikilla r € [0,1]. Talloin
seuraavat ehdot ovat yhtipitivii:

1.%(#ﬁ)>om&MaremJy

2. Monisto B%(0,1) on loukuton ja sen reuna 9B%(0,1) on aidosti konveksi.

3. Punkteerattu kiekko B2(0,1)\{0} voidaan lausua erilliseni yhdisteeni aidosti
konvekseista hyperpinnoista S, = {(x,y) € R? : x> + y*> = r?}, r €]0,1].

Todistus. Seuraa suoraan propositiosta lauseesta propositiosta [3.26]
ja siitd, ettd Herglotz-ehto toteutuu triviaalisti origossa. O

Huomautus 3.29. Pelkkd loukuttomuus ei riitd yleisessd tilanteessa. Olkoon
$2(0,1) = {(x,y,z) e R®: 22+ 2+ 22 =1, z > 0} ylempi pallonkuori, jonka
reuna on ekvaattori S(0,1) = {(x,y,z) € R3 : x2 +y?> = 1, z = 0}. Eukli-
disessa tapauksessa pallonkuoren geodeesit ovat isoympyroitd, joten kaikki
geodeesit saavuttavat reunan aarellisessd ajassa. S% (0,1) on siten loukuton
reunallinen monisto, mutta Herglotz-ehto ei ole voimassa reunalla. Tédmai joh-
tuu siitd, ettd reuna S(0,1) ei ole aidosti konveksi, silld kahden reunapisteen
vélinen geodeesi kulkee kokonaan reunaa pitkin.

3.6 Vaihtoehtoiset koordinaatit

Herglotz-ehdon avulla voi myos méaéritelld vaihtoehtoiset koordinaatit, mut-
ta tdssd tyossd nditd koordinaatteja ei kdytetd. Merkitddn n(r) = 1/v(r) ja
o = r/v(r) = rn(r), jolloin ehdon nojalla dp/dr > 0 kaikilla r €]0,1].
Kéidnteiskuvauslauseen mukaan p on télloin diffeomorfismi eli r = r(p). Nyt

dp = %(rn(r))dr S dr = (rnd(i))’

ja metriikka (7) muuttuu muotoon

g = w?(p)dp* + p*d6*, MMzUﬁ%w (18)

Tassd kerroinfunktio w(p) esiintyy vain termin dp? edess, joten konformi-

suus euklidisen metriikan kanssa ei ole itsestddn selvdd. Koordinaattia p voi
ajatella redusoituna radiaalikoordinaattina.
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Geodeesiyhtalost (8)-(9) nayttavit nyt hieman yksinkertaisemmilta

w/(P)-z_ P2
w(p)” " w2 p)”

.2
64+ —-p60 =0.
pP

g+

Suureita ja vastaavat sdilymisyhtdlot ovat tdssé tapauksessa

w?(p)p® +p*0* =1.
d 24) —
a(p 6)=0.

(19)

(20)

21

(22)

Etenkin yhtdlosta nékee vield selvemmin, ettd kyseessd on pyorimisméddran

sdilyminen, kun p tulkitaan etdisyydeksi origosta.

Huomautettakoon lopuksi, ettd ilman Herglotz-ehtoa vaihtoehtoisia koor-
dinaatteja ei voi vastaavalla tavalla méadritelld, silld p ei vélttamaéttd ole endd

diffeomorfismi.
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4 Inversiotulos

Téssd kappaleessa osoitetaan tutkielman péaatulos, jonka mukaan ddnennopeus
o(r) kiekossa B?(0, 1) madrdytyy matka-aikamittauksista reunalla S(0,1). Osa
johdetuista tuloksista poikkeaa hieman ldhteen [5] vastaavista tuloksista, silld
kyseisessd ldhteessd on kaytetty geodeesiyhtdldiden sijaan Hamiltonin for-
malismia maanjaristysaaltojen dynamiikalle. Jatkossa oletetaan aina implisiit-
tisesti, ettd kyseessd on ei-radiaalinen geodeesi, ellei toisin mainita. Tdma
tehdddn sen vuoksi, ettd radiaaliset geodeesit ovat yksinkertaisia, mutta tuot-
tavat ongelmia origossa, kun kéytetddn napakoordinaatteja.

4.1 Matka-aika ja avautumiskulma

Edellisessa kappaleessa osoitettiin, ettd jokaisella geodeesilla on yksikésitteinen
origoa lahinnd oleva piste p. Lisédksi radiaalikoordinaatin arvo tuossa pisteessa
on aidosti positiivinen r, > 0, kun kyseessd on ei-radiaalinen geodeesi. Ra-
diaalisia geodeeseja voikin ajatella rajatapauksena r, — 0. Osoittautuu, ettd
matka-aika riippuu vain arvosta 7.

Huomautus 4.1. Seuraavassa propositiossa matka-ajalle kadytetdan merkintaa
T, silld se riippuu nyt radiaalikoordinaatista. Jatkossa matka-ajalle saadaan
toinen lauseke, joka riippuu eri argumentista, joten sekaannuksen mahdolli-
suuden vuoksi funktioita merkitddn eri tavalla. Vastaavaa notaatiotapaa kayte-
tddn myo6s muille kuvauksille.

Propositio 4.2. Kahden eri reunapisteen vilillid kulkevan maanjiristysaallon matka-
aika riippuu vain sen origoa lihinni olevasta pisteestid. Matka-aika saadaan integraa-

lista )
~ dr
Tp rpo(r
v(r)y/1— (rZ(r,,))

Todistus. Oletetaan aluksi, ettd kyseessd on ei-radiaalinen geodeesi. Koska
geodeesit ovat symmetrisid peilauksessa origon ja sitd ldhimmdén pisteen vélisen
suoran suhteen, koostuu matka-aika kahdesta identtisestd osasta. Riittda siis
tarkastella tapausta, jossa geodeesi kulkee pisteestd p pinnalle, jolloin # > 0
paitsi pisteessd p pétee i, = 0. Liike-energian sdilymisestd seuraa

_dr / 122
r—a—v(r) 1—027(7).

Py6rimisméérdn sdilymisen nojalla joko 0 <0tai > 0,silla geodeesi ei ole ra-
diaalinen. Voidaan siis olettaa, ettd 6 > 0, jolloin erityisesti 8, > 0. Laskemal-
la pyorimismadrd syvimmaéssa pisteessd ja kdyttamalld energian sadilymislakia
saadaan

(23)

20 r26, _1(ff,+r§9f,> 1
v2(r)  3(rp) 6,

St = —. 24
v2(rp) 0y @4
Talloin

r26 V% L 20(r)

v2(r) vz(rp)gpe - rzpvz(rp) '

23



Koska 7 > 0, on r(t) diffeomorfismi lukuun ottamatta pistettd p. Voidaan siis
tehdd muuttujanvaihto t — #(r) siten, ettd

dt  (dr 71_ 1 262 71_ , rpo(r) 2! -
o @) =lo-ag) =loy-Gen)) e

Matka-aika riippuu télloin vain r:std ja sen lauseke on

T(ry) = 2(¢(1) — (rp)>—2/ ) dt_z/

1—
Lopuksi huomataan, ettd radiaaliselle suoralle 7 = v(r
1
. dr -
Trag =2 =T(r,=0). O
rad /0 U( 7") ( )

Toinen mielenkiintoinen geodeesin ominaisuus on sen avautumiskulma a.
Tama vastaa sitd kulmaa, jonka muodostavat origosta geodeesin reunalla ole-
viin pisteisiin kulkevat puolisuorat. Kyseessa on siis geodeesin péétepisteiden
vélinen kulmaetdisyys. Avautumiskulma saadaan nyt helposti, silld muuttu-
janvaihto t — t(r) tunnetaan.

Propositio 4.3. Ei-radiaalisen geodeesin avautumiskulma riippuu vain sen origoa
lihimmsti pisteestd ja se saadaan integraalista

1
B rpo(r) dr
“(Vp) = Z/rp rzv(rp) - 7" (26)
1 (™
(rv(rp)>

Todistus. Kuten proposition {4.2|todistuksessa, pydrimisméaran sdilymisen no-
jalla voidaan olettaa, ettd 6 > 0. Kiertosymmetrian perusteella origoa ldhimman
pisteen p kulmakoordinaatin arvoksi voi valita 6, = 0. Energian sdilymisesta
ja yhtdlosta seuraa

j_do_o() [ 7 _v(r)\/l_<1_r%vz(1’)>_rpvz(r)

dt r v2(7) r r2v2(rp) r2o(rp)

Jélleen yhtilon ja ketjusddnnon nojalla

do dedt  rpo(r) r,0(r) 2\ !
dr — dtdr rzpv(rp) ( 1= (rZ(r,,)) ) '

Kun r € [rp, 1], kulmakoordinaatin # arvo on

9(?)=9(r)—9(rp):/r / rpo(r dr :
’ " - ()
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Geodeesin péitepisteiden vélinen kulmaetdisyys on symmetrian nojalla

1
r,0(7) dr
a(ry) =20(1) =2 d
G W /P r0(rp) rpo(r) ?
1= (rv(r,,))

ja riippuu siten vain geodeesin origoa ldhimmadstd pisteestd p. O

Huomautus 4.4. Taustalla olevan ongelman kannalta on motivoitua kysyd,
voidaanko kaksi reunapistettd aina yhdistda toisiinsa geodeesilla. Kysymys
palautuu lopulta siihen, saavuttaako avautumiskulma kaikki arvot vélilla [0, 7].
Erityisesti haluttaisiin tietdd, kuinka siledn funktion lauseke madaréi, ja
mitd saavutetaan rajoilla r, — 1ja r, — 0. Ndiden kysymysten kisittely ei ole
helppoa, silld argumentti r, esiintyy seké integroimisrajassa ettd integrandis-
sa. Tassd tutkielmassa funktion a sileystarkasteluihin ei sen tarkemmin paneu-
duta, mutta esimerkiksi artikkelissa [12] kasitellddn vastaavaa muotoa olevien
funktioiden sdaannollisyytta.

4.2 Nopeusfunktion konstruointi

Muokataan seuraavaksi integraalia hieman yksinkertaisempaan muotoon.
Tdaméd antaa mahdollisuuden kdyttdd integraalimuunnosten teoriaa ja erityi-
sesti Abelin integraalin kddntyvyyttd. Huomautettakoon vield, ettd inversio-
prosessissa kdytetddn vain ei-radiaalisia geodeeseja, vaikka radiaaliset suorat
otetaankin mukaan mittausdataan.

Propositio 4.5. Matka-aika T voidaan lausua ns. Abelin integraalin avulla muodossa

2 [T f(u)du _6%(0)
o=y | Uise o= )

missd f on funktio
_dru

f(”)—%;,

kun midritelldin muuttujanvaihto r — r(u) diffeomorfismin

avulla.

Todistus. Hetkilld t = 0 ja t = T aaltorintama on kiekon reunalla, joten 7(0) =
1. Pyorimisméédran sdilymisen ja lausekkeen nojalla

_ 7560 _ *(0)6(0) _ 6(0) - r; _6%(0)
6, 2y 2(r(0)  20) " 2r,)  o*(1)

Miéritellddn funktio u(r)

u(r) = v?(1)r? du _ 202(1)1*3 r
(r) = v2(r) T o(r) dr(v )>>0’
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missd on kiytetty Herglotz-ehtoa (15). Siten u on diffeomorfismi ja mairaa
muuttujanvaihdon r — r(u). Integroimisrajat ovat

r=1=>u=1

r=r u=10v*1)—=t— = =s.
p= U= 5y = 2

Suorittamalla muuttujanvaihto integraaliksi tulee

T(S):zl el ()W /

it | () |

kun maédritellddn funktio f = f(u) lausekkeella

Vi
“o(r) Va
u)du

Flu) = dr u ' -

dur

Parametrilla s on geometrisesti tarked tulkinta, silld se riippuu aallon saa-
pumiskulmasta, joka on mitattavissa oleva suure.

Propositio 4.6. Parametrille s lausekkeessa pitee s €]0,1[ ja
s = sin? B, (28)
missi B on geodeesin tulokulma, kun se saavuttaa reunan.

Todistus. Energian sdilymislain mukaan yleisesti patee

0<

<1

eli 0 < s < 1. Koska geodeesi ei ole radiaalinen, 62(0) > 0. Lisaksi Herglotz-
ehdon nojalla 7(0) # 0, joten 0 < s < 1. Olkoon B geodeesin 7 tulokulma
sen saavuttaessa reunan. Koska geodeesi on symmetrinen, tulokulma on sa-
ma kuin ldhtokulma. Kyseessa on siis se kulma, jonka muodostavat origosta
reunalle ldhtevd radiaalinen suora ja reunapisteeseen asetettu geodeesin tan-
genttisuora. Normittamalla radiaalisen suoran maaradva vektori w = (v(1),0)
saadaan kulma B sisdtulosta

) i ;
— Y g = |4l[[w] cos = cos B
Energian sdilymislain perusteella

7(0) _
2(1) 2(1)

Siispd parametri s on geodeesin tulokulman sinin neli¢

1—sin? B = cos’p =

s=sin’p. O
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Huomautus 4.7. Vaihtoehtoisesti aikaintegraali voidaan lausua py&rimismaa-
rdn r,/v(ry) = |L| avulla tekemilld muuttujanvaihto u = v*(1)w, jolloin

R v%(l) f(w)dw
-2 [ 7

Seuraava tulos on erittdin tarkea tutkielman kannalta, silld sen avulla inte-
graali voidaan kaantdd. Todistus vaikuttaa yksinkertaiselta, mutta ei ole
triviaali. Himmaéstyttdva asia on se, ettd integraaliydin K(y, u) osoittautuu va-
kioksi.

Lemma 4.8. Olkoon f € C([0,1]). Abelin integmali

voidaan kidntid ja pitee

(29)
Todistus. Sijoittamalla ¢n lauseke integraaliin saadaan

Fubinin lauseen no]alla 1ntegr01m1sjér]estystéi voi vaihtaa muuttamatta inte-
graalin arvoa. Taytyy kuitenkin huomata, ettd integroimisrajat muuttuvat

uels,1],selyll=selyul, ueclyl].

Talloin

G LY L S LY
m—/yf(u)d/y (u_s)(s_y)_/yK(y, )f (u)du .

Tekemilld affiini muuttujanvaihto s = y + x(u — y) ndhdéén, ettd integraaliy-
din K(y, u) on itse asiassa vakio

u
K S U) = =7,
v u) /y \/(u—s / \/1—x /1 1—w
missé toiseksi viimeinen yhta'suuruus saadaan esimerkiksi nelioon tdydentd-
mélla ja skaalaamalla. Siispa

1d [!g(s)ds
Cmdy J, 5oy _ndy /f - -

Huomautus 4.9. Integraalin kddntyvyysongelma juontaa juurensa 1800-luvun
alkuun [13]. Tuolloin Abel pohti, voiko méen korkeusprofiilin selvittdad vie-
rittdmalld palloa médked ylos eri alkunopeuksilla ja mittaamalla edestakai-
seen matkaan kuluneet ajat. Maanjaristysaaltojen tilanteessa voi analogises-
ti ajatella, ettd aalto kulkee pinnalta “méiked ylos” Maan sisukseen, saavuttaa
kdannepisteen ja “vierii takaisin alas” pinnalle.
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Abelin integraalin avulla voidaan nyt todistaa tutkielman péaatulos.

Lause 4.10. Nopeusfunktio v(r) miiriytyy mittausdatasta T(s) yksikisitteisesti
lausekkeella

v(r) =v(1) -exp(/lrh(x)dx> , (30)

missd

1 1
0= (1-5705) - 0= Fuer),

kun aallon pintanopeus v(1) oletetaan tunnetuksi.

Todistus. Proposition[d.5|nojalla T(s) saadaan integraalina funktiosta f = f(u).

Kirjoittamalla
1
) = 1) = [ L

voidaan integraali kidntdd lemman [4.8 avulla

o) d ! T(s)ds
f =@ | =

Tuntemalla matka-aika T(s) tiedetdén siis f(u). Funktion f méaéritelmén avul-
la rekonstruoidaan r = r(u) separoimalla differentiaaliyht&lo

%: rfi”) é/lr(u)cir_/1uf(yy)dy<:>r(u)—exp(/1uf(yy)dy> .

Koska r(u) on diffeomorfismi, saadaan rekonstruoitua kdanteisfunktio u =
u(r). Erityisesti nyt tiedetddn datan avulla f(r) = f(u(r)). Lisdksi

£ — du “u(r) B 3 (r) ?()r () B
fo=(3) ‘n%m@m—ww»#@“e@ vm>)

Téstd voi ratkaista nopeuden v(r) jélleen separoimalla differentiaaliyht&lo

_rv’(r): 1 1Ldo 1/ 1 Y\ _ .
1 o(r zf(r)(:)v(r)dr r<1 zf(r)) ()

/(1()) % _ /1rh(x)dx & o(r) = o(1) exp (/1rh(x)dx> .

Matka-aikamittauksista saadaan rekonstruktioketju T(s) = f(u) = r(u) =
u(r) = f(u(r)) = v(r). Nopeus v(r) maardytyy siten matka-ajoista T(s), kun
pintanopeus v(1) tunnetaan. O

Huomautus 4.11. On motivoitua olettaa reunanopeus v(1) tunnetuksi, silld
aallon nopeus pintaa pitkin pystytddn mittaamaan. Toisaalta pinta-aallot poik-
keavat Maan sisdlld kulkevista aalloista, joten niiden nopeusprofiilit voivat ol-
la erilaiset. Ongelma on mahdollista kiertdd, jos oletetaan lisdd dataa tunne-
tuksi. Tadssd tutkielmassa ongelmaan ei kuitenkaan sen tarkemmin paneuduta.
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Lause antaa keinon konstruoida nopeusfunktio, kun matka-ajat tun-
netaan kaikille saapumiskulmille. Tiivistetddn tdimd seuraavaksi lauseeksi.

Lause 4.12. Jos maanjiristysaaltojen matka-ajat tunnetaan kaikille saapumiskulmille
ja pintanopeus v (1) tiedetiiin, aallon nopeus Maan sisiirakenteessa voidaan konstruoi-
da yksikisitteisesti.

Todistus. Seuraa suoraan propositiosta [4.6ja lauseesta [4.10] O

Demonstroidaan seuraavaksi inversiostrategiaa yksinkertaiselle nopeuspro-
fiilille.
Esimerkki 4.13. Oletetaan, ettd d&nennopeus tiedetddn vakioksi eli v(r) =
vy > 0 kaikilla 7 € [0,1]. Kéytetddn lausetta [4.10]ja selvitetdén, mitd saadaan
tulokseksi inversioprosessia kayttden. Tédssa erityistapauksessa nopeusfunktio
antaa yksinkertaisen eksplisiittisen lausekkeen matka-ajalle T(s), jolloin pro-
sessin vélivaiheet voi laskea helpohkosti turvautumatta numeriikkaan. Kos-
ka nopeus on vakio, metriikka ei riipu tarkasteltavasta pisteestd § = g /v3.
Christoffelin symbolit ovat F{-‘j = 0 kaikilla i, j, k € {1,2}, joten geodeesiyhtalot
ovat samat kuin euklidisessa tapauksessa ¥ = 0 ja i = 0. Siis 4dnennopeuden
ollessa vakio kiekon B2(0,1) geodeesit ovat suorat y(t) = p + tv, p,v € R2.
Matka-aika on nyt

= [ Vi - & [ o - b

misséd Lg, (v) on polun euklidinen pituus. Koska geodeesit ovat suoria, geo-
metrisesti on helppo todeta, ettd pituuden Lg, () ja tulokulman f vélilla on
relaatio

cos B = %LgE(’y) & Lg, () =2cosp =24/1—sin*B =2v1—5s.

Siispd matka-aika s:n funktiona on

24/1—35

0o

T(s) =
Nyt erityisesti vy = v(1), joten funktio f on

f(u):”(l)d/1 T(s) 4o 1d L

27 du J, T wdu ds.

S =
Vs—1u mtdu J, s—u

Integraali voidaan laskea esimerkiksi tekemilld ensin sijoitus s = x + u, jolloin

/ \/1—sd 1”Vl—u—x /1”\/1_u
u

S—M

Muuttujanvaihdon y = , /1=, avulla saadaan
1—u 1 — % 1\/ﬁ 1
dx—/ VY o1 uyd —21—u/ 1-12dy .
/OV\/E [0y =20-0) [ /1= vy
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Tekemilld sijoitus y = sinz ja kadyttdmalld kaksinkertaisen kulman kaavaa
cos2z = 2cos? z — 1 integraaliksi tulee

1 /2 /2
/ Mdy = / V1 — sin?zcos zdz = / cos? zdz
0 0 0

B "/21+c0522dz_z
b 2 4

Siispd

flu) = _1d 1 mds = —1d<7r(1—u)> = % :

mdu f, /s—u 7t du

Seuraavaksi ratkaistaan r(u) lausekkeesta

r(u) = exp ( 1 ' f;y)dy> = exp (; /11[ d;) = (exp(logu))% =uz,

N—

josta saadaan u(r) = r2. Funktio f on

fin= (&) 012

joten funktioksi h tulee
h(r) = 1(1}) —0
r 2f(r)

Lopulta ddnennopeuden lauseke on

v(r) =ov(1) exp </1rh(x)dx> =v(l) =1 .

Inversioprosessi antaa siten oikean tuloksen ainakin siind tapauksessa, kun
ddnennopeus on vakio.
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