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Tassé tutkielmassa tutustutaan harmonisten funktioiden méérittelyihin ja ominai-
suuksiin graafeilla. Hieman yksinkertaistaen voidaan todeta graafien koostuvan pis-
teistd seké viivoista, ja usein graafit esitetddnkin visuaalisesti tason pisteiné, joiden
vialilla kulkee viivoja. Graafien hyodyt korostuvat monimutkaisia rakenteita ja ilmioi-
td mallinnettaessa. Harmoniset funktiot toteuttavat madritelménsd nojalla kuului-
san matemaatikon Pierre-Simon Laplacen nimeé kantavan Laplacen yhtéalon. Yleensé
harmonisia funktioita tutkitaan euklidisissa avaruuksissa ja kompleksitasossa, mutta
tasséd tutkielmassa paneudutaan nédiden funktioiden graafiversioihin.

Tarkastelujen pohjaksi kidydéaan lédpi graafiteorian yleisia méaritelmiad ja késitteité.
Tarkedt polkujen sekd painotettujen graafien késitteet méaritellaén, ja lisdksi graa-
feille todistetaan muitakin tdrkeitd ja yleisid tuloksia. Graafeihin liittyvat mé&arit-
telyt otetaan kayttoon tutkielman seuraavassa vaiheessa, jossa ldhdetddan liikkeelle
Laplacen ajan tarkasteluista ja edetddn harmonisen funktion graafiversioon, joka esi-
tellddn myo6s painotetulle graafille. Euklidisissa avaruuksissa harmonisten funktioiden
madrittelyissd hyodynnetddn derivointia, mutta graafeilla derivointi ei onnistu, joten
médrittely on tehtéva eri tavalla. Harmonisten funktioiden graafiversio maéritellaéan-
kin harmonisten funktioiden keskiarvoperiaatetta soveltamalla.

Tutkielman lopussa hyodynnetddan alkuosan tietoja ja siirrytddan merkittavan Dirich-
let’n reunaehto-ongelman pariin. Ongelma muotoillaan graafeille sopivaksi versioksi ja
sitd tutkitaan tilanteessa, jossa tietyt alkuehdot ovat voimassa. Tutkielman paatulok-
sena todistetaan Dirichlet’n reunaehto-ongelman graafiversion ratkaisun olemassaolo

ja yksikésitteisyys.
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Johdanto

Graafi méaéritellasn formaalisti pisteiden joukon ja viivojen joukon muodostama-
na parina. Helpompaa ja monesti havainnollistavampaa on kuitenkin ajatella graafi
pisteiné, joiden valilla kulkee mahdollisesti viivoja. Graafit ovat kéitevia tyokaluja il-
mididen mallintamisessa, ja esimerkiksi biologian syy-seuraussuhteet voidaan mones-
ti esittdd graafien avulla. Arkieldménkin pulmia voidaan ratkoa graafien avulla: esi-
merkiksi optimaalisin reitti tyopaikalta kotiin voidaan esittda kartalla graafina, jossa
pisteet kuvaavat reitin risteyskohtia, joista taytyy kédntyéd, ja viivat nayttavat kul-
jettavan reitin.

Graafiteorian kehittyminen 1700-luvulta tdhén péivddn on ollut vaihtelevaa. Alku-
huuman ja peruskisitteiden méérittelyn jalkeen aiheen nopea kehitys laantui, kunnes
1900-luvun puolivélin jélkeen teknologian kehittymisen myd6téa tutkimuksen tahti on
ollut kiihtyvéaa. Graafiteoria onkin erds matematiikan nykytutkimuksen merkittéavis-
ta alueista, etenkin tietokonepohjaisen tarkastelun saralla. Yliopistojen matematiikan
opetuksessa graafiteoria jéd kenties hieman taka-alalle, kun taas teknillisilla aloilla
graafiteoriaa hyodynnetdan enemménkin. Graafiteorian hyodyt eivat kuitenkaan ra-
joitu ainoastaan matematiikan pariin, silld graafien sovelluksia voidaan kayttdd mo-
nissa soveltavissa tieteissa.

Nykyajan fysiikan tutkimushaarat ovat levittyneet laajalle alalle, mutta monissa haa-
roissa potentiaaliteoria on térkedssd roolissa. Esimerkiksi virtausdynamiikan ongel-
mat mallinnetaan usein potentiaaliteorian yhtéldiden avulla. Néaistd yhtaloista luul-
tavasti merkittdvin on osittaisderivaattoihin liittyva Laplacen yhtélo, joka on nimetty
kuuluisan ranskalaisen tiedemiehen Pierre-Simon Laplacen mukaan. Laplacen yhté-
16n toteuttavia funktioita kutsutaan harmonisiksi funktioiksi. Harmonisia funktioita
on tutkittu laajasti muun muassa kompleksitasossa ja niihin liittyvid vahvoja tuloksia
on useita.

Harmonisten funktioiden tarkastelu graafeilla on harvinaisempaa, mutta ei ennen-
kuulumatonta. Téassé tutkielmassa tarkoituksena onkin tutkia harmonisia funktioita
ja niiden ominaisuuksia graafeilla. Tutkielma on jaettu kolmeen lukuun. Ensimméi-

sessé luvussa tutustutaan graafiteorian yleisiin tuloksiin sekd maéritelmiin ja luodaan



2 JOHDANTO

tarvittavat pohjatiedot seuraavien lukujen tarkasteluihin. Toisen luvun aiheena ovat
harmoniset funktiot, joita lahdetédén tutkimaan klassisten mééritelmien kautta. Har-
monisten funktioiden méaaritelmét annetaan myos graafiversioina. Euklidisissa ava-
ruuksissa funktion harmonisuus mééritellddn derivoinnin avulla. Graafeilla ei kuiten-
kaan voida derivoida, joten harmonisten funktioiden graafiversio johdetaan keskiar-
voperiaatteen kautta.

Kolmannessa luvussa tutkitaan térkedd reunaehto-ongelmaa, eli Dirichlet’n ongelmaa.
Dirichlet’'n ongelma on téarkeéssa roolissa useissa fysiikan ongelmissa ja niiden ratkai-
semisessa. Luvun aikana maééaritelldan Dirichet’n ongelman graafiversio seké siihen
liittyva merkittava lause ongelman ratkaisusta ja ratkaisun yksikésitteisyydesté tiet-
tyjen alkuehtojen vallitessa. Kyseinen lause ja sen todistus onkin tdmén tutkielman
tarkein tulos. Jokaiseen lukuun on siséllytetty erilaisia esimerkkeja tulosten ymmér-

tdmisen helpottamiseksi. Tutkielman péaélédhteend on kiytetty teosta [4].



LUKU 1

Graafiteoriaa

Téssé luvussa esitellddn graafiteorian yleiset madritelmét ja késitteet, joita tullaan
myOhemmin tarvitsemaan. Luvun aluksi tutustutaan hieman graafien eli verkkojen
historiaan. Téamaén jdlkeen edetédén graafien yleisiin mééritelmiin ja ominaisuuksiin,
kun taas luvun loppupuolella paneudutaan syvéllisemmin jatkon kannalta térkeisiin

késitteisiin, kuten painotettuihin graafeihin.

1.1. Johdantoa graafiteoriaan

Graafiteoria eli verkkoteoria on matematiikan osa-alueena kenties hieman tunte-
mattomampi, etenkin yliopiston perus- ja aineopinnoissa. Teknillisissé korkeakouluis-
sa graafiteoriaan tutustutaan hieman tarkemmin, mutta tarkastelut ovat pitkélti tie-
tokonesimulaatioiden pohjalta toteutettuja. Yleisestikin graafiteorian matemaattiset
tarkastelut suoritetaan nykyéain ldhes aina tietokoneilla, silld tarkasteltavan datan
madra lisddntyy jatkuvasti suurella vauhdilla. Graafiteoriaa voidaan monipuolisuu-
tensa ansiosta hyodyntdd myos matematiikan ulkopuolella, esimerkiksi biologian ja
kauppatieteiden mallit voidaan useasti rakentaa graafien avulla.

Graafiteorian pohjana pidetdin kuuluisan sveitsildisen matemaatikon Leonhard Eule-
rin Konigsbergin siltaongelman ratkaisua vuodelta 1736. Artikkelissaan Solutio proble-
matis ad geometriam situs pertinentis Euler tutki Konigsbergin eli nykyisen Kalinin-
gradin kaupungin lépi kulkevia reitteja. Kaupunki koostui neljéstd maa-alueesta, joita
yvhdisti seitsemén siltaa. Euler tutki mahdollisuutta 16ytda kaupungin 1api reitti, joka
kulkisi jokaisen maa-alueen kautta, mutta vain kerran kunkin sillan yli lahtopaikkaan
palaten. Euler todisti, ettei téllaista reittid ollut olemassa. Liséksi hén yleisti tulok-
sensa monimutkaisempiin tapauksiin ja antoi ehdot, joiden toteutuessa ongelmaan
16ytyy ratkaisu [7].

Euler ei kiayttanyt teksteissddn nykyisin tunnettua terminologiaa, vaan termisto ke-
hittyi myohempien matemaatikkojen myoté. Heistd mainittakoot Arthur Cayley, joka

3
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toi uudenlaisia nikdkantoja graafiteoriaan, ja James Joseph Sylvester, joka esitteli sa-
nan graafi ensimmaisté kertaa nykyisessd merkityksesséén [3]. Heidén tulostensa jél-
keen graafiteoria kehittyi hiljalleen ja oikeastaan vasta 1950-luvun puolivélin jalkeen
aiheesta julkaistiin uusia merkittavia julkaisuja. Nykyéén tietokoneet mahdollistavat
graafien tehokkaan tutkimisen ja alan nykyiset tutkimuskohteet ovatkin vahvasti yh-
teydessé tietotekniikan maailmaan. Erés nykyajan tunnetuista ongelmista on kauppa-
matkustajan ongelma, jossa tavoitteena on optimoida kauppamatkustajan reitti seké

matka-ajan ettd kustannusten suhteen.

1.2. Yleisesti graafeista

Graafit koostuvat pisteisté ja pisteiden vélilla mahdollisesti olevista viivoista. Suo-
men kielessi graafeista puhuttaessa voidaan kiyttdd synonyymind sanaa verkko [8],
mutta téssd tutkielmassa kidytetddn pédsdantoisesti ilmauksena graafia. Graafeista
puhuttaessa tdytyy erottaa oikea asiayhteys: tdsséd tekstissd sana graafi ei viittaa
funktion kuvaajaan, josta kaytetddan valilld myos nimitysté graafi. Seuraava méaaritel-

mé kertoo mité graafilla tarkoitetaan tdmén tutkielman puitteissa.

MAARITELMA 1.1. Graafi G on jarjestetty pari, joka koostuu pisteiden joukosta
ja viivojen joukosta. Yleensd merkitdin G = (V, E), jossa V on pisteiden joukko ja

E on viivojen joukko.

Pisteitéd kutsutaan vélilla myos solmuiksi ja viivoja kaariksi, mutta téssa tekstissa
kaytetadn ylla olevan maéaritelméan mukaisia ilmauksia. Pisteiden joukko on pelkés-
téédn tavallinen pistejoukko V' # (), jonka oletetaan téssi tekstissi olevan aérellinen.

Viivojen joukko on kuitenkin syytd méaéritelld tarkemmin.

MAARITELMA 1.2. Viivojen joukko E koostuu pistepareista (v, vs),

missd v, vy € V. Lisédksi, jos

(1) parit (v, v9) ovat jarjestettyja, eli (v, v2) # (ve, v1), niin graafi G on suun-

nattu.
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(2) parit (vy, v) ovat jarjestdmattomid, eli (vy, va) = (ve, v1), niin graafi G on

suuntaamaton.

Téasséd tutkielmassa tutkitaan pédasiassa suuntaamattomia graafeja, ellei muuta
mainita. Joissain verkoissa saattaa esiintyé pisteité, joista ldhtee viiva itseensé. Tal-
laisia viivoja, joiden ldhto- ja padtepisteend on sama piste, kutsutaan luupeiksi. Mikali
pisteiden joukko V' on &dérellinen eiké verkossa ole luuppeja, niin graafia G kutsutaan
yvksinkertaiseksi dérelliseksi graafiksi. Graafit esitetdin yleensd visuaalisesti tasossa,
jossa pisteet ovat tason pisteitd ja viivat ovat tason pisteiden vélisid janoja. Alla
olevassa kuvassa on esitetty graafit GG ja GG, joista ensimméinen on yksinkertainen

suuntaamaton graafi, kun taas toinen on yksinkertainen suunnattu graafi.

Kuva 1.1. Graafit Gy ja Gbs.

Kuvassa 1.1. esiintyvét graafit koostuvat samoista pisteista vy, v, v3 ja v4, mutta
graafit eivit ole samat. Graafi G; on yksinkertainen ja suuntaamaton graafi, josta
6ytyy viivat (vy, va), (v1, v3), (ve, v4) ja (vs, vy4). Talloin kahden pisteen, joiden vé-
lilld on viiva, vililld voidaan kulkea molempiin suuntiin. Siis esimerkiksi pisteesté v,
voidaan kulkea pisteeseen vs ja vastaavasti pisteestd vz voidaan kulkea pisteeseen vy .
Taytyy kuitenkin huomata ero graafiin G5, joka on yksinkertainen ja suunnattu graa-
fi, josta 16ytyy suunnatut viivat (vi, ve), (v1, vs), (va, v4) ja (v, vy4). Graafissa G

voidaan esimerkiksi siis kulkea pisteestéd v; pisteeseen vs, mutta pisteestéd vs ei voida
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kulkea pisteeseen v;. Suunnatuissa graafeissa viivat esitetddn yleensd nuolien avulla,

jolloin on helpompi havaita mihin suuntaan viivoja voidaan kulkea.

Graafit voidaan maéritella joukko-opin termeilld tdsméllisemmin. Téméan tekstin
tarkoituksiin aiemmat mééaritelmét ovat sopivia, mutta esitelliin graafiteorian yleiset
madritelmét silti myos toisella tavalla. Seuraava mééritelmé voi auttaa myos havain-

noimaan suunnattujen ja suuntaamattomien graafien vilisté eroa.

MAARITELMA 1.3. Olkoon V # () dérellinen joukko. Olkoon liséksi E C P(V) ko-
koelma joukon V kahden alkion kokoisia osajoukkoja ja olkoon D C V x V relaatio
joukolla V.

Télloin pari (V, E) on verkko ja pari (V, D) on suunnattu verkko.

Kuten aiemmin mainittiin, tdmé maéaaritelmé antaa hieman erilaisen ldhestymis-
tavan graafeihin joukko-opin kautta. Joissain yhteyksissa tdmé tapa voi olla kiaytan-

nollisempi kuin aiemmat méaaritelmét.

Lahdetaédn tutkimaan graafeja hieman enemmaén ja aloitetaan tarkastelu pisteisté.
Kahta pistetté, joiden valilla on viiva, kutsutaan naapureiksi. Olkoon x, y € V siten,
ettd x ja y ovat naapureita. Talloin merkitdédn = ~ y. Seuraavaksi méadritellddnkin

uusi késite liittyen pisteisiin.

MAARITELMA 1.4. Olkoon (V, E) verkko. Té&lléin pisteen v € V aste on
deg(v) =# {w e V:v~w}

Pisteen aste kertoo siis suuntaamattomien graafien tapauksessa pisteesté ldhtevien
viivojen lukumééran. Esimerkiksi Kuvassa 1.1. graafin GG; kaikkien pisteiden aste on
kaksi.

Piste on parillinen, jos pisteen aste on parillinen. Vastaavasti piste on pariton,
jos sen aste on pariton. Mikéli jokaisen pisteen aste on ddrellinen, kutsutaan verkkoa
lokaalisti darelliseksi. Yksinkertainen #érellinen graafi on siten aina myos lokaalisti
aarellinen. Lisdksi graafi on n-asteinen, jos jokaisen pisteen aste on n. Graafi on tay-

dellinen, jos se sisdltdd kaikki mahdolliset viivat, poislukien luupit. Seuraava lause
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antaa yhteyden pisteiden asteiden ja viivojen lukumééréan vélille.

LAUSE 1.5. Olkoon (V, E) yksinkertainen ddrellinen graafi. Tdlloin pitee seuraa-

va:

Z deg(v) = 2#E.

veV

TobisTus. Sivuutetaan. Todistus on suoraviivainen ja sen voi suorittaa esimerkiksi
induktion avulla. Lause pohjautuu faktaan, ettd viivan lisidminen graafiin liséé vii-
van molempien paétepisteiden astelukua yhdelld. Erdét todistukset lauseelle 16ytyvit
lahteisté [4] ja [8]. O

Esitelldén seuraavaksi muutamat uudet méadritelméat, jotka liittyvat pisteiden vé-
lilld kulkemiseen. Jatkon kannalta olisi tarkedéd pystyd mittaamaan ja tutkimaan ti-
lanteita, joissa kuljetaan kahden mielivaltaisen graafin pisteen vélilla. Tata varten

ensimmaiseksi mééritelladn polun késite.

MAARITELMA 1.6. Graafin (V, E) pisteiden v,, € V muodostamaa dérellistd jonoa

k
{Un}nzo
kutsutaan graafin poluksi, jos v, ~ v, kaikillan € {0,1,..., k— 1}. Lisdksi polussa

olevien viivojen lukuméiraé k sanotaan polun pituudeksi.

Polun méaritelmén avulla pystymme edelleen méaritteleméaan uudet késitteet: yh-

tendinen graafi ja graafietdisyys.

MAARITELMA 1.7. Graafia (V, E) kutsutaan yhtenéiseksi, mikéli graafin kahden

pisteen v, ja v, vilille 16ytyy Maéritelmén 1.6. mukainen polku

{Un}izo

siten, ettd vy = v, ja vy = vp.
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MAARITELMA 1.8. Yhtenéiselle graafille (V, E) voidaan mééritelld kahden graafin

pisteen v, ja v, vilinen graafietdisyys d(v,, v,,) seuraavasti:

(1) Jos v, # vy, niin d(v,, vy) on lyhyimmén mahdollisen pisteitd v, ja vy,
yhdistdvan polun pituus.

(2) Jos v, = Uy, niin d(vy,, v,) = 0.

Graafin yhtendisyys varmistaa sen, ettd graafietdisyys on dérellinen eli
d(vy, V) < 00. Alempien mééritelmien nojalla lyhyin polku on liséksi aina méaéaritet-
tavisséd. Lyhyin polku ei kuitenkaan ole aina yksikésitteinen, vaan lyhyimpié polkuja

voi olla useampia.

Alla olevassa Kuvassa 1.2. esitellddn yhtenéinen graafi GG, joka koostuu yhdeksésté
pisteestd. Graafi toteuttaa selvisti yhtendisyyden méaritelmén, silla jokaisen kahden
graafin pisteen vilille 16ytyy polku, eikéd graafissa ole niin sanottuja erillisid pisteité.
Erilliset pisteet ovat siis sellaisia graafin pisteité, joista ei lihde yhtdéan viivaa toiseen
graafin pisteeseen.

Nyt esimerkiksi pisteiden v; ja vs vélinen graafietdisyys on néiden pisteiden vélisen
mahdollisimman lyhyen polun pituus. Kyseinen polku kulkee pisteiden vy, vq, v4, vg ja
v5 kautta ja siispd polun pituus on kuljettujen sivujen lukuméaéra eli nelja. Vastaavasti

my0s esimerkiksi pisteiden vy ja vg vélinen graafietdisyys on nelja.

Kuva 1.2. Yhtendinen graafi G;.
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Graafietdisyys on graafien tarkastelussa kéteva tyokalu, jonka hyodyt tulevat ilmi
etenkin suuria graafeja tutkittaessa. Graafietédisyys on lisdksi mééaritelty hyvin ja se
toteuttaa metriikan ehdot. T&ll6in myds (V, d), missd V' on graafin pisteiden joukko

ja d on graafietéisyys, on metrinen avaruus. Todetaan tdmé seuraavassa lauseessa.

LAUSE 1.9. Yhtendisessi graafissa (V, E) graafietdisyys d on metriikka ja siispd

(V, d) on metrinen avaruus.

Tobistus. Lauseen todistamiseksi taytyy todistaa, ettéd graafietédisyys d tayttas kai-

killa joukon V alkioilla a, b ja ¢ metriikan kolme ehtoa:
(1) d(a, b) > 0 ja d(a, b) = 0 jos ja vain jos a = b
(2) d(a, b) = d(b, a)
(3) d(a, ¢) < d(a, b) + d(b, ¢).

Ensimmaisen kohdan todistaminen on helppoa, silld ehto seuraa suoraan Maéri-
telmén 1.8. tiedoista. Jos a # b, niin selvésti d(a, b) > 1, silld tarvitaan ainakin yksi
viiva, jotta pisteestd a padstaan pisteeseen b. Jos taas a = b, niin d(a, b) = 0 edelleen
Maéritelmén 1.8. nojalla. Kyseisten paitelmien avulla on helppo todeta ehdon (1)

toteutuvan ja yhtenéisessi graafissa voidaan todeta, ettd 0 < d(a, b) < oc.

Toinenkin kohta seuraa helposti aiempien mééritelmien pohjalta. Pisteiden a ja
b vélinen polku voidaan kulkea suuntaamattomassa graafissa kumpaan suuntaan ta-
hansa polun pituuden muuttumatta. Siispa lyhyin polku pisteestd a pisteeseen b on
sama polku kuin pisteiden b ja a vilinen lyhyin polku kuljettuna ka#nteiseen suun-

taan. Téten kohta (2) on myds tosi graafietédisyydelle d.

Kolmas kohta on hieman tyoldadmpi, mutta silti suoraviivainen. Olkoon polku
{a,}! _, lyhyin pisteet a ja b yhdistdvi polku ja {b,}™, lyhyin pisteet b ja ¢ yh-
distéava polku, jolloin d(a, b) =1 ja d(b, ¢) = m.

Muodostetaan ylld maériteltyjen polkujen avulla uusi polku:

@, A1y ... , a1, b, by, ..., b1, c. TA&ma on erés pisteet a ja ¢ yhdistdva polku, mutta
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ei valttaméatta lyhyin. Tadméan uuden polun pituus on aiempien polkujen pituuksien

summa eli [ + m, jolloin saadaan muodostettua epayhtalo
d(a, c) <1+ m = d(a, b) + d(b, ¢), joka todistaa kohdan (3).

Taten graafietdisyys d toteuttaa metriikan kolme ehtoa ja on siis metriikka. Siispa

(V, d) on metrinen avaruus. [J

Seuraavaksi esitelladn jalleen uusi késite graafeihin liittyen. Painotetut graafit tu-
levat olemaan merkittdvéssa osassa mychemmaésséi vaiheessa tiatéa tutkielmaa ja onkin

syytd madritella késite tdsmallisesti.

MAARITELMA 1.10. Painotettu graafi on pari (G, ), missé G = (V, E) on graafi
jau: V. x V. — [0, oo| on ei-negatiivinen funktio. Kaikilla (x,y) € V x V voidaan

merkitéd p(x,y) = gy ja funktio p toteuttaa seuraavat ehdot:

(1) Hay = Hyz
(2) gy > 0 jos ja vain jos z ~ .

Funktio p,, antaa siis graafin kahden pisteen parille tietyn painon. Téaten funk-
tio piz,, voidaan ajatella myos funktioksi, joka liittdd jokaiseen graafin G viivaan e
€ F jonkin positiivisen painon. Liséksi funktio antaa painon nolla niille pistepareille
(z, y), joiden vélilld ei ole viivaa. Lisdksi, koska jokaista viivaa e € E vastaa tiet-
ty pistepari (z,y), jolle © ~ y, voidaan merkitd pi,, = p.. Tamé merkintitapa hel-

pottaa summien indeksointia, kuten esimerkiksi Lauseen 1.11. todistuksessa ndhd&an.

Painoa p kutsutaan yksinkertaiseksi painoksi, jos p,, = 1 kaikilla pistepareilla (z,
y), joiden vélilla on viiva eli z ~ y. Painojen avulla voidaan laskea jokaisen graafin
pisteen paino, joka madraytyy pisteestd lahtevien viivojen painojen summana. Siispa

> Hzy = p(x) on pisteen z paino kaikilla z € V. Jos paino p on yksinkertainen,
Yy~
niin selvésti pisteen z paino on pisteestd ldhtevien viivojen lukumaéara. Talloin pis-

teen paino on sama kuin pisteen aste eli pisteen z paino on u(z) = deg(z).

Painotettujen graafien avulla saadaan Lauseelle 1.5. myds yleisempi muoto:
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LAUSE 1.11. Kaikilla yksinkertaisilla, adarellisilli graafeilla (G, p) pdtee:

S ) =2 3 pe.

zeV eckF

TobISTUS. Pisteen € V paino on p(x) = ) pyy. Summaan voidaan lisdtd myos
Yy~
kaikki pisteparit (z, y), joiden vélilli ei ole sivua, silld ndiden pisteparien paino on

[zy = 0. Summa saadaan siis laajennettua muotoon

D Hay = D Hay

Yy~ yev

()

Talloin saadaan

Eﬂ(x)zz Zﬂxy: Z Moy = z ,LL;EyZQZ/Le.

zeV zeV yeV z,yeV T,y Y ecE

Tama todistaa halutun viitteen ja yleistdd Lauseen 1.5. dérellisten graafien tilan-

teessa. [

Aiemmin méaéritetyn graafietdisyyden avulla saadaan todistettua erds mielenkiin-

toinen tulos, joka liittyy pisteiden lukumé&araéan graafissa. Esitetdédn tulos lauseena.

LAUSE 1.12. Olkoon G = (V, E) yhtendiinen ja lokaalisti ddrellinen graafi. Tdl-

loin pisteiden joukko V on joko ddrellinen tai numeroituva.

Tobistus. Olkoon z € V graafin G mielivaltainen piste. Otetaan kiyttoon graafi-
pallon késite graafeissa hyodyntéen graafietdisyyttéd. Olkoon B, ,, = {y € V : d(z, y)
< n} z-keskinen ja "n-siteinen” pallo eli joukko, joka koostuu kaikista graafin pis-
teistd, joiden etéisyys pisteestd x on korkeintaan n. Kéytetdédn induktiotodistusta ja

naytetddn, ettd graafipalloon kuuluvien pisteiden mééré on dérellinen eli #B,,, < oo.

Perusaskel n = 0 on kunnossa, silld selvésti B, o = {z}. Osoitetaan sitten induktio-
oletuksen "B, , on aérellinen” avulla, ettd B, ,; on addrellinen. Tétd varten riittaéd

osoittaa, ettd joukko (Byn+1 \ Ban) on dérellinen.
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Graafietdisyyden ja graafipallon méaritelmien nojalla tiedetéddn, ettd kaikille y €
(Bems1 \ Bun) pitee d(z, y) = n + 1. Tillsin on siis olemassa polku {z}}75,, jo-
ka kulkee pisteestd z pisteeseen y ja jonka pituus on n + 1. Talloin kuitenkin polku
{z}71) kulkee pisteen z,, kautta eli on olemassa polku {z;}7_,, jonka pituus on n.
Taten d(x, x,) < neli x,, € B,,. Kuitenkin polun {xk}Zié perusteella on olemassa
viiva pisteiden z,, ja y vililla, toisin sanoen z, ~ y. Téten siis jokaisesta pisteestd y

€ (Bzn+t1 \ Bzn) on viiva johonkin graafipallon B, ,, pisteeseen.

Kuitenkin induktio-oletuksen nojalla tiedetdén, ettd graafipallossa B, on &dérel-
linen mé&ra pisteitd, joilla jokaisella on graafin lokaalisen darellisyyden nojalla vain
adrellinen mééra naapuripisteitd. Télloin graafipallon B, , naapuripisteiden maira
on #drellinen eli #(B, 41 \ Bayn) < 00 ja myos #B, ,41 < 0o, kuten haluttiinkin

osoittaa.

Liséksi pisteiden joukko V' voidaan esittdd muodossa V = |J By, silld graafi G
n=1

on yhdistetty, jolloin d(z, y) < oo kaikilla y € V. Siispa pisteiden joukko V' on nu-

meroituvana yhdisteend darellisistd joukoista joko &dérellinen tai numeroituva ja téten

lause on todistettu. [

Ensimmaisessé luvussa on esitelty graafeihin liittyvid peruskésitteité ja seuraavien
lukujen kannalta térkeité asioita. Lisdd mielenkiintoisia tuloksia graafeihin liittyen voi
etsid esimerkiksi ldhteistd [8] ja [13]. Seuraavaksi siirrytdén kuitenkin harmonisten

funktioiden pariin, edelleen graafeja hycdyntéen.



LUKU 2
Harmoniset funktiot

Tassa luvussa tutustutaan harmonisiin funktioihin ja niiden ominaisuuksiin. Lu-
vun alussa tutustutaan derivoinnin seké osittaisderivoinnin méaritelmiin ja Laplacen
approksimaatioihin. Luvun loppupuolella paéastaan kasiksi Laplacelta peraisin oleviin
médritelmiin ja késitteisiin, muun muassa Laplacen operaattoriin ja Laplacen yhté-

160n.

2.1. Johdantoa harmonisiin funktioihin

Pierre-Simon Laplace oli erds 1700-luvun loppupuolen ja 1800-luvun alkupuolen
tarkeimmista tiedemiehisté. Laplace oli padosin kiinnostunut téhtitieteesta ja hén tut-
kikin elaménsé aikana muun muassa planeettajirjestelmia ja planeettojen kiertorato-
ja. Lisdksi héan tutki aurinkokunnan syntymista seké stabiilisuutta ja toidenséd ohes-
sa Laplace loikin uusia laskumenetelmid tutkimuksiensa helpottamiseksi. Laplacen
matemaattisia luomuksia ovat esimerkiksi useat todennékoisyysteoriaan liittyvét tu-
lokset ja pienimmén neliGsumman periaate virheanalyysissa. Liséksi Laplace esitteli
nimeddn kantavan muunnosmenetelmén, jonka avulla differentiaali- ja integraaliyh-
taloita voidaan muuttaa algebrallisiksi yhtaloiksi. Matematiikan ja fysiikan kannalta
vieldkin merkittavampia tuloksia olivat potentiaalifunktion, Laplacen operaattorin ja
Laplacen yhtédlon kisitteet [10]. Néihin tutustutaankin myéhemmin téssd luvussa.
Lahdetaén liikkeelle reaaliarvoisen yhden muuttujan funktion derivaatan mééritel-

masta.

MAARITELMA 2.1. Olkoon f : Ja, b - R ja x € ]a, b[. Télloin funktio f on

w on olemassa ja raja-arvo on

w) kun raja-arvo on #rel-

derivoituva pisteessé x, jos raja-arvo limy .
aarellinen. Téten voidaan merkitd f'(x) = lim, o

lisena olemassa.

13
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Y114 olevan derivaatan maaritelmén avulla voidaan tutkia funktion numeerisia ap-

proksimaatioita pienelld h:n arvolla, kuten Laplacekin aikoinaan teki omien laskujensa

z+h)—f(x) - z)—f(z—h
Hath)=1(e) j, S@)=fle=h)

tan arvoa pisteessd x ja tdten ne antavat monesti melkoisen hyvén arvion derivaatan

yhteydessa. Talloin siis arvot ovat melkoisen lahelld derivaa-
arvolle pienelld h:n arvolla. Kutsutaan edelld mainittuja termejéa jatkossa derivaatan

erotusosaméaran operaattoreiksi.

ESIMERKKI 2.2. Olkoon funktio f : ]0, co| = R, f(z) = 23 ja 1y = 2. Tiedetién,
ettd f'(z) = 32?% ja siispd f'(xy) = 3 - 22 = 12. Toisaalta valitsemalla h:n arvon pie-

neksi, esimerkiksi olkoon A = 0,001, ja hyodyntaméilla derivaatan erotusosaméiérin

operaattoreita saadaan derivaatalle arviot: ! ($°+h}z_f (20) _ / (2+0(’)Ogéi_f @) — (2’00012;);(2)3
~ o f@o)—flzo—h) _ f(2)=f(2-0,001) _ (2)°-(1,999)°
~ 12,006 ja === = 3,001 = o ~ 11,994

Olkoon sitten funktio g : ]0, oo[ = R, g(z) = In(z) ja 2y = 1. Nyt ¢'(z) = 2
ja ¢'(x1) = 1. Valitaan h:n arvo jilleen suhteellisen pieneksi eli olkoon edelleen h =

0,001. Nyt derivaatan erotusosaméérian operaattoreilla saadaan seuraavat arviot deri-

r1+h)—f(x In(1,001)—In(1) : z1)—f(x1—h) _ In(1)—In(0,999) __
1 })L f(z1) _ In( 0’02)1 ()~0,9995Ja f(z1) £( 1—h) _ ()070(51 )N170005‘

vaatalle: £

Ylla olevan esimerkin perusteella numeerinen approksimointi antaa hyvié arvioita
derivaatan arvolle, kuten on tarkoituskin. Laplace kaytti aikoinaan téhtitieteen lasku-
jensa yhteydesséd saman tyylisié arvioita ja sai ndin helpotettua laskuja. On kuitenkin
huomattava, ettéd ylla oleva menettely ei anna nykyajan tietoihin oikeastaan mitéén
uutta, silld menetelmé vastaa derivaatan méaritelméan mukaista erotusosaméaédran las-
kemista tietylld kiinnitetylld h:n arvolla. Laskut antaisivat tarkempia tuloksia, jos
h:n arvoa pienennettéisiin, ja vastaisivat tarkasti derivointia, mikéali osaméérille suo-
ritettaisiin raja-arvoprosessit. Laplacen puolustukseksi sanottakoon, ettd raja-arvon
késite oli hdnen elinaikanaan vield hieman epéselvé eikd méaaritelmé ollut yhté tarkka
kuin nykyisin. Laplacen menetelmé tepsii kuitenkin vain funktioihin, jotka ovat tar-

peeksi “siistejd” eli toisin sanoen derivoituvia nykyisessd merkityksessa.

Vastaavat approksimaatiot onnistuvat myos reaaliarvoisen yhden muuttujan funk-
tion derivaatan derivaatalle, eli toiselle derivaatalle. Mikali funktion f derivaatta

f' toteuttaa derivaatan méaaritelméan ehdot, myos toinen derivaatta on olemassa ja
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Laplacen numeerinen approksimaatio toiselle derivaatalle f” on mielekés. Télloin ap-

proksimaatioksi saadaan

T e e s e [ (22 ) = T RS ()

h h h?

z+h xz—h
:%(ﬂ+§ﬂ >_f@»_

Arvion mukaan siis funktion toisen derivaatan arvo pisteessi x on lahelld keskiar-
voa funktion arvoista pisteissa x + h sekd x — h, kun tésté keskiarvosta viahennetédéan

funktion arvo pisteessid x. Lisdksi edelld mainittua arvoa "skaalataan” tekijalla %

Tahéan asti ollaan tarkasteltu ainoastaan yhden muuttujan funktioita, mutta seu-
raavaksi siirrytdédn kahden muuttujan funktioihin. Useamman muuttujan tapauksessa
derivointi on edelleen mahdollista ja usein kitevéaikin, mutta aiempi méaéritelma ei
enad ole pitevid. Madritelladn siis osittaisderivaattojen, joissa derivoidaan funktiota
yhden muuttujan suhteen muiden muuttujien pysyesséa vakioina, késite reaaliarvois-

ten funktioiden tapauksessa.

MAARITELMA 2.3. Olkoon f : R? — R ja (x, y) € R% Funktion f osittaisde-

rivaatta muuttujan x suhteen pisteessi (z, y) on f'.(z, y) = limp_0 w

f(.CE, y+h)—f($, Yy

ja muuttujan y suhteen f’,(z, y) = lim,_o . ) mikéli kyseiset raja-arvot

ovat olemassa.

HuomauTUus 2.4. Funktion f osittaiderivaatalle on olemassa useita erilaisia mer-
kintdtapoja. Funktion f ensimméinen osittaisderivaatta muuttujan x suhteen voidaan
merkitd muun muassa seuraavasti: ., f., D, ja %. Téssé tekstissa kaytetddn edel-

lisen mééritelmin mukaista merkintitapaa f’,.

Osittaisderivaattojen tutkiminen onnistuu funktiosta riippuen myos niin sanotuil-
la korkeammilla kertaluvuilla, toisin sanoen funktion osittaisderivaatoista voidaan
laskea edelleen uusia osittaisderivaattoja. Merkinnét ovat vastaavia kuin ylld olevas-
sa huomautuksessa ja esimerkiksi toisen kertaluokan osittaisderivaattaa, jossa aluksi
otetaan muuttujan z ja sen jalkeen muuttujan y suhteen osittaisderivaatta funktiosta

[, merkitaan f”,,. Havainnollistetaan tété seuraavalla esimerkill4.
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ESIMERKKI 2.5. Olkoon f : R* = R, f(z, y) = 2%y + 2xy ja (7, y) € R% Nyt

funktion f osittaisderivaatat ja toisen kertaluvun osittaisderivaatat ovat:
felz, y) = 2wy + 2y,
fy(z, y) = 2 + 2z,
faa(@, y) = fla(fo(, y) = f1a ey + 2y) = 2y,
(@, y) = fy(fy(z,y) = fy(a® + 22) =0,
fay(@, y) = [y(falz, y) = [y QRry + 2y) = 22 + 2 ja
fya(@, y) = fla(fy(@, y)) = fa(a® + 22) = 20 + 2.

Huomataan, etté osittaisderivointi molempien muuttujien suhteen johti samaan
lopputulokseen riippumatta osittaisderivoinnin jérjestyksestd. Néin tapahtuukin ai-
na, kun késiteltdva funktio on tarpeeksi siisti, toisin sanoen osittaisderivaatat ovat
olemassa ja jatkuvia tietyssé tarkasteltavan pisteen ympéaristossa. Siispé, jos osittais-
derivaatta f”,, on olemassa ja jatkuva, niin télloin myds osittaisderivaatta f”,, on

olemassa ja ", = "4y

2.2. Laplacen yhtélo ja harmoniset funktiot

Laplace loi osittaisderivoinnin avulla nimeé&én kantavan operaattorin, jolla on ny-
kypéaivind monenlaisia kédyttokohteita etenkin fysiikan saralla. Operaattori syntyi
kolmeulotteisena versiona Laplacen tutkiessa Newtonin painovoimalain avulla pla-
neettojen liikkeitd ja kayttdytymistd. Nykypéivand operaattoria hyodynnetddan n-
ulotteisena esimerkiksi kvanttimekaniikan Schrédingerin yhtélossé ja elektromagne-

tismin merkittavissd Maxwellin yhtaloissa.

MAARITELMA 2.6. Olkoon funktio f : RY — R, jolla kaikki osittaisderivaatat
I viz1s [ 20wy - - - OVat olemassa jatkuvina kaikissa R¥:n pisteissi. Tilloin Laplacen

operaattori on Af = ij:l "

InTn °
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HuomAuTUus 2.7. Laplacen operaattorille on varattu oma merkki A, jolla on sa-
ma merkitys kaikissa koordinaatistoissa. Erityisesti R?:n funktiolle f pitee Af = f”,.,
+ f",,. Médritelmén mukaisesti toisen kertaluvun osittaisderivoinnit suoritetaan vain
yhden muuttujan suhteen eikéd usean muuttujan suhteen laskettuja osittaisderivaat-

toja esiinny summassa.

Laplacen operaattorin avulla péddstddn maéadritteleméasn Laplacen yhtéld ja sen

my6td myos harmoniset funktiot.

MAARITELMA 2.8. Olkoon funktio f : RV — R, jolla kaikki osittaisderivaatat

I w1215 [ 20w, - - - OVat olemassa jatkuvina kaikissa RY:n pisteissi. Tillsin Laplacen

"
TnTn

yhtélo saadaan asettamalla Laplacen operaattori nollaksi eli asettamalla A f = Zﬁf:l
= 0.

MAARITELMA 2.9. Olkoon edelleen funktio f : RY — R, jolla kaikki osittaisderi-
vaatat £, e, f"eqzes - - - OVat olemassa jatkuvina kaikissa RY:n pisteissi. Funktiota f
kutsutaan harmoniseksi, mikali se toteuttaa Laplacen yhtalon ehdon. Siispé, funktio

f on harmoninen, jos Af = ZnN=1 "o =0.

T Tn

Edellisten mééritelmien nojalla ndhdéén selvisti, ettd Laplacen operaattori ja yh-
talo sekd harmoniset funktiot ovat todella vahvasti yhteydesséd toisiinsa. Seuraavat
esimerkit voivat helpottaa harmonisten funktioiden hahmottamista. Jalkimmaisessé
esimerkissé on hyodynnetty useita kompleksilaskennan tuloksia, néitéd tuloksia todis-

tuksineen 16ytyy esimerkiksi ldhteisté [1] ja [9].

ESIMERKKI 2.10. Olkoon funktio f : R? — R, f(z,y) = 22° — 6xy? + 8y ja (z,v)

€ R2. Lasketaan funktion osittaisderivaattoja:
flalz, y) = 62® — 6y?,
f//a:x(xa y) = 12z,

fy(x, y) = =122y + 8 ja
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[z, y) = —12z.

Nyt Af = "0 + f"yy = 122 + (—122) = 0. Téten funktio f on harmoninen.

ESIMERKKI 2.11. Tutkitaan hieman analyyttisia funktioita. Funktio g : A — C,
missid A C C on avoin joukko, on analyyttinen joukossa A, jos kompleksinen derivaat-

w on olemassa kaikilla z € A. Kompleksista derivaattaa on hyvé

ta limy,_,q
verrata Madritelmén 2.1. reaaliseen versioon ja huomata, etté reaalisessa versiossa h
€ R, kun taas kompleksisessa versiossa h € C. Kompleksisen derivaatan yhteydessa
voidaan kayttdd samoja merkintoja kuin reaaliselle derivaatalle ja hyddyntad merkin-

tdd f’, kunhan muistetaan missa joukoissa tarkastelut tehddan.

Olkoon nyt siis A C C avoin joukko, z € C ja funktio g : A — C analyyttinen.
T#lloin funktio g voidaan esittdd funktion reaaliosan u = Re(g) ja imaginaariosan v =
Im(g) avulla muodossa g(z) = u(z) + iv(z). Analyyttisen funktion reaaliosa ja ima-

ginaariosa toteuttavat kaikilla z € C niin sanotut Cauchy-Riemannin yhtalot: v/, (z)

= vy (2) Ja il (2) = —vu(2).

Analyyttisen funktion g derivaattafunktio ¢'(z) = w/,(2) + iv',(2) = v'y(2) —
iu'y(z) on edelleen analyyttinen. Lisdksi funktioiden u ja v toisen kertaluvun jatku-
villa osittaisderivaatoilla ei molempien muuttujien suhteen derivoitaessa derivoinnin

jérjestykselld ole vélid, toisin sanoen u”,, = u”y, ja v",, = V" .

Néiden tietojen avulla saadaan laskettua: Au = v, + u”y, = 0", — 0", =0
ja Av ="y, + 0"y, = —u’y, + u";, = 0. Téten siis analyyttisen funktion reaali- ja
imaginaariosat ovat harmonisia funktioita. Tamé&n tuloksen avulla monet komplek-

sianalyysin laskut helpottuvat ja nopeutuvat huomattavasti.

Néiden esimerkkien my6ta on hyva pysahtyd hetkeksi pohtimaan edellisten méé-
ritelmien ja graafien yhteensopivuutta. Luvussa 1 tarkasteltiin graafeja, mutta tdméan
luvun mééaritelmét on esitetty klassisessa muodossa eiviatké ne siis suoraan ole siir-
rettavissa graafeille. Tarvitaan siis pientd muokkaamista, jotta Laplacen operaattori

ja yhtélo ovat jarkevésti médriteltyja myos graafeille.
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Luvussa 1 todettiin, ettd graafin pisteet esitetdéin yleensé pisteiné tasossa, jossa
viivat yhdistdvit néitd pisteitd. Talloin graafin pisteet voidaan ajatella siis pistepa-
reiksi (z,y) € R?, joita yhdistéiviit viivat e € E. Hyddynnetddn tdmén luvun alku-
puolella esiteltyja derivaatan erotusosaméérén operaattoreita ja arvioidaan Laplacen

operaattoria tasossa R2.

Olkoon funktio f : R? — R, jolla kaikki osittaisderivaatat ", ., f”zses, - - - OVat

olemassa jatkuvina kaikissa R%:n pisteissii, ja (z,y) € R?. Nyt saadaan

Af(@,y) = [aalw,y) + [yy(a,y) o Lozl o Seu o)

fth,y)—flz,y) _ f,y)—fz=hy) f@y+h)—f(=,y) _ f(,y)=f(=,y=h)
h h + h h
h h

~
~

— f($+h1 y)—2f($7 y)+f(x—h, y) _|_ f(xv y+h)—2f(z,y)+f(ac, y_h)
- h? h2

z+h, z—h, z,y+h z,y—h
%(f( +h, y)+£( y)jl-f( y+h)+f(z,y—h) f(:v,y))

Yll& olevan péattelyn mukaan siis Laplacen operaattoria voidaan tason pisteessé
(z,y) € R? arvioida keskiarvolla funktion arvoista ympérdivissi pisteissi (z + h, y),
(x—h,y), (x,y+h) ja (x,y — h), edelleen vihentden keskiarvosta funktion arvon tut-
kittavassa pisteessé ja skaalaamalla erotusta tekijalla %. Téata arviointia hyodyntéaen

voidaan madritelld Laplacen operaattori graafeille.

MAARITELMA 2.12. Olkoon (V, E) lokaalisti dérellinen graafi, jolla ei ole erillisia
pisteitd, ja f : V — R mielivaltainen funktio. Téll6in voidaan asettaa funktio Af :
V = R,

M) = i 3 1)~ 1(2).

Funktiota Af kutsutaan Laplacen operaattoriksi graafille (V, E'). Funktio f on siten
harmoninen graafilla (V, F), jos Af(z) = 0 kaikilla z € V.

HuoMmAuTUs 2.13. Graafeille mééaritelty Laplacen operaattori kiyttad samaa mer-

kintdi kuin aiemmin médritelty operaattori RY:n funktioille. Graafille méiritelty
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Laplacen operaattori onkin vain graafeille sopivaksi muotoiltu versio aiemmasta méaé-
ritelméstd. Kannattaa myos huomata operaattorin samankaltaisuus ennen mééritel-
méé suoritetun erotusosamédrin operaattoreita hyodyntavéan arvioinnin kanssa.

Madéritelméssa olevat oletukset graafin lokaalista darellisyydesté ja erillisten pisteiden
puuttumisesta takaavat, ettd 0 < deg(x) < oo kaikilla z € V| jolloin mééritelmé on
jarkeva. Madritelméssé oleva funktioiden arvojoukko R voidaan korvata myos arvo-
joukolla C ja mééritelméa pysyy edelleen toimivana. Tulevat tarkastelut suoritetaan

kuitenkin arvojoukolla R.

Ensimmaisessé luvussa késiteltiin myos painotettuja graafeja, joten on syytd méaa-

ritelld my6s painotetuille graafeille sopiva Laplacen operaattori.

MAARITELMA 2.14. Olkoon (G, p) lokaalisti dérellinen painotettu graafi, jolla ei

ole erillisia pisteitd, ja f : V — R mielivaltainen funktio. T&lloin voidaan asettaa
funktio A, f : V — R,

Auf(z) = ﬁy;x f@)ptzy — f(2).

Funktiota A, f kutsutaan painotetuksi Laplacen operaattoriksi graafille (G, it). Funk-
tio f on siten harmoninen painotetulla graafilla (G, p), jos A, f(z) = 0 kaikilla z € V.

HuomAuTUs 2.15. Mikili paino i on yksinkertainen, antavat kaksi edellistd maa-
ritelméa samat tulokset. Téten aiempi méaritelma on erityistapaus painotetusta Laplacen

operaattorista yksinkertaisella painolla.
Otetaan seuraavaksi konkreettinen esimerkki Laplacen operaattoreista graafeille.

ESIMERKKI 2.16. Alla olevassa Kuvassa 2.1. on esitetty graafit G; ja G5. Molem-
mat néista graafeista ovat lokaalisti darellisid eikd kummallakaan ole erillisié pisteita.
Graafi GG; on yksinkertainen suuntaamaton graafi, kuten myos graafi G, joka on li-
siksi painotettu graafi. Graafin viivan paino on merkitty numerolla painoa vastaavan
viivan viereen. Edellisten mééaritelmien ehdot ovat siis voimassa, joten voidaan laskea

Laplacen operaattorin arvoja graafien GG ja Go pisteille.
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Kuva 2.1. Graafit G, ja G.

Olkoon f : V — R, f(v;) = ¢ kaikilla i € {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Tutkitaan esimerkiksi
graafin G pistettd vy. Selviisti deg(vy) = 3, jolloin Méaéritelmén 2.12. mukaan

Af(vy) = f(v2)+f(§3)+f(v6) — f(vy) = 1_31 A — _ %

Toisaalta, jos tutkitaan graafin G5 pistettd vy, saadaan Méaaritelmén 2.14. mukaan

vyvg +F(V3) o yvg+F(V6) oo 10+12+12 3 10
A v :f(UQ)“42 43 46 va) = 4 = 3% _ I 1Y
H’f( 4) Mv4v2+ll4v4v3+ﬂv4v6 f< 4) 11

4 =

11 11
Vastaavat laskut voitaisiin suorittaa myos muiden pisteiden suhteen. Kuitenkin jo

néilla laskuilla huomataan, ettd Laplacen operaattorit antavat erilaisia arvoja graa-

feille G; ja Go. Laskut eivét ole vaikeita, kunhan aluksi haluttu ilmio tai tapahtuma

saadaan mallinnettua graafin tai painotetun graafin muotoon. Tamé tapahtuu taval-

lisesti aineistojen pohjalta tietokonesimulaatioiden ja mallinnusten avulla.

Téassé luvussa esitetyt Laplacen operaattorit graafeille ja samalla harmoniset funk-
tiot graafeilla voivat vaikuttaa hieman epéselviltia. Todistetaankin luvun lopuksi vield
erds harmonisten funktioiden téarked ominaisuus. Kyseessd on harmonisten funktioi-

den keskiarvoperiaate, joka voi hieman selkiyttidéd graafeille esitettyjen harmonisten



22 2. HARMONISET FUNKTIOT

funktioiden méaérittelyja.

MAARITELMA 2.17. Olkoon X C R" ja u jatkuva funktio joukossa X. Funktio u

toteuttaa keskiarvoperiaatteen, jos jokaiselle pallolle B, , C X pitee

missd w,, on R"m yksikkdpallon pinta-ala, B, , on z-keskinen ja r-sédteinen avoin pal-

lo sekd 0B, on pallon B, , reuna.

Keskiarvoperiaatteen mukaan siis funktion arvo méérittelyalueeseen siséltyvan
pallon keskipisteessd on sama kuin funktion keskiarvo pallon reunan yli. Tatd maa-
ritelméé kannattaa hetken aikaa pohtia, silld siinéd vaadittu ominaisuus on melkoisen
vahva. Todistetaan seuraavaksi, ettd harmoniset funktiot toteuttavat keskiarvoperi-
aatteen. Todistusta varten hydédynnetéain muuttujanvaihtoa, jolloin keskiarvoperiaate

voidaan kirjoittaa muotoon

kaikilla B, , C X [5]. Lisiiksi otetaan kdyttoon merkintd C?(X), joka tarkoittaa jou-

kossa X kahdesti jatkuvasti derivoituvien funktioiden joukkoa.

LAUSE 2.18. Olkoon X C R" ja u € C?(X ) harmoninen funktio. Télldin funktio

u toteuttaa keskiarvoperiaatteen joukossa X.
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TobisTus. Olkoon siis u € C?(X) harmoninen funktio ja B,, C X mielivaltainen
pallo. Asetetaan apufunktio ¢,

u(z) kun r =0,
(2.1) o(r) = 1
o u(y)dsS, kun r > 0.
OBu,r

Hyddynnetdédn ennen lausetta esitettyd muuttujanvaihtoa, jolloin kaikilla r > 0

pétee ¢(r) = t | u(z +r2)dS,. Gaussin divergenssilauseen [5] ja funktion u har-

0Bo,1
monisuuden avulla saadaan

) = wi / Vule +72) - 2dS. = ——; / Vu(y) - 2 - 45,

w1
BBOJ aBac,'r
1 ou 1
= g(y)dsy = / Au(y)dy = 0.
" 9B, " 9B,

Y1l4 on hyodynnetty myds reunan 0B, , normaalivektoria v ja normaalivektorin suun-
taista funktion u suunnattua derivaattaa %. Nyt siis funktio ¢ on vakio ja raja-arvoa

tutkimalla ndhd&dén, etté

¢(r) = lim ¢(s) = u(x),

s—0

eli funktio u toteuttaa keskiarvoperiaatteen ja lause on todistettu.[]

HuomAuTUS 2.19. Lauseella 2.18. on myo6s kéddnteinen versio: keskiarvoperiaat-
teen toteuttaa ainoastaan siled ja harmoninen funktio. Todistus télle tulokselle sek&
muita, esimerkiksi keskiarvoperiaatteeseen ja harmonisiin funktioihin liittyvia, hyo-

dyllisia lauseita loytyy ldhteesta [5].



24 2. HARMONISET FUNKTIOT

Téasséd luvussa esitetyt késitteet Laplacen yhtéloon ja operaattoriin liittyen ovat
tarkeitd monissa soveltavissa matematiikan ongelmissa. Syvempéad matematiikkaa tai
fysiikkaa tutkittaessa tulevat nadmé késitteet hyvin suurella todennékoisyydelld vas-
taan jossain vaiheessa. Harmonisia funktioita on myos tutkittu runsaasti, esimerkiksi
kompleksialueissa. Tamén tekstin kannalta kompleksialuetutkimukset eivét ole tar-

peellisia, aiheesta kiinnostuneille lisdlukemista 16ytyy esimerkiksi lahteesta [1].



LUKU 3

Dirichlet’n ongelma

Aiemmissa luvuissa ollaan perehdytty graafien seké harmonisten funktioiden omi-
naisuuksiin ja koottu talteen tarpeellisia tuloksia. Nyt padstadn hyodyntaméén tietoja
klassisen soveltavan matematiikan ongelman parissa. Kyseesséa on Dirichlet’n ongelma,
jolla on monia hyddyllisid sovelluksia usealla matematiikan ja fysiikan osa-alueella.
Tamén luvun aikana tutustutaan Dirichlet'n ongelman klassiseen muotoiluun seké
ongelman graafeille sovellettuun versioon. Luvun tarkoituksena on todistaa, etté tiet-
tyjen alkuehtojen toteutuessa Dirichlet’'n ongelman graafiversiolla on yksikésitteinen

ratkaisu.

3.1. Dirichlet’n ongelman historiaa

Dirichlet’n ongelman pohjana voidaan pitdd 1800-luvun matematiikan nopeaa ke-
hittymistd. Monet nykypéaivian matematiikan ja fysiikan tutkimusaloista pohjautuvat
ongelmiin, joita tutkittiin tarkasti jo 1800-luvulla. Dirichlet’'n ongelma on saanut ni-
mensé saksalaisen matemaatikon Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet’'n mukaan.
Dirichlet oli erds aikansa merkittdvistd matemaatikoista, uransa aikana héan vaikutti
muun muassa lukuteorian ja analyysin parissa. Dirichlet’n ansioksi katsotaan myos
funktion késitteen moderni madrittely.

Dirichlet’'n ongelmassa halutaan 16ytaa tietyn alueen reunalla mééritetylle funktiol-
le laajennus alueen siséosaan siten, ettd tdma laajennus toteuttaa Laplacen yhtélon.
Téllaisen laajennuksen loytdminen on olennaista esimerkiksi fysiikan potentiaaliteo-
riaa tutkittaessa. Kuten monet muutkin matematiikan kuuluisat teoriat ja ongelmat,
tdméakin ongelma kantaa myohemmaén tutkijan nimeé alkuperdisen tarkastelijan si-
jaan. Englantilainen George Green oli tutkinut Dirichlet’'n ongelman erdstd muotoa
jo 1800-luvun alkupuolella ja julkaisi aiheeseen liittyen myos teoksen An Essay on the
Application of mathematical Analysis to the theories of Electricity and Magnetism.
Greenin tutkimuksissa oli tiettyjéd epékohtia, ja siten Dirichlet ryhtyi tarkastelemaan
ongelmaa tasmallisemmin. Tarkasteluidensa yhteydessé Dirichlet esitti funktioteorian
kehittymisen kannalta tédrkeén Dirichlet'n periaatteen. Tdmén periaatteen mukaan

25
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Dirichlet’'n ongelman ratkaiseva funktio minimoi integaalin

[ vstav

kaikkien funktioiden f, jotka yhtyvat annettuun funktioon alueen G reunalla, jou-
kossa. Integraalissa esiintyva V on erityisesti fysiikan differentiaalilaskuissa kéytetty
nabla-operaattori. Dirichlet’n periaate oli oivallinen tydkalu potentiaaliteorian kysy-
mysten parissa, mutta ratkaisun olemassaoloa ei kyetty todistamaan, kunnes vuonna
1899 saksalainen David Hilbert selvitti ratkaisun olemassaolon tdsmentamaélla Dirich-

let'n periaatetta [10].

3.2. Dirichlet’n ongelman graafiversio

Dirichlet’'n ongelmaa voidaan ajatella erdénlaisena laajennusongelmana, jossa tie-
tylle funktiolle halutaan 16yt sopiva laajennus erdiden ehtojen vallitessa. Lahdetéadn

liikkkeelle Dirichlet’n ongelman klassisesta muotoilusta.

Olkoon A n-ulotteinen Laplacen operaattori seki X C R”™ avoin ja yhten&inen
joukko. Talléin tarkoituksena on l6ytdsd funktio u joukon X sulkeumassa X siten,
ettd se toteuttaa seuraavat ehdot:

Au(z) = f(x) kaikilla = € X,
(3.1) {

u(z) = g(x) kaikilla =z € 0X,

missd f ja g ovat annettuja funktioita. Tietyilld ehdoilla ongelmaan 16ytyy ratkai-
su, joka on lisdksi yksikésitteinen. Klassinen Dirichlet’'n ongelma on térkeéssé osassa
monissa fysiikan tutkimuksissa, silld esimerkiksi termodynamiikan ja sdhkomagnetis-
min ongelmat palautuvat monesti Dirichlet’'n ongelmaan. Klassisesta Dirichlet’n on-
gelmasta 1oytyy lisdtietoja esimerkiksi ldhteestd [6] ja fysiikkaan liittyvia Dirichlet’n

ongelman sovelluksia esimerkiksi ldhteesté [5].

HuomAuTUs 3.1. Kannattaa huomata, ettd klassisen Dirichlet’'n ongelman jouk-
ko X on monissa kirjallisuudesta 16ytyvissd ongelmissa esimerkiksi pallo tai kiekko.

Kayténnon tilanteessa tutkittava joukko ei yleenséd ole néin “yksinkertainen”, silla
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todelliset tutkittavat joukot ovat harvoin téaysin symmetrisia. Kuitenkin monissa on-
gelmissa tutkittavaa joukkoa rajataan tai approksimoidaan symmetriseksi joukoksi,

esimerkiksi palloksi tai kiekoksi, laskujen helpottamiseksi.

Téssé tekstissé ei olla kiinnostuneita Dirichlet’n ongelman klassisesta muodosta.
Tarkastelut kohdistuvat painotettuihin graafeihin, joten Dirichlet’'n ongelma vaatii
erilaisen muotoilun. Kirjoitetaan se médritelméksi ja esitellidn samalla my6s méaéari-

telmé&éan liittyva téarked lause.

MAARITELMA 3.2. Olkoon (V| ) yhtendinen, lokaalisti dérellinen ja painotettu
graafi seké lisdksi X C V. Nyt Dirichlet'n ongelma on muotoa

Ayu(x) = f(z) kaikilla = € X,
3.2
(32) u(z) = g(x) kaikilla 2 € XC,

missi u : V — R on tuntematon funktio, kun taas f : X — Rja ¢ : Xt — R ovat
annettuja. Lisdksi joukko X Con joukon X komplementtijoukko eli se sisdltda kaikki

ne pisteet, jotka eivit kuulu joukkoon X, toisin sanoen Xt = (V \ X).

LAUSE 3.3. Jos X on ddrellinen ja X° on epityhji, Dirichlet’n ongelmalla (3.2)

on kaikilla funktioilla f ja g yksikdsitteinen ratkaisu.

Ylla oleva madritelmaé ja sité seuraava lause kannattaa lukea tarkasti lépi ja niiden
siséltod kannattaa pysahtya hetkeksi miettiméén, silla lause todistuksineen on tdmén

tutkielman tarkein kohta. Tehdaankin valittomasti muutamia huomioita lauseesta.

HuomAvuTUus 3.4.

(1) Dirichlet'n ongelman (3.2) alemman ehdon nojalla funktio u on jo valmiiksi
médritelty joukon X ulkopuolella, joten ongelmana onkin 16ytéaa u:lle laajen-

nus joukossa X siten, ettd ongelman ylempi ehto tayttyy.
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(2) Mikéli joukko X Coon tyhja, niin Lause 3.3. ei pidd paikkaansa. Esimerkiksi,
jos f = 0, niin jokainen vakiofunktio u téyttdd ehdon A,u = 0, joten ratkai-

su ei ole yksikésitteinen.

(3) Graafeja tutkittaessa joukon X reuna voidaan méaritelld seuraavasti: 0X =
{y e X C. y ~ z jollakin x € X'}. Méaéaritelmén 2.14. mukaan Laplacen ope-
raattorin tutkimiseen tarvitaan tutkittavan pisteen lisdksi naapuripisteiden
arvoja. Téten Dirichlet'n ongelman (3.2) ylemméssa ehdossa A u(z) = f(x)
tutkitaan myos pisteen x naapuripisteita y, jotka kuuluvat joko joukkoon X
tai joukkoon XC. Siisps ongelman ylempi ehto hyddyntié alemman ehdon
antamia arvoja vain reunalla 0X. Téten Dirichlet'n ongelman (3.2) alempi

ehto voidaan muotoilla seuraavasti: u(x) = g(z) kaikilla z € 0.X.

Tarkoituksena olisi siis todistaa Lause 3.3., toisin sanoen osoittaa, ettd annetuilla
ehdoilla Dirichlet'n ongelmalle (3.2) 16ytyy ratkaisu, joka on yksikésitteinen. Todis-
tusta varten tarvitaan muutamia aputuloksia, jotka helpottavat varsinaista todistusta
huomattavasti. Kootaan siis seuraavaksi tarvittavia aputuloksia. Aloitetaan ottamalla
kayttoon uusi merkinté, joka helpottaa seuraavien aputulosten todistamista. Merkin-

nén tasmaéllisemmit taustat ja perustelut 10ytyvit esimerkiksi ldhteistéd [2] ja [4].

Olkoon (G, u) yhtendinen, lokaalisti #érellinen ja painotettu graafi. Jatkossa kéay-

tetddn merkintaa

Pz, y) = 25

Talloin Méaritelméa 2.14. voidaan kirjoittaa muotoon

Auf(@) = 2053 fWhay — f(2) = 32 Plz,y)f(y) — f(2).

y~x Yy~

Y1la olevia tietoja tullaan tarvitsemaan Dirichlet'n ongelman seké pian esiteltdvén
lemman todistamisen apuna. Liséksi aiempien méaéritelmien nojalla ndhdaéin helpos-

ti, ettd > P(z,y) = 1, joka tulee my6s olemaan myohemmin tarpeellinen tieto. Siir-
y~z
rytddn siis seuraavan maéaaritelmén kautta suoraan tarvittavan lemman pariin.
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MAARITELMA 3.5. Olkoon u : V — R funktio. Funktiota u kutsutaan subharmo-
niseksi joukossa X, jos A u(z) > 0 kaikilla z € X. Jos taas A u(zr) < 0 kaikilla z €

X, niin funktiota u kutsutaan superharmoniseksi joukossa X.

Mikali funktio u on sekd subharmoninen ettéd superharmoninen joukossa X, niin
selvisti u toteuttaa Laplacen yhtélon A u(r) = 0 kaikilla 2 € X, eli toisin sanoen

funktio v on harmoninen funktio joukossa X.

LEMMA 3.6. Olkoon (V, ) lokaalisti ddrellinen ja yhtendinen painotettu graafi
ja X joukon V ddrellinen ja epdtyhjd osajoukko siten, ettd XC on epdtyhja. Olkoon

lisiksi w -V — R mieliwaltainen funktio.

(1) Mikdli funktio u on subharmoninen joukossa X, pitee: max u < supu.
xC

(2) Mikdli funktio u on superharmoninen joukossa X, pdtee: r%}nu > incfu.
X

TobisTus. Todistetaan ainoastaan lemman ensimméinen kohta, toisen kohdan todis-

taminen onnistuu taysin samanlaisella idealla. Voidaan olettaa, ettd sup u < oo, silld
Xx¢C
muutoin véitteessd ei ole mitddn todistettavaa. Lisdksi voidaan yhtépitavéasti lisata

funktioon w vakio siten, ettd supu = 0, télloin seuraavat tarkastelut ovat huomatta-
XxC
vasti mukavampia. Asetetaan vielda M = MaX U.

Nailla merkinnoilla todistettavana on siis véite M < 0. Lahdetédan liitkkeelle anti-
teesin kautta ja oletetaan, ettd M > 0. Madritellddn myos joukko A = {z € V : u(x)
= M}. Selvisti joukko A on joukon X osajoukko ja A on epétyhja joukko. Todiste-

taan seuraavaksi kaksi joukkoon A liittyvéd kohtaa.

Kohta 1: Jos x € A, niin myos kaikki pisteen x naapuripisteet kuuluvat joukkoon

A.

Oletuksen mukaan funktio v on subharmoninen eli A u(zx) > 0 kaikilla z € X.
Hyodynnetédéan tahan tietoon ennen Méaaritelmad 3.5. tehtyja merkint6ja, jolloin saa-

daan

Auulz) = ¥ Ple,y)uly) - ulz) > 0.

Y~z
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Téata epayhtaloa jarjestelemaélld saadaan

u(z) < 32 Pz, y)u(y).

y~z

Toisaalta tehtyjen valintojen nojalla supu = 0 < M = Max u. Siispd u(y) < M kai-
X0
killa y € V. Télloin saadaan seuraava epayhtéaloketju:

u(z) < > Pz, y)uly) < MY P(x,y) = M,

y~z Y~z

missé on hyodynnetty tietoa > P(x,y) = 1. Nyt oletuksen nojalla x € A, jolloin u(z)
y~zT

= M. Téaten ylla olevassa ketjussa epayhtélot taytyy korvata yhtdsuuruuksilla, jolloin
siis u(y) = M kaikilla y ~ z. Siispd pisteen x naapuripisteet kuuluvat joukkoon A,

kun € A. Kohta 1 on todistettu ja voidaan siirtyd Kohdan 2 pariin.

Kohta 2: Olkoon A epityhjé pistejoukko yhtenéisessé graafissa (V, E) siten, etté
Kohta 1 on voimassa. Télloin (X U 9X) C A.

Olkoon = € A ja y joukon (X U 0X) mielivaltainen piste siten, ettd y # . T&ll6in

yhtenéisessi graafissa 10ytyy polku {z}7_, pisteiden x ja y vilille siten, ettd

T =XTog~T1 ~YTgyg~ ... YTy =1.

Nyt, koska © = xg € A ja x1 ~ xg, niin Kohdan 1 nojalla x; € A. Toisaalta myos x
~ x1, joten x5 € A. Niin jatkamalla ndhddén, ettd ), € A kaikilla k € {0, 1, ..., n}.
Téaten myos y € A ja Kohta 2 on todistettu.

Kohtien 1 ja 2 nojalla (X U 0X) C A, joten u(z) = M > 0 kaikilla z € (X U
0X). Tamé on kuitenkin ristiriita, silla alkuoletuksien nojalla u(x) < 0 kaikilla z €
OX C XC. Titen antiteesi on kumottu ja tiytyy olla M < 0. Lemman ensimméinen
kohta on siis todistettu.[]

Néiden aputuloksien myoté tarvittavat tiedot Lauseen 3.3. todistamiseen alkavat
olla kasassa. Jo kirjattujen tulosten liséksi todistuksessa hyodynnetdan myos muu-

tamia lineaarialgebran tuloksia, joita ei kirjata erillisiksi aputuloksiksi. Tarvittavat
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tiedot todistuksineen 16ytyvit esimerkiksi lahteistd [11] ja [12]. Siirrytdén siis todis-

tuksen pariin.

LAUSEEN 3.3. TODISTUS. Kirjoitetaan Lause 3.3. ja siihen liittyvd Maédritelma 3.2.

nakyviin muistin virkistdmiseksi.

Olkoon (V, ) yhtenéinen, lokaalisti ddrellinen ja painotettu graafi seké lisiksi X

C V. Nyt Dirichlet’'n ongelma on muotoa

Ayu(x) = f(z) kaikilla = € X,

(3.3) c
u(z) = g(x) kaikilla = € X~,

missé u : V — R on tuntematon funktio, kun taas f : X — R ja ¢ : X — R ovat
annettuja. Jos X on &érellinen ja X on epityhji, Dirichlet'n ongelmalla (3.3) on kai-

killa funktioilla f ja g yksikésitteinen ratkaisu.

Lahdetédn liikkeelle ratkaisun yksikésitteisyydestd. Olkoot uy ja us Dirichlet’n

ongelman ratkaisuja. Merkitddn v = u; — uy. Tall6in u toteuttaa seuraavat ehdot:

Ayu(z) =0 kaikilla x € X,
(3.4) c
u(z) =0 kaikilla z € X".

(3.4):n ylemmén ehdon mukaan « on harmoninen, toisin sanoen sekd subharmoni-
nen ettd superharmoninen, joukossa X. Téten Lemman 3.6. ja (3.4):n alemman ehdon

nojalla

0 =infu <minu < maxu < supu = 0.
XxC X X xC

Téalloin v = 0. Kuitenkin, jos v = 0, niin u:n maé&rittelyn nojalla u; = wuy eli Dirich-

let’'n ongelman ratkaisuja on korkeintaan yksi.
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Todistetaan sitten vield ratkaisun olemassaolo. Olkoot f ja g lauseen mukaiset
funktiot ja € X mielivaltainen piste. Kirjoitetaan (3.3):n ylempi ehto A u(z) =

f(x) aiempien merkintéjen avulla muotoon

> Pz, y)uly) —u() = f(z).

Y~z

Y14 oleva summa voidaan jakaa osiin ja hyodyntad (3.3):n alempaa ehtoa, jolloin

padstadn edelleen muotoon

Y. Plryuly) —u(r) = f(x) = > Plz,y)9(y). *

y~z,yeX y~z,yeXC

Nyt paastdan hyodyntdméaén lineaarialgebran tietoja. Otetaan kiayttoon joukon X
reaaliarvoisten funktioiden u joukolle merkinté F x. T&lloin F x on lineaariavaruus ja
siispé edellisen yhtélon vasen puoli voidaan ajatella operaattoriksi lineaariavaruudes-
sa F x. Merkitdan tatd operaattoria kirjaimella L, jolloin siis kaikilla x € X voidaan

kirjoittaa

Lu(zr) = > P(z,y)uly) —u(z).

y~x,yeX

Liséksi yhtéalon x oikeaa puolta voidaan pitdd joukossa X annettuna funktiona, jolle
voidaan ottaa kayttoon merkintd h. Néilld merkinnoilla yhtélo * sievenee siis muo-
toon Lu = h.

Lineaariavaruutta F x tutkimalla ndhd&in, ettd indikaattorifunktioiden kokoelma
{1{2} }2ex muodostaa kannan avaruudelle f x, jolloin avaruuden dimensioksi saadaan
dim F x = #X < oo. Téten operaattori L : F x — F x on lineaarinen operaattori
adrellisulotteisessa avaruudessa. Joukon x indikaattorifunktio 1 (a) : @ — {0, 1} on

siis funktio, joka antaa arvon 1, jos a € x, ja arvon 0, jos a ¢ .

Mikali yhtélossa « asetetaan f = 0 ja g = 0, niin Lu = 0. Toisaalta t&lloin todis-
tuksen alkuosan perusteella tiedetéddn, ettd u = 0. Siispa ehdosta Lu = 0 seuraa, etté
u = 0, joten L on injektio. Siten myo6s det L # 0, ja L on kddntyva matriisi. Talloin

matriisille L 16ytyy kdédnteismatriisi ja siispd L on bijektio.
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Nyt kaikille » € F x on olemassa ratkaisu v = L™'h € F x. Tamén péittelyn
nojalla yhtélolld = on ratkaisu, mikd vastaa sitd, ettd Dirichlet'n ongelmalle (3.3)
16ytyy ratkaisu. Yhdistamalla tadmé tieto todistuksen alkupédéin yksikésitteisyyden to-
distukseen, on Lause 3.3. todistettu ja Dirichlet'n ongelmalle 16ytyy yksikésitteinen

ratkaisu.ld

Lause on nyt todistettu, mutta on huomattava, ettd lause kertoo vain yksikasit-
teisen ratkaisun olemassaolon Dirichlet’'n ongelmalle tiettyjen ehtojen alla. Ratkaisun
muodosta tai ominaisuuksista lause ei kerro mitéén, joten ratkaisun 16ytéamiseen jou-
dutaan kayttdméaian muita keinoja. Usein ratkaisun etsiminen palautuukin integroimi-
seen tai ongelman matemaattiseen mallintamiseen. Usein myds kylménviiled arvaus
voi olla tehokas keino ratkaisun loytdmiseen: lauseen perusteella ratkaisu on yksikésit-
teinen, joten kdytdnnossa ratkaisun 16ytdminen voi tapahtua yhta hyvin integroimalla
kuin arvaamallakin. Monesti ratkaisun selvittdminen voi olla my6s hyvin hankalaa,
eikd ratkaisun tarkkaa muotoa saada selville. Monet ongelmat muotoillaankin aluksi
muotoon, jossa integroiminen sujuu helposti, ja esimerkiksi fysiikan lampdyhtéloiden
ratkeaminen palautuukin monesti Dirichlet’'n tai vastaavan reunaehto-ongelman rat-

kaisemiseen integroimalla.

Otetaan lopuksi vield esimerkki yksinkertaisesta reunaehto-ongelman ratkaisemi-

sesta.

ESIMERKKI 3.7. Tutkitaan kokonaislukugraafia (Z, p), missa graafin pisteet ovat
kokonaislukuja Z lukusuoralla. Pisteestd z € Z kulkee viivat viereisiin pisteisiin z — 1
ja z + 1 kaikilla z. Graafin paino on yksinkertainen eli jokaisen viivan paino on 1.

Kokonaislukugraafia on havainnollistettu Kuvassa 3.1.

Olkoon joukko X = {1, 2, 3, ... , 9}. Selvisti X on epétyhji ja X C Z. Lisédksi
X on #érellinen ja X® on epityhji. Olkoon f : X — R, f(z) = 0 kaikilla z € X ja g
- Xt R, missé

1 kun y = 10,
(3.5) 9(y) = {

0 muutoin.
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Kuva 3.1. Kokonaislukugraafi (Z, p).

Tehtavani on etsid funktio v : Z — R, joka kaikilla z € X toteuttaa reunaehto-

ongelman
Ayu(z) =0,
(3.6) u(0) =0,
u(10) =1

Maéarittelyja tutkimalla huomataan, ettéd kyseessé on erdénlainen Dirichlet’'n ongelma
ja Lauseen 3.3. ehdot ovat voimassa. Téten tiedetddn ongelman ratkeavan ja ratkai-

sun olevan yksikésitteinen. Lahdetaéan etsimédn ratkaisua.

Selvastikadn u ei voi olla vakiofunktio, joten tutkitaan olisiko u ensimméisen as-
teen polynomi. Arvot pisteissd 0 ja 10 on annettu, joten arvataan funktion olevan u =
15- Talloin u(0) = 0 ja u(10) = 1. Liséksi helposti ndhdéén, ettd A u(z) = 0 kaikilla

r € X. Téten u = {5 on reunaehto-ongelman (3.6) yksikésitteinen ratkaisu.

wid
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Edellisen esimerkin reunaehto-ongelma on erés erikoistapaus Dirichlet’'n ongelmas-
ta (3.2). Esimerkin tarkoituksena on havainnollistaa Dirichlet'n ongelman ratkeamista
ja ratkaisun 16ytymista yksinkertaisella tutkiskelulla. Syvillisempié ja integroimista
hyédyntéavia Dirichlet’'n ongelman sovelluksia esimerkiksi lampo- ja aaltoyhtéldiden
saralta l6ytyy léhteistéd [1], [5] ja [14].

Graafeilla ja niihin liittyvilla késitteilld on runsaasti kdyttokohteita niin mate-
matiikan kuin muidenkin tieteiden parissa. Tésséd tutkielmassa esitetyt harmoniset
funktiot ja sitd kautta Laplacen operaattorit seké Dirichlet’n ongelmat ovat vain yk-
si osa-alue, vaikkakin melkoisen merkittava. Muita mielenkiintoisia graafisovelluksia
16ytyy muun muassa Cayleyn graafien tai Greenin funktion graafiversion parista. Li-

sialukemista graafeista ja niiden sovelluksista voi etsid esimerkiksi ldhteisté [4] ja [13].
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