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Ympyraperhe on joukko ympyroéité, jotka esiintyvat tasossa tietylld tavalla toisiinsa
ndhden. Ne voivat esimerkiksi kulkea jonkun tietyn yhteisen pisteen kautta tai kahden
yhteisen pisteen kautta, mutta olla eri keskipisteisid ja eri séteisid. Apolloniuksen
ympyraperhe on yksi esimerkki ympyréaperheesté. Siind ympyrét eivat kulje mink&én
yhteisen pisteen kautta, mutta ympyroiden pisteille pétee, ettd ne ovat tietyn matkan
padsta kahdesta erillisesté pisteesta.

Jakob Steiner oli sveitsildinen matemaatikko, joka kehitteli Steinerin porismiksi
kutsutun lauseen. Siind kahden sisdkkéisen, mutta leikkaamattoman ympyran valiin
piirretddn ympyréaketju niin, ettd kaikki ympyrét sivuavat vierekkéisid ympyroité.
Télloin viimeinen ympyriketjun ympyré sivuaa ensimmaéistéd ympyréiketjun ympyraé
tai sitten se leikkaa sitéd. Jos ympyriketjun kaikki ympyrét sivuavat toisiaan niin Stei-
nerin porismi sanoo, ettd ympyréiden viliin voidaan piirtdd ympyréaketju ja ympyrat
sivuavat toisiaan aina. Jos taas ympyriketjun viimeinen ympyré leikkaa ensimmaéista
ympyrad Steinerin porismi sanoo, ettd ndiden ympyréiden véliin ei voida ikind piirtda
ympyriketjua niin, ettd kaikki ympyrat sivuaisivat vierekkaisid ympyroita.

Seké Steinerin porismi ettd ympyréaperheet pystytdéan todistamaan inversion avul-
la, jonka keksi myo6s Jakob Steiner. Inversio on peilaus ympyréin suhteen ja sille pétee
erilaisia ominaisuuksia, esimerkiksi kulmien sdilyvyys. Inversio toimii hyvéana tyové-
lineend kun halutaan todistaa geometrisid lauseita. Sen avulla on voitu luoda myos
ihan uusi geometria: inversiivinen geometria. Inversiivisessd geometriassa mitka ta-
hansa kolme pistettd pystytadn kuvamaan miksi tahansa kolmeksi muuksi pisteeksi.

Stereografinen projektio on erikoistapaus inversiosta kolmiulotteisessa ympéristos-
sé. Siin& pallon pinnalla olevia pisteitd kuvataan tasolle. Stereografinen projektio on
vanha kesinto, jota kédytettiin muun muassa karttojen luomisessa. Stereografisen pro-
jektion avulla pystytadn esimerkiksi kuvaamaan maapallo tasolle. Stereografista pro-
jektiota hyodyntamaélla voidaan todistaa, etté tietyn pallon pinnalle piirretyn kolmion
kulmien summa on aina yli 180°.
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1. JOHDANTO

Tassa tutkielmassa kdydadn 1api inversio peilauksen avulla. Peilaus on kuvaus, jossa
esimerkiksi piste kuvataan jonkun suoran suhteen, jolloin piste siirtyy suoran toiselle
puolelle. Inversio taas on kuvaus, jossa tehdéin peilaus ympyran suhteen. Se voidaan
selittdd peilauksella suoran suhteen ja se voidaan esittdd niin geometrisestikin kuin
algebrallisesti. Inversiolle voidaan todistaa erilaisia ominaisuuksia esimerkiksi pisteen
kuvautuminen, suoran kuvautuminen ja ympyran kuvautuminen. Kulmien séilyminen
on myos yksi tiarked inversioon liittyvéa lause.

Tutkielmassa maéadaritellain myos laajennettu taso ja laajennettu suora. Ne tarkoit-
tavat tasoa ja suoraa, jotka on laajennettu darettomyyspisteelld. Sen avulla pystytéaan
inversiota késitteleméin vield laajemmin ja véiltytadn ongelmalta, joka tulee esiin kun
kuvataan ympyran keskipiste inversiolla tuon ympyréan suhteen. Télloin inversio ku-
vaa ympyran keskipisteen ddrettomyyteen, jolloin sen esittdminen matemaattisesti
voidaan ratkaista tuolla ddrettomyyspisteellé.

Inversion avulla voidaan luoda inversiivinen geometria. Téssé ty0ssé ei sen suurem-
min perehdytd tuohon geometriaan, vaan ainoastaan yhteen esimerkkiin ja inversii-
visen geometrian padlauseeseen. Kun inversiivinen geometrian pédlause on voimassa
niin inversio on hyvé viéline todistaa erilaisia ympyroéihin liittyvid lauseita.

Kun inversiivinen geometria on voimassa, niin inversiolla voidaan todistaa mie-
lenkiintoisia geometrisid havaintoja, esimerkiksi Apolloniuksen ympyraperhe ja mui-
ta ympyréaperheitd. Ne ovat joukkoja ympyroisté, joille péatee jokin sama ehto. Joko
kaikki ympyrét kulkevat kahden saman pisteen kautta, yhden saman pisteen kaut-
ta tai eivdt mink&ddn pisteen kautta. Apolloniuksen ympyraperhe on esimerkki siité,
jolloin ympyréat eiviat kulje minkédén yhteisen pisteen kautta. Téssd tyossd kdydadan
lapi Apolloniuksen ympyraperhe sekd muutama muu ympyraperhe, joille patee jokin
edelléd olevista ehdoista.

Inversiolla voidaan my6s todistaa Steinerin porismi. Siind kaksi ympyréa sijoitetaan
sisakkéin niin, ettd ne eivét leikkaa toisiaan. Télloin ndiden kahden ympyrén valiin
on joko mahdollista sijoittaa ympyroiden ketju siten, ettd ympyrit sivuavat aina
kahta alkuperdistd ympyraéd sekéd vieressdédn olevia pienempid ympyroitd tai sitten
sijoittaminen on mahdotonta, jolloin ensimméiseksi ja viimeiseksi sijoitettu ympyré
leikkaavat toisiaan. Tutkielmassa kdydéaédn lapi porismi seké sen kaytto.

Viimeisené téssd tutkielmassa siirrytédén kolmiulotteiseen ympéristoon stereogra-
fisen projektion avulla. Sen voidaan ajatella olevan kolmiulotteinen inversio pallon
pinnalla. Télle projektiolle voidaan méarittad sekd sen kuvauksen ettd kadnteisku-
vauksen lausekkeet. Steoreografiselle projektiolle voidaan esittédd pallopinnalla olevan
ympyran kuvautuminen. T&lloin mikd kuvio ympyréstéa syntyy, riippuu siitd, menee-
k6 ympyra projektion ldhtopisteen kautta. Myos stereografiselle projektiolle pétee
kulmien sédilyminen kuten inversiollekin. Stereografisen projektion avulla voidaan to-
distaa, ettd pallopinnalle piirrettédvien isoympyroiden muodostaman kolmion kulmien
summa on yli 180°.

Kéytan tyossini padldhteend David Brannanin Geometry-kirjaa [2], josta olen ot-
tanut suurimman osan lauseista ja todistuksista, sekd muokannut niita.



2. INVERSIO

2.1. Peilaus ja inversio geometrisesti. Pisteen peilaus suoran suhteen tarkoit-
taa geometrisesti sité, ettd piste siirtyy halutun suoran toiselle puolelle yhté pitkén
matkan pddhén suorasta kuin alkuperdinen piste on. Téll6in suora, jonka suhteen pei-
laus tehdéédn seké alkuperéisen ja kuvatun pisteen kautta kulkeva suora muodostavat
suoran kulman.

Yleisesti tassé tyossa merkintd £ ABC' tarkoittaa kulmaa, jossa piste B on kulman
kérjesséd, ja piste A on jokin piste kulman oikealta kyljeltd ja vastaavasti piste C

vasemmalta kyljeltd. Merkintd AB tarkoittaa janaa tai sen pituutta ja merkintd A

tarkoittaa suoraa. Merkinta /@ tarkoittaa vektoria, jolla on tietty pituus ja suunta.
Kolmiota merkitain AABC, jossa pisteet A, B ja C' ovat kolmion kérkipisteet téssé
jarjestyksessé.

Kéydaan ldpi peilaus ja johdetaan sen avulla inversio ympyrén suhteen [2, s. 262]:
Olkoot [ ja m suoria, jotka ovat kohtisuorassa toisiaan vasten ja olkoon P niiden
leikkauspiste. Olkoon piste A’ pisteen A peilaus suoran [ suhteen (kuva 1). Olkoon
suora s pisteiden A ja A’ kautta kulkeva suora ja piste B suoran s ja [ leikkauspiste.
Nyt kulmat £ PAA’ ja L AA' P ovat yhté suuret, silla piste A on yhtd kaukana suorasta
[ kuin on piste A’. Koska suorat s ja m ovat yhdensuuntaisia, niin myos kulmat
LAA'P ja LCPA ovat yhtenevit, missd C' on piste suoralta m. Siten kulmat £ PAA’
ja £LCPA" ovat yhtenevit. Piste A’ ei riipu pisteen P valinnasta.

c m P

Kuva 1. Peilaus suoran [ suhteen

Tamén avulla saadaan naytettyéd peilaus ympyran suhteen eli inversio kun ajatel-
laan, ettd suora [ on ympyréd C, jolla on jokin tietty déarellinen sdde r. Nyt suoraa m
vastaa jana, joka kulkee ympyrén keskipisteen O kautta ja leikkaa ympyraéd C' pistees-
sd P (kuva 2). Olkoon piste A jokin piste ympyran ulkopuolelta ja piste A" ympyréin
sisdpuolelta niin, ettd A’ kuuluu janalle OA ja lisdksi, ettd kulmat LOPA" ja L PAO
ovat yhtenevit. Ndin saadaan pisteen A inversiopiste vastaavasti kuten tapauksessa,
jossa olikin suora [. Tarkistetaan viel, ettd A’ ei riipu pisteen P valinnasta téssakaan
tapauksessa. Huomataan, ettd kolmiot APOA’ ja AAOP ovat yhtenevié, silla niilla
on yhteinen kulma O ja kulmat £OPA’ ja £ PAO ovat yhteneviét.

Siten

OA"  OP
OP 0OA




Kuva 2. Inversio ympyran C' suhteen

ja tasté seuraa, ettd
OA'-OA =0P? =r°. (1)

Néin ollen pisteelle A 16ytyy siis tasan yksi piste A’, jolle patee yhtélo (1), ja se ei
riipu pisteestd P. Lisiksi pisteet A ja A’ sijaitsevat samalla suoralla.

Yhtalostd huomataan, ettd kumpikaan pisteistd A tai A’ ei voi olla ympyrin kes-
kipiste, silla inversio kuvaisi pisteen t&lloin ddrettomyyteen. Tama voidaan kuitenkin
valttad kun otetaan kidyttoon laajennettu taso, josta kerrotaan lisédd kappaleessa 2.3.

Saatiin siis geometrisesti néytettyd, ettd ympyrén inversio on hieman muutettu
versio peilauksesta suoran suhteen. Peilaus voi olla myos toisin péin, jolloin piste A’
kuvautuukin pisteeksi A. Tamé toimii my0s inversiolle ja se tehtéisiin vastaavasti ku-
ten edelld. Talloin ympyrén sisépuolinen piste kuvautuu ulkopuolelle. Tamé& nahdéadn
myos seuraavassa esimerkissa.

Esimerkki 1. Olkoon C origokeskinen ympyré, jonka side on 2. Olkoon liséksi piste
A = (1,0), joka on siis ympyrin C' sisdpuolella. Télloin yhtéalon (1) mukaan saadaan,
etta

OA"-1=2° < OA =4.
Koska A’ on samalla suoralla pisteen A kanssa, niin piste A" = (4,0), jolloin se on
ympyréin ulkopuolella.

Koska sisédpuolella piste kuvautuu ulkopuolelle ja toisin péin, niin on selvéa, etta
ympyrin kehélld oleva piste kuvautuu itselleen. Tadmé& ndhdddn myos seuraavasta
esimerkisté.

Esimerkki 2. Olkoon C' origokeskinen ympyré, jonka séde on 5. Olkoon lisdksi A,
joka on miké tahansa piste ympyréan kehélla, eli talloin OA = 5. Siten saadaan, etté

OA"-5=5%2 < OA =5.

Koska A ja A’ ovat samalla suoralla ja pisteen A’ etiisyys origosta on myos 5 niin
A=A

2.2. Peilaus ja inversio algebrallisesti. Peilaus suoran suhteen voidaan esittaé
my0s algebrallisesti. Seuraava maaritelma on Geometrian jatkokurssin luentomonis-
teesta [12]. Méiritelméssd merkintéi ut tarkoittaa vektorin u kanssa ortogonaalisia eli
kohtisuoria vektoreita.
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Maéritelmé 3. Olkoon suora [ = P + u’ kuten edelld kuvassa 1, missi ||ul = 1.
Peilaus on kuvaus r; : R? — R2,

r(A) = A —2(A — Plu)u.

Kuvaus antaa saman kuin aiemminkin péételtiin geometrisesti: olkoon w pisteesta
P oikealle ldhtevd suoran m suuntainen yksikkovektori (merkitty vihredlld varilla,
kuva 3). Talloin suora [ on joukko pisteitd, missd pisteeseen P lisdtéén vektoreita,
jotka ovat vektorin v kanssa ortogonaalisia eli [ = P + u™*.

Nyt kuvaus sanoo, ettd kun piste A peilataan suoran [ suhteen niin pisteestd A
vihennetédédn talloin kaksi kertaa vektori (A — P|u)u. Sisétulo on kuvassa 3 niakyvin
janan pituus kerrottuna vield vektorilla u. Tulos antaa pisteestd P lahtevan vektorin,
joka on yhtd pitkd kuin pisteiden A ja B vilinen etédisyys. Néin ollen kuvauksella
paadytadn pisteeseen A’ ihan niinkuin haluttiinkin.

A’ B A

Kuva 3. Peilauksen hahmottaminen algebrallisesti

Huomautus 4. Magritelméssa 3 peilaus r; on lineaarikuvaus kun P = 0.

Vastaavasti ympyran inversio voidaan esittdd seuraavalla méaaritelmalld, joka on
my6s Geometrian jatkokurssin luentomonisteesta [12].

Maaritelma 5. Olkoon C' ympyra kuten kuvassa 2. Nyt inversio ympyréan C' suhteen

on kuvaus
: r—c
iea(T) = am +c,x #c,

misséd lukua o kutsutaan inversion ¢, , potenssiksi, a € R, a > 0 ja ympyrén keskipiste
on c.

Geometrisesti saatiin aiemmin, ettd inversio ympyréin suhteen saadaan lausekkeella
OA -OA =0P? =12,

misséd r on ympyréin sidde ja A on alkuperiinen piste, jonka inversio ympyréin suhteen
on piste A’. Tarkistetaan, ettd mairitelmé 5 antaa saman tuloksen.
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Tarkastellaan pisteitd ¢ € R? = € R? ja kuvausta i.,(r) € R? siten, ettid z ja
ic,o(x) ovat samalla puolisuoralla, joka lidhtee pisteestd c. Nyt 2=A, i.o(x) = A" jac
on ympyran C' keskipiste. Téalloin OA" = ||ico(x) —c|| ja OA = ||z —¢||. Méé&ritelmésta
saadaan, etti i.o(r) —c = aﬁ ja llica(z) — || = a”Hz CCHHQ = ”mfcn,

luku, joka voidaan supistaa. T&lloin

silld ||z — ¢|| on

OA" - OA = |licalz) — | - |Jx — ¢|| = Nz —cl=a= r2.

Q@
[l =]
Inversion potenssi on séiteen nelié eli @ = r?, joten tulos on niin ollen sama kuin
péateltiin geometrisestikin.

Huomautus 6. Muutamia asioita inversioon liittyen:

(1) Maaritelmén avulla voidaan tarkastaa esimerkissd 2 todettu havainto, ettd
piste ympyrén kehélla kuvautuu sille itselleen. Siten ||z — ¢|| = r, joten

y T—C KT —¢C

fo— e T

(2) Inversio rajoitettiin aiemmin niin, ettd kuvautuva piste ei voi olla keskipiste.
Miksi piste z ei voi olla ¢? T'allbin |z — ¢|| = 0, jolloin myés ||z — c[|* = 0.
Télloin saadaan, etté I(z) = 0, mité ei ole maarltelty, joten madritelma patee
siten ainoastaan pisteille x # c.

(3) Inversiolle patee my0s, etté jos piste A’ on pisteen A inversio ympyrén suhteen,
niin talléin myos piste A on pisteen A’ inversio saman ympyréan suhteen [7,
s. 125]. Tadm4 voidaan ndhdd myos mééritelmén 5 avulla:

bea(x) =T +c=r—c+c=u.

. . _ T —c
Ge O lea(T) = lea (am + c)

(@ ||x c||2 +e) -
||( ||gC C||2 +c) — CH2

2 xT—cC
llz—c|l

+c

o
+c==x

2 [z=c|]?
[l—c|[*

Erityisesti inversio ympyréan suhteen on bijektio ja ¢., on itsensd kéénteis-

P . |
kuvaus eli ico =i,

Kaydaan seuraavaksi 1lapi muutama esimerkki siitd, mitd tapahtuu toiselle ympy-
rélle, kun se kuvataan inversiolla toisen ympyréan suhteen. Mallina kdytin Geometry-
kirjan esimerkkié [2, s. 269].

Esimerkki 7. Olkoon C' origokeskinen 2-siteinen ympyra (kuva 4). Olkoon lisdksi
ympyré A, jonka keskipiste on (5,0) ja sédde on 1. Télloin ympyran A yhtélo on

(x—52+y* =1 < 2*+9*— 102 +24 = 0.
Maéritelmén 5 nojalla inversio ympyran C' suhteen on

) (o iy y

. _ 92 _
zo,4($,y) ||(I,y)||2 22 + y2’ 2 + yz
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Kuvataan ympyrd A ympyran C' suhteen. Koska inversio on itsensé kaanteiskuvaus,
niin se kuvaa myos etsityn kuvajoukon pisteet ympyrélle A. T&lloin pisteille (z,y)

pétee yhtilo
4x 2 4y 2 4x
—_— — - 10(—) 24 = 0.
(x2+y2> +<x2—|—y2) 22 + y? *

Yhdistamélla yhtalon ensimmaéiset kaksi termié saadaan yhtélé muotoon

16 40z
—_— | — | — 24 = 0.
(a:2—|—y2) <x2+y2)+

Jaetaan yht#lo luvulla 24 ja kerrotaan sen jilkeen termilld (2% + y?)

2 Sg 2 5

¥ (2 —=)+1=0 &= - - 242 =0.

<x2+y2> (x2+y2>+ 3 3x—i—x Ty

Nelividdan lauseke, jolloin

-3+ () -G

Tamé& on ympyran yhtéld, jonka keskipiste on (g, 0) ja sen sidde on

1
5

Wey2=4 C

KuvaA 4. Ympyrédn A inversio ympyran C' suhteen

Edelld néhtiin, ettd ympyra A, joka on ympyréan C' ulkopuolella kuvautuu ympyran
C sisdpuolelle. Koska inversio on itsensd k#dnteiskuvaus, niin vastaavasti ympyran
C sisédpuolella oleva ympyra kuvautuu ympyrin C' ulkopuolelle. Esimerkki kertoo
kuitenkin vain yhden tapauksen. Todistetaan sama nyt yleisesti [4, s. 159]:

Lause 8. Olkoon inversio i.o ja olkoon ympyrd S, joka ei kulje pisteen c kautta.
Tdlldin inversio kuvaa ympyrdn S toiseksi ympyrdiksi S’

Todistus. Voidaan olettaa, ettd ¢ = 0. Olkoon ympyrdn S sidde r ja keskipiste a.
Olkoot pisteet x; ja xo pisteitd ympyréltda S siten, ettd niiden kautta kulkeva suora
L kulkee myos pisteen ¢ (eli origon) kautta. Talloin pisteen a projektio suoralle L

on pisteiden x; ja xo keskipiste % Pythagoraan lauseella saadaan kaksi lausetta
(kuva 5):

1)

T1t+x2
2

2 2
+ || =5 —aH = |la|> <= ||z1 + 22||? + |21 + 22 — 24| = 4]a|?




2 2
) I R ] I R [

[\
~

-4

Kuva 5. Lauseen 8 todistukseen liittyva kuva, jossa pisteet x1 ja xo
on valittu ympyrélta, jonka keskipiste on a

Yhdistamaélla edelld olevat yhtalot saadaan

Allall* = llz1 + @ol* = 41* — |21 — 22

= |loy+ 22| = oy — 22 = 4]al]* — 4

= [lwl® + ll2al® + 2(21]22) — [l21]]* = llw2ll* + 2(z1|22) = 4] — )

= (11]z2) = ||a|* — r*.
THstd seuraa, ettd kun otetaan inversio, jonka keskipiste on ¢ = 0 ja a = |a||* — r? ja
kuvataan pistettd x; niin saadaan

. 2 2 X1 xy

i _2(x1) = (J|a]|* = r*)—= = (z1]72) ———

0,/lal|? 7“2( 1) (H || )HZL‘l”Q ( 1| 2) (ZE1|1‘1)

Koska pisteet 1 ja xo olivat mielivaltaisesti valittuja pisteitd ympyralta S, niin ylei-
sesti péatee, etté

= T9.

io,la)2—r2(S) = S. (2)
Kahden samakeskisen, mutta eri séteisen inversion yhdistetty kuvaus on
o Plo=r + ¢~ = a
leq Oleg = 2+c ———=+c=—(r—c)+c
’ ’ g2llz—cl B
Blae t¢— lz—cll?
Téata hyodyntamalla saadaan, etta
. (6% .
Zo’a = —Ha|2 — 7,2207““”2_7’2'
Nyt yhtdlon (2) nojalla saadaan, ettéa
Q@
i0.a(S) = ——=59.

o=
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Taméa tarkoittaa sitéd, ettd ympyrd kuvautuu toiseksi ympyréksi, kun alkuperdinen
ympyré kerrotaan kertoimella WL_TQ O

Huomautus 9. Esimerkissd 7 havaittiin, ettd ympyréstd A, jonka keskipiste on (5,0)
ja side on 1, syntyi ympyri, jonka keskipiste on (3,0) ja side on ¢ kun kéytettiin
inversiona ympyréd, jonka keskipiste on origo ja sdde on 2. Nyt lauseen 8 todistuksessa
havaitulla yht#lolld voidaan laskea sama havainto. Nyt a = 22 = 4 ja ||a]|* — 7 =

25 — 1 = 24, jolloin

4 1
0.a(S)==—85==5.
i0a() = 379 =5
Nyt voidaan siis laskea, etté keskipiste on (5,0) - % = (%, 0) ja sidde on 1 - % = %.

Seuraavassa kappaleessa havannollistetaan mitd tapahtuu ympyraille, jotka kulke-
vatkin keskipisteen ¢ kautta.

2.3. Inversio laajennetussa tasossa. Kuten aiemmin huomatuksessa 6 todettiin,
inversio ympyran suhteen ei ole méaritelty ympyran keskipisteessa. Tutkitaan yksik-
kéympyrééd ja inversiota tdman ympyréan suhteen.

Esimerkki 10. Olkoon yksikkoympyra C', talloin méaritelmén 5 avulla kuten esi-
merkissé 7 saadaan inversion lausekkeeksi

. (z,9) (z,y) x Y
) =12 (0,0) = —( , ). 3
faley) =P p YO0 = o = arp ar g ¥

koska nyt ¢ = (0, 0).
Otetaan mukaan suora x = 2 ja merkitdan, ettd z’ ja ¢’ ovat inversion kuvapisteiti
(kuva 6).

KuvA 6. Suoran x = 2 peilaaminen ympyran C' suhteen

Talloin edella saadun lausekkeen mukaisesti saadaan vastaavasti kuten esimerkissa
7, ettd
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Nyt siis etsitddn yhtilo, joka pétee inversion kuvapisteille 2” ja 1’. Kertomalla mo-
lemmat puolet termilld (z')? + (y')? saadaan

x/ — 2($/)2 _I_ 2(y/)2
Jakamalla kahdella ja nelioimélld saadaan, etta

N2 1 / /N2 N2 1 / 1 AV 1 / 1 2 / 2 1 2
(@ = 5+ )P =0 (@) = 5o e+ () = 1o = (0= P+ (=0 = ()%
Néhdadn, ettd syntyy ympyré, jonka keskipiste on (%,O) ja side i. Tama ympyré
kulkee origon kautta eli ympyrdn C' keskipisteen kautta. Koska inversio on itsensi
kéaanteiskuvaus, keskipisteen kautta kulkeva ympyra, josta on poistettu tuo keskipiste,
kuvautuu siten suoraksi.

Lausekkeen (3) avulla piste (2, 0) kuvautuu siis pisteeksi (%, 0), piste (2, 1) kuvautuu
pisteeksi (%, %), piste (2,2) pisteeksi (i, }l) jne. Kuvassa 6 nikyy pisteiden liikkumi-
nen ympyralld. Yleisesti jokin suoran 2 = 2 piste kuvautuu pisteeksi (ﬁ, ﬁ) Kun
koordinaatti y kasvaa, niin piste ympyralla lahestyy origoa vastapéivadan. Vastaavasti
my0s, jos koordinaatti y pienenee (negatiiviselle puolelle), niin piste ympyrélla lahes-
tyy origoa myotapaivaan. Koska ei ole pistetté, joka olisi suoraan inversiokuvauksena

origo, niin taytetddn aukko niin sanotulla &drettomyyspisteellé.

Seuraavaksi laajennetun tason médritelma [2, s. 285], jossa tuo ddrettémyyspiste
otetaan mukaan.

Maééritelma 11. Laajennettu taso, merkitdin R? U {oo}, on Eukleideen tason ja
adrettomyyspisteen oo yhdiste. Vastaavasti laajennettu kompleksinen taso, merkitaan
C U {0}, on kompleksitason ja #édrettomyyspisteen yhdiste. Laajennettu suora on
suoran ja ddrettomyyspisteen yhdiste, [U{oc}. Laajennetun tason inversio C':n suhteen
on kuvaus i., : R* U {oco} — R*U {oo}. Téllsin jos

a) C on ympyra, sidde on r ja keskipiste on O, niin

x:n inversio C'n suhteen jos z € C — {O}
fea(T) = ¢ 00, josxz =0
0, jos x = o0

b) C on laajennettu suora [ U {oo}, niin

bea(x) =

x:n peilaus C':n suhteen jos x € C
00, jos © = oo.

Esimerkissa 10 todettiin, etta ainakin laajennettu suora x = 2 kuvautuu ympyraksi.
Todistetaan, ettd néin on kaikille laajennetuille suorille ja ympyrdille, jotka kulkevat
inversion ympyrén keskipisteen kautta [4, s. 159].

Lause 12. Olkoon inversio i. . Tdlloin kaikki ympyrdt, jotka kulkevat pisteen c kautta
kuvautuvat laajennetuiksi suoriksi, jotka eivdt mene pisteen ¢ kautta ja toisinpdin.
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Todistus. Todistetaan ensin, etté keskipisteen ¢ kautta kulkevat ympyrat kuvautuvat
laajennetuiksi suoriksi, jotka eivét kulje keskipisteen ¢ kautta.

Voidaan olettaa, ettd ¢ = 0. Talloin méaritelmén 5 nojalla inversio voidaan esittda
muodossa

. x (2, y)
10.0(T) = =« . 4
0ol =l = ey W

Missd merkitdén nyt, ettd x = (x,y). Olkoon ympyré, jonka keskipiste on (zg,yo) ja
joka kulkee pisteen (0, 0) kautta. Talloin ympyrin yhtilé on

(& = 20)* + (y — w0)® = 5 + g
= 2 = 2wwo + a5+ y* = 2yy0 + Yp = 15 + Yo
= @+ = 2azo + yyo) = (@ y)|(@0, 30))
Nyt kun tdmé sijoitetaan yhtdloon (4) saadaan

(z,9)
2((z, y) (0, 90))

Z.O,oc(xa y) =«

Télloin kuvapisteille patee, ettéa

@ 0) () = BN C00) _ 2

z,y)| (20, Yo)) B 2((z, y)|(z0, v0)) 2
Nyt jos merkitéén, etté io,(z,y) = (2/,7'), niin saadaan, etté

(t0.a(z, y)[(x0, 0)) = (O‘z((

(90, 90)) = 'm0+ /o = 5. (5)

Yhtilo (5) on (laajennetun) suoran yhtalo.

Todistetaan sitten, ettd laajennetut suorat, jotka eivit kulje keskipisteen kautta
kuvautuvat ympyroéiksi, jotka kulkevat keskipisteen ¢ kautta.

Olkoon laajennettu suora L, joka ei kulje pisteen ¢ kautta. Olkoon piste (z,y) € L,
jolle pétee, ettd ((x,y)|(zo,y0)) = §. Talloin todistetaan, ettd pisteelle i.o(y) pétee,
etta

lic.a(@, y)II* = 2(ica(,9)|(20, %0)), (6)

miké oli aiemmin saadun keskipisteen kautta kulkevan ympyran yhtalo.
Yhtéalon (6) oikeasta puolesta saadaan

. o | (zy) 2 af?
Jicalw DI =|lo 55| = 2
ja vasemmasta puolesta vastaavasti
(z,y) 2a o]

2ice () 0, 90) = 205 5 (r0,0) ) = 257+ () (0,10)) =

Koska yhtélon oikeasta puolesta ja vasemmasta saatiin samat, niin inversio kuvaa
laajennetut suorat ympyroiksi. 0

Esimerkissd 10 laskettiin laajennettua suoraa x = 2 vastaava ympyrd. Nyt jos
sijoitetaan lauseen 12 todistuksesta saatuun suoran yhtéloéon lasketut ympyréan tiedot
eli a =1 ja keskipiste (g, y0) = (3,0) saadaan, etté

/ / «Q 1/ 1 /
Yoy = —xox —i—§ — Oz—Zx —1—5 — x =2
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Mikéa on haluttu suoran yhtélo.

Esimerkki 13. Jos otetaan esimerkiksi ympyriksi sellainen, jonka keskipiste on (1, 1)
ja pidetddn ympyrdn, jonka suhteen inversio tehddén, keskipisteend (0,0) ja sdde
samana eli a = 1, niin t&lldin suoran yhtdloksi saadaan
/ / Q / / 1
Yoy = —Tox +§ = Yy =—x —1—5.
Saatu tulos on piirrettyné kuvassa 7.

Kuva 7. Yksikk6ympyréan suhteen tehty inversio, missd ympyra ku-
vautuu suoraksi ja toisin péin

Edella todettiin, ettd ympyrat, jotka eivat kulje ympyran C keskipisteen O kautta
kuvautuvat ympyroiksi. Ympyrén sisdpuolella olevat pisteet kuvautuvat ulkopuolisiksi
pisteiksi ja laajennetut suorat kuvautuvat ympyroiksi, jotka menevét keskipisteen O
kautta. Erikoistapaus on kuitenkin laajennettu suora, joka kulkee jo keskipisteen O
kautta.

Huomautus 14. Olkoon ympyréd C, jonka keskipiste on O. Téllgin laajannettu suo-
ra [, joka kulkee pisteen O kautta kuvautuu inversiolla ympyrén C' suhteen samaksi
laajennetuksi suoraksi [. T&ll6in ulkopisteet kuvautuvat suoralla sen sisdpisteiksi ja
toisin péin. Ympyran kehén pisteet kuvautuvat itselleen ja keskipiste kuvautuu &a-
rettomadn seké ddrettomyyspiste keskipisteeksi. Koska inversiopisteet ja alkuperéiset
pisteet ovat kaikki samalla suoralla, syntyy sama alkuperédinen laajennettu suora [.

Huomautus 15. Ei-laajennetuille suorille on voimassa Paralleeliaksiooma [6], joka sa-
noo, ettéd suoralla on tasan yksi jonkun sen ulkopuolisen pisteen P kautta kulkeva
suora, joka on yhdensuuntainen alkuperdisen suoran kanssa [7]. Laajennetuille suoril-
le Paralleeliaksiooma on siten voimassa, ettd yhdensuuntaisilla laajennetuilla suorilla
on vain tasan yksi yhteinen piste, joka on darettomyyspiste. Tamé on selvaé laajen-
netun suoran méaaritelmésta.

Inversiolle pétee seuraava térked lause [2, s. 273]:
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Lause 16. Inversio ympyrdn suhteen sdilyttid kulmat.

Todistus. Olkoot ¢; ja co sileitd kdyrid tasossa niin, ettd ne leikkaavat pisteessd A.
Olkoot lisiksi laajennetut suorat l; ja I, kiyrien tangentteja pisteessa A.

(1) Olkoon ensin, ettd piste O ei kuulu kummallekaan tangentille. Télloin inversio
ympyran C suhteen, jonka keskipiste on O, kuvaa laajennetut suorat [ ja lo
ympyroiksi C ja Cy, jotka kulkevat pisteen O kautta lauseen 12 nojalla (kuva
8). Olkoon piste A" pisteen A kuvapiste. T&lloin koska suorat [; ja Iy leikkaavat
pisteessd A, niin ympyrit C; ja Cy leikkaavat pisteessa A’.

Olkoon my pisteen O kautta kulkeva suora, joka on yhdensuuntainen suo-
ran [; kanssa. Téllainen suora on olemassa ja se on ainut yhdensuuntainen
suora huomatuksen 15 nojalla. Vastaavasti olkoon mgy pisteen O kautta kul-
keva suora, joka on yhdensuuntainen suoran [ kanssa. Inversio ympyrian C'

Kuva 8. Suorat [; ja [y kuvautuvat inversiolla ympyréan C suhteen
ympyroiksi C) ja Cy, ja tallin suorien vilinen kulma on yhtéd suuri
kuin ympyréidenkin

suhteen kuvaa suoran [; ympyraksi C ja suoran my se kuvaa suoraksi m;
huomatuksen 14 nojalla, silld suora kulkee ympyréan C' keskipisteen O kautta.
Alunperin suoralla [; ja suoralla m; on yksi yhteinen piste: ddrettomyyspis-
te. Adrettomyyspiste kuvautuu inversiolla ympyrén C suhteen keskipisteeksi
O, joten suoran m; kuvajoukolla eli suoralla m; ja suoran [; kuvajoukolla eli
ympyralla C'; on ainoastaan tdmé yhteisené pisteend. Télloin siis suora my on
ympyrin C tangentti. Vastaavasti suora mo on ympyran Cy tangentti.

Kéyrien ¢; ja ¢o vélinen kulma pisteessié A on tangenttien [; ja [y vélinen
kulma. Koska [; on yhdensuuntainen tangentin m; kanssa ja [y tangentin ms
kanssa, niin tangenttien [y ja [y vélinen kulma on yhté suuri kuin tangenttien
my ja mgy pisteessa O.

Nyt siis viela taytyy osoittaa, ettd tangenttien [ ja [, vilinen kulma on
yhtasuuri kuin ympyroiden vélinen kulma pisteessi A’. Tahén tarvitaan seu-
raava havainto: Olkoon piste B ympyrén keskipiste ja valitaan piste P janalta
OA siten, ettéd janat OA ja PB ovat kohtisuoria (kuva 9). Kolmiot ABOP ja
APAB ovat suorakulmaisia ja janat AB sekd OB yhté pitkid (ympyréan sétei-
ta). Lisdksi kulmat £ BOP ja L PAB ovat yhta suuria, silld kolmio AABO on
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tasakylkinen kolmio. SKK-s&&nnon nojalla [7, s. 41] janat AP ja OP ovat yhta
pitkét eli piste P on janan keskipiste ja sen kautta piirretty normaali on keski-
normaali janalle OA. Nyt siis olkoon n; tangentti ympyréille C; pisteessa A’ ja

Kuva 9. Janan OA eli ympyrén janteen keskinormaali kulkee ympyrén
keskipisteen kautta

ny tangentti ympyréalle Cy myos pisteessd A’. Télloin edellisen havainnon pe-
rusteella pisteiden O ja A’ viilisen janan keskinormaali kulkee ympyroiden Cy
ja Oy keskipisteiden kautta. Jos tdmén keskinormaalin suhteen tehdéén pei-
laus, niin tangentti m; kuvautuu tangentiksi n; ja vastaavasti msy tangentiksi
no. Siten tangenttien m; ja ms vélinen kulma on yhté suuri kuin tangenttien
ny ja ng vilinen kulma. Siten ollaan saatu, etta kéyrien ¢, ja ¢y vélinen kulma
pisteessd A on yhté suuri kuin ympyroiden C; ja Cs vilinen kulma pisteessa A’.

Oletetaan sitten, ettd piste O kuuluukin jommalle kummalle tangentille [y
tai lo. Oletetaan, ettd se kuuluu tangentille [, mutta ei tangentille l5. Olete-
taan edelleen, ettd tangentit leikkaavat pisteessd A. Talloin inversio ympyran
C suhteen, jonka keskipiste on O kuvaa tangentin [; itselleen ja tangentin [,
ympyriksi Cy. Ympyrélle Cy voidaan luoda kuten aiemminkin tangentit mso
seké no niin, ettd ms on tangentti pisteessid O ja yhdensuuntainen tangentin
l5 kanssa. Tangentti n, taas on pisteen A’ kautta kulkeva ympyrian Cs tan-
gentti, joka peilattiin janan OA keskinormaalin kautta. Nyt tangenttien [; ja
[y valinen kulma on sama kuin suoran [; ja tangentin ms ja siten sama kulma
kuin suoran /; ja tangentin ns.

Oletetaan vield viimeiseksi, ettd molemmat suorat [y ja [y kulkevat pisteen O
kautta. Télloin piste A = O, jolloin kun tehddén inversio ympyran C' suhteen,
jonka keskipiste on O, tangentit kuvautuvat itselleen ja niiden vilinen kulma
pysSyy samana.

l
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3. INVERSIIVINEN GEOMETRIA

Geometria, jossa tutkitaan sellaisten kuvausten ominaisuuksia, jotka voidaan esit-
tad inversioiden yhdistettynd kuvauksena laajennetussa kompleksisessa tasossa, kut-
sutaan inversiiviseksi geometriaksi.

Kaydéaan seuraavaksi lapi yksi inversiivisen geometrian esimerkeistd, jonka olen
tehnyt itse.

Esimerkki 17. Olkoon yksikkovektori u, ||ul]| = 1, tasossa R?. Olkoon ensin pei-
laus origon kautta kulkevan suoran [ suhteen, jolloin voidaan mééritelméan 3 mukaan
merkiti, ettd [ = u. Olkoon suoran [ ja z-akselin vilinen kulma ¢. Valitaan toinen
mahdollisista suunnista, mika yksikkévektori u voi olla ja merkitdén trigonometristen
funktioiden palautuskaavojen avulla [16, s. 37|, etté

T . T .
u = (cos(3 = (=), sin(g = (=) = (=sinp, cosp). (7)
Maéritelmén 3 mukaan nyt P = 0, jolloin peilauksen kuvaus on
r(x) =z —2(z|u)u.

Huomatuksen 4 nojalla peilaus on nyt lineaarikuvaus. Téll6in peilauksen kuvaus stan-
dardisessa kannassa on ensimmaéiselle kantavektorille

71(1,0) = (1,0) + 2sin (—sin ¢, cos ) = (1 — 2sin” ¢, 2sin ¢ cos ),
ja toiselle kantavektorille

71(0,1) = (0,1) — 2 cos p(—sin ¢, cos ) = (2cos @sin p, 1 — 2 cos® p).
Kéytetddn trigonometristen funktioiden laskukaavoja [16, s. 37] ja néin ollen saadaan

matriisi

[ cos(2p) sin(2p)
- \Usin(2p) —cos(2p) )

Otetaan seuraavaksi peilaus z-akselin suhteen. Talloin vektori v = (0, 1), joten
peilauksesta saadaan r;(1,0) = (1,0) ja r,(0,1) = (0,1)—2(0,1) = (0, —1). Matriisiksi

saadaan siten
1 0
B ( bo ) |

Yhdistetadn ndmé kaksi peilauksen matriisia ja saadaan

AB — ( cos(2¢)  sin(2¢p) ) ( 1 0 ) _ ( cos(2¢p) — sin(2) ) |

sin(2p) — cos(2¢p) 0 —1 sin(2¢)  cos(2¢)

Tama vastaa kiertoa vastapéividn kulman 2¢p verran. Kierto jonkun kulman suhteen
on siten kahden eri peilauksen yhdistetty kuvaus, mikéd on yksi esimerkki inversiivi-
sestd geometriasta.

Kuvassa 10 on esitetty erdén pisteen peilaus suoran [ suhteen. Kulma 2¢ = 47, 23°,
joten matriisi A on talléin

A 1 —2sin®p 2singcosy
2cospsing 1 —2cos? o

A (0679 0,734
—\ 0,734 —0,679 )
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(1.88,2.15)

(1,0) (2.93,0)

Kuva 10. Erdén pisteen peilaus suoran suhteen, jonka kulma z-akselin
kanssa on puolet pisteen ja origon kautta kulkevan janan ja x-akselin
vilisestd kulmasta

Piste (1,99; 2, 15) voidaan merkita vektorilla (r - 0,679;r - 0,734) = (1,989;2,150),
missid r = /1,992 4+ 2,152 = 2,929. Nyt vektorin ja matriisin A kertolaskusta saa-

daan
AB — 0,679 0,734 1,989 \ _ ( 2,93
-\ 0,734 —0,679 2,150 | © 0 ‘
Saatiin siis tulokseksi sama kuin mita kuva 10 esittaa.

Seuraava lause on térkeé inversiivisessd geometriassa, silld sen avulla mitka tahansa
kolme pistettd voidaan kuvata jollain inversioiden yhdistetylld kuvauksella kolmeksi
muuksi pisteeksi. Téalloin esimerkiksi ympyrid voidaan siirtdéd tai muuttaa suoraksi.

Lause 18. Olkoon kompleksisen laajennetun tason pisteet z1, zo ja z3 sekd wy, wo
ja ws siten, ettd zy # zo # 23 # 21 ja wy # wy # w3 # wy. Tdlloin on olemassa
inversioiden yhdistetty kuvaus ¢ siten, ettd ¢(zy) = wy, kaikille k = 1,2, 3.

Todistus. Koska ¢ on inversioiden yhdistetty kuvaus, voidaan kéyttaad tietd, jossa
ensimmaiselld kuvauksella mennédén misté tahansa pisteisté z; “helppoihin pisteisiin”
ja vastaavan kuvauksen kédnteiskuvauksella niistd "helpoista pisteistd” pisteisiin wy.
Kaytetadan pisteitd 0, 1 ja oo.

Olkoon kuvaus ¢, siten, ettd @, (w1) = 00, @u(we) = 0 ja ¢, (ws) = 1. Tallsin
out(00) = wy, 0 ;' (0) = wq ja v, (1) = ws. Olkoon lisiiksi olemassa kuvaus ¢, siten,
ettd p,(21) = 00, @.(22) = 0 ja @.(z3) = 1. Talloin saadaan, ettd

901_01 © SOZ(Zk> = Wk, k = ]-7 2737

miké on haluttu tulos. Osoitetaan, ettéd on olemassa téllaiset kuvaukset. Koska kuvaus
v, kuvaa mitka tahansa kolme pistetté pisteiksi oo, 0 ja 1, niin riittdé osoittaa, etta
tallainen kuvaus on olemassa. Samoin voidaan osoittaa kuvauksen ¢, olemassaolo,
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jolloin sen kuvauksen kadnteiskuvaus kuvaa téalloin nuo kolme pistettd miksi tahansa
kolmeksi pisteeksi.

Olkoon z; # oo kaikilla k=1,2,3. Té&lloin pisteet 21, 25,23 € C. Olkoon kuvaus
©1(x) =i, 2, missd C on z;-keskinen ja r séteinen ympyré, r > 0. Talloin ¢;(21) =
oo médritelmén 11 a) kohdan nojalla. Seuraavaksi halutaan kuvaus, joka siilyttaa
ddrettomén ddrettoméssd, mutta piste ¢1(z2) kuvautuisi pisteeksi 0. Tadméa saadaan
kun otetaan peilaus pisteen ¢1(z2) ja origon vélisen janan keskinormaalin [ kautta.
Talloin @o(zx) = 1(21) ja @2 0 p1(29) = 0, méadritelmén 3 nojalla.

Nyt ollaan saatu pisteet 0o ja 0, vield pitdisi piste g 0 1(23) saada pisteeksi 1.
Tamé tehdddn kahdessa vaiheessa: siirretdén ensin piste x-akselille ja sen jilkeen
vasta pisteeseen 1. Valitaan suora, joka kulkee origon kautta niin, ettd sen ja x-
akselin vélinen kulma on puolet janan Oy o p1(23) ja z-akselin vilisestd kulmasta
(kuva 10). Peilataan piste 9 0 ¢1(23) tdmén suoran suhteen, jolloin siitd tulee piste
r-akselilla. Tamé voidaan perustella esimerkin 17 avulla. Suora [ = u* ja vektori u =
(— sin ¢, cos ). Suoran [ ja z-akselin vélinen kulma on . Peilataan piste ¢ 0 1(23)
tdmé suoran [ suhteen. Esimerkissa 17 saatiin matriisiksi

A cos(2p)  sin(2¢p)
\sin(2p)  —cos(2¢) )7
joka vastasi peilausta suoran [ suhteen. Pistettd ¢o o ¢1(23) voidaan myds merkita
vektorilla (r cos 2¢p, rsin 2¢), silla vektorin ja xz-akseli vélinen kulma on kaksinkertai-

nen suoran [ ja x-akselin vilisestd kulmasta. Merkitddn vektoria (r cos2p,rsin2¢)
matriisilla C ja kerrotaan se matriisilla A.

AC — cos(2p)  sin(2¢p) rcos2p \ [ r
—\sin(2p)  —cos(2¢p) rsin2p )\ 0 /-
Saadaan siten lopputulokseksi vektori (r,0), mikd on z-akselin suuntainen vektori

pituudella 7.
Viimeiseen vaiheeseen tarvitaan aputulos:

Lemma 19. Kuvaus, jossa kompleksiset pisteet z kuvataan pisteiksi kz, k > 0, on
kahden origokeskisen inversion yhdistetty kuvaus.

Todistus. Inversio algebrallisesti méaritelmén 5 nojalla on
xr—c
bea(r) = 0——— +c.
[l = cl]?

Nyt ¢ = 0, joten kahden origokeskisen inversion i,, ja %,, yhdistetty kuvaus pisteesté
z on

4 z z

« « =
iy © iy (2) = iy (9 z ) = o 2= a 2= _ o =02 _ ﬂz
a1 a2 — ton o) — z 12 22 T 1 )
1B [[e% Bk | Oé% HZH4 2T Q2
Voidaan valita ay ja as siten, etta z—; = k, esimerkiksi a; = k ja ag = 1. O

Tamén aputuloksen avulla voidaan viimeisenéd kuvauksena kéyttdda kahden origo-
keskisen inversion yhdistettyd kuvausta. Toisen inversion keskipiste on 1 ja toisen
piste 3 0 ©g 0 @1(23). Yhdistetty kuvaus on siten iy 0 ipyopm00; (2)(2k)-
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Talloin pisteet kuvautuvat juuri niihin mihin haluttiinkin, silla pisteelle z; pétee
il © i9030¢20<p1(23) O Y30 P20¢ (Zl) = Z‘1 © i5030<p20<,01(23)(oo) = 00,

pisteelle z, taas

il © i50309020901(23) O Y30 P20 901(22> = il © itp30¢20901(23)(0) = 07

ja vield pisteelle 23
1
30 P20 p1(z3
Niin ollen saatiin médriteltyd kuvaus i1 0 ig,ommop; (25) © ©3 © 2 © @1(21), joka kuvaa
jotkin pisteet zx, k = 1,2, 3, pisteiksi oo, 0 ja 1.

i1 0 icpsochOsal(zg) O Y30 P20 901(23) = )(903 © @20 @1(23)) =L

Vield pitéaa késitella tapaukset, joissa jokin pisteistd zp on ddreton.
1) Olkoon z; = oo. Télloin voidaan suoraan aloittaa kuvauksesta oo, silld kuvausta
1 el tarvita kun piste z; on jo dédreton.
2) Olkoon zy = oco. Télloin tehddan kuvaus ¢; normaalisti, jolloin piste zo kuvautuu
pisteeksi z; € C. Piste z; kuvautuu normaalisti kuten aiemminkin &arettomadn.
3) Olkoon z3 = oo. Télloin kuvaus ¢ kuvaa pisteen z3 pisteeksi z; € C kuten edelld
ja pisteet z1 ja zo kuvautuvat normaalisti.
O

Huomautus 20. Edelld todistettiin inversiivisen geometrian yksi péilauseista siten,
ettd 16ytyy inversioiden yhdistetyt kuvaukset, jotka kuvaavat kolme pistettd miksi
tahansa kolmeksi muuksi pisteeksi. Toinen tapa todistaa lause on kdyttaa ns. Mobius-
kuvauksia, jotka ovat muotoa M(z) = ‘Cfis, ad — be # 0. Mobius-kuvaukset ovat
inversioiden yhdistettyja kuvauksia [2, s. 299], ja lause 18 todistettaisiin vastaavasti

Mébius-kuvausta kayttamalld [2, s. 312].

Inversiivisen geometrian pédlause takaa sen, ettd inversiota voidaan kayttda esi-
merkiksi eri lauseiden todistuksissa, joita esitellidn seuraavissa kappaleissa.
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4. APOLLONIUS JA YMPYRAPERHEET

Apollonius (n. 262-190 eaa.) oli yksi antiikin kreikan matemaatikoista. Hénelta on
ainoastaan sailynyt kirjoja kartioleikkauksista [11] ja niistékin seitsemén kahdeksas-
ta [19]. Apolloniuksen nimelld tunnetaan kuitenkin ainakin kaksi geometristé tulosta.
Apolloniuksen ongelmana tunnetaan tulos, jossa annetulle kolmelle ympyrélle pitda
piirtda ympyré, joka sivuaa kaikkia néitd annettua kolmea ympyraéd. Apolloniuksen
ympyrind tunnetaan niiden pisteiden joukko, joiden viélisten etdisyyksien suhde kah-
desta tietysté pisteestd on vakio [8, s. 35].

Seuraava Apolloniuksen lause [2, s. 317] antaa vaihtoehdon ympyrin mééritelmélle
ja sen todistukseen tarvitaan inversiota.

Lause 21. Olkoot A ja B kaksi eri pistettd tasolla ja olkoon k € R, k # 1. Tdlldin
pisteiden P joukko, joille pdtee, ettd
PA
PB
muodostavat ympyrdn, jonka keskipiste sijaitsee pisteiden A ja B kautta kulkevalla
suoralla.

k,

Todistus. Olkoon C' pisteiden P joukko, joille pitee PA = k- PB. Olkoon inversio
i ympyréan suhteen, jonka keskipiste on A ja sdde 1. Naytetaan, ettd ¢’ = i(C') on
ympyré, jolloin C' on yleistetty ympyra (eli ympyré tai laajennettu suora). Olkoon
tason pisteet P ja B siten, ettd kumpikaan ei ole déreton ja merkitién, ettd i(B) = B’
ja i(P) = P’. Talloin kumpikaan piste P’ eikéi B’ ole piste A. Inversion mééritelmén
1 mukaan

AB-AB =1
ja

AP - AP =1. (8)
Yhdistamélla yhtéalot saadaan

AB AP

AP AB"

Sivut ovat siis verrannollisia keskené#n. Liséksi, koska inversiolle pétee, etté piste
P’ on samalla suoralla pisteen P kanssa ja samoin piste B’ pisteen B kanssa, niin
kulmat { PAB ja £P'AB’ ovat yhtd suuria. Téastd seuraa, ettd kolmiot AAPB ja
ANAP'B’" ovat yhdenmuotoisia SKS-saédnnon nojalla. T&lloin erityisesti pétee, etté

B'P" AP
PB  AB’
Yhtélon (8) mukaan AP" = 1/AP, joten saadaan, ettd

PB
AB - AP’ )
Jos oletetaan, ettd piste P kuuluu joukkoon C, niin talloin AP = k - PB, jolloin

1
k-AB’

B'P =

B'P' =
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miké tarkoittaa sitd, ettd piste P’ on etdisyydelld 1/(k - AB) pisteestd B’. Piste P’

kuuluu siten ympyrélle C’, jonka keskipiste on B’ ja sdde on m. Koska
1 1
AB' = — = B'P
AB ' k-AB ’

niin piste A ei voi olla piste P’, jolloin piste A ei kuulu ympyralle C’. Kun tdméi
ympyrda C’ kuvataan inversiolla ¢ ympyrdn C suhteen keskipisteendén A, niin syntyy
ympyré eli piste P kuuluu siis ympyriélle.

Vastaavasti jos oletetaan, etti piste P’ sijaitsee joukossa C’ eli kuten edelld paitel-
tiin, niin talléin piste P kuuluu ympyrélle. Télloin B'P" = ﬁ, joten yhtalosta (9)
saadaan

1 PB
k-AB ~ AB- AP
Mistéd saadaan, ettd AP = k- PB, joten piste P kuuluu joukkoon C'. Saadaan, etté
joukko C' on ympyra.

Joukon C' keskipiste sijaitsee suoralla AB, koska peilaus r suoran AB suhteen ei
muuta suoraa AB ja tdlloin jos P € C, niin myos r(P) € C. Tamé tarkoittaa sité,
ettd piste P ja r(P) ovat samalla ympyrlld ja ne ovat yhtéd kaukana suorasta AB.
Talloin ainoa mahdollisuus on, etté keskipiste sijaitsee suoralla AB. O

Huomautus 22. Todistuksessa kédytetty inversiokuvaus ¢ muuttaa itse asiassa ympyrét
samankeskisiksi ympyroiksi, silla jana AB ja k ovat joitakin vakioita, ja siten piste-
joukko P’ sijaitsee aina jonkin tietyn etidisyyden pidssi pisteestd B’. Keskipisteeksi
tulee télloin i(B) = B’ ja siteeksi 1/(k - AB).

Apolloniuksen lauseen ympyroita kutsutaan Apolloniuksen ympyroiksi. Niiden koko
ja sijainti riippuu luvusta k. Kun k£ = 1, niin AP = PB, mika tarkoittaa kaikkia niita
pisteitd P, jotka ovat yhtéd kaukana pisteestd A ja B. Syntyy suora, joka on pisteiden
A ja B vilinen keskinormaali. Apolloniuksen ympyréit muodostavat ympyraperheen,
joka on esitetty kuvassa 11 vihreélla varilla.

Jos tdmén Apolloniuksen ympyriaperheen kanssa otetaan mukaan toinen ympyra-
perhe, jolle kaikki ympyréit kulkevat pisteiden A ja B kautta, syntyy ympyroité, jotka
ovat ortogonaalisia keskenddn, kuva 11. Todistetaan tdmé [1, s. 315].

Lause 23. Olkoot A ja B kaksi erillistd pistettd tasossa, ja olkoon F Apolloniuksen
ympyrdperhe pisteiden A ja B suhteen. Olkoon G toinen ympyrdperhe, jossa jokainen
ympyrd kulkee sekd pisteen A ettia B kautta. Tdlloin jokainen ympyrd joukosta F' on
ortogonaalinen jokaisen joukon G ympyrdn kanssa.

Todistus. Olkoon i inversio yksikkdympyrdan suhteen, jonka keskipiste on A. Aiem-
min todettiin huomautuksessa 22, ettd Apolloniuksen ympyrat, joukko F', kuvautuu
talloin samankeskisiksi ympyroiksi, keskipisteenddn i(B). Joukosta G syntyy télloin
joukko suoria, jotka kulkevat pisteen i(B) kautta, silld piste A kuvautuu dérettoméén.
Koska joukon G ympyrit eivit leikanneet muissa pisteissd kuin A ja B, niin t&lloin
suorat leikkaavat toisiaan vain pisteessd i(B) (ja i(A) = 00). Syntyy siis kuvan 12
ndakodinen kuvio, josta ndhdéén, ettéd suorat leikkaavat jokaista ympyraé suorassa kul-
massa. Koska inversio séilyttdd kulmat lauseen 16 nojalla, niin kulmat ovat ennen
inversiotakin siten suoria. U
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Kuva 11. Kaikki vihredt Apolloniuksen ympyrédperheen ympyrét ovat
ortogonaalisia sinisille ympyrdéille, jotka kaikki kulkevat pisteiden A ja

ey
L

Kuva 12. Inversio ¢ muuttaa Apolloniuksen perheen ympyrat saman-
keskisiksi ja sen kanssa ortogonaalisen ympyraperheen suoriksi

20
%

Ympyraperheitd voidaan muodostaa kolmella eri tavalla. Lauseessa 23 ympyréajouk-
ko GG kulkee kahden pisteen kautta ja taas Apolloniuksen ympyréaperheen ympyrét ei-
vit kulje minkéd&n yhteisen pisteen kautta. Voidaan myos tehdd ympyréperhe, joka
kulkee yhden pisteen kautta, esimerkiksi origon kautta. Talloin ympyroilla kaikilla on
sama tangentti, joka kulkee origon kautta (myos tangentti itse kuuluu ympyraperhee-
seen). Esimerkiksi jos tangentti on y-akseli, niin ympyroiden keskipisteet sijaitsevat
kaikki x-akselilla. Jos lisdksi kuvioon lisdtdan samanlainen ympyraperhe, jotka kaikki
kulkevat origon kautta, mutta keskipisteet ovatkin y-akselilla ja sivuava tangentti on
x-akseli, niin t&lloin saadaan kuvan 13 ndkodinen kuvio.
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Kuva 13. Kaksi ympyraperhettia origo leikkauspisteendén niin, etté
toisen perheen keskipisteet ovat z-akselilla ja toisen y-akselilla

Kuvan mustavalkoisuuden syy ndhdaéin kun tehdaén inversio yksikkoympyréan suh-
teen, jonka keskipiste on origo (kuvassa violetilla vérilld). T#lloin saadaan tuttu ku-
vio [21]: shakkilauta (kuva 14). Kuten lauseen 23 todistuksessa, téstikin nahdadn,

ettd suorat ovat kohtisuorassa toisiaan vasten ja néin ollen alkuperéiset ympyrét ovat
ortogonaalisia kesken&én.

Kuva 14. Kahdesta ortogonaalisesta ympyréaperheesté, jotka kulkevat
kaikki saman pisteen kautta, syntyy inversiolla shakki-lauta

Apolloniukselta tunnetaan myos lause, jonka avulla voidaan konstruoida erilaisia
ympyréipakkauksia [15].

Lause 24 (Apolloniuksen lause). Olkoot mielivaltaiset kolme ympyrdd Cy, Co ja Cs,
jotka sivuavat toisiaan. Tdlloin loytyy tasan kaksi ympyrdid C ja C', jotka sivuavat
nditd kaikkia kolmea ympyrdd.
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Kuvassa 15 on vihredlld alkuperiiset kolme ympyrié, ja siniselld ympyrét, jotka
voidaan piirtdd niin, ettd ne sivuavat kaikkia kolmea vihredtd ympyrdda. Taméa on
Apolloniuksen ympyripakkauksen ensimméinen vaihe.

Kuva 15. Apolloniuksen ympyrédpakkauksen ensimméinen vaihe

Todistus. Olkoon piste A ympyroiden C; ja Cs leikkauspiste. Tehdééin inversio ympy-
rén « suhteen, jonka keskipiste on A (sdde mielivaltainen). Talloin ympyroistd Cy ja
(5 tulee suoria O ja C), sillé piste A kuvautuu dérettomadn. Suorat C] ja C ovat yh-
densuuntaisia, sillda alkuperiisilla ympyréillé ei ollut muita yhteisié pisteitd kuin piste
A, joka kuvautuu dérettoméasan. Ympyréstd Cs tulee ympyra Cf, joka sivuaa edelleen
suoria C] ja C}, eli se on siis ympyré ndiden suorien vilissd. Nyt on selvid, ettd voi-
daan konstruoida vain kaksi ympyréa C, ja C!, jotka sivuavat naitd kaikkia kolmea:
ympyréan C4§ molemmille puolille kuvan 16 mukaisesti. Tehddén inversio uudestaan
takaisin péin, jolloin viite seuraa. O

Cy

C.
KuvaA 16. Apolloniuksen lauseen todistuksen vilivaihe, jossa ympyrit
Cy ja C! sivuavat ympyraa C% ja suoria Cf ja C)

Koska Apolloniuksen lause pétee, voidaan Apolloniuksen ympyriapakkausta jatkaa
loputtomiin. Alku voi my0s olla eri ndkoinen. Esimerkiksi kuvassa 17 on ldhdetty
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lilkkeelle kolmesta isosta vihredstd ympyréstéd, ja joiden ympérille on piirretty iso
ympyrd ja keskelle pieni tummansininen ympyra. Tétéd jatketaan kunnes koko alue
saadaan taytettyé.

Kuva 17. Apolloniuksen ympyrédpakkaus, jossa eri vireilla on kuvattu
aina seuraava vaihe [20]

Ympyréapakkaus voidaan myos tayttdd hieman eri tavalla. Esimerkiksi kuvassa 18
sen sijaan, ettd taytettéisiin aukko aina yhdelld ympyrélld, joka sivuaa edellisid ym-
pyroitéa, sijoitetaankin kolme ympyraé, jotka sivuavat toisiaan. Alku voi télloin koos-
tua esimerkiksi isoimmasta ympyrésté ja kahdesta tummansinisesté isosta ympyrésté.
Aukko on tilloin taytetty kahdella tummansiniselld suurella ympyralld seké valaistul-
la keskiympyralld [10].

Kuva 18. Apolloniuksen ympyréipakkaus, jossa yhden ympyrén sijaan
aukkoihin lisdtty kolme toisiaan sivuavaa ympyraé [10]
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5. JAKOB STEINER

Jakob Steiner (1796-1863) syntyi pienessd sveitsildisessi kyldssi lapsista nuorim-
pana [18]. Vastoin vanhempiensa tahtoa hén ilmottautui 18-vuotiaana kouluun ja
22-vuotiaana alkoi antamaan ensimméisid matematiikan tunteja. Héanelld ei ollut vi-
rallista patevyyttd toimia opettajana, minké takia hén osallistui opettajan patevyy-
den velvoittamiin kokeisiin. Hén péési lapi vain rajallisesti, silld hénelld oli ongelmia
historian ja kirjallisuuden kanssa. Han kuitenkin sai télla rajallisella luvalla opettaa
Berliinin Werderin lukiossa.

Vuonna 1825 Steiner péisi opettamaan Berliniin teknilliseen kouluun, mutta mo-
lemmissa kouluissa hénelld oli ongelma noudattaa koulun johtajan antamia méaarayk-
sid. Ongelmista huolimatta hén onnistui yleneméén teknillisessé koulussa ja vuonna
1826 hén julkaisi ensimmaéinen pidemmén tyonsé, Finige geometrische Betrachtun-
gen. Siina késitelladn muun muassa pisteen potenssia ympyréin suhteen ja inversioita.
Hén julkaisi lisdd ja hinelle myonnettiin kunniatohtorinarvo Koénigsbergin yliopistos-
sa vuonna 1833.

Steiner ei mennyt ikind naimisiin ja h&n jatti perintonsé omaistensa lisdksi Berlii-
nin akatemialle Steinerin palkinnoksi ja omalle kylédlleen, jotta kdyhét lapset saisivat
paremman mahdollisuuden kouluttautua.

Steinerin mukaan on nimetty lause nimeltdén Steinerin porismi. Porismi tarkoittaa
matemaattista geometristd konstruktiota, jolla on yllatyksellinen ratkaisu: joko sité
ei voida tehda tai silld on dérettomésti ratkaisuja [11].

Ennen Steinerin porismia kaydéaén lapi lause, jota tarvitaan porismin todistamiseen

[2, s. 326].

Lause 25. Olkoot ympyrat Cy ja Cs erillisid ympyroitd tasossa. Talldin loytyy inver-
siotden yhdistetty kuvaus, joka kuvaa ympyrdt Cy ja Cy samankeskisiksi ympyrdiksi.

Todistus. Oletetaan, ettd ympyriat C7 ja Co eivit ole samankeskisid (jos ne olisivat
niin ei olisi todistettavaa). Kdydaan todistus ldpi vaiheissa:

Vaihe 1) Olkoon piste O jokin piste ympyrélta C;. Kuvataan molemmat ympyrét in-
versiolla yksikkoympyrén suhteen, jonka keskipiste on O. Télloin piste O
kuvautuu ddrettoméaén ja ympyrasta C tulee suora C7. Ympyra Cy kuvau-
tuu ympyraksi C4 (kuva 19).

Vaihe 2) Olkoon piste T' ympyralta C4 niin, ettd se ei ole suoralla, joka on kohtisuo-
rassa suoraa C] vasten kulkien ympyran C7 keskipisteen kautta. Piirretéén
tangentti ympyralle C pisteen T kautta, jolloin se leikkaa suoraa C] pis-
teessd U. Piirretdan apuympyra Cs, jonka keskipiste on U ja side UT. Té-
mé ympyrd Cs on ortogonaalinen ympyrélle C} pisteessa T', koska jana UT
on tangentti ympyrille C ja se kulkee ympyrian Cj keskipisteen kautta [7,
s. 138]. Ympyrda C3 on myos kohtisuorassa janaa C] vasten, silld ympyrin
keskipiste sijaitsee suoralla C.

Vaihe 3) Tehdddn sama kuten vaiheessa 2), mutta nyt eri pisteelle 7. Syntyy toinen
ympyrd Cy, joka on ortogonaalinen ympyran C kanssa ja kohtisuorassa
janaa C vasten. Olkoot ympyroiden Cj ja Cy leikkauspisteet @ ja R (kuva
20).
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Kuva 19. Lauseen 25 todistuksen vaihe 1, jossa on ympyréiden C] ja
(5 kuvautuminen suoraksi C] ja ympyriksi C)

Vaihe 2 Vaihe 3

c/ Ccy

1
Csy
U Q
Cg’ U
Cy

Kuva 20. Lauseen 25 todistuksen vaiheet 2 ja 3, jossa ympyrit C5 ja
(4 ovat ortogonaalisia ympyrélle CY ja kohtisuoria suoralle C7]

Vaihe 4) Tehddén nyt inversio yksikkdympyrén suhteen, jonka keskipiste on Q. Tél-
16in suora C kuvautuu ympyréksi C7, ympyrasta C) tulee ympyrda C. Ym-
pyroistd Cs ja Cy tulee suoria CY ja Cf, sillda ne kumpikin kulkevat pisteen
Q@ kautta. Koska ympyrét C3 ja Cy olivat kohtisuorassa toisiaan vasten, niin
talloin myos suorat Cf ja C) ovat kohtisuorassa toisiaan vasten. Koska mo-
lemmat ympyrat Cs ja Cy olivat kohtisuorassa ympyréa Cf ja suoraa Cf
vasten, niin myos suorat C% ja C' ovat kohtisuorassa ympyroita C7 ja CY
vasten. Télloin suorat C% ja C} ovat ympyroiden halkaisijoita ja ne koh-
taavat suorassa kulmassa pisteessd R, joka on pisteen R inversio. T#lloin
ympyroiden C7 ja C taytyy olla samankeskisid, keskipisteendéan R’ (kuva
21).
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Kuva 21. Lauseen 25 todistuksen vaihe 4, jossa ympyrét C| ja ympyré
CY ovat samankeskisié, koska halkaisijat C% ja C) ovat kohtisuorassa
niitd vastaan ja leikkaavat siten pisteessia R’

Lopputuloksena huomataan, ettd ympyrat C ja Cs on saatu kahden eri inversion
yhdisteend samankeskisiksi ympyroiksi. O

Steinerin porismi voidaan esittdd seuraavalla tavalla [2, s. 328]:

Lause 26 (Steinerin porismi). Olkoot ympyrat Cy ja Co erillisid ympyroitd niin,
etti ympyra Cy on ympyrdin Cy sisdlld. Tdalloin pdtee joko a) tai b):

a) Ei ole mahdollista saada ympyrdiden ketjua ympyroiden Cy ja Co vdliin niin, ettd
ympyrdt sivuaisiwat vain ympyroitd Cy ja Csy sekd kahta muuta ympyrda.

b) On mahdollista konstruoida ympyroiden ketju ympyrdoiden Cy ja Cy viliin ja talloin
ensimmdinen ympyrd voidaan sijoittaa mihin kohtaan tahansa.

Kuwvissa 22 ja 23 on esitetty ndmd kaksi vaihtoehtoa.

Todistus. Olkoon C} ja Cf erillisid ympyréitd niin, ettd ympyrd C; on ympyran Cy
sisdlld. Olkoon néiden viliin piirrettdvien ympyroiden ketju Fy. Piirretdén ensin ym-
pyra F} ympyroiden véliin siten, etté se sivuaa ympyroita C ja Cs. Piirretdén taméan
jilkeen ympyréa Fy niin, ettd se sivuaa ympyroitd C; ja Cy seké ensimméistd ympy-
raa Fy. Jatketaan ympyroiden piirtamistd ympyroiden C ja Cs viliin, kunnes tulee
viimeisen ympyran vuoro. Télloin vaihtoehtoja on kaksi, joko viimeinen ympyra F,
leikkaa ympyrdd F) eli kyseessi on lauseen a) kohta tai se sivuaa ympyrééd Fi, jolloin
kyseesséd on lauseen b) kohta.

Koska ympyrat C; ja Oy eivit valttaméatta ole samankeskiset, niin lauseen 25 mu-
kaan voidaan ympyréit C) ja Cy kuvata samankeskisiksi ympyroiksi C] ja C} inver-
sioiden yhdistetylla kuvauksella t. Talloin ympyroiden ketju Fj kuvautuu ympyroiden
ketjuksi F} ympyréiden C] ja C} véliin ja ympyra F; kuvautuu ympyraksi F]. Ympy-
roiden ketjua F} voidaan liikuttaa ympyroiden Cf ja Cf vilissd (kuten vanhoissa puhe-
limissa pyoritettiin kiekkoa numeroiden valitsemiseksi). Talloin ensimméinen ympyré
F) vaihtaa paikkaa. Kun inversioiden yhdistetyn kuvauksen ¢ kiinteiskuvauksella ¢!
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KuvaA 22. Steinerin avoin ympyroiden ketju, jossa ensimmaéinen ja vii-
meinen ympyréa leikkaavat toisiaan.

Kuva 23. Steinerin suljettu ympyroiden ketju, jossa kahden ympyréan
véliin voidaan konstruoida ympyroité, jotka sivuavat toisiaan

kuvataan ympyrit takaisin, saadaan samannékoinen tilanne kuten alussa. Vain ym-
pyriaketjun F} ympyroiden paikat ovat muuttuneet ympyroiden C ja Cy vilissa. Tél-
16in siis jos kyse on a) kohdasta, missd ensimméinen ja viimeinen ympyré leikkasivat
toisiaan, niin ympyrét leikkaavat silti edelleen toisiaan, vaikka niiden paikat olisivat-
kin muuttuneet. Vastaavasti b) kohdassa ensimméisen ympyran paikka voi muuttua,
mutta muuten ympyriketju Fj sidilyy muuttumattomana. U
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Seuraavaksi ndhd&in milloin ketjusta tulee suljettu ja milloin avoin. Maéaritellaan
ensin miké on samalla suoralla olevien pisteiden kaksoissuhde [13, s. 212].

Maéritelma 27. Olkoon A, B, C' ja D samalla suoralla olevia pisteitd. Talloin ja-
nojen maarittdmé kaksoissuhde on luku ja se maéaritelldan yhtalolla

© 5 ad. 5D
B 50 B B0

Téamén avulla saadaan lause [13, s. 86], jota tarvitaan ennen kuin tulos voidaan
kasitella.

{AB,CD} =

Lause 28. Olkoot A, B, C ja D samalla suoralla olevia pisteitd. Tdlldin jos tehdddin
inversio jonkun pisteen kautta, joka on samalla suoralla, niin tdlloin {AB,CD} =
{A'B',C"D'}, missa A', B', C" ja D' ovat inversion kuvapisteitd.

Todistus. Maaritelmén 27 mukaan
{AB,CD} = j@ ﬁ
ﬁ
Koska@:@—ﬁ,@ @ @ zﬁ @ OAJ&B? (ﬁ @ niin

talloin saadaan, etté
(OC — OA)Y(OD — OB)

(OB~ 0X)0C — 0B) <m

{AB,CD} =

Inversion yhtélon (1) mukaan

OA :,O? O?—:jaaﬁ ! (11)
OA OB’ oc’ D’

Siten yhdistamalla yhtalot (10) ja (11) saadaan
S-S -5 (S-S
{AB OD} _ _ocC OA OD OB ocC OA OD OB
9 2 2 2 r2 1 1 1 1
G776~ v a)ee ~oF)
B (OA’ —~ 00") (OB’ OD’> < OD'OA ) ( 0C'0B' )
0C"0A OD'OB’ 04 —0oD"’ ‘OB — 0"
_(0C" —o0A)OD' - 0B

(0D — OA)(OC" — OB")
Joten lopputuloksena saadaan, ettd {AB,CD} = {A'B',C'D'}. O

Tamén lauseen avulla saadaan tulos [13, s. 99], jonka mukaan ndhddén miten ym-
pyroiden séteet ja niiden keskipisteet tulee valita, jotta ketjusta tulee suljettu.

Olkoot Steinerin porismin todistuksessa mainittujen alkuperéisten ympyroiden sé-
teet R ja r niin, ettd R vastaa isomman ympyran C5 siddettd ja r pienemmén Cf.
Olkoon lisdksi d ympyroiden keskipisteiden vélinen etéisyys. Olkoot A, B, C' ja D
samalla ympyroiden C] ja Cy keskipisteiden kautta kulkevalla suoralla olevia pisteita
niin, etté pisteet A ja B kuuluvat isommalle ympyrélle ja pisteet C' ja D pienemmiéille
ympyrélle (kuva 24). Olkoot pisteet A’, B, C” ja D' vastaavat pisteet inversion jéalkeen
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ympyroilla C ja Cy. Talloin myos ndmé kuvapisteet ovat samalla suoralla ja ne kul-
kevat ympyroiden C] ja C4 keskipisteen kautta. Olkoon inversion jéilkeen ympyroiden
sateet Ry (ympyrille C7) ja Ry (ympyrélle CY).

KuvaA 24. Steinerin porismin ympyrat C ja Cs seké inversion jalkeen
samankeskisind C] ja Cf

Télloin lauseen 28 nojalla {AB,CD} = {A'B’,C"D'}, joten
— ——
AC.BD AC-BD
AD-BC  AD - BC

Nyt kuvasta 24 voidaan nédhd4, mitd yhtdlon (12) vasen puoli on kirjainten R, r ja d
avulla ilmaistuna:

(12)

(R—r—d)(R—(r—d) (R—1r)?—d?

(R+r—d)(R+7r+4d) (R+7r)?—d*
Vastaavasti yhtélon (12) oikeasta puolesta saadaan kirjainten R; ja Ry avulla
(B — Rp)?
(Ri+ Ro)?

Niisséi molemmissa on hyddynnetty yhtiloi a® — b = (a —b)(a+b). Niin ollen, koska
vasen puoli on yhté suuri kuin oikea puoli niin saadaan

(R — T)2 — d2 (Rl — R2)2

(R+r2—d  (Ri+ Ry)?
Yhtélossi olevat termit ovat (R +7)* —d*> = (R —r)?> —d*> + 4Rr ja (R + Ry)* =
(R; — Ry)* + 4R, R,. Tillsin yhtilé saadaan muotoon
(R — 7’)2 — d2 . (Rl — R2)2
(R—7)2—d>+4Rr (R, — Ry)>+ 4R\ Ry’

Kerrotaan ristiin ja jactaan termeilld (R — r)? — d? sekd (R; — Ry)? ja saadaan

4R1 R2 —1 + 4Rr

|4t g SAT
TR — Ry (R—1)?— &
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Muutetaan yht#lé vield muotoon, jossa termi (R — r)* — d? on vasemmalla ja muut
on oikealla puolella niin saadaan, etta

Rr(R; — Ry)?
R R, '
Avaamalla sulkeet ja muokkaamalla saadaan yhtélo lopulta muotoon

Ry Ry
R—1)?—d* = Rr( 5+ 22 —2). 13
(R-1) ot (13)
Jos ympyriketjussa on n kappaletta ympyroitéd, niin télléin yhden ympyran halkai-
sija on Ry — Ry, jolloin yhden ympyrén sdde on puolet tastéd. Lisdksi pituus saman-
keskisten ympyroiden C] ja C keskipisteestd ympyraketjun ympyrén keskipisteeseen
on Ry + %(Rz - R = %Rl + %RQ. Koska ympyroitd on n méari, niin kulma, joka
muodostuu kahden ketjun ympyran keskipisteiden vilille on 27” ja puolet siitd on 7.
Suorakulmaisesta kolmiosta saadaan yhtalo
in ™ = sBe—R) Ry—-R
n %Rl + %RQ Ry + R1.
Yhtéloa voidaan muokata tekemaélléd aluksi osoittajaan nollan lisdys: + R, — R, . Téalloin
saadaan

(R—r)? —d* =

™ RQ—R1+R1—R1_1 —Rl—Rl

sin — = =14+ — -
n RQ + R1 R2 + Rl
Siirretddn luku yksi toiselle puolelle ja tehddan molemmista puolista kdénteislukuja
1 1 R+ Ry
. bis - 2R — .
1l —sinZ Torhr 2R,

Kerrotaan luvulla kaksi ja muokataan oikealle puolelle luku yksi nékyviin ja siirretdan
se vasemmalle puolelle:

2 |- Ry
l—sinZ ~ Ry
Lavennetaan samannimisiksi ja saadaan yht&lo
1+ sin % R2

I —sinZ R,

Yhdistetaan tamé yht&loon (13), jolloin saadaan

(R—T)Q—dZ—Rr<1_Sm% 1+sin%_2>'

: T : T
1—|—sm; 1 sin *

Muokataan yhtélon oikeata puolta laventamalla termit samannimisiksi
B ((1 —sinZ)? 4+ (1 +sinZ)* — 2(1 — sin &) (1 + sin %))
: (1 —sinZ)(1+sinZ) '

Kiytetiin taas yhtalod (a + b)(a — b) = a® — b* sekd binomin nelidti ja saadaan

.9
= 4RrL = 4Rr tan® E.

1 —sin“Z n
n

313

2+sin? T +sin® T — 24 2sin? T)

2
n

[\

1 — sin
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Edelld kiytettiin tietoa, ettd 1 —sin® x = cos® z ja tanx = % [16]. Loppujen lopuksi
saadaan siis yhtalo
T
(R—1)? —d*> = 4Rr tan® —. (14)
n

Yhtaloa voidaan kayttdd esimerkiksi niin, ettéd selvitetddn kuinka monta ympyrad
mahtuu kun tiedetddn R, r, ja d, tai mikéd taytyy olla toisen ympyran koko, jos
tiedetddn r tai R, d ja n. Yhtalosta pitdéd kuitenkin huomata ja ottaa huomioon, ettéa
tangentti saa arvoja vain jos kulma ei ole 7/2 monikerta, eli 7/n # 7/2 + tn, t € Z.
Tama tarkoittaa sitéd, ettd n ei voi olla 1 eikéd 2, miké on selvdd geometrisestikin.

Esimerkki 29. Olkoon Steinerin porismin ympyroiden sédteet R = 5 jar = 2. Olkoon
ndiden ympyroiden keskipisteiden vélinen etéisyys d = % Selvitetddn kuinka monta
ympyrdd mahtuu nédiden kahden ympyréan viliin, ja sulkeutuuko ympyroéiden ketju.
Yhtéalon (14) mukaan

2

1 T 7 m
(5—2) 5 40 tan S = tan ~ = 7,181009.

Koska luku ei mennyt tasan, niin ympyroiden ketjusta ei tule suljettu. Tarkalleen
sanottuna vield kahdeksas ympyré on se, joka leikkaa ensimmaéistd ympyréaé.

Esimerkki 30. Olkoon Steinerin porismin ympyréketjussa d = 0 ja r = 1. Télloin
saadaan yht#lo (14) muotoon

(R—1)* = 4Rtan” %

Voidaan tutkia minkélaisia arvoja side R saa eri méarilla ympyroité.
(1) n=3= (R—1)?=4Rtan’% <= R*-2R+1=12R <= R =13,9282
(tai R = 0,0718)
(2)n=4= (R—1)*=4Rtan*§ <= R*—-2R+1=4R < R =5,8284
(tai R =0,1715).
Kuvassa 25 on tilanne, jossa n = 3 ja R = 13,9282.
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10 r 10

-10 A

Kuva 25. Steinerin porismi kolmelle samankeskiselle ympyrélle, jolle
R=13,9282jar =1

6. ERILAISIA KOLMIOITA

Inversion avulla voidaan myos tutkia kolmion kulmien summaa. Jos kyseessd on
tasossa oleva suorista viivoista muodostettu kolmio, on kolmion kulmien summa, 180°.
Kolmioita voi kuitenkin olla erilaisia riippuen kéytetysté geometriasta. Esimerkiksi jos
pallon pinnalle piirretdan kolmio, ei kulmien summa valttamétta ole 180°. Jos kolmion
sivut ovat isoympyrodiden osia, on téllin kulmien summa aina > 180°. Talléin kyse
on kéyraviivaisesta kolmiosta. Tutkitaan asiaa kuitenkin ensin tasossa ympyroiden
avulla [3]:

Lause 31. Olkoon ympyrdt Cy, Cy ja Cs siten, ettd ne leikkaavat pareittain toisiaan
kahdessa pisteessd. Tdlloin ympyrdt rajaavat kdyrdviivaisen kolmion, jolle pdtee yksi
kolmesta seuraavasta vaihtoehdosta:

1) Jos jokainen kahden ympyrin leikkaus sisdltid pisteen kolmannelta ympyrdltd, niin
kolmion kulmien summa on 180°.

2) Jos jokaisen kahden ympyrin leikkaus on kokonaan kolmannen ympyrdin ulkopuo-
lella tar sisapuolella, niin kolmion kulmien summa on alle 180°.

3) Jos jokaisen kahden ympyrin leikkaus sisdltdd toisen pisteen kolmannen ympy-
rdn sisdpuolelta ja toisen pisteen kolmannen ympyrin ulkopuolelta, niin kolmion
kulmien summa on yli 180°.

Todistus. Olkoon pisteet A, B ja C' kéyraviivaisen kolmion kérkipisteet, joka muo-
dostuu ympyroéiden Cy, Cy ja C3 avulla. Olkoon liséksi {A, D} = Cy N Cy. Pisteiden
valinnalla ei ole merkitystd kolmion kulmien summan kannalta, joten tarkastellaan
nyt pisteen D sijoittumista lauseen eri vaihtoehdoissa:

1) Télloin jos piste D kuuluu ympyrélle Cs, niin tehddén inversio ympyrén suhteen,
jonka keskipiste on D (séteelld ei ole merkitystd). Téll6in inversio kuvaa ympyrat
C1, Cy ja C3 suoriksi ja leikkauspisteet A, B ja C' kuvautuvat pisteiksi A’, B’ ja
C’, missé kaikissa aina kaksi suoraa leikkaa toisiaan. Syntyy suoraviivainen kolmio,
jonka kulmien summa on tunnetusti 180°. Lauseessa 16 todistettiin, ettd inversio
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Kuva 26. Kolmelle ympyrille kolme eri tapausta, jossa otetaan inver-
sio ympyran suhteen, jonka keskipiste on D

sdilyttaa kulmat, joten alkuperdinenkin ympyroéiden muodostaman kolmion kul-
mien summa on tasan 180°.

Talloin jos pisteet D ja A sijaitsevat esimerkiksi ympyran Cs ulkopuolella, niin
inversio ympyréan suhteen, jonka keskipiste on D, muuttaa ympyrat C; ja Cy suo-
riksi, mutta ympyrastd Cs tulee ympyra Cf. Pisteen A kuvapiste A’ sijaitsee tamén
ympyran ulkopuolella, koska déreton on myos ympyrén ulkopuolella. Télloin kol-
mio, kirkipisteindan A’, B’ ja C’, on lahes suoraviivainen kolmio lukuunottamatta
kiyrdd B'C’, joka on ympyrén C} kaari. Koska suoraviivaisen kolmion, jonka karki-
pisteet olisivat A’, B’ ja C’, kulmien summa olisi 180° ja koska ympyrén kaari B'C’
pienentdd kolmion kulmia pisteissa B’ ja C’ niin tédstd seuraa, ettd kayraviivaisen
kolmion kulmien summa on vahemmaén kuin 180°. Inversio séilyttda kulmat, joten
alkuperdinenkin kolmion kulmien summa on alle 180°.

Jos piste D sijaitsee ympyran Cjs sisdpuolella ja piste A ympyran C3 sisédpuolella,
niin inversio ympyran suhteen, jonka keskipiste on D, muuttaa vastaavasti kuten
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2) kohdassa, ympyrét C; ja Cy suoriksi, mutta ympyrén Cs ympyriksi C5. Nyt kui-
tenkin, koska D kuvautuu darettéméin, joka on ympyran ulkopuolella, niin pisteen
A" on pakko olla ympyran C sisédpuolella. Kolmio, jonka kérkipisteet ovat A’, B
ja €', on nyt myos kidyraviivainen kaaren B'C’ takia, mutta nyt kulmat pisteis-
si B’ ja C' ovat suuremmat kuin vastaavan euklidisen geometrian suoraviivaisen
kolmion kulmat pisteissd B’ ja C’. Siten kdyraviivaisen kolmion kulmien summa
on enemmén kuin 180° ja koska inversio siilyttdd kulmat, niin alkuperdinenkin
kolmion kulmien summa on yli 180°.

Kaikkien kohtien inversiot on esitetty kuvassa 26. U

Saatiin siten todistettua, ettd tietylla sijoittamisella kolmen ympyrian avulla voi-
daan konstruoida kolmio, jonka kulmien summa on tasan 180°, alle 180° tai yli 180°.
Ensimmaéinen tapaus, jossa syntyy kolmio, jonka kulmien summa on tasan 180° on
euklidisen geometrian kolmio. Toinen tapaus on taas esimerkki hyperbolisesta kol-
miosta, jossa yksi sivu on hyperbolisen geometrian suora. Suora voidaan mallintaa
esimerkiksi Poincarén mallin avulla [6],[7]. Kolmas tapaus on mielenkiintoinen, kos-
ka se voidaan néyttdd ns. stereografisen projektion avulla, joka esitetddn seuraavassa
kappaleessa.
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7. STEREOGRAFINEN PROJEKTIO

Stereografisessa projektiossa jokainen pallokuoren piste paitsi yksi piste (yleensi
pohjoisnapa) kuvataan téstd pisteestd ldhtevilld suoralla tasolle, joka on joko pal-
lopintaa sivuava taso (yleensid sivuaa etelanavan kohdalta) tai sitten tdmén tason
kanssa samansuuntainen taso. Kuvassa 27 on esimerkki tilanteesta, jossa taso sivu-
aa eteldnapaa E ja pohjoisnavalta N ldhtee suora, joka kuvaa pallopinnan pisteen P
pisteeksi P’

N

Kuva 27. Stereografinen projektio

Stereografisen projektion tunsivat luultavasti jo muinaiset egyptildiset, mutta van-
hin séilynyt lahde on kreikkalais-egyptildisen matemaatikon Ptolemaioksen Planisp-
haerium noin vuodelta 100. Vuodesta 1613 ldhtien sitd on kutsuttu stereografiseksi
projektioksi, jolle nimen antoi belgialainen matemaatikko Francois d’Aguilon. Ste-
reografista projektiota kiytettiin muun muassa maapallon karttojen tekemisessa [17].
Mielenkiintoista stereografisessa projektiossa on se, etté se on erikoistapaus inversios-
ta. Tamaé asia kdydadn lapi kappaleessa 7.3 kun ollaan ensin méaritelty stereografisen
projektion lausekkeet sekd ominaisuudet.

7.1. Stereografisen projektion ja sen kiinteiskuvauksen lausekkeet. Seuraa-
va lause antaa suoraan yhtélon stereografiselle projektiolle. Lause on Geometrian jat-
kokurssin luentomonisteesta [12] ja sen todistuksen olen muokannut yleiseen muotoon
apuna kayttden Geometry-kirjan [2, s. 290] todistusta, jossa todistetaan tapaus kun
t=0.

Lause 32. Stereografinen projektio tasolle, joka on yhdensuuntainen tason (z,y)
kanssa ja on korkeudella t, voidaan mddarittid kuvauksena

X Y
Si(X,) Y, Z)=(1—-t (—,—),t 1.
(XY Z) = (1-1) (25 = )t #

Jos t = 0 niin pallo leikkaa keskipisteensd kohdalla projektiotasoa. Jos taas t = —1,
niin pallon etelinapa sivuaa projektiotasoa.
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Huomautus 33. Isoilla kirjaimilla X, Y, Z tarkoitetaan téissi R? koordinaatteja eli yk-
sikkopallolta otetun pisteen koordinaatteja. Pienilld kirjaimilla x,y esitetdéan projek-
tiotason R? koordinaatteja.

Todistus. Olkoon piste N yksikkopallon S pohjoisnapa eli N = (0,0, 1). Olkoon piste
P miki tahansa muu pallokuoren S piste koordinaateilla (XY, Z) ja piste P’ sen
stereografinen projektio tasolle, joka on yhdensuuntainen (x,y)-tason kanssa. T#lloin
pisteen P’ koordinaatit ovat (z,y,t), missd ¢t kertoo tason korkeuden (z,y)-tasoon
néhden ja merkitddn pistettd (0,0,¢) kirjaimella S (Huom. Jos taso on (z,y)- taso
niin piste S on origo). Kuvassa 28 on tapaus, jossa ¢ = —1 eli taso sivuaa pallon
eteldnapaa S.

Kuva 28. Stereografisen projektion todistus

Projisoidaan jana N PP’ kohtisuorasti seké (Y, Z)-tasolle ettd (X, Z)-tasolle. Kos-
ka tilanteet ovat samanlaisia kiydéan 1dpi projisointi (Y, Z)-tasolle. Téallsin piste P
projisoituu pisteeksi @), jonka koordinaatit ovat (0,Y;Z) ja vastaavasti P’ projisoi-
tuu pisteeksi @', jonka koordinaatit ovat (0, y,t). Piirretdén Z-akselille normaali, joka
menee pisteen ) kautta ja leikkaa Z-akselia pisteessi R = (0,0, Z).

Kolmiot ANQR ja ANQ'S yhdenmuotoisia, koska janat RQ ja SQ’ ovat yhden-
suuntaisia, niin kulmat £ NQ'S ja £ NQR ovat yhtd suuria ja lisdksi kulmat £ QRN
ja £QSN ovat suorina kulmina yhtd suuria sekd kulma LSNQ@Q" = LRNQ on yh-
teinen. Yhdenmuotoisille kolmioille pétee, ettd vastinsivujen suhde on sama, eli nyt
NR: NS = RQ : SQ'. Kun otetaan huomioon pisteiden koordinaatit niin saadaan

1-Z Y Y(1—-1)
— T = = = 15
1t gy YT (15)
Vastaavasti saadaan projisoitaessa (z, z)-tasolle, etta
X(1—t¢

1-Z
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Naiin ollen saadaan siis pisteelle P’ koordinaatit

X(1—-t) Y(1-1) B X Y
< 1-Z ' 1-Z >_(1_t>(1—z’1—z)’
mitks ovat ne mitka haluttiinkin. O

Vastaavasti kuten ympyrén inversiossakin voidaan dérettomyyspiste ottaa mukaan
kuvaukseen. Olkoon ¢t = 0 eli taso on X'Y-taso. Jos pidetdén koordinaatti ¥ nollana ja
liikutetaan pistettd (jota stereografisella projektiolla kuvataan) kohti pohjoisnapaa,
jolloin koordinaatti X ldhestyy nollaa ja koordinaatti Z ldhestyy lukua 1. Téalloin
Si(1;0;0) = (1;0), S:(0,5;0;4/0,75) = (3,73;0) ja Si(0,3;0;4/0,91) = (6,51;0).

Kuvassa 29 on hahmoteltu pisteiden kuvautuminen.

{8.38..0.0.05)
I (0.5,0, 056

Kuva 29. Stereografisessa projektiossa pohjoisnapaa ldhestyva piste
kuvautuu kauemmaksi origosta
Yleisesti, jos pidetédén koordinaatti Y nollana, niin koordinaatti % on Vll__ZZ ~ silld
pisteelle (X;Y; Z) pitee pallon pinnalla, ettd X? + Y2 + Z% = 1. Jos koordinaatti Z
lahestyy lukua 1, niin t&lléin

Vi—Z _ | U-2)(0+7) _ | VIFZ_ V2 _

M=z = 1-Z T AMVIi—Z 0
Vaikka koordinaatti Y rajoitettiinkin nollaksi, voitaisiin sama tehd& niin, ettd koor-
dinaatti X olisi nolla, ja lopputulos olisi silti sama. Rajoitus ei siis muuta tilannetta,
silld voimme ldhestyd pohjoisnapaa pallon pinnalla mistd tahansa suunnasta niin ste-
reografinen projektio kuvaa pisteen dédrettomyyteen. Voidaan mééaritelld stereografisen
projektion kuvaus laajennetulle tasolle asettamalla, etté

(1-t)(Z&,, X)) jos (X,Y,Z) #(0,0,1)

1-2°1-2
00 jos (X,Y,Z) = (0,0,1).

Seuraava lause antaa yhtélon stereografisen projektion kadnteiskuvaukselle, jon-
ka olen itse laskenut kiyttdmalld apua Geometry-kirjan [2, s. 291] todistusta, jossa
todistetaan tapaus t = 0.

Sy(X,Y, Z) :{
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Lause 34. Steoreografisen projektion kddnteiskuvaus on
5 () = ( 2x(1 —t) 2y(1 —t) 2 +y? - (1- t)2>
’ 2+ + (1=t 22+ 2+ (1—t)2 22+ 42+ (1 —t)2)’
missd tason piste (x,y) kuvataan yksikkopallon kuorelle pisteeksi (X,Y, 7).

(17)

Todistus. Kasnteiskuvaukseen kiytetdin apuna tietoa, etti X? + Y2 + Z2 = 1. Yh-
distettynd yhtalot (15) ja (16) tdhén tietoon saadaan

z(1—Z)\? y@—ZUQ 2

_ T Z*=1.
< 1—t¢ ) + < 1—1¢ +

Pyritddan saamaan yhtélon toiselle puolle termi %7 jolloin voidaan kayttaa yhtaloita

(15) ja (16), jotta saadaan selville mitd ovat koordinaatit X ja Y ovat. Siirretééin Z2
vht#lon oikealle puolelle ja jaetaan yhtiléon molemmat puolet termilld (1 — Z)? niin

saadaan
2y 17
1-t)2 (1-2)*
Koska 12 — Z? = (1 — Z)(1 4+ Z) niin yht#lostd saadaan
?+y? 1+7
1-t2 1-2

Lisdtdan molemmille puolille 1, jotta saadaan lauseke % helpompaan muotoon
2,2
2
I
(1 —1t)? 1-Z7
Muutetaan yhtaloa niin, ettd vasemmalle puolelle jaa %
1-Z 2
1—t¢ T oa24y2 4+ (1-1)2
-t

ja lopulta yhtaloksi saadaan
1-Z 2(1—1t)

= ) 18
1—t 22 +y*+(1-1)? (18)
Nyt saadaan koordinaatille X arvo
1-Z7 2 —
X — 1 < ) _ x(1—1)
1—t 2+ y?+ (1 —1)?
ja vastaavasti Y koordinaatille arvo
1-7 2y(1 —t
Y:y( >: yad-t)
1—t 24+ y?+ (1 -1)?
Koordinaatin Z arvo saadaan yhtilostéd (18)
2(1 —t)? 24 y?—(1—1)?

pPyi 4+ (1—-1)2 2?2+ 2+ (1—1)?
Stereografisen projektion kéddnteiskuvaukselle saadaan siten koordinaatit

S_l(xyt>:( 27(1 —t) 2y(1 —t) x2+y2—(1—t)2>' .
b ety (1) 22 +y? + (1) 22 +y2 + (1 - ¢)?
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Vastaavasti myos kadnteiskuvaukselle voidaan dérettomyyspiste ottaa huomioon.
Olkoon taas t = 0 ja pidetdén toinen koordinaatti nollana, esimerkiksi y = 0, jolloin
x lahestyy ddretonté, niin talloin yhtélon (19) avulla saadaan, etté

) 2 2
Z=Jm- Gy "l
Vastaavasti ensimmaiselle koordinaatille saadaan arvoksi
2 2
X =lim ——— = lim —0.

z—oo 22 + (02 4+ 12 x—)ooxﬁ—%

Sama voidaan myds tehdé niin péin, ettd x on nolla ja y lihestyy déretonté, ja paadyt-
téisiin samaan tulokseen. Adretontéd voidaan siten ldhestyd mistd suunnasta tahansa,
niin kddnteiskuvauksella piste lahestyy pohjoisnapaa N (0,0, 1).

7.2. Stereografisen projektion ominaisuuksia. Seuraavaksi todistetaan, ettd ste-
reografinen projektio kuvaa ympyréit joko laajennetuiksi suoriksi tai ympyroiksi. To-
distus on muokattu yleiseen muotoon Geometry-kirjan [2, s. 292] todistuksesta. Sité
ennen aputuloksena todistetaan, ettéd tason ja pallon leikkaus on aina ympyra. Todis-
tus on Dimensions nimisesté sarjasta, jaksosta yhdeksén [9].

Lemma 35. Pallon pinnan ja jonkin tason leikkausjoukko on ympyra, piste tai tyhja
joukko.

Todistus. Olkoon C' pallon keskipiste. Jos taso ei leikkaa palloa tai jos se sivuaa sité,
niin on selvad, etté leikkausjoukko on talloin tyhja joukko tai yksi piste. Oletetaan siis,
ettd taso leikkaa pallon pintaa. Piirretdéan jana keskipisteen C' kautta niin, ettéd se on
kohtisuorassa téaté tasoa vasten. Merkitédén pisteelld P janan ja tason leikkauspistetta.
Todistetaan, etta piste P on leikkauskuvion eli ympyréan keskipiste. Olkoot pisteet A
ja B mitké tahansa kaksi eri pistettd pallon ja tason leikkauksesta (kuva 30).

Kuva 30. Pallon ja tason leikkausjoukko on ympyré

Tarkastellaan kolmioita ACPA ja ACPB: niilld on sama sivu C'P ja molemmat
kolmiot ovat suorakulmaisia. Lisdksi AC' = CB, silla molemmat janat ovat pallon
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siteitd. Suorakulmaisille kolmioille patee SSK-sddnto [7, s. 41], joten kolmiot ACPA
ja ACPB ovat yhtenevii, erityisesti AP = PB. Téalloin mitkd tahansa kaksi pis-
tettd leikkausjoukosta ovat yhtéd kaukana pisteestd P, joten leikkausjoukko siséltyy
YIpyTraan.

Todistetaan vield, ettd kaikki kyseiseen ympyradan kuuluvat pisteet ovat varmasti
leikkausjoukon pisteitd. Olkoon piste A leikkausjoukossa ja piste P ympyran keskipis-
te. Olkoon piste B ympyrilld, ja osoitetaan, ettd se kuuluu myos leikkausjoukkoon.
Nyt samoin kuin edelld, kolmoilla ACPA ja ACPB on sama sivu C'P, ne ovat suo-
rakulmaisia ja nyt tiedetdin, ettd AP = PB, silli molemmat pisteet A ja B ovat
ympyralld. SSK-sdénnon nojalla CA = C'B ja siten piste B on leikkausjoukossa. [

Lause 36. Stereografinen projektio kuvaa pohjoisnavan kautta kulkevat ympyrdt laa-
gJennetuikst suoriksi ja me ympyrdt, jotka ewdt kulje pohjoisnavan kautta se kuvaa
ympyroiksi.

Todistus. Koska pallopinnan ja tason leikkaus on lemman 35 nojalla ympyré, niin
pallon pinnalla olevalle ympyrélle patee yleisen tason aX + bY + ¢Z + d = 0 yht4lo.
Méaritelmén 17 avulla saatiin todistettua, ettd pisteille, jotka ovat pallon pinnalla
patee, etta

27(1 —t) 2y(1 —t) 2+ y?— (1 —1t)?
x2+y2+(1—t)2’a:2+y2+(1—t)?’x2+y2+(1—t)2>'
Oletetaan, etté a, b ja c eivat kaikki ole nollia, jolloin yhdistamalla kdénteiskuvauksen
pisteet tason yhtédloon saadaan

2ax(1 —t) 4+ 2by(1 — t) + c(a? + y? — (1 — t)?)

224+ y2+(1—1)2

Kertomalla termilld z* + y* + (1 — t)? ja yhdistelemilli samanmuotoisia termeji
saadaan

(c+d)x® + (c+ d)y* + 2azx(1 —t) + 2by(1 — t) + (d — ¢)(1 — t)* = 0. (20)

Yhtélostd (20) ndhdaan, ettd jos ¢ + d # 0, niin télloin kyseesséd on ympyréan yhtilo.
Tason pisteille (z,y) pitee ympyran yhtélo, jolloin stereografinen projektio kuvaa
ympyrat ympyroiksi. Kuvassa 31 on néytetty erddn ympyrédn kuvautuminen tasolle,
jossa t = —1. Kuvassa piste B kuvautuu pisteeksi F, piste C pisteeksi F' ja piste D
pisteeksi G.

Mutta jos alkuperdinen taso aX + bY + ¢Z 4+ d = 0 kulkee pohjoisnavan N (0,0, 1)
kautta eli X =Y =0 ja Z = 1, niin t&lloin tason yhtédlé on muotoa

Oa+0b+1c+d=0 = c+d=0 << c= —d,

(x,v,2) = (

+d=0.

ja silloin yhtélo (20) saa muodon
2ax(1 —t) + 2by(1 — ) +2d(1 — t)* = 0,
miké on laajennetun suoran yhtalo. O

Kuvassa 32 on esitetty pohjoisnavan kautta kulkevan ympyrén kuvautuminen laa-
jennetuksi suoraksi tasolle z = —1. Piste A kuvautuu pisteeksi B ja piste C pisteeksi
D. Pohjoisnapa N kuvautuu déarettoméaan.

Vastaavasti kuten inversiollekin, sama toimii toisin péain. Tamaéakin todistus on muu-
tettu yleiseen muotoon Geometry-kirjan todistusta apuna kdyttden [2, s. 293].
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Kuva 31. Stereografinen projektio kuvaa kaikki ympyrét, jotka eivét
kulje pohjoisnavan kautta ympyroiksi

N

KuvaA 32. Stereografinen projektio kuvaa pohjoisnavan kautta kulke-
vat ympyréat laajennetuiksi suoriksi

Lause 37. Stereografisen projektion kdidnteiskuvaus kuvaa laajennetut suorat ympy-
roiksi, jotka kulkevat pohjoisnavan kautta.

Todistus. Olkoon [ suora, jonka yhtdlo on ax + Sy = . Olkoot a, b, c,d siten, ettd
a=2a(l—1t),3=2b1-t),c=—dja~y=—2d(1—t)2 Tallsin suoran yhtiloksi
saadaan

2ax(1 —t) + 2by(1 —t) +2d(1 — t)* = 0.
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Koska ¢ = —d eli ¢+d = 0, niin lauseen (36) todistuksesta ndhdéén, etta yhtalo esittdad
laajennettua suoraa, joka on saatu ympyrin yhtilostd, jossa z2:m ja y?:mn kertoimina
on ¢ + d. Nan ollen jokaisen suoran yhtélo voidaan muuttaa muotoon, joka on saatu
pohjoisnavan kautta kulkevasta ympyran yhtéalosta. U

Seuraavaksi todistetaan, ettd stereografinen projektio ei muuta kulmien suuruuksia.
Todistuksen runko on Geometry-kirjasta [2, s. 294]. Sen idea on samantyyppinen kuin
lauseen 16 todistus jossa todistettiin, ettéd inversio séilyttad kulmien suuruudet, mutta
stereografiselle projektiolle todistus on hieman hankalampi.

Lause 38. Stereografinen projektio sdilyttia kulmien suuruudet.

Todistus. Olkoon piste P yksikkopallon pinnalta ja olkoon piste P’ sen stereografinen
projektio jollekin tasolle. Olkoon suora [ tasolta niin, ettéd se kulkee pisteen P’ kautta.
Lauseen 37 mukaan suoraa [ vastaa pallolla jokin ympyré, joka kulkee pohjoisnavan
N kautta.

Ennen varsinaista todistusta tehdéén seuraava havainto:

Merkitéén suoraa | = {P’ 4 sv: s € R} ja v on yksikkovektori, ||v]| =1 (kuva 33).
Talloin suoran [ ja pohjoisnavan N vilinen suora on {P' — N + sv : s € R},

Kuva 33. Suora NP on yhdensuuntainen suoran [ kanssa kun piste P’
ldhestyy ddretonta

Tutkitaan nyt suoran {P' — N + sv : s € R} ja v vilistd kulmaa sisétulon avulla.
Kahden vektorin, esimerkiksi a ja b, vélinen kulma on [14]

0 = arccos <M>

lall flo]

Muistetaan, ettd (v|v) = ||v]|?

(P'— N +svv) s||v||? N (P' — N|v)
|P'= N +svl lo]| — [[P'=N+svf o]~ [P"= N +sv| [Jo]|

Vieddén lukua s lahemméksi déretonté, jolloin piste P ldhestyy pohjoisnapaa. Tél-
16in vektorista {P" — N + sv} tulee ddrettomén pitka. Sisétulo (P’ — N|v) on vain

, niin t&lloin

(21)
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jokin reaaliluku, joten yhtdlon (21) jalkimmaéinen termi ldhestyy lukua 0. Yhtélon en-
simmaéinen termi taas ldhestyy lukua 1, silld kd#inteisen kolmioepéyhtéalon ja kolmio-
epayhtélon avulla voidaan nimittdjasta erottaa termit |[P' — N|| ja [|sv|| seuraavasti:

1P = NI| = [s] o] < 1P = N = sull < [IP" = M|+ ] [Ju].
Télloin yhdistamalld saadaan, ettéa

’HP’ N = |s] HUH‘ ‘1 I[P" = NJ|
[ [[v]] 5]

S§—00

1 — 1.

E

Jaljelle ja& ainoastaan luku 1, koska || P’ — N|| on reaaliluku ja ||v]| = 1. Koska saatiin,
etta

=1

Y

)IIP’ N+ |s| [Jv]]
[ [lv]]

niin talloin myos luvun kadnteisluku on 1, eli saadaan, etta

lim (P'— N + svjv)

=1+ 0 =arccosl < § =0°.
s=oo [[v|| [|P" = N + sv

Nyt siis saatiin, ettd suora {P’ — N + sv : s € R} on yhdensuuntainen vektorin v
kanssa, joka oli suoran [ yksikkovektori. TaAmaé tarkoittaa, ettd kun reaaliluku s ldhes-
tyy dédretontd, niin jana N P ldhestyy suoraa, joka on yhdensuuntainen alkuperdisen
suoran [ kanssa.

Havainnosta pééstédn lauseen todistukseen: Olkoot K ja K, kayrid tasolla, jotka
leikkaavat pisteessd P’, ja olkoot I; ja [y naiden kdyrien sivuavia suoria pisteessi P’.
Suoria [ ja [y vastaa pallolla ympyrat C ja Cs, jotka kulkevat pohjoisnavan N kautta
lauseen 37 nojalla (kuva 34).

Nama ympyréat leikkaavat siten kahdessa eri pisteessé pallonpinnalla: pohjoisnavalla
N seké pisteessséd P. Todistuksen alussa havaitun huomion nojalla tieddmme, etta
suoria l; ja [y vastaa pallon pohjoisnavan kautta kulkevat ja ympyroita Cy ja Cs
sivuavat suorat n; ja ng, joista n; on yhdensuuntainen suoran /; kanssa ja ns suoran
[y kanssa. T4élloin siis suorien [y ja [ vélinen kulma on yhta suuri kuin suorien ny ja ng
véilinen kulma. Témé voidaan osoittaa esimerkiksi vuorokulmalauseella kayttaen sité
kahdesti. Vield pitdd osoittaa, ettd suorien ny ja no vélinen kulma eli ympyroiden C
ja Cy vélinen kulma pisteessd N on sama kuin ympyrodiden vélinen kulma pisteessé
P.

Lemman 35 nojalla molemmat ympyrét C ja Cy sisdltyvét tasoihin T ja T5. Olkoon
L tasoja leikkaava suora, eli TUTy = L. Talloin pisteet P ja N kuuluvat télle suoralle
L.

Kuvan 35 avulla ndhdéén, ettd suora L leikkaa ympyrdd C) samassa kulmassa
molemmissa pisteissié N sekd P, silld kulmat £ NPO ja L{ONP ovat yhtd suuret,
koska kolmio AON P on tasakylkinen kolmio, silli janat OP ja ON ovat sdteind yhté
pitkid. Koska kulmat £ APO ja £ ON A ovat suoria kulmia, niin télléin kulmat £ APN
ja £ PN A ovat yhté suuria. Vastaavasti sama péatee myos ympyrélle Cs.

Olkoon n pisteiden P ja NN véilisen janan keskinormaali, ja peilataan ympyrét tdmén
keskinormaalin suhteen. Télloin ympyrat kuvautuvat itselleen ja talloin molempien
ympyroiden vélinen kulma on molemmissa pisteissd sama.
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KuvaA 34. Steoreografisessa projektiossa kahden kayréan vilinen kulma
tietyssd pisteessd on yhtd suuri kuin vastaavien ympyroiden vélinen
kulma pallopinnalla

N A

Kuva 35. Ympyréan janne leikkaa ympyrdad samassa kulmassa molem-
missa leikkauspisteissé

Néin ollen ollaan todistettu, ettd kahden kayrén vilinen kulma tietyssd pisteessd
on yhtd suuri kuin vastaavassa pisteessid pallopinnalla olevien ympyrdiden vélinen
kulma. Steoregrafinen projektio siis sailyttda kulmat. O

7.3. Stereografinen projektio kolmiulotteisena inversiona. Aiemmin esitetty
inversio liittyy vahvasti stereografiseen projektioon kun mietitdan miten méaritelmas-
sé 5 esitetyn inversion lausekkeen voisikin esittdéd kolmiulotteisesti . Nyt "siirretaén”
inversiossa esitetty laajennettu taso pallon pinnalle ja kaikki laajennetut suorat ovat
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pallon pinnan ympyréitd. Todistus on laajennettu Geometrian jatkokurssin luento-
monisteesta [12].

Lause 39. Kun tehdddn inversio i(op,1)2 ja kuvataan yksikkdpallon pintaa, niin syntyy
stereografinen projektio.

Todistus. Olkoon yksikkopallo R3:ssa. Mé#ritelméssi 5 tehtiin inversio tasossa, mutta
nyt mééritelliéin inversio pallopinnassa {z € R? : ||z — ¢||* = a}. Inversio on t#llsin
iea(e) (B~ {c} = B — {e} alw) = a5 e
r—c

Tehdéén inversio niin, ettd keskipiste ¢ = (0,0, 1) ja séteen nelivc o = 2. Télléin
inversion lausekkeeksi saadaan

z —(0,0,1)
|z — (0,0, 1)[]?

Merkitéén nyt, ettd o = (x,y, 2), jolloin yhtélo (22) saadaan muotoon
(.27, Y, Z) _ (07 07 1)

i0,01),2() =2 +(0,0,1). (22)

i001)2(2,y,2) =2 FO.04
(001)2( ) ||($,y,z)—(0,0>1)||2 ( )
1
(,y, 2 >2+(o,0,1)
|(z,y,z—1)|
( g (23)
x7y7z_
x2+y2+(2—1)2+(’ .
1
@yz=D 01,

2+ y?+22-22+41
Koska nyt halutaan kuvata pisteité, jotka sijaitsevat pallon pinnalla (ihan niin kuin
stereografisessa projektiossakin), joten niille pisteille pétee, ettd x? + y? + 22 = 1,
joten yhtélostéd (23) saadaan

(x,y,z—1) (x,y,z—1)
- - 0,001) =2———= 0,0,1
-1 OO =25T + 0.0
(r,y,z—1) (0,0,1—2)
= +
11—z 11—z
(a:,y,z—1+1—z)
- 1—=2
_ (&y)
1—2z

Edella viimeisen koordinaatin voi jattad huomiotta, sillé siité tulee joka tapauksessa
aina nolla. Nyt kun verrataan saatua tulosta lauseen 32 steoreografiseen kuvaukseen
XY Vs
1-Z'1-7
huomataan, ettd kun ¢ = 0, niin saadaan sama tulos. Voidaan siten todeta, etté
stereografinen projektio on erikoistapaus inversiosta. Se on inversio tietylle ympyrélle,
jonka méérittelyjoukko on tason pisteiden sijaan pallon pinnan pisteet. U

SUX,Y,Z) =(1— t)<
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8. PALLOGEOMETRIA

Kappaleessa 6 kaytiin lépi erilaisia kolmioita ja kolmion kulmien summia. Todiste-
taan nyt streografisen projektion avulla, ettd pallon pinnalla olevien kulmien summa
on enemméin kuin 180°.

Pallogeometrian eli elliptisen geometrian ilmiselvd malli on pallo. Pallogeometria
koostuu “suorista”’, jotka ovat pallon isoympyroitéd. Isoympyrd on nimensd mukaises-
ti pallon pinnalle piirrettdva mahdollisimman suuri ympyré eli se on origon kautta
kulkevan tason ja pallopinnan leikkaus. Maapallolla téllaisia ovat esimerkiksi paivén-
tasaaja ja pituuspiirit [6],[5]. Pallogeometriassa kolmion kulmien summa on aina yli
180°. Kéaydaan seuraavaksi lapi stereografista projektiota hyodyntamalla syy tahén.

Piirretdén pallolle kolme ympyrdad vastaavasti kuten lauseen 31 kolmannessa ta-
pauksessa. Sen mukaan kahden ympyrén leikkaus tulee sisiltéé toisen pisteen kolman-
nen ympyran sisdpuolelta ja toisen pisteen kolmannen ympyrén ulkopuolelta. Koska
pallopinnalla ei voida puhua kolmion ulkopuolisista tai sisédpuolisista pisteistd tarkas-
tellaan télloin, ettd ndmé leikkauspisteet ovat eri puolilla kolmatta ympyrad. Kuvan
36 mukaan tehd&dédn steoreografisen projektio pisteeltd N tasolle niin, ettd piste N
toimii pohjoisnapana.

Kuva 36. Pallopinnalla olevat kolme isoympyréé, jotka muodostavat
kolmion ABES, jonka kulmien summa on yli 180°

Talloin piste S kuvautuu tasolle, violetti sekd vihred ympyra kuvautuvat laajen-
netuiksi suoriksi, mutta sininen ympyra taas kuvautuu ympyréksi. Tilanne kuvaa
lauseen 31 kolmatta tapausta, silld nyt esimerkiksi violetin ja vihre&dn ympyrén leik-
kauspisteet ovat N ja S ja ne molemmat sijaitsevat eri puolilla sinistd ympyréa.
Vastaavasti taas sinisen ja violetin ympyrin leikkauspisteet ovat P ja E ja ne taas
sijaitsevat vihredn ympyran eri puolilla. My6s pisteet A ja B sijaitsevat violetin ym-
pyran eri puolilla. T&lléin stereografinen projektio kuvaa kolme ympyrda kuvan 37
mukaisesti, jossa piste S jad ympyrén sisélle. Néin ollen pallopinnalla olevan kolmion
ABES kulmien summa on yli 180°.
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Kuva 37. Kolmen isoympyran kuva stereografisella projektiolla

9. LOPUKSI

Jo alemmin mainittu Jakob Steiner keksi inversion késitteen [8]. Inversion avulla
pystytéddn todistamaan monia eri lauseita, joista téssa tyossa esiteltiin vain muutama.
Osa lauseista on keksitty jo antiikin aikana, vaikka itse inversio keksittiinkin paljon
myOohemmin. Geometrian historiassa tdmé on tyypillisté, silld antiikin ajan jalkeen
geometria ei juuri kehittynyt. Kenties suurimmat 16ydokset geometrian saralla kehi-
teltiin vasta 1700-luvun jélkeen, kun alettiin yhdistdméain muita matematiikan osa
alueita geometriaan, esimerkiksi algebraa.

Aiemmin mainittu hyperbolinen geometria on oma maailmansa, jossa inversiolla
on myos osansa. Sen 16ydokset mullistivat geometrian maailman, minké ansiosta geo-
metria voidaan esittédé sellaisena kuten se on esitetty téssékin tutkielmassa. Geomet-
ria ei ole endd pelkistdén suoria, janoja, ympyroita ja pisteitd. Siihen liitetddn myos
vahvasti lineaarinen algebra seké vektorit kuten on téssdkin tyossa tehty.
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