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Tassa tutkielmassa kasitellaén Gromov-hyperbolisia ryhmié, jotka ovat geometri-
sen ryhmateorian tutkimuskohde. Geometrinen ryhméteoria on melko uusi matema-
tiikan suuntaus, ja 1980-luvulla Gromov-hyperboliset ryhmét kehittédnyt ranskalais-
venaldinen matemaatikko Mikhail Gromov yksi sen uranuurtajista.

Gromov-hyperbolisuus médritelldén ensin metrisille avaruuksille tietylld tavalla ohui-
den kolmioiden avulla. Kolmiot ovat vaaditulla tavalla ohuita esimerkiksi hyperbo-
lisissa avaruuksissa H", mutta eivat reaaliakselia korkeampiulotteisissa euklidisissa
avaruuksissa R”. Gromov-hyperbolisen metrisen avaruuden reuna voidaan méaritel-
1& kiinnitetystd pisteestd alkavien puolisuorien ekvivalenssiluokkien joukkona. Néin
méariteltyyn reunaan ja silld tdydennettyyn alkuperédiseen metriseen avaruuteen voi-
daan edelleen maéritella topologiat. Talloin osoittautuu, ettéd reunalla tdydennetty
metrinen avaruus on alkuperiisen avaruuden kompaktisointi.

Gromov-hyperbolisuuden ja reunan késitteet yleistetdén metrisiltd avaruuksilta
ryhmille samaistamalla ryhmé ja sen Cayleyn graafi kvasi-isometrian avulla. Tal-
16in voidaan maééritelld, ettd ryhmé on Gromov-hyperbolinen, jos sen Cayleyn graafi
on metrisend avaruutena Gromov-hyperbolinen, ja ettd ryhmén reuna on sen Cayleyn
graafin reuna. Nama madritelmat ovat mielekkaita, silla ryhmén ja sen Cayleyn graa-
fin kvasi-isometrisuus takaa, ettd monet niiden suuren mittakaavan ominaisuuksista
ovat samanlaisia.

Gromov-hyperbolisten ryhmien erilaisten reunojen kirjo on mielenkiintoinen: esi-
merkiksi tyhja joukko, kaksi pistettd, ympyra tai sen osa, Cantorin joukko ja Sier-
pinskin matto ovat téssd tutkielmassa esiteltdvid hyperbolisten ryhmien reunoja.
Toinen hyperbolisten ryhmien mielenkiintoinen ominaisuus on ryhméteorian klassis-
ten paidtosongelmien ratkeavuus. Tutkielman péadtuloksena osoitetaan, ettd Gromov-
hyperbolisen ryhmén sanaongelmalla on ratkaisu. Toisin sanoen jokaiselle Gromov-
hyperboliselle ryhmaélle on olemassa ratkaisualgoritmi, joka kertoo aarellisen monen
vaiheen jélkeen, onko mielivaltainen ryhmén virittdjajoukon alkioiden avulla kirjoi-
tettu sana ryhmén yksikkoalkion esitys vai ei. Tamé tulos ei ole triviaali, silla on
olemassa aarellisesti esitettyja ryhmié, joiden sanaongelmalla ei ole ratkaisua.
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JOHDANTO

Tamé on matematiikan pro gradu -tutkielma Gromov-hyperbolisista ryhmista.
Gromov-hyperboliset ryhmét ovat saaneet nimensé kehittajaltdan, ranskalais-venaléi-
seltd matemaatikolta Mikhail Gromovilta, joka méaritteli niin sanotut d-hyperboliset
ryhmét 1980-luvulla ottamalla niiden perusominaisuuksiksi negatiivisesti kaarevien
monistojen perusryhmien ominaisuudet.

Jo aiemmin oli osattu tutkia geometrisia objekteja ja ryhmié toistensa avulla yh-
distamalld geometrisia ja algebrallisia menetelmié: osattiin esimerkiksi johtaa topo-
logisen avaruuden ominaisuuksia sen perusryhméan ominaisuuksista, tai ryhméan omi-
naisuuksia sellaisen avaruuden ominaisuuksista, jonka perusryhmé kyseinen ryhmé
on. Gromovin tyo edusti kuitenkin geometrisen ryhméteorian uudempaa suuntausta,
jossa kasiteltiin ryhmia suoraan geometrisina objekteina.

Téllaisessa ryhmien késittelyssé olennaisessa osassa on ryhmén ja sen Cayleyn graa-
fin samaistaminen. Ryhmén Cayleyn graafi on metrinen graafi, joka sisaltéa informaa-
tion ryhmén alkioista ja niiden vélisistd suhteista. Erityisesti Cayleyn graafi on yhte-
nainen geometrinen objekti. Ryhmén ja sen Cayleyn graafin samaistaminen on mie-
lekéstd, silla ryhmén ja sen Cayleyn graafin kvasi-isometrisuus takaa, ettd monet nii-
den suuren mittakaavan ominaisuuksista ovat samanlaisia. Toinen tapa tutkia ryhmié
geometrisesti on tarkastella ryhmien isometrista toimintaa metrisissa avaruuksissa.

Gromov-hyperbolisilla ryhmilla on mielenkiintoisia ominaisuuksia. Esimerkiksi Max
Dehnin vuonna 1911 esittelemilla klassisilla ryhméteorian paatosongelmilla, sana-,
konjugaatti- ja isomorfismiongelmilla, ei valttamatta ole ratkaisua yleisessa darelli-
sesti esitetyssd ryhméssd. Gromov-hyperbolisten ryhmien sana- ja konjugaattiongel-
milla on kuitenkin aina ratkaisu. Saatava ratkaisualgoritmi on vieldpéa varsin tehokas:
kyseesséd on ratkaisu lineaarisessa ajassa. Myos yleisesti ottaen sana- ja konjugaattion-
gelmia vaikeammalla isomorfismiongelmalla on ratkaisu osassa Gromov-hyperbolisista
ryhmisté, kun tehdéan pieni lisdoletus ryhméan rakenteesta. Toinen mielenkiintoinen
tutkimuskohde on Gromov-hyperbolisen ryhmén reuna. Osa reunoista on itsessdan
mielenkiintoisia joukkoja, kuten Cantorin joukko, Sierpinskin matto ja Mengerin sie-
ni, mutta reunojen topologisia ominaisuuksia tutkimalla saadaan tietoa myods itse
ryhmisté.

Tassa tyossd lahestytddn ryhmien hyperbolisuutta metristen avaruuksien kaut-
ta. Gromov-hyperbolisuus méaritelladn ensin metrisisséd avaruuksissa tietylla taval-
la ohuiden kolmioiden avulla. Myohempéaéd kayttod varten esitellidn neljid muuta
Gromov-hyperbolisen metrisen avaruuden maaritelmaa, jotka osoitetaan ekvivalen-
teiksi ensimmaéisen maaritelméan kanssa. Seuraavaksi konstruoidaan Gromov-hyperbo-
lisen avaruuden reuna joko avaruuden puolisuorien tai ddrettomyyteen hajaantuvien
jonojen ekvivalenssiluokkien avulla. Tahan reunaan seka sen ja alkuperaisen avaruu-
den yhdisteeseen méaritellaén topologiat. Reunaan voidaan maéaaritella myos met-
rilkka, mutta se ei ole tarpeen téssé tyossd. Osoittautuu, ettd Gromov-hyperbolisen
avaruuden reuna ja silla tdydennetty avaruus ovat kompakteja, jolloin reunan avulla
saadaan alkuperiisen avaruuden kompaktisointi.

Tamén jalkeen siirrytdén kasittelemédn ryhmid. Gromov-hyperbolisuuden ja reu-
nan késitteet yleistetdéan metrisiltd avaruuksilta ryhmille samaistamalla ryhmé ja sen
Cayleyn graafi kvasi-isometrian avulla. Télloin voidaan méaéritelld, ettd ryhmé on
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Gromov-hyperbolinen, jos sen Cayleyn graafi on Gromov-hyperbolinen, ja ettad ryh-
méan reuna on sen Cayleyn graafin reuna. Luvussa kolme esitellddn kaksi yksinker-
taista esimerkkia Gromov-hyperbolisista ryhmisté ja niiden reunoista. Luvussa nelja
késitellaan monimutkaisempia esimerkkeji: vapaata ryhmaéa sekd Kleinin ja Fuchsin
ryhmiéd. Luvun nelja esimerkit ja viittaukset pyrkivit tuomaan esille hyperbolisten
ryhmien reunojen mielenkiintoista kirjoa, johon kuuluvat ympyrét, Cantorin joukko,
Sierpinskin matto ja Mengerin sieni. Lopuksi viidennessa luvussa esitelldan jo aiem-
min mainitut Max Dehnin sana-, konjugaatti- ja isomorfismiongelmat ja todistetaan
tutkielman péaatulos: Gromov-hyperbolisen ryhméan sanaongelmalla on ratkaisu.



PERUSKASITTEITA

Tassa luvussa esitellddn tutkielman aiheen kannalta olennaisia peruskasitteita se-
ki myohemmin tutkielmassa tarvittavia topologisia perustuloksia. Ensin mainittuja
ovat geodeettisitn avaruuksiin liittyvat kasitteet, kuten geodeettinen jana, puolisuo-
ra ja suora. Lukijalta oletetaan perustiedot metrisista ja topologisista avaruuksista,
mutta tdmén luvun lopussa esitelldén tutkielman kannalta olennaisimpia metristen ja
topologisten avaruuksien ominaisuuksia ja tuloksia: jonojen ja jatkuvuuden kasittely
yleisessé topologisessa avaruudessa seké Ascoli-Arzelan lause. Topologisten perustu-
losten osalta tdmén luvun ldhteené on kiytetty teosta [17] ja muuten teosta [3].

Esitelldéan ensin geodeettinen jana, puolisuora ja suora seké geodeettisen avaruuden
madritelma.

Maéritelmé 0.1. Olkoon (X, d) metrinen avaruus ja I C R véli. Isometrinen upotus
c: I — X, jolle d(c(t),c(t') = |t — t'| kaikilla ¢,¢' € I, on

e geodeettinen jana, jos I = [0, ] on kompakti véli.

e geodeettinen puolisuora, jos I = [0,00).

e geodeettinen suora, jos I = R.
Tilanteesta riippuen geodeettiseksi janaksi, puolisuoraksi tai suoraksi voidaan kutsua
kuvauksen c liséksi my6s sen kuvajoukkoa ¢(I) C X. Jollei sekaannuksen vaaraa ole,
voidaan my6s kuvajoukkoa merkitéd ¢ := ¢(I). Pisteiden z,y € X vilistd geodeettista
janaa voidaan merkitd myds [z, y].

Maaritelma 0.2. Metrinen avaruus (X, d) on geodeettinen avaruus, jos sen jokainen
pistepari voidaan yhdistda toisiinsa geodeettisella janalla.

Avaruus X on yksikdsitteisesti geodeettinen, jos jokaisen pisteparin valilld on tésmél-
leen yksi geodeettinen jana.

Esitelladn vield hieman yleisempid geodeettisen avaruuden kéyrid. Geodeettisen
avaruuden X polku, yhdistetty polku ja kadnteispolku sekéa polun pituus maéaritellaan
kuten avaruudessa R™:

Maaritelméa 0.3. Olkoon (X, d) geodeettinen metrinen avaruus.
Avaruuden X polku on jatkuva kuvaus p : [a,b] — X, missé [a,b] C R on kompakti
véli. Poluksi voidaan kutsua myos kuvauksen p kuvajoukkoa p([a,b]) C X ja jollei
sekaannuksen vaaraa ole, voidaan merkité p := p([a, b]).
Polun p kddnteispolku p~! on kuvaus
ptifa,b] = X, pi(z) = pla+b—x).
Jos poluilla p; : [a,b] — X ja ps : [c,d] = X on p;(b) = pa(c), niin niiden yhdistetty
polku ps o p; on kuvaus
p1(x), jos x € [a, b
sla,b+d— =
popuilabtd=cl prop(z) {pg(x—b—i-c), jos z € (b,b+d— (.

Polun p pituus on luku

n—1
Up)= sup > d(p(t:),p(tis1)),
{to,...,tn} i—0

missd a =ty <t <...<t,=0b,n €N on vilin [a, b] ositus.
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Huomautus 0.4. Geodeettisen janan ja polun maéaritelmistd nihdéaan, etta

{(p) = d(p(a), p(b)) = [b—al.
Siis minké tahansa kahden pisteen vélisen polun pituus on vihintédan yhta suuri kuin

néiden pisteiden vélisen geodeettisen janan pituus, joka vastaa naiden pisteiden vélista
etaisyyttd avaruudessa X.

Siirrytaan seuraavaksi késitteleméén téssa tutkielmassa tarvittavia metrisia ja to-
pologisia ominaisuuksia.

Maaritelméa 0.5. Olkoot (X, 7x) ja (Y, 7y) topologisia avaruuksia. Olkoon (x,,)nen
avaruuden X jono. Jono (x,) suppenee kohti pistettd a € X, jos jokaisella pisteen a
ymparistolla U on olemassa indeksi Ny € N siten, etta z,, € U kaikilla n > Ny .
Kuvaus f : X — Y on jatkuva pisteessi a € X, jos jokaisella pisteen f(a) € Y ym-
péristolld V' on olemassa pisteen a ympéristo U siten, ettd f(U) C V. Kuvaus f on
jatkuva, jos se on jatkuva jokaisessa avaruuden X pisteessa.

Jos avaruus X toteuttaa ensimmaéisen numeroituvuusaksiooman (eli jokaisella avaruu-
den X pisteelld on numeroituva ympéristokanta), niin yhtapitévisti voidaan sanoa,
ettd kuvaus f on jatkuva pisteessé a, jos jokaisen pisteeseen a suppenevan jonon (x,,)
kuvapisteiden muodostama jono (f(z,)) suppenee pisteeseen f(a). (katso [17], s. 90)

Madritelladn seuraavaksi Ascoli-Arzelan lauseessa tarvittavat késitteet yhtdjatkuva
ja tasaisesti rajoitettu, minka jalkeen esitetddn itse lause.

Maaritelma 0.6. Olkoon (X, 7) topologinen avaruus ja (Y,d) metrinen avaruus.
Joukko W kuvauksia f : X — Y on yhtdjatkuva pisteessi a € X, jos kaikilla € > 0
on olemassa pisteen a ymparisto U siten, etta

d(f(z), f(a)) < € kaikilla f € W ja x € U.
Joukko W on yhtdajatkuva, jos se on yhtéjatkuva jokaisessa avaruuden X pisteessa.

Maairitelma 0.7. Olkoon (X, 7) topologinen avaruus ja (Y,d) metrinen avaruus.
Joukko W kuvauksia f : X — Y on tasaisesti rajoitettu, jos on olemassa luku R > 0
siten, ettd |f(z)| < R kaikilla f € W ja kaikilla z € X.

Lause 0.8. (Ascoli-Arzelan lause)

Olkoon (X, T) separoituva avaruus ja (Y,d) metrinen avaruus. Olkoon W yhtdjatku-
va ja tasaisesti rajoitettu joukko kuvauksia f @ X — Y. Tdlloin jokaisella joukon
W jonolla on osajono, joka suppenee tasaisesti jokaisessa avaruuden X kompaktissa
osajoukossa.

Todistus. Ascoli-Arzelan lauseen todistus on esitetty esimerkiksi teoksessa [17] sivulla
118. O

Huomautus 0.9. Téassé tutkielmassa Ascoli-Arzelan lausetta tullaan kiyttdméan ta-
pauksessa, jossa (X, 7) = R on separoituva topologinen avaruus ja (Y, d) on geodeet-
tisena avaruutena erityisesti metrinen avaruus.

Tyossa kaytetdan n-ulotteisen hyperbolisen avaruuden H™ mallina tilanteesta riip-
puen joko Poincarén pallomallia (B,,, dg), missé
2|z —y|”
(L= {l[|*)(X = [y[*)

B, = {z € R" | ||z| <1} ja dp(z,y) = cosh (1 +

)7



tai ylempéd puoliavaruusmallia (U, dy), missé

12
U, = {z € R" | z, > 0} ja dy(z,y) = cosh™' (1 + —HZ l ).
TnlYn

Mallit B,, ja U,, ovat kesken&ddn isometriset, joten hyperbolisen avaruuden mallina
voidaan perustellusti kiyttda tilanteeseen paremmin sopivaa mallia. Erityisesti hy-
perbolisen tason tapauksessa naméi mallit voidaan samaistaa avaruuden R? sijaan
kompleksitason C osajoukoiksi ja kuvata toisikseen Mobius-kuvauksella

—iz —1
f:]BQ%U% f(Z): ~—1
ja sen kadnteiskuvauksella
z—1
U B =
g: Uy — By, g(2) R
silla
—12 —1
I =1
m(f(2) = Im(——=")

= I+ (=)(E = Dz +1)
1 ] 24z -
1 -
= —m(m 1)
= ﬁ(l —|2*) > 0 kaikilla z € B,
ja toisaalta
9(2)]* = g(2)g(2)
- (z + 1) . (z——;1>
|z = i|?
IEREIE
_ Re(2)? 4+ (Im(z) — 1)?
Re(2)2+ (Im(z) + 1)?
_ Re(2)* 4+ Im(2)* —Im(z) + 1 _
— Re()? T Im( 2 5 Im(2) 1 < 1 kaikilla z € Us,.



1. GROMOV-HYPERBOLINEN METRINEN AVARUUS

Metrisen avaruuden Gromov-hyperbolisuus voidaan méaaritelld usealla eri tavalla,
jotka tulevat osoittautumaan keskendén ekvivalenteiksi. Méaaritelladn aluksi Gromov-
hyperbolisuus tarkastelemalla kyseisen avaruuden kolmioita. Gromov-hyperbolisen
avaruuden kolmiot ovat aina tietylld tapaa ohuita.

Téamén luvun tiedot on yhdistelty pédasiassa lahteistd (3], [13], [1] ja [2]. Esimer-
kissé 1.9 seurataan tdydentéen lahteen [6] todistusta ja esimerkeissd 1.10 ja 1.13 hyo-
dynnetdédn jo aiemmin mainittujen ldhteiden lisdksi lahteen [5] ideoita.

1.1. Gromov-hyperbolisuuden méairitelmia.

Maaritelma 1.1. (ohuet kolmiot)

Olkoon 0 > 0. Geodeettisen metrisen avaruuden X kolmio on §-ohut, jos sen jokainen
sivu sisaltyy kahden muun sivun yhdisteen d-ympéristoon.

Geodeettinen metrinen avaruus X on d-hyperbolinen, jos sen jokainen kolmio on -
ohut.

Esimerkiksi euklidinen avaruus R™ ei ole Gromov-hyperbolinen millaén n > 2.
Sen sijaan hyperbolisen avaruuden H" kolmiot ovat vaaditulla tavalla ohuita kaikilla
n € N. Taémaé osoitetaan esimerkeissd 1.9 ja 1.10. Seuraavaksi méériteltdva Gromovin
tulo on toinen tapa tarkastella avaruuden Gromov-hyperbolisuutta.

Maaritelma 1.2. (Gromovin tulo)
Olkoon X metrinen avaruus ja x € X kiinnitetty. Pisteiden y, 2 € X Gromouvin tulo
pisteen x suhteen on luku

(v 2)e = 3z, 9) +d(z, 2) — dly,2))

Olkoon ¢ > 0. Metrinen avaruus X on (9 )-hyperbolinen, jos
(- y)w > min{(x - 2)y, (¥ 2)w} — 0 kaikilla z,y, z, w € X.

Gromovin tulo kertoo, kuinka kauan samasta pisteestd lahtevit puolisuorat ovat
"lahella" toisiaan: Mitd suurempi kahden pisteen vélinen Gromovin tulo on, sita "l&-
hempéand" valitusta lahtopisteestéd alkavat kyseisten pisteiden kautta kulkevat puoli-
suorat ovat toisiaan. Gromovin tulo (y - z), on nolla vain, jos puolisuorat @ ja T2
erkanevat toisistaan valittomaésti, eli toisin sanoen jos pisteiden y ja z vilinen geo-
deettinen jana kulkee pisteen x kautta.

Esitellaéan vield kaksi geometrista Gromov-hyperbolisuuden maaritelmaa. Niissa kay-
tettavat késitteet pohjautuvat seuraavaksi esiteltavadn yhteyteen kolmioiden ja neli-
karkisten puiden valilla.

Jos x,y,z € X ovat kolme geodeettisen metrisen avaruuden X pistetté, niin mer-
kitaan niiden muodostamaa geodeettista kolmiota A := A(z,y, z). Kolmioepéyh-
talon nojalla on olemassa yksikésitteiset epénegatiiviset luvut a,b ja c siten, etta
d(z,y) = a+b, d(x,2) = a+cjad(y,z) = b+ c. Olkoot i, € [y,2], iy € [z,2]
ja i, € [z,y] ne pisteet, jotka jakavat kolmion A sivut lukujen a, b ja ¢ pituisiin
osiin talla tavalla. Tarkastellaan kolmiota A vastaavaa euklidisen avaruuden kolmio-
ta A', jolla on samat sivujen pituudet kuin alkuperéiselld kolmiolla. Pisteita i, 4,
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Kuva 1. Hyperbolisen kolmion A ja puun T vastaavuus

ja i, vastaavat pisteet kolmiossa A’ ovat kolmion siséén piirretyn suurimman ympy-
rin ja kolmion leikkauspisteet. Samaistamalla ndmé kolme pistettd keskendén seka
kahden vierekkéisen sivun yhté pitkdt osat keskenddn saadaan euklidinen kolmio A’
edelleen "litistettyd" nelikérkiseksi puuksi Ta, jonka kérjet ovat x, y, z ja keskimmai-
nen kirki o. T&lloin puun T sivujen pituudet ovat dr, (x,0) = a, dr,(y,0) = b ja
dr,(z,0) = ¢, joten saadaan isometria pistejoukolta {z,y,z} C X puun Ta kirkien
osajoukolle {x,y, z}.

Madritelladn kuvaus xa : A — Th siten, ettd ya on identtinen kuvaus kolmion A
karjilld x, v ja z, xa(iz) = xa(iy) = xa(iz) = 0 € Ta ja kaikilla pisteilld p € [w, i,
missd w € {z,y, 2}, on dr,(xa(p),w) = dx(p,w). Télléin kuvauksen ya rajoittuma
kuhunkin kolmion A sivuun on isometria.

Tarkastellaan alkukuvia yx'(t), t € Ta. Jokaisella ¢ alkukuvassa on 1, 2 tai 3 pistet-
td. Alkukuva yx'(t) on yksi piste tdsmiilleen silloin, kun ¢ on jokin puun T krjisti
{x,y, 2}, ja kolme pistettd tidsmilleen silloin, kun ¢+ = o. Muulloin xx'(t) koostuu
kolmion A kahdesta pisteestd, jotka sijaitsevat kolmion A vierekkéiisilld sivuilla sa-
malla etaisyydella jostakin kolmion A kérjestd. Néiden alkukuvien Xgl (t) halkaisija
on kolmas tapa mitata kolmion A ohuutta.

Huomautus 1.3. Edelld olevassa konstruktiossa voidaan Gromovin tulon avulla mer-
kita

1

a=g((a+b)+(atc)=(b+c)=(dy) +dz 2) = dy,2)) = (y - 2)a,

ja vastaavasti b = (x - 2), ja ¢ = (z - y),. Siis erityisesti d(z,,) = d(z,i,) = (y - 2)a,
d(y,iz) = d(y,i,) = (x - 2), jad(z,i,) = d(z,1,) = (- y)..

1
2
.S
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Maaritelméa 1.4. (kapeat kolmiot)

Olkoon A geodeettinen kolmio metrisessé avaruudessa X ja kuvaus ya : A — Tha
kuten edellid. Kolmio A on §-kapea, jos kaikilla t € Ta ehdosta p,q € xya~'(t) seuraa
d(p,q) <.

Olkoon ¢ > 0. Metrinen avaruus X on [§]-hyperbolinen, jos sen jokainen kolmio on
0-kapea.

Kuvauksen x' alkukuvien halkaisijoihin liittyvii Gromov-hyperbolisuuden ehto
voidaan muotoilla Méaritelmén 1.4 sijaan seuraavasti.

Maaritelma 1.5. (kolmion siséleveys)

Olkoon ¢ > 0 ja metrisen avaruuden X jokaiselle geodeettiselle kolmiolle A kuvaus
Xa : A — Ta kuten edelld. Metrinen avaruus X on {0 }-hyperbolinen, jos sen jokaiselle
geodeettiselle kolmiolle on diam(yx'(0)) < 6.

Huomautus 1.6. Edelld esiteltyja kolmion A pisteita i, 4, ja 7, kutsutaan kolmion A
internaalipisteiksi ja niiden halkaisijaa diam(yx'(0)) = diam({i,, i,,7.}) kolmion A
sisdleveydeksi.

1.2. Maaritelmien ekvivalenttius. Osoitetaan seuraavaksi, ettd edella esitellyt
Gromov-hyperbolisuuden maaritelmat 1.1, 1.2, 1.4 ja 1.5 ovat ekvivalentteja keske-
naan. Ndiden neljan méaritelmén liséksi on olemassa muitakin Gromov-hyperbolisuu-
den madritelmia, jotka ovat myos ekvivalentteja téssa tyossa esiteltyjen madritelmien
kanssa. Téssa tyossd tullaan esitteleméan vield kaksi hyperbolisuuden karakterisaa-
tiota: puolisuorien erkanemisen avulla Maaritelméssa 1.11 ja Lauseessa 1.12 seké li-
neaarisen isoperimetrisen epayhtéalon avulla Huomautuksessa 5.3.

Lause 1.7. Olkoon X geodeettinen metrinen avaruus. Tdlloin seuraavat ehdot ovat
keskenddan yhtdpitdvia:
(1) On olemassa luku &, > 0 siten, ettd jokainen avaruuden X kolmio on d1-ohut.
(2) On olemassa luku 9y > 0 siten, ettd (x - y)y > min{(z -« 2)w, (¥ - 2)w} — 02
kaikilla pistenelikoilla x,y, z,w € X.
(3) On olemassa luku 63 > 0 siten, ettd jokainen avaruuden X kolmio on d3-kapea.

(4) On olemassa luku 64 > 0 siten, ettd jokaiselle avaruuden X kolmiolle A on
diam(xx'(0)) < d4.

Todistus. (1) = (4):

Oletetaan, ettd jokainen avaruuden X kolmio on §;-ohut. Olkoon A = A(z,y,2) C X
kolmio ja xx'(0) = {is,iy,i.} kolmion A internaalipisteet. Koska X on d;-ohut, on
olemassa piste w € [z,y] U [z, 2] siten, ettd d(i,,w) < ;. Voidaan olettaa, ettd
w € [z,y]. Kédnteisen kolmioepdyhtdlon nojalla |d(y, w) — d(y,i,)| < d(iz,w) =
1. Internaalipisteiden mé&éritelmén nojalla d(y,i,) = d(y,7,) ja pisteet w, i, ja y
sijaitsevat tdssa jarjestyksesséd samalla suoralla, joten kidnteisesta kolmioepayhtélosta
saadaan d(i,, w) = |d(i,,y) — d(y,w)| = |d(is,y) — d(y,w)| < ;. Siis

d(ig,i,) < d(ig,w) +d(w,i,) < 20;.
Vastaavasti saadaan d(iy, {i,,0.}) < 201 ja d(iz, {is, 1, }) < 201, ja siten

diam({i,, iy, 7. }) = diam(xx' (0)) < 46;.



(4) = (3):

Oletetaan, ettd avaruuden X jokaisen kolmion siséleveys on korkeintaan d4. Olkoon
A = A(z,y,z) C X avaruuden X kolmio ja i,, 7, ja i, sen internaalipisteet. Olkoon
piste p € A. Voidaan olettaa, ettd p € [y, 2] ja 0 < d(y,p) < d(y,1i,). Nimittdin jos
p = vy, niin diam(x'(¢,)) = 0, ja jos p = i, niin diam(x"'(¢,)) < 4. Télldin on
olemassa piste q € [x,y] siten, ettd x71(t) = {p, ¢} jollakin t € T ja d(y, p) = d(y, q).
Etsitddn luvulle d(p, q¢) ylaraja konstruoimalla geodeettinen kolmio, jonka internaa-
lipisteita p ja ¢ ovat. Olkoon ¢ : [0,d(y,z)] — X pisteiden y ja z vilinen jana ja
Ay = A(z,y,c(t)) geodeettinen kolmio kaikilla ¢ € [0, d(y, z)]. Kolmion A; sivulla
[y, c(t)] sijaitseva internaalipiste i,, siirtyy parametrin ¢ jatkuvana funktiona. Kun
t =0, niin i,, = ¥y, ja kun t = d(y, 2), niin i,, = i,. Siis jollakin t, € [0,d(y, z)| taytyy
olla i,, = p. Koska d(y,q) = d(y,p), myds pisteen ¢ téytyy olla kolmion A, inter-
naalipiste. T&ll6in d(p, q) < d4.

(3) = (1):

Oletetaan, ettd jokainen avaruuden X kolmio on d3-kapea. Olkoon A = A(z,y,2z) C X
kolmio, T vastaava puu, xa : A — Ta néiden vilinen kuvaus ja w € A. Voidaan
olettaa, ettd w €|z, y[, silld jos w € {z,y, 2}, se kelpaa itse vaadituksi pisteeksi. Tél-
16in on olemassa piste t € T ja piste w' € [z, 2] U [y, 2] siten, ettd {w,w'} C x1'().
Télloin kolmion A d3-kapeuden nojalla on d(w,w’) < ds.

Nyt kohtien (1), (3) ja (4) ehdot ovat keskendén ekvivalentteja.

(3) = (2):
Oletetaan, ettd avaruuden X jokainen kolmio on d3-kapea. Olkoot x, y, z ja w nelja
avaruuden X pistettd. Huomataan, etta

(a) d(w,i;) = (x - y)w, missé i, on kolmion A(z,y,w) internaalipiste.

(b) d(w,iy) < d(w,iz) + d(iz,iw) < (T - Y)w + 03, missé i, ja i, ovat kolmion
A(z,y,w) internaalipisteita.

(©) (& Yo < d(w, [z,y]).

Huomioiden kohta (c) seuraa siité, etté jos p € [x,y] siten, ettd d(w,p) = d(w, [z, y]),
niin

(&g =5 dww) + d(y, w) — d(z,))

—%(d(:r;, w) + d(y, w) — d(z,p) — d(p,y))

1

=5 ((d(w, w) = d(z,p)) + (dy, w) = d(p,y)))

g%(d(w,p) +d(w,p))
:d(w7 ["L‘ayD
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kolmioepéyhtalon nojalla.
Nyt ylla esitetyistd kolmesta huomiosta saadaan

(- Y)w + 203 > d(w,iy) + 3
> min{d(w, [z, 2]), d(w, [y, 2])}
> min{(z - 2)w, (¥ - 2)w},
miké toteuttaa véitteen kohdan (2). Ensimmaéinen arvio seuraa huomiosta (b) ja kol-
mas huomiosta (c). Toinen arvio seuraa siité, ettd kolmion A(z,y, z) kapeuden nojalla
on olemassa piste q € [z, z] U [y, z], jolle d(i,,q) < d3. Talloin suoralla laskulla
d(w,iy) + 03 > d(w, i) + d(iw, q)
> d(w, q)
> d(w, [z, 2] Uy, 2])
= min{d(w, [z, 2]), d(w, [y, z])}

saadaan edelld olevan paattelyn toinen arvio.

(2) = (1):

Oletetaan, ettd Gromovin tuloon liittyvd hyperbolisuusehto (2) on voimassa kaikille
avaruuden X pistenelikoille. Olkoon A = A(z,y, z) avaruuden X kolmio ja w € A.
Voidaan olettaa, ettd w € [z, y]. Nyt on voimassa

0= (2 y)w >min{(x - 2)y, (¥ 2)w} — 2.
Voidaan olettaa, ettd (z - 2), < (¥ - 2)y, jolloin yllaolevasta epdyhtalosta saadaan
arvio
do > (- 2)y > d(w, [z, 2]) — 209,
jonka jélkimméinen epayhtalo todistetaan kohta. Talloin d(w, [z, z]) < 309, ja siten
kolmio A on 3d,-ohut.

Todistetaan vield edelld kiytetty aputulos.
Oletetaan nyt, ettéd pisteet x, z,w € X ovat mité tahansa ja Gromovin tuloon liitty-
vé, hyperbolisuusehto (2) on voimassa kaikille avaruuden X pistenelikoille. Viitetaan,
etta
(x+2)p < d(w, [z, 2]) < (T 2)y + 209.

Viéitteen ensimmaéinen epéyhtélo osoitettiin todistuksen kohdassa ((3)=-(2)) pelkin
kolmioepéyhtélon avulla. Olkoot nyt i, i, ja i, kolmion A(z, z,w) internaalipisteet,
Jz> Jw ja J, kolmion A(z,w,1i,) internaalipisteet (missa j, € [z,w]) ja kg, k. ja ky
kolmion A(w, z,1,,) internaalipisteet (missd k, € [w, z]).

Koska j, € [x,1], niin d(z, j,) = d(x, j,) < d(x,i,) = d(z,i,). Tastd seuraa, etté

('r : iw)w = d(jsz) > d(imw) = (‘73 : z)w
ja vastaavasti
(tw * 2)w = d(kz,w) > d(iz, w) = (T 2)4.

Voidaan olettaa, etté (2 - iy)w < (T - 1y ). Télloin véitteen ehdon (2) voimassaolosta
seuraa

So > (2 i) — (@ 2)w = dlin, ky) = (i, ko).
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Ensimmaéinen yhtdsuuruus saadaan laskemalla lauseke auki, ja toinen seuraa siité,
ettd d(z,1,) = d(2,1,) ja d(z, ky) = d(z, k). Kéayttamalla tata saadaan edelleen

d(w,iy) = d(w, k) + d(k,, i) = d(w, ky) + d(ky, i)
= d(w,iy) + d(iy, k) + d(ig, ks)
<(x+ 2)y + 20s.

Tésta seuraa d(w, [z, 2]) < d(w,iy) < (- 2), + 20s. O

Maaritelma 1.8. Olkoon X geodeettinen metrinen avaruus. Jos X toteuttaa jonkin
Lauseen 1.7 ehdoista, sanotaan, ettd X on Gromouv-hyperbolinen.

Esimerkki 1.9. Osoitetaan, ettd hyperbolinen avaruus H" on Gromov-hyperbolinen.
Kaytetdaan n-ulotteisen hyperbolisen avaruuden H" mallina Poincarén pallomallia B,,.
Jokainen pistekolmikko z,y, z, joka méaarittda kolmion A(x,y,z) C B,, méarittelee
my0s yksikésitteisen 2-ulotteisen pallopinnan S, joka leikkaa kohtisuorasti pallomallin
B,, reunaa. Kolmio A(x,y,2) sijaitsee pallopinnan S ja Poincarén pallomallin B,
leikkauksessa, joka vastaa (affiinia) hyperbolista tasoa eli Poincarén kiekkomallia Bs.
Siten riittda tarkastella kolmioita hyperbolisessa tasossa Bs.

Olkoon A(z,y, z) geodeettinen kolmio hyperbolisessa tasossa ja ¢ sen sisdén piir-
retyn suurimman ympyran keskipiste. Méaritelladn jokaiselle ¢ € R, piste x; puo-
lisuoralla ¢t (ja vast. 4 € ¢ ja 2z € ¢2) siten, ettd d(c,z;) = t - d(c,z) (vast.
d(e,yy) = t-d(e,y) ja d(c,z) = t-d(e,z)). Nyt kolmion Ay, = A(wy, y4, 2¢) siséén
piirretyn suurimman ympyran side r; on parametrin ¢ kasvava funktio. Kuitenkin
ry = 00, kun ¢ — oco. Parametrin ¢ kasvaessa luvun r; ylarajan méaraa ideaalinen
kolmio A, jonka kaikki kirjet sijaitsevat kiekkomallin By reunalla S!. Ideaalisen
kolmion pinta-ala on 7 (katso Liitteet), joten myos sen sisddn piirretyn suurimman
ympyréin pinta-ala on korkeintaan 7. Jos oletetaan tunnetuksi hyperbolisen avaruu-
den ympyréin pinta-alan kaava A = 47 sinhz(g) jarajoitutaan arvoihin r» > 0, saadaan
ratkaistua ideaalisen kolmion sisdén piirretyn suurimman ympyran sateelle 74,

A sinhQ(%o) <, eli

o Teoy L]
sinh( 5 ) < 5 < smh(2).
Koska sinh on kasvava funktio, on r,/2 < % eli 7o, < 1. Siis myos 7, < 1o < 1 kai-
killa ¢. Koska kolmion A(z,y, z) internaalipisteet i,, i, ja i, ovat kolmion A ja sen
sisdén piirretyn suurimman ympyran leikkauspisteet (katso Liitteet), niiden pareittai-
nen etéisyys on kolmioepayhtilon nojalla korkeintaan kaksi. Siis diam({i, i,,7,}) < 2
ja siten Maaritelmén 1.5 mukaan H" on Gromov-hyperbolinen.

Esimerkki 1.10. Euklidinen avaruus R" ei ole Gromov-hyperbolinen.

Riittdd tarkastella avaruutta R?, silld kukin avaruuden R” kolmion médrittéivé piste-
kolmikko méarittaa yksikasitteisesti 2-ulotteisen tason, jolla kyseinen kolmio sijaitsee.
Merkitaan x := (0,0), y,, := (n,0) ja z, := (0,n). Talloin kolmiossa A,, = A(z, Yn, 2,)
sivun [y, z,] puolivilissd on piste p, = z + 3(y — 2) = (%,%). Télle pisteelle on
d(p, [z, yn] U [z, 2,]) = § kaikilla n € N. Koska n voi olla mielivaltaisen suuri, koko
avaruudelle R? yhteistd hyperbolisuusvakiota d ei voi olla olemassa.
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1.3. Divergenssifunktio. Esitellddn luvun lopuksi vield yksi Gromov-hyperbolisen
avaruuden karakterisaatio. Siind esiteltdvin divergenssifunktion maaritelma on mel-
ko tekninen mutta havainnollistuu paremmin kuvan avulla. Divergenssifunktio tu-
lee myohemmin joissain tilanteissa osoittautumaan varsin hyédylliseksi apuvélineeksi
Gromov-hyperbolisten avaruuksien késittelyssa.

= .{s»‘f-’}
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\‘_‘-\ /
S LY
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< oy g W
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- » d
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Kuva 2. Divergenssifunktion méaéritelméan ehdot

Maaritelma 1.11. (divergenssifunktio)

Olkoon X geodeettinen metrinen avaruus. Funktio e : [0,00) — R on divergenssi-
funktio avaruudessa X, jos kaikille pisteille € X ja puolisuorille v := a@ jan:= z2
seké kaikille vakioille R € [0, 00), joilla d(v(R),n(R)) > e(0), on totta seuraava ehto:

Kaikilla vakioilla » > 0, joilla R 4+ r < min{d(z,y),d(z, 2)}, ja kaikilla pisteiden
v(R+r) jan(R+r) vilisilla poluilla p € X \ B(z, R+ 1) on

l(p) > e(r).
Jos avaruudessa X on divergenssifunktio e siten, etté lim;_,, e(t) = oo, sanotaan, ettéa
puolisuorat erkanevat avaruudessa X. Lisdksi sanotaan, ettd puolisuorat erkanevat
nopeammin kuin lineaarisesti, jos limy_, @ = 0.
Lause 1.12. Olkoon X geodeettinen metrinen avaruus. Tdlloin X on Gromov-hyper-

bolinen, jos ja vain jos puolisuorat erkanevat nopeammin kuin lineaarisesti avaruu-
dessa X .

Todistus. Oletetaan ensin, ettd avaruus X on Gromov-hyperbolinen. Téllgin kaikki
avaruuden X kolmiot ovat d-kapeita. Konstruoidaan avaruudelle X divergenssifunk-
tio. Valitaan e(0) = 0. Olkoon = € X ja v := [z,y] ja n := [z, z] sen ja joidenkin
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avaruuden X pisteiden y ja z viliset geodeettiset janat. Olkoon luku R > 0 siten,

ettd d(v(R),n(R)) > & + 1. Tallsin d(y(R — 3),n(R — 3)) > 4. Olkoon liséksi p
joukon X \ B(z, R + r) polku pisteiden y(R + r) ja n(R + r) vélilld, missa r > 0
ja R+ 7 < min{d(z,y),d(z, 2)}. Koska d([y(R — 3),7(R)],[n(R — 3).n(R)]) > o

2 2
ja kolmio A(z,y(R + r),n(R + 7)) on d-kapea, kuvajoukot xa([y(R — 3),7(R)]) ja

2
xa([n(R—3),n(R)]) eivit leikkaa toisiaan puussa Ta. Siis kyseiset janat kuvautuvat
puulle T samaan paikkaan joidenkin janan [y(R + r),n(R + r)] kahden keskenéén
pistevieraan osajanan kanssa. T&ll6in erityisesti 1 < ([y(R +r),n(R+1)]) < £(p).

Osoitetaan, ettd d(vy(R),p) < d(logy(¢(p))+2). Perustelu on seuraava: Olkoon piste
p1 € p polun p keskipiste, pg; € p polun ensimméisen puolikkaan keskipiste, p1; € p
polun toisen puolikkaan keskipiste ja niin edelleen. Yhdistetddn kussakin vaiheessa
vierekkéiset pisteet toisiinsa geodeettisella janalla. Kun polku p on jaettu osiin n
kertaa, kunkin polun osan pituus ja vastaavien péaatepisteiden vilisen geodeettisen
janan pituus on korkeintaan ¢(p)/2". Valitaan n siten, ettéd 3 < £(p)/2" < 1. Téllainen
n on olemassa, koska £(p) > 1.

Nyt pisteet v(R+7), n(R+7) ja p; muodostavat kolmion, kuten myos pistekolmikot
{’7(R+T),p1,p01}, {U(R+T)7p17p11}’ {7<R+T)ap0017p01}7 {pap01ap101} ja niin edelleen.
Jos ajatellaan janan [y(R + r),n(R + r)] olevan ensimmaéisen kolmion kanta, niin
jokaisen edellisessd jakovaiheessa syntyneen kolmion kummastakin kyljestd syntyy
seuraavassa jakovaiheessa uuden kolmion kanta. Kolmion A(z,vy(R + r),n(R + 1))
kapeuden nojalla on olemassa vy € [y(R + 7),n(R + )| siten, ettd d(y(R),vo) < 6.
Vastaavasti on olemassa vy € [y(R + 7),p1] U [p1,n(R + r)] siten, ettd d(vy,vy) < 6.
Jatkamalla samoin kaikissa n perdkkiisessd kolmiossa saadaan pisteet vy, vy, ..., U,
joista jokaisen perikkéisen pisteparin vélinen etaisyys on korkeintaan ¢§. Liséksi on
olemassa piste v € p, jolla d(v,,v) < 1. Pisteeksi v kelpaa esimerkiksi se polun
p jakopiste, joka on lahimpé&né pistettd v,. Talloin d(v,,v) < %(6(19)/2”) < % Nyt
d(z,v) < R+(n+1)0+1, jakoska 3 < £(p)/2", niin n—1 < log, {(p). Toisaalta, koska
polku p on pallon B(x, R+ r) ulkopuolella, d(x,v) > R+ r. Nama kolme epéyhtaloa
yhdistdmalld saadaan ratkaistua r < (log, £(p) + 2)d + 1, mistd saadaan edelleen

fp) = 2070002 = g(r),

Riittévin suurella roy on g(rg) > d + 2. Téll6in aiemmin saadun pituuden ¢(p) arvion
nojalla, jos d(y(R+ro),n(R+71)) > g(ro), niin luku g(r+r) rajoittaa minka tahansa
pisteitd v(R + 7) ja n(R + r) yhdistdvan polun pituutta. Voidaan siis valita kuvaus
e: Ry = R, e(r) =g(r+r) avaruuden X eksponentiaaliseksi divergenssifunktioksi.

Oletetaan sitten kiddntéen, ettd avaruuden X puolisuorat erkanevat nopeammin kuin
lineaarisesti. Olkoon e avaruuden X divergenssifunktio ja A(z,y,z) C X geodeet-
tinen kolmio. Merkitdén of = [z,y] ja o = [x,z], missd of : [0,af] — X ja
af : [0,a5] — X ovat isometrisid upotuksia. Olkoon

T, o= max{ 7 € [0, min{a, a3}] | d(0%(1), a5(1)) < e(0) kaikilla ¢ <7 }.

Merkitdan z; := af(T},) ja x2 := o3 (T}, sekd valitaan pisteet z1 € [z, x|, 22, y1 € [2,Y]
ja ya € [y, x| vastaavasti. Jaetaan tarkastelu kahteen tapaukseen.

Jos [z, 21] N [y,y2] # @, on olemassa pisteet z3 € [x,x9] ja y3 € [y,y1], joille
d(xs,y3) < 2e(0). Kayttamalla divergenssifunktion maéritelméé puolisuoriin zzj ja
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Zyh nahdidn, ettd 2e(0) > d(zs,ys) > e(d(zs,21)) = e(d(z,y3)) ja siten janojen
[3,21] ja [22,ys] (ja erityisesti [z1, 23] ja [22,%1]) pituuksilla on ylaraja M. Téll6in
A(z,y,z) on M/2+ e(0)-kapea.

Oletetaan sitten, ettd on olemassa luvut Ly, Lo, L3 > 0, joilla on d(xy,y,) = Ly,
d(xe,z1) = Lo ja d(z2,y1) = Ls. Voidaan olettaa, ettd L; > L3 > Lo. Merkitdéin
a:=d(z,r1) jab:= d(y,y1). Tallsin on olemassa t € B(z,a+ L1/2)NB(y,b+ L1/2).
Merkitdsn B(z,a+ Ly /2)NB(y,b+ L1 /2) =: B, N By,. Viitetiin, etti [z, 2] By = @
ja todistetaan tdma epédsuoralla paattelylld. Oletetaan pédinvastoin, ettd on olemassa
piste s € [xq, 2] N By. Talloin s ¢ By, silla By N By = @. Koska oletuksen nojalla
L3 > Lo, on olemassa piste u € [y, z| siten, ettd d(u, z) = d(s, z). Tasté seuraa

L1/2 < d(s,x2) = d(x2,2) — d(z,5)
=d(xe,21) +d(z1,2) —d(z,s)
d(2’27y1)+d(217 z) —

= d(z,

eli piste u ei sisélly avoimeen palloon B,;. Mutta

d(z,y) = d(z,u) + d(u,y) < d(z,s) +d(s,y),
joten b+ L1/2 < d(u,y) < d(s,y) < b+ L;/2, mikéd on ristiriita. Siis téytyy olla
[x9,2] N By =
_ Olkoon vieléd piste v € [y, 2] siten, ettd d(y,v) = b+ L;/2. Télloin suljetun pallon
B ulkopuolella pisteiden ¢ ja v valilla on polku, jonka pistuus on korkeintaan

d(t,z1) +e(0) + Lo + e(0) + d(29,v) < L1 /24 Ly + L1 /2 4 2¢(0).
Siis divergenssifunktion mééritelmaa kiyttamalla saadaan

Koska funktio e on korkeampaa astetta kuin lineaarinen, tdytyy luvun L, olla ylhaalta
rajoitettu. Talloin kolmio A on kapea. O

Esimerkki 1.13. Euklidisen avaruuden R" suorat eivit erkane.

Olkoon =z € R™, v; ja v pisteen = kautta kulkevat suorat ja 6 niiden valinen kul-
ma. Koska R" ei ole Gromov-hyperbolinen, divergenssifunktio e on korkeintaan li-
neaarinen: e(r) < kr + c¢. Koska pisteiden (R + 7) ja 72(R + r) kautta kulke-
van ympyrakaaren pituus on (R + 7)@, niin divergenssifunktion méaéritelmén mukaan
e(r) = kr +c < (R + )0 kaikilla suorilla 1 ja 72, ja siis erityisesti kaikilla 6 € (0, 7].
Siis téytyy olla e(t) = 0 kaikilla ¢ > 0. Talléin e(t) #— oo, kun t — oo, joten
avaruuden R" suorat eivat erkane.
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2. GROMOVIN REUNA AARETTOMYYDESSA

Tassa luvussa siirrytadn tarkastelemaan Gromov-hyperbolisten metristen avaruuk-
sien reunoja adrettomyydessi. Metriset avaruudet ovat sellaisenaan topologisia objek-
teja, joten niiden reuna on luontevasti maariteltavissa. Esimerkiksi hyperbolisen tason
H? reuna #érettomyydessi on intuitiivisesti Poincarén kiekkomallin B, topologinen
reuna S!'. Samaan reunaan voidaan piityd myods puolisuorien ekvivalenssiluokkien
avulla.

Reunan konstruktion idea on seuraava:

Olkoon X Gromov-hyperbolinen avaruus. Kiinnitetdéan piste zo € X. Osoittautuu,
ettei ole vilid, mikd piste valitaan reunan tarkastelun ldhtékohdaksi. Esimerkiksi
Poincarén kiekkomallissa voidaan olettaa, ettd zy = 0. Tarkastellaan pisteestd xg
alkavia geodeettisia puolisuoria eli isometristen upotusten [0, 00) — X, 0 +— z( kuva-
joukkoja. Geodeesit v ja 4" ovat ekvivalentit, jos joukko {d(~(t),7'(t)) | t € [0,00)}
on ylhaélta rajoitettu. Nyt voidaan méaritella avaruuden X reuna 0X néiden geo-
deettisten puolisuorien ekvivalenssiluokkien joukkona.

Reuna voidaan konstruoida puolisuorien sijaan dérettomyyteen suppenevien jono-
jen avulla. Osoittautuu, ettd pallokompaktissa avaruudessa molemmat konstruktiot
antavat saman reunan.

Tamén luvun lahteind on kdytetty teoksia |7] ja [13]. Lauseen 2.7 kohdassa (1)
kuvauksen i, surjektiivisuuden osoittamisessa kdytetdan ekvivalenssin 7 ~ 7 aikaan
saamiseksi lahteen [3] ideaa.

2.1. Reunan konstruktio.

Maaritelma 2.1. Olkoon X Gromov-hyperbolinen metrinen avaruus. Geodeettiset
puolisuorat v : [0,00) = X ja v, : [0,00) — X ovat ekvivalentit, merkitdén v, ~ 7o,
jos on olemassa luku K > 0 siten, ettd d(v,(t),12(t)) < K kaikilla t > 0.

Hyperbolisen metrisen avaruuden X geodeettisten puolisuorien joukon relaatio ~
on ekvivalenssirelaatio.

Maaritelmé 2.2. (geodeettinen reuna)
Olkoon (X, d) Gromov-hyperbolinen metrinen avaruus ja piste x € X kiinnitetty.
Avaruuden X geodeettinen reuna pisteen x suhteen on joukko

09X :={[y] | v:[0,00) = X on geodeettinen puolisuora, v(0) = z}.
Edelleen, avaruuden X geodeettinen reuna on joukko
PX :={[y]|7:[0,00) = X on geodeettinen puolisuora}.

Huomataan, ettd 09X = |, ¢ (09X).

Maaritelladn seuraavaksi hyperbolisen metrisen avaruuden reuna &darettomyyteen
suppenevien jonojen avulla. Reunan konstruktio on tilloin hyvin samanlainen kuin
geodeettisten puolisuorien avulla tehty.

Maaritelma 2.3. Olkoon (X, d) hyperbolinen metrinen avaruus ja x € X kiinnitetty.
Jono (z,)neny C X suppenee ddrettomyyteen, jos Uminf; j o (x; - ;) = 00.
Adrettomyyteen suppenevat jonot (z,)pen C X ja (Yn)nen C X ovat ekvivalentit,
merkitddn (x,) ~ (yn), jos iminf; ;o (x; - y;), = 0.
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Huomataan, ettd jono (x,) suppenee darettoméaén, jos ja vain jos
lim d(z,,z) = oco.
n—oo
Huomataan mydés, etta darettomyyteen suppeneminen tai kahden jonon ekvivalent-
tius ei riipu pisteen x valinnasta ja ettad jokainen darettomyyteen suppeneva jono on
ekvivalentti omien osajonojensa kanssa.

Maairitelmé 2.4. (jonoreuna)
Olkoon (X, d) Gromov-hyperbolinen metrinen avaruus. Avaruuden X reuna on jouk-
ko

0X :={ [(z,)] | (xn)nen C X suppenee dérettomyyteen }.

Nyt kohdissa 2.2 ja 2.4 maériteltyjen reunojen vélille voidaan méaritelld kanoniset
kuvaukset. Koska 09X C 09X kaikilla pisteilld x € X, kuvaus

iyt 09X — X, iy([7]) =[]

on hyvin maéritelty. Edelleen, jos v C X on geodeettinen puolisuora, niin jono
(7(n))nen suppenee ddrettomyyteen. Télloin myds kuvaus

127X = 09X, i([7]) = [(v(n))nen]

on hyvin mééaritelty. Samaistamalla [y] = i([y]) = [(y(n))] voidaan tulkita, ettd
09X C 0X. Itse asiassa, jos avaruus X on pallokompakti hyperbolinen avaruus (toisin
sanoen kaikki avaruuden X suljetut pallot ovat kompakteja), niin yll&olevat inkluusiot
09X C 09X ja 09X C 0X pitevit (samaistuksen kautta) myos toiseen suuntaan ja
kaikki kohtien 2.2 ja 2.4 mé&aritelmét antavat samat reunan pisteet. Tdmén osoitta-
mista varten tarvitaan kaksi lemmaa.

Lemma 2.5. Olkoon X hyperbolinen metrinen avaruus ja (x;) ja (y;) avaruuden X
jonoja siten, ettd (x;) suppenee ddrettomyyteen ja lim; oo (z; - ¥;)r = co. Tdlloin (y;)
suppenee adrettomyyteen ja (x;) ~ (y;).

Todistus. Avaruuden X hyperbolisuuden nojalla
(@i * ¥j)e 2 min{(z; - ¥;)a, (2 - yj)at — 0.
Koska oletuksen nojalla lim; ;oo (z; - ;) = 00 = lim;_,oo (2 - y;)., téytyy olla

(e = .
Vastaavasti (y; - y;), > min{(2; - ¥;)a, (i - yj)2} — 0, joten im; ;o0 (¥ - yj)» = 00. Siis
jono (y;) suppenee dédrettomyyteen ja (z;) ~ (v;). O

Lemma 2.6. Olkoon X hyperbolinen metrinen avaruus, R > 0 ja (x;) ja (y;) avaruu-
den X jonoja siten, ettd (x;) suppenee ddrettomyyteen ja d(x;,y;) < R kaikilla i € N.
Tdlloin (y;) suppenee ddrettomyyteen ja (x;) ~ (y;).

Todistus. Oletuksen nojalla
1
(@i yi)e = S(d(@i, 2) + d(yi, ©) = dl@i,93)) 2
Koska (z;) suppenee dérettomyyteen, lim; o d(z;, z) = oo. Siten ylla olevan epéyh-
talon nojalla myos lim; o (2 ;) = 00. Nyt Lemman 2.5 mukaan jono (y;) suppenee
ddrettomyyteen ja (x;) ~ (y;). O

5((w,2) + dlyi,7) - R)
)
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Lause 2.7. Olkoon (X, d) pallokompakti Gromov-hyperbolinen metrinen avaruus. Tdl-

loin
(1)
(2)
(3)

kuvaus i, : 09X — 09X on bijektio kaikilla v € X.
kuvaus i o i, : 09X — 0X on bijektio kaikilla x € X.
kuvaus i : 09X — 0X on bijektio.

Todistus. Osoitetaan ensin kohta (2).

(2)

Olkoon = € X miké tahansa. Osoitetaan ensin surjektiivisuus. Olkoon (y,)
avaruuden X jono siten, ettd [(y,)] =: y € 0X. Halutaan 16ytad pisteesta x
alkava puolisuora v siten, ettd (y(n)) ~ (y,). Talloin [y(n)] = [(y,)] € 0X.
Yhdistetaén pisteet x ja y; janalla ¢; : [0,d(z,y;))] — X, ¢ € N. Naméi janat
ovat kokoelma tasaisesti rajoitettuja, kompakteilla véleilld [a, b] C [0, 00) yhté-
jatkuvia kuvauksia. Siis Ascoli-Arzelan lauseen mukaan jonolla (¢;) on osajono
(¢i,), joka suppenee tasaisesti kohti jatkuvaa rajakuvausta v : [0,00) — X.
Koska ¢;(0) = z kaikilla ¢, niin 7(0) = x. Liséksi

}i}m ’Y(l) = klgg) Ciy, (d(x> y%)) = klggo Yi, = }i)rgo Y =Y.

Tasaisen suppenemisen johdosta kaikilla ¢ € [0, 00) tarpeeksi suurella koko-
naisluvulla i; on d(y(t), ¢;,(t)) < 1. Siis Lemman 2.6 nojalla (y(t)) ~ (¢;,()).
Koska

(Cit (t) ' yit)l‘ = %(d(clt (t)’ ZL‘) + d(yitv ZL‘) - d(cit (t)a ylt)) =t,
niin limy o0 (¢, (t), ¥, ). = 00 ja siten Lemman 2.5 nojalla (¢;,(¢)) ~ (y;,). Kos-
ka ~ on ekvivalenssirelaatio ja kukin jono on ekvivalentti omien osajonojensa
kanssa, saadaan (y(t)) ~ (vi,) ~ (y)-

Osoitetaan sitten injektiivisyys. Olkoot [i 0 i, ([7])] = [i 0 i.([n])] :==y € 0X
siten, ettd 7 ja n ovat pisteestéd x alkavia puolisuoria. Surjektiivisuuden nojalla
on olemassa ainakin yksi téllainen puolisuora. Siis jonoille (y(s)) ja (n(s)) on
limg 00 (Y(s) - M(s))z = 00. Olkoon ¢ > 0 miké tahansa ja 1 € v ja z2 € 7
siten, ettd (zy - z3), > t. TAmA ehto on totta, kun valitaan z; ja xs riittédvan
kaukaa pisteesté z, silla avaruuden X hyperbolisuuden nojalla

(21 - 22) 2 min{(z1 - ¥(s))a; (V(s) - 1(s))a (n(s) - 22)0} — 20",
Tarkastellaan kolmiota A(z, z1,z5), missd [z, 21| C v ja [z, 2] C n. Télloin
janojen [z, x1] ja [x,z5] pisteestd = alkavat osat, joiden pituus on (x - x9),,
samaistuvat puulla Th. Siis avaruuden X hyperbolisuuden nojalla erityisesti
d(v(t),n(t)) < 6. Koska t voitiin valita mielivaltaisen suureksi ja pisteet z; ja
X9 niin, ettd ylldoleva ehto patee, tdma on totta kaikilla ¢ > 0. Siis v ~ n eli
[v] = [n] € 09X ja siten i o4, on injektio.

Olkoon z € X miké tahansa. Koska kohdan (2) nojalla kuvaus ioi, on bijektio,
kuvauksen 7, taytyy olla injektiivinen.

Osoitetaan kuvauksen 7, : 99X — 09X surjektiivisuus. Olkoon 7 avaruu-
den X puolisuora siten, ettd [n] =: z € 99X ja n(0) =: y. Halutaan 16ytaa
pisteestd x alkava puolisuora ~ siten, ettd v ~ 7. Taéma puolisuorachdokas ~y
10ydetéén tdsmélleen samoin kuin tapauksessa (2): puolisuoran 7 konstruk-
tiossa kiytettéviksi jonoksi voidaan valita (y,) = (n(n)). Pisteet x ja n(n)
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yhdistetdén janalla ¢, : [0,d(z,n(n))] — X, ja Ascoli-Arzelan lauseen no-
jalla jonon (c,) osajono (c,,) suppenee kompakteilla véleilld tasaisesti kohti
jatkuvaa rajakuvausta 7, joka on pisteestd x alkava puolisuora.

Merkitdan kolmion A(z,y,n(ix)) sivulla [z,n(i)] sijaitsevaa internaalipis-
tettd i,,,. Nyt jokaisella ¢ € [0,00) riittdvén suurella kokonaisluvulla 7, on
t € [0,d(n(ix), iy, )] kaikilla i, > 4}, jolloin kolmion A(z,y,n(ix)) kapeuden
nojalla

d(ci, ((y - n(ik))e + 1), n((x - n(ix))y +1)) < 0.

Toisaalta jonon (c,,) tasaisen suppenemisen nojalla riittédvéan suurella koko-
naisluvulla 7} on kaikilla i; > 4}

d(y((y - n(ir))e +t), i, ((y - n(ix))s + 1)) < 1.

Siis valitsemalla ¢, = max{3}, i} } saadaan

d(y((y - n(i))x + 1), n((x - n(ic))y + 1))
< d(v((y - n(ie))e + 1), ci,((y - m(i))e + 1)+

d(ei, ((y - n(ie))a + 1), n((z - 0(ir))y +1))
<6+1.

Talloin kolmioepayhtdlon nojalla edelleen saadaan

d(y(t),n(t)) < d(y(t),v((y - n(ir))e + 1)) + +dn((z - nlir))y +1),n(t))
< (Y n(ie)s +0+ 1+ (x-nlic))y
=d(z,y) +d+ 1.

Koska tdma arvio on voimassa kaikilla ¢ > 0, on v ~ 7.

(3) Kohtien (2) ja (1) nojalla kuvaus (i 0 i,) oi;' = io (i, 0i,') =i on kahden
bijektion yhdistettyna kuvauksena myo6s bijektio.
U

Kuvauksen 7, bijektiivisyydestd seuraa i,(09X) = 09X jai,'(09X) = 09X kaikilla
r € X, ja vastaavasti kuvauksen i o i, bijektiivisyydestd seuraa i(07X) = 0X ja
i1 (0X) = 99X, joten 0X = 99X = 39X kaikilla x € X siind mielessé, ettd samat
reunan pisteet saadaan maariteltya jonojen tai mistad tahansa avaruuden X pisteesta
alkavien puolisuorien avulla. Kun maaritellian avaruuden X reunoihin topologiat,
tullaan liséksi osoittamaan, ettd pallokompaktissa hyperbolisessa avaruudessa kaikki
kolme reunaa ovat keskenddn homeomorfiset.

2.2. Reunan topologia. Edelld méaariteltyyn Gromovin reunaan 0X ja avaruuteen
XUOX voidaan méaaritelld topologiat. Esitelldén ensin seké geodeettisten puolisuorien
ettd jonojen avulla konstruoidun reunan topologia ja osoitetaan, ettd aidolle hyper-
boliselle avaruudelle ndmé topologiat ovat samat. Sen jilkeen laajennetaan topologia
koko avaruuteen X U 0X. Talloin osoittautuu, ettd joukot 0X ja X UJX ovat kom-
pakteja, joten avaruus X U0X on avaruuden X kompaktisointi, jota voidaan merkité
X := X UOX. Liséksi joukko X on tihed avaruudessa X, joten X on avaruuden X
melko minimalistinen kompaktisointi.
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Maaritelmé 2.8. (geodeettisen reunan topologia)

Olkoon (X, d) Gromov-hyperbolinen metrinen avaruus ja x € X kiinnitetty. M#é&ri-
tellddn kaikilla geodeettisen reunan pisteilld p = [y1] € 09X ja kaikilla luvuilla » > 0
pistejoukko

Vip,r):={qed!X| li%n inf(y1(t) - 72(t)). > r jollakin pisteesté x alkavalla
—00

puolisuoralla s, jolle ¢ = [12]},
ja edelleen madritellddn pisteen p € 09X ymparistokannaksi joukossa 99X kokoelma
{Vp,r) | r =0}
Vastaavalla tavalla voidaan méaritella topologia jonojen avulla konstruoituun reu-
naan.

Maéritelma 2.9. (jonoreunan topologia)
Olkoon (X, d) Gromov-hyperbolinen metrinen avaruus ja € X kiinnitetty. Maaritel-
l44n kaikilla jonoreunan pisteilld p = [(z,,)] € 0X ja kaikilla luvuilla r > 0 pistejoukko

U(p,r) :={q € 0X | liminf(z; - y;), > r jollakin avaruuden X jonolla (y,),
1,j—00

jolle g = [(yn)]}-

Joukkoon 0X saadaan topologia asettamalla pisteen p € 0X ympéristokannaksi ko-
koelma {U(p,r) | » > 0}.

Osoitetaan seuraavaksi, etté pallokompaktille hyperboliselle avaruudelle kaikki edel-
14 esitellyt topologiat ovat yhtenevid, 0X on kompakti ja X U 0X on avaruuden X
kompaktisointi.

Lause 2.10. Olkoon (X,d) pallokompakti Gromov-hyperbolinen metrinen avaruus.
Tdlloin

(1) kuvausi: 09X — 09X on homeomorfismi kaikilla x € X.

(2) kuvaus ioi, : 09X — 0X on homeomorfismi kaikilla x € X .

Todistus. Koska kokoelma {V'(p,n) | n € N} on pisteen p € 09X ja p € 09X numeroi-
tuva ympéristokanta ja kokoelma {U(gq,n) | n € N} on pisteen ¢ € X numeroituva
ympdristokanta, reunat 09X, 09X ja 0X toteuttavat ensimmaéisen numeroituvuusak-
siooman ja siten kuvausten ¢ ja 2, jatkuvuus voidaan karakterisoida jonojatkuvuuden
avulla.

(1) Aiemmin osoitettiin, ettd kuvaus i, on bijektio. Osoitetaan nyt, etti i, ja i, !
ovat jatkuvia.

Olkoon (7;) jono pisteesté x alkavia puolisuoria, jotka suppenevat kuvauk-
seen 7. Siis jono ([y;]) suppenee pisteeseen [y]. Olkoot (7;) jono mité tahansa
avaruuden X puolisuoria siten, ettd [n;] = [v;] ja n puolisuora, jolla [n] = [7].
Nyt

d(ni(t), n(t)) < d(n;(t),7(t) + d(vi(t), y(t) + d(v(£), n(t))
<K+ K'+e¢,
kaikilla ¢ > 0, kun 4 on riittdvén suuri, silld 7; ~ 7;, (7;) suppenee kuvaukseen
7 tasaisesti kompakteilla véleilld ja v ~ 7. Siis ([1;]) suppenee pisteeseen [n] ja

siten kuvaus i, on jatkuva. Kuvauksen i;! jatkuvuus saadaan samanlaisella
paattelylla.
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(2) Aiemmin osoitettiin, ettd kuvaus i o i, on bijektio kaikilla z € X. Osoitetaan
nyt, etti i o4, ja (i 01,) "' ovat jatkuvia.

Olkoon x € X ja (;) jono pisteesta x alkavia puolisuoria, jotka suppenevat
kuvaukseen «y tasaisesti rajoitetuilla valeilla. Puolisuorat v; maaraavat reunan
pisteistéd koostuvan jonon ([v;]), joka suppenee pisteeseen [y]. Kaikille ¢ > 0
ja € > 0 saadaan tasaisen suppenemisen nojalla d(v;(t),v(t)) < e kaikilla
indekseilld i > i valitsemalla riittdvan suuri (vain luvusta e riippuva) io.
Olkoot jonot (z,) ja (y,) siten, ettd z, = v;(n) ja y, = vy(n) kaikilla n € N.
Kun n > t, on voimassa d(x,,y,) < (d(zp,z) —t) + (d(yn,x) — t) + €, mista

seuraa
1
(In : yn):c = §(d<xm I) + d(Yn, x) — d(Tn, Yn))
1
> §(d(a:n, z) + d(yn,x) — d(zp,x) +t — d(yn, z) +t —€)
.,
— 5

Olkoon nyt (7,) ja (y,) mielivaltaiset jonot siten, etté (;,) suppenee pis-
teeseen [v;] ja (y.,) suppenee pisteeseen [y]. T&ll6in jonojen ekvivalenttiuden
madritelmén nojalla

liminf(z, - 2},),; = 0o ja liminf(y, - y,). = oo.
n—00 ’ n—oo

Koska avaruus X on hyperbolinen,

(m;,n : yg)% > min{(x;,n “Tn)es (Tn - Yn)ar (Yn - y;)x} —20

kaikilla n € N ja siten

.. / / €

hgg.}f(:cm cyr)e >t — 3 20.
Koska voidaan valita mielivaltaisen suuri ¢, jono ([(z},)])ien suppenee pistee-
seen [(y.,)] ja siten i o i, on jatkuva.

Olkoon sitten jono (y;) reunan 0X pisteita siten, ettd (y;) suppenee pistee-
seen y € 0X. Olkoon ~; pisteiden z ja y; vélinen puolisuora ja ~ pisteiden x
ja y vélinen puolisuora. T#lléin Ascoli-Arzelan lauseen nojalla jonolla (v;) on
osajono (7;, ), joka suppenee puolisuoraan 7' tasaisesti kompakteilla véleilla.
Koska kuvaus 7 o7, on injektio, kaikki pisteestd x alkavat ja pisteeseen y € 90X
paattyvat puolisuorat ovat keskenddn ekvivalentteja. Siis 74/ ~ 7 ja siten jono
([7:]) suppenee pisteeseen [7]. Siis (i 0 i,)~! on jatkuva.

4

Edellisen todistuksen nojalla joukot 09X ja 09X sekd 09X ja 0X ovat keskenddn
homeomorfisia kaikilla x € X. Siten kaikki kolme reunaa ovat keskendan homeomor-
fisia ja siis topologisessa mielesséd samoja joukkoja.

Reunan 0X topologian lisiksi voidaan edelleen mééaritelld topologia koko avaruu-
teen X U0X:
Valitaan pisteelle x € X avaruuden X U0X ympéristokannaksi sama ympéristokanta
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kuin avaruudessa X, eli esimerkiksi avoimet x-keskiset r-siteiset pallot
{B(z,r) | r > 0}.
Pisteelle p € 0X valitaan avaruuden X U 0X ympéristokannaksi kokoelma

{U(p,r) | r >0},
missd U’(p, r) mééritellddn yhdisteend

U(p,r)U{z € X |liminf(z - z;), > r jollakin jonolla (z,), jolle p = [(x,)]}.
1—00

Joukkoja U’(p,r) voi ajatella erdénlaisina p-keskeisind avoimina palloina. Talld ta-
valla konstruoitu topologia ei riipu Gromovin tulossa kiytetyn tarkastelupisteen y
valinnasta.

Lause 2.11. Jos X on pallokompakti Gromov-hyperbolinen avaruus, niin joukot 0X
ja X U0X ovat kompakteja.

Todistus. Avaruus 0X on metristyvé, sillé sille voidaan konstruoida metriikka, joka in-
dusoi saman topologian kuin edelld on esitelty (katso [3], s. 432). Koska metristyvyys
on topologinen ominaisuus ja pallokompaktille avaruudelle X eri konstruktioiden reu-
nat ovat keskenéddn homeomorfisia, myos reunat 09.X ja 09X ovat metristyvid. Talloin
kompaktius ja jonokompaktius ovat ekvivalentteja ominaisuuksia kaikissa reunoissa.
Siis riittda osoittaa, ettd X ja X U0X ovat jonokompakteja.

Olkoon = € X ja (x,) C 09X jono. Olkoon (c,) jono puolisuoria pisteestd x pistei-
siin x,,. Jono (¢,) on yhtdjatkuva ja tasaisesti rajoitettu, joten Ascoli-Arzelan lauseen
nojalla jonolla (c,) ja siten myds jonolla (x,) on suppeneva osajono. Siis 99X on
jonokompakti, ja koska kuvaukset i, ja i o i, ovat jatkuvia, myos 99X ja 0X ovat
jonokompakteja.

Olkoon z € X ja (y,) C X UJX jono. Olkoon (¢,), ¢, : [0,d(z,y,)] jono kuvauksia
(janoja tai puolisuoria) pisteiden z ja y, vélilld. Jono (¢,) on yhtdjatkuva ja tasaisesti
rajoitettu. Tall6in Ascoli-Arzelan lauseen nojalla jonolla (¢, ) ja siten my6s jonolla (y;,)
on suppeneva osajono. Siis X U 0X on jonokompakti. O

Koska avaruus X U 0X on kompakti ja sisiltdéd avaruuden X, se on avaruuden
X kompaktisointi. Siis voidaan mielekkaasti merkitd X := X U 0X. Todetaan viela,
ettd kyseinen kompaktisointi on saatu aikaan lisdamalla avaruuteen X melko vihan
pisteita.

Lause 2.12. Jos X on pallokompakti Gromov-hyperbolinen avaruus, niin X on tihed
avaruudessa X U 0X.

Todistus. Avaruuden X U 0X topologian maaritelmésta johtuen X NU # @ kaikilla
avoimilla joukoilla U. Siis X on tihed avaruudessa X U 0X. U
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3. GROMOV-HYPERBOLINEN RYHMA JA SEN REUNA

Tassa luvussa laajennetaan Gromov-hyperbolisuuden ja Gromovin reunan késit-
teet koskemaan myoOs ryhmid samaistamalla dérellisesti viritetyt ryhmét metrisiin
avaruuksiin Cayleyn graafien ja kvasi-isometrioiden avulla. Koska edellisissé kappa-
leissa késitellyt puolisuorat, janat ja kolmiot eivat valttamétta ole mielekkéita kasit-
teitd ryhmaéssé, tutkitaan ryhmén sijaan sen Cayleyn graafia, jossa kyseiset kiisitteet
ovat luontevia. Ryhmén ja sen Cayleyn graafin vilinen kvasi-isometria takaa, etté
monet Cayleyn graafin ominaisuudet ovat voimassa myos sen taustalla olevassa ryh-
méssd. Tamé mahdollistaa algebrallisten objektien, ryhmien, tutkimisen geometrisin
menetelmin.

Tamaén luvun sisaltdé on koottu lukuisista eri ldahteistd. Luvun 3.1 tiedot Cayleyn
graafeista pohjautuvat padosin teokseen [13]. Kvasi-isometrioista kertovan luvun 3.2
péadasialliset 1ldhteet ovat [3], [15] ja [2]. Luvussa 3.3 esitellyt tulokset todistuksineen
seuraavat ldhteiden [3], [1] ja [15] vastaavia tuloksia. Gromov-hyperbolinen ryhméi ja
sen reuna on maédritelty luvuissa 3.4 ja 3.5 kuten valtaosassa tdmén tyon lahteisté,
esimerkiksi [7] ja [4]. Lukujen 3.4 ja 3.5 esimerkkien todistukset on kirjoitettu itse,
mutta ideat juuri nédihin esimerkkeihin ovat lahteestd [6]. Toisaalta samat ryhmét
tuntuvat olevan klassisia esimerkkejé, jotka mainitaan ldhes kaikissa aihetta késitte-
levissa ldhteissd mutta joiden tarkat perustelut johdonmukaisesti sivuutetaan.

3.1. Cayleyn graafi.

Maaritelma 3.1. Ryhmén G osajoukko S C G on ryhmén G wirittdjajoukko, jos
jokainen ryhmén G alkio voidaan ilmaista joukon S alkioiden tulona.
Jos virittdjajoukko S on &irellinen, sanotaan, ettd ryhma G on ddrellisesti viritetty.

Yksinkertaisuuden vuoksi oletetaan jatkossa, ettd jos s € S, niin s7! € .5, eli toisin
sanoen S = S~

Maaritelma 3.2. (Cayleyn graafi)

Adrellisesti viritetyn ryhmén G Cayleyn graafi virittdjijoukon S suhteen (merkitiin
['(G, S)) on graafi, jonka kéirjet ovat ryhmén G alkioita ja sivut mééritelty seuraavasti:
Kérkid ¢ ja ¢ yhdistda sivu, jos ¢’ = sg jollakin virittdjajoukon alkiolla s € S.

Edelld tehdyn oletuksen S = S~! nojalla sivun yhdistimien kiirkien asema on sym-
metrinen ja siten Cayleyn graafin sivut on maéaaritelty hyvin: jos ¢’ = sg jollakin
virittajijoukon alkiolla s € S, niin myds s™! € S ja g = s 1¢'.

Madritelladan seuraavaksi Cayleyn graafiin metriikka. Olkoon I'(G, S) aérellisesti viri-
tetyn ryhmén G Cayleyn graafi virittdjajoukon S suhteen. Asetetaan kunkin Cayleyn
graafin sivun pituudeksi 1, jolloin niistd jokainen on vélin [0, 1] C R kopio. Asetetaan
graafin kirkien ¢ ja ¢’ véliseksi etaisyydeksi lyhimmén niitd yhdistdvin graafin sivuis-
ta koostuvan polun pituus.

Jos ajatellaan kunkin sivun [g, sg] muodostuneen vélistd [0,1] C R isometrisel-
la upotuksella ¢, ¢ : [0,1] — [g,sg] siten, ettd ¢,(0) = g, p,5(1) = sg ja kai-
killa ¢ € [0,1] on d(g,p,s(t)) = t , niin jokaisella sivun pisteellda z €]g,sg[ on
luonnollisesti méérdytyneet yksikésitteiset etdisyydet d(g,z) ja d(z,sg) siten, ettd
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d(g,z)+ d(z,sg) = 1. Néin ollen voidaan méaéritella pisteen = €|g, sg| etaisyys mieli-
valtaisesta Cayleyn graafin kirjestd ¢’ asettamalla

d(z,g") = min{ d(z,g) +d(g,9'), d(x,sg) +d(sg,q') }.

Télloin d(x,¢’) on graafin sivuista ja yhdestd osasivusta koostuvan pisteiden z ja ¢’
valisen lyhimmaén polun pituus.

Edelleen, jos ' on jonkin toisen vélin |¢’, s'¢'[ piste, niin pisteiden z ja 2’ vélinen
etaisyys on

d(z,z') =min{ d(z,9) +d(g,¢") + d(d¢’, "), d(z,g9)+d(g,sq") +d(s'q, ),
d(z,sg) +d(sg,g") +d(g, "), d(z,sg) +d(sg,s'q) +d(s'g',z") }

eli graafin sivuista ja kahdesta osasivusta koostuvan pisteiden x ja 2’ vélisen lyhimmén
polun pituus.

Kaikissa yllaolevissa tapauksissa kahden pisteen véliseksi etédisyydeksi saadaan pis-
teitd yhdistavin lyhimméan polun pituus. Muotoillaan tdméa péaattely maaritelméksi.

Maaritelma 3.3. (Cayleyn graafin metriikka)

Olkoon I'(G, S) aarellisesti viritetyn ryhmén G Cayleyn graafi virittdjajoukon S suh-
teen. Asetetaan kunkin Cayleyn graafin sivun pituudeksi 1. Graafin kahden pisteen
vélinen etdisyys on minimi niitd yhdistdvien graafin sivuista ja sivujen osista koostu-
vien polkujen pituuksista:

d(z,2") = min{ £(y) | v € I'(G, S) on polku pisteiden z ja z’ valilla }
kaikille z, 2" € I'(G, 5).

Huomautus 3.4. Kahden kérjen etéisyys toisistaan Cayleyn graafin metriikalla vastaa
adrellisesti viritetyn ryhmén G sanametriikkaa dg: Jos g ja ¢' ovat ryhmén G alkioita
jag=si-...-s;, seki ¢ = s, ... - niiden (jotkin) esitykset virittdjdjoukon S
alkioiden avulla eli joukon S alkioiden muodostamina sanoina, niin

(S./jl Tt S_/]m)(sll et sin)_l = g/g_l
on sana, joka kuvaa alkion g alkioksi ¢’. Méaritellaan kahden alkion etdisyys téllaisten
sanojen minimipituutena:

ds(g,g") = min{ |y| | v on joukon S alkioiden sana siten, ettd ¢’ = vg},

missd sanan pituus |y| on sanan 7 sisdltdmien joukon S alkioiden lukumééréd (sama
alkio voi esiintyé ja siten tulla lasketuksi useita kertoja). Koska operaatiota s(g) vastaa
Cayleyn graafin sivu [g, sg] kaikilla alkioilla s € S ja g € G, niin jokaista sanaa =,
joka kuvaa alkion ¢ alkioksi ¢, vastaa Cayleyn graafin sivuista koostuva polku, joka
yhdistad kirjen g kiirkeen ¢’. Tamén polun siséltdmien sivujen lukuméérd on sama
kuin sanan v alkioiden lukumaééra, mistéd seuraa metriikoiden yhtenevyys. Samasta
syystd on luontevaa kiyttdd merkintdd v sekd ylla kuvatusta sanasta ettd Cayleyn
graafin I'(G, S) vastaavasta polusta.

3.2. Kvasi-isometria. Seuraavaksi esitelladn kvasi-isometria, joka on tarked tyové-
line ryhmien ja niiden Cayleyn graafien samaistamisessa.
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Maaritelma 3.5. (Kvasi-isometria)
Olkoot (X,dx) ja (Y, dy) metrisid avaruuksia. Kuvaus f : X — Y on (K, ¢€)-kvasi-
1sometrinen upotus, jos on olemassa vakiot K > 1 ja € > 0 siten, etta

1

de(xl,xg) —e <dy(f(x1), f(xq)) < Kdx(x1,19) + €

kaikilla x1,z9 € X.

Jos liséksi on olemassa vakio C' > 0 siten, ettd dy(y, f(X)) < C kaikilla y € Y,
niin kuvaus f on (K, €)-kvasi-isometria. Télloin sanotaan, ettd avaruudet (X, dx) ja
(Y, dy) ovat kvasi-isometriset.

Huomautus 3.6. Ylldoleva mééritelmé on teosten [3] ja [15] mukainen. Kaikissa lah-
teisséd kvasi-isometrian madritelmésséa ei vaadita vakion C' olemassaoloa. Esimerkiksi
teoksessa [13] ylldolevan méadritelmén kvasi-isometrista upotusta f kutsutaan kvasi-
isometriaksi. Tassa tutkielmassa kdytetyn maaritelmén etu on, etta kvasi-isometrisuus
on ekvivalenssirelaatio metristen avaruuksien joukossa. Erityisesti kvasi-isometrisuu-
den symmetrisyys ja transitiivisuus ovat jatkossa hyoddyllisid ominaisuuksia.

Huomautus 3.7. (K ,0)-kvasi-isometrinen upotus on Lipschitz-kuvauksena jatkuva.
Vakio e sallii kvasi-isometrisen upotuksen olevan myos rajoitetusti epajatkuva. Huo-
mataan myos, ettd (1,0)-kvasi-isometrinen upotus on isometrinen upotus.

Lause 3.8. Kvasi-isometrisuus on ekvivalenssirelaatio metristen avaruuksien joukos-
sa.

Todistus. Olkoot (X, dx), (Y,dy) ja (Z,dz) metrisié avaruuksia siten, ettd avaruudet
X jaY ovat (K7, € )-kvasi-isometriset sekd Y ja Z (K3, €2)-kvasi-isometriset.

Identtinen kuvaus id : X — X on (1,0)-kvasi-isometrinen upotus ja voidaan va-
lita C' = 0. Télloin avaruus X on kvasi-isometrinen itsensd kanssa ja siten kvasi-
isometrisuus on refleksiivinen ominaisuus.

Koska f on kvasi-isometrinen upotus ja jokainen piste y € Y sisdltyy kuvajoukon
f(X) Ci-ympéristoon, jokaiselle pisteelle y € Y voidaan valita piste z, € X siten,
ettd dy (y, f(z,)) < C). Mééritelldén kuvaus FiY = X, f(y) = z,. Nyt kaikille
pistepareille y;, 72, € Y on

dx(Flon), Fw) 2 5 (F(Flon)). #(F)) - £
= (). (o)) — 2
> - (dy(yn,m) — 201) - 15
= K%dy(yl,zn) - K%Cl = ;(_11

1
> de(ylayz) —2K,C) — Ky
1



25

ja toisaalta

~ -~ -~

dx (), Fly)) < Kady (f () £(F () + Krex
= KldY(f(x:Ln)v f(xw)) + K16
< Ki(dy (f(zg,), v1) +dy(y1, y2) + dy (ya, f(2y,))) + K161
< Kidy (y1,y2) + 2K:C1 + K.

Siis fon (K1, 2K,C) 4+ Kj€;)-kvasi-isometrinen upotus.

Liséksi kaikilla y € Y on Cy > dy (y, f(zy)) = dy(y, f(f(y))). Talloin kéyttamalla
kuvauksen f kvasi-isometrisuutta saadaan kaikille pisteille x € X arvio

~ -~

dx(x, (V) < dx(x, f(f(x))) < Krdy (f(2), F(F(f(2)))) + Krer < KiCy + Kyer!

Siis fon kvasi-isometria ja siten kvasi-isometrisuus on symmetrinen ominaisuus.
Jos f: X - Y jag:Y — Z ovat oletusten mukaiset kvasi-isometriset upotukset,
niin kuvauksessa g o f : X — Z kaikille pistepareille x1, 25 € X on

1,1

E(de(ﬂil, Tg) — €1) — €2

< Lav(fle), fle) - e

2

<dz(go f(z1),90 f(x2))
< Kody (f(21), f(72)) + €2
S K2<Kldx(x17$2) -+ 61) + €9

ja siten g o f on (KK, Ksey + €9)-kvasi-isometrinen upotus. Koska liséksi jokainen
avaruuden Z piste sijaitsee kuvajoukon ¢g(Y) Co-ympéristossd, kuvaus g on (K, €)-
kvasi-isometrinen upotus ja jokainen avaruuden Y piste sijaitsee kuvajoukon f(X)
C'-ympéristossé, niin jokainen avaruuden Z piste sijaitsee kuvajoukon (g o f)(X)
(Cy + K3Ch + €)-ympéristossa:

dz(z,9(f(X))) < dz(2,9(Y)) +sup{dz(g(y), 9(f(X))) | y € Y}
< Cy+ Kysup{dy (y, f(X)) | yeY}+e
S 01 + KQOl + €9.

Siis avaruudet X ja Z ovat kvasi-isometriset ja siten kvasi-isometrisuus on transitii-
vinen ominaisuus.
Siis kvasi-isometrisuus on ekvivalenssirelaatio metristen avaruuksien joukossa. [

Lause 3.9. Olkoon G darellisesti viritetty ryhmd ja S sen virittdjajoukko. Talldin ryh-
mda G sanametriikalla dg varustettuna on kvasi-isometrinen Cayleyn graafin I'(G,S)
kanssa.

Todistus. Koska Cayleyn graafin I'(G,S) metriikka vastaa yksi yhteen ryhmén G
sanametriikkaa dg (katso Huomautus 3.4) ja Cayleyn graafin kirjet ovat ryhmén G
alkioita, niin kuvaus id : (G,ds) — I'(G,S), id(g) = ¢ on (1,0)-kvasi-isometrinen
upotus. Liséksi jokainen piste z € I'(G, S) sisiltyy jonkin kérjen 1/2-ympéristéon ja
siten myos kuvajoukon id(G) 1/2-ympéristéon. Siis id on kvasi-isometria ja ryhmé G
on kvasi-isometrinen Cayleyn graafin I'(G, S) kanssa. O
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Lause 3.10. Olkoon G darellisesti viritetty ryhmd ja A ja B sen kaksi virittajijouk-
koa. Talloin Cayleyn graafit T'(G, A) ja I'(G, B) ovat kvasi-isometriset.

Todistus. Koska Lauseen 3.8 mukaan kvasi-isometrisuus on ekvivalenssirelaatio ja
Lauseen 3.9 perusteella (G, d4) on kvasi-isometrinen Cayleyn graafin I'(G, A) kanssa
ja (G, dp) on kvasi-isometrinen Cayleyn graafin I'(G, B) kanssa, riittdd osoittaa, ettd
avaruus (G, d,) on kvasi-isometrinen avaruuden (G, dg) kanssa.

Jokainen virittdjajoukon A alkio a; voidaan ilmaista virittdjajoukon B sanana,
ja jokainen virittdjdjoukon B alkio b; voidaan ilmaista virittdjajoukon A sanana.
Merkitaan tallaisten sanojen maksimipituutta

M = max{|a;|p, |bjla | a;i € Ajab; € B}.
Luku M on olemassa ja darellinen, silld joukot A ja B ovat dérellisié virittajajoukkoja.
Olkoot nyt alkiot x,y € G mité tahansa. Jos da(x,y) = k, niin
y 'z =a)"-...-a), d€ Akaikilla j
=1y e bily) e by bk'Mk), b;-l € B kaikilla j, .

J/

k kpl tuloja, M; < M kaikilla j

Siten dp(x,y) < Mk = Mda(z,y). Vastaavasti saadaan da(z,y) < Mk = Mdg(z,y),
jolloin tzda(z,y) < dp(z,y) < Mda(z,y). Siis kuvaus id : (G,ds) — (G,dg) on
(M ,0)-kvasi-isometrinen upotus. Koska kyseessd on myos surjektio, kvasi-isometrian
mééritelmén luvuksi C' voidaan valita 0. Siis avaruudet (G, d4) ja (G, dg) ovat kvasi-
isometriset. U

3.3. Kvasi-isometria siilyttda Gromov-hyperbolisuuden. Seuraavaksi halutaan
osoittaa, ettd Gromov-hyperbolisuus on kvasi-isometriainvariantti ominaisuus, toisin
sanoen kaksi keskendén kvasi-isometristd avaruutta ovat joko molemmat Gromov-
hyperbolisia tai kumpikaan ei ole. Tata varten todistetaan ensin kaksi aputulosta,
joiden mukaan kvasi-isometrisesti kuvattujen janojen kuvajoukot, jotka eivit yleisesti
ottaen ole geodeettisia janoja, pysyvéat lahelld vastaavia janoja.

Geodeettiset janat, puolisuorat ja suorat médriteltiin avaruuksien R ja (X, d) véli-
sen isometrisen upotuksen avulla. Jos méaaritelméassa kaytetadn isometrisen upotuk-
sen sijaan kvasi-isometrista upotusta, saadaan paljon laajempi joukko avaruuden X
polkuja ja kiyria.

Maaritelma 3.11. Olkoon (X, d) metrinen avaruus, K > 1, ¢ > 0 ja I C R vili
(K, €)-kvasi-isometrinen upotus ¢ : I — X, jolle

1
Zft =] = e < d(e(t), e(t)) < Kt —#|+e

kaikilla ¢,#" € I, on

e fkvasigeodeettinen jana eli kvasijana, jos I = [0, ] on kompakti vili.

e fkvasigeodeettinen puolisuora eli kvasipuolisuora, jos I = [0, 00).

e kvasigeodeettinen suora eli kvasisuora, jos I = R.
Tilanteesta riippuen kvasigeodeettiseksi janaksi, puolisuoraksi tai suoraksi voidaan
kutsua kuvauksen c lisdksi my6s sen kuvajoukkoa c¢(I) C X. Jollei sekaannuksen
vaaraa ole, voidaan my6s kuvajoukkoa merkité ¢ := ¢(1).
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Tassa tutkielmassa kiytetadn lahinna kvasigeodeettisia janoja ja puolisuoria. Osoi-
tetaan seuraavaksi joitakin niiden kasittelya helpottavia ominaisuuksia.

Lemma 3.12. Olkoon X geodeettinen avaruus. Kaikille (K, €)-kvasigeodeettisille ja-
noille ¢ : [a,b] — X on olemassa jatkuva (K, € )-kvasigeodeettinen jana ¢ : [a,b] — X,
joka toteuttaa seuraavat ehdot:

(1) c'(a) = c(a) ja '(b) = c(b)

(2) € =2(K +¢)

(3) g( H t’]> < ]fld( ( ) (t/)) + kz kaikilla t,t/ S [CL, b],

missi k1 = K(K +¢€) ja ko = (K¢ + 1)(K +¢)
(4) Kuvat c([a, b)) ja c'([a, b)) sisdltyvit toistensa suljettuihin 2( K +€)-ympdristdihin.

Todistus. Mééritellddn ¢'(z) = c(x) kaikilla € {a,b} U (ZN]a,b]) =: A. Talloin
ehto (1) on voimassa. Valitaan sitten néitd pisteitd yhdistavit geodeettiset janat ja
parametrisoidaan ¢’(x) kulkemaan néiden janojen muodostamaa polkua pitkin. Koska
con (K, €)-kvasigeodeettinen jana ja joukon A pisteet valittu edelld kuvatulla tavalla,
kunkin dsken valitun geodeettisen janan pituus on korkeintaan (K +¢). Kukin joukon
¢([a, b])Uc ([a, b]) piste sijaitsee kuvajoukon ¢(A) (K +e€)-ympéristossa: joukon ¢ ([a, b])
tapauksessa #skeisen pituusarvion nojalla, ja joukon ¢([a, b]) tapauksessa, koska vélin
[a, b] pisteelle z, sitd lahimmélle joukon A pisteelle a, ja seuraavaksi ldhimmaélle joukon
A pisteelle a,* on

d(c(2), ¢(az)) < %[d(c(z) c(az)) +d(c(2), c(a=+))]
§%(K|z—az|+e+K|z—a3*|—|—e)
<K +e

Télloin ¢([a, b]) ja ¢([a, b]) sijaitsevat toistensa 2(K + €)-ympéristoissd ja ehto (4) on
voimassa.
Olkoon edelleen a, pistettd z € [a,b] lahin joukon A piste. Koska c(a,) = ¢(a,)
kaikilla z € [a, b] ja ¢ on (K, €)-kvasi-isometria, on
d(d(t),d () < d(d(a),d (ap)) + K + €
< Klay—ay|+e+ K+e
<K(t—=t]4+1)+ K+ 2
=Kt —t'|+2(K +e¢)

ja toisaalta

b= #] = 2K 4 €) < (1t~ ] = 1)~ (K +2¢)

K

L,
Sgyat_at‘_g("i‘%)
< d(c(ar), ' (av)) — (K +€)
< d(d(t), ()

ja siten ¢ on (K €')-kvasigeodeettinen jana kohdan (2) mukaisesti.
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Kaikille kokonaisluvuille n,m € [a,b] NZ on

UCpm)) = 2_: d(c(i),c(i+1)) < (K + €)|m — n|

ja vastaavasti £(c|, 1) < (K+e€)(n—a+1) jal(c, ;) < (K+e€)(b—m+1). Kéyttamalld
tietoa, etta kaikilla ¢,¢" € [a,b] on

Uclpey) < (K +€)(|ay — ap| +2)

ja
1 1
§(\at —ay|—1)—€ < ?|t —t'| =€ <d(d(t),d(t))
ja suoralla laskulla saadaan voimaan ehto (3). O

Kvasi-isometrisesti geodeettisesté avaruudesta toiseen kuvatut janat ovat kvasigeo-
deettisia janoja. Edelld olevan Lemman 3.12 mukaan kvasigeodeettiset janat voidaan
korvata niitd tietyssd mielessé ldhelld olevilla jatkuvilla kvasigeodeettisilla janoilla.
Nain ollen edellé olevaa Lemmaa 3.12 voidaan hyodyntaé seuraavan varsinaisen apu-
tuloksen todistuksessa.

Lemma 3.13. Olkoon X Gromouv-hyperbolinen metrinen avaruus, v,y € X, a (K, ¢€)-
kvasigeodeettinen jana pisteiden x ja y vdlilld ja v geodeettinen jana pisteiden x ja
y wvdlilld. Tdlloin on olemassa (globaalit) vakiot Lk . ja Mg, siten, etti vy sisdltyy
kvasijanan o Lk .-ympdristoon Up(«), ja o sisdltyy janan v Mg -ympéristoon Uy (y).

Todistus. Korvataan « jatkuvalla (K, ¢')-kvasijanalla o kuten Lemmassa 3.12. Ol-
koon D = sup{d(p,a’) | p € v} ja po € 7y se piste, jossa tuo etéisyys saavutetaan. Nyt
B(po, D)Na/ = @. Olkoon 2’ € [z, py| siten, ettd d(z’, pg) = 2D, tai jos d(z,py) < 2D,
niin valitaan =’ = z. Valitaan piste y' € [y, po] vastaavasti. Talloin luvun D méaa-
ritelmén nojalla on olemassa pisteet a, € o ja ay € o, joille d(ay,2’) < D
ja d(ay,y’) < D. Liséksi ([2,a,] U [V, ay]) N B(py, D) = @. Olkoon vield pisteet
" € [z, po] ja y” € [po,yl, joille d(po, ") = D = d(po,y").
Tarkastellaan pisteiden z” ja y” vélistd polkua

p= "2 TU ax] U (), 0 1) Ulay, v TULY, Y]

Koska d(ay, a,) < d(ay,2") + d(2', po) + d(po,y') + d(y', a,y) < 6D, niin kvasijanalle
o on {(ay < 6KD + €. Télloin £(p) < 4D +6KD + € ja pn B(py, D) = @.

Soveltamalla divergenssifunktion e maédritelméaéd polkuun p, vakioon D = R + r ja
janan ~ kahteen puolikkaaseen saadaan

l(p) > er) =e(D = R) = e(D - %d(%po,ﬂ(R)mm,y}(R)) ) =e(D—=—=).

Siis erityisesti on voimassa

G/I/,ayl])

e(D — @) <l(p) < (44 6K)D +¢€.

Mutta koska X on hyperbolinen, Lauseen 1.12 todistuksen nojalla e on eksponenti-
aalinen ja siten sité ei voida rajoittaa ylhaalta lineaarisella funktiolla. Siis D taytyy
olla ylhadlta rajoitettu, kuten my6s Lk . Nyt siis o' C UL (7).
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Etsitdaéan seuraavaksi sopiva M . Jos v C Ur(c'), voidaan valita Mk o = L . Ole-
tetaan v ¢ Up(a/). Olkoon piste a € o siten, ettd d(a,y) > Lk . Kuvauksen o' jat-
kuvuuden nojalla on olemassa piste ¢ € v ja pisteet ay, ay € o, joille d(q,a1) < L e
ja d(q,a2) < Lk ja joiden vilissé piste a sijaitsee. Nyt d(ay,as2) < 2Lk ja siten
K(Oé‘/[ ) < QKLK’E/ + €. Siis

a1,az]

/
d(a,) < %(QKLK,E/ +€)+ Lge=(K+1)Lge + %
ja voidaan valita My = (K + 1)L, + § siten, ettd v C Up(a).

Koska Lemman 3.12 nojalla alkuperidinen kvasijana « ja todistuksessa kiytetty
vastaava jatkuva kvasijana o siséltyviit toistensa 2(K + €)-ympéristoihin, niin nyt «
siséltyy janan v (Mg + 2(K + €))-ympéristoon ja vastaavasti vy siséltyy kvasijanan
a (Lo + 2(K + €))-ympéristoon. Siis voidaan valita My, = Mg + 2(K + €) ja
LK,e = LK7€/ + 2(K + 6). L]

Huomautus 3.14. Lemman 3.13 tulosta tullaan jatkossa kiyttdmé&én niin, ettd on
olemassa globaali vakio D := max{Lg., Mg} siten, ettd samojen padtepisteiden
valiset jana v ja kvasijana « sisaltyvat kumpikin toistensa suljettuun D-ympéaristoon.

Lemmoista 3.12 ja 3.13 seuraa, ettd kiinnitetyilld K > 1 ja € > 0 kaikki (K €)-
kvasijanat ovat globaalisti rajoitetun etéisyyden paéssa vastaavista janoista.

Lause 3.15. Olkoot (X,dx) ja (Y,dy) geodeettisia metrisii avaruuksia, jotka ovat
keskenddn kvasi-isometriset. Tdlloim X on Gromov-hyperbolinen, jos ja vain jos Y
on Gromov-hyperbolinen.

Todistus. Oletetaan, ettd avaruus Y on Gromov-hyperbolinen. Olkoon A(z,y, z) geo-
deettinen kolmio avaruudessa X ja olkoon w € A(x,y,z) piste. Voidaan olettaa,
ettd w € [z,y|. Merkitddn avaruuksien (X,dx) ja (Y,dy) vilisid kvasi-isometrioita
f:X—>Yijaf:Y — X. Tallsin A(f(x), f(y), f(2)) on geodeettinen kolmio avaruu-
dessa Y. Koska janat ovat lahelld vastaavia kvasijanoja, on olemassa s € [f(x), f(y)]
siten, ettd dy (f(w),s) < D jollakin (globaalilla) vakiolla D > 0. Liséksi, koska
Y on Gromov-hyperbolinen, on olemassa piste v € [f(x), f(2)] U [f(y), f(2)], jolle
dy(s,v) < 6. Voidaan olettaa, ettd v € [f(z), f(2)]. Edelleen, kvasijanojen ollessa
lahelld vastaavia janoja on olemassa piste u € [, z], jolle d(f(u),v) < D. Nyt

dx(w,u) <K (dy(f(w), f(u)) +€)
<K(dy(f(w),s)+dy(s,v) +dy(v, f(u)) + ¢
<K((2D+ 0 +e).

Siis A(x,y,z) on K(2D + § + €)-ohut ja Mé&éritelmén 1.1 mukaan avaruus X on
Gromov-hyperbolinen. Koska kvasi-isometrisuus on symmetrinen ominaisuus, ava-
ruuksien X ja Y roolit viitteessad ovat symmetriset. Vaihtamalla ndma roolit saadaan
vaitteen toinen suunta. U

Lauseista 3.9, 3.10 ja 3.15 seuraa, ettd hyperbolisuustarkastelujen kannalta ryhmén
virittdjajoukon valinnalla ei ole merkitystd. Samojen lauseiden perusteella seuraava
ryhmén hyperbolisuuden méaaritelma on mielekas.
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3.4. Gromov-hyperbolinen ryhma.

Miiritelmi 3.16. Adrellisesti viritetty ryhmé G on Gromov-hyperbolinen, jos sen
Cayleyn graafi I'(G, S) on Gromov-hyperbolinen jollakin virittdjajoukolla S.

Osoitetaan seuraavissa esimerkeissé, etta dérelliset ja sykliset ryhmét ovat Gromov-
hyperbolisia mutta Z x Z ei ole Gromov-hyperbolinen. Monimutkaisempia esimerkkejé
Gromov-hyperbolisista ryhmisté esitelldén seuraavassa luvussa.

Esimerkki 3.17. Aérelliset ryhmét ovat Gromov-hyperbolisia.

Olkoon G é&arellinen ryhma. Télloin se on aérellisesti viritetty ryhma, silla virittajé-
joukoksi voidaan valita koko G. Jos A C I'(G, G) on miké tahansa kolmio ryhmén G
Cayleyn graafissa, niin merkitdan

M :=max{d(x,y) | z,y € G}.

Talloin jokainen kolmion A sivu siséltyy toisten kahden sivun yhdisteen suljettuun
M-ympéristoon ja siten I'(G,.S) on Gromov-hyperbolinen Maéritelmén 1.1 nojalla.
Talloin myos ryhméa G on Gromov-hyperbolinen.

Esimerkki 3.18. Sykliset ryhmét ovat Gromov-hyperbolisia.

Esimerkin 3.17 nojalla darelliset sykliset ryhmét ovat Gromov-hyperbolisia. Olkoon
nyt G aareton syklinen ryhmé. Koska GG on syklinen, on olemassa alkio a € G siten,
etté kaikki alkiot ¢ € G voidaan kirjoittaa muodossa g = a* jollakin k € Z. Koska G
on liséksi dédreton, a? # a? kaikilla p, q € 7Z, joilla p # ¢. Télléin ryhmén G Cayleyn
graafiin I'(G, {a,a™'}) piirretyn kolmion A = A(z,y, z) jokainen sivu siséltyy toisten
kahden sivun yhdisteeseen:

Jos néin ei olisi, voidaan olettaa, ettéd [z,y] € ([z,z] U [z,y]). Siis on olemassa piste
p € [z,y] siten, ettd p & [x,z] ja p & [y, z]. Jaetaan tarkastelu kahteen osaan sen
mukaan, onko piste p Cayleyn graafin kérki vai jokin kdrkien vélisen sivun piste.

(1) Jos p on kiirki, niin antiteesin nojalla p # x ja p # y. Merkitdin p = a*»
jollakin

ky < kp < ky.

Koska p & [z, 2], vasemmanpuoleisesta epéyhtélostd saadaan k, < k, < k,
tai k, < k, < k,. Koska p ¢ [y, 2], oikeanpuoleisesta epéyhtélostd saadaan
k, <k, <k, tai k, < k, < k,. Erityisesti saadaan k, < k, ja k, < k., mikd
on ristiriita.

(2) Jos p ei ole kirki, niin merkitdin pistettd p lihimpéni olevia kiirkid o® ja
a**1! jollakin k € Z. Nyt molemmat kirjet a* ja a*™! kuuluvat polkuun [z, y],
silli polussa [z,y] on vihintidin kaksi kiirked, p € [z,y] ja a* ja af*! ovat
pisteen p lihimmit kiirjet. Kuitenkin ainakin toinen kirjistd a* ja a**! ei
kuulu joukkoon [z, z]U[y, 2], silld muutoin my6s niiden vélinen 1-jana kuuluisi.
Téamé& on todistuksen kohdan (1) mukaan ristiriita.

Kohtien (1) ja (2) nojalla véitetynlaista pistetta p ei voi olla olemassa. Siis kukin kol-
mion A sivu sisiltyy toisten kahden sivun yhdisteeseen. Niin ollen T'(G, {a,a™'})
on Gromov-hyperbolinen Maéaritelman 1.1 nojalla ja siten ryhmé& G on Gromov-
hyperbolinen.



31

Esimerkki 3.19. Ryhma Z x Z ei ole Gromov-hyperbolinen.

Identtinen kuvaus id : Z?> — R? on (1,0)-kvasi-isometrinen upotus ja jokainen ava-
ruuden R? piste on korkeintaan puolikkaan etiisyydelld jostakin kuvajoukon id(Z?)
pisteesti. Siis Z? ja R? ovat kvasi-isometriset. Koska Esimerkin 1.10 perusteella R?
ei ole Gromov-hyperbolinen, niin Lauseen 3.15 nojalla myoskiin Z? ei ole Gromov-
hyperbolinen.

3.5. Gromov-hyperbolisen ryhmén reuna. Kuten edelld, kiytetdan Gromov-
hyperbolisen ryhmén reunan méaérittelyssid hyvéiksi ryhmén ja sen Cayleyn graafin
kvasi-isometrisuutta.

Miiritelmi 3.20. Adrellisesti viritetyn Gromov-hyperbolisen ryhmén G reuna 0G
on sen Cayleyn graafin reuna 0I'(G, S).

Ryhmén reuna on hyvin méaritelty seuraavan tuloksen ansiosta:

Lause 3.21. Jos (X, d) ja (Y,d') ovat kvasi-isometrisia metrisii avaruuksia, niin 0X
ja OY ovat homeomorfisia.

Tamén tuloksen todistamiseksi tarvitaan kaksi aputulosta ja aiemmin maéaritellyn
puolisuorien ekvivalenttiuden yleistys kvasipuolisuorien ekvivalenttiudeksi.

Lemma 3.22. Olkoon X Gromouv-hyperbolinen metrinen avaruus ja v, : [0,00) — X
ja y2 1 [0,00) — X sen geodeettisia puolisuoria. TallGin v, ~ 7o, jos ja vain jos
puolisuorat 1 ja vo sisdltyvat toistensa D-ympdristoihin jollakin 0 < D < oo.

Todistus. Oletetaan, ettd puolisuorat ~; ja 7, sisdltyvit toistensa D-ympéristoihin
jollakin 0 < D < oo. Olkoon t > 0. Talléin on olemassa C' € [—t,00) siten, ettd
A1 (1), 2a(t + C)) < D.

Kolmioepayhtélon nojalla

t+C =d(72(0),72(t + C))
< d(72(0),71(0)) + d(31(0), 11 (£)) + d(71(t), %2 (t + C))
< t+ D+ d(12(0),71(0)),

eli ¢' < D + d(y2(0),71(0)).
Talloin kolmioepéyhtéalostd saadaan edelleen

d(m(t),72(1)) < d( (1), 72t + C)) + d(12(t + C), (1))
<D+C

< 2D + d(v1(0),72(0)),

ja siten 7y ~ 7ys.
Viitteen toinen suunta on selva relaation ~ méaaritelméan nojalla. ([l

Maaritelma 3.23. Olkoon X Gromov-hyperbolinen metrinen avaruus. Kvasigeo-
deettiset puolisuorat ¢; : [0,00) — X ja ¢z : [0,00) — X ovat ekvivalentit, merkitdén
€1 ~ Cg, jos ne sisaltyvit toistensa D-ympéristoihin jollakin 0 < D < oo.

Lemma 3.24. Olkoon X d-hyperbolinen geodeettinen avaruus ja v1,7v2 : [0, 7] — X
janoja, joilla v1(0) = v2(0). Jos d(y1(to),v2) < C joillakin C > 0 ja ty € [0,T], niin
d(v1(t),v2(t)) < 2§ kaikillat <ty —C — 9.
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Todistus. Olkoon ¢ jana, joka yhdistéé pisteen 7 (to) sitd lahimpéné olevaan janan 7,
pisteeseen 75 (t1). Kédnteisen kolmioepayhtélon nojalla

to — t1| = |d(71(t0),71(0)) = d(71(0), 72(t1))] < d(71(to), 12(t1)) < C.

Olkoon nyt ¢t < to—C —¢. Talloin piste v, (¢) ei sisélly janan ¢ d-ympérist6én. Kolmion
A(711(0),71(t0),72(t1)) d-ohuuden nojalla téytyy olla

d(71(t), 72(t")) < 6 jollakin ¢'.
Nyt joko
t+ [t =] =d(ya(t + [t = ']),72(0)) < d(72(t'),7(t)) + d(0(t),72(0)) < t +56,
jos t' > t, tai jos t' < t, niin
t=d(n(t),(0)) < d(n(t), (") + (1(t),12(0)) <5+ 1"
Kummassakin tapauksessa saadaan
It — | <.
Talloin
A (£), 72() < d(n (), 32 (t)) + d(32(¥), 72(2))

= d(71(t),72(t) + [t = ']
2.

IN

O

Lauseen 3.21 todistuksessa kaytetddn jatkuvuuden osoittamiseen aiemmin méaari-
teltyjen topologioiden sijaan seuraavaa topologiaa (katso (3], 5.429).

Maaritelma 3.25. Olkoon (X, d) geodeettinen §-hyperbolinen avaruus ja z € X.
Kiinnitetddn k& > 20. Olkoon p € 0X ja 79 C X puolisuora, jolle v(0) = = ja
p = [0]. Mééritelldén joukko

Va(p) = {[v] | 7(0) = z ja d(v(n),v(n)) < k}.

Télloin kokoelma {V,,(p)}nen on pisteen p numeroituva ympéristokanta.
Nyt voidaan todistaa itse Lause 3.21.

Todistus. Olkoon f: X — Y (K, €)-kvasi-isometria. Madritelladn kuvaus

F:0X = 0Y, f(]) =[f o]

kaikilla [y] € 0X. Kuvaus f on hyvin médritelty, silli f( [v]) = [f o] on avaruuden
Y jonkin puolisuoran ekvivalenssiluokka ja siten reunan 9Y piste:
Jos ¢; = [foy(0), foy(i)], i € N, ovat geodeettisia janoja, niin jono (¢;) on yhtdjatkuva
ja tasaisesti rajoitettu. Talloin Ascoli-Arzelan lauseen nojalla jonolla (¢;) on osajono
(ci,), joka suppenee tasaisesti kompakteissa joukoissa. Siis rajakuvaus c on jatkuva ja
selvésti avaruuden Y puolisuora.

Liséksi (f o) ~ ¢, silld Lemman 3.13 nojalla f o vy ja ¢; siséltyvit toisten-
sa D-ymparistoihin kaikilla ¢ € N, ja siten my6s f o v ja ¢ sisdltyvit toistensa D-
ympaéristoihin.
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Kuvaus fon injektio, silla jos f( [v]) = f( [n]) joillakin avaruuden X puolisuorilla ~
jan, niin f oy ~ fon. Siis kaikilla t > 0 on ¢’ > 0 ja t” > 0 siten, ettd

D> d(f or(), f o n(t)) > 2od(r(t),n(t)) — ¢
ja
D > d(f 07(t"), f o n(t)) = d(x(t"),n(t)) — e.
Talloin
A1) n(¥)) < K(D +¢)
ja

d(y(t"),n(t)) < K(D +¢)

kaikilla t > 0. Koska v ja 7 siséltyvit toistensa K (D + €)-ympéristoihin, Lemman
3.22 mukaan v ~ 7 ja siten [y] = [n].

Lauseen 3.8 todistuksessa todettiin, ettd jos f : X — Y on (K, €)-kvasi-isometrinen
upotus ja on olemassa luku C' > 0 siten, ettd kaikilla y € Y on dy (y, f(X)) < C, niin
on olemassa kuvaus g : Y — X joka on (K,2KC + Ke¢)-kvasi-isometrinen upotus
siten, ettd kaikilla z € X on dx(z,9(Y)) < KC + Ke. Talloin on voimassa arviot
dx(xz,g0 f(x)) < KC + Ke kaikilla z € X ja dy(y, f o g(y)) < C kaikilla y € Y.
Siis kaikilla puolisuorilla v C X (kvasi)puolisuorat v ja g o f(y) siséltyvét toistensa
(KC+ Ke)-ymparistoihin. Vastaavasti kaikilla puolisuorilla n C Y (kvasi)puolisuorat
nja fog(n) siséltyvit toistensa C-ympéristéihin. Talloin vy ~ go f(v) eli [y] = [gof (V)]
jan ~ fog(n) eli[n = [fog(n) Taldin kuvaus g : Y — 0X on kuvauksen 13
kddnteiskuvaus, ja siten kuvaus fon surjektio.

Olkoon [y] € 0X, k > 2§ jan' € N. Jos [m1] € Vi([y]) jollakin n € N, niin
d(70(n),71(n)) < k. Olkoot no, m C Y puolisuorat, joille [forye] = [no] ja [fon] = [m].
Valitaan tg > n’ + 2D 4+ Kk + € + §. Voidaan valita riittdvin suuri n siten, ettd
d(m(to),no) < 2D+ Kk+e. Talloin Lemman 3.24 mukaan d(n,(¢), no(t)) < 26 kaikilla
t <ty—2D— Kk—e—4§. Luvun ty valinnan takia erityisesti n’ < tc—2D — Kk—¢e—9,
jasiten d(ni(n'),mo(n')) < 26 < k. Siis [f o] = [m] € Viw([mo]) = Vi ([f © %)) ja

siten kuvaus f on jatkuva. Kuvauksen (f)~! = g jatkuvuus osoitetaan samoin.
Siis reunat 0X ja 0Y ovat keskendén homeomorfiset. O

Huomautus 3.26. Sen liséksi, ettd Gromov-hyperbolisen ryhmén reuna on hyvin méaé-
ritelty, edella olevasta tuloksesta seuraa, ettd keskenéddn kvasi-isometrisilla ryhmilla
on topologisessa mielessda sama reuna. Koska myos tuloksen kddnteinen suunta on
totta, Gromov-hyperboliset ryhméat voidaan lajitella reunojensa perusteella kvasi-
isometrialuokkiin.

Osoitetaan seuraavissa esimerkeissé, etta dérellisen ryhmén reuna on tyhjéa joukko
ja addrettomén syklisen ryhmén reuna on kaksi pistettd. Monimutkaisempia esimerk-
kejd Gromov-hyperbolisten ryhmien reunoista esitellddn seuraavassa luvussa.

Esimerkki 3.27. Jos G on &érellinen ryhmé, niin 0G = @.
Esimerkissa 3.17 osoitettiin, ettd darelliset ryhmét ovat Gromov-hyperbolisia. Maa-
ritetddn nyt ryhmén G reuna. Jos (x,)neny C G on mikéd tahansa ryhmén G jono ja
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M = max{d(z,y) | z,y € G}, niin pisteiden x;, z; ja 1 Gromovin tulolle on

1
liminf(x; - ;); =lim 1nf(2(d(:vi, 1) +d(z;,1) — d(z;, x5)))

J—)OO Z]—)OO

<hm1nf(;(2M —-0) =M <

2,]—00

kaikilla z;, x; € G. Siis ryhmasséd G ei ole darettomyyteen konvergoivaa jonoa, ja siten
0G = { [(zn)] | (xn)nen C G konvergoi kohti déretonta } = @

Esimerkki 3.28. Jos G on #éretoén syklinen ryhmé, niin 0G = {—o00, 0o}.
Esimerkissa 3.18 osoitettiin, ettd sykliset ryhmét ovat Gromov-hyperbolisia. M&aéari-
tetddn nyt ryhmén G reuna. Olkoon ryhmé G alkion a virittdméa déreton syklinen
ryhmaé ja

(mn)nEN; Ty = a"
ja

(Yn)nen, Yn =a™ "
sen jonoja. Télloin (z,,) ja (y,) suppenevat ddrettomyyteen, silla
liminf (v, - z;); = liminf(d(a’, 1) + d(a’, 1) — d(a’,a’)) = liminf(i + j + |i — j|) = oo
1,j—00 1,j—00 1,j—00
ja vastaavasti
lim inf(y;-y;): = lim inf(d(a™, 1)+d(a™,1)=d(a™",a™)) = liminf(i+j—|i—j|) =
Z,]*)OO ’L,]‘)OO Z,]*)OO
Jonot (z,,) ja (y,) eivit ole ekvivalentit, silla

hmlnf(acl Yih = hmmf(z +ji—1i—j|) =0,
j—00

7.]*>

joten ne maarittavat kaksi eri pistettd reunalla OG. Osoitetaan, ettei muita reunan
pisteitid ole. Jos olisi, olisi myds déirettémyyteen suppeneva jono (2, )nen, zn = a*.
Talloin
hmmf(zz Zi)h = hmlnf( (|kil + kj] — ki — Kj])) = oo.
1,j—00 J—00

Jos kj < 0 < k; tai k; < 0 < kj, niin |kz| + |kj| — |ki — k;| = 0 kaikilla ¢ ja j, joten
jostakin indeksistd N € N alkaen taytyy olla k,, > 0 kaikilla n > N tai k,, < 0 kaikilla
n > N. Mutta talléin (z,) ~ (z,) tai (z,) ~ (yn). Siis 0G = {—o00, 00}.
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4. ESIMERKKEJA GROMOV-HYPERBOLISISTA RYHMISTA JA NIIDEN REUNOISTA

Tassa luvussa kasitellddn esimerkinomaisesti joitakin monimutkaisempia Gromov-
hyperbolisia ryhmié ja niiden erilaisia reunoja. Esille tulevat epdkommutatiivinen va-
paa ryhmé, jonka reuna on homeomorfinen Cantorin joukon kanssa, Fuchsin ryhmét,
joiden reuna on ympyra tai sen osa sekd Kleinin ryhmaét, joiden reunoina voi esiintya
mielenkiintoisia fraktaalimaisia kuvioita.

Vapaan ryhmén reunan ja Cantorin joukon homeomorfisuus konstruoidaan tarkas-
ti. Kleinin ja Fuchsin ryhmié késitelladn vapaamuotoisemmin. Ne maéritellaan tar-
kasti ja osoitetaan tietylla lisdehdolla hyperbolisiksi, mutta niiden reunoja késitellaan
pikemminkin ominaisuuksia esitellen ja tarkat todistukset sivuutetaan.

Vapaa ryhmé on jélleen yksi klassinen esimerkki, joka mainitaan ldhes kaikissa
hyperbolisia ryhmié ja niiden reunoja kasittelevissa lahteissa mutta jonka tarkka ka-
sittely sivuutetaan. Kleinin ja Fuchsin ryhmisté kertovan luvun 4.2 tiedot perustuvat
pédasiassa ldhteisiin [11] ja [8]. Lisdksi on hyddynnetty teosten [9], [7], [15], [4] ja [12]
tuloksia.

4.1. Vapaa ryhma. Tésséa alaluvussa kisitellddan epakommutatiivista vapaata ryh-
mééd Fy = (a,b|—). Tamé tarkoittaa, ettd F, on kahden alkion ja niiden kddnteisal-
kioiden virittdma ryhmad, jonka alkioiden valilla ei ole muita relaatioita kuin alkion
ja sen kaanteisalkion viliset relaatiot. Toisin sanoen g;go = 1 joillakin g1, go € F5, jos
ja vain jos go = g; . Talldin jokaisella alkiolla € F, on viritt#jialkioiden a, ™!, b
ja b~! avulla kirjoitettava yksikisitteinen esitys, joka ei sisillli triviaaleja osia (aa™1),
(ata), (bb71) ja (b71D).
Osoitetaan ensin, ettd F» on Gromov-hyperbolinen ryhma.

Esimerkki 4.1. Epdkommutatiiviset vapaat ryhmét ovat Gromov-hyperbolisia.

e
5 J
sfepsped
a2l %} j? L%f'
- *J[ o W
R
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Kuva 3. Vapaan ryhmén F» Cayleyn graafi I'(Fy, {a, b})

Olkoon F» = (a, b|—) epdkommutatiivinen vapaa ryhmé ja v, w € I'(F, {a, b}) kaksi
sen Cayleyn graafin kirked. Niiden vililld on polku vw™!, silli v = (vw™')w. Jos
samojen kérkien valilla olisi toinen polku wu, olisi v = ww. Mutta koska alkion v



36

esitys on yksikésitteinen, tiytyy olla u = vw ™!, kun poistetaan mahdolliset triviaalit
osat (aa™1), (a™'a), (bb') ja (b~'b) kummastakin. T&ll6in ryhmén F Cayleyn graafi
['(F,{a,b}) on puu.

Olkoon A(x,y,z) C I'(F,{a,b}) kolmio ja ¢, € I'(F,{a,b}) se kérki, jossa sivut
ly, 2] ja [y,x] erkanevat toisistaan (jos téllaista kérked ei ole, valitaan ¢, = z tai
¢y = x). Télloin [z, ¢, U [qy, x| on polku pisteiden x ja z vélilla. Koska I'(F, {a, b}) on
puu, [z, 2| = ([, ¢,]U[gy, x]) C ([2,y]U[y, x]), eli sivu [z, z] siséltyy kolmion A(z,y, 2)
toisten kahden sivun yhdisteeseen. Toistamalla vastaava péaéttely sivuille [z, y] ja [y, 2]
néhdéén, ettd kolmio A(z,y, z) on 0-ohut. Siis avaruus I'(F, {a, b}) ja ryhmé F ovat
Gromov-hyperbolisia Méaritelmén 1.1 mukaisesti.

Seuraavaksi halutaan osoittaa, ettd vapaan ryhmén reuna 0F, on homeomorfinen
Cantorin joukon kanssa. Konstruoidaan ensin reunan 0F; ja Cantorin joukon vilille
bijektio. Tamé tarkoittaa vain, ettd reuna dF5 on ylinumeroituva.

Esimerkki 4.2. Jos F, on epidkommutatiivinen vapaa ryhmé, niin reuna 9F; ja Can-
torin joukko ovat bijektiivisia.

Cantorin é—joukko on tunnetuin Cantorin joukko mutta vastaavalla menetelmélla
voidaan konstruoida mita erilaisimpia Cantorin joukkoja vaihtelemalla konstruktios-
sa poistettavien avointen vélien kokoa, lukumaéraé ja sijaintia. Samaistetaan vapaan
ryhmén reuna Cantorin ”% + %”-joukkoon, miké tarkoittaa, ettd konstruktion ensim-
maéisessd vaiheessa vili [0, 1] jaetaan seitseméédn yhté pitkddn osaan, joista poistetaan
kolme avointa vilid: vélit |1, 2[, ]2, 2[ ja ]2, &[. Tamén jilkeen konstruktion jokaisessa
vaiheessa kukin jaljella oleva osavéli jaetaan viiteen yhta pitkdédn osaan, joista pois-
tetaan kaksi avointa valia siten, ettd pienin, keskimmainen ja suurin suljettu osavali
jaavit jaljelle. Kaytetdan téastd Cantorin joukosta merkintéa C.

Esimerkissa 4.1 osoitettiin, ettd epidkommutatiiviset vapaat ryhmét ovat Gromov-
hyperbolisia ja I'(F, {a,b}) on puu. Madritetddn nyt ryhmén F' reuna. Olkoon I in-
deksijoukko ja (wy,)%cy ryhmén F alkioista eli graafin I'(F,{a,b,a™*,b™'}) kirjistd
koostuvia jonoja siten, etta kaikilla o € I on

a : o o o -1, .« -1«
wy =1 jawy,, € {awy, bwy,, a w,, b wy,}

kaikilla n > 0 siten, ettd mihinkddn alkioon w,, ei muodostu triviaaleja osia aa™?,

a~ta, bb~! ja b~'b. Talloin |w?| = n kaikilla a € I jan € N.
Koska

1
lim inf(w; - w;); = liminf —(d(w;, 1) + d(w;, 1) — d(w;, w;))
i,j—00 i,j—o0 2
1
= liminf (i + j + |i — j|)
ij—=oo 2

1
= liminf = (2min{4, j}) = oo,
i,j—o0 2

jokainen jono (w,)* suppenee ddrettomyyteen. Siis jokainen jono (w,)* méérittelee

pisteen [(w,)®] € OF. Toisaalta jokainen ryhmén Fy &drettomyyteen suppeneva jono
voidaan esittda tallaisessa muodossa, joten jonoilla {(w,)*} saadaan esitettyé jokainen
reunan OF, piste.
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Olkoot (wy,) ja (v,) kaksi téllaista ddrettomyyteen suppenevaa jonoa. Jos w, = v,
kaikilla n € N, niin (w,) = (v,) ja siten (w,) ~ (v,). Jos taas wy # vy jollakin
N € N, niin alkion yksikésitteisesta esityksesté ja jonojen konstruktiotavasta johtuen
wy, # v, kaikilla n > N. Voidaan olettaa, ettd N on pienin indeksi, jolla jonojen (w,)
ja (vy,) alkiot eroavat toisistaan. Télloin kaikilla 4, j > N on

(i vy)s = 5w, 1) + o, 1) = (s, v,)

_ %(d(wi, wy 1)+ dwy 1, 1) + d(v, on 1) + d(ox_1,1) — d(ws, v;))
= SN 1) <o

missa viimeinen yhtasuuruus seuraa siitd, ettd wy_; = vy_1 ja talloin kaikilla ¢, j > N
on d(w;, v;) = d(w;, wn_1) + d(wy_1,v;). Siis (wy) # (v,) ja siten

(wy) ~ (vy), jos ja vain jos w, = v, kaikilla n € N.

Néin ollen jokainen jono (w,)* médrittelee eri reunapisteen [(w,)*] € OF.
Tarkastellaan seuraavaksi Cantorin ”%4— %”—joukon C konstruktiota. Jokaiselle Can-
torin joukon pisteelle ¢ € C' on voimassa

4.3n—1
ce (U .
neN  j=1

missé [7 on konstruktion n:nnen vaiheen j:s jaljelld oleva vili ja j € {1,...,4-3"1}.
Siis ¢ € I} kaikilla n € N jollakin alkiosta ¢ ja konstruktion vaiheesta n riippuvalla
luvulla j., € {1,...,4 - 3" '}. Madritelliéin pisteelle ¢ jono (&, )nen, missd ¢y = 1
kaikilla c,

b~! josce [0, 1/7]

a~',josce [2/7, 3/7]

b, jos c € [4/7, 5/7]

a, jos c € [6/7, 1]

)
|

ja edelleen kaikilla n > 1 on ¢,.1 = G, jos ¢ kuuluu konstruktion seuraavassa vai-
heessa syntyneista osavéleisté keskimmaiseen. Muussa tapauksessa ¢, 1 riippuu mo-
nimutkaisemmin alkiosta ¢,:

Jos ¢, = b™!, niin

a, jos ¢ kuuluu syntyneistd osavéleistd vasemmanpuoleiseen.
Cn+1 = -1 - . ] e e s .
a™t, jos ¢ kuuluu syntyneisté osavileisté oikeanpuoleiseen.

Jos ¢, = a™ !, niin
R b~!, jos ¢ kuuluu syntyneisti osavileistd vasemmanpuoleiseen.
Cn+1 =

b, jos ¢ kuuluu syntyneista osavéleista oikeanpuoleiseen.
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Jos ¢,, = b, niin

R a™', jos ¢ kuuluu syntyneisté osavileistd vasemmanpuoleiseen.
Cpnt1 = . o e el e e .
a, jos ¢ kuuluu syntyneista osavileisté oikeanpuoleiseen.

Jos ¢, = a, niin
b, jos ¢ kuuluu syntyneistéa osavileistd vasemmanpuoleiseen.
Cpnt+1 =

b~', jos ¢ kuuluu syntyneisti osavileistd oikeanpuoleiseen.

Méaéritellaén pisteelle ¢ edelleen jono (c)nen, missé ¢, = [[, ¢. Nyt jokaisella
Cantorin joukon alkiolla ¢ on jono (¢,), joka vastaa Cantorin joukon konstruktiossa
kuljettua reittid vélistd [0, 1] alkioon ¢, ja jono (¢,), joka vastaa alkion ¢ siséltavin
osavilin I} , n € N, sijaintia kussakin konstruktion vaiheessa. Jonot (¢,) ja (cu)
siis méérittavit pisteen ¢ € C. Jos (¢,) ja (c,) ovat kaksi jalkimmaisen tyyppisté
jonoa siten, ettd cy # ¢y jollakin N € N (ja siten kaikilla » > N), niin néiden
jonojen méarittamét pisteet ¢, ¢ € C kuuluvat eri osavéleihin konstruktion /V:nnessé
vaiheessa. Siis d(c,d) > - (£)V7! ja siten ¢ # ¢. Vastaavasti ndhdéén, ettd kahta
eri Cantorin joukon pistettd médrittévit jonot (c,) ja (¢),) eroavat toisistaan jostakin
indeksista N’ alkaen.

Huomataan, ettéd jokainen jono (w,)* € {(w,)%eyaer toteuttaa jonolle (c,) asete-
tut ehdot ja siten esittéa jonkin pisteen c(,,) € C sijaintia Cantorin joukon konstruk-
tion kuluessa. Vastaavasti kukin jono (¢,) € {(w,)*}aes. Siis kuvaus

02 0F = C,i([(wn)]) = )

on hyvin maéritelty. Kuvaus ¢ on surjektio, sillé jokaisella Cantorin joukon alkiolla
€= Ce,) € Con [(c;)] € OF; jai([(cn)]) = c. Kuvaus i on my6s injektio, silléd jos
[(wn)] # [(vn)], jonot (wy,) ja (v,) eroavat toisistaan jostakin indeksistd N alkaen. Tél-
16in niiden méaarittdmét Cantorin joukon pisteet c(,,) ja ¢(,,) kuuluvat eri osavaleihin
Cantorin joukon konstruktion N:nnesté vaiheesta alkaen ja

i([(wn)]) = ) # cony = i([(0n)])-

Siis Cantorin joukko ja ryhmén F, reuna ovat bijektiiviset. Koska jonot {(w,)*} ja
{(cn)} ovat samoja jonoja, samaistamalla reunan 0F; piste [(wy,)] jonon (w,) kanssa
ja Cantorin joukon piste c(,) jonon (c,) kanssa, voidaan sanoa 0F, = C.

Osoitetaan vield, ettd edelld madritelty vapaan ryhmén reunan 0F; ja Cantorin
joukon vélinen bijektio on itse asiassa homeomorfismi. Téll6in OF; ja Cantorin joukko
ovat topologisessa mielessd sama joukko.

Esimerkki 4.3. Epdkommutatiivisen vapaan ryhmén reuna on homeomorfinen Can-
torin joukon kanssa.
Edelléd esimerkissa 4.2 todettiin, ettd kuvaus

02 0F = C,i([(wn)]) = ),

joka vie vapaan ryhmén reunan 0F» pisteen [(w,)] jonon (w,) konstruoimaksi Can-
torin ”% + %”—joukon pisteeksi c(y,), on bijektio. Osoitetaan nyt, ettd kuvaukset 7 ja
i~! ovat jatkuvia. Kéytetdsin avaruudessa 0F, jonoreunan topologiaa ja avaruudes-

sa C' C R euklidisen metriikan mééradméaa avointen vélien topologiaa. Huomataan
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ensin, ettd jos puun I'(Fy) kirjistd koostuvilla neutraalialkiosta alkavilla &dérettomyy-
teen suppenevilla jonoilla (z,) ja (y,) on liminf(x; - y;); = N, niin jonojen (x,) ja
(y,) ensimméiset N alkiota ovat samat ja x,, # vy, kaikilla n > N. Huomataan lisdksi,
ettd Cantorin ”% + %”—joukon konstruktion n:nnessa vaiheessa kunkin jaljella olevan
suljetun osavilin pituus on 1 - (1)""1.

Olkoon wy := [(wy,)] € OF, mikd tahansa. Olkoon B(i(wy),r), r > 0, pisteen
i(wy) € C miké tahansa ympéristo ja N € N siten, ettd on voimassa % . (%)N <rja

B(i(w), 3 - ($)V) € B(i(wy), 7). Jos nyt wy = [(wa,,)] € U(wi, N + 2), niin

hm inf(wz,i : U}Lj)l Z N + 2.

1,j—00
Siis wy , = w1, kaikilla n < N 4 2. Télléin jonon (wq,) midradmé Cantorin joukon
piste i(ws) sijaitsee Cantorin joukon konstruktion (N + 2)mnessa vaiheessa samassa
osavilissd kuin piste i(w;) ja siten

1 1 1 1
d(i(w1),i(wz)) < (g)NH o< (g)N -
eli i(wz) € B(i(w1), ()" - 2) C B(i(wy),r). Siis kuvaus i on jatkuva.

Olkoon nyt ¢; € C miké tahansa ja U(i'(c),r), r > 0, pisteen i !(c;) € 9F}
mikd tahansa ympéristo. Olkoon vielda N € N siten, ettd on voimassa N > r ja
U(i~*(c1), N) € U(i (1), 7). Jos nyt ¢; € C siten, etté c3 € B(cy, - (£)¥ 1), niin
¢ ja c1 kuuluvat samaan osavéliin Cantorin joukon konstruktion N:nnessa vaiheessa.
Talloin niitd karakterisoivissa jonoissa (c¢1,,) ja (c2,) ainakin ensimméiset N alkiota

ovat samoja. Siis liminf; ;(c1; - c2;)1 > NV, misté seuraa
[(c2m)] =i (e2) € Ui~ (er), N) CU(i (e),7)-

Siis kuvaus i~! on jatkuva.
Koska nyt kuvaus ¢ on homeomorfismi, 0F, on homeomorfinen Cantorin joukon
kanssa ja siten topologisessa mielessd 0F, on Cantorin joukko.

Cantorin joukko ei ole ainoa erikoinen Gromov-hyperbolisen ryhmén reuna. Esimer-
kiksi, jos kolmeulotteisella hyperbolisella monistolla on tdysin geodeettinen reuna, sen
perusryhmén reuna on Sierpinskin matto. Edelleen Kapovich-Kleinerin tuloksen mu-
kaan jos G on hyperbolinen ryhmé, jota ei voi esittdd oman virtuaalisesti syklisen
aliryhménsé ja jonkin muun aliryhménsé suorana tulona, ja jos G on yhtenéinen ja
reunan 0G topologinen dimensio on 1, niin dG on homeomorfinen joko Sierpinskin
maton tai Mengerin kiyrdn kanssa. [7|

Myo0s seuraavassa alaluvussa tullaan ndkemédn esimerkki Sierpinskin mattoa muis-
tuttavasta Gromov-hyperbolisen ryhmén reunasta.

4.2. Kleinin ja Fuchsin ryhmét. Projektiivisen lineaariryhmén PSLy(C) alkiot
ovat 2 x 2-kompleksilukumatriiseja, joiden determinantti on 1. Toisin sanoen ne vas-
taavat Mobius-kuvauksia

~ A b
FCoT, f(z) = Zid, a.be.deC, ad—be=1
laajennetulta kompleksitasolta itselleen. Aliryhmé PSLo(R) koostuu kaikista reaali-

kertoimisista, Mobius-kuvauksista.
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Muistutetaan mieleen joitakin Mobius-kuvausten ominaisuuksia, jotka on todistet-
tu esimerkiksi lédhteessa [9]:

e Mobius-kuvaukset ovat homeomorfismeja.

e Mille tahansa kolmelle pisteelle on olemassa Mobius-kuvaus, joka kuvaa ne
halutuiksi kolmeksi pisteeksi.

e Mobius-kuvaus on yksikésitteisesti méaritelty minka tahansa kolmen pisteen
kuvautumisen kautta.

e Mobius-kuvaus voidaan kirjoittaa siirtojen, dilaatioiden, kiertojen ja inversioi-
den yhdistettyna kuvauksena.

e Mobius-kuvauksella on 1, 2 tai oo kiintopistetta. Jos kiintopisteita on oo kap-
paletta, kyseessa on identtinen kuvaus.

e Mobius-kuvaus kuvaa yleistetyt ympyrat yleistetyiksi ympyroiksi.

e Mobius-kuvaus kuvaa yleistetyn ympyrén samalla puolella olevat pisteet ku-
vaympyran samalle puolelle (ja toisen puolen toiselle).

Epaidenttiset Mobius-kuvaukset voidaan jakaa perusominaisuuksiensa perusteella
kolmeen eri tyyppiin.

Maaritelma 4.4. Olkoon ¢ : C — C Mébius-kuvaus. Jos kuvauksella g on yksi
kiintopiste, se on parabolinen. Jos taas kuvauksella g on kaksi kiintopistettd, se on
elliptinen tai loxodrominen.

(1) Paraboliset Mobius-kuvaukset ovat siirtoja z +— z + a, a € C. Parabolista
Mobius-kuvausta vastaavan matriisin jaljen itseisarvo on [Tr(g)| = 2.

(2) Elliptiset Mobius-kuvaukset ovat kiertoja jonkin pisteen w € C ympéri, ja
niille |Tr(g)| < 2. Elliptisen Mébius-kuvauksen prototyyppi on kierto origon
ympiri: z — ez, 0 € R, e £ 1.

(3) Lozodromiset Mobius-kuvaukset ovat yhdistelmié jonkin pisteen w € C ym-
péri kierrosta ja dilaatiosta saman pisteen suhteen. Loxodromisen Mobius-
kuvauksen prototyyppi yhdistda origon ympéari kierron ja dilaation:

2 X2, 0 ER, A >0, A\ #£ 1.

Erikoistapaus loxodromisesta muunnoksesta on hyperbolinen muunnos. Hy-
perboliset Mobius-kuvaukset ovat pelkkia dilaatiota jonkin pisteen w € C
suhteen, prototyyppinéd kuvaus z — Az, A >0, X\ # 1.

Loxodromisille muunnoksille |T'r(g)| > 2. Jos g on hyperbolinen, Tr(g) € R;.
Yleisesti loxodromisella muunnoksella 7r(g) € C.

Huomautus 4.5. Y1la kiytetyissa kuvausten prototyypeissa kiintopisteet ovat 0 ja co.
Esimerkiksi elliptinen Mébius-kuvaus z — €z on kierto xs-akselin eli pisteiden 0 ja
oo kautta kulkevan suoran ympari. Vastaavat kuvaukset voidaan kuitenkin tehdd mi-
ta tahansa kiintopisteitéa kayttéden. Télloin esimerkiksi hyperbolinen muunnos skaalaa
laajennetun kompleksitason C pisteitd kohti toista kiintopistettd a; ja poispéin toi-
sesta kiintopisteestd as. Loxodromisen muunnoksen toinen kiintopiste on aina hylkivd
ja toinen vetdvd.

Maéritelméa 4.6. Kleinin ryhmdt ovat ryhmén PSLy(C) diskreettejé aliryhmia.
Fuchsin ryhmdt ovat ryhmén PSLy(R) diskreettejd aliryhmié.
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Maaritelmésté seuraa, ettd Fuchsin ryhmaét ovat Kleinin ryhmia. Mika sitten on dis-
kreetti aliryhmé? Metrisessé avaruudessa (X, d) diskreetin joukon A C X jokaisella
pisteelld on ympéristo, joka ei sisdlla muita joukon A pisteitd. Varsinaisesti ryhmien
PSLy(C) ja PSLy(R) diskreetit aliryhmét mééritelladn samalla tavalla: metristen
avaruuksien PSLs(C) ja PSLs(R) diskreetteiné osajoukkoina. Téhén tarvitaan kui-
tenkin ryhmien PSLs(C) ja PSLy(R) metriikat, jotka kertovat, kuinka lahella eri
Mobius-kuvaukset ovat toisiaan. Jotta sadstytddn ndiden metriikoiden tarkemmalta
kisittelylta, kiytetdan tasséd tyossd diskreetin aliryhmén méaritelména tulosta, joka
on ekvivalentti ylla kuvatulla tavalla méaéaritellyn aliryvhméan diskreettiyden kanssa.
Néiden maéritelmien ekvivalenttiuden yksityiskohdat 16ytyvét teoksista [8], [11] ja

13].

Maaritelma 4.7. Ryhmé G toimii aidosti epdjatkuvasti metrisessé avaruudessa X,
jos jokaisella kompaktilla joukolla K C X joukko {g € G | KNgK # @} on &érellinen.

Maaritelma 4.8. Olkoon G metrisessa avaruudessa X toimiva ryhmé ja G C G sen
aliryhmaé. Talloin G on ryhmén G diskreetti aliryhmd, jos G toimii aidosti epédjatku-
vasti avaruudessa X.

Koska Fuchsin ryhmén kuvausten

az+b

f:@—ﬂ@, f(z) = ot d a,b,c,d € R, ad —bc=1
kuvapisteiden imaginaariosille on
az+0b
I =1
m(f(2) = Im(*-0)
(cz+d)(az + b)
=1
m( lcz + d|? )
1 _
1
= m Im(ca|z|2 + cbz + daz + db)
1
1

= —7>I
lcz + d|? m(2)
>0, kun Im(z) > 0,

niin Fuchsin ryhmén kuvaukset kuvaavat 2-ulotteisen kompleksitason ylemmén puoli-
tason itselleen. Ne voidaan siis tulkita 2-ulotteisen hyperbolisen avaruuden ylemmén
puolitasomallin Uy kuvauksiksi. Koska lisdksi mikd tahansa M&bius-kuvaus voidaan
lausua siirtojen, kiertojen, dilaatioiden ja inversioiden yhdistettynd kuvauksena ja
namé ovat hyperbolisen avaruuden isometrioita, niin Fuchsin ryhmét koostuvat kak-
siulotteisen hyperbolisen avaruuden isometrioista. Vastaavasti Kleinin ryhmét koos-
tuvat kolmeulotteisen hyperbolisen avaruuden isometrioista. Osoitetaan seuraavaksi,
ettd osa Kleinin ja Fuchsin ryhmista on hyperbolisia ryhmia.
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Maaritelma 4.9. Ryhméa G toimii kokompaktisti metrisessd avaruudessa X, jos on
olemassa kompakti joukko K C X siten, ettd X = GK.

Lause 4.10. Olkoon (X,d) pallokompakti geodeettinen avaruus ja G ryhmd, joka
totmir 1sometrioilla kokompaktisti ja aidosti epdjatkuvasti avaruudessa X . Tdlloin
G on darellisesti viritetty ja milld tahansa sanametriikalla dg varustettuna kvasi-
1sometrinen avaruuden X kanssa.

Todistus. Koska ryhmé G toimii kokompaktisti avaruudessa X, on olemassa kompakti
joukko K C X siten, ettd GK = X. Kiinnitetdén piste zo € K. Koska X on pallo-
kompakti, voidaan olettaa K = B(xg,r) jollakin r < co. Nyt jokainen piste z € X
sisdltyy johonkin joukkoon ¢gK, ja siten kaikilla x € X on d(z,gx¢) < R jollakin
g €G.

Olkoon g € G miké tahansa ja 7 jana pisteiden x( ja gxo vélilld. Valitaan pisteet

po =(0) = o, pr = (1), po—1 = y(n—1) kaikilla n—1 < £(7) ja pn = Y(€(7)) = go.
Nyt pisteiden p; valintatavan takia ¢(y) — 1 < n < () + 1. Valitaan jokaiselle p;
piste g;xo, g; € G, jolla d(p;, gizo) > r ja vaaditaan, ettd go = 1 ja g, = g. Téllaiset
pisteet ovat olemassa, koska G toimii kokompaktisti.
Madritellddn joukko S :={g € G | d(zo, gzo) < 2r + 1}. Nyt
d(zo, 9; ' giv10) = d(gizo, git1%0)
< d(gizo, pi) + d(pi; pi+1), d(Pit1, gi+120)
<2r+1,

joten g;'giy1 € S kaikilla i € {0,....,n — 1} ja siten g;11 = gi(g; 'gir1) =: gis; jollakin
s; € S. Nyt saadaan
9= 0n = gn-150-1= Gn-25n—28n—1 = (1 - 80)81 " ... " Sp_1 = 8081 * .. * Sn—1,

joten S on ryhmén G virittdjajoukko. Koska G toimii aidosti epéjatkuvasti, S on
aarellinen. Siis ryhmé G on déarellisesti viritetty.
Koska

d(z0, gz0) < d(0, g170) + (9170, g220) + ... + d(gn-1%0, g0)
<n(2r+1)
= lgls(2r +1)
< (2r+Dlgls +1
ja toisaalta |g|ls = n < (y) + 1 = d(xo, gzo) + 1, eli
d(xg,g9z0) >n—1

=lgls —1

> 1 lgls — 1

~2r+1
kaikilla r» > 0, ja liséiksi kaikilla z € X on d(z, ¢'z¢) < r jollakin ¢’ € G, niin avaruudet
(G,ds) ja (X, d) ovat kvasi-isometriset. O

Mairitelmiensd nojalla Kleinin ja Fuchsin ryhmét toimivat avaruuksissa H? ja
H? aidosti epijatkuvasti ja aiemman péadttelyn nojalla isometrioilla. Siis Lauseen
4.10 nojalla kokompaktisti toimivat Kleinin ryhmét ovat kvasi-isometrisia avaruuden
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H? kanssa ja kokompaktisti toimivat Fuchsin ryhmit avaruuden H? kanssa. Koska
Gromov-hyperbolisuus on kvasi-isometriainvariantti ominaisuus, kokompaktit Klei-
nin ja Fuchsin ryhmét ovat Gromov-hyperbolisia.

Jos Kleinin ryhmé G pitda jonkin 2-ulotteisen tason U vakaana, voidaan olettaa
U = H? ja siten G on Fuchsin ryhmé. Talléin ryvhmén G reuna 0G sisiltyy ympyri-
kiekon U reunaan OU. Fuchsin ryhmié on kahta tyyppié. Jos jokainen ympyrékiekon
reunan OU piste on ryhmén G reunapiste, sanotaan, ettd ryhmé G on ensimmaista
tyyppid. Muussa tapauksessa ryhmé G on toista tyyppié, ja tilléin reuna 0G on har-
va joukossa OU. Toista tyyppiéd olevan Fuchsin ryhmén reuna voi olla tyhja joukko,
yksi tai kaksi pistettd tai muu ympyrékiekon reunaan siséltyva harva joukko. [11]

Itse asiassa ryhmén G reuna on homeomorfinen ympyran kanssa, jos ja vain jos
G on wirtuaalisesti Fuchsin ryhmd eli sisaltda darellisen indeksin aliryhmén, joka on
Fuchsin ryhmé. Tama4 tulos ei ole triviaali. [7]

Fuchsin ryhmié ovat esimerkiksi kaikki hyperboliset ja paraboliset sykliset ryhmén
PSLy(R) aliryhmét. Elliptiset sykliset ryhmén PSLy(R) aliryhmét ovat Fuchsin ryh-
mié, jos ne ovat ddrellisid ryhmié. [§]

Yleisesti ottaen voidaan osoittaa, ettd jos Kleinin ryhmén G reunassa on vahintdan
kaksi pistetta, G sisaltad loxodromisen alkion. Tall6in ryhmén G reuna on sen loxodro-
misten alkioiden kiintopisteiden muodostaman joukon sulkeuma. [11]

Jos B; ja B, missd i € {1,...,n}, n € N ovat pareittaisia erillisid ympyroitéd ja
fi: C — C on Mobius-kuvaus, joka kuvaa ympyrdn B. ulkopuolen ympyrén B; sisé-
puoleksi (ja pdinvastoin), niin kuvausten f; virittiméa vapaa ryhmé on taysin loxodro-
minen Kleinin ryhma. Télla tavalla konstruoituja ryhmié kutsutaan Schottkyn ryh-
mikst ja niiden reuna on alkuperdisten ympyroiden sisélla sijaitseva Cantorin jou-
kon tapainen fraktaalisumu. Jos ympyréiden B; ja B., ¢ € {1,...,n}, sallitaan sivuta
toisiaan ja kuvaukset f; valitaan liséksi siten, ettd ne sdilyttavit sopivalla tavalla
ympyroiden véliset tangenttipisteet, niin kuvausten f; virittdméan ryhmén reuna on
yhtendinen kayra. [8], [12]

Kuva 4. Apollonin verkko
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Esimerkiksi jos By, B, By ja B} ovat kaikki toistensa tangenttiympyroitd ylem-
méssé puolitasossa ja kuvaukset f; ja fo ovat kuten ylla, niin kaikkien néaisté kahdesta
kuvauksesta yhdistettyjen kuvausten kiintopisteiden joukko muodostaa kunkin alku-
peraisen ympyran sisadn yhé pienenevilla ympyroilla taytetyn geodeettisen kolmion.
Tata kuvausten fi ja fo virittdméan vapaan ryhmén reunaa kutsutaan Apollonin ver-
koksi ja se muistuttaa rakenteeltaan Sierpinskin mattoa. Téstd reunasta voi lukea
tarkemmin teoksen [12| luvusta 7.
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5. SANAONGELMA

Sanaongelma on alunperin Max Dehnin vuonna 1911 esittdmé ryhméteorian on-
gelma, jonka muotoilu on seuraava: onko olemassa algoritmia, joka kertoo aérellisen
monen vaiheen jalkeen, onko annettu sana ryhmén G yksikkoalkion esitys vai ei?

Jos kuvatunlainen algoritmi on olemassa, sitd kutsutaan ryhmén G sanaongelman
ratkaisuksi. Vaikka on olemassa aérellisesti viritettyja ryhmié, joiden sanaongelmal-
la ei ole ratkaisua, osoittautuu, ettd hyperbolisen ryhmén sanaongelmalla on aina
ratkaisu. Liséksi tdmén ratkaisun vaiheiden maéré on ylhaalta rajoitettu sanan w pi-
tuudella eli kyseessa on ratkaisu lineaarisessa ajassa, tietotekniikan mielessé varsin
tehokas lineaarinen ratkaisualgoritmi.

Sanaongelman liséksi Dehn muotoili ryhmien konjugaattiongelman ja isomorfis-
miongelman. Konjugaattiongelmassa halutaan loytaa algoritmi, joka kertoo aarelli-
sen monen vaiheen jilkeen, ovatko kaksi sanaa konjugaattimerkityksessd samat eli
voidaanko ne kuvata toisikseen jotakin ryhmén G alkiota ja sen kidénteisalkiota kéyt-
tamalld. Isomorfismiongelman ratkaisualgoritmin tulisi selvittdd, ovatko kaksi dérel-
lisesti esitettyd ryhméa keskenéén isomorfiset. Sanaongelman lisdksi myos konjugaat-
tiongelmalle on ratkaisu hyperbolisissa ryhmissa. Jos lisdksi hyperbolisella ryhmalla
ei ole torsiota, eli g™ # 1 kaikilla g € G\ {1} ja kaikilla m € Z, , my6s isomorfismion-
gelmalle on ratkaisu. [3]

Adrellisesti esitettyjéd ryhmis, joiden sanaongelmalle ei ole ratkaisua, ovat esitelleet
toisistaan riippumatta Novikov vuonna 1955 ja Boone vuosina 1954-1957. Liséksi
Boone esitteli vuonna 1959 16ytaméansa kolmannen ryhmén, joka oli yksinkertaisempi
kuin kumpikaan aiemmin loydetyista ratkeamattoman sanaongelman ryhmisté. Esi-
merkiksi J. Rotmanin teoksen The Theory of Groups: An Introduction ([14]) luvussa
12 on osoitettu téallaisten ratkeamattoman sanaongelman ryhmien olemassaolo Novi-
kovin ja Boonen ajatuksia seuraten. |2]

Hyperbolisen ryhmén sanaongelman ratkaisusta saadaan myds konjugaattiongel-
man ratkaisu. Nimittdin, sanat u ja v ovat toistensa konjugaatit, jos u = wlow
eli utw™tvw = 1 jollakin ryhmin G alkiolla w. Koska hyperbolisessa ryhmissi on
voimassa lineaarinen isoperimetrinen epdyhtdld, mahdollisten alkioiden w lukumééré
on rajoitettu. Siis riittda soveltaa sanaongelman ratkaisua &dérellisen moneen sanaan
utwlvw. Myds kilinteinen suunta on totta. Jos oletetaan, ettd ryhmin G konju-
gaattiongelmalla on ratkaisu, toiseksi verrattavista sanoista voidaan valita 1 € G,
jolloin samasta algoritmista saadaan myos sanaongelman ratkaisu. Naméa kaksi on-
gelmaa ovat siis keskenéddn ekvivalentit. Itse asiassa sekd Novikov ettd Boone 16ysivit
ensin ryhmét, joiden konjugaattiongelmalle ei ole ratkaisua, ja johtivat niistd sanaon-
gelman ratkaisemattomuuden.

Téamén luvun ldhteend on kiytetty teosta [2]. Adsrellisesti viritettyjd ryhmié, joiden
sanaongelmalla ei ole ratkaisua, on késitelty tarkemmin teoksessa [14].

Maaritelma 5.1. (S|R) on ryhmén G aéarellinen esitys, jos joukko S on ryhmén G
aarellinen virittajajoukko ja joukko R on dérellinen joukko ryhmén G alkioiden vélisia
relaatioita. Niitd joukon R alkioita r := r...r, € F(S), joille r = 1, kutsutaan
relaattoreiksi. Adrellistd esitystd (S|R) kutsutaan Dehnin esitykseksi, jos jokaiselle
sanalle w € F(5), jolle w = 1, on olemassa osasana r € w = arb siten, ettd 1’ € R
on relaattori jollakin ' ja |r| > |7/].
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Intuitiivisesti ilmaistuna Dehnin esityksen mééritelma tarkoittaa, ettd jokainen ryh-
méan G yksikkoalkiota esittdvi sana w siséltdéd osasanana vahintddn puolikkaan jos-
takin ryhmén G relaattorista.

Lause 5.2. Hyperbolisella ryhmdalla on Dehnin esitys.

Todistus. Olkoon G &érellisesti viritetty hyperbolinen ryhmé ja S sen &érellinen vi-
rittdjajoukko. Olkoon § > 0 siten, ettd ryhmén G kolmiot ovat d-kapeita. Koska o-
hyperbolinen avaruus on §’-hyperbolinen kaikilla ¢’ > 0, voidaan olettaa, ettd § € Z.
Osoitetaan, ettd (S|R) on ryhmén G Dehnin esitys, kun

R={weF(S)||w| <105, w=1}.

Toisin sanoen ryhmén G relaattoreita r ovat ne aakkoston S sanat, jotka muodostavat
suljetun kiyrdn ryhmén G Cayleyn graafissa ja joiden pituus on korkeintaan 104.
Téytyy osoittaa, ettd jos w = s189 - ...+ s, € F(S) on sana, jolle w = 1, niin w
siséltad osasanan ry siten, ettd on olemassa relaattori riry € R, jolle || > |ra].

Jos |w| < 100, niin w € R ja viite patee. Oletetaan siis, ettd |w| > 100. Télloin on
kaksi mahdollista tapausta.

(1) Kaikilla kérjilld w; = s1-...-s; € won d(w;, 1) <54, kuni € {1,..., |w|}.
Olkoon p lyhin polku, joka yhdistaé pisteet 1 ja wss = $1-. . .- S55. Erityisesti
Ip| <55 =s1 ... 855]- Nyt s1-...-855p~ " on suljettu kiiyri ja
|81+ ... 8550 | < |wss| + [p7t] < 56 + 56 = 100.
Siis s1-...-s55p " € Rja|sy-...-s55] = 50 > [p~!], joten w sisiltaé puolikkaan
relaattorin.
(2) On olemassa kirki w; = s1 - ... s; C w, jolla d(w;, 1) > 5.
Olkoon w; = s1-...- 8 € w kiyrdan w piste, joka sijaitsee kauimpana

ryhmén G neutraalialkiosta 1. Télloin ainakin d(wy, 1) > 5. Jaetaan todistus

taas kahteen osaan.

(a) Jos d(wy, weyss) < 5O tal d(wy, wy_s55) < 50,
niin voidaan olettaa, ettd d(wy, wyyss) < 50. Olkoon ~y kirkien wy ja wy s
vilinen geodeettinen jana. Erityisesti |y| < 5d. Talloin s; - ... - Syy557 "
on suljettu kiyri ja

s+ Sy < Ise o Sepss| + [y < 50+ 55 = 100,

joten s+ ... S567 " € R. Koska sy ... spi55] = 59 > |y, sana w
sisdltda puolikkaan relaattorin.
(b) Jos taas d(ws, wiiss) > 56 ja d(wy, wi_ss) > 50,

niin kolmioepayhtalon nojalla kaikki kdyran w karjet w;_ss, ..., wy sijaitse-
vat kirkien w;_s5s ja w; valiselld geodeettisella janalla ja vastaavasti kaikki
kérjet wy, ..., wy 55 sijaitsevat kirkien w; ja w55 véliselld geodeettisella
janalla. Kolmioiden A(1, wy, w;_s5) ja A(1, wy, wyi55) kapeuden nojalla on
olemassa piste x € [1,w;] siten, ettd

d(xawt) = d(wt7 wt—25) = d(wt7 wt+26) =20

ja d(wy—9s, ) < § ja d(wiyas,x) < 0. Erityisesti d(wy;_as, wiias) < 25. Ol-
koon v = [w;_as, wyi9s] nédiden kérkien vélinen geodeettinen jana, jolloin
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7| < 26. Nyt 84 _95... 811057+ on suljettu kiiyré ja
|8t_25 e St+25’y_1| S |St_25 ce 3t+26‘ + |’}/_1| S 49 + 20 = 6(5

Siis St 95 ... 814057 " € Rja |Si_os5... Sip0s] = 40 > 20 > |y Y, joten w
sisaltad puolikkaan relaattorin.

Néin ollen (S|R) on ryhmén G Dehnin esitys. O

Huomautus 5.3. Vastaavasti voidaan osoittaa, ettd hyperbolisella ryhmélla on voi-
massa lineaarinen isoperimetrinen epdyhtdls, joka on yksi Gromov-hyperbolisuuden
karakterisaatioista. Suljettu kiyrd voidaan aina esittdd ryhméan G relaattorien ja re-
laattorien kifnteisalkioiden konjugaattien tulona: w = (uy'rituy) - ... - (u; 'rluy),
missé u; € G jar; € R kaikillad € {1,...,n}, n € N. Yleisesti ottaen suljetulla kiyral-
14 on aarettomén monta tallaista esitystd. Pienin mahdollinen tarvittavien relaatto-
rien lukumé&éara n on kiyrdn w rajaaman alueen pinta-ala. Geometrisesti timé vastaa
Cayleyn graafissa polun w rajaaman alueen sisélle jaidvien relaattoreita vastaavien
suljettujen lenkkien lukumaéaéraa. Jos Lauseen 5.2 todistuksen kolmessa eri tapaukses-
sa késitellaan suljettujen kiyrien pituuksien ja niiden rajaamien alueiden pinta-alojen
suhdetta, voidaan induktiolla kdyréan pituuden suhteen osoittaa, ettd minké tahansa
suljetun kdyran w rajaaman alueen pinta-ala on ylhaalta rajoitettu kiyrdan pituuden
|w| lineaarisella funktiolla. Kyseinen todistuksessa saatava lineaarinen isoperimetri-
nen epayhtalo on

A(w) < K|w|, missd K = max{A(w) | |w| < 100}.

Yksityiskohtaisempi todistus on annettu esimerkiksi lahteessia [2|. Myos kdénteinen
tulos pétee: lineaarisen isoperimetrisen epayhtélon olemassaolosta seuraa Gromov-
hyperbolisuus. Siis Gromov-hyperbolisuuden karakterisointi lineaarisen isoperimetri-
sen epayhtilon avulla on ekvivalenttia aiemmin téssa tutkielmassa esiteltyjen karak-
terisaatioiden kanssa.

Lause 5.4. Jos ryhmdlld G on Dehnin esitys, ryhmdin G sanaongelmalla on ratkaisu.

Todistus. Olkoon (S|R) ryhmén G Dehnin esitys ja w € F(S) mielivaltainen sana.
Merkitdan |w| =: n. Jos w ei sisdlld puolikasta relaattoria, on w # 1. Jos w siséltaa
puolikkaan relaattorin, on w = aryb, missé r1ry € R ja |ri| > |ry|. Tall6in w voidaan
kirjoittaa myds muodossa w = a(ry)~'b. Koska

|a(r2) 0] < lal + [ + (8] = lal + |ra| + [b] < la] + |ra] + [o] = |arb],

niin saatu sanan w esitys on aidosti lyhyempi kuin alkuperéinen esitys. Jatketaan
prosessia dsken saadulla esitykselld w = ar, 'b. Korkeintaan n askeleen jilkeen joko
saavutetaan esitys w = 1 tai huomataan, ettei w sisélla endé puolikasta relaattoria ja
siten w # 1.

Tamé on &darellinen algoritmi ja siten ryhmén G sanaongelman ratkaisu. U

Yhdistamaélla Lauseet 5.2 ja 5.4 ndhdéan, etta hyperbolisen ryhmén sanaongelmalla
on aina ratkaisu.

Seuraus 5.5. Hyperbolisen ryhmdn sanaongelmalla on ratkaisu.

Huomautus 5.6. Lauseen 5.4 todistuksessa huomattiin, etté kasiteltdaesséa hyperbolisen
ryhmén G mielivaltaista sanaa w voidaan korkeintaan |w| vaiheen jéilkeen pééttés,
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onko w = 1 vai w # 1. Néin ollen hyperbolisen ryhmén sanaongelmalla on peréti

ratkaisu lineaarisessa ajassa. Tietotekniikan termein kuvailtuna ratkaisu on siis varsin
tehokas O(n)-algoritmi.
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LIITTEET

Ideaalisen kolmion pinta-ala. Olkoon A ideaalinen kolmio Poincarén kiekkomal-
lissa B,. Se voidaan kuvata isometrisesti ylemmén puolitason Us ideaaliseksi kolmioksi
Mobius-kuvauksella
—iz — 1

-1
Nyt voidaan olettaa, ettd kolmion f(A) kérjet ovat pisteissd (—1,0), (1,0) ja oo.
Nimittéin, jos néin ei ole, kolmion f(A) kiirjet voidaan kuvata kyseisiin pisteisiin iso-
metrisesti Mobius-kuvauksella. Téll6in (z, y)-koordinaateissa ilmaistuna kolmio f(A)
rajaa alueen

f:By = Uy, f(2)=

{(z,y) €Uy | —1<2z<1, y>V1—2a?}.
Maééritelmén mukaan osajoukon A C Uy hyperbolinen pinta-ala on [ 1 y%dxdy, joten
kolmion f(A) pinta-ala saadaan integroimalla

1 1 7T/2 1
— dzd — dx = cos8dl = .
/ /\/ﬁ v /_1 V1 —z? /_ﬁ/z cos 0 !

Siten my0s ideaalisen kolmion A pinta-ala on 7. [16]

Hyperbolisen kolmion ja sisdén piirretyn suurimman ympyréan leikkauspis-
teet. Osoitetaan, ettd hyperbolisen kolmion A(x,y, z) internaalipisteet i, € [y, 2],
iy € [z,2] ja i, € [z,y] ovat kolmion A(z,y,z) ja sen sisédén piirretyn suurimman
ympyréin leikkauspisteet.

Poincarén kiekkomalli By toteuttaa Hilbertin aksioomat 1-13 (katso esim. Kurittu,
Hokkanen, Kahanpdd : Geometria, [10]), joten kaikki neutraalin geometrian tulok-
set ja erityisesti kolmioiden yhtenevyyden sivu-kulma-kulma-séénté (SKK) ja suo-
rakulmaisten kolmioiden yhtenevyyden sivu-sivu-kulma-sdanto (SSK) ovat voimassa.
Neutraalin geometrian tulosten todistuksissa ei kiytetd paralleeliaksioomaa tai hy-
perbolista aksioomaa, joten ne ovat voimassa sekd euklidisessa ettd hyperbolisessa
geometriassa.

Osoitetaan ensin, ettd euklidisen avaruuden tapausta vastaavasti hyperbolisen ava-
ruuden kolmion kaikki kulmanpuolittajat leikkaavat toisensa samassa pisteessé, jo-
ka on kyseisen kolmion sisdén piirretyn suurimman ympyran keskipiste. Itse asiassa
teoksen [10] euklidisen tapauksen todistus pohjautuu kahta kohtaa lukuunottamatta
neutraalin geometrian tuloksiin, jotka ovat voimassa my6s hyperbolisessa geomet-
riassa. Poikkeuksista toinen koskee euklidisen avaruuden kolmion kulmien summaa ja
toinen euklidisen avaruuden yhdenmuotoisten kolmioiden vastinsivujen suhdetta. Ky-
seiset todistuksen kohdat voidaan kuitenkin korvata kdyttdmalld teoksen [10] perus-
telujen sijaan kolmioiden yhtenevyyden SKK-sa&ntoa. Seuraavaksi esitettava todistus
seuraa télld tavoin hyperboliseen avaruuteen mukautettuna teoksessa [10] annettua
euklidisen tapauksen todistusta. Selkeyden vuoksi sivuutetaan joitakin todistuksen
yksityiskohtia, kuten kolmion kulman puolittavan puolisuoran ja kolmion vastakkai-
sen sivun leikkaamisen tarkat perustelut.
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Olkoon A(z,y, z) hyperbolisen avaruuden kolmio. Olkoon z’ € [z,y| siten, ettd ja-
na [z, 2] puolittaa kulman Zz, ja vastaavasti p € [z, 2’| siten, ettd jana [y, p| puolit-
taa kulman Zy. Olkoon s € [z,y], t € [z,2] ja u € [y, 2] siten, ettd ndiden pisteiden
ja pisteen p viliset janat ovat kohtisuorassa kutakin kolmion A(zx,y, z) sivua vastaan.
Taytyyollax # s #y, x #t # z jay # u # z, silld muutoin kaikissa tapauksissa paa-
dytéan ristiriitaan kulman suuruuden ylarajan 180 nojalla. Esimerkiksi tapauksessa
s = x saatava ristiriita olisi

1 1
90 = Lpsy = Lpzry = §Lm < 5 180 = 90.

Nyt kolmioiden SKK-sédédnnoén nojalla kolmiot A(p, y,u) ja A(p,y, s) ovat yhtenevit,
kuten myds kolmiot A(p,z,t) ja A(p,x,s). Erityisesti |up| = |sp| = |tp|. Talloin
suorakulmaisille kolmioille voimassa olevan SSK-sédnnon nojalla kolmiot A(z, p, u)
ja A(z,p,t) ovat yhtenevét, joten jana [z, p| puolittaa kulman /z.

Siis kaikki kolme kolmion kulmanpuolittajaa leikkaavat toisensa kolmion sisalld
olevassa pisteessa p, josta piirretyt kuhunkin kolmion sivuun néhden kohtisuorat janat
ovat keskenddn yhta pitkdat. Koska ndmaé janat ovat ympyréan siteitd, joita vastaan
kohtisuorassa kolmion sivut ovat, kukin kolmion sivu on nyt tangentti ympyrélle,
jonka keskipiste on p ja sidde |p — s|. Tamé ympyra on mééritelmén mukaan kolmion
sisdan piirretty suurin ympyra.

Koska edelld olevien kolmioiden yhtenevyyksien nojalla |yu| = |ys|, |zt| = |zs| ja
|zu| = |zt|, kolmion sisdén piirretyn suurimman ympyrén ja kolmion sivujen leikkaus-
pisteet s, t, ja u jakavat kolmion sivut vastaavassa suhteessa kuin kolmion internaa-
lipisteet ¢, 7, ja i.. Osoitetaan vield, etté tdllaiset pisteet ovat yksikésitteiset.

Jos {s,t,u} ja {i,,i,,1,} ovat eri pistekolmikot, voidaan olettaa, ettd i, # s ja
d(z,i,) < d(z,s). Talléin my6s d(x,i,) = d(x,i,) < d(x,s) = d(z,t) ja toisaalta

d(yau) = d(ya S) = d(.ﬁlﬁ, y) - d(l‘, S) < d(ﬂf, y) - d(l’, Zz) = d(ya Zz) = d(ya ZCC)
Koska nyt d(z,i,) < d(z,t), on
d(z,t) =d(x,z) —d(z,t) < d(z,y) — d(z,iy) = d(z,1).
Koska toisaalta d(y,u) < d(y, i), on myos
d(z,u) = d(y, z) —d(y,u) > d(y, z) — d(y,iz) = d(z, 1a).

=d
Mutta tdmé on ristiriita, koska oletusten nojalla d(z,t) = d(z,u) ja d(z, ) = d(z, ).
Siis téytyy olla s = 7., t = 1, ja u = ;.
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