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Téassé tutkielmassa perehdytéddan Pierre de Fermat’n 1600-luvulla esittdméén Fer-
mat’n suureen lauseeseen. Fermat'n suuri lause on lukuteoriaan liittyvé yksinkertaisen
ndakdinen vaite, jonka perustaa on luotu jo n. 2000 vuotta ennen Fermat'n syntyméa.
Fermat'n suuri lause matemaattisesti muotoiltuna on: yhtalolla

"4yt =2"(r,y,2) e NNneN

ei ole kokonaislukuratkaisua, kun n >3 jax > 0,y > 0,2z > 0.

Fermat’'n suuri lause on kiinnostava sen takia, ettd Fermat véitti keksineensa
lauseelleen "ihmeellisen” todistuksen, jota hén ei kuitenkaan milloinkaan julkaissut.
Monet tunnetut ja tuntemattomammatkin matemaatikot ovat vuosien varrella yrit-
taneet 16ytéaa lauseelle pitdvan todistuksen, mutta se osoittautui erittdin haastavaksi.
Vasta 1990-luvulla brittildinen matemaatikko Andrew Wiles keksi pitavan todistuk-
sen lauseelle. Ennen Wilesia oli lause saatu todistettua jo melkein kaikilla eksponen-
tin arvoilla, mutta Wiles sai todistettua viimeisetkin arvot ja sai ansaitusti itselleen
kunnian lauseen todistuksesta.

Tutkielmassa todistetaan lause eksponentin arvolla 4 kayttamélla hyodyksi muun
muassa primitiivistd ratkaisua Pythagoraan lauseelle seké Fermat'n itse keksimaa aé-
rettomén laskeutumisen menetelméi. Todistetusti Fermat itsekin todisti tdmén ta-
pauksen. A#rettomén laskeutumisen menetelméid muutkin matemaatikot hyodynsivit
todistaessaan lauseen muita tapauksia, esimerkiksi tapauksen n = 3 todistuksessa Eu-
ler hyodynsi samaa menetelméi. Kyseinen tapaus todistetaan tutkielmassa mukaillen
juuri Eulerin 1770-luvulla julkaisemaa todistusta.

Tutkielmassa todistetaan myos tapaus n = 5, mikd on hieman teknisempi kuin
tapaukset n = 4 jan = 3. Todistuksessa tarvitaan apuna hieman algebraa ja erityises-
ti kvadraattisia lukuja. Lopuksi tutustutaan hieman abe-konjektuuriin, joka oikeaksi
todistettuna antaisi seurauksena todistuksen Fermat'n suurelle lauseelle, kun n > 6.
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Johdanto

Tamén kirjoitelman tarkoituksena on tutustua Fermat'n suuren lauseen historiaan
ja sen todistamiseen. Fermat'n suuren lauseen alkujuuret ovat jo Babylonian ajassa
eli noin 2000-600 eKr. Noin kaksi tuhatta vuotta myohemmin Pierre de Fermat esitti
ongelman nykyisessd muodossaan. Fermat'n suuressa lauseessa yhdistyy siis jo antii-
kin aikaan Pythagoraan luoman matematiikan perusteet ja nykypéivin matematii-
kan edistyneimmét késitteet. Fermat'n suuri lause matemaattisesti muotoiltuna on:
yhtalolla

2t +yt =2"(x,y,z) e NyneN

ei ole kokonaislukuratkaisua, kun n > 3 jax > 0,y > 0,z > 0.

Fermat véitti keksineensd lauseelle ihmeellisen todistuksen, jota hén ei kuiten-
kaan julkaissut misséén, koska se ei mahtunut Diofantoksen kirjoittaman Arithmetica-
kirjan marginaaliin. Vield tdnék&an paivané ei tiedetéd, onko Fermat’lla todella ollut
todistus kyseiselle lauseelle. Tiedetéén, ettd Fermat on todistanut lauseen ainakin ta-
pauksessa n = 4. Fermat jatti jilkeensd useita erilaisia véitteitd, joiden todistuksia
hén ei julkaissut. Naitd monet matemaatikot ovat yrittdneet todistaa ja suurimman
osan todistaminen kévikin suhteellisen helposti. Fermat'n suureksi lauseeksi nimetyn
ongelman todistaminen osoittautui kuitenkin erittdin haastavaksi.

Fermat'n suurta lausetta todistettiin aluksi pala kerrallaan melko hitaasti edeten.
Muun muassa Leonhard Euler todisti lauseen tapauksissa n = 4 ja n = 3. Tédmén
jélkeen siitd todistettiin tapaus n = 5 ja jonkin ajan péésta oli lause todistettu jo kai-
killa eksponenteilla n < 100 ja niiden monikerroilla. Yleistéd todistusta ei kuitenkaan
vieléd 16ydetty. Lopulta monien epdonnistuneiden yrittédjien jélkeen brittildinen mate-
maatikko Andrew Wiles sai todistettua kokonaisuudessaan Fermat'n suuren lauseen.
Wilesin todistus pohjautui 1900-luvulla kehitettyihin matematiikan menetelmiin, joi-
ta Fermat aikanaan tuskin tunsi. Monet ihmiset ovatkin yrittdneet 16ytdaa lauseelle
yksinkertaisempaa todistusta, jonka Fermatkin olisi voinut aikanaan tuntea. Sellaista
ei kuitenkaan ole vield l1oytynyt, siksi useimmat matemaatikot ja tiedehistorioitsijat
eivit usko Fermat'n itse todistaneen lausettaan kaikilla n € N,n > 3.

Fermat'n suuren lauseen todistaminen on kehittdnyt merkittédvisti monia mate-
matiikan osa-alueita ja se on antanut paljon uusia tyokaluja erilaisten matemaat-
tisten ongelmien ratkaisuun. Vaikka lause itsesséin on melko hyddyton ja huonosti
sovellettavissa mihink&dn, on sen todistaminen vienyt matematiikkaa erittdin paljon
eteenpéin useiden tunnettujen matemaatikkojen yrittdessd ratkaista téatd kuuluisaa
ongelmaa.

Tamén tutkielman ensimméisessd luvussa esitellddn historiaa Fermat'n suuren
lauseen kehittymisestd nykyiseen muotoonsa, Fermatista ja lauseen todistusyrityksis-
td. Samalla tutustutaan hieman Wilesin lopulliseen todistukseen ja siind kéytettyihin
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2 JOHDANTO

menetelmiin. Ensimméisen luvun pééldhteind ovat Simon Singhin teos Fermatn vii-
meinen teoreema [22] ja Amir Aczelin teos Fermatn teoreema [1]. Luvuissa 2, 3 ja 4
todistetaan lause tapauksissa n = 4, n = 3 ja n = 5. Tapauksen n = 4 todistus poh-
jautuu pédasiassa Ribenboimin teokseen Fermat’s Last Theorem For Amateurs [21].
Lukujen 3 ja 4 todistukset pohjautuvat paidasiassa Larry Freemanin kirjoittamaan
Fermat’s Last Theorem-blogiin [8] ja [9] seké ldhteisiin [21] ja [6].

Tutkielman viimeisessé luvussa tutustutaan Josph Oesterlén ja David Masserin
vuonna 1985 esittdmédn abc-konjektuuriin. Mikéli kyseinen konjektuuri saadaan osoi-
tettua todeksi, sitd soveltamalla saadaan helposti todistettua Fermat'n suuri lause
tapauksissa n > 6. Tdmén luvun pédldhteend on kaytetty Marko Lamminsalon tut-
kielmaa [15].



LUKU 1
Fermat’n suuren lauseen historiaa

1.1. Alkujuuret

Fermat'n suuren lauseen alkujuuret ovat pronssikauden aikaisessa Mesopotamias-
sa, hedelmaéllisen puolikuun alueella Eufratin ja Tigrisin vélissd, joka tunnetaan myos
Kaksoisvirran maana. Nykyéadn alue kuuluu Irakiin. Mesopotamiassa kukoisti noin
vuodesta 2000 eKr. noin vuoteen 600 eKr. kulttuuri, jota kutsutaan Babylonian ajak-
si. Tamaé aikakausi tunnetaan monien keksintjen aikakautena. Tuolloin muun muassa
kehitettiin kirjoitustaito ja keksittiin pyord. Babylonian ajan tiedemiehet huomasivat
ympyrin kaaren pituuden ja halkaisijan vélisen yhteyden, laskivat pinta-aloja ja tila-
vuuksia [1, s. 22-23].

Babylonian arkipéivadn kuuluivat myos lukujen neliot. Niiden katsottiin edusta-
van vaurautta. Maanviljelijin varallisuus riippuu sadon suuruudesta. Sadon suuruus
taas riippuu siitd, kuinka suuri on pellon pinta-ala. Suorakulmaisen pellon pinta-ala
lasketaan kertomalla pellon pituus sen leveydella. Jos pellon leveys a ja pituus b sat-
tuvat olemaan yhté suuret, niin t#lloin pinta-alaksi tulee nelit a?. Babylonialaiset oli-
vat kiinnostuneet kokonaislukujen nelidistd enemménkin. He halusivat tietdd, kuinka
kokonaislukujen neliot voidaan jakaa toisten kokonaislukujen nelidiksi [1, s. 23-24].
Siithen aikaan heitd on kiinnostanut esimerkiksi seuraavaa tilannetta vastaava tieto:
Jos talonpojalla oli pelto, jonka kummankin sivun pituus oli 10 mittayksikkoa eli pel-
lon ala oli 100 neli6téd. Niin sen hén saattoi vaihtaa kahteen peltoon, joiden sivujen
pituudet olivat 6 ja 8 mittayksikkod. Télloin ndiden kahden pellon pinta-alat olivat 36
ja 64 neliota. Tamaé tieto oli térkeéd, kun maiden jaosta seuranneita ongelmia ratkais-
tiin. Nyky#én kirjoittaisimme vastaavan ongelman lyhyesti 10? = 824-62. Niité lukuja
kutsutaan Pythagoraan luvuiksi, vaikka 4000 vuotta vanhojen savitaulujen avulla tie-
ddmmekin, ettd Babyloniassa on tiedetty Pythagoraan lukujen ominaisuudet jo ennen
Pythagoraan syntymisté [1, s. 24].

Babylonialaiset tekivit aikanaan paljon erilaisia taulukoita nuolenpéékirjoituksel-
la savitauluihin. N&itd tauluja on sédilynyt paljon meidén péaiviimme asti. Erds néisté
tauluista on luettelonimeltdén Plimpton 322. Siinéd on viisitoista kolmen luvun ryh-
méd, joista jokaisella lukuryhmélld on se ominaisuus, ettd ryhmén ensimmaéinen luku
on kahden seuraavan luvun summa. Savitauluissa on siis viisitoista erilaista Pythago-
raan lukujen ryhmééa. Tutkijat ovat arvelleet, ettd taulujen avulla oli kdtevaa laskea
kaytannon laskuja, kuten murto-osia. Luultavasti tauluja on kaytetty myos opetus-
vilineind. Babylonialaiset eivit yrittdneet kehittad téllaisille ongelmille yleisia ratkai-
sumenetelmié, vaan he kdyttivit hyvéaksi valmiiksi laskettuja lukuja [1, s. 25-26].

Viisisataa vuotta ennen ajan laskumme alkua elényt Pythagoras Samoslainen oli
yksi matematiikan vaikutusvaltaisimpia ihmisid. Pythagoras hankki matemaattiset
taitonsa matkustelemalla ympéri antiikin maailmaa [22, s. 27-28]. Hén matkusti
muun muassa Egyptissi ja Babyloniassa [1, s. 26]. Todenndkoisimmin Pythagoras
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4 1. FERMAT’N SUUREN LAUSEEN HISTORIAA

oppi juuri egyptiléisilta ja babylonialaisilta matematiikan tutkimusmenetelmia. Néis-
sd molemmissa maissa oli siirrytty yksinkertaisista laskuista vaativiin laskutoimituk-
siin, joiden avulla esimerkiksi suunniteltiin ja pystytettiin taidokkaita rakennelmia.
Pythagoras huomasi, ettd egyptildiset ja babylonialaiset tekivét jokaisen laskutoimi-
tuksen tietylla kaavalla. Ndiden kaavojen avulla saatiin aina oikea vastaus. Kukaan ei
vaivautunut tutkimaan tarkemmin laskujen perustana olevaa logiikkaa [22, s. 28].

Kreikkaan palattuaan Pythagoras perusti veljeskunnan, johon kuului kuusisataa
jasentd. Opiskelun liséiksi he tekivéit omaakin tutkimustyotéd. Pythagoraan koulukun-
nan omaksuma eldménkatsomus muutti matematiikan kehitystéd. Veljeskunta oli sa-
lamyhkéinen ja hengellinen yhteiso, joka piti matemaattiset keksinnét omana tieto-
naan [22, s. 30-31]. Veljeskunta tutki paljon lukuja ja luontoa yhdistévia tekijoité [22,
s. 35]. Keskeisin niistd on tdmé séanto, joka sai nimensé keksijéltaan, Pythagoraal-
ta. Pythagoraan lause antaa yhtélon, joka péatee kaikkiin suorakulmaisiin kolmioihin
ja se myo0s médrittelee suorakulmaisen kolmion. Vaikka babylonialaiset ja kiinalai-
setkin olivat kdyttdneet Pythagoraan lausetta paljon ennen Pythagorasta, annetaan
lauseesta kunnia Pythagoraalle, koska hén oli ensimméinen, joka todisti lauseen [22,
s. 40-41].

Vuonna 510 eKr. puhjenneen mellakan seurauksena Pythagoraan veljeskunta ha-
josi ja Pythagoras sai surmansa. Henkiin jadneiden jésenten oli vainojen seuraksena
paettava ulkomaille, jossa he alkoivat levittdd matematiikan sanomaansa perustamal-
la kouluja ja opettamalla loogisen todistuksen metodia [22, s. 49-50]. Veljeskunnan
hajoamisen jélkeen matematiikan opiskelun painopiste oli siirtynyt Kreikan Krotonis-
ta Aleksandrian kaupunkiin Egyptiin. Aleksandriaan perustettu yliopisto ja etenkin
kaupungin suuri kirjasto veti puoleensa matemaatikkoja ja muita dlymyston edustajia
(22, s. 70].

Vuoden 330 eKr. tienoilla syntyi yksi aikansa merkittdvimmistd matemaatikois-
ta. Eukleides omisti suuren osan eldméstddan historian menestyksekkdimmaén oppi-
kirjan Alkeita-kirjan kirjoittamiseen. Eukleideen Alkeita koostuu kolmestatoista kir-
jasta, joista kaksi kirjaa on omistettu kokonaan pythagoralaisen veljeskunnan tyolle
[22, s. 71]. Vaikka Eukleides oli selvéstikin kiinnostunut lukuteoriasta, hinen suurin
mielenkiinnon kohteensa oli geometria. Eukleideen Alkeita tarjosi sellaisen tietopa-
ketin, etté sitd kédytettiin geometrian oppikirjana kouluissa ja yliopistoissa seuraavat
kaksituhatta vuotta ja kiytetddn yhéa edelleenkin [22, s. 76].

Fermat’'n suuren lauseen syntyyn on vaikuttanut merkittédvésti Aleksandriassa elé-
neen matemaatikko Diofantos Aleksandrialaisen (n. 250 jKr.) kokoama matematiikan
suurteos Arithmetica. Tama teos koostui kolmestatoista kirjasta, joista kuitenkin vain
kuusi selvisi keskiajan ylitse renessanssin matemaatikkojen, mm. Pierre de Fermat'n,
késiin [22, s. 77]. 1300 vuotta Diofantoksen aikojen jélkeen Euroopassa alkoi renes-
sanssi ja uuden ajan alku. Euroopassa alettiin janota tietoa, joten katseet kddntyivat
antiikin kulttuuriin. Kaikkea antiikin kirjallisuutta kdénnettiin latinaksi, joka oli tuol-
loin oppineiden yhteinen kieli [1, s. 537]. Myos antiikin aikaisia kirjoja kd&nnettiin
latinaksi. N&in ollen myo6s Fermat’lla oli kdytossdén latinankielinen versio Diofantok-
sen kirjoittamasta Arithmeticasta. Sen oli kédéntédnyt Ranskan oppineimmaksi mie-
heksi mainittu Claude Gaspar Bachet de Méziriac, jonka intohimona olivat erilaiset
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matemaattiset pulmat, joita Arithmeticakin sisilsi [22, s. 83]. Téssd Bachetin kddnta-
méssd kirjassa mainittiin Diofantoksen Probleemi 8, joka sai Fermat'n kirjoittamaan
kirjan marginaaliin kuuluisan reunahuomautuksensa [1, s. 44-45].

1.2. Pierre de Fermat (1601-1665)

Pierre de Fermat syntyi 20.8.1601 Ranskan lounaisosassa sijaitsevassa Beaumont-
de-Lomagnen kaupungissa [22, s. 59]. Fermat’n isd Dominique Fermat oli Beamountin
toinen konsuli, rikas nahkakauppias ja &iti juristiperheen tytér Claire de Long [2, s. 59].
Vanhempien varallisuuden myo6ta Pierren oli mahdollista saada opetusta Grandselven
fransiskaaniluostarissa ja sen jalkeen opiskella lakioppia Toulousen yliopistossa [22,
s. 59]. Fermat'n opiskeluajoilta on harvinaisen véhdn muistoja, mutta ilmeisesti ha-
nen opintonsa ovat sujuneet loistavasti [2, s. 59]. Perheensé painostamana Fermat
alkoi valtion virkamieheksi ja hénet nimitettiin Toulousen oikeusistuimen jésenek-
si 30-vuotiaana [1, s. 16]. Vuonna 1648 hénet ylennettiin kuninkaan neuvosmieheksi
Toulouse’n paikalliseen parlamenttiin [1, s. 17]. Fermat oli tydsséén rauhallinen ja oi-
keamielinen virkamies, joka toteutti velvollisuutensa harkiten ja oikeudentuntoisesti.
Hén hoiti neuvosmiehen virkaa kuolemaansa, eli vuoteen 1665 asti [12, s. 27].

Leipatyonsé ohella Fermat oli erittdin oppinut, niin matematiikassa kuin kielissé-
kin [12, s. 27]. Matematiikka oli kuitenkin hdnen lempiaiheensa ja esimerkiksi E.T.Bell
(1963 s. 58) kutsuukin héntd "harrastelijain kuninkaaksi”. Fermat'n aikaan Ranskan
tuomareiden oletettiin vilttavén seurustelua tavallisten kansalaisten kanssa [22, s. 82].
Tamén eristdytymisen tarkoituksena oli varmistaa, ettei tuomareita voitaisi lahjoa
eikd kiristad [1, s. 17]. Fermat'n intohimoa matematiikkaa kohtaan selitetddnkin sil-
14, ettd hén halusi harrastaa jotain virkavelvollisuuksien vastapainoksi ja nédin ollen
Toulousen seurapiireista eristdytyneelld Fermat’lla oli vapaa-ajallaan runsaasti aikaa
keskittyd matematiikkaan [1, s. 17].

Matematiikassa Fermat oli salamyhké&inen omia tutkimuksiaan kohtaan, eiké pal-
jastanut muille omia todistuksiaan ja tutkimustuloksiaan. Han saattoi ldhettdéd omia
teoreemojaan toisille matemaatikoille, mutta ei paljastanut niiden todistuksia [22,
s. 64]. Fermat’n toiden selvittdmiseksi onkin jouduttu turvautumaan vain aikalaisten
saamiin kirjeisiin [12, s. 29]. Erés néistd on Fermat’ia parikymmenté vuotta nuorem-
pi Blaise Pascal (1623-1662), jonka kanssa Fermat kévi kirjeenvaihtoa todennikoi-
syyslaskentaan liittyvistd asioista. Pascal ja Fermat muovailivatkin todennakoisyys-
laskennan ensimmaéisié todistuksia ja perusteita [12, s. 28]. Kiinnostus todennikoi-
syyslaskentaa kohtaan alkoi ammattipeluri Chevalier de Méré’n Pascalille esittdmésta
uhkapeliin liittyvéstd ongelmasta [22, s. 65].

Todennékoisyyslaskennan lisédksi Fermat oli luomassa toisen matematiikan alan,
differentiaali- ja integraalilaskennan, perusteita. Tdémén alan varsinaisina kehittajina
on yleisesti pidetty englantilaista Isaac Newtonia (1642-1727) ja saksalaista Gottfrid
Wilhelm Leibnizia (1646-1716). Myohemmin on kuitenkin tullut ilmi, ettd Newton
oli kirjoittanut kehitténeensé differentiaali- ja integraalilaskennan Fermat'n dériarvo-
menetelmén pohjalta [22, s.68-69]. Fermat sovelsi keksiméénsé ddriarvomenetelmad
valo-oppiin. Fermat keksi nk. "vadhimmén ajan periaatteen”, joka tarkoittaa sitd, ettd
valonsdde kulkee pisteestd A pisteeseen B eri véliaineissa nopeinta mahdollista tie-
ta. Eli kuljettaessa A:sta B:hen kuluva aika on a#riarvo. Téstd periaatteesta Fermat
johti fysiikassa keskeisié olevat heijastumis- ja taittumislait [2, s. 65].
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Fermat keksi myos analyyttisen geometrian yhdessd René Descartes’in (1596—
1650) kanssa toisistaan riippumatta [2, s. 58|. Fermat oli ensimmaéinen, joka sovelsi
analyyttistd geometriaa kolmiulotteiseen avaruuteen [2, s. 65]. Vaikka Fermat vaikut-
ti useammallakin matematiikan alalla merkittavéasti, muistetaan hénet nykypaiviana
parhaiten lukuteorian saavutuksistaan. Taméa johtunee siitd, ettd muilla aloilla hdnen
tyonsé olivat niiden ensiaskelia, jotka jédivét aikojen saatossa uusien tulosten varjoon.
Lukuteorian alalla Fermat esitti paljon sellaista, jotka tyollistivdt matemaatikkoja
vuosisatoja ja vield nykypéivanidkin [12, s. 28-29].

Fermat oli ihastunut kokonaislukujen kauneuteen ja mielekkyyteen. Niinpd hén
kehitti monia kokonaislukuihin liittyvia teorioita. Yhdesséd niistd hédn vaittas, etté
muotoa 22") + 1, n € Z olevat luvut ovat alkulukuja [1, s. 19]. Tassd Fermat kui-
tenkin erehtyi. Kuitenkaan Fermat ei ole missédin vaiheessa vaittinyt todistaneensa
arvaustaan. Edelld olevaa muotoa olevia alkulukuja kutsutaan Fermat'n alkuluvuiksi
[2, s. 67-68]. Leonhard Euler (1707-1783) todisti vuonna 1732, ettd kaikki muotoa
2(2") 1-1 olevat luvut eiviit ole alkulukuja [1, s. 54]. Yksi Fermat’n monista lukuteorian
keksinnoistd on nk. "Fermat’'n pieni lause”: Jos n on mielivaltainen kokonaisluku ja p
mielivaltainen alkuluku, niin t&lléin luku n? — n, on jaollinen p:lla. Tavoilleen uskol-
lisena Fermat ei todistanut tétd "pientd lausettaankaan”. Ensimméisend sen todisti
Leibniz, jonka todistus on todenndkdisesti perdisin ennen vuotta 1683 [2, s. 69].

Yksi Fermat'n hienoimmista huomioista on erds alkulukuja koskeva lause. Fermat
vaitti, ettd muotoa 4n + 1 olevat alkuluvut voidaan esittdéd kahden neliGluvun sum-
mana yvhdelld ja vain yhdella tavalla, kun taas muotoa 4n — 1 olevia lukuja ei koskaan
voida kirjoittaa kahden nelioluvun summana. Tédhdnkédan Fermat ei ollut todistustaan
jattdanyt. Niinpa Euler otti tehtdvikseen todistaa kyseisen tuloksen, ja vuonna 1749,
seitsemén vuoden uurastuksen jilkeen, hdnen onnistui lopultakin todistaa tdméa tulos
(22, s. 91 ja 94].

On ilmennyt, ettd tutkiessaan Arithmetican toista kirjaa Fermat on torménnyt
moniin Pythagoraan lauseeseen liittyviin huomioihin, ongelmiin ja ratkaisuihin [22,
s. 87]. Vuonna 1637 Fermat oli kirjoittanut Arithmetican marginaaliin lukujen nelioi-
den summaa koskevien kirjoitusten kohdalle huomautuksen: Cubem autem in duos
cubos, aut quadratoquadratum in duos quaratoquadratos, et generaliter nullam in in-
finitum ultra quadratum potestatem in duos eiusdem nominis fas est dividere. Cuius
rei demonstrationem mirabilem sane detexi hanc margins exiguitas non caperet [22,
s. 89]. Eli "Toisaalta on mahdotonta jakaa kuutiota kahdeksi kuutioksi, neljéttd po-
tenssia kahdeksi neljdnneksi potenssiksi tai yleisemmin mitéén kahta korkeampaa po-
tenssia kahdeksi saman asteen potenssiksi. Olen keksinyt siihen todella ihmeellisen
todistuksen, jolle timé marginaali ei kuitenkaan riitd” [1, s. 19-20]. Néin ilmeni, ettd
Fermat oli tutkinut yhtélod 2" + y™ = 2", n € N ja viitti, ettei talla yhtalolla ole
kokonaislukuratkaisua, kun n > 3 jaz > 0,y > 0,z > 0 [12, s. 26].

Fermat ei itse julkistanut saamiaan tuloksiaan missdén, niinpd hidnen kuoltuaan
oli vaarana, ettd kaikki hédnen aikaansaannoksensa jdisiviat unholaan. Pelastukseksi
tuli kuitenkin Fermat'n vanhin poika Clément Samuel de Fermat, joka tutki iséinsa
kuoltua Pierreltd jadneitd papereita ja hdn huomasi Arithmetican leveissd marginaa-
leissa olevia isdnsé kirjoittamia pédttelyitd ja merkintoja. Fermat’lle riitti, ettd hén
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itse vakuuttui ongelmien ratkaisusta, eikd hén siten vaivautunut kirjoittamaan muis-
tiin ongelmien lopullisia todistuksia. Fermat'n marginaaleihin kirjoittamistaan paét-
telyistd tuli Fermat'n nerokkaiden pa#telmien niukka todistuskappale. Onkin taysin
Clément Samuelin ansiota, ettd nykyéain tieddmme yhtdan mitdan Fermat'n tekemis-
td uurastuksista ja lapimurroista lukuteorian alalla [22, s. 84-85, 90-91].

Clément Samuelin vuonna 1670 julkaisema kirja oli Arithmetica varustettuna Pier-
re de Fermat'n huomioilla. Fermat'n tekemié huomioita on kirjassa yhteensa 48 kap-
paletta [22, 8.91]. Fermat'n jdlkeen matemaatikot alkoivat todistella Fermat'n tekemié
teoreemoja tarkasti. Tamaé oli tarkedé, koska ennen kuin teoreemoja voitiin kayttaa,
oli ne todistettava tdsmaéllisesti. Teoreemoja kidytetddn usein seuraavan teoreeman
todistamiseen, siten, jos aiemman teoreeman todistuksessa onkin virhe, ei myoskadn
seuraavien teoreemojen todistukset péatisi. Talloin voisi kiyydé todella hullusti ja voisi
saada tdysin védriakin johtopa#toksid [22, s. 94-95].

1.3. Fermat’n jilkeen

Kaikki muut Fermat’'n teoreemat oli osoitettu oikeiksi tai véériksi viimeistaan
1800-luvun alkupuolella [1, s. 20]. Vain yksi oli enédé todistamatta. Se oli edelld mai-
nittu Fermat'n suuri lause, jota kutsutaan myos Fermat'n viimeiseksi teoreemaksi
juuri siitd syysté, ettd se oli viimeinen Fermat'n lause, jota ei ollut saatu todistet-
tua. Sité yritettiin todistaa yli kolmesataa vuotta, minka vuoksi se tulikin tunnetuksi
matematiikan haastavimpana ongelmana, johon matemaatikot yksi toisensa jilkeen
tarttuivat lihes tuloksetta [22, s. 95-96].

Tiedetéddn, ettd Fermat'n onnistui osoittaa suuri lauseensa todeksi ainakin silloin,
kun eksponentti n = 4 ja n = 3. My06s Leonhard Euler osoitti saman eli sen, ettd
yhtélolle ei ole kokonaislukuratkaisua, kun eksponentti on 3 tai 4 [1, s. 55-56]. Euler
oli tunnetusti ensimméinen henkild, joka péadsi Fermat'n lauseen todistuksessa eteen-
péin [12, s. 29]. Eulerin todistus oli valtava edistysaskel, mutta kuitenkaan Euler ei
pystynyt yleistimédn todistustaan Fermat’n suuren lauseen muihin tapauksiin [22,
s.116].

Seuraava edistysaskel lauseen todistamisessa tapahtui Ranskan Sophie Germainin
(1776-1831) ansiosta. Naismatemaatikot eivéit olleet Germainin aikaan kovin suuressa
arvossa. Esimerkiksi Ranskaan vuonna 1794 avattu huippuyliopisto oli vain miehille,
joten Germainin joutui opiskelemaan yliopistossa valehenkil6llisyyden avulla. Ger-
mainin lahjakkuuden vuoksi hédnen todellinen henkil6llisyytensa kuitenkin paljastui
yliopiston opettajalle Joseph-Louis Lagrangelle. Lagrangesta tuli Germainin ohjaaja
ja opettaja. Germain kiinnostui erityisesti lukuteoriasta ja alkoi tutkia myos Fermat'n
suurta lausetta. Germain omaksui uuden strategian Fermat'n lauseen todistamiseen.
Hénen ensisijainen tavoitteensa oli saada tuloksia monista eri tapauksista yhtéd ai-
kaa, sen sijaan, ettd olisi todistanut jonkin Fermat'n lauseen yksittédistapauksen [22,
s. 132-137].

Germain halusi keskustella ideoistaan jonkun toisen matemaatikon kanssa, joten
hén péaatti mennd konsultoimaan maailman suurinta lukuteoreetikkoa Carl Friedrich
Gaussia (1777-1855). Germain hahmotteli Gaussille paédttelyn, joka kohdistui tietyn
tyyppisiin alkulukuihin. Sellaisiin alkulukuihin p, ettd myos 2p + 1 on alkuluku. Té&-
mén tyyppinen alkuluku on esimerkiksi luku 5, koska myos 11 (2-5+ 1) on alkuluku.
Néihin alkulukuja vastaaviin n:n arvoihin Germain sovelsi tyylikéstéd perustelua joka
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osoitti, ettei yhtalolla 2™ 4+ y™ = 2™ todennékoisesti ole lainkaan kokonaislukuratkai-
suja. Jos ratkaisuja olisi ollut, niin t&lldin joko x,y tai z olisi jaollinen n:ll&, ja se
asettaisi tiukkoja rajoituksia mahdollisille luvuille [22, s. 136-137]. Gauss itse ei ollut
innostunut Fermat’'n lauseen todistamisesta. Saattoi olla, ettd hén tiesi, kuinka vai-
kea se oli todistaa ja kieltaytyi siité siksi. Gauss kehitti merkittavésti funktioteoriaksi
kutsuttua matematiikan alaa. Juuri tdmé funktioteoria oli ratkaisevassa asemassa,
kun Fermat'n lause saatiin viimein todistettua [1, s. 64-65].

Germainin menetelmén ansiosta Peter Gustav Lejeune-Dirichlet (1805-1859) ja
Adrien-Marie Legendre (1752-1833) onnistuivat toisistaan tietdméattéd todistamaan,
ettel yhtélolld ole ratkaisuja tapauksessa n = 5 [22, s. 137-138]. Legendre oli todista-
nut kyseisen tapauksen kaksi vuotta Dirichlet’n jéalkeen, mutta ei ollut silloin tiennyt
Dirichlet'n todistuksesta [1, s. 71]. Vuonna 1847 Ranskan tiedeakatemian kokouk-
sessa matemaatikko Gabriel Lamé (1795-1870) ilmoitti 16ytéaneensd Fermatn suu-
relle lauseelle taydellisen todistuksen. Lamé oli pari vuotta aikaisemmin todistanut
lauseen tapauksessa n = 7 [1, s. 77]. Augustin Louis Cauchy (1789-1857) kannatti
Lamén ratkaisua [12, s. 29]. Lamé kiytti todistuksessaan menetelméi, jossa hin ja-
Lamé myonsi, ettei idea tésté ollut yksin hénen, vaan Joseph Liouville (1809-1882)
oli sité hénelle ehdottanut. Liouville kuitenkin huomautti, ettei Lamé ollut todistanut
Néin ollen menetelmi ei riittédnyt lauseen todistamiseen [1, s. 77-78|.

Myos saksalainen matemaatikko Ernst Eduard Kummer (1810-1893) kéytti teki-
joihin jakoa Fermat’n suuren lauseen todistuksessa [1, s. 78]. Kummer otti kiyttoonsa
niin sanotut ideaaliluvut. Héan osoitti lauseen oikeaksi, kun p on ns. sddnnollinen alku-
luku. Lukua 100 pienemmisté alkuluvuista vain luvut 37,59 ja 67 ovat epasadnnollisia
lukuja [12, s. 29]. My6s néille kolmelle epdsddnnolliselle alkuluvulle Kummer keksi
todistuksen, mutta ei pystynyt yleistaméén todistuksiaan kaikille epésaannollisille al-
kuluvuille. Kummerin saavutusten ansiosta Fermat’n lause oli todistettu oikeaksi kai-
killa lukua 100 pienemmilld kokonaisluvuilla seké kaikilla niilld ddrettoméan monilla
kokonaisluvuilla, jotka olivat lukujen 2, ...,99 monikertoja [1, s. 80].

Saksassa Wolfskehlin sétio julisti vuonan 1908 sadantuhannen Saksanmarkan pal-
kinnon sille, joka pystyisi todistamaan Fermat'n suuren lauseen. Nykyrahassa summa
vastaa suunnilleen miljoonaa dollaria [22, s. 155]. Jos joku olisi osoittanut Fermat'n
suuren lauseen epétodeksi, ei siitéd olisi saanut sédétioltda rahaa lainkaan. Wolfskehlin
palkinnosta ilmoitettiin kaikissa matemaattisissa julkaisuissa ja niinpad uutinen pal-
kinnosta levisi pian ympéri Eurooppaa [22, s. 158]. Ensimmaéiseni vuonna s#étio sai
621 ratkaisuehdotusta ongelmalle, jotka kaikki osoitettiin kuitenkin véariksi. Sa&atio
sai vuosien mittaan tuhansia ratkaisuyrityksid, mutta ne kaikki osoitettiin vaariksi
[1, s. 81-82|. Piddasiassa naitd todistuksia ldhettiviat useat matematiikan harrasteli-
jat, jotka yrittivit palkintosumman siivittdména saada todistuksen lauseelle, mutta
jarjestédn jokainen todistus oli virheellinen. Jokainen todistus jouduttiin kuitenkin
tarkastamaan ja kdyméédn lapi siltd varalta, ettd joku tuntematon harrastelija oli-
sikin onnistunut sattumalta todistamaan Fermat'n suuren lauseen [22, s. 164-165].
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Valitettavasti suurin osa ammattimatemaatikoista piti Fermat'n suurta lausetta toi-
vottomana tapauksena, ja he padttivat sddtion palkinnosta huolimatta olla vaaranta-
matta uraansa sellaisella uhkayritykselld [22, s. 158]. Muutamat 1900-luvun merkit-
tadvimmistd hahmoista yrittiviat ymméartda lukujen syviéllisimpid ominaisuuksia kek-
sidkseen, mihin kaikkeen lukuteoria pystyy vastaamaan. N&itd merkittdvid hahmoja
olivat esimerkiksi David Hilbert ja Kurt Godel. Heiddn tyonsd on ollut merkittéavé
matematiikan perusteille ja vaikutti lopulta myos Fermat’'n suureen lauseeseen [22; s.
167].

1.4. 1900-luvun kehitys

Henri Poincare (1854-1912) tutki sinin ja kosinin tapaisia jaksollisia funktioita se-
ké niiden kautta kompleksitasoa. Funktion jaksollisuus voi ilmeté sekd reaaliakselin
ettd imaginaariakselin suunnassa. Poincaré paitteli, ettéd télla keinolla 16ytyy funk-
tioita, joilla on hyvin monipuolinen symmetria. Naita funktioita hdn kutsui automorfi-
funktioiksi. Poincaré laajensi automorfifunktiot viela monimutkaisemmiksi funktioik-
si, modulaarisiksi muodoiksi [1, s. 94-95]. Modulaaristen muotojen keskeinen piirre
on niiden symmetrian suunnaton moninaisuus. Modulaarista muotoa on mahdoton
piirtdd tai edes kuvitella ja niita tutkitaan paljon juuri niiden symmetrian takia [22,
s. 215, 219, 222].

1900-luvulla alettiin tutkia kahdentuhannen vuoden takaisia Diofantoksen yhtloi-
td yhéd enemmaén siten, ettéd niiden ratkaisujen etsimiseen kéytettiin elliptisten kéyrien
ominaisuuksia. Elliptiset kiyrat eivét ole ellipseja eivitki ne kuvaa elliptisid funktioi-
takaan. Ne liittyvét kolmannen asteen polynomien ratkaisuihin. Yksi esimerkki ellip-
tisestd kidyristi on y? = az®+bxr?+cx. Lukuteoreetikot ovat kiinnostuneita elliptisisti
kéyristé, koska niiden avulla saadaan vastauksia moniin yhtéloité ja niiden ratkaisuja
koskeviin kysymyksiin. Elliptisistd kayristd kehittyi lukuteoreetikoille tehokas tutki-
musmenetelmé [1, s. 104-105].

Vuonna 1954 Japanissa kaksi aloittelevaa matemaatikkoa, Yutaka Taniyma (1927—
1958) ja Goro Shimura (1930-), tapasivat toisensa [22, s. 214]. Heidén tapaamisensa
ja sitd kautta ystdvyyden sai alulle jommankumman toiselle ldhettdamaé kirjelappu-
nen, jossa pyydettiin palauttamaan kirjastoon eris matemaattinen lehti [1, s. 108].
Taniymaa ja Shimuraa kiehtoi erés siithen aikaan epdmuodikas aihe, Poincarén tut-
kimat modulaariset muodot. Taniyma viitti, ettd elliptiset yhtédlot ja modulaariset
muodot ovat kdytannollisesti katsoen yksi ja sama asia. Niiden avulla voitaisiin yh-
distédd modulaarinen ja elliptinen maailma [22, s.215, 222]. Shimura uskoi ystédvansi
idean paikkansapitdvyyteen ja halusi 10ytéda lisdd todisteita modulaarisen ja ellipti-
sen maailman vélisen sukulaissuhteen vahvistamiseksi [22, s. 225-226]. Lopulta Shi-
mura saikin sen verran todisteita elliptisten yhtéloiden ja modulaaristen muotojen
vastaavuudesta, ettéd se alkoi saada laajempaakin kannatusta. Todisteita oli sen ver-
ran, etté siitd alettiin puhua Taniyman—Shimuran otaksumasta. Joskus hypoteesista
puhutaan my6s Taniyman—Shimuran—-Weilin otaksumana ja virheellisesti Taniyman-—
Weilin otaksumana tai jopa vain Weilin otaksumana [22, s. 230].

Vuonna 1922 englantilainen matemaatikko Louis J. Mordell (1888-1972) keksi, et-
td jos Fermat'n suuren lauseen eksponentti on suurempi kuin kaksi, niin yhtalolla on
vain ddrellinen maard ratkaisuja, sikdli kuin niitd ylipddataan olisi lainkaan. Mordell
ei itse keksinyt véitteelleen todistusta, joten se sai nimekseen Mordellin konjektuuri.
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Mordellin otaksuman todisti oikeaksi Gerd Falting (1954-) vuonna 1983. Pian tdmén
jalkeen D. R. Heath-Brown (1952-) ja Andrew Granville (1962-) osoittivat Faltingsin
tuloksen avulla, ettd jos Fermat'n yhtalolla oli ratkaisuja ne olisivat sitd harvemmassa
mitd korkeammaksi eksponentti kasvaa. Heidén mukaansa Fermat'n yhtdlon toteut-
tavia kokonaislukuja ei voi olla, kun eksponentti on hyvin suuri. Néin ollen Fermat'n
suuri lause piti jo "melkein varmasti” paikkansa. Vuoteen 1983 mennessd Fermat'n
suuri lause oli osoitettu oikeaksi, kun eksponentti on korkeintaan miljoona [1, s. 97—
100].

Syksylla 1984 pienesséd saksalaiskylidssd Oberwolfachissa jarjestettiin tieteellinen
keskustelutilaisuus. Yksi tilaisuuden puhujista, Gerhard Frey (1944-), esitti viitteen,
jonka mukaan se, joka osaisi todistaa Taniyman—Shimuran otaksuman, pystyisi saman
tien todistamaan myos Fermat'n suuren lauseen. Tédhén vaitteeseen Frey oli paaty-
nyt muodostamalla Fermat'n yhtéalon avulla elliptisen kdyrén. Nyt Fermat'n suurella
lauseella ja Taniyman—Shimuran olettamuksella oli selked yhteys. Nyt piti vain osoit-
taa, ettd elliptinen kéyré ei ole modulaarinen, jolloin Taniyman—Shimuran otaksuman
todistaminen antaisi suoraan Fermat'n suuren lauseen. Freyn pééttely oli siis seuraa-
va:

(1) Jos Taniyman—Shimuran otaksuma voidaan todistaa, jokaisen elliptisen yh-
talon on oltava modulaarinen.
(2) Jos jokaisen elliptisen yhtdlon on oltava modulaarinen, Freyn elliptistd yhtéa-
164 ei voi olla olemassa.
(3) Jos Freyn elliptistd yhtdlod ei ole olemassa, Fermat'n yhtdlolla ei ole ratkai-
suja.
(4) Niinpd Fermat'n lause on tosi.
Ken Ribet (1948-) todisti, ettd Freyn elliptinen kdyré ei ole modulaarinen ja siten
Taniyman—Shimuran otaksuman todistaminen antaa seurauksena Fermat'n suuren
lauseen [22, s. 236-238, 242-243].

1.5. Lopullinen todistus

Eréénd iltana loppukesista 1986 herra nimeltddn Andrew Wiles (1953-) joi jadtee-
td ystdvanséd luona. "Keskustelun lomassa hdn mainitsi ohimennen, ettd Ken Ribet
oli todistanut Taniyman-Shimuran otaksuman ja Fermat'n suuren lauseen vélisen
yhteyden. Valpastuin heti. Siitd hetkesta tiesin, ettd eldméni suunta oli vaihtumas-
sa, koska tdmé tarkoitti, ettd todistaakseni Fermat’n suuren lauseen minun tarvitsi
vain todistaa Taniyman—Shimuran otaksuma. Se puolestaan tarkoitti, ettd lapsuute-
ni unelma oli muuttunut vakavasti otettavaksi tutkimuskohteeksi. Tiesin heti, etten
endd koskaan voisi péadstaé sitéd késistdni. Tiesin myos, ettd palaisin kotiini ja ryh-
tyisin valittoméasti tutkimaan Taniyman—Shimuran otaksumaa,” Wiles muistelee [22,
s. 247]. Wiles oli kymmenvuotias, kun hdn meni Englannissa kotikaupunkinsa kirjas-
toon ja silmaéili sielld erdstd matematiikasta kertovaa kirjaa. Kirjassa kerrottiin Fer-
mat’n suuresta lauseesta, joka nédytti niin yksinkertaiselta, ettéd lapsikin ymmaérsi sen.
Siiné hetkessd Wilesin unelmana oli todistaa lause joskus oikeaksi [1, s. 129].

Andrew Wiles aloitti yliopisto-opintonsa vuonna 1970. Suoritettuaan lopputut-
kinnon, hianet hyvaksyttiin Cambridgeen tekeméédn matematiikasta véitoskirjaa. Nyt
Wiles joutui jattdmadn lapsuuden unelmansa Fermat'n suuren lauseen todistami-
sesta, koska siithen ei ollut vaitoskirjaa tehdesséd aikaa. Wiles kirjoitti vaitoskirjansa
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elliptisista kéyrista ja niitd sivuavasta [wasawan teoriasta. Saatuaan viitoskirjan val-
miiksi Wiles 1dhti Yhdysvaltoihin Princetonin yliopiston tutkijaksi. Sielld héan jatkoi
elliptisten kéyrien ja Iwasawan teorian parissa [1, s.130]. Nyt Ken Ribetin ansiosta
hén alkoi taas tutkia Fermat'n suurta lausetta. Wiles teki erikoisen ratkaisun ja alkoi
tyoskennelld taysin yksin ja salassa muilta. Han perusteli sité silld, ettd ndin han ta-
kasi itselleen tyorauhan. Toinen syy salamyhkéisyyteen oli varmaankin hidnen halunsa
saada tunnustusta. Wiles pelkési tilannetta, jossa hén olisi saanut paattelyn viimeisié
silauksia vaille valmiiksi ja t&lloin hénen saavutuksensa vuotaisi julkisuuteen ja joku
muu veisi héneltd kunnian tdydentédmalla todistuksen loppuun. Wiles saavutti useita
huomattavia tuloksia parin vuoden aikana, mutta ei kertonut niistd julkisuuteen [22,
s. 250-251].

Wiles tiesi, ettéd todistaakseen Taniyman—Shimuran otaksuman oikeaksi hénen pi-
ti osoittaa kaikki elliptiset kayrat modulaarisiksi. Hanen piti siis osoittaa, ettd jo-
kainen rationaalilukukertoiminen elliptinen kdyré on rakenteeltaan modulaarinen [1,
s. 132]. Wiles péétti hyodyntad induktiotodistusta Taniyman-Shimuran otaksuman
todistuksessa. Hdanen haasteenaan oli laatia paéttely, joka osoittaisi, ettd kukin déret-
tomén monesta elliptisestd yhtélosta voitiin yhdistda johonkin dédrettoméan monesta
modulaarisesta muodosta. Ensimméinen askel kohti induktiivista todistusta loytyi
1800-luvulla elineen ranskalaisen Evariste Galoisin tutkimuksista. Galois oli tutkinut
muun muassa viidennen asteen yhtéaloiden ratkaisua ja kidytti apunaan ryhméteoriaa.
Ryhméteorian avulla Wiles pystyi muodostamaan dédrettémén monta darettomén pit-
kéd dominolaattajonoa, ja hdnen onnistui kaataa jokaisen jonon ensimméinen laatta.
Dominolaattajonot kuvaavat tassé siis induktiotodistusta, jossa on ddrettéomén mon-
ta tapausta todistettavana. Wiles oli saanut otettua induktiotodistuksen ensimméisen
askeleen kohti lopullista todistusta [22, s. 253-255, 272-275].

Nyt Wilesin piti todistaa, ettéd jokainen kaadettu dominolaatta kaataisi myds seu-
raavan. Seuraavan askeleen ottamisessa Wilesilla oli ongelma. Hén ajatteli kaytta-
véinséd Iwasawan teoriaa, mutta se ei sithen sopinutkaan. Hén ei tiennyt, kuinka jat-
kaisi. Niinp& hén paétti ldhted viiden vuoden eristdytymisen jéalkeen matematiikan
alan kongressiin, josta ajatteli kuulevansa aivan viimeisimmét matematiikan keksin-
not. Kongressissa hén tapasi véitoskirjan ohjaajansa John Coatesin, joka mainitsi
oppilaansa Matthias Flachin olevan laatimassa hienoa artikkelia elliptisisté yhtélois-
ta. Flachin tutkimus perustui Kolyvaginin vastikédén kehittdméan metodiin. Wiles sai
idean hyodyntéé téatd ns. Kolyvaginin-Flachin metodia todistuksessaan. Wiles luokit-
teli kaikki elliptiset yhtélot erilaisiin perheisiin, joihin hén sitten Kolyvaginin—Flachin
metodia sovelsi. Kuuden vuoden intensiivisen tyoskentelyn jélkeen Wiles otti yhteyt-
ta professori Nick Katziin. Katz tyoskenteli Wilesin tavoin Princetonin yliopistossa ja
hén oli ldheinen henkilo Wilesin kanssa. Katzilta Wiles sai apua Kolyvaginin—Flachin
metodin teknisiin paattelyihin [22, s. 283-287].

Lopulta Wilesin todistus oli siind vaiheessa, ettd vain yksi elliptisten yhtéloiden
perhe oli endé alistumatta hénen tekniikalleen. Siithen hén 16ysi ratkaisun 1800-luvulta
perdisin olevasta konstruktiosta, jonka Barry Mazur mainitsi erdéssé tutkimukses-
saan. Néin hén sai Kolyvaginin—Flachin metodin toimimaan myos viimeiseen elliptis-
ten yhtéaloiden perheeseen ja hén uskoi olevansa todistanut Fermat'n suuren lauseen
[22, s. 289]. Kesidkuussa 1993 jérjestettiin Englannin Cambridgessa lukuteoriaa ké-
sitteleva kongressi, jossa Wiles aikoi esittédé todistuksensa. Wiles piti kolmen luennon
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sarjan, jonka loppuhuipennuksena oli Fermat'n suuren lauseen todistus. Téamén jil-
keen todistus lahti asiantuntijoiden tarkastettavaksi [1, s. 140-141].

Valitettavasti Wilesin todistuksesta 16ytyi kuitenkin ammottava aukko, jonka paik-
kaaminen ei kdynytkddan tuosta vain. Wiles eristdytyi taas ulkomaailmasta ja alkoi
paikata todistustaan. Eristdytyminen oli nyt huomattavasti vaikeampaa, koska kaik-
ki odottivat hdnen lopullista todistustaan ja epdilivét jo, tuleekohan sitd edes. Wiles
pyysi todistukseen apua entiseltd oppilaaltaan Richard Taylorilta. Vihdoin 19. syys-
kuuta 1994 Wilesin onnistui paikata todistuksessa ollut aukko kokonaan. Wiles lahetti
raporttinsa matematiikan alan arvostetuimpaan julkaisuun, Annals of Mathematics
-lehteen. Tdmaé oli matematiikassa normaali tapa julkistaa tutkimustuloksia. Ennen
julkaisua lehti tarkistutti Wilesin tekstin usealla asiantuntijalla. Tarkistuksessa meni
kuukausia, mutta virheité ei 16ytynyt. Nain yli 350 vuotta vanha arvoitus oli lopulli-
sesti todistettu oikeaksi [1, s. 142-147].



LUKU 2
Tapaus n =4

Todistetaan téssd luvussa Fermat'n suuri lause, kun eksponentti n = 4. Tama on
lauseen helpoin tapaus. Taméan tapauksen ovat todistaneet muun muassa De Bessy
vuonna 1676, Euler vuonna 1738 ja Kausler vuonna 1795 [21, s. 15]. My6s Fermat
itse on todistetusti osoittanut lauseen todeksi tapauksessa n = 4. Fermat kdytti to-
distuksessaan dédrettomén laskeutumisen menetelméd [22, s. 108-109].

Adrettomén laskeutumisen menetelméd kiyttien Fermat aluksi oletti, ettéd yhté-
16lle on olemassa hypoteettinen ratkaisu

x:Xl,y:Yi,Z:ZL

Tutkimalla ratkaisun (X, Y], Z1) ominaisuuksia Fermat osoitti, ettd mikéli tdmé hy-
poteettinen ratkaisu oli olemassa, silloin olisi oltava olemassa my0s pienempi ratkaisu
(Xa,Ys, Zy). Tutkimalla tdtd uutta ratkaisua Fermat osoitti, etté oli olemassa vielé-
kin pienempi ratkaisu (X3, Y3, Z3). Nédin Fermat oli 16ytényt laskeutuvan portaikon
ratkaisuja, jotka jatkuisivat &drettomiin, aina pienempiin lukuihin. Koska lukujen
x,1y, z on kuitenkin oltava luonnollisia lukuja ja koska yhtélolle on oltava olemassa
pienin mahdollinen ratkaisu, niin dérettomiin jatkuva portaikko on téalléin mahdoton.
Tamén ristiriidan nojalla alkuperédinen oletus, jonka mukaan on olemassa ratkaisu
(X1,Y1, Z1), on vaard [22, s. 109].

Jotta voidaan todistaa Fermat'n suuri lause tapauksessa n = 4, pitdé ensin todis-
taa pari lemmaa. Naitd lemmoja kiytetddn apuna myos tapausten n = 3 jan = 5
todistuksissa.

LeEMMA 2.1 (Aritmetiikan peruslause). Jokainen kokonaisluku s > 1, voidaan
esittada yksikasitteisesti alkulukujen tulona, s = pi*ps? - - - pi», missd p;:t ovat eri al-
kulukuja ja a; € N.

Tobistus. Katso [25, s. 18-19]. O

LEMMA 2.2 (Eukleideen Lemma). Olkoon p alkuluku ja a,b € Z. Jos p | ab, niin
plataip|b. Josay,as,...,a, €Z jap|ay---a,, ninp|a;, jollaini € {1,2,...,n}

TobpisTus. Oletuksen mukaan ab = rp jollekin r € Z. Jos luku a on jaollinen
luvulla p, niin véite pitdéd paikkansa. Oletetaan sitten, ettd a ei ole jaollinen luvulla
p, ja osoitetaan, ettd luku b on silloin jaollinen luvulla p. Koska luku p on alkuluku
ja p 1 a, niin silloin syt (a,p) = 1. Talloin joillakin m,n € Z on voimassa Bezout'n
yhtdlo: 1 = ma + np [18, s. 63]. Kertomalla molemmat puolet luvulla b, saadaan
b = mab 4+ npb = mrp + npb = p (mr + nb). Téstd huomataankin, ettd nyt p | b.
Yleinen tapaus todistetaan induktiolla. O

Seuraavan lemman todistuksessa hyodynnetdin Fermat'n kehitteleméad adretto-
man laskeutumisen menetelméé. Lemma on tarked ja sitd kdytetddn jatkossa mones-
sa tilanteessa.

13



14 2. TAPAUS n =4

LEMMA 2.3. Jos syt (v,w) = 1 ja vw = 2", niin silloin on olemassa luvut x,y
siten, etté v =z" ja w = y".

TobisTus. Oletuksen nojalla syt (v, w) =1 ja vw = 2".

Tehd&dan antiteesi: Oletetaan, ettd v # x™ kaikilla z,n. Nyt v # 1, koska 1" = 1.
Talloin v on Lemman 2.1 nojalla jaollinen alkuluvulla p. On siis olemassa luku & siten,
ettd v = pk. Nyt luku p jakaa luvun z, koska z" = vw = pkw. Téll6in on olemassa
luku m siten, ettd z = pm. Joten 2" = vw = pkw = (pm)" = p"m™. Jakamalla
molemmat puolet luvulla p, saadaan kw = p" 'm™. Nyt Lemman 2.2 nojalla joko
p | k tai p | w. Luku p ei voi jakaa lukua w, koska se jakaa luvun v ja syt (v, w) = 1.
Télloin p | k. Tamé sama péaittely, miké tehtiin luvulle p, voidaan tehdd myos luvulle
p" 1. Siten saadaan, ettd p"~! | k. T#ll6in on olemassa luku V siten, ettd k = p" V.
Tistd saadaan, ettd kw = p"~'m" = p" 'Vw. Jakamalla molemmat puolet luvulla
p" 1, saadaan Vw = m™. Nyt syt (V,w) =1, koska V | v ja syt (v,w) = 1. Luku V ei
voi olla n. potenssi. Jos se olisi, niin v = p"V tekisi luvusta v n:nnen potenssin, miké
on kuitenkin vastoin oletusta. Lopuksi V' on pienempi kuin v, koska p"~! > 1.

Edella osoitettiin, ettéd olettamalla, ettd n:nnen potenssin jakaja ei ole itse n. po-
tenssi, niin taytyy valttamétta olla pienempi jakaja, joka ei mydskaéan ole n. potenssi
ja niin edelleen ja niin edelleen. Tétéa jatkamalla paddytéddan tilanteeseen, misséd posi-
tiivisia kokonaislukuja késitellessé ei endé 16ydykéadan pienempéé ratkaisua ja saadaan
ristiriita. Néin saatiin todistettua Fermat'n kehitteleméad dédrettomén laskeutumisen
menetelmid kayttéden, ettd v = z™. Vastaavasti voidaan osoittaa, ettd w = y" jollekin
Y. 0

MAARITELMA 2.4. Jos kolmikko (z,y,z) positiivisia kokonaislukuja toteuttaa
Pythagoraan yhtilon, eli yhtdlén 22 + y? = 22, niin lukukolmikkoa kutsutaan Pytha-
goraan kolmikoksi.

ESIMERKKI 2.5. Kolmikko (3,4,5) on Pythagoraan kolmikko, koska 32 + 4% = 52.

MAARITELMA 2.6. Kun z > 0, y > 0, z > 0, x on parillinen ja syt (z,y,2) = 1,
niin kolmikko (z,y, z) on primitiivinen ratkaisu yhtilolle z2 + y* = 22

Seuraavan lauseen avulla saadaan kaikki primitiiviset ratkaisut Pythagoraan lauseel-
le.

LAUSE 2.7. Jos a,b ovat kokonaislukuja, joille a > b > 0, syt (a,b) = 1, toinen
niistd on pariton ja toinen parillinen, niin tdlloin kolmikko (x,y, z), jossa

x = 2ab,
y:a’2_b27
2z =a® +b?,

on primitivinen ratkaisu Pythagoraan lauseelle 22 + y? = 22.

Myds kadnteinen tulos patee. Eli jos kolmikko (x,y,z) on primitiivinen ratkaisu
Pythagoraan lauseelle, niin talloin a > b > 0, syt (a,b) =1 ja toinen luvuista a,b on
pariton ja toinen parillinen.
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Tobistus. Olkoot a, b kokonaislukuja, joille lauseen ehdot ovat voimassa. Liséksi
olkoon z, y ja z médritelty, kuten edelld. T&ll6in
iyt = (2@b)2+(a2 — b2)2 = 4a’V*+a* —2a*V*+b* = a*+2a°0*+b* = (a® + b2)2 =22
Selvisti > 0,y > 0,z > 0, x on parillinen. Olkoon d = syt (x,y, z). Télléin d | z,
d|yjad] zsitend| ((a® + %) + (a* — b)) jad | ((a* + b*) — (a® — b?)), eli d | 2a? ja
d | 2b*. Koska syt (a,b) = 1, niin tiytyy olla joko d = 1 tai d = 2. Oletuksen mukaan
toinen luvuista a ja b on parillinen ja toinen pariton, siten y on pariton. Ja koska y
on pariton, niin d # 2. Eli taytyy olla syt (z,y, z) = 1.

Kéinteisesti, olkoon (z,y, z) primitiivinen ratkaisu yhtilolle 22 + y* = 2%, joten
1?2 +y? = 22, Koska tiedetiidn, ettd syt (z,y, z) = 1, niin my6s syt (x, 2) = 1. Koska x
on parillinen, niin z on pariton ja télléin syt (z — z,z + z) = 1. Koska y? = 22 — 22 =
(z—x)(z+x) ja syt(z —x,z+x) = 1, niin Lemmasta 2.3 seuraa, ettd z — x ja
2 + x ovat kokonaislukujen nelisitd. Olkoon ne z +x = t? ja z — ¢ = u?, missi
lukujen ¢ ja u tdytyy olla positiivisia parittomia kokonaislukuja, ¢ > u > 0. Olkoon
a, b kokonaislukuja siten, ettd 2a =t +wu ja 20 =t —wu. Talléin t = a+0b jau = a — D,
a>b>0.Kosknr=t?—2=8*— (> +2)=t* -’ -z,  =v* P jaz =t -z =
t2 — (z —u?) = t* — z + u?, niin

2 (4 _H\2 2 2 9 12
a::(CH_b) (a —b) _a”+2ab+b° —a”+2ab—b :4;ab:2ab’
2 2 2
= (a—b)’(@+b)>=((a+0b)(a—10b)" = (aQ—bQ)z, joten y = a* — b?,

(@+0)?+(a—b)° a®+2ab+b+a®>—2ab+b? 2a°+207

2 | 12
_ = b*.
© 2 2 2 @
Huomataan, ettd syt (a,b) = 1, koska syt (z — x,z +x) = 1. Liséksi, koska ¢t =
a + b on pariton, niin toinen luvuista a, b on pariton ja toinen parillinen. U

Todistetaan seuraavaksi, etti yhtalolld z* — y* = 22 ei ole yhtéfin positiivisista

kokonaisluvuista muodostuvaa ratkaisua.

LAUSE 2.8. FEi ole olemassa kokonaislukuja x # 0,y # 0,z # 0, jotka toteuttavat
yhtdlon o — y* = 22.

TobisTus. Antiteesi: On olemassa kokonaisluvut x # 0,y # 0,z # 0, jotka to-
teuttavat yhtilon x? — y? = 22. Olkoon (z,y, 2) niisté se ratkaisu, jossa x on pienin.
Osoitetaan, ettd télloin syt (x,y) = 1. Jos alkuluku p jakaa molemmat luvut z,y,
voidaan merkitd x = px’,y = py’. Nyt saadaan, etta

1 4 4 4 4 4
f:f—wzww-4mw=¢@v—¢@v=¢0w—ww).
Tamén nojalla selviisti p? jakaa luvun z. Olettamalla, etté z = p?2/, saadaan
1 1 2 1 1 2
(pa')" = ()" = (P*¢)" = (@) = ()" = (&),
missd 0 < 2’ < x, mikd on ristiriita oletuksen kanssa. Siten p = 1 ja syt (z,y) = 1.
Yhtilo 22 = 2* — ¢* voidaan kirjoittaa muotoon 2% = (22 + y?) (22 — »?). Koska

syt (x,y) = 1, niin n&hddén helposti, etté syt (z? 4+ y?, 2% — y*) on 1 tai 2. Késitellddn
namé molemmat tapaukset.
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Tapaus 1: syt (2% + 9%, 2% —y?) = 1.

Koska lukujen % + 42 ja 22 — y? tulo on nelit, niin Lemman 2.3 nojalla luvut x? + 3>
ja 2 — y? ovat nelisitd. On siis olemassa positiiviset kokonaisluvut s, ¢, syt (s,t) = 1
siten, ettd

2 2 2
- +y =57,

z? — y2 = 2.

Siité seuraa, ettd lukujen s ja ¢ tiytyy olla parittomia (s® +¢? = 222, siten s ja t ovat
molemmat samaa parillisuutta ja koska syt (s,t) = 1, niin molemmat eivit voi olla
parillisia). On olemassa positiiviset kokonaisluvut u, v siten, etti
s+t

2 )
s—1

2 )
ja selvésti syt (u,v) = 1, koska luvut s,t ovat parittomia.

Nyt voidaan kirjoittaa

C(sHt)(s—t)  SP—t2 2?4yP-at+y? P
e 1 -1 1 N
Tallsin y?> = 2uv. Ja koska syt (u,v) = 1, niin Lemman 2.3 nojalla on olemassa
positiiviset kokonaisluvut [, m siten, ettd

u =202, ) u =1
9 tal 9
v =m°, v =2m-.

Kaydéan ldpi ensimmaéinen vaihtoehto, toinen tehdéin vastaavasti. Téssd tapauksessa
w on parillinen, syt (u,v,z) =1 ja

Wt = (s+t)2+ (s—t)2: (s+1)° (s—t)% (s+t)’+(s—1t)>

v =

2 2 T R 4
s%+2st + 12+ 8% — 2st +t* 2412 9
ey == =X .
4 2

Lauseesta 2.7 seuraa, ettd on olemassa positiiviset kokonaisluvut a,b,0 < b < a,
syt (a,b) = 1 siten, ettd
20> = u = 2ab,

m? =v=a* - b,

z=a’+b.
Huomataan, etté télloin 2 = ab. Siten Lemman 2.3 nojalla on olemassa positiiviset
kokonaisluvut ¢, d, syt (c,d) = 1 siten, ettd

a=c

b=,
ja siten m? = ¢! — d*. Huomataan, etti 0 < ¢ < a < x ja kolmikko (¢, d, m) positii-
visia kokonaislukuja olisi yhtilon % — y* = 2? ratkaisu. Témé on kuitenkin vastoin
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sité oletusta, ettd x on pienin mahdollinen. Niin ollen syt (22 + y?, 2? — y?) # 1.
Tapaus 2: syt (z% + 9%, 2% — %) = 2.

Nyt luvut z,y ovat parittomia ja z on parillinen. Lauseen 2.7 nojalla on olemassa
positiiviset kokonaisluvut a,b,0 < b < a, syt (a,b) = 1 siten, etté
2 =a*+ 1,
v =a? — 1,
z = 2ab.
Talloin 22y? = a* — b*, missi 0 < a < z. TAmA on ristiriita, koska (z,y,2) oli se
ratkaisukolmikko, jossa x on pienin mahdollinen. Néin ollen syt (22 + y?, 22 — y?) # 2,
ja siten antiteesin téytyy olla véara. 0

Nyt voidaan Lauseen 2.8 perusteella osoittaa, ettd Fermat'n suuri lause ei péade
eksponentin ollessa 4.

LAUSE 2.9. Yhtdilolli x* + y* = 2* ei ole kokonaislukuratkaisua, kun x # 0,y #
0,z #0.

ToDISTUS. Jos x, v, z ovat nollasta poikkeavia kokonaislukuja siten, etti z*+y* =
2*, niin silloin 2* —y* = (22)*. T4mé4 on kuitenkin ristiriidassa Lauseen 2.8 kanssa. [

SEURAUS 2.10. Yhtdlolld ™ +y™ = 2™ ei ole olemassa kokonaislukuratkaisua, kun
n on jaollinen luvulla 4.






LUKU 3
Tapaus n = 3

Téssé luvussa todistetaan Fermat'n suuri lause tapauksessa n = 3. Todistuksessa
mukaillaan Eulerin kirjoittaman, vuonna 1770 julkaistun, Algebra-kirjan todistusta,
jossa kéytetddn ddarettoman laskeutumisen menetelmad. Tarkemmat tarkastelut pal-
jastivat Eulerin tehneen erifin virheen kisitellessidin muotoa a? + 3b? olevien lukujen
jaollisuutta [21, s. 24]. Taméi virhe on téssd todistuksessa kuitenkin korjattu.

Néytetadn aluksi erds lukujen suurimpaan yhteiseen tekijaén liittyva ominaisuus.

LEMMA 3.1. Jos syt (a,b) = d, niin syt (%, g) =1.

. b
Tobistus. Oletetaan, ettd syt (%, g

luvut z, y siten, ettd § = ex ja g = ey. Talloin a = dex ja b = dey, mistd huomataan,
ettd de | a ja de | b. Koska de > d, jos e > 1 ja syt(a,b) = d, niin tdytyy olla
e=1. U

) =ec. Talléin e | 4 jae | g. Nyt on olemassa

Nyt todistetaan muutama muu térked lemma, joita kdytdmme tapauksen n = 3
todistuksessa.

LEMMA 3.2. Kertomalla keskenddin muotoa a® + 3b? olevia lukuja, saadaan tulok-
seksi samaa muotoa oleva luku.

ToDISTUS.
(a® +3b%) (¢ 4 3d%) = a® (¢ + 3d*) + 3b° (¢ + 3d?)
= a’c® 4 3a’d® + 3b*c® + 9b*d?
= a’c® — 6abed + 902 d* + 3a>d* + 6abed + 30
= (ac — 3bd)* + 3 (ad + be)” .
O

LeMMA 3.3. Olkoon s pariton luku. Tdlloin on olemassa n siten, ettd s = 4n =+ 1.

TobisTus. Todistetaan tdméa induktiolla.

Jos s =1, niinn =0, koska 1 =4-0+ 1.

Oletetaan, ettd kun s = v 10ytyy jokin n siten, ettd v = 4n + 1.
Kunv=4n+ 1, niinv+2=4n+1+2=4n+3=4(n+1) — 1.

Kunv=4n -1, ninv+2=4n—-14+2=4n+ 1.

19
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Nain ollen induktiotodistus osoittaa vaitteen oikeaksi. O

LEMMA 3.4. Jos luku 2 jakaa muotoa a® + 3b* olevan luvun, niin myds luku 4
jakaa tdmdn luvun ja tdmdn jaon tuloksena on samaa muotoa oleva luku.

Toisin sanoen, jos 2 | a® + 3b%, niin 4 | a® + 3b? ja tilldin on olemassa luvut c,d
siten, etti a®> + 3b* = 4 (c* + 3d?).

Tobistus. Tiedetddn, ettd luvut a ja b ovat samaa parillisuutta, eli molemmat
ovat joko parittomia tai parillisia. Muussa tapauksessa luku a? 4+ 3b? ei olisi jaollinen
luvulla 2.

Jos molemmat ovat parillisia, niin t&llin on olemassa luvut ¢, d siten, ettd a = 2¢
ja b= 2d. Silloin a® 4+ 3b* = (2¢)* + 3 (2d)* = 4 (c® + 3d?) ja nyt 4 | (a® + 3b?).

Oletetaan sitten, ettd molemmat ovat parittomia. Tallin Lemman 3.3 nojalla on
olemassa luvut m,n siten, ettd a = 4m + 1 ja b = 4n £ 1. Nyt tiedetéddn, ettd joko
4] (a+0) tai 4] (a—0b). Tarkastellaan ndméa molemmat tapaukset.

Tapaus 1: 4 | (a + b)

Lemman 3.2 nojalla saadaan
4 (a®+3b%) = (12 +3- 1) (a® + 3b*) = (a — 3b)* + 3 (a +b)°.
Koska a — 3b = (a + b) — 4b, niin tiedetdén, ettd 4 | (a — 3b). Téstd saadaan, ettd

42 | (a—3b)* + 3(a+b)? ja silloin 4% | 4(a®+3b%) ja 4 | (a®+ 3b%). Nyt, koska
4] (a—3b)jad| (a+b), niin on olemassa luvut u, v siten, etté

a—3b .
U = 1 ja
_a—i—b
YTy

Nyt saadaan
1 1 ?
1
T (a® — 6ab + 9b2)) +3 (E (a® + 2ab + bZ)))

— 6ab 4 9b* + 3a® + Gab + 3b°)

Tapaus 2: 4 | (a — b).

Vastaavasti, kuten tapauksen 1 késittelyssd saadaan Lemman 3.2 nojalla

4(a®+3b*) = (12+3- (=1)*) (a® +36%) = (a+3b)° + 3 (a — b)*.
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Tisté saadaan, ettid 42 | (a +3b)* + 3 (a — b)°, josta saadaan, ettd 4 | (a+ 3b) ja
4| (a —b). Talloin on olemassa u, v siten, etté

a+3b .
u = a
1 J
—b
v:a4 , jolloin
4 (u? + 3v?) = a® + 312 O

LEMMA 3.5. Jos (p? + 3¢?) | (a® + 3b%), missi p* + 3¢ on alkuluku, niin silloin
on olemassa luvut I, m siten, etti a® + 3b* = (p* + 3¢°) (I*> + 3m?).

TobisTus. Koska (p* + 3¢%) | (a* + 3b%), niin on olemassa f siten, ettd (a? + 3b?) =
f (p* + 3¢*). Koska

(pb — aq) (pb + aq) = p°b* — a*¢* + (3¢*b* — 3¢°V?)
:p2b2 +3q2b2 3q2b2 2 2
=0 (p* +3¢*) — ¢ (a? +3b2)
=0 (0’ +3¢%) — ¢*f (0* +3¢%)
= (0* +3¢) (V> = fd?),

niin Lemman 2.2 nojalla luku p?+3¢? jakaa joko luvun pb—aq tai luvun pb-+agq. T#lloin
on olemassa luku F siten, etti joko (p® + 3¢*) F = pb+ aq tai (p* + 3¢*) F = pb— aq.
Nyt

(p*+3 (iq)2) (a® + 30%)
=p® (a®*+3b*) + 3 (4q) (a® + 3b%)
= p2a® + p?30% + 3 (xq)? d® + 3 (xq)* 30
— p?a® — 6p (q) ab + 9 (+¢)° b? 4 3p°b® + 6p (£q) ab + 3 (xq)* @
= (pa £ 3gb)* + 3 (pb £ aq)®,
mistd saadaan, ettd
(pa £ qu)2 = (p2 + 3q2) (a2 -+ 3b2) —3(pb+ aq)’
= (p* +3¢°) (a* +3b*) = 3 ((p* + 3¢%) )2
= (p2+3q2) ((a2+3b2) —S(p + 3q )F )
Téamén ja aiemman perusteella huomataan, etté
(r +3¢°) | (pa £ 3gb) ja
(»* +3¢%) | (pb+aq).
T&lloin on olemassa luvut [, m siten, ettéa
pa =+ 3qgb =1 (p2 + 3q2)
pbj:aq:m(p2—|—3q2) .
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Nyt
(pa + 3qb)2 +3(pb+ aq)2 = (l (p2 + 3q2))2 +3 (m (p2 + 3(]2))2
— (p® +3¢%)" (2 + 3m?) .
Sijoittamalla témé yhtiloon (p® + 3¢2) (a® + 3b?) = (pa £ 3¢b)*+3 (pb & aq)” saadaan
(P +3¢%)" (2 + 3m?)
0% + 3¢
= (* +3¢%) (I + 3m?).

a® + 30" =

O

LEMMA 3.6. Jos luvulla a® + 3b* on pariton tekijd, joka ei ole muotoa p* + 3¢,
niin silloin osamddrdlli on pariton tekijd, joka ei ole muotoa p* + 3¢>.

Toisin sanoen, jos f on luvun a® + 3b* tekiji ja f ei ole muotoa p* + 3¢*, niin
silloin on olemassa g ja f' siten, etti fg = a®>+3b%, f'| g ja [ ei ole muotoa p*+ 3q>.

TobisTus. Oletetaan, ettéi on olemassa f, g siten, ettid fg = a*+3b?, f on pariton
ja f ei ole muotoa p? + 3¢

Antiteesi: Oletetaan, ettii kaikki parittomat tekijit g ovat muotoa p? + 3¢*. Nyt
Lemman 2.1 nojalla g on alkulukujen tulo g = pipops3 - - - p,. Tédmén tulon luvuissa
mukana olevat luvut 2 eli 2 voidaan Lemman 3.4 nojalla korvata luvulla 4°. Eli
talloin luku 4° jakaa luvun ¢g. Nyt Lemman 3.4 perusteella jacttaessa lukua a? + 3b
luvulla 4° saadaan muotoa ¢ + 3d? oleva luku. Siis

2432 =f. L — o ...
c+3d”=f-F=F D Dn

Koska oletettiin, ettd kaikki luvun g parittomat tekijit ovat muotoa p* + 3¢2, niin
Lemman 3.5 nojalla luvusta g voidaan poistaa kaikki parittomat alkuluvut. Silloin
paddytiin tilanteeseen, missi f = 12 + 3m?. Tamé on kuitenkin ristiriita, koska luku
f el ollut tatd muotoa. O

LEMMA 3.7. Jos lukujen a,b suurin yhteinen tekiji on 1, niin jokainen luvun
a? + 3b? pariton tekiji on samaa muotoa.

Toisin sanoen, jokaiselle luvun a® + 3b* parittomalle tekijille on olemassa luvut
c,d siten, ettd pariton tekiji = c® + 3d>.

TobisTus. Olkoon x positiivinen, pariton tekiji luvulle a? 4 3b%. Silloin on ole-
massa luku f siten, etté a? + 30> = xf. Jos = = 1, niin esimerkiksi 1 = 12 4 3 (0)*.
Siten voidaan olettaa, ettd x > 1 ja silloin on olemassa luvut m, n siten, etta

a = mx + c,

b=nx+d,
missd luvut ¢, d voivat olla positiivisia tai negatiivisia. Jakoyhtédlon ominaisuuksista
tiedetéddn, ettd ¢ < x. Oletetaan, ettd ¢ > %x On olemassa luku ¢ siten, etta ¢ =
r—c=—(c—z) Tallsiha=mr+c=(m+ 1oz +c—az=m+1)z—(x—c) =
(m+1)z—¢. Koska ¢ = z—¢, niin || < 32. Nyt on kuitenkin paédytty ristiriitaan,
koska jakoyhtdlo on yksikésitteinen, eli ei voi olla a = mz +c= (m+ 1)z — ¢, kun
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¢ > iz ja || < . Nyt tdytyy siis olla |¢| < . Vastaavasti saadaan, ettd |d| < iz.
Nyt sijoittamalla a:mn ja bm jakoyhtilst lukuun a? + 3b? saadaan

a? 4 3b? = (mz + ¢)* + 3 (nz + d)* = m?2® + 2mac + & + 3n*2® + 6ndz + 3d°
=z (m*z + 2mc + 3n’z + 6nd) + ¢ + 3d°.

Koska z on luvun a? + 3b? tekiji, niin z | ¢ + 3d?. Silloin on olemassa y siten, etti
c? + 3d*> = xy. Nyt

1\? 1\ 1 3
TY = 02 + 3d2 < (51’) +3 (517) = ZCL’Q + ZZL’Q = .172.

Koska neliét ¢?,d? > 0, niin oy > 0. Lisiksi, koska z > 0 ja zy < 2%, niin t#lléin
y<uwx.

Tiedetidin myos, ettd ¢+ 3d? # 0. Todistetaan tdmi: Oletetaan, etté ¢ +3d? = 0.
Tallsin ¢ = 0 ja d = 0, koska neliét ¢?,d?> > 0. Télléin @ = ma ja b = nx, jolloin
x jakaa sekd am ettd bn. TAmé& on ristiriita, koska syt(a,b) = 1. Eli tdytyy olla
A+ 3d* # 0.

Olkoon g = syt (¢, d). Talloin Lemman 3.1 nojalla on olemassa luvut C, D siten,
ettd ¢ = gC, d = gD, syt (C, D) = 1. Nyt

zy = c* +3d* = (9C)* + 3 (gD)* = ¢* (C* + 3D?) .

Oletetaan, ettd on olemassa alkuluku p, jolle pétee p | g ja pfy. Silloin p | g jap |z,
eli on olemassa luvut X, G siten, ettd x = Xp ja g = Gp. Koska

a=mz+c=mpX + GpC =p(mX +GC) ja
b=nx+d=npX +GpD=p(nX+GD),

niin p | @ ja p | b. Tdmai ei ole mahdollista, koska syt(a,b) = 1. Talloin ei ole olemassa
alkulukua p, joka jakaa luvun g, muttei lukua y. Tamé& todistaa, ettd g | y, josta
seuraa, etti g% | y.

Koska ¢? | y, niin on olemassa z siten, ettd y = g*z. Sijoittamalla timi yhtdloon
ry = ¢* (C* + 3D?), saadaan xz = C? + 3D?, missi syt (C,D) = 1.

Nyt meilld on kaikki tarvittavat tiedot, jotta voimme osoittaa, ettd x on muotoa
p?+3¢>. Tehdddn antiteesi: x ei ole téitd muotoa. Aiemmin saatiin, ettd xz = C?+3D?,
missd syt (C, D) = 1. Talloin Lemman 3.6 nojalla on olemassa w siten, ettd w | z
ja w ei ole muotoa p? + 3¢%. Nyt w # 1, koska jos olisi w = 1, niin se olisi muotoa
PP +3¢2 (1=12+3(0)%). Koska w > 1 ja w | z, niin w < 2, ja koska z < y ja y < x,
niin w < x. Nyt on osoitettu, ettd x:n olemassaolo todistaa vield pienemmén tekijan
w olemassaolon. Vastaavasti voidaan osoittaa, ettd 10ytyy vield pienempié tekijoitéa
Adrettomén laskeutumisen periaatteen nojalla timé ei ole kuitenkaan mahdollista,
joten z on muotoa p? + 3¢>. O

LEMMA 3.8. Jos on olemassa luvut a,b, joilla on seuraavat ominaisuudet:
(1) syt (a,b) =1,
(2) luvuista a,b toinen on parillinen ja toinen pariton ja
(3) a® + 3b* on kuutio, niin

silloin on olemassa luvut w,v siten, ettd
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(1) a =u®— ur?,

(2) b= 3u?v — 3v?,

(3) syt (u,v) =1 ja

(4) luvuista u,v toinen on parillinen ja toinen pariton.

TobpisTus. Oletuksen nojalla a? + 3b% on kuutio. Tall6in on olemassa luku s, jolle

53 = a? 4 3b%. Tiedetéisin, ettd s on pariton, koska luvuista a,b toinen on pariton ja

toinen parillinen. Lisdksi Lemman 3.7 perusteella tiedetédn, ettd luvun s tédytyy olla
muotoa u? + 3v2.
Nyt

(v + 31}2)3 = (v® +30v%) (v + 31}2)2 = (u* 4 3v%) (u* + 6u*v* + 9?)
= (u2 + 31;2) (u4 + 12u%0* — 6uv? + 91}4)
= (v + 30%) ((u2 — 31)2)2 +3 (2uv)2> :
Ja Lemman 3.2 nojalla
(u® + 3v%) ((u2 — 31}2)2 +3 (2uv)2>
= (u (u2 — 31}2) — 3v2uv>2 +3 (u2uv +v (u2 — 31}2))2
Edelleen
(u (u2 — 31}2) — SUQUU)Q + 3 (u2uv +v (u2 — 32}2))2
= (v — 3uv® — 6uv2)2 + 3 (2u’v + v’v — 3@3)2
= (u3 — 9uv2)2 +3 (3u2v — 31}3)2 .
Oletuksen 53 = a® 4 3b? nojalla a2 + 302 = (u — 9uv?)® + 3 (3u?v — 3v3)%. Téméi
tarkoittaa sitd, ettd me voimme maédrittdaa luvut a, b siten, etté
a = u® — Jur?,
b = 3u’v — 307,

ja syt (u,v) = 1, koska muuten jokainen niiden yhteinen tekijé jakaisi sekéd a:n ettd
b:n. Tiedetdédn myos, ettd luvuista u, v toinen on parillinen ja toinen on pariton, koska
a) Jos luvut u, v ovat molemmat parittomia, niin a on kahden parittoman luvun
erotuksena parillinen ja vastaavasti myos b on parillinen, miké on kuitenkin
mahdotonta, koska luvuista a ja b toinen on parillinen ja toinen on pariton.
b) Jos luvut w,v ovat molemmat parillisia, niin @ on kahden parillisen luvun
erotuksena parillinen ja vastaavasti myos b on parillinen, mikad on jdlleen
mahdotonta.

O

Seuraavan lemman avulla voidaan yhtalon ™ + y™ = 2™ ratkaisuja sieventii tiet-
tyyn muotoon.

LEMMA 3.9. Minkd tahansa yhtdlon x™ + y" = 2" ratkaisu voidaan sieventdd
sellaiseen muotoon, jossa luvut x,y, z ovat keskenddn jaottomia lukuja.

TobisTus. Jotta tdmé voidaan todistaa, on todistettava kaksi asiaa:
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(1) Jos tekiji jakaa mitkd tahansa kaksi arvoa tédsta yhtélostd, niin sen n. po-
tenssi jakaa kolmannen arvon n:nnen potenssin.

(2) Jos tekijan n. potenssi jakaa jonkin arvon n:nnen potenssin, niin silloin tekijé
jakaa myos kyseisen arvon.

Vaihe 1: Yhtédlon x™ + y™ = 2" kahden arvon yhteisen tekijén n. potenssi jakaa
n:nnen potenssin kolmannesta arvosta.

Tapaus 1: Oletetaan, ettd d | = ja d | y.

Koska d | z ja d | y, niin on olemassa luvut 2/, ¢y siten, ettd x = da’ ja y = dy'.
Nyt
2 = 2" 4y = (d)" + (dy)"
) ()
=d" ((«")"+ ()").

Téstd huomataan, etta d™ | 2".
Tapaus 2: Oletetaan, ettd d | z ja d | x tai d | y.

Oletetaan, ettd d | z ja d | x. Télloin on olemassa luvut z/, 2’ siten, ettd z = dz’
ja z = dz’. Muotoillaan yhtdlomuotoon y™ = z™ — 2™, jolloin

Yyt =" — 2" = (d)" — (da')"
=d" ()" —=d" ()"
=d" ((z")" + («')") .

Téastd huomataan, ettd d™ | y". Vastaavasti saadaan tapaus, missa d | z ja d | y.
Vaihe 2: Jos d" | 2", niin d | x.

Olkoon ¢ suurin yhteinen tekija luvuille d ja x. Liséksi olkoon luvut D, X siten,
ettd d = ¢D ja x = ¢X. Nyt Lemman 3.1 nojalla syt (X, D) = 1. Koska d" | 2",
niin olemassa k siten, ettd x™ = kd". Edellinen yhtdlo saadaan esitettyd muodossa
(eX)" = k(cD)", mistd saadaan ¢"X" = kc¢"D™. Jakamalla molemmat puolet lu-
vulla ¢", saadaan X™ = D"k. Siitd seuraa, ettd syt (D™ k) = 1. Osoitetaan tdméi
antiteesin avulla: Oletetaan, ettd syt (D™, k) = a,a > 1. Silloin a | D™ ja a | X™.
Nyt siis syt (X, D) # 1, joka on ristiriidassa aiemman tuloksen kanssa, jonka mukaan
syt (X, D) = 1. Siten oletus on vaara ja syt (D", k) = 1.

Nyt voidaan Lemman 2.3 perusteella padtelld, ettd k on n. potenssi. Tamé tar-
koittaa sitd, ettd on olemassa w siten, ettd u™ = k. Téastd tiedosta saadaan, ettd
D"u™ = X™ ja (Du)" = X™. Nyt téiytyy olla Du = X ja siten kertomalla luvulla ¢
saadaan, ettd du = x, miki osoittaa, ettd d | x. 0

Seuraavan lemman avulla voidaan tapauksen n = 3 todistaminen jakaa kahteen
eri osaan.
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LEMMA 3.10. Olkoot a,b keskenddan jaottomia lukuja, joista toinen on parillinen
ja toinen pariton. Tdlldin syt (2a,a® + 3b*) =1 tai 3.

TobisTus. Oletetaan, ettéi on alkuluku f, joka jakaa luvut 2a ja a® + 3b*. Luku
f ei voi olla 2, koska a:mn ja bm ollessa eri parillisuutta a® + 3b* on pariton.

Oletetaan, ettd f > 3. Télloin on luvut A, B siten, etti 2a = fA ja a®>+3b* = Bf.
Nyt f # 2, joten tiedetdén, ettd luvun 2 taytyy jakaa luku A. Siten on luku H, joka
on puolet luvusta A jaa = fH, eli f|a. Nyt yhdistamélld kaksi yhtalod saadaan

3V =Bf —a*=Bf - f*H*=f (B- fH?).

Koska f on suurempi kuin kolme, niin se ei voi jakaa lukua 3. Siten f | b? ja f | b. Tdmé
on kuitenkin ristiriita, koska oletimme, ettd luvut a ja b ovat keskenédédn jaottomia.
Siten syt (2a,a® + 3b*) =1 tai 3. O

LAUSE 3.11. Yhtdlolli 2 +vy* = 23 ei ole kokonaislukuratkaisuja, kun x,y, z # 0.

TobisTus. Lemman 3.9 nojalla voidaan olettaa, ettd on nollasta eroavat pareit-
tain keskenddn jaottomat kokonaisluvut (eng. pairwise relatively prime) x, y ja z si-
ten, ettd 23 + y® + 23 = 0. Koska luvut ovat pareittain jaottomia kokonaislukuja, niin
syt (x,y) = syt (z,z) = syt (y, z) = 1. T&lloin korkeintaan yksi luvuista z,y, z on pa-
rillinen. Kuitenkin ainakin yksi luvuista on parillinen, koska jos x,y ovat parittomia,
niin z on parillinen. Télloin tdsmélleen yksi luvuista on parillinen.

Oletetaan, ettd luvut x, y ovat parittomia ja luku z on parillinen. Kaikista yht&alon
23+ 1%+ 2% = 0 ratkaisuista valitaan se ratkaisu, missé |z| on pienin mahdollinen. Nyt
pitdisi ddrettomén laskeutumisen menetelmélld osoittaa, ettd on olemassa nollasta
eroavat pareittain jaottomat kokonaisluvut [,m,n siten, ettd (> +m® = n3, n on
parillinen ja |z| > |n].

Koska tiedetdén, ettd sekd = + y ettd x — y ovat molemmat parillisia, niin on
olemassa kokonaisluvut a, b siten, ettd 2a = x +y ja 2b = x — y, jolloin x = a + b ja
y=a—">b,a,b+#0, syt(a,b) = 1. Koska luvut z,y ovat molemmat parittomia, niin
toinen luvuista a, b on parillinen ja toinen pariton.

Siten

B =23+ =(a+b)’+ (a—0)°
= a’ + 3a’b + 3ab® + b° + a® — 3a°b + 3ab”® — b
= 2a* + 6ab?
=2a (a2 + 362) .
Siité seuraa helposti, ettd a? + 3b? on pariton, z on parillinen ja 8 | 23, joten 8 |
2a. T&lloin 4 | a, joten a on parillinen ja b on pariton. Nyt Lemman 3.10 nojalla

syt (2a,a* + 3b*) = 1 tai 3.
Tarkastellaan ndmé& molemmat tapaukset erikseen:

Tapaus 1: syt (2a,a® + 3b%) = 1.



3. TAPAUS n=3 27

Koska syt (2a,a* + 3b*) = 1 ja —2% = 2a (a® + 3b*), niin Lemman 2.3 nojalla 2a
ja a® + 3b? ovat kuutioita:
2a =13,
a’ +3b* = s°,
missd s on pariton. Lemmojen 3.7 ja 3.8 nojalla s on muotoa s = u? + 3v?, missi on
u, v siten, etta
a = u® — 9uv?,
b = 3uv — 30°.
Koska b on pariton, niin v on pariton ja u on parillinen. Liséksi u # 0, syt (u,v) =1
ja 31 u. Luku r® voidaan esittdid muodossa
r? =2a = 2u (u” — W*) = 2u (u+ 3v) (u—3v).

Osoitetaan seuraavaksi, ettd luvut 2u, u + 3v ja u — 3v ovat keskendén pareittain
jaottomia kokonaislukuja. Ensiksi huomataan, ettd sekd u + 3v ettd u — 3v ovat pa-
rittomia, koska u on parillinen ja v on pariton. Jos luvulla u olisi yhteinen tekija joko
luvun u + 3v tai luvun u — 3v kanssa, niin télloin tdméa tekija jakaisi myos luvun v,
miké olisi vastoin tietoa syt (u,v) = 1. Eli nyt 2u on jaoton sekd luvun u + 3v ettd
luvun u — 3v kanssa. Jos jokin pariton alkuluku p > 3 jakaa luvut u + 3v ja u — 3w,
niin p | u, koska 2u = u — 3v + u + 3v, ja télloin p | v, koska 6v = u + 3v — (u — 3v).
Myos tdmé on mahdotonta. Nyt pitad vield nayttad, ettd luku 3 ei jaa lukuja u + 3v
ja u — 3v. Jos luku 3 jakaa molemmat, niin 3 | u, koska 2u = u — 3v + u + 3v. Téllin
3| a, koska a = u® — Yuv?. Koska syt (2a,a* + 3b*) = 1, niin 3 { a. Ja nyt luku 3 ei
voi jakaa molempia. Néin ollen lukujen 2u, v — 3v ja u 4+ 3v taytyy olla pareittain
keskenéédn jaottomia kokonaislukuja. Silloin Lemman 2.3 nojalla ne ovat kuutioita:

2u = —[3,

u—3v=m3,

U+ 3v = nd,

missé [, m,n ovat nollasta poikkeavia lukuja. Tdmé antaa toisen ratkaisun Fermat'n
suurelle lauseelle tapauksessa n = 3:

P=2u=u—3v+u+3v=md+n
missé [ on parillinen. Lisdksi, koska b # 0, 3 1 u, niin
2%] = [2a (a® + 30%) | = |I* (u® — 90%) (a® 4 36%) | > |I%].

THamA on ristiriita, koska oletimme, etté |z| on pienin mahdollinen ratkaisu.
Tapaus 2: syt (2a, a® + 3b*) = 3.

Koska 3 | 2a, niin 3 | a. Koska syt (a,b) = 1, niin 3 1 b. On siis olemassa luku ¢
siten, etta
a = 3cja

—2% =2a (a® + 3b%) = 2- 3¢ ((3¢)” + 3b?) = 2- 3% (3¢* + b%) = 18¢ (3c* + v?) .
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Osoitetaan, ettd luvut 18¢ ja (3¢? + b?) ovat keskenééin jaottomia: Koska 3 ¢ b, niin
3 ¥ (3¢* + b?). Lisiksi, koska a = 3¢, niin a:n ollessa parillinen myds ¢ on parilli-
nen. Jos luku ¢ on parillinen ja b on pariton, niin 2 { (3¢® + %) ja télldin 3¢* + b2
on pariton. Lopuksi, koska syt (a,b) = 1, niin syt (¢,b) = 1. Nyt on osoitettu, et-
td syt (18¢,3c¢* + b*) = 1. Téllin Lemman 2.3 nojalla luvut 18c ja (3¢ + b?) ovat
kuutioita

18¢ = 73,
3+ 17 =52,

missd s on pariton. Kuten Tapauksessa 1, myos tidssd Lemmojen 3.7 ja 3.8 nojalla s
on muotoa s = u? + 3v?, missé on u, v siten, ettd

b=u®— 9uv?,

¢ = 3u?v — 303,

T#ll6in u on pariton, v on parillinen, v # 0, syt (u,v) =1 ja luvut 2v, u +v jau —v
ovat pareittain jaottomia kokonaislukuja. Koska

r? =18c = 18 (3u’v — 3v°) = 54v (u+v) (u —v) ja

(§>3zzv<u+v><u—v>,

niin Lemman 2.3 nojalla ne ovat kuutioita:

20 = —[3,
u+v:m3,
3
u—v=—-n.
Talloin B4+ m3 +n = 20+ u+v—u+v =0, missi [,m,n # 0 ja [ on parillinen.

Nyt
2°| = 18|c| (3¢ + b%) = 54|v (u® — v*) | (3c* + b%) = 27|I]*|u® — v?| (3c* + %) > |I*].
TamaA on ristiriita, koska oletimme, etti |z| on pienin mahdollinen ratkaisu.

Siis yht#lolld 23 + y? = 23 ei ole kokonaislukuratkaisuja, kun x,y, z # 0. U

SEURAUS 3.12. Yhtdilolla x™ +y™ = 2" ei ole olemassa kokonaislukuratkaisua, kun
n on jaollinen luvulla 3. Erityisesti yhtilélld 2% +y° = 25 ei ole kokonaislukuratkaisua.



LUKU 4
Tapaus n =5

4.1. Kvadraattisista kokonaisluvuista

Téassé luvussa tutustutaan kvadraattisiin kokonaislukuihin, joita tarvitaan Fer-
mat’'n suuren lauseen tapauksen n = 5 todistamisessa. Luvussa huomataan, ettd kva-
draattisilla kokonaisluvuilla on joitain parempia ominaisuuksia kuin rationaalisilla

esim. Eukleideen Lemmaa 2.2. Tdmén luvun tulokset ovat térkeitd tapauksen n = 5
todistamiseksi, mutta eivit padosassa téissi tutkielmassa, joten tdmén luvun lemmo-
jen todistuksia sivuutetaan.

Maaritellddn aluksi hieman algebran peruskésitteitd ja esitetddn niiden avulla
médritelmé kvadraattisille kokonaisluvuille.

MAARITELMA 4.1. Olkoon A # () ja olkoon * joukon A laskutoimitus. Alkio e € A
on laskutoimituksen * neutraalialkio, jos e x g = g ja g * e = ¢ kaikilla g € A.

MAARITELMA 4.2. Olkoon (A, %, ®) kahdella laskutoimituksella varustettu jouk-
ko. Laskutoimitus % on distributiivinen laskutoimituksen @& suhteen, jos
(1) ax (b@®c) = (a*xb) ® (ax*c) kaikilla a,b,c € A ja
(2) (b@®c)xa=(bxa)® (cx*a) kaikilla a, b, c € A.

MAARITELMA 4.3. Laskutoimituksella varustettu joukko (G, *) on ryhmd, jos
(1) laskutoimitus * on assosiatiivinen,
(2) laskutoimituksella * on neutraalialkio ja
(3) jokaisella g € (G, *) on kéénteisalkio.

MAARITELMA 4.4. Ryhm& G on kommutatitvinen, jos sen laskutoimitus * on
kommutatiivinen eli a * b = b * a kaikilla a,b € G.

MAARITELMA 4.5. Olkoon R epéatyhja joukko, jolle on mééritelty kaksi assosia-
tiivista laskutoimitusta + ja -. Kolmikko (R, +,-) on rengas, jos
(1) (R,+) on kommutatiivinen ryhm,
(2) kertolasku on distributiivinen yhteenlaskun suhteen ja
(3) kertolaskulla on neutraalialkio 1 = 1z € R.

MAARITELMA 4.6. Jos A on rengas ja alkiolla u € A on kédnteisalkio kertolaskun
suhteen, niin v on renkaan A yksikko.

MAARITELMA 4.7. Olkoon R rengas ja olkoon S C R vakaa yhteenlaskun ja ker-
tolaskun suhteen. S on renkaan R alirengas, jos S varustettuna indusoiduilla lasku-
toimituksilla on rengas ja jos 1g = 1g. (Katso tarvittaessa esitietoja lihteestéd [18].)
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MAARITELMA 4.8. Rengas R on kunta, jos se on kommutatiivinen ja kaikki nol-
lasta poikkeavat alkiot ovat yksikoité.

MAARITELMA 4.9. Olkoon K ja F kuntia. Jos F' on kunnan K alirengas, niin F’ on
kunnan K alikunta ja K on kunnan F' kuntalaajennus. Kuntalaajennusta merkitaan

K/F.

MAARITELMA 4.10. Olkoon R rengas, jossa on vahintéddn kaksi alkiota. Jos a,b €
R, a,b+# 0jaab= 0, niin a ja b ovat nollan jakajia. Kommutatiivinen rengas R, jossa
ei ole nollan jakajia, on kokonaisalue.

MAARITELMA 4.11. Kunta K on kunnan Q toisen asteen kuntalaajennus eli kva-
draattinen lukukunta, jos K = Q (\/E) = {a+bV/d:a,be Q}, missi d € Z ei ole

jaollinen minkéaédn alkuluvun neli6lla.

MAARITELMA 4.12. Olkoon L kunta ja K sen alikunta. Alkio x € L on algebral-
linen kunnan K suhteen, jos on olemassa sellainen nollasta poikkeva polynomi f,
jolle f(z) = 0 kunnassa L. Toisin sanoen, on olemassa ay,...,a, € K siten, ettd
" + a4+ a, = 0.

MAARITELMA 4.13. Olkoon K/F kuntalaajennos ja olkoon a € K algebrallinen
F:n suhteen. Alinta positiivista astetta oleva polynomi P € K [X], jolle P (a) = 0, on
a:n minimipolynomi kunnassa K. Merkintd K [X]| tarkoittaa kaikkien K-kertoimisten
polynomien joukkoa. Katso tarkemmin [18, s. 75].

MAARITELMA 4.14. Algebrallista lukua «, jonka minimipolynomin kertoimet ovat
kaikki renkaassa Z kutsutaan algebralliseksi kokonaisluvuksi kunnassa Q («).

MAARITELMA 4.15. Algebrallisia kokonaislukuja kunnassa Q (\/Zl) kutsutaan
kvadraattisiksi kokonaisluvuiksi. Télloin jokainen kokonaisalueen Z [\/E} = {a+bVd :
a,b € Z} alkio on kvadraattinen kokonaisluku kunnassa Q (\/E)

Seuraava lemma antaa tuloksen, jonka avulla voidaan esittidé jokainen joukon K =

Q (\/Zz) alkio.

LEMMA 4.16. Olkoon K = Q (\/E), missd d ei ole jaollinen minkddin alkulu-

vun neliélli. Jos d = 1 (mod 4), niin joukon K kokonaisluvut ovat muotoa #,

missd a,b € Z, a ja b ovat samaa parillisuutta. Jos d Z 1 (mod 4), niin joukon K
kokonaisluvut ovat muotoa a + bv/d, missi a,b € Z.

Tobistus. Katso [23, s. 266-267]. O
MAXRITELMA 4.17. Funktiota N : Z [\/c_l} — 7,
N<S+t\/c_l) = (S—l-t\/g) (s—t\/c_l> =52 —dt?

kutsutaan normiksi.

LEMMA 4.18. Olkoon d kokonaisluku, joka ei ole jaollinen minkddn alkuluvun
neliolla. Silloin v € Z [\/c_l} on yksikkd, jos ja vain jos sen normi N (u) = +1.
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Tobistus. Katso [13, s. 347]. O
SEURAUS 4.19. Jos # on joukon K = Q (\/E) yksikko, niin

<a+b\/5> (a—b\/5> :a—5b2 _—y
2 2 4

Méaritelladn sitten Eukleideen alue. Sill4 on useita mieluisia ominaisuuksia, joita
on esitetty méadritelmén jélkeen.

ts. a — bb? = +4.

MAARITELMA 4.20. Kokonaisalue R on Fukleideen alue, (eng. Euclidean domain),
jos on olemassa funktio d : R\ {0} — N jolle pétee:
(1) Jos a,b € R\ {0}, niin d (a) < d (ab).
(2) Kaikilla kokonaisluvuilla a,b € R, b # 0 loydetddn ¢,r € R siten, ettd
a=qgb+rjar=0taid(r)<d(b).

LEMMA 4.21. Jokainen Fukleideen alueen nollasta poikkeava alkio, joka ei ole yk-
sikkd, voirdaan esittdda jarjestystd ja yksikoilla kertomista vaille yksikdsitteisesti jaot-
tomien alkioiden ddrellisend tulona.

Tobistus. Katso [18, s. 88]. O

MAARITELMA 4.22. Kokonaisalueen Z <1+2‘/5) alkioita kutsutaan Dirichlet’n ko-

konaisluvuiksi. Namé alkiot ovat muotoa a + b (%), missé a, b € Z.

LEMMA 4.23. Z <%5) on Fukleideen alue.
TobisTus. [23, s. 292-293]. O

SEURAUS 4.24. Kokonaisalueella 7. (%) on yksikdsitteinen tekijoihin jako. Td-

man ansiosta voimme kdyttid tdssd joukossa yleisesti kaytettavid laskumenetelmid,
kuten Lemmoja 2.2 ja 2.3.

LEMMA 4.25. Kaikki Dirichlet'n yksikdt, eli kokonaisalueen 7 <%5) yksikt,
+n
ovat samaa muotoa £ <%5> .

Tobistus. Katso [10]. O

Kokonaisalueiden teoriassa on hieman erilainen méaéritelmé alkuluvulle kuin pe-
rinteinen kokonaislukujen méaéritelma.

MAARITELMA 4.26. Kokonaisalueen K alkio p, joka ei ole yksikko, on alkualkio
(tai alkuluku), jos kaikille a,b € K pétee p | a tai p | b, jos p | ab.

Nain ollen alkualkio toteuttaa Eukleideen Lemman 2.2 vastineen tarkasteltavaksi
renkaassa.

LEMMA 4.27. Jos a on kokonaisluku kokonaisalueessa Q (\/E) ja N («) on jaoton
luku, niin o on alkualkio, eli jaoton kokonaisalueessa Q (\/Zl)
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Tobistus. Katso [23, s. 277]. O
LEMMA 4.28. /5 on alkualkio kokonaisalueessa 7. <%5>

TobISTUS. /5 on kokonaisalueessa Z <%5), koska %ﬁ = /5. Koska N (\/5) =

—5, misséd —5 on alkuluku, niin Lemman 4.27 nojalla /5 on alkualkio eli jaoton alu-
eessa Z (%) U

LEMMA 4.29. 2 on alkualkio kokonaisalueessa Z <1+2‘/5>.

Tobistus. Katso [11]. O

4.2. Sophie Germainin lause

Téassé luvussa esitellddn ensin yksi Fermat'n tunnetuimmista tuloksista, joka on
nimetty Fermat’n pieneksi lauseeksi. Fermat esitti kyseisen tuloksen vuonna 1640 [9].
Fermat'n pienté lausetta hyodynnetdén Sophie Germainin lauseen todistamisessa. Ku-
ten jo Luvussa 1 tuli ilmi, oli Sophie Germainilla merkittdva rooli Fermat'n suuren
lauseen todistamisen edistédmisessa. Han keksi tunnetuksi tulleen lauseensa, jonka pe-
rusteella yhtalon 2" + 4™ = 2™ mahdollisesti toteuttavien ratkaisujen taytyy toteuttaa
tietyt ehdot [22, s. 137].

LAUSE 4.30 (Fermat'n pieni lause). Jos p on alkuluku ja p { a, niin a?~' = 1
(mod p).

Tobistus. Katso [7, s. 24] O

LAUSE 4.31 (Sophie Germainin Lause). Jos 2" + y™ = 2", missi n > 3 ja 2n + 1
ovat alkulukugja, niin silloin n | xyz.

Tobistus. Lemman 3.9 nojalla voidaan olettaa, ettd luvut z,y, 2z ovat keskenéin
jaottomia kokonaislukuja. Tehdéédn antiteesi, ettd n ei jaa tuloa xyz.
Koska n on pariton, niin —z voidaan korvata luvulla 2’ ja saadaan

2" +y"+ ()" = 0.
Nyt Lemman 4.35 nojalla
—z" = (y+ 2) (y”_l — " — z”_l) )

Luvut y + z ja y" ! —y" 2z 4+ ... — yz" 2 + 2"! ovat keskendin jaottomia koko-
naislukuja. Osoitetaan tamé: Tehddéan antiteesi, jonka mukaan ne eivéit ole keske-
nddn jaottomia kokonaislukuja. Silloin on olemassa alkuluku p siten, ettd p | (y + 2)

jap | (Y —yn 2z 4L — g2 2 4+ 2L, Tésté tiedetdding ettd z = —y (mod p).
Kayttamaélla kongruenssin ominaisuuksia saadaan, ettéa
n— n— n— n—1 _  n— n— n—2 n—1
YUy ey T T =y T T () ey ()" ()

= yn—l 4 yn—l o+ yn—l + yn—l = nyn—l'

Nyt Lemman 2.2 nojalla joko p | n tai p | ¥". Jos p | n, niin n:n ollessa alkuluku
pitéisi olla p = n ja silloin luku n | (—z)". Eukleideen Lemman 2.2 nojalla saadaan,
ettd n | . TAmé& on kuitenkin mahdotonta, koska n ei jaa tuloa xyz. Télléin p { n.
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Jos p | "1, niin Eukleideen Lemman avulla saadaan, etti p | y. Koska p | y ja
p | (y+ 2), niin p | z. Tam& on kuitenkin mahdotonta, koska syt (y, z) = 1. Télloin
pty" ! Eli nyt on saatu ristiriita sen oletuksen kanssa, jonka mukaan luvut y + 2 ja
Yyt — 2 4 —y2" 2 4 2" eiviit ole keskendidn jaottomia kokonaislukuja. Silloin
niiden taytyy olla kesken&én jaottomia kokonaislukuja.

Talloin Lemman 2.3 nojalla on olemassa a siten, ettd

y+z=a".
Vastaavasti voidaan kirjoittaa, etta
—y" = (4 2) (xn_l — " — 2V z”_l) ja
—"=(z+y) (@ =" Py 4+ " YY),
jolloin on olemassa luvut b ja c siten, etta
z+x=1">"ja
r+y=c"

Osoitetaan, ettd mikéd tahansa u” = £1 tai 0 (mod 2n+1): Oletetaan, ettd (2n +
1) 1 u" (muussa tapauksessa "™ = 0 (mod 2n + 1)). Koska 2n + 1 on alkuluku,
niin Fermat’n pienen lauseen, eli Lauseen 4.30, nojalla u?® = 1 (mod 2n + 1). Ja
silloin (u")? = 1 (mod 2n 4 1). Nyt kongruenssin ominaisuuksien mukaan u" = +1
(mod 2n + 1).

Nyt huomataan, ettd (2n + 1) | zy2’. Koska, jos (2n + 1) t zy2’, niin

"t = +£1,
y" =+1 ja
A

Tamé on kuitenkin mahdotonta, koska =" + ¢y + (—2)" = 0 (mod 2n + 1), mutta
+1+1+1# 0 (mod 2n + 1). Joten (2n + 1) | xzyz’. Oletetaan, ettd (2n+1) | x
(vastaavalla tavalla voidaan perustella tapaukset, missa (2n + 1) | y tai (2n + 1) | 2).
Silloin

2t=z4ax+r+y—y—z=0+a)+(@x+y)+(—y—2)=0"+c"+(—a)".

Nyt voidaan kdyttamalld samaa tapaa kuin edelld, osoittaa, ettd (2n + 1) | ach. Koska
oletettiin, ettd (2n 4 1) | «, niin 0" + ¢® + (—a)” = 0 (mod 2n + 1). Nyt oletetaan,
ettd (2n + 1) t acb. Silloin

" = £1,
" ==1ja
(—a)" = +1.

Tamé on kuitenkin mahdotonta, koska £1+1+1 # 0 (mod 2n+1). Télléin (2n + 1) |
acb.
Kuitenkaan 2n + 1 ei voi jakaa lukua abc. Todistetaan tadmaé:

(2n+1) 1 b: Jos (2n+1) | b, niin (2n+ 1) | ™ ja silloin (2n+ 1) | 2z + x. Tie-
detddn, ettd (2n + 1) | x, joten silloin (2n + 1) | z. Tamé& on kuitenkin mahdotonta,
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koska syt (z,z) = 1.
Koska syt (x,y) = 1, niin vastaavasti kuin edelld saadaan (2n + 1) t c.

(2n + 1) 1 a: Oletetaan, ettd (2n+1) | a. Silloin 2n+1) | (y+2) ja z = —y
(mod 2n + 1). Aiemman perusteella tiedetddn, ettd on olemassa luvut d ja e siten,
etta

d"=y" =y 24—y 24 2" a
=" "y — "y
Kayttamaélla tietoa z = —y (mod 2n + 1) saadaan, etta
d*=ny"' (mod 2n +1).

Oletus (2n+ 1) | = on yhtéapitavad viitteen x = 0 (mod 2n + 1) kanssa, jolloin
saadaan
ET=0"" 0"y =0y Py =™ (mod 20+ 1).
Yhdistdmaélla edelliset saadaan
d" =ne" (mod 2n+ 1).

Nyt tiedetédén, ettd d" = +1 tai 0 (mod 2n + 1) ja e® = £1 tai 0 (mod 2n + 1).
T#lloin molempien lukujen téaytyy olla 0, koska 0 = n - 0. Mutta jos (2n + 1) | d" ja
(2n+1) | €, niin Lemman 2.2 nojalla (2n+1) | d ja (2n+1) | e. Koska (2n+1) |
e, niin (2n+1) | y. Silloin (2n+1) | y ja (2n+1) | x, mikd on vastoin oletusta
syt (z,y) = 1. Joten (2n+1) { a.

Nyt siis (2n+ 1) | ach, mutta (2n+ 1) t abe, mikd on ristiriita ja néin ollen
n | xyz. O

SEURAUS 4.32. Jos x° +y° = 2°, niin 5 | zyz.

4.3. Fermat’n suuri lause tapauksessa n = 5

Jotta yht#lolld 2° +y° = 2° voisi olla ratkaisu, niin Sophie Germainin lauseen 4.31
nojalla 5 | zyz. Nyt tissd luvussa tutkitaan tapauksia, missia 5 | z tai 5 | z (tai 5 | y).
Néiden tapausten tutkimista varten todistamme ensin muutamia lemmoja. Lopulta
luvun tuloksista seuraa Fermat'n suuren lauseen pateminen tapauksessa n = 5.

Esitelldéan aluksi niin sanottu binomikaava:

n—1
n
4.1 b =a" Y™ b,
(4.1) (a+b)"=a +mZ:1(m)a +
Binomikaavan avulla voidaan esittdd tulos (a + b):n viidennen potenssin ja (a — b):n
viidennen potenssin summalle.
LEMMA 4.33. (a4 b)° + (a — b)® = 2a (a* + 10a2b? + 5b%)
TobisTus. Kayttamalld binomikaavaa (4.1) saadaan
a+0)" =a" +9oa 0+ 10a”6” + 10a"6” + oab™ +
(a+b)° = a® + 5a*b + 10a°b? + 10a2b® + 5ab* + b°
(a —b)° = a® — 5a*b 4 10a°b* — 10a°6® + 5ab* — b°.
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Summaamalla ndmé& kaksi lauseketta yhteen saadaan
(a+b)°+ (a—b)° = a®+ 5a*b+ 10a°b* + 10a%b° + Sab* + b°
+ (a® = 5a'b + 10a’b* + 10a°b° + bab* — b°)
= 2a° + 20a°V? + 10ab* = 2a (a* + 10a°b* 4 5b) .
O

Kaksi seuraavaa lemmaa auttavat tiettyd muotoa olevien lausekkeiden muokkaa-
mista. Néiden lemmojen todistukset ovat suoraviivaisia laskuja.

LEMMA 4.34. Jos
a) t = q* + 50¢%r? + 12514,
b) u = ¢*+ 25r* ja
c) v=10r%
niin t = u? — Hv2.
Tobistus. Nyt
u? = (q2 + 257“2)2 = q4 + 50q2r2 + 625 ja
—50% = =5 (10r%)” = —5000,
Télloin
u? = 50% = (¢ + 25r%)% — 5 (10r%)*
= ¢* + 50¢%r% + 625" — 5001
= ¢* +50¢°r* + 125r* = t.

O
LEMMA 4.35. Jos n > 5 on pariton, niin
a" +b" = (a+b) (a™ —a™ Db+ .. — ab? 4 p7V)
ToDISTUS.
(a+0b)(a" ' —a" b+ ... —ab" 2+ ")
=a (a”_l —a" b+ a" . —ab" T+ b”_l)
+b (b”’1 +a" ' —a" b+ .+t - ab”’z)
=a" —a" b+ a" . — @b 4 ab" !
+0"+a" N —a" T+ aP T —ab !
=a"+b".
O

LEMMA 4.36. Olkoon kokonaisluvut a,b siten, ettd

a) toinen luvuista a ja b on pariton ja toinen on parillinen,
syt (a,b) =1,

a,b+#0,

51a,
510

)

b
c
d

¢}

)
)
)
)
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f)
g)

h) h,k ovat samaa parillisuutta.

a® — 5b* on viides potenssi,

5
on olemassa kokonaisluvut h, k siten, etti a + by/5 = <h+kﬁ) ,

2

Tdlloin h ja k ovat parillisia.

TobisTus. Oletuksen ja kaavan (4.1) nojalla

5
(h+kVB) = ° + 5hU/5 + 50RK? + 50R2K*V5 + 1250k + 255

= B° + 50h°k? + 125hk* + (5h*k + 50h°k° + 25k°) v/5

=2 (a+bV5) = 2a+ 20V,
jolloin

2°b = 5h*k + 50h*k” 4 25k° = 5k (h* + 10R°k* + 5k7) .

Oletetaan, ettd h ja k ovat parittomia. Nyt 245 ja 2 1 k, joten Lemman 2.2 nojalla
25 = 32 | (h*+ 10h?k?* + 5k*). Koska h on pariton, niin A = 1 (mod 2). Téllsin
h = 41,4345, ... tai £15 (mod 32). Télléin h? = 1,9, 17 tai 25 (mod 32) ja edelleen

h* =1 tai 17 (mod 32). Vastaava péiittely voidaan tehdi luvuille k, k? ja k. T#ll6in
h* + 10h2k? + 5k* on kongruentti luvun 16 kanssa modulo 32, koska joko

1+10+5=16
1+ 10k* + 5k = + 10+ ’
1490+ 85 =16,

tai

17426 + 5 = 16,

17 + 26k2 + 5k* =
{17+ 234 + 85 = 16,

miki on ristiriita sen kanssa, ettéd 2° = 32 | (h* + 1012k + 5k*). Talléin luvut h ja k
ovat parillisia. ([l

Seuraavien lemmojen todistuksissa kaytdmme luvussa 4.1 kvadraattisille luvuille
esitettyjd ominaisuuksia.

LEMMA 4.37. Olkoon kokonaisluvut a,b siten, ettd
a) syt (a,b) =1,
b) toinen luvuista a ja b on pariton ja toinen on parillinen,
) a,b#0,
) 51a,
e) 5|0,
f) a4 bV5 = <m+§\/5)5 (””3\/5), missd (t+"‘/5> on yksikké ja u = 0.

2

) a=c(c*+50c2d* + 125d%),
) b=>5d(c* + 10c*d? + 5d*),
iii) syt (c,d) =1,
) toinen luvuista ¢ ja d on pariton ja toinen on parillinen,
)
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vi) ¢,d # 0.

TobisTus. Olkoon Z+2Y5 — m+”‘[ Tallom kaavan (4.1) nojalla
2

m +n'V5 mP + 5mAn/5 + 50m3n? + 50m2n3v/5 + 125mn* + 25155

2 N 25
Edelleen
- m® + 5m*ny/5 + 50m3n2 + 50m2n3v/5 + 125mnt + 25055
m +n'vd= 51
m® + 50m3n? + 125mn*  5mi*n + 50m?n3 + 25n°
— + \/5,
24 24
ja ndin ollen m/ = M+ 507”3;42 +125mnt 5o g/ = 5m4”+5072'12"3+25”5 . Téastd seuraa, etté

16m’ = m® (mod 5) ja 16n’ =0 (mod 5) ja 5 | n’. Nyt oletusta kiyttdmilld saadaan,
ettéd

a+bv/5 = (m/“L”I*/S) (Hu\/g) _ m't 4+ m'uy/5 4+ 0'tV5 4 5n'u

2 2 4 ’
ja silloin
4a = m't + 5n'u,
4b = m'u + n't.

Nyt, jos 5 | m/, niin 5 | a, mikd on vastoin oletusta. Siten 5 { m/. Koska 16m’ = m®

(mod 5) ja 51 m/, niin 5 1 m. Lisdksi, koska 5 | n/, 5| 4b ja 5t m/, niin 5 | u. Koska
5

u =0 ja % on yksikko, niin ¢t = +2 ja siten a + bv/5 = + (%5) . Talloin

Lemman 4.36 ja tiedon m = n (mod 2) nojalla m ja n ovat parillisia. Olkoon ¢ = £

ja d = £7. Silloin

a+bV5 ==+ <c n d\/S)S — & 4 5dV/5 + 503 + 502d3V5 + 125¢d* + 25d°V/5
ja
a=c +50°d* +125cd* = ¢ (¢* + 50c*d” + 125d")
b=>5c"d + 50c’d® + 25d° = 5d (c* + 10*d* + 5d*) .

Koska syt (a,b) =1, ¢ | a ja d | b, niin syt (¢, d) = 1. Selvésti toinen luvuista ¢ ja d on
parillinen ja toinen pariton. 5 1 ¢, koska 5 1 m. Koska a, b # 0, niin myos ¢,d # 0. O

LEMMA 4.38. Olkoon kokonaisluvut a,b siten, ettd

a) syt (a,b) =1,
b) toinen luvuzsta a ja b on pariton ja toinen on parillinen,
c) a,b#0,
d) 5 J[ a,
e) 5|0,
f) a4 b5 = (m+;“/5>5 <t+l2“/5>, missd (t+’§‘/5> on yksikké ja u # 0.

Silloin:
i) a=c(c*+50c2d* + 125d%),
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TobisTtus. Koska % on yksikkd, niin Lemman 4.25 nojalla on olemassa koko-
naisluku e # 0 siten, etté

2 2

t+u\/5:i<1+\/5)6'

Korvaamalla %5 tarvittaessa ka#dnteisalkiolla —1_2\/5, voidaan olettaa, ettd e > 0.
Itse asiassa e > 2, koska jos e = 1, niin u = £1, miké ei ole jaollinen viidelld (edellisen
Lemman 4.37 nojalla 5 | u, koska 5 | b). Nyt voidaan olettaa, etta

travs _ (1+v5)"

2 2¢

Tésté seuraa, etté
£ (27 (t+uvB) = (12 V5) .

Kayttdmilla binomikaavaa (4.1) saadaan, ettd

:i:2671 — 5 € 52 €
u=e+ <3>+ (5 + ;

joten 271y = +e (mod 5) ja koska 5 | w, niin 5 | e. Silloin on olemassa f siten, ettd
e =5f. Olkoon

d +d'V5 m+nVb\ (1£V5 !
() (57)
missd ¢ = d’ (mod 2). Silloin a + bv/5 = + (#)5. Nyt, koska ¢ = d' (mod 2),
niin Lemman 4.36 nojalla sekd ¢’ ettd d' ovat parillisia. Silloin on olemassa luvut
c= i% jad= j:%/ ja saadaan yhtdlo a 4+ byv/5 = + (c + d\/5)5. Loppu todistetaan
taysin vastaavasti Lemman 4.37 kanssa. U

LEMMA 4.39. Olkoon kokonaisluvut a,b siten, ettd
a) syt (a,b) =1,
b) toinen luvuista a ja b on pariton ja toinen on parillinen,
c) 51a,
d) 5|b,
e) a® — 5b? on viides potenssi.
Silloin on kokonaisluvut c,d siten, ettd
i) a=c(c*+50c2d* + 125d%),
ii) b= 5d (c* + 10c*d* + 5d*),
iii) syt (c,d) =1,
iv) toinen luvuista ¢ ja d on pariton ja toinen on parillinen,
v) 51,



4.3. FERMAT’N SUURI LAUSE TAPAUKSESSA n =5 39

vi) 5| d,
vii) ¢,d # 0.

Tobistus. Oletetaan, etta syt (a +bV5,a — b\/g) = d > 1. Talloin on olemassa
luvut e, f siten, ettd

de:a—i—b\/g,
df = a — bV/5.

Nyt
a+0V5+a—-bWbs=2a=de+df =d(e+f) ja

a+ 05— (a=bV5) =20V5=d(e - ).

Nyt, koska v/5 on jaoton Lemman 4.28 nojalla, niin jos d | v/5, téytyy olla d = /5.
Koska d | 2a, niin tillin v/5 | 2a ja silloin 5 | 4a%. Tém& on kuitenkin mahdotonta,
koska 5 1 a. Siten d { v/5. Télloin Lemman 2.2 nojalla d | 2b. Koska d | 2a, d | 2b ja
syt(a,b) = 1, niin d | 2. Lemman 4.29 nojalla 2 on jaoton, joten d = 2. Té&lloin 4 |
(a + b\/g) (a — b\/g) = a? —5b%. Tamé on kuitenkin mahdotonta, koska lukujen a ja b
ollessa eri parillisuutta, a> —5b% on aina pariton. Néin ollen syt(a+bv/5,a—by/5) = 1.

Koska kokonaisalueessa Z (%) -----

Lemmaa 2.3 ja oletusta a? — 5b® on viides potenssi apuna kiiyttden piitelld, ettd

a+bv/5 jaa— bv/5 ovat viidensii potensseja. Tamaé tarkoittaa sitéd, ettd on olemassa

5
luvut m, n, t, u siten, ettd a+byv/5 = (m+;‘@> <t+g‘/5>, missi. t+1§\/g on yksikko. Nyt,

jos u = 0, niin Lemman 4.37 nojalla saadaan haluttu tulos. Jos u # 0, niin talloin
Lemman 4.38 nojalla saadaan haluttu lopputulos. 0

5 missd

LEMMA 4.40. Ei ole olemassa kokonaislukuja x,, z siten, etti x°+1y° = z
xyz # 0, syt (z,y,2) =1, x ja y ovat parittomia ja z on parillinen ja 5 | z.

ToDISTUS. Antiteesi: On olemassa kokonaisluvut z,y, z siten, ettd z° + y° = 2°,

missd xyz # 0, syt (z,y,z) = 1, x ja y ovat parittomia ja z on parillinen ja 5 | z.
Koska 5 | z ja z on parillinen, niin on olemassa luvut m,n, 2’ siten, etta z = 25"/,
missd m > 1, n > 1. Koska voidaan kasvattaa m:n ja n:n potenssit riittdvan suuriksi,
niin syt (2/,2) = 1, syt(2,5) = 1. Koska z = 2m5"2 ja 2° = 2°™5°"(2/), niin
25m55n(2/)5 — 1.5 + y5'

Koska luvut z,y ovat parittomia, niin x + y ja x — y ovat parillisia. T&ll6in on
luvut p, q siten, etté

r+y=2pja
T—y=2q.
Nyt
1 1 1 .
v=gletytr—y)=g2r=(2p+2)=p+qja
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Jos on olemassa luku d > 1 siten, ettd d | p ja d | g, silloin edelld olevien yhtéaléiden
nojalla d | z ja d | y, mikd on mahdotonta, koska syt (z,y) = 1. Talléin syt (p,q) =
1. Luvut p ja q eivdt voi molemmat olla samaa parillisuutta, koska silloin myos x
olisi parillinen. T&ll6in toisen niistd téytyy olla pariton ja toisen parillinen. Liséksi
Lemman 4.33 avulla saadaan
25 ()" = 2® +4° = (p+q)° + (p—9)° = 2p (p* + 10p°¢° + 5¢") .

Josx+y =0tai x —y = 0, niin x = y tai x = —y, mikd on mahdotonta, koska
syt (x,y) = 1. Siten p,q # 0.

Nyt Lemman 2.2 perusteella joko 5 | 2p tai 5 | (p* + 10p?q® + 5¢*). Jos 5 | 2p,
niin 5 | p. Vastaavasti, jos 5 | (p* + 10p?¢* + 5¢*), niin téllsin 5 | p. Nyt molemmis-
sa tapauksissa 5 | p, jolloin on olemassa kokonaisluku r siten, ettd p = 5r. Koska
syt (p,q) = 1, niin syt (r,q) = 1. Luvut r ja p ovat samaa parillisuutta keskendén,
joten toinen luvuista ¢ ja r on pariton ja toinen on parillinen.

Lisiiksi sijoittamalla p = 5r yhtélosn 25755 (2/)° = 2p (p* + 10p*¢% + 5¢*) saa-
daan

25m55" (1) = 2p (p* + 10p°¢* + 5¢*) = 2- 57 ((5r)* + 10 - (57) ¢* + 5¢”)

=2-5r-5 (1250 +50r*¢° + ¢*) = 2- 5% (¢* + 50¢%r* + 125¢) .

Nyt huomataan, etta

57 | (2-5%r (¢" + 50¢%r* 4+ 1251))
jolloin

572 | (2r (q4 + 50¢%r° + 125q4)) )
Koska n > 1, niin 5n > 5. Télldin 5n > 2, joten 5 | (2r (¢* 4+ 50¢%*r? + 125¢*)). Koska
5| pja syt(p,q) = 1, niin 5 { ¢ ja silloin 5 1 (¢* + 50¢*r? + 125¢*). Tillsin Lemman
2.2 nojalla 5 | 2r, eli 5 | r. Ja koska p # 0, niin r # 0.

Miiritetdin seuraavaksi arvot a, b, t. Olkoot t = ¢* +50¢%r? + 12514, a = ¢* + 2512
ja b = 10r*. Nyt Lemman 4.34 nojalla t = a® — 5b*>. Huomataan, ettd syt (a,b) = 1:
Tehdiin antiteesi, jonka mukaan syt (a,b) = f > 1. Koska f | b, niin f | 1072, jolloin
Lemman 2.2 nojalla f | 2, f | 5tai f | r,eli f =2, f =5 tai f = r. Koska ¢
ja r ovat eri parillisuutta, niin luku a on pariton ja talldin f # 2. Koska 5 | p ja
syt (p,q) = 1, niin 5 1 ¢ ja tilldin 51 (¢® + 25r%) = a, joten f # 5. Jos f | rja f | a,
niin f | ¢, miké on kuitenkin mahdotonta, koska syt(r, ¢) = 1. Koska kaikki tapaukset
oli mahdottomia, niin on saatu ristiriita ja syt (a,b) = 1.

Selviésti 5 | b, 5 1 a ja a,b > 0. Lisdksi huomataan, ettd b on parillinen, jolloin
a on pariton. Voidaan osoittaa, ettd syt (2 - 5%r,t) = 1. Oletetaan, ettd on olemassa
alkuluku f, joka jakaa molemmat luvut. Tiedetddn, ettd f # 2, koska t on aina
pariton. Koska 5 1 ¢, niin 5 1 ¢ ja silloin f # 5. Koska syt(r,t) = 1, niin f t r. Eli nyt
on osoitettu, etté ei ole olemassa lukua f, joka jakaa seki luvun ¢ ettéd luvun 2 - 52r.
Nyt Lemman 2.3 nojalla luvut ¢ ja 2 - 5%r ovat joidenkin kokonaislukujen viidennet

potenssit.
Nyt Lemman 4.39 nojalla on olemassa kokonaisluvut c, d siten, etta

a=c(c*+50c°d* + 125d") ,
b=>5d(c* + 10c*d* + 5d*) ,
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syt (¢,d) = 1, toinen luvuista ¢ ja d on pariton ja toinen on parillinen, 5t ¢ ja 5 | d.
Olkoon v’ = ¢+ 5d? ja v’ = 2d?. Tallsin selvisti syt (v/,v') = 1,5 | v/, 54 u/, v’ on
pariton ja v’ on parillinen. Voidaan osoittaa, ettd v’ — 5 (v )2 on viides potenssi:
A 10Ad + 5d* = ¢ +102d? + 25d* — 20d* = (2 + 5d%) — 5 (2d%)° .
Nyt koska 2 - 5% on viides potenssi, niin my&s (2 - 5%r)° on viides potenssi, ja
(2-5%)° =2-5%-10r2 = (2-5%) b
= (2-5°) (5d (c* + 10¢*d* + 5d*))
= (2-5%) (c* +10d* + 5d*) .
Koska syt (2 - 5%, ¢* + 10c?d? + 5d*) = 1, niin Lemman 2.3 nojalla luvut 2 - 5%d ja
¢ +10c2d? + 5d* ovat viidensié potensseja. Tillsin myos o' — 5 (v)° = (¢ + 5d?) —
5(2d%)* on viides potenssi.
Talloin Lemman 4.39 nojalla on luvut ¢, d’ siten, etté
c+ 52 =¢ (<c')4 +50(c)? (d)? + 125 (d’)4> ,
22 — 54 ((d)“ 110 () (d)? + 5 (d’)4> ,
syt (¢/,d') = 1, toinen luvuista ¢’ ja d’ on pariton ja toinen on parillinen, 5t ¢ ja 5 | d'.
Kertomalla jalkimmaéistd yhtilod luvulla 2 - 5%, saadaan
(2-5%) (2d?) = 22 - 582 = (2 5%d)” = 2 5° ((c’)4 +10()? (d)? +5 (d’)4> .
Nyt, koska 2 - 5%d on viides potenssi, niin myds (2 - 54al)2 on viides potenssi, ja tél-
16in edellisen yhtiilén nojalla 2 - 5%’ ((c’)4 +10()*(d)* +5 (d’)4) on viides potenssi.
Koska syt (2 - 5%, () +10 () (d) +5 (d’)4) = 1, niin Lemman 2.3 nojalla luvut
2-5%d ja ()" +10 () (d')* + 5 (d)" ovat viidensii potensseja. TAmi on téysin ana-
loginen edellisen vaiheen kanssa, jossa saimme, ettéd luvut 2 - 5*d ja c¢* + 10c?d? + 5d*

ovat viidensié potensseja. Néin ollen samaa perustelua kayttamaélla, voidaan kayttas
Lemmaa 4.39 niin monta kertaa kuin halutaan. Liséksi koska

25 (d)° < 25 (d')® + 5d' ((d)“ +10(¢)? (d’)2>
= 5d' ((c’)4 110 () (d)? +5 (d’)4) — 22,

niin 0 < d < ¢/ 2~ . Jos téitd menetelméi jatkettaisiin, lopulta saataisiin koko-

25
naisluku d” siten, ettd 0 < d” < 1, miké on mahdotonta. N&in ollen antiteesi on vaara
ja alkuperéinen véiite on tosi. O

LEMMA 4.41. Olkoon kokonaisluvut a,b siten, ettd
a) syt (a,b) =1,
b) a =0 (mod 2),
) a,b£0,
) 51a,
e) 5o,
) ‘”g‘/g = (er;“/g)S (HZ‘@), missd (t“;\/g) on yksikké ja u = 0.
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Silloin:

c(ct+50c2d2+125d" )
16 )

5d(ct+10c2d?+5d" )
16

(¢,d) =1,

ja d ovat molemmat parittomia,

[

._.
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TODISTUS. <t+7§*/5> (t_gﬁ> = t2_45“2, joten t? —5u? = £4, koska %ﬁ on yksik-
k. Koska u = 0, niin ¢ = £2 ja edelleen £ = £1. Olkoon ¢ = +m ja d = £n. Télldin

5
# ==+ (#) . Nyt edelleen binomikaavan (4.1) nojalla

&P + 5c¢4dV5 + 503d? + 502d3\/5 + 125¢d* + 25d°/5
a+bvVs = .

16

Néin ollen

A +50d? 4+ 125¢d* ¢ (c* 4+ 502 d? + 125d*)

- 16 B 16
ja

5¢td 4 50c2d® 4 25d°  5d (c* 4 10cd? 4 5d*)
B 16 B 16 '
Koska syt (a,b) =1, ¢ | ajad | b, niin syt (¢, d) = 1. Selvésti ¢ ja d ovat molemmat

parittomia. 5 1 ¢, koska 5 { a. Koska a,b # 0, niin myos ¢, d # 0. O

LEMMA 4.42. Olkoon kokonaisluvut a,b siten, ettd

a) syt (a,b) =1,
b) a =0 (mod 2),

5
a+gx/5 _ <m+;\/5) (HZ\@), missd <t“5\/5) on yksikko ja u # 0.

( 4+5oc2d2+125d4)

1) 16 ’
i) b= 5d( 4+1Oc2d2+5d4);
iii) syt (c,d) —1
iv) ¢ ja d ovat molemmat parittomia,
v)5te,
vi) ¢,d #

ToDISTUS. 2 — 5u? = +4, koska tJ”;*/g on yksikkd. Nyt voidaan Lemman 4.25
nojalla olettaa, ettéa

t+u\/5:i<1+\/5>e
7 ;

2
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misséd Lemman 4.38 todistuksen mukaisesti e > 2 ja 5 | e. Télloin voidaan mééritelld
luvut ¢, d siten, etté

2 2

c+d\/5:i<m+n\/5> <1+\/5>f
— .

5
Nyt huomataan, etti %t g\/g - (c+a2l\/5

) . Talloin edellisen Lemman 4.41 mukaisesti

.. c(c*+50c?d?+125d% 5d(c*+10c2d?+5d* )
saadaan, ettd a = ( >, b = ( S ), syt (e,d) = 1, ¢ ja d ovat

16
molemmat parittomia, 51 ¢ ja ¢,d # 0. O

LEMMA 4.43. Olkoon kokonaisluvut a,b siten, ettd
a) syt (a,b) =1,
b) toinen luvuista a ja b on pariton ja toinen on parillinen,
c) 5¢ta,
d) 5|b,
) a?—5b>

" on viides potenssi.

Silloin on kokonaisluvut c,d siten, ettd
c(ct450c2d?+125d*)

@)

)

16
B 5d(c4+10c2d2+5d4)

16
syt (e,d) =1,

)

¢ ja d ovat molemmat parittomia,
v) 51,
vi) 5| d,
vii) ¢,d # 0.

Tobistus. Oletetaan, etta syt <#, #) = d > 1. Talloin on olemassa luvut
e, [ siten, etté

a+ /5

de =
2
df — a—Qb\/g.

Nyt

bWE  a—bVE
“+2\/_+“ 2\/_:a:de+df:d(e—|—f) ja

a+2b\/5—a_2b\/5:b\/3:d(e—f).

Lemman 4.28 nojalla v/5 on jaoton, joten jos d | v/5, tiytyy olla d = v/5. Tiedetéin,
ettd d | a, jolloin pitdisi olla v/5 | a. Tédmé on kuitenkin mahdotonta, koska 5 {1 a.
Siten d f v/5. Télloin Lemman 2.2 nojalla d | b. Mutta témékin on mahdotonta, koska

syt (a,b) = 1. Néin ollen syt <#, #) - 1.

a?—5b>

oletusta 1

on viides potenssi ja Lemmaa 2.3 apuna kéyttden padtella, ettd luvut
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+bV5 . a—bV5
5 Ja

m,n,t,u siten, etta

ovat viidensid potensseja. Tama tarkoittaa sité, ettd on olemassa luvut
5
a+bvb m+nv5 t+uv5 t+u\/5
2 2 2 2

), missé on yksikko. Nyt, jos
v = 0, niin Lemman 4.41 nojalla saadaan haluttu tulos. Jos u # 0, niin t&lloin

Lemman 4.42 nojalla saadaan haluttu lopputulos. O

LEMMA 4.44. Ei ole olemassa kokonaislukuja .y, z siten, ettd x°+1y° = 2°, missd

xyz # 0, syt (x,y,2) = 1, x ja y ovat parittomia ja z on parillinen ja joko 5 | x tai
51]y.

TobisTus. Tehd#sin antiteesi: On olemassa kokonaisluvut x,y, z siten, ettd a® +
y® = 2°, missi zyz # 0, syt (v,y,2) = 1, x ja y ovat parittomia ja z on parillinen ja
5] x (jos 5| y, niin voidaan tehd& samat paittelyt korvaamalla y z:114).

Koska 5 | z, niin on olemassa n,z’ siten, ettd x = 5"x',n > 1, syt(2’,5) = 1 ja
5 (2')° = 35 + 2°. Nyt kertomalla jilkimméisen yht&lén molemmat puolet luvulla 25
saadaan

25 . 5% (¢)> = 2 (V" +2°) .
Olkoon luvut p, q siten, ettd p = y + z ja ¢ = y — 2. Télléin p ja ¢ ovat molemmat
parittomia.

syt (p,q) = 1: Jos on olemassa luku f > 1 siten, ettd p = fp’ ja ¢ = f¢’, niin f on
pariton. Koska f on pariton jap+q¢=f(p'+¢)=y+z+y— 2z =2y, niin f | y.
Vastaavasti saadaan, ettd f | z (koskap—qg=f(p' —¢)=y+z—y+2=22). Timi
on kuitenkin mahdotonta, koska syt (y, z) = 1, joten syt (p,q) = 1.

Liséksi Lemman 4.33 avulla saadaan

2955 ()’ = 2° (" +2°) = (29)° + (22)° = (0 + )’ + (p — @)’
=2p (p* + 10p°¢* + 5¢") .

Josy+2z=0taiy—2z =0, niiny = z tal y = —z, mikd on mahdotonta, koska
syt (y,z) = 1. Siten p, q # 0.

Nyt Lemman 2.2 nojalla saadaan, ettd 5 | 2p tai 5 | (p* + 10p*¢® + 5¢*). Jos
5 | 2p, niin 5 | p. Vastaavasti, jos 5 | (p* + 10p*¢® + 5¢*), niin téllsin 5 | p. Nyt
molemmissa tapauksissa 5 | p, jolloin on olemassa kokonaisluku r siten, ettd p =
5r. Koska syt (p,q) = 1, niin syt (r,q) = 1. Selvésti luvut ¢ ja r ovat molemmat
parittomia.

Lisiiksi sijoittamalla p = 5r yhtélson 2555 (2/)° = 2p (p* + 10p%¢? + 5¢*) saadaan

255%™ () = 2p (p* + 10p%¢* + 5¢*) = 2 5r ((57)" +10 - (57)° ¢* + 5¢*)
=2-5r-5 (1257’4 + 50r%¢® + q4) =2.5% (q4 + 50¢%r2 + 1257’4) .
Nyt huomataan, etté
571 (2-5%r (¢* + 50¢°r* + 125r") ),
jolloin
52 | (2r (¢* + 50¢°r* + 125¢%)) .

Koska n > 1, niin 5n > 5. Télléin 5n > 2, joten 5 | (27 (¢* + 50¢*r* + 125¢*)). Koska
5| pja syt (p,q) = 1, niin 5 1 ¢ ja silloin 5 1 (¢* + 50¢*r* + 125¢*). Tillsin Lemman
2.2 nojalla 5 | 2r, eli 5 | r. Ja koska p # 0, niin r # 0.
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Olkoon luvut o', V', ' siten, etté
t' = ¢* + 50¢%r? + 1251,
d = q*+25r% ja
b = 10r7.

Nyt Lemman 4.34 nojalla t' = (a/)* — 5 (¢/)>. Huomataan, ettd molemmat luvut o', b’

ovat parillisia, jolloin on luvut a, b siten, ettd a = %l = W jab= %l = 5r2. Olkoon

/ n2 _ 1\2 I\ 2 N\ 2
t:t_:M: @ -5 b_ — a — 5b2.
4 4 2 2

Nyt syt (a,b) = 1: Tehddén antiteesi, jonka mukaan syt (a,b) = f > 1. Nyt siis
fl5r%ja f| @,jolloin Lemman 2.2 nojalla f |2, f|5tai f|rjaf|q,elif=2,
f =5 tai f jakaa sekd luvun ¢ ettd luvun r. Koska r on pariton, niin b on pariton
ja f # 2. Jos 5 | a, niin 5 | (¢* + 25r%). Koska 5 | p ja syt (p,q) = 1, niin 5 { ¢ ja
talloin 5 1 (¢* + 25r%), joten f # 5. Koska syt (r,q) = 1, niin ei voi olla mahdollista,
ettd f jakaa sekéd g:n ettd r:n. Koska kaikki tapaukset oli mahdottomia, niin on saatu
ristiriita ja syt (a,b) = 1.

Selvisti 5 | b, 5 1 a ja a,b > 0. Lisdksi huomataan, ettd a ja b ovat molemmat
parittomia. Koska

2°5°" (2/)” = 2 5%r (¢" + 50¢°r® + 125r%) |
niin
255" (2')° = 2 5%rt’ = 2°52rt,
ja edelleen

5n N 52Tt

57 (2)” = T
Nyt voidaan osoittaa, ettd syt (527’, ﬁ) = 1. Oletetaan, ettd on olemassa alkuluku f,
joka jakaa molemmat luvut. Koska 5t ¢, niin 51 ¢’ ja silloin f # 5. Jos f | rja f | t,
niin f | ¢. Tamé& on kuitenkin mahdotonta, koska syt (r,q) = 1. Eli ei ole olemassa
lukua f, joka jakaa seké luvun £ ettd luvun 5%r. T&lldin Lemman 2.3 nojalla luvut

i = # ja 5%r ovat joidenkin kokonaislukujen viidennet potenssit.

Nyt Lemman 4.43 nojalla on olemassa kokonaisluvut c, d siten, ettéa

et +50c%d? + 125d")
16 ’
5d (c* 4+ 10c2d? + 5d*)
16 ’
syt (¢,d) = 1, ¢ ja d ovat molemmat parittomia, 51 ¢ ja 5 | d. Koska
55d (c* + 50¢2d? + 5d%) (5%1) (04 + 5022 + 5d4)

b:

2.\2 _ g4.2 _ 37
(5%r)" =5%* =5 = T 1 7

(54d> (c4+5oc2d2 o5 20d4) (@) ((02+5d2)2 . 5d4>
4 2

4 4
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2
ja syt (5%17 (@) - 5d4) = 1 (Oletetaan, ettd on f > 1 siten, ettd f | %l ja

2
fl (<C2+25d2> — 5d4). Lemman 2.2 nojalla joko f | 5 tai f | d. Koska 5 1 ¢, niin

54 <(+T5d)2 _ 5d4) jasilloin f15. Jos f | dja f | ((+T5d>2 - 5d4), niin silloin
f | ¢. Tamé on kuitenkin mahdotonta, koska syt (c,d) = 1.), niin Lemman 2.3 nojalla
51d ja (#)2 — 5d* ovat viidensid potensseja.
Talloin Lemman 4.43 nojalla on luvut ¢, d’ siten, etté
c+5d2 (<) +50() () + 125 (d)")
2 16 ’

,  5d () +10 () (d) +5(d))

16 ’

d

syt (¢,d’) = 1, molemmat luvut ¢’ ja d' ovat parittomia, 51 ¢ ja 5 | d'. Kertomalla
jialkimmaéisté yhtilod luvulla 58, saadaan
59 ((¢)' + 10 () (&) + 5 (d)")
16
_ (59d’ ) ((c’>4 +10(¢)* (d)* +5 <d’>4)

58d2 —

4 4

S\ 4 4
(O[T sy

"2 "2\ 2
syt <59d’,}L ((%) -5 ((d’)2)2)> = 1: Oletetaan, ettd on luku f > 1, joka
jakaa molemmat. T&lloin f = 5 tai f | d’. Koska 5 1 ¢, niin f # 5. Jos f | ' ja
fl3 (M)Q -5 ((d’)2)2> niin talléin f | ¢. Se on kuitenkin mahdotonta
1 2 ; : )

koska syt (¢, d') = 1.
Koska 5%*d on viides potenssi, niin myds luku 582 = (5%*d)? on viides potenssi.

/ U 2
Talldin Lemman 2.3 nojalla luvut 5°d’ ja ((M) -5 ((d’)2)2> ovat viiden-

B (59d’> (((df +5(d)?)” - 20 (d’)4>

sid potensseja. Néain ollen samalla perusteella voidaan kayttdd Lemmaa 4.43 aina
uudelleen ja uudelleen. Liséksi , koska

25 (d')” < 1642 ja
d >0,

niin d > d'.
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Jos tatd menetelméad jatkettaisiin, lopulta saataisiin kokonaisluku d” siten, ettéd
0 < d” < 1, mikd on mahdotonta. Niin ollen antiteesi on vaara ja alkuperdinen viite
on tosl. 0

Nyt on helppo néyttid, ettd yhtalolld 2° 4+ y° = 2% on kokonaislukuratkaisu vain
silloin, kun zyz = 0.

LAUSE 4.45. Yhtdilolli x° + y° = 2° on kokonaislukuratkaisu vain silloin, kun
xyz = 0.

TobpisTus. Oletetaan, ettd yhtédlolla on jokin ratkaisu, misséd zyz # 0. Lemman
3.9 nojalla voidaan olettaa, ettd syt (z,y,z) = 1. Kuten Lauseen 3.11 todistuksessa,
voidaan téssikin olettaa, ettd luvut = ja y ovat parittomia ja z on parillinen. Sophie
Germainin Lauseen 4.31 nojalla voidaan olettaa, ettd 5 | xyz. Jos 5 | z, niin t&lléin
voidaan Lemman 4.40 avulla niyttii, ettd yhtalolld 2° + y® = 2° ei ole kokonaislu-
kuratkaisua. Ja jos 51 z, niin voidaan Lemman 4.44 perusteella sanoa, ettd yhtalolld
2% +19° = 25 ei ole kokonaislukuratkaisua.

Niin on saatu ristiriita, jolloin alkuoletus ei pade ja yhtalolla 2° 4 y® = 2° ei ole
kokonaislukuratkaisua, kun x,y, z # 0. 0

5

SEURAUS 4.46. Yhtalolli x™ +y™ = 2" ei ole olemassa kokonaislukuratkaisua, kun
n on jaollinen luvulla 5.






LUKU 5

Abc-konjektuuri

Téssd luvussa tutustutaan Josph Oesterlén (1954-) ja David Masserin (1948-)
vuonna 1985 esittdméin abe-konjektuuriin. Konjektuuri on tyypillinen esimerkki yk-
sinkertaisesta véitteestd, jota voidaan kayttda yhdistdaméaan useita lukuteorian tulok-
sia, jotka muutoin olisivat hajanaisia viitteitd ilman yhteisid yhteyksi [3, s. 401].

Tamén tutkielman tekohetkella abc-konjektuurille ei ole vield olemassa pitavad
todistusta. Varteenotettavin ratkaisuehdotus on tilld hetkelld japanilaisen matemaa-
tikon Shinchi Mochizukin (1969-) elokuussa 2012 julkaisema 500-sivuinen ratkaisueh-
dotus. Mochizukin ratkaisu siséltdéd kuitenkin paljon hénen kehittdmidéan uusia tek-
niikoita ja matemaattisia késitteitd, joita kukaan muu matemaatikko ei oikeastaan
ymmérrd, joten hénen todistuksensa tarkistamisessa kesténee vuosia [4].

Luvun alussa esitetddn konjektuurille kaksi ekvivalenttia muotoilua ja lopuksi néy-
tetéddn, ettéd jos abe-konjektuuri on tosi, niin siitd seuraa Fermat'n suuri lause.

MAARITELMA 5.1. Kolmikko (a,b, ¢) € Z* muodostaa abc-summan, jos a +b = c
ja syt (a,b) = 1. abc-summan muodostavaa kolmikkoa (a,b,c) € Z3 kutsutaan abc-
kolmikoks.

MAARITELMA 5.2. Kokonaisluvun N radikaali rad (N) on luvun N jakavien al-
kulukujen tulo, ts. alkutekijoiden tulo

rad (N) = H D,
pIN
misséd p on alkuluku.

ESIMERKKI 5.3. Olkoon n = pi'p5? - - - p%*, missd p;:t ovat alkulukuja ja a; € N.
Téll6in radikaalin mééritelmén nojalla rad (n) = p1pa - -« pp

LEMMA 5.4. Olkoot a,b,m,n € N. Tdlloin

(a) rad(a) < a,
(b) rad (ab) < rad(a)rad(b) ja
(c) rad (a™b") < rad(a)rad (b).

Tobistus. Oletetaan, ettd a,b,m,n > 2. Muussa tapauksessa véitteet péatevit
selvasti. Aritmetiikan peruslauseen, eli lauseen 2.1, nojalla luvut a ja b voidaan esittéia
muodossa a = p{'p5’ - -por ja b = qhgd . g, Nyt

rad (a) = rad (py'ps’ -+ py') = b2+ pp S PUDS P = a
kaikilla @ € N, a > 2, misté viite (a) seuraa.

Jos syt (a,b) # 1, niin p; = ¢;, joillekin 7 ja j. Télloin

rad (ab) = rad (P?P? e 'P%"Qflqtzb T qﬁ”) S pib2 - Pud1q2 " Gn
= rad (p'p3 -~ pi7) rad (a1 q3° - - ¢") = rad (a) rad (b)
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jolloin véite (b) on tosi. Viite (c) seuraa véitteestd (b) ja radikaalin méaéritelméasta.

0
Esitetdén seuraavaksi Masserin mukainen muotoilu abe-konjektuurille.
KONJEKTUURI 5.5. Kaikilla € > 0 on olemassa luku C (¢) > 0 siten, ettd
¢ < C (e)rad (abe)'*
on totta kaikille abc-kolmikoille (a,b, c) € N3.

HuomAuTUS 5.6. Voidaan olettaa, ettd luvuilla a,b ja ¢ on jérjestys siten, ettd
O<a<b<e

Hieman oletuksia muuttamalla saadaan konjektuuri yleisempéén muotoon.
KONJEKTUURI 5.7. Kaikilla € > 0 on olemassa reaaliluku C (€) > 0 siten, ettd
maz{| a|,|b],|c|} < C(e)rad(abe) ™

on totta kaikille abc-kolmikoille (a,b,c) € Z3, abc # 0.

Koska lukua e > 0 ei ole kiinnitetty eiké lukua C (€) > 0 ole tarkemmin mééritelty,
ovat ndmé kaksi edelld esitettyd abc-konjektuuria ns. vahvassa muodossa. Usein abc-
konjektuurin heikkoa muotoa on helpompi soveltaa kuin vahvaa muotoa. Heikosta
muodosta puhutaan silloin, kun kiinnitetéén e. Esimerkiksi olettamalla, ettd ¢ = 1,
saadaan abc-konjektuurin heikko muoto.

KONJEKTUURI 5.8. Kaikille abc-kolmikoille pdtee

c=a+b<rad(ab(a+0b))”.
Tamén heikon muodon seké tutkielman aiempien lukujen avulla voidaan todistaa

Fermat'n suuri lause kokonaisuudessaan. Télloin konjektuurin ollessa tosi, on Fer-
mat’n suuren lauseen todistus melko yksinkertainen todistus.

LAUSE 5.9. Oletetaan, etti syt (a,b) = 1 ja a + b = c. Oletetaan lisdksi, ettd
Konjektuuri 5.8 on voimassa, eli ¢ < rad (abc)2 kaikilla a,b ja c. Tdlloin yhtilolld
"+ y" = 2" ei ole kokonaislukuratkaisua, kun n > 3.

TobisTus. Olkoon a = 2", b = y™ ja ¢ = 2". Silloin abc = (zyz)" ja nyt Konjek-
tuurin 5.8 ja Lemman 5.4 nojalla
2" < rad ((zy2)")” = rad (zyz)® < (zyz)? < 2°.
Koska z € Z \ {0}, niin n < 6. Lisaksi tiedetédén, ettd yhtalolla 2" + y™ = 2" ei ole

kokonaislukuratkaisua, kun n = 3,n = 4,n = 5 tai n = 6, joten yhtalolla 2" +y™ = 2"
ei ole kokonaislukuratkaisua, kun n > 3. U

Léhteessé [17] on esitetty erés listaus abc-konjektuurin seurauksista, jotka ovat
tosia abc-konjektuurin pitdesséd paikkansa.
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