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TIIVISTELMÄ
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Pro gradu -tutkielma
Fysiikan laitos, Jyväskylän yliopisto, 2016, 72 sivua.

Kosmologian standardimallina tunnettu ΛCDM-malli on vakiinnuttanut asemansa
parhaana mahdollisena selityksenä viimeaikaisille kosmologisille havainnoille. Ilman
ns. inflaatiovaihetta malli törmää kuitenkin varhaista maailmankaikkeutta koskeviin
vakaviin ongelmiin. Se ei kykene antamaan selitystä avaruuden laakeudelle, taustasä-
teilyn tasaisuudelle, raskaiden reliikkihiukkasten puuttumiselle ja taustasäteilyn ani-
sotropioille. Edellä mainittujen ongelmien ratkaisuksi on esitetty kosmologista inflaa-
tiota, jonka mukaan hyvin varhainen maailmankaikkeus on käynyt läpi kehitysvai-
heen, jossa sen koko kasvoi lähes eksponentiaalisesti. Tässä pro gradu -tutkielmassa
perehdytään lähdeaineiston avulla inflaation fysikaaliseen perustaan ja siihen, kuin-
ka se ratkaisee standardikosmologiassa esiintyvät ongelmat. Erityisesti pyritään ym-
märtämään taustasäteilyn anisotropioiden syntyä, sillä ne heijastelevat varhaisia ti-
heysperturbaatioita, joista on ajan myötä kehittynyt universumin suuren mittakaavan
rakenne. Tutkielmassa nähdään, että pelkkä eksponentiaalisesti kiihtyvä laajenemi-
nen ratkaisee kolme ensimmäistä ongelmaa. Lisäksi anisotropiat voidaan selittää in-
flaation aikana tapahtuvilla kvanttifluktuaatioilla, jotka indusoivat häiriöitä gravitaa-
tiopotentiaaliin ja sitä kautta taustasäteilyn lämpötilaan. Perturbaatioiden tarkkaan
käsittelyyn tarvitaan kosmologista häiriöteoriaa, jolle on tutkielmassa omistettu oma
kappaleensa. Erilaisia inflaatiomalleja on hyvin paljon. Tutkielman tavoite ei ole esitel-
lä ja eritellä malleja, joten tarkastelussa rajoitutaan yksinkertaisimpaan yhden kentän
slow-roll -inflaatioon. Inflaatioprosessin vaikutus kosmologisiin havaintoihin, kuten
taustasäteilyyn ja galaksien jakaumaan, käydään läpi ja ennusteita verrataan Planck-
satelliitin viimeisimpään data-analyysiin vuodelta 2015. Lopuksi pohditaan inflaatio-
paradigman avoimia kysymyksiä ja annetaan esimerkki vaihtoehtoisesta selitysmal-
lista.

Avainsanat: Kosmologia, inflaatio, rakenteiden synty, kosmologinen häiriöteoria.



3

ABSTRACT

Mönkkönen, Keijo
Inflation and the origin of structure
Master’s thesis
Department of Physics, University of Jyväskylä, 2016, 72 pages.

ΛCDM-model, which is known as the standard model of cosmology, has establis-
hed its position as the best possible explanation for recent cosmological observations.
However, without a so-called inflationary phase, the model faces serious problems
concerning the early universe. It is unable to explain the observed flatness of the
universe, homogeneity of cosmic microwave background, absence of heavy relic par-
ticles and anisotropies of the cosmic microwave background. Cosmological inflation
has been proposed as the solution for these problems. According to it, the very ear-
ly universe has undergone a phase where its size increased almost exponentially. In
this master’s thesis, with the help of literature, we take a look at the physical founda-
tions of inflation and investigate how it solves the early universe problems. Especially,
we try to understand the origin of anisotropies of the cosmic microwave background
because they reflect the primordial density perturbations which over time have evol-
ved to form the large-scale structure of the universe. We will see that the exponential
expansion alone can solve the first three problems. Moreover, the anisotropies are
explained by quantum fluctuations generated during inflation. These fluctuations in-
duce perturbations in gravitational potential and therefore in the temperature of the
CMB. Cosmological perturbation theory is needed for accurate treatment of the per-
turbations so one chapter is devoted to it. Because of the large number of inflationary
models, we restrict our attention to simplest single field slow-roll inflation. The effect
of inflationary process on cosmological observations, such as CMB and galaxy distri-
bution, is examined and predictions are compared to the latest data release of Planck
satellite from 2015. In the end we consider open problems of the inflationary para-
digm and give an example of an alternative theory.

Keywords: Cosmology, inflation, origin of structure, cosmological perturbation theo-
ry.
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1 JOHDANTO

Kosmologia on viime vuosisadan aikana edistynyt huomattavasti sekä teoreettisen
ymmärryksen että havaintojen osalta. Spekulatiiviset ideat ovat muuttuneet testatta-
vissa oleviksi hypoteeseiksi, joista alkuräjähdysteoria on mainio esimerkki. Alkuai-
neiden suhteelliset runsaudet, galaksien punasiirtymät ja kosminen taustasäteily ker-
tovat, että maailmankaikkeus on menneisyydessä ollut kooltaan huomattavasti pie-
nempi ja siten kuumempi kuin nykyään. Myös vakaalla pohjalla oleva yleinen suh-
teellisuusteoria puhuu dynaamisen universumin puolesta, kun sitä sovelletaan maa-
ilmankaikkeuteen kokonaisuutena. Nykyään alkuräjähdysteoria onkin jo tieteellisen
teorian asemassa eikä sille ole varteenotettavia kilpailevia selityksiä.

Perinteistä Big Bang -mallia on jouduttu sittemmin muokkaamaan yhä tarkem-
pien kosmologisten havaintojen myötä. Galaksien rotaatiokäyrät ja itse galaksien lii-
ke galaksijoukoissa ehdottivat näkymättömän materiakomponentin olemassaoloa [1].
Tämä ns. pimeä aine vuorovaikuttaa tavallisen näkyvän aineen kanssa vain gravi-
taation välityksellä ja muodostaa tällä hetkellä valtaosan maailmankaikkeuden ei-
relativistisesta materiasta [2]. Kaukaisten supernovien kirkkauksia mittaamalla näh-
tiin, että maailmankaikkeuden laajenemisnopeus ei olekaan hidastumassa, vaan päin-
vastoin kiihtymässä [1]. Vastuussa tästä on ns. pimeä energia, joka todennäköisesti
on avaruuteen itseensä liittyvää energiaa. Tätä tyhjän avaruuden sisältämää energiaa
kutsutaan usein kosmologiseksi vakioksi.

Molempien pimeiden komponenttien olemassaololle saatiin lopullinen vahvistus
kosmista taustasäteilyä tutkimalla. Niiden fysikaalinen olemus on toistaiseksi tunte-
maton. Varmaksi tiedetään vain se, että yhdessä ne kattavat 95 % maailmankaikkeu-
den nykyisestä energiasisällöstä [2]. Tällä hetkellä kosmologian standardimalli tunne-
taankin ΛCDM-mallina, joka perustuu homogeeniseen ja isotrooppiseen Friedmann-
Robertson-Walker -kosmologiaan. Nimessä Λ viittaa kosmologiseen vakioon ja CDM
kylmään pimeään aineeseen.

Vaikka ΛCDM-malli on toistaiseksi parhaiten havaintoihin sopiva teoria, törmää
se varhaisen maailmankaikkeuden alkuehtoja koskeviin ongelmiin. Ensimmäiseksi
universumin energiasisältöä ja geometriaa karakterisoiva kokonaistiheysparametri Ω
täytyy hienosäätää varhaisessa maailmankaikkeudessa hyvin tarkasti lähelle lukua 1,
jotta nykyinen arvo Ω ≈ 1 voitaisiin selittää. Toiseksi kosminen taustasäteily on lähes
tasainen ympäri taivasta, vaikka universumi koostui taustasäteilyn syntymisen aikaan
tuhansista toisistaan kausaalisesti irtikytketyistä alueista. Kolmanneksi taustasäteilyn
anisotropioiden, jotka karakterisoivat poikkeamaa keskilämpötilasta, alkuperää ei tie-
detä, sillä tavallisessa kuumassa alkuräjähdysmallissa ei ole mekanismia epähomoge-
nioiden syntymiselle. Neljänneksi suurten yhtenäisteorioiden mukaan universumin
pitäisi sisältää huomattava määrä magneettisia monopoleja, vaikka toistaiseksi yhtä-
kään ei ole vielä havaittu.

Inflaatio on hypoteesi, jonka mukaan varhainen maailmankaikkeus on käynyt
läpi lyhyen vaiheen, jossa sen koko kasvoi lähes eksponentiaalisesti. Inflaation suu-
rimpia motivaatioita oli selittää reliikkien ja etenkin monopolien puuttuminen [3],
mutta nopeasti huomattiin, että samalla se ratkaisee myös muut standardikosmo-
logiassa esiintyvät ongelmat. Inflaatio on säilynyt kosmologian paradigmana yli 30
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vuotta, vaikka tänäkin päivänä löytyy sen vastustajia. Yksinkertaisimmat mallit ovat
sopusoinnussa havaintojen kanssa, mutta inflaatiota ei ole vielä lopullisesti todistettu.

Tässä tutkielmassa keskitytään inflaation fysikaaliseen perustaan ja siihen, kuin-
ka se tarjoaa ratkaisun standardikosmologiassa esiintyviin ongelmiin. Erilaisia inflaa-
tiomalleja on paljon. Tutkielmassa rajoitutaan lähinnä tarkastelemaan yleisellä tasol-
la yksinkertaisinta yhden kentän slow-roll -inflaatiota. Pääpainona ja -tavoitteena on
ymmärtää suuren mittakaavan rakenteiden alkuperää ja erityisesti varhaisten tiheys-
perturbaatioiden syntyä. Fysikaalisesti tärkeät tulokset pyritään johtamaan mahdolli-
simman yksityiskohtaisesti. Käsittelyn kannalta epäoleelliset lausekkeiden johdot jä-
tetään viittauksien varaan. Joka tapauksessa kaikki epätriviaalit väittämät löytyvät
kontekstissa viitatuista lähteistä.

Gradun rakenne on seuraavanlainen. Aivan ensimmäiseksi käydään läpi ΛCDM-
mallin matemaattinen ja fysikaalinen tausta. Kappaleessa esitellään perinteinen FRW-
metriikka ja Einsteinin yhtälöistä seuraavat Friedmannin yhtälöt. Lopussa käsitel-
lään hieman varhaisen maailmankaikkeuden fysiikkaa ja mallissa esiintyviä ongel-
mia. Näistä laakeus- ja horisonttiongelmaa tarkastellaan kvantitatiivisesti kappalees-
sa aikaisemmin esitetyn teorian pohjalta.

Kolmannessa kappaleessa esitetään inflaatioteorian perusteet. Aluksi annetaan
ekvivalentit matemaattiset määritelmät inflaatiolle sekä tutkitaan inflaation tarjoamaa
ratkaisua laakeus-, horisontti-, ja monopoliongelmaan. Tämän jälkeen paneudutaan
kenttäteoreettiseen lähestymistapaan ja määritellään inflaatiossa usein käytetty slow-
roll -approksimaatio. Erilaisia inflaatiomalleja käydään läpi yleisellä tasolla ja anne-
taan kaksi konkreettista esimerkkiä. Lopussa tarkastellaan inflaation jälkeistä hiuk-
kastuottoa reheating- ja preheating-prosesseissa sekä kosmologisten skaalojen käyt-
täytymistä inflaation aikana.

Neljäs kappale käsittelee kosmologista häiriöteoriaa, joka on tärkeä työkalu se-
kä inflaatiossa että kosmologiassa yleensä. Häiriöteoria esitetään matemaattisella ta-
solla mahdollisimman täsmällisesti lähtien liikkeelle mittaongelmasta, jonka mukaan
yleisessä suhteellisuusteoriassa perturbaatiot eivät ole yksikäsitteisiä. Tämä mielessä
pitäen lasketaan häiriöt metriselle tensorille, energia-liikemäärä -tensorille ja Einstei-
nin tensorille sekä muodostetaan perturbaatioista mittainvariantteja kombinaatioita.
Lopussa mainitaan yleisesti käytettyjä mittoja ja tarkastellaan eri perturbaatioiden ke-
hitystä häirityn Einsteinin yhtälön avulla.

Viidennessä kappaleessa paneudutaan kosmologisen häiriöteorian avulla tarkem-
min siihen, kuinka inflaatio selittää rakenteiden synnyn. Alussa käydään läpi tarvit-
tavia tilastollisia käsitteitä, jotta teoreettiset ennusteet voidaan kytkeä havaintoihin.
Yleisen kvanttikentän kehitystä käsitellään inflatoituvassa universumissa ja tulok-
sia hyödynnetään myöhemmin inflatonikentän tapauksessa. Inflatonikentän energia-
liikemäärä -tensorin häiriöt lasketaan ja tarvittavat mittainvariantit perturbaatiot kvan-
titetaan. Tämän jälkeen perturbaatioiden kehitystä tarkastellaan slow-roll -inflaation
aikana. Skalaari- ja tensoriperturbaatioiden tehospektrit lasketaan sekä tutkitaan in-
flaation indusoimien perturbaatioiden luonnetta. Lopuksi havainnollisuuden vuoksi
käsitellään aikaisempia kahta konkreettista esimerkkimallia.

Kuudennessa kappaleessa tarkastellaan, kuinka kosmologisista havainnoista voi-
daan saada tietoa mahdollisen inflaatioprosessin olemassaolosta ja sen yksityiskoh-
dista. Lisäksi pohditaan inflaation asemaa tieteellisenä teoriana. Kosmisen taustasä-
teilyn ja galaksikartoitusten roolia inflaatiomallien testaamisessa käsitellään yleisellä
tasolla. Planck-satelliitin viimeisin havaintodata käydään läpi ja sitä verrataan yksin-
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kertaisimpien inflaatiomallien antamiin ennusteisiin. Lopuksi käsitellään inflaatiossa
esiintyviä avoimia kysymyksiä ja ongelmia sekä tuodaan esille vaihtoehtoisia teorioi-
ta.

Johtopäätöksissä tiivistetään tutkielman keskeiset tulokset ja inflaatioparadigman
nykyinen status. Lisäksi mainitaan inflaation kannalta tärkeitä nykyisiä ja tulevia ha-
vaintoprojekteja, jotka saattavat tuoda lisää ymmärrystä jo lähitulevaisuudessa.
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2 ΛCDM-MALLI

Tässä kappaleessa käydään läpi viimeisimpiin havaintoihin parhaiten sopivan ΛCDM-
mallin perusteet. ΛCDM-mallilla tarkoitetaan kuumaa alkuräjähdysmallia varustettu-
na pimeällä aineella ja pimeällä energialla. Kosmisesta taustasäteilystä ja galaksikar-
toituksista on saatu vahvistus sille, että maailmankaikkeus on suuressa mittakaavas-
sa eli galaksijoukkojen tasolla (≥ 100 Mpc) homogeeninen ja isotrooppinen [4, 5].
Homogeenisuus tarkoittaa havaitsijan riippumattomuutta paikasta ja isotrooppisuus
riippumattomuutta tarkasteltavasta suunnasta taivaalla. Maailmankaikkeuden koko-
naisuudessaan oletetaan noudattavan yleistä suhteellisuusteoriaa. Lisäksi varhaista
maailmankaikkeutta voidaan mallintaa statistisen fysiikan ja hiukkasfysiikan keinoin
niin pitkälle kuin ollaan varmoja näiden fysiikan osa-alueiden pätemisestä kyseessä
olevilla energiaskaaloilla.

2.1 Metriikka

Avaruusaika oletetaan neliulotteiseksi semi-Riemannilaiseksi monistoksi M, jonka
metriikka tai viivaelementti voidaan symmetrioiden eli homogenian ja isotropian
vuoksi kirjoittaa muodossa [6] (c ≡ 1)

ds2 ≡ gµνdxµdxν = −dt2 + a2(t)
(

dr2

1− kr2 + r2(dθ2 + sin2θdφ2)

)
. (1)

Kyseistä viivaelementtiä kutsutaan usein Friedmann-Robertson-Walker -metriikaksi
tai lyhyemmin FRW-metriikaksi. Koordinaatti t on ns. kosminen aika ja koordinaatit
(r, θ, φ) ovat tavalliset kolmiulotteiset pallokoordinaatit.

Kaarevuusparametri k ∈ {0,±1}, [k] = m−2, vastaa avaruusosan geometriasta ja
kertoo kyseessä olevan kolmiulotteisen alimoniston N ⊂ M. Tapaus k = 0 tarkoit-
taa kolmiulotteista euklidista avaruutta E3, k = 1 kolmiulotteista palloa S3 ja k = −1
kolmiulotteista hyperbolista avaruutta H3. Skaalatekijä a(t) määrää moniston N suh-
teellisen koon eri ajanhetkillä. Aina pätee a(t) ≥ 0 ja laajenevan maailmankaikkeuden
tapauksessa ȧ(t) > 0.

Havaitsijoita, joiden koordinaatit (r, θ, φ) eivät muutu ajan kuluessa, kutsutaan
mukanaliikkuviksi tai comoving-havaitsijoiksi. Niiden voi ajatella "liikkuvan" vain
laajenemisen seurauksena. Usein on hyödyllistä käyttää metriikassa (1) comoving-
koordinaattia χ, joka saadaan koordinaatistomuunnoksella

r = Sk(χ) =


sin(χ), kun k = 1
χ, kun k = 0
sinh(χ), kun k = −1 ,

jolloin [6]
ds2 = −dt2 + a2(t)(dχ2 + S2

k(χ)(dθ2 + sin2θdφ2)) . (2)
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Havaitsijoiden välistä koordinaattietäisyyttä monistolla N sanotaan comoving-
etäisyydeksi ∆χ ja symmetrioiden perusteella se on yksinkertaisesti

∆χ =
∫ r2

r1

dr√
1− kr2

=
∫ χ2

χ1

dχ = χ2 − χ1. (3)

Comoving-etäisyys on siis määritelmän mukaan ajan suhteen vakio, jos kappaleet
eivät liiku suhteessa taustakoordinaatistoon. Havaintojen kannalta taustakoordinaa-
tistoksi määritellään se koordinaatisto, jossa havaitsija näkee mikroaaltotaustan isot-
rooppisena [4]. Fysikaalinen etäisyys ottaa avaruusosan N laajenemisen huomioon ja
se saadaan skaalaamalla d(t) = a(t)∆χ [4]. Yleensä skaalatekijän nykyiseksi arvoksi
valitaan a(t0) = 1, jolloin nykyisen universumin koko toimii vertailukohtana.

Toinen hyödyllinen käsite on konformaalinen aika τ, joka määritellään relaatiolla
τ =

∫ t
0

dt′
a(t′) [4]. Tällöin siis t = t(τ) ja alkuperäinen metriikka on [7]

ds2 = a2(τ)(−dτ2 + dχ2 + S2
k(χ)(dθ2 + sin2θdφ2)) . (4)

Laakeassa tapauksessa k = 0 metriikka (4) on konformaalinen Minkowskin avaruu-
den metriikan ds2 = −dt2 + dx̄2 kanssa. Konformaalisia metriikoita erottaa siis posi-
tiivinen kerroinfunktio a2(τ). Konformiaika on siitä hyödyllinen, että valokartiot ovat
yksinkertaisia. Valo kulkee pitkin nollageodeesia ds2 = 0 [6], joten valitsemalla sym-
metrioiden vuoksi radiaalinen suunta saadaan

0 = a2(τ)(−dτ2 + dχ2)⇔ χ(τ) = ±τ + vakio .

Valo kulkee siis konformaalisissa koordinaateissa pitkin suoria, jotka muodostavat
±45 asteen kulman χτ-tasossa.

Nollageodeesista saadaan myös havaitsijoiden horisontit eli alueet, joiden kanssa
voi olla kausaalisessa yhteydessä. Hiukkashorisontti tai tavallisemmin pelkkä hori-
sontti on se alue, josta havaitsija on voinut saada informaatiota maailmankaikkeuden
synnyn jälkeen. Comoving-horisontti on yksinkertaisesti konformiaikojen erotus [7]

χph(t) = τ(t)− τi =
∫ t

ti

dt′

a(t′)
, (5)

missä maailmankaikkeuden syntyhetki ti määräytyy ehdosta a(ti) = 0. Tavallisesti
oletetaan ti = 0 [6]. Tapahtumahorisontti on suurin mahdollinen etäisyys, jonka het-
kellä t lähetetty signaali voi koskaan saavuttaa. Comoving-tapahtumahorisontti on [7]

χeh(t) = τf − τ(t) =
∫ t f

t

dt′

a(t′)
, (6)

missä t f tarkoittaa suurinta mahdollista tulevaa ajanhetkeä, joka voi olla äärellinen tai
ääretön.
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2.2 Friedmannin yhtälöt

Kosmologian ehkä tärkein yhtälö on Einsteinin yhtälö [6]

Gµν = 8πGNTµν , (7)

missä Gµν = Rµν − 1
2 Rgµν on Einsteinin tensori, GN Newtonin gravitaatiovakio ja Tµν

energia-liikemäärä -tensori. Riccin tensori Rµν muodostetaan Christoffelin symboleis-
ta Γα

βγ relaatiolla Rµν = ∂λΓλ
µν − ∂νΓλ

µλ + Γλ
λρΓρ

µν − Γρ
µλΓλ

νρ ja Riccin skalaari R kont-
raktiolla R = gµνRµν. Christoffelin symbolit puolestaan saadaan suoraan metriikasta
Γµ

αβ = 1
2 gµρ(∂αgβρ + ∂βgαρ − ∂ρgαβ).

Energia-liikemäärä -tensori sisältää universumin kokonaisenergiatiheyden ρ ja
kokonaispaineen p. Kosmologiassa usein oletetaan komponenttien muodostuvan ide-
aalifluideista, jolloin Tµν = (ρ + p)uµuν + pgµν [6], missä uµ = dxµ/dτ on fluidin ne-
linopeus. Tilannetta yksinkertaistetaan valitsemalla fluidin mukana liikkuvat koordi-
naatit uµ = (1, 0, 0, 0). Indeksiä nostamalla voidaan energia-liikemäärä -tensori saada
diagonaaliseen muotoon Tµ

ν = diag(−ρ, p, p, p).
Syöttämällä Einsteinin yhtälöön (7) metriikka (1) ja ideaalifluidin energia-liikemäärä

-tensori Tµν saadaan evoluutioyhtälöt skaalatekijälle a(t) [6]

H2(t) =
8πGN

3
ρ(t)− k

a2 (8)

ä(t)
a(t)

= −4πGN

3
(ρ(t) + 3p(t)) , (9)

missä on määritelty Hubblen parametri H(t) = ȧ(t)/a(t). Yhtälöt (8) ja (9) tunne-
taan paremmin Friedmannin yhtälöinä ja ne kertovat maailmankaikkeuden globaalin
mittakaavan kehityksen.

Kolmas tärkeä yhtälö saadaan energia-liikemäärä -tensorin kovariantista diver-
genssistä ∇µTµν = ∂µTµν + Γµ

µλTλν + Γν
µλTµλ = 0, joka on yleisen suhteellisuusteo-

rian vastine energian säilymiselle. Laskemalla indeksiä nollas komponentti ∇µTµ
0 = 0

antaa [6]
ρ̇(t) + 3H(t)(ρ(t) + p(t)) = 0 , (10)

minkä voi myös esittää muodossa

d(ρa3) = −pd(a3) .

Tämä vastaa termodynamiikan ensimmäistä lakia dU = −pdV laajenevassa maail-
mankaikkeudessa.

Jatkuvuusyhtälö antaa eri fluidien energiatiheyksien skaalautumislait. Tähän tar-
vitaan tilanyhtälöparametria, joka määritellään relaatiolla wi = pi/ρi. Tavallisimmat
tilanyhtälöparametrit ovat wm = 0 ei-relativistiselle materialle, wr = 1/3 säteilylle,
wk = −1/3 kaarevuudelle ja wΛ = −1 kosmologiselle vakiolle [4]. Skaalautumislaki
saadaan sijoittamalla p = wiρ yhtälöön (10) [7]

ρi ∝ a−3(1+wi) . (11)

Kaarevuuden ja siten universumin geometrian kannalta oleellisessa roolissa ovat
tiheysparametrit Ωi(t). Ne kertovat substanssin i osuuden ns. kriittisestä tiheydestä
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ρc(t) = 3H(t)2/8πGN yhtälön Ωi(t) = ρi(t)/ρc(t) kautta. Nyt Friedmannin ensim-
mäinen yhtälö (8) on [6]

Ω(t)− 1 =
k

(a(t)H(t))2 . (12)

Siten kokonaistiheysparametri Ω(t) = ρtot(t)/ρc(t) määrää aika-avaruuden spatiaali-
sen osan kaarevuuden k.

Määrittelemällä tiheysparametri kaarevuudelle Ωk(t) ≡ 1−Ω(t) = 1−Ωm(t)−
Ωr(t)−ΩΛ(t) ja käyttämällä nykyisiä arvoja Ωi,0 = Ωi(t0) sekä H0 = H(t0) voidaan
yhtälö (8) skaalautumislakia (11) apuna käyttäen kirjoittaa muodossa [7]

H2(t) = H2
0 ∑

i
Ωi,0

(
a0

a(t)

)3(1+wi)

, (13)

kun maailmankaikkeuden energiatiheyden oletetaan koostuvan materiasta, säteilystä
ja kosmologisesta vakiosta eli ρ = ρm + ρr + ρΛ. Kaarevuuden Ωk,0 osuutta yhtälössä
(13) tulisi ajatella lähinnä efektiivisenä energiatiheytenä eikä todellisena fysikaalisena
suureena. Planck-satelliitin mittausten perusteella ΩΛ,0 ≈ 0.69, Ωm,0 ≈ 0.31, Ωr,0 ≈
10−4, Ωk,0 ≈ 0 ja H0 ≈ 68 km

sMpc [2]. Baryonisen aineen osuus materiasta on Ωb,0 ≈ 0.05
ja pimeän aineen osuus Ωcdm,0 ≈ 0.26.

Kun oletetaan, että yksi fluidi dominoi energiatiheyttä, voidaan skaalatekijän ai-
kariippuvuus ratkaista yhtälöstä (13) [7]

a(t) ∝

{
t

2
3(1+wi) , wi 6= −1

eHt , wi = −1 , H = vakio .
(14)

Edellisen perusteella voidaan arvioida, kuinka fysikaalinen horisontti kasvaa eri do-
minanssien aikana. Saadaan

dph(t) = a(t)
∫ t

0

dt′

a(t′)
∝

{
tp ∫ t

0
dt′
t′p ∝ t ∝ 1

H(t) , wi 6= −1

eHt ∫ t
0

dt′

eHt′ ∝ eHt , wi = −1 .
(15)

Lukuun ottamatta Λ-dominanssia wi = −1 Hubblen säde 1/H(t) kertoo fysikaalisen
horisontin aikakehityksen. Tämän vuoksi termejä horisontti ja Hubblen säde käyte-
tään monesti toistensa synonyymeinä. Verrannollisuuden 1/H(t) ∝ t vuoksi Hubblen
säde määrittää myös universumin aikaskaalat.

2.3 Punasiirtymä

Kosmologian yksi keskeisimmistä käsitteistä on punasiirtymä z, sillä maapallolta kä-
sin voidaan ainoastaan tutkia saapuvaa sähkömagneettista säteilyä sekä sen ominai-
suuksia. Punasiirtymä määritellään yhtälöllä z ≡ (λ0 − λe)/λe, missä λe on säteilyn
aallonpituus emission hetkellä ja λ0 on havaittu aallonpituus. Metriikan (1) avulla
saadaan punasiirtymän lausekkeeksi [6]

1 + z =
a0

ae
. (16)

Muistetaan, että suhteellisuusteoriassa ja siten kosmologiassa valon äärellisen no-
peuden vuoksi havaintoja tehdään aina menneestä maailmankaikkeudesta. Jos univer-
sumi laajenee, a < a0 ⇒ z > 0 ⇒ λ0 > λe ja siten sähkömagneettisen säteilyn spekt-
rissä havaitaan punasiirtymä. Jos universumi luhistuisi kasaan, a > a0 ⇒ λ0 < λe,
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jolloin spektrissä näkyisi sinisiirtymä. Muun muassa kaukaisten galaksien valon pu-
nasiirtymistä on päätelty, että maailmankaikkeuden täytyy laajentua [4].

Yhtälön (16) avulla voidaan lausekkeissa esiintyvä skaalatekijä a(t) korvata kon-
kreettisesti mitattavissa olevalla punasiirtymällä z. Esimerkiksi fysikaalisen horisontin
lausekkeeksi tulee [4]

dph(z) =
1

H0

1
1 + z

∫ 1
1+z

0

dx√
∑i Ωi,0x1−3wi

.

Monet kosmologiassa esiintyvät fysikaaliset suureet, kuten etäisyydet, riippuvatkin
tarkasteltavan mallin parametreista H0 ja Ωi,0. Tämä antaa mahdollisuuden määrit-
tää havaintoihin parhaiten sopivat parametrien arvot esimerkiksi käyttämällä hyväksi
standardikynttilöitä tai standardimittatikkuja, joiden luminositeetti tai koko tunne-
taan teorian pohjalta [6].

2.4 Varhainen maailmankaikkeus

Koska säteilyn energiatiheys skaalautuu nopeiten ρr ∝ a−4, on sen osuus kokonaise-
nergiatiheydestä ollut suurimmillaan universumin alkuhetkillä, kun skaalatekijä a(t)
on ollut nykyistä merkittävästi pienempi. Universumin sanotaan olleen radiaatiodo-
minanssissa ja sen kehitystä hallitsivat relativistiset hiukkaset. Tiheydet ovat olleet
suuria ja hiukkasten väliset nopeat vuorovaikutukset ovat pitäneet maailmankaik-
keuden termisessä tasapainossa [4].

Koska kokonaisenergiatiheyttä dominoivat termisessä tasapainossa olevat relati-
vistiset hiukkaset, voidaan se kirjoittaa muodossa [4]

ρ(T) =
π2

30
g∗(T)T4 ,

missä
g∗(T) = ∑

X=bosoni
gX +

7
8 ∑

X=fermioni
gX .

g∗(T) kertoo efektiivisten vapausasteiden lukumäärän lämpötilassa T. gX on relati-
vistisen hiukkaslajin X sisäisten vapausasteiden lukumäärä.

Radiaatiodominanssissa skaalatekijä on yhtälön (14) mukaisesti a(t) ∝ t1/2 ja siten
Hubblen parametri on H = 1/2t. Friedmannin yhtälö (8) antaa relaation ajalle ja
lämpötilalle (k ≈ 0) [4]

t
1 s
≈ 2.42√

g∗(T)

(
1 MeV

T

)2

. (17)

Monesti puhutaankin ajan sijaan lämpötilasta, kun käsitellään varhaisen maailman-
kaikkeuden fysiikkaa.

Termodynamiikassa entropia S määritellään differentiaalina dS = dQ/T [4].
Adiabaattisessa laajenemisessa dQ = 0 entropian säilymislaki antaa [4]

sV = vakio⇔ a ∝
1

g1/3
∗ (T)T

, (18)
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missä on määritelty entropiatiheys

s =
2π2

45
g∗(T)T3.

Jos siis efektiivisten vapausasteiden lukumäärä g∗(T) pysyy vakiona, skaalatekijä
ja lämpötila ovat kääntäen verrannollisia toisiinsa. Maailmankaikkeus muuttuu kyl-
memmäksi sen koon kasvaessa, mikä vaikuttaa myös intuitiivisesti uskottavalta.

Nykyisen universumin entropiatiheys saadaan mikroaaltotaustan lämpötilasta,
joka on T0 ≈ 2.725 K [4]. Tällä hetkellä ainoat relativistiset hiukkaset ovat fotoni
ja neutriinot. Koska Tν = (4/11)1/3Tγ [4], niin g∗ ≈ 3.9. Tällöin s ≈ 2800 cm−3 ja
nγ ≈ 400 cm−3. Koska horisontin koko on tavallisesti verrannollinen Hubblen sätee-
seen, voidaan approksimoida nykyisen havaittavan maailmankaikkeuden kokonai-
sentropiaa [8]

S = sV ∝ s
4π

3

(
1

H0

)3

≈ 1088 . (19)

Nykyinen kokonaisentropia on valtava ja suurin osa siitä piilee fotonitaustassa [8].

2.5 Ongelmia alkuräjähdysmallissa

Yhtälö (12) antaa kokonaistiheysparametrin Ω käyttäytymisen. Jos maailmankaikkeus
on laakea k = 0, niin Ω ≡ 1. Fysiikassa parametrien arvot tunnetaan kuitenkin aina
tietyllä tarkkuudella, joten on syytä tutkia, mitä tapahtuu tapauksessa Ω 6= 1. Tällöin
pätee

|Ω(t)− 1| = 1
a2(t)H2(t)

=
1

ȧ2(t)
=

1
H2 .

Poikkeavuutta karakterisoi comoving-Hubblen säde 1/H = 1/a(t)H(t), missä H =
a′/a = ȧ ja f ′ = d f /dτ. Radiaatiodominanssissa 1/H2 ∝ a2 ja materiadominanssissa
1/H2 ∝ a. Nähdään, että poikkeavuus |Ω(t)− 1| kasvaa ajan myötä, jos unohdetaan
hiljattainen Λ-dominanssi. Koska nykyään |Ω0 − 1| = O(1) [2], varhaisessa maail-
mankaikkeudessa eroavaisuus on ollut hyvin pieni.

Tarkastelu voidaan tehdä myös kvantitatiivisesti. Nykyisen ja nukleosynteesin
aikaisen tiheysparametrin suhde on

|Ωn − 1|
|Ω0 − 1| =

(a0H0)
2

(anHn)2 ⇔ |Ωn − 1| =
(

a0H0

anHn

)2

|Ω0 − 1| .

Friedmannin yhtälö (8) radiaatiodominanssissa antaa

H = H0
√

Ωr,0

(
a0

a

)2

,

joten [8]

|Ωn − 1| =
(

an

a0

)2 |Ω0 − 1|
Ωr,0

∝
(

T0

Tn

)2 |Ω0 − 1|
Ωr,0

≈ O(10−16) , (20)

missä on approksimoitu skaalatekijän käytöstä yhtälöllä (18). Nykyisen tiheyspara-
metrin arvo pakottaa FRW-kosmologiassa avaruuden hyvin laakeaksi nukleosyntee-
sin aikaan. Mikä voisi selittää äärimmäisen hienosäädön O(10−16) varhaisessa maail-
mankaikkeudessa? Tämä tunnetaan standardikosmologian laakeusongelmana.
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Jos ekstrapoloidaan vielä kauemmas menneisyyteen ja oletetaan yleisen suhteelli-
suusteorian pätevän Planckin energiaskaalassa, ongelma muuttuu vielä räikeämmäk-
si, sillä [8] (Tpl ≈ 1.2 · 1019 GeV)

|Ωpl − 1| ∝
(

T0

Tpl

)2 |Ω0 − 1|
Ωr,0

≈ O(10−60) .

Laakeusongelmaa voi tarkastella myös kokonaisentropian kannalta. Määritellään
Planckin massa mpl = 1/

√
GN. Friedmannin yhtälö antaa

H2 =
8πGN

3
ρr ∝

T4

m2
pl

.

Havaittavan maailmankaikkeuden kokonaisentropia on

S =
4π

3
1

H3 s ∝
T3

H3

ja radiaatiodominanssissa H ∝ 1/a2. Tiheysparametrin arvo Planckin energialla on
siten [8]

|Ωpl − 1| = 1
a2

pl H
2
pl

∝
m2

pl

a4
plT

2
pl · T2

pl
=

1
T2

pl

H2
pl

=
1

S2/3 ≈ 10−59 ,

missä on oletettu laajenemisen olevan adiabaattista ja käytetty arviota (19) nykyisel-
le maailmankaikkeudelle. Varhaisen universumin laakeus johtuu siis sen valtavasta
entropiasisällöstä. Laakeuden sijaan voikin kysyä, mistä valtava määrä entropiaa on
syntynyt ja onko laajeneminen ollut aina adiabaattista?

Horisonttiongelma liittyy mikroaaltotaustan havaittuun tasaisuuteen ympäri tai-
vasta. Kosminen taustasäteily on lähes täysin isotrooppinen tarkkuudella 10−5 [9].
Ongelman muodostaa se, ettei kuumassa alkuräjähdysmallissa mikään kausaalinen
prosessi ole voinut saada tätä aikaan. Tämän näkee vertaamalla nykyisen havaittavan
maailmankaikkeuden comoving-kokoa χph(t0) horisontin comoving-kokoon χph(tcmb)
taustasäteilyn syntymisen aikaan zcmb ≈ 1100 [2]. Nykyisen universumin comoving-
koko on χph(t0) = dph(t0) ∝ 1/H0 ∝ t0 ja χph(tcmb) = dph(tcmb)/a(tcmb) ∝ (1 +
zcmb)tcmb. Suhteeksi saadaan (t0 ≈ 14 Gyr ja tcmb ≈ 400 000 yr [2])

χph(t0)

χph(tcmb)
∝

1
1 + zcmb

t0

tcmb
≈ 32 . (21)

Universumi siis sisälsi 323 ≈ 30 000 toisistaan kausaalisesti irtikytkettyä aluetta. Ho-
risontin koko taustasäteilyn syntymisen aikaan vastaa n. 1.16 asteen kulmaa taivaalla.
Tällöin niiden alueiden välillä, joiden kulmaetäisyys on θ > 2.3o, ei odotettaisi min-
käänlaisia korrelaatioita [10]. Taustasäteilyn tasaisuus on siten huomattava tilastolli-
nen ongelma kuumalle alkuräjähdysmallille.

Kolmas ongelma liittyen varhaisen maailmankaikkeuden fysiikkaan on ns. topo-
logisten defektien ongelma. Monet suuret yhtenäisteoriat ennustavat faasitransitioissa
syntyvän reliikkejä eli jäänteitä, joilla olisi havaittavia vaikutuksia nykyiseen universu-
miin [11]. Erityisen ongelman muodostavat magneettiset monopolit. Alun perin yksi
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suurimmista motivaatiosta inflaatiolle olikin päästä eroon monopoleista, sillä niiden
ennustettu tiheys oli liian suuri, mitä havainnot osoittivat [3].

Neljäs ja merkittävin ongelma liittyy varhaisten tiheysperturbaatioiden syntyyn.
Kosminen taustasäteily ei ole täysin tasainen, vaan siinä esiintyy pieniä lämpötilafluk-
tuaatioita. Tavallinen alkuräjähdysmalli ei pysty näiden alkuperää selittämään. Taus-
tasäteilyn fluktuaatiot ovat erittäin tärkeitä, sillä ne kertovat paikallisista gravitaa-
tiotaskuista, jotka alkoivat kerätä ainetta ympäristöstään. Nämä hyvin pienet fluk-
tuaatiot ovat ajan myötä kasvaneet maailmankaikkeuden suurimmiksi havaittaviksi
rakenteiksi.
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3 INFLAATION PERUSTEET

Edellisessä kappaleessa nähtiin, että laakeusongelma johtui comoving-Hubblen sä-
teen 1/H = 1/aH kasvamisesta ajan kuluessa. Jos kokonaistiheysparametri Ω ei ole
alussa täsmälleen yksi, alkaa se poiketa siitä sekä radiaatio- että materiadominanssis-
sa. Näissä dominansseissa comoving-horisontti kasvaa, sillä χph(t) = dph(t)/a(t) ∝
1/a(t)H(t) = 1/H. Siispä ne comoving-skaalat, jotka tulevat vasta nyt horisontin si-
sälle, ovat olleet poissa kausaalisesta yhteydestä varhaisessa maailmankaikkeudessa.
Kuitenkin mikroaaltotaustan havaitaan olevan hyvin tasainen ympäri taivasta.

Ongelmat ratkeaisivat, jos maailmankaikkeuden historiassa esiintyisi ajanjakso,
jolloin 1/H vähenisi. Tällöin kokonaistiheysparametri ajautuisi lähelle arvoa 1, mi-
kä selittäisi hienosäätöongelman dynaamisesti. Comoving-horisontti kutistuisi, mikä
tarkoittaisi sitä, että se olisi ajanjakson alussa voinut olla suurempi kuin nykyinen ha-
vaittava maailmankaikkeus. Kausaalinen fysiikka voisi tällöin selittää kosmisen taus-
tasäteilyn tasaisuuden.

3.1 Ekvivalentit määritelmät

Edellisen motivoimina määritellään inflaatio ajanjaksoksi, jolloin comoving-Hubblen
säde kutistuu [3, 7, 10, 11]

Inflaatio⇔ d
dt

1
H < 0 . (22)

Inflaation täytyy tapahtua ennen aikaa t ≈ 1 s, jotta se ei häiritsisi jo hyvin tunnettua
nukleosynteesiä ja sen antamia ennusteita [8]. Pitää muistaa, että inflaatio ei korvaa
tavallista alkuräjähdysmallia, vaan inflaatio lisätään siihen kuvaamaan hyvin varhai-
sen maailmankaikkeuden kehitystä.

Monesti inflaatiota käytetään synonyyminä kiihtyvälle laajenemiselle. Näin on
tässäkin tapauksessa, sillä

d
dt

1
H = − ä

(aH)2 < 0⇔ ä > 0 .

Kolmas ekvivalentti määritelmä saadaan Friedmannin yhtälöstä (9)

ä
a
= −4πGN

3
(ρ + 3p) > 0⇔ w < −1

3
,

kun p = wρ. Nähdään, että tavallinen energiatiheys, kuten materia ja säteily, ei pysty
ylläpitämään inflaatiota. Vaaditaan jotain eksoottisempaa fluidia, jolla on negatiivinen
paine p < 0, sillä energiatiheys oletetaan aina positiiviseksi ρ > 0 [7].

Inflaatio voidaan määritellä myös parametrin ε = −Ḣ/H2 avulla seuraavasti [7]

ä
a
= Ḣ + H2 = H2

(
1 +

Ḣ
H2

)
= H2(1− ε) > 0⇔ ε < 1 .

Yleensä oletetaan, että energiatiheydet eivät kasva ajan kuluessa Ḣ ≤ 0 [11], joten
ε ≥ 0. Jos ε� 1, niin avaruus käyttäytyy lähes de Sitter -universumin w = −1 tavoin
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eli a(t) ∝ eHt, missä H ≈ vakio. Tämän vuoksi usein sanotaan, että inflaation aikana
avaruus laajenee lähes eksponentiaalisesti. Parametri ε voidaan lausua myös ns. e-
foldin N avulla muodossa ε = −dlnH/dN, missä dN = dlna = Hdt [7]. N mittaa
karkeasti ottaen sitä, kuinka monta kertaa avaruus on laajentunut e-kertaiseksi.

Lopulta inflaatiolle saadaan siis neljä ekvivalenttia määritelmää

Inflaatio⇔ d
dt

1
H < 0⇔ ä > 0⇔ w < −1

3
⇔ ε < 1 . (23)

3.2 Ratkaisu ongelmiin

Kuinka inflaatio ratkaisee laakeus-, horisontti- ja monopoliongelman? Vastaus piilee
e-foldeissa N. Jos avaruuden koko on e-kertaistunut riittävän monta kertaa varhaisessa
maailmankaikkeudessa, kaikki kolme ongelmaa poistuvat.

Oletetaan, että inflaation päätyttyä universumi siirtyy välittömästi radiaatiodo-
minanssiin. Planck-satelliitin mittauksista saatu yläraja r < 0.11 tensorimoodien voi-
makkuudelle kertoo, että energiaskaala on siirtymän aikaan ollut korkeintaan ≈ 1016

GeV [12]. Kun tehdään sama päättely kuin edellisen kappaleen lopussa, saadaan
|Ω − 1|t f ≈ O(10−54). Sallitaan universumin geometrian olevan alussa mikä tahan-
sa kolmesta vaihtoehdosta k ∈ {0,±1}, jolloin |Ω− 1|ti ≈ O(1). Koska Hubblen pa-
rametri voidaan approksimoida vakioksi inflaation aikana, käyttämällä e-foldin mää-
ritelmää pätee [8]

|Ω− 1|t f

|Ω− 1|ti

≈
a2

ti

a2
t f

⇔ |Ω− 1|t f ≈ e−2∆N ≈ O(10−54)⇔ ∆N ≈ 62 . (24)

Jos siis varhaisen maailmankaikkeuden koko on e-kertaistunut vähintään 62 kertaa, on
alun mielivaltainen geometria tasoittunut käytännössä laakeaksi laajenemisen vuoksi.
Inflaatio ei kuitenkaan muuta taustalla olevaa globaalia geometriaa, vaan ainoastaan
havaittava maailmankaikkeus vaikuttaa laakealta.

Horisonttiongelman voi hahmottaa konformiajan τ avulla. Comoving-horisontti
on yksinkertaisesti konformiaikojen erotus χph = τ − τi. Materian tai säteilyn domi-
nanssissa pätee yhtälön (14) nojalla [10]

τ − τi =
∫ τ

τi

dτ′ =
∫ t

ti

dt′

a(t′)
∝
∫ a

ai

da′ a′
1
2 (−1+3w) =

a
1
2 (1+3w) − a

1
2 (1+3w)
i

1
2(1 + 3w)

⇒ τi =
a

1
2 (1+3w)
i

1
2(1 + 3w)

ai→0, w>−1/3−−−−−−−−→ 0 .

Alkuräjähdyssingulariteetti tapahtuu äärellisellä konformiajan arvolla τi = 0 ja comoving-
horisontti χph saa suurimman kontribuutionsa myöhäisemmiltä ajoilta τ. Horisont-
tiongelman voi hahmottaa kuvan 1 avulla. Koska τ0 � τcmb, vastakkaisilla puolilla
taivasta olevat alueet taustasäteilyssä eivät ole voineet olla yhteydessä toisiinsa, sillä
niiden valokartiot eivät leikkaa äärellisessä menneisyydessä.

Inflaation aikana määritelmästä (23) seuraa w < −1/3, joten [10]

τi =
a

1
2 (1+3w)
i

1
2(1 + 3w)

ai→0, w<−1/3−−−−−−−−→ −∞ .
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Kuvio 1: Horisonttiongelman tarkastelu konformisessa ajassa. Eri puolilla taivasta si-
jaitsevat alueet eivät ole voineet vuorovaikuttaa keskenään, sillä niiden valokartiot
eivät leikkaa menneisyydessä. Kuva lähteestä [13].

Inflaatio työntää alkuräjähdyksen kauas negatiiviseen konformaaliseen menneisyy-
teen ja comoving-horisontin kokoa dominoi alaraja τi. Tällöin χph(tcmb) → ∞ ja ku-
vasta 2 näkee, että nyt valokartiot leikkaavat toisiaan ja kausaalinen kontakti saadaan.

Kuvio 2: Inflaation tarjoama ratkaisu horisonttiongelmaan. Alkuräjähdys siirtyy kau-
as negatiiviseen konformaaliseen menneisyyteen, jolloin eri alueet ovat voineet olla
aiemmin kausaalisessa yhteydessä. Kuva lähteestä [13].

Tarkastelun voi tehdä myös kvantitatiivisesti e-foldien avulla. Vaaditaan, että ny-
kyisen havaittavan maailmankaikkeuden comoving-koko χph(t0) = dph(t0) ∝ 1/H0
on inflaation alussa hetkellä ti ollut pienempi kuin tuolloinen comoving-Hubblen sä-
de 1/H0 < 1/ati Hti (ks. kuva 4). Kausaaliset prosessit ennen inflaatiota pystyisivät
täten tasoittamaan mahdolliset epähomogeniat ja selittäisivät taustasäteilyn tasaisuu-
den [7]. Olkoon te inflaation loppuhetki ja radiaatiodominanssin oletetaan alkavan
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tästä välittömästi. Radiaatiodominanssissa pätee H ∝ H0a−2, joten

H0

ate Hte

∝
H0

H0a−1
te

=
ate

a0
∝

T0

Te
≈ 10−29 ,

kun oletetaan, että radiaatiodominanssi alkaa energiaskaalassa Te ≈ 1016 GeV. Siispä

1
ati Hti

>
1

H0
≈ 1029 1

ate Hte

,

joten comoving-Hubblen säteen tulee kutistua inflaation aikana kertoimella 1029, jotta
horisonttiongelmalta vältytään. Approksimoidaan Hubblen parametri vakioksi Hti ≈
Hte , jolloin

ate

ati

> 1029 ⇔ ln
(

ate

ati

)
= ∆N > 67 . (25)

Suuruusluokka-arvio on sopusoinnussa laakeusongelmasta saadun arvion (24) kans-
sa.

Sama mekanismi tarjoaa ratkaisun myös monopoliongelmaan. Lukumäärätiheys
skaalautuu n ∝ V−1 ∝ a−3, joten

nte

nti

∝
(

ati

ate

)3

= e−3∆N ≈ 10−79 , (26)

kun ∆N ≈ 60. Mikä tahansa lukumäärätiheys dilutoituu siten mitättömäksi inflaation
aikana.

Jos inflaation aikana esiintyy materiaa tai säteilyä, niiden kontribuutio kokonaise-
nergiatiheyteen muuttuu mitättömäksi ajan kuluessa eksponentiaalisen laajenemisen
takia. Vastaavasti universumin mahdollinen kaarevuus tasoittuu kokonaistiheyspara-
metrin ajautuessa yhä lähemmäs arvoa 1. Kun inflaatio on päässyt käyntiin, avaruus
on käytännössä laakea ja tyhjä lukuun ottamatta inflaatiosta vastuussa olevaa subs-
tanssia.

3.3 Inflatonikenttä ja aktio

Tästä eteenpäin oletetaan inflaatiota jo tapahtuneen tarpeeksi kauan, jotta eksponen-
tiaalinen kasvu on tehnyt mielivaltaisesta alkumaailmankaikkeudesta lokaalisti ho-
mogeenisen ja isotrooppisen avaruuden, jonka geometria on laakea. Metriikan olete-
taan siis olevan muotoa ds2 = diag(−1, a2(t), a2(t), a2(t)) karteesisissa koordinaateis-
sa (t, x, y, z).

Yksinkertaisin ja ehkä tavanomaisin tapa käsitellä inflaatiota on tarkastella yhtä
klassista skalaarikenttää ϕ. Yleisen suhteellisuusteorian kenttäteoreettisen lähestymis-
tavan mukaan kentän ϕ vaikutus ympäröivään aika-avaruuteen saadaan aktiosta [11]

S =
∫

d4x
√
−g

R
16πGN

+
∫

d4x
√
−g Lϕ = SEH + Sϕ , (27)

missä
Lϕ = −1

2
gµν∂µ ϕ∂ν ϕ−V(ϕ) (28)
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on skalaarikentän ϕ Lagrangen tiheys ja SEH on Einsteinin-Hilbertin aktio. Ensimmäi-
nen termi Lagrangen tiheydessä vastaa kentän kineettistä energiaa ja jälkimmäinen
potentiaalienergiaa. Kentän efektiiviseksi massaksi määritellään V′′(ϕ) ≡ m2

ϕ. Kentän
ϕ sanotaan olevan minimaalisesti kytketty gravitaatioon, sillä aktiossa ei ole termiä,
joka suoraan kytkisi kentän ϕ metriikkaan gµν muun kuin integroimismitan d4x

√−g
kautta.

Varioimalla aktiota (27) metriikan suhteen saadaan Einsteinin yhtälö [11]

δS
δgµν = 0⇒ Gµν = 8πGNTµν ,

missä ainoa kontribuutio energia-liikemäärä -tensoriin tulee kentän ϕ Lagrangen ti-
heydestä [11]

Tµν = −2
∂Lϕ

∂gµν + gµνLϕ = ∂µ ϕ∂ν ϕ− gµν

(
1
2

∂σ ϕ∂σ ϕ + V(ϕ)

)
. (29)

Kentän ϕ liikeyhtälö saadaan tavanomaisesti varioimalla aktiota (27) kentän ϕ suh-
teen. Tuloksena on Euler-Lagrange -yhtälö kaarevassa aika-avaruudessa [6]

∂Lϕ

∂ϕ
−∇α

(
∂Lφ

∂(∇α ϕ)

)
= 0 .

Laakean metriikan ds2 = diag(−1, a2(t), a2(t), a2(t)) tapauksessa liikeyhtälö on [11]

ϕ̈ + 3H ϕ̇− ∇
2ϕ

a2 + V′ = 0 , (30)

missä ∇2ϕ = δij∂i∂j ϕ.
Inflatonikentän epähomogeniat eivät vaikuta kentän evoluutioon, sillä ne dilutoi-

tuvat pois yhtälössä (30) eksponentiaalisen laajenemisen vuoksi. Jos gradienttitermi
∇ϕ olisi dominoiva, niin pätisi pϕ = −ρϕ/3 [8], mikä ei riittäisi inflaation ylläpitämi-
seen määritelmän (23) nojalla. On siis perusteltua olettaa näin aluksi, että kenttä ϕ on
täysin homogeeninen ϕ = ϕ(t).

Kentän ϕ homogeniaoletuksen seurauksena energia-liikemäärä -tensori saa sa-
man muodon kuin ideaalifluidin tapauksessa Tµ

ν = diag(−ρϕ, pϕ, pϕ, pϕ), missä [11]

ρϕ =
1
2

ϕ̇2 + V (31)

pϕ =
1
2

ϕ̇2 −V . (32)

Tällöin tilanyhtälöparametri on

wϕ =
pϕ

ρϕ
=

1
2 ϕ̇2 −V
1
2 ϕ̇2 + V

. (33)

Jos potentiaalienergia dominoi kineettistä energiaa V � 1
2 ϕ̇2, niin wϕ ≈ −1 < −1

3 ja
inflaatioehto (23) on voimassa.



22

Friedmannin yhtälöt (8) ja (9) yhdessä liikeyhtälön (30) ja kentän homogeniaole-
tuksen kanssa antavat inflaation aikaista universumia karakterisoivat lausekkeet [14]

H2 =
8πGN

3

(
1
2

ϕ̇2 + V
)

(34)

Ḣ = −4πGN ϕ̇2 (35)

ϕ̈ + 3H ϕ̇ + V′ = 0 . (36)

Nähdään, että avaruuden laajeneminen aiheuttaa efektiivisesti kitkaa ϕ:n evoluutioon
termin 3H ϕ̇ kautta. Yhtälöistä (34)-(36) vain kaksi ovat toisistaan riippumattomia,
sillä liikeyhtälön saa yhtälöistä (34) ja (35) derivoimalla. Itse asiassa (36) on täysin
ekvivalentti jatkuvuusyhtälön (10) kanssa.

3.4 Slow-roll -approksimaatio ja Hamilton-Jacobi -formalismi

Eräs vaatimus inflaation tapahtumiselle on ε < 1. Kentälle ϕ ehto on ε = −Ḣ/H2 =
3ϕ̇2/(ϕ̇2 + 2V) < 1⇔ ϕ̇2 < V. Riittää siis, että kineettinen energia on pienempää kuin
potentiaalienergia. Inflaation täytyy kuitenkin kestää tarpeeksi pitkään, jotta laakeus-
ja horisonttiongelmat poistuvat. Kentän ϕ kiihtyvyys ϕ̈ pitää olla riittävän pientä,
jotta kineettinen energia ei kasva merkittäväksi suhteessa potentiaalienergiaan. Tätä
karakterisoi parametri δ = −ϕ̈/H ϕ̇ = ε− 1

2ε
dε
dN , joka kuvaa parametrin ε suhteellista

muutosta yhden e-foldin aikana. Tämän motivoimina tehdään seuraava ns. slow-roll
-approksimaatio (SRA) [10]

SRA ⇔ ϕ̇2

V
� 1 ja |δ| =

∣∣∣∣−ϕ̈

H ϕ̇

∣∣∣∣� 1 . (37)

Ensimmäisestä ehdosta seuraa välittömästi ε � 1 ja wϕ ≈ −1. Parametrin ε pie-
nuus pitää inflaatiota yllä ja ehto |δ| � 1 varmistaa sen, että ε pysyy pienenä tar-
peeksi monen e-foldin ajan. Ensimmäisessä kertaluvussa parametrit ovat ajan suhteen
vakioita, sillä ε̇ = O(ε2, εδ) ja δ̇ = O(ε̇, ε̈). SRA:n ansiosta yhtälöt (34) ja (36) saadaan
muotoon [10]

H2 ≈ V
3M2

pl
(38)

3H ϕ̇ ≈ −V′ , (39)

missä on määritelty redusoitu Planckin massa Mpl = 1/
√

8πGN. SRA yksinkertais-
taa alkuperäisiä yhtälöitä huomattavasti, sillä se pudottaa differentiaaliyhtälön (36)
kertaluvun yhteen.

Usein on hyödyllistä käyttää tarkasteluissa potentiaalin muodosta kertovia slow-
roll -parametreja εV ja ηV . Ne saadaan parametrien ε ja δ slow-roll -approksimaationa
[10]

εV ≡ εSRA = − Ḣ
H2

SRA
=

M2
pl

2

(
V′

V

)2

(40)

ηV ≡ δSRA + εSRA = − ϕ̈

Hϕ
− Ḣ

H2
SRA
= M2

pl
V′′

V
. (41)
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SRA:sta seuraa nyt, että εV � 1 ja |ηV | � 1. Nämä ovat välttämättömät, mutta ei-
vät riittävät ehdot approksimaation (37) toteutumiseksi, sillä εV ja ηV rajoittavat vain
potentiaalin muotoa alueessa, jossa SRA saattaa olla mahdollista. Tässä ns. slow-roll
-sektiossa kentän ϕ nopeus voi olla hyvinkin suuri, sillä liikeyhtälö (36) on toista ker-
talukua ja sallii mitä tahansa alkuarvoja ϕ̇:lle.

Slow-roll -yhtälöillä (38) ja (39) on kuitenkin eräs tärkeä ominaisuus. Niiden rat-
kaisu osoittautuu alkuperäisten yhtälöiden (34) ja (36) ratkaisujen attraktoriksi eli rat-
kaisut konvergoivat kohti slow-roll -ratkaisua, kun aikaa on kulunut tarpeeksi [14].
Näin täytyy ollakin, sillä SRA muuttaa toisen kertaluvun differentiaaliyhtälön, jol-
la on kaksi riippumatonta ratkaisua, ensimmäisen kertaluvun differentiaaliyhtälöksi,
jolla on vain yksi ratkaisu. Muussa tapauksessa yksi fysikaalisesti relevantti ratkaisu
menetettäisiin. Kun attraktori on saavutettu, kentän nopeus ϕ̇ ei enää ole vapaa pa-
rametri, vaan sen määrää kenttä itse yhtälön (39) kautta. Attraktoriluonteen vuoksi
inflaatio pyyhkii pois kaiken tiedon universumin alkutilasta, kunhan alkuehdot vain
sallivat inflaation käynnistymisen ja inflaatio kestää tarpeeksi kauan.

Attraktoriteoreema todistetaan usein Hamilton-Jacobi -formalismin avulla. Jos
kenttä ϕ on monotoninen ajan funktio, voidaan kenttää itseään käyttää aikamuut-
tujana t = t(ϕ). Tämän ansiosta yhtälöt (34)-(36) redusoituvat muotoon [14]

H,ϕ(ϕ) ≡ dH(ϕ)

dϕ
= −4πGN ϕ̇ (42)

H2
,ϕ(ϕ)− 3

2M2
pl

H2(ϕ) = − 1
2M4

pl
V(ϕ) . (43)

Formalismi on erittäin hyödyllinen silloin, kun halutaan rakentaa eksakteja inflaatio-
malleja. Normaalisti annetaan potentiaali V(ϕ), joka määrää inflaation aikaisen dyna-
miikan. Nyt voidaan päinvastoin lähteä halutusta ratkaisusta ja valita funktio H(ϕ).
Tällöin ratkaisuun vaadittu potentiaalin lauseke saadaan yhtälöstä (43).

Vastaavasti voidaan määritellä Hamilton-Jacobi -formalismin slow-roll -parametrit
[11]

εH ≡ 2M2
pl

(
H,ϕ

H

)2

= − Ḣ
H2 = ε

ηH ≡ 2M2
pl

H,ϕϕ

H
= − ϕ̈

H ϕ̇
= δ .

Nähdään, että SRA (37) on täysin ekvivalentti vaatimusten εH � 1 ja |ηH| � 1 kans-
sa. Monet approksimatiiviset tulokset muuttuvatkin Hamilton-Jacobi -formalismissa
eksakteiksi. Eri parametrien välillä on slow-roll -approksimaation aikana relaatiot
εH ≈ εV , ηH ≈ ηV − εV . Jatkossa pitäydytään kuitenkin parametrien εV ja ηV käy-
tössä.

Jäljellä olevien e-foldien määrä ennen inflaation loppua voidaan nyt lausua ken-
tän ϕ arvojen avulla. Määritelmästä dN = dlna saadaan [3]

N(ϕ) =
∫ tend

t(ϕ)
dlna =

∫ ϕend

ϕ

H
ϕ̇

dϕ
SRA
=

1
M2

pl

∫ ϕ

ϕend

V
V′

dϕ . (44)

Inflatonikentän arvo inflaation lopussa ϕend määräytyy ehdosta εV ≈ 1 tai |ηV | ≈ 1.
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SRA selvästikin takaa inflaation tapahtumisen. Se ei kuitenkaan ole välttämätön
ehto tai ainoa keino inflaation synnyttämiseksi. On mahdollista ylläpitää inflaatiota
ilman, että (37) on voimassa. Tällaisia tapauksia ovat esimerkiksi fast-roll -inflaatio ja
locked-inflaatio [11]. Kuitenkin ne tuottavat tyypillisesti vain vähäisen määrän inflaa-
tiota e-foldeissa mitattuna.

3.5 Inflaatiomalleja

Inflaatiomallit voidaan karkeasti ottaen jakaa kolmeen pääluokkaan. Näitä ovat

(a) Suuren kentän mallit

(b) Pienen kentän mallit

(c) Hybridimallit.

Yleistä yhden kentän potentiaalia V(ϕ) = Λ4 f
( ϕ

µ

)
karakterisoi kaksi parametria. Λ4

vastaa tyhjiön energiatiheydestä eli potentiaalin korkeudesta ja µ kentän arvon muu-
toksesta ∆ϕ inflaation aikana eli potentiaalin leveydestä. Funktion f muoto riippuu
tarkasteltavasta mallista. Eri mallit eroavat toisistaan seuraavanlaisesti: [14]

(a) Suuren kentän mallit liittyvät usein kaoottiseen inflaatioon, jossa kentän ϕ arvo
liikkuu Planckin massan suuruusluokassa. Kentän arvon muutos inflaation ai-
kana on täten suurta ∆ϕ > Mpl. Tällaisille malleille yleensä V′′ > 0 ja −εV <
δ ≤ εV . Esimerkkejä potentiaalityypeistä ovat polynomiaalipotentiaalit V(ϕ) =
Λ4( ϕ

µ )
p. Näille slow-roll -parametrit (40) ja (41) saadaan pieniksi suurilla ken-

tän arvoilla ϕ � Mpl. Yksinkertaisin potentiaali on vapaan kentän kvadraatti-

nen potentiaali V(ϕ) = m2 ϕ2

2 [3, 11, 14] (ks. kuva 3), jota käsitellään esimerkeis-
sä myöhemmin. Tyypillistä kaoottisen inflaation malleille on se, että inflaatio
ei koskaan pääty globaalisti, vaan pienet alueet, saippuakuplat, erkaantuvat in-
flatoituvasta vaahdosta ja kehittyvät itsenäisinä maailmankaikkeuksina. Meidän
havaittava maailmankaikkeus olisi täten pieni osa valtavaa multiversumia.

(b) Pienen kentän inflaatiomallit voivat liittyä esimerkiksi spontaaniin symmetria-
rikkoon [7, 8, 14]. Kenttä on alussa epävakaassa tasapainotilassa ja alkaa vie-
riä kohti vakaata potentiaalin minimiä. Malleja karakterisoi yleensä V′′ < 0 ja
δ < −εV . Slow-roll -parametrit (40) ja (41) saadaan pieniksi tekemällä poten-
tiaalista hyvin laakea siten, että derivaatat V′ ja V′′ ovat pieniä (ks. kuva 3).
Esimerkki potentiaalityypistä on V(ϕ) = Λ4(1− ( ϕ

µ )
p). Kentän arvon muutos

on pienempää kuin Planckin massa ∆ϕ < Mpl.

(c) Hybridimalleissa kenttiä voi olla useita. Mallit voivat liittyä esimerkiksi super-
symmetriaan ja supergravitaatioon [8, 14]. Eräs tällainen tapaus on, missä in-
flaatiosta vastaa oma kenttänsä ϕ, joka vierii valevakuumia kohti (ks. kuva
3). Inflaatio päättyy, kun jokin toinen kenttä χ, joka on jollain tavalla kytkey-
tynyt inflatonikenttään, muuttuu epävakaaksi. Malleja karakterisoi V′′ > 0 ja
0 < δ < εV . Esimerkki kytketyn potentiaalin muodosta on V(ϕ, χ) = V(ϕ) −
1
2 m2

χχ2 + 1
4 λχ4 + 1

2 λ′χ2ϕ2, missä V(ϕ) = V0 +
1
2 m2ϕ2 [3, 11].
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Kuvio 3: Tyypillinen potentiaali suuren kentän mallille (a), pienen kentän mallille (b)
ja hybridimallille (c). Kuva lähteestä [14].

Tärkein erottava tekijä havaintojen kannalta on se, että inflaation aikana tuotettu-
jen gravitaatioaaltojen amplitudi on suoraan verrannollinen inflaation energiaskaa-
laan [7]. Suuren kentän inflaation tuottamat gravitaatioaallot saattaisivat siten olla
havaittavissa lähitulevaisuudessa tai yhä tiukempi yläraja gravitaatioaaltojen ampli-
tudille voi sulkea suuren kentän mallit kokonaan pois.

Yksinkertaisimmille inflaatiomalleille on myös olemassa suuri joukko modifikaa-
tioita, joista seuraavassa on muutama esimerkki [7]:

1. Aktiossa (27) esiintyvä Lagrangen tiheys Lϕ voi sisältää ei-minimaalisesti gra-
vitaatioon kytkettyjä termejä, kuten esimerkiksi termin f (ϕ)R, missä f (ϕ) on
jokin kentän funktio ja R on Riccin skalaari.

2. Inflaation aikaiset energiaskaalat ovat suuria, joten gravitaatioteoria saattaa poi-
keta yleisestä suhteellisuusteoriasta jollain tuntemattomalla tavalla. Aktiossa (27)
esiintyvän Einsteinin-Hilbertin osan SEH voi tällöin korvata modifioidulla gra-
vitaatiolla. Esimerkiksi Riccin skalaarin R sijaan aktiossa voi esiintyä jokin sen
funktio f (R).

3. Kenttä ϕ voi omata ei-kanonisen kineettisen termin. Yleensä kanoninen va-
linta on K = 1

2 gµν∂µ ϕ∂ν ϕ. Yleisessä tilanteessa Lagrangen tiheys on muotoa
Lϕ = F(ϕ, K)−V(ϕ), missä F on jokin funktio inflatonikentästä ja sen derivaa-
toista. Tällöin kineettinen termi F voisi ylläpitää inflaatiota, mikä sallisi inflaa-
tion tapahtuvan myös jyrkässä potentiaalissa [7].

Tässä tutkielmassa käsitellään pääasiassa yksinkertaisinta yhden kentän slow-roll
-inflaatiota. Lagrangen tiheyden oletetaan siis olevan standardimuotoa (28). Tarkaste-
lu pidetään aina yleisellä tasolla, jolloin tulokset pätevät mallista riippumatta. Käy-
dään seuraavaksi kuitenkin havainnollisuuden vuoksi läpi pari esimerkkiä mahdolli-
sista inflatonikentän potentiaaleista. Ensimmäisessä käytetään hyväksi SRA:ta, mutta
jälkimmäisessä löytyy analyyttiset ratkaisut alkuperäisiin yhtälöihin (34) ja (36).

Esimerkki 1. Ehkä yksinkertaisin potentiaalin lauseke on V(ϕ) = 1
2 m2ϕ2. Slow-roll

-parametrit on helppo laskea

εV =
2M2

pl

ϕ2 = ηV .

SRA vaatii, että εV � 1 ja |ηV | � 1, mistä seuraa ϕ2 � 2M2
pl. Kyseessä on selvästi

suuren kentän malli. Inflaatio päättyy, kun εV ≈ 1, joten kentän loppuarvo on ϕend =
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√
2Mpl ≈ 1018 GeV. e-foldien määrä inflaation aikana on

Ntot = N(ϕin) =
1

M2
pl

∫ ϕin

ϕend

V
V′

dϕ =
ϕ2

in
4M2

pl
− 1

2
=

1
2εV,in

− 1
2

.

Horisontti- ja laakeusongelman ratkaisu vaatii Ntot & 60, joten εV,in .
1

120 .
Slow-roll -yhtälöt (38) ja (39) ovat

H ≈ 1√
6

m
Mpl

ϕ

3H ϕ̇ ≈ −m2ϕ ,

joista saadaan ratkaisu kentälle ja skaalatekijälle [14]

ϕ(t) = ϕin −
√

2
3

mMplt

a(t) = ainexp
(

1√
6

m
M pl

(
ϕint− 1√

6
mMplt2

))
,

missä ϕin ja ain tarkoittavat arvoja inflaation alussa hetkellä t ≈ 0. Kyseessä ei ole
täydellinen de Sitter -ekspansio, sillä ϕ:n aikariippuvuus tekee Hubblen parametrista
t:n funktion H = H(t) 6= vakio.

Esimerkki 2. Toinen suuren kentän mallien esimerkkipotentiaali on muotoa V(ϕ) =

V0 exp
(
−
√

2
p

ϕ
Mpl

)
, missä V0 ja p > 1 ovat vakioita. Tämä on tärkeä esimerkki siinä

mielessä, että SRA:ta ei tarvita yhtälöiden ratkaisemiseksi. Alkuperäiset yhtälöt (34)
ja (36) ovat

ϕ̈ + 3H ϕ̇ +

√
2

pM2
pl

V0exp
(
−
√

2
p

ϕ

Mpl

)
= 0

H2 =
1

3M2
pl

(
1
2

ϕ̇ + V0exp
(
−
√

2
p

ϕ

Mpl

))
.

Yhtälöparille on olemassa analyyttinen ratkaisu [3]

ϕ(t) =
√

2pMplln
(√

V0

p(3p− 1)
t

Mpl

)
a(t) = a0tp .

Skaalatekijän aikariippuvuuden takia kyseistä mallia sanotaan usein potenssilaki-
inflaatioksi (power-law inflation).

Slow-roll -parametrit ovat

εV =
1
p
=

1
2

ηV .

SRA vaatii, että p � 2. Kun slow-roll -ratkaisu on saavutettu attraktoriteoreeman
nojalla, inflaatio jatkuu ikuisesti, sillä p on vakio. Tarvitaan jokin ulkopuolinen tekijä,
kuten toinen skalaarikenttä, jotta inflaatio päättyisi joskus.
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3.6 Reheating ja preheating

Inflaatio päättyy, kun kineettinen termi kasvaa potentiaalienergiaa suuremmaksi ϕ̇2 ≥
V. SRA:ssa tämä tarkoittaa sitä, että εV → 1. Kenttä alkaa tällöin vieriä kohti poten-
tiaalin minimiä. Kun kentän amplitudi on pientä, potentiaalia voi approksimoida mi-
nimin ympäristössä lausekkeella V(ϕ) ≈ 1

2 m2
ϕ ϕ2. Liikeyhtälö (36) on siten

ϕ̈ + 3H ϕ̇ + m2
ϕ ϕ = 0 . (45)

Kun mϕ � H, kyseessä on harmoninen värähtelijä, jonka taajuus on mϕ ja jonka
amplitudi vaimenee kitkatermin 3H ϕ̇ vaikutuksesta. Koska inflatonikenttä on homo-
geeninen, värähtely tapahtuu samassa vaiheessa kaikkialla eli värähtely on koherent-
tia.

Viriaaliteoreeman nojalla kineettisen energian ja potentiaalienergian keskiarvoil-
le pätee 〈ϕ̇2/2〉 = n/2〈V(ϕ)〉, kun värähtely tapahtuu potentiaalissa V ∝ ϕn [14].
Paineen keskiarvo yhden värähtelyn aikana on

p̄ϕ ≡ 〈pϕ〉 =
〈

ϕ̇2

2

〉
+ 〈V(ϕ)〉 = n− 2

2
〈V(ϕ)〉 = n− 2

n + 2
〈ρϕ〉 ≡

n− 2
n + 2

ρ̄ϕ . (46)

Nähdään, että tapauksessa n = 2 oskilloiva inflatonikenttä käyttäytyy materian tavoin
ja tapauksessa n = 4 säteilyn tavoin. Energiatiheyden lasku ilmenee värähtelyampli-
tudin pienenemisenä.

Jotta universumi ei jäisi täysin tyhjäksi inflaation jäljiltä, täytyy kentän ϕ kyt-
keytyä hiukkasfysiikan standardimallin vapausasteisiin. Tarkastellaan tilannetta, jos-
sa inflatonikenttä ϕ hajoaa suoraan relativistisiksi hiukkasiksi χ, jotka vuorovaiku-
tusten kautta termalisoituvat. Tätä hajoamista ja termalisaatiota sanotaan reheating-
prosessiksi ja se tuottaa aikaisemmin lasketun valtavan määrän entropiaa (19) [8].

Olkoon Γϕ inflatonikentän kokonaishajoamisleveys. Reheating tapahtuu arviolta
ajanhetkellä Γϕ ≈ H [14]. Hubblen parametrin lauseke on

H2 =
8π

3M2
pl

ρ̄ϕ =
4π3

45M2
pl

g∗(Treh)T4
reh ,

kun oletetaan, että oskillaatioiden keskimääräinen energiatiheys siirtyy suoraan sä-
teilyn energiatiheydeksi (välitön termalisaatio) ρ̄ϕ = ρr =

π2

30 g∗(Treh)T4
reh. Tällöin saa-

daan arvio reheating-lämpötilalle [8]

Treh =

(
90

8π3g∗(Treh)

)1/4√
ΓϕMpl ≈ 0.2

√
ΓϕMpl , (47)

missä on otettu huomioon kaikki standardimallin vapausasteet g∗(Treh) ≈ 100. Läm-
pötilan alaraja Treh ≥ 1 MeV saadaan nukleosynteesistä ja malliriippumaton yläraja
Treh . 1016 GeV primordiaalisista gravitaatioaalloista.

Reheating on perturbatiivinen prosessi ja sen tehokkuus riippuu siitä, kuinka voi-
makkaasti inflatonikenttä on kytkeytynyt muihin kenttiin. Hiukkastuotto voi tapah-
tua myös ei-perturbatiivisesti ns. parametrisen resonanssin avulla [10, 14, 15]. Tämä
prosessi tunnetaan nimellä preheating eli parametrinen reheating. Eräs esimerkki pre-
heatingista on tilanne, jossa kenttä ϕ hajoaa pääosin bosoneiksi [15]. Tässä tilanteessa
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parametrinen resonanssi johtuu bosonien Bose-Einstein -kondensaatiosta. Resonanssi
voi olla niin tehokasta, että kenttä ϕ käytännössä räjähtää bosoneiksi ja energiatilojen
miehitysluku kasvaa eksponentiaalisesti. Syntyneet bosonit eivät tällöin ole termises-
sä tasapainossa, vaan hiukkaset termalisoituvat myöhemmin hajoamisten ja vuoro-
vaikutusten myötä. Kun preheating on ohitse, voi kehitystä kuvata tavallisella rehea-
tingilla, jossa tarkastellaan inflatonikentän sijaan hajoavien bosonien energiansiirtoa
standardimallin hiukkasille [15].

Reheating ja preheating ovat hyvin malliriippuvaisia prosesseja. Monimutkaisuu-
den vuoksi niiden tutkiminen on itsessään jo oma aihepiirinsä. Tarkempi analyysi
näistä prosesseista löytyy lähteistä [9], [10], [11], [14] ja [15].

3.7 Inflaatio ja skaalat

Tarkastellaan lopuksi inflaatiota skaalojen kehityksen kautta, mikä on tärkeää raken-
teiden synnyn kannalta. Comoving-skaala λ voidaan identifioida comoving-aaltoluvun
k kanssa k = 2π/λ ≈ 1/λ. Comoving-skaalan λ sanotaan tällöin olevan (H = aH)

• superhorisontissa eli horisontin ulkopuolella, kun k < H (λ > 1
H )

• ylittämässä horisonttia, kun k = H (λ = 1
H )

• subhorisontissa eli horisontin sisällä kun k > H (λ < 1
H ) .

Suuret skaalat vastaavat siis pientä aaltolukua ja pienet skaalat suurta aaltolukua. Kos-
ka inflaation aikana comoving-Hubblen säde H−1 pienenee, alun perin horisontin si-
sällä olevat skaalat poistuvat superhorisonttiin. Inflaation jälkeen H−1 alkaa kasvaa ja
pienimmät skaalat palaavat ensimmäisenä takaisin horisontin sisälle. Vasta äskettäin
subhorisonttiin palanneet skaalat poistuvat uudelleen horisontista pimeän energian
takia. Kuva 4 tiivistää eri aikakausien kehityksen.

Kuvio 4: Nykyisen comoving-horisontin 1
H0

(musta) ja comoving-Hubblen säteen 1
H

(sininen) kehitys eri aikakausina logaritmisella asteikolla. Kuva lähteestä [13].

Arvioidaan seuraavaksi, milloin tyypillinen skaala poistuu horisontista inflaation
aikana. Olkoon comoving-skaalan koko k, jolloin horisontin ylityksessä k = akHk.
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Verrataan tätä nykyiseen comoving-horisonttiin

k
a0H0

=
akHk
a0H0

=
ak

aend

aend
areh

areh
aeq

aeq

a0

Hk
H0

,

missä kehitys on jaettu eri aikakausiin ja siirtymät oletetaan välittömiksi. Slow-roll -
inflaatiossa energiatiheyttä dominoi potentiaalienergia ja approksimoidaan tämän pä-
tevän myös inflaation loppuvaiheessa. Saadaan

k
a0H0

= e−N(k)
(

ρend
ρreh

)− 1
3
(

ρreh
ρeq

)− 1
4
(

ρeq

ρm,0

)− 1
3
(

Vk
ρ0

) 1
2

= e−N(k) ρ
1
3
m,0

ρ
1
12
eq ρ

1
2
0

1016 GeV
V

1
4

k
1016 GeV

(
Vk

Vend

) 1
4
(

ρreh
Vend

) 1
12

,

missä on eksplisiittisesti kirjoitettu referenssienergia 1016 GeV. Siispä e-foldien määrä
skaalan k horisontin ylityksestä inflaation loppuun on [3]

N(k) ≈ 61− ln
(

k
a0H0

)
− 1

3
ln
(

V1/4
end

ρ1/4
reh

)
+ ln

(
V1/4

k

V1/4
end

)
− ln

(
1016 GeV

V1/4
k

)
. (48)

Jos reheating-prosessi on täydellinen ja potentiaali luovuttaa kaiken energiansa
relativistisille hiukkasille, on kolmas termi nolla. Neljännen termin kontribuutio on
vähäistä, sillä potentiaali ei muutu merkittävästi slow-roll -inflaation aikana. Viimei-
nen termi voi kuitenkin olla tärkeä, jos energiaskaala horisontin ylityksen aikaan V1/4

k
on merkittävästi pienempi kuin 1016 GeV. Tyypillisille inflaatiomalleille kolme viimeis-
tä termiä ovat mitättömiä ja suurin vaikutus tulee skaalan k koosta suhteessa nykyi-
seen comoving-horisonttiin [3]. Suurimmat nykyisin havaittavat skaalat k0 ≈ a0H0
poistuivat siis horisontista n. 60 e-foldia ennen inflaation päättymistä.
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4 KOSMOLOGINEN HÄIRIÖTEORIA

Tähän mennessä maailmankaikkeutta on tarkasteltu täysin homogeenisena ja isot-
rooppisena. Kuitenkin havainnoista nähdään, että universumissa on eri mittakaavan
rakenteita, kuten galakseja ja galaksijoukkoja sekä kosminen taustasäteily. Mikä on
näiden rakenteiden alkuperä ja kuinka ne kehittyivät nykyiseen muotoonsa?

Inflaatio tarjoaa näihin kysymyksiin vastauksen yhdessä kosmologisen häiriöteo-
rian kanssa. Myöhemmin tullaan näkemään, että rakenteiden alkuperä piilee inflato-
nikentän kvanttifluktuaatioissa. Fluktuaatioiden kehityksen määrää puolestaan kos-
mologinen häiriöteoria. Pitkään inflaation kilpailijana rakenteiden synnyn selittämi-
sessä olivat topologiset defektit ja erityisesti kosmiset säikeet [14]. Havainnot kosmi-
sesta taustasäteilystä sulkivat kuitenkin pois tämän mahdollisuuden [2, 14].

Tässä kappaleessa rajoitutaan tarkastelemaan lineaarista häiriöteoriaa, joka pä-
tee silloin, kun perturbaatiot ovat pieniä verrattuna taustaan. Lineaarinen häiriöteoria
on kuitenkin riittävän tarkka varhaisen maailmankaikkeuden perturbaatioiden käsit-
telyssä, sillä kosmisen taustasäteilyn syntymisen aikaan epähomogeniat taustan suh-
teen olivat luokkaa δρ/ρ̄ ≈ 10−5 [9].

4.1 Perturbaatiot ja mittaongelma

Yleisessä suhteellisuusteoriassa häiriöiden määrittely lausekkeella δT = T − T̄ ei ole
triviaalia, sillä suureen fysikaalinen arvo T ja tausta-arvo T̄ on määritelty eri mo-
nistoilla [16]. Tämä tarkoittaa siis sitä, että tensoria T ei voi triviaalisti jakaa homo-
geeniseen tausta-arvoon T̄ ja perturbaatioon δT. Kosmologisen häiriöteorian tekeekin
monimutkaiseksi se, että perturbaatiot eivät ole yksikäsitteisiä.

Määritellään tulomonisto N =M×R, joka koostuu monistoperheestä (Mε)ε∈R,
jonka alkiot ovat keskenään diffeomorfisia. JokainenMε edustaa fysikaalista häirittyä
avaruusaikaa siten, että parametrin arvolla ε = 0 saadaan homogeeninen taustauni-
versumi M0. Minkä tahansa diffeomorfismin φε : M0 → Mε avulla voidaan identi-
fioida pisteet monistojen M0 ja Mε välillä. Mitan valinnalla tarkoitetaan kuvauksen
φε valintaa. Kuvauksen φε avulla voidaan monistollaMε määritelty fysikaalinen ten-
sori Tε siirtää taustamonistolle M0 käyttämällä pull-backia φ∗ε Tε. Tällöin kokonais-
perturbaatioksi määritellään ∆Tφ = φ∗ε Tε − T0, missä T0 on tensorisuureen arvo taus-
tassa [16]. Kääntäen voidaan φε:n avulla tuotu fysikaalinen tensori lausua monistolla
M0 muodossa Tφ

ε ≡ φ∗ε Tε = T0 + ∆Tφ. Tekemällä Taylorin kehitelmä pull-backille
φ∗ε Tε saadaan [17]

∆Tφ =
∞

∑
n=1

δnTφ , δnTφ =
εn

n!
(£n

XTε)|ε=0 ,

missä on määritelty kertaluvun n häiriö δnTφ ja Lien derivaatta £X suoritetaan diffeo-
morfismin φε generoivan vektorikentän X suuntaan.

Olkoon p, q ∈ M0 ja u ∈ Mε sekä φε, ψε : M0 → Mε diffeomorfismeja si-
ten, että ψε(p) = u = φε(q). Nyt voidaan määritellä monistolla M0 diffeomorfismi
Φε : M0 → M0, Φε = φ−ε ◦ ψε, jolle Φε(p) = q (ks. kuva 5). Kuvausta Φε sanotaan
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mittamuunnokseksi. Se antaa relaation kahdessa eri mitassa määritellyille fysikaali-
sille tensoreille Tψ

ε = Φ∗ε Tφ
ε . Käyttämällä Baker-Campbell-Haussdorf -kaavaa saadaan

toisessa kertaluvussa [17]

Φ∗ε Tφ
ε = exp

( ∞

∑
n=1

εn

n!
£ξn

)
Tφ

ε ≈ Tφ
ε + ε£ξ1 Tφ

ε +
ε2

2
(£ξ2 + £2

ξ1
)Tφ

ε ,

missä ξ1 = Y−X ja ξ2 = [X, Y] sekä vektorikenttä Y generoi diffeomorfismin ψε. Kun

Kuvio 5: Mittamuunnoksen Φε periaate. Kuva lähteestä [17].

lausutaan tensorit muodossa Tφ
ε = T0 + ∆Tφ ja Tψ

ε = T0 + ∆Tψ, niin edellinen yhtälö
antaa lausekkeen kokonaisperturbaatioille

∆Tψ = ∆Tφ + ε£ξ1 T0 + ε£ξ1∆Tφ +
ε2

2
(£ξ2 + £2

ξ1
)T0 ,

joten ensimmäisen ja toisen kertaluvun häiriöillä on yhteys [16]

δTψ = δTφ + £ξ1 T0

δ2Tψ = δ2Tφ + (£ξ2 + £2
ξ1
)T0 + 2£ξ1δTφ .

Nähdään, että perturbaatiot riippuvat valitusta mitasta, joten erottelu taustaan ja
häiriöosaan T = T0 + ∆T ei ole kovariantti. Tärkeän poikkeuksen muodostavat mit-
tainvariantit suureet, joiden perturbaatiot ovat samat kaikissa mitoissa. Lineaarisessa
häiriöteoriassa tämä tarkoittaa sitä, että £ξ T0 = 0 ∀ξ. Tulos tunnetaan Stewart-Walker
-lemmana [14]. Jos esimerkiksi fysikaalisen suureen arvo taustassa häviää T0 = 0, niin
perturbaatiot ovat mittainvariantteja.

Kuvaus Φε antaa pisteiden p ja q koordinaattien välille lausekkeen, joka ensim-
mäisessä kertaluvussa on [17]

xµ(q) = xµ(p) + εξ
µ
1 (p) , ε� 1 .

Koska Φε on myös diffeomorfismi, voidaan sen avulla siirtää pisteen p koordinaa-
tisto xµ(p) pisteeseen q määrittelemällä uudeksi koordinaatiksi x̃µ = xµ ◦ Φ−1

ε . Pis-
teen q uuden koordinaatin arvot ovat siis samat kuin pisteen p koordinaatin ar-
vot x̃µ(q) = xµ(p). Taylorin kehitelmä vektorikentälle ξ

µ
1 pisteen q ympäristössä on
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ξ
µ
1 (p) = ξ

µ
1 (q) − ε∂νξ

µ
1 (q)ξ

ν
1(q) [17]. Tällöin ensimmäisessä kertaluvussa pisteen q

vanhan ja uuden koordinaatin ero on [17]

x̃µ(q) = xµ(q)− εξ
µ
1 (q) .

Mittamuunnosta voi siten ekvivalentisti ajatella infinitesimaalisena koordinaatisto-
muunnoksena xµ → x̃µ = xµ + ζµ, |ζµ| � 1. Tässä mitan valinta vastaa pisteen q
koordinaatiston valintaa. Mittariippuvuus aiheuttaa sen, että häiriöt näyttävät erilai-
silta eri koordinaatistoissa.

Tulkintaa, jossa mittamuunnosta ajatellaan koordinaatistomuunnoksena pisteessä
q, sanotaan passiiviseksi lähestymistavaksi [17]. Aktiivisessa lähestymistavassa mitta-
muunnos Φε on pikemminkin monistollaM0 määritelty kuvaus, jonka toimesta per-
turbaatiot muuttuvat siirryttäessä mitasta toiseen. Lähestymistavat ovat ekvivalentte-
ja ja jatkossa käytetään passiivista lähestymistapaa, sillä se on laskuteknisesti paljon
konkreettisempi.

4.2 Metriikka

Jaetaan metrinen tensori homogeeniseen ja epähomogeeniseen osaan gµν(t, x̄) = ḡµν(t)+
δgµν(t, x̄), |δgµν| � |ḡµν|. Koska inflaatio tekee avaruudesta käytännössä spatiaalises-
ti laakean, voidaan tarkastella häiriöitä homogeenisessa taustauniversumissa, jonka
metriikka on ds2 = ḡµνdxµdxν = a2(τ)(−dτ2 + δijdxidxj). Yleisin muoto ensimmäis-
tä kertalukua olevalle häiritylle metriikalle on [14]

ds2 = a2(τ)
(
− (1 + 2A)dτ2 + 2Bidxidτ + (δij + hij)dxidxj)

)
, (49)

missä A = A(τ, x̄) on skalaari, Bi = Bi(τ, x̄) 3-vektori ja hij = hij(τ, x̄) symmetrinen
3-tensori. Häiriöt A, Bi ja hij oletetaan pieniksi ja kaikki tulot, joissa esiintyy ensim-
mäistä kertalukua korkeampia termejä, kuten esimerkiksi ABi, jätetään huomioimat-
ta.

Lineaarisessa häiriöteoriassa erittäin hyödyllinen apuväline on skalaari-vektori-
tensori -hajotelma eli SVT-hajotelma. Metriikassa (49) voidaan termit Bi ja hij jakaa
osiin seuraavasti [14]

Bi = ∂iB︸︷︷︸
skalaari

+ B̂i︸︷︷︸
vektori

(50)

hij = 2Cδij + 2∂i∂jE︸ ︷︷ ︸
skalaari

+ ∂iÊj + ∂jÊi︸ ︷︷ ︸
vektori

+ 2Êij︸︷︷︸
tensori

, (51)

missä ∂iB̂i = ∂iÊi = ∂iÊij = Êi
i = 0. Nimet skalaari, vektori ja tensori viittaavat

siihen, kuinka komponentit muuttuvat rotaatioissa taustauniversumin spatiaaliosan
suhteen [18]. Häiriösuureiden indeksien nosto tapahtuu taustametriikan ḡij = a2(τ)δij

avulla eli esimerkiksi B̂i = ḡijB̂j.
SVT-hajotelma jakaa siis symmetrisen metrisen tensorin gµν 10 vapausastetta nel-

jään skalaariin A, B, C ja E (4 vapausastetta), kahteen vektoriin B̂i ja Êi (4 vapausastet-
ta) sekä yhteen tensoriin Êij (2 vapausastetta). Hajotelman tärkein ominaisuus on se,
että Einsteinin yhtälöt skalaareille, vektoreille ja tensoreille eivät sekoitu keskenään
lineaarisessa kertaluvussa [14]. Siispä skalaari-, vektori- ja tensorimoodien kehitystä
voidaan tarkastella itsenäisesti toisistaan riippumatta.
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Tarkastellaan ensimmäisen kertaluvun koordinaatistomuunnosta

xµ → x̃µ = xµ + ζµ(τ, x̄) , ζ0 = T , ζ i = ∂iL + L̂i , ∂i L̂i = 0 . (52)

Viivaelementin invarianssista seuraa [6]

gµν =
∂x̃α

∂xµ

∂x̃β

∂xν
g̃αβ .

Tätä hyödyntämällä voidaan laskea metriikan häiriöiden muunnoslait [14]

A→ A− T′ −HT , B→ B + T − L′ , C → C−HT , E→ E− L ,

B̂i → B̂i − L̂′i , Êi → Êi − L̂i ,

Êij → Êij .

Näiden avulla määritellään mittainvariantit suureet [14]

Φ = A +H(B− E′) + (B− E′)′ (53)

Ψ = −C−H(B− E′) (54)

Φ̂i = Êi′ − B̂i (55)

Êij , (56)

jotka eivät muutu koordinaatistomuunnoksessa (52). Suureet (53)-(56) voi siten identi-
fioida metriikan gµν todellisten häiriöiden kanssa, sillä ne näyttävät samoilta kaikissa
koordinaatistoissa. Skalaareja Φ ja Ψ kutsutaan usein Bardeenin potentiaaleiksi.

4.3 Energia-liikemäärä -tensori

Ensimmäisessä kappaleessa nähtiin, että homogeenisen ja isotrooppisen taustan energia-
liikemäärä -tensori on T̄µν = (ρ̄ + p̄)ūµūν + p̄ḡµν, missä normalisoinnin nojalla voi-
daan valita ūµ = a−1(1, 0̄) ja ūµ = −a(1, 0̄). Tämän perturbaatio on [14]

δTµν = (δρ + δp)ūµūν + (ρ̄ + p̄)(δuµūν + ūµδuν) + δpḡµν + p̄δgµν + a2 p̄Πµν . (57)

Anisotrooppinen stressi Πµν karakterisoi fluidin poikkeavuutta ideaalifluidista. Comoving-
koordinaateissa pätee Πi

i = Π00 = Π0i = 0 [3].
Hyödyntämällä nelinopeuden normitusta gµνuµuν = −1 = ḡµνūµūν saadaan en-

simmäisessä kertaluvussa δgµνūµūν + 2ūµδuµ = 0⇔ δu0 = −a−1A. Määritellään spa-
tiaaliosaksi δui ≡ a−1vi, missä vi = dxi

dτ on koordinaattinopeus. Nelinopeuden häiriöt
ovat siten [14]

δuµ = a−1(−A, vi) , δuµ = a(−A, vi + Bi) .

Näiden avulla saadaan energia-liikemäärä -tensorin häiriöt yhtälöstä (57). Indeksiä
nostamalla ne ovat muotoa [14]

δT0
0 = −δρ (58)

δT0
i = (ρ̄ + p̄)(vi + Bi) (59)

δTi
0 = −(ρ̄ + p̄)vi ≡ −qi (60)

δTi
j = δpδi

j + p̄Πi
j , (61)
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missä on määritelty liikemäärätiheys qi. Usein häiriöille qi, vi ja Πij on hyödyllistä
tehdä SVT-hajotelma qi = ∂iq + q̂i, vi = ∂iv + v̂i ja Πij = (∂i∂j − 1

3 δij∇2)Π + 1
2(∂iΠ̂j +

∂jΠ̂i) + Π̂ij.
Tarkastellaan koordinaatistomuunnosta (52). Tällöin tensori Tµν muuttuu seuraa-

vasti [6]

Tµν =
∂x̃α

∂xµ

∂x̃β

∂xν
T̃αβ .

Tätä hyödyntämällä muunnoslait eri perturbaatioille ovat [14]

δρ→ δρ− Tρ̄′

δp→ δp− Tp̄′

v→ v + L′

v̂i → v̂i + L̂′i

Yhdistämällä näitä häiriöitä metriikan häiriöihin saadaan mittainvariantit suureet [14]

δN = δ +
ρ̄′

ρ̄
(B− E′) (62)

δF = δ− ρ̄′

ρ̄

C
H (63)

δC = δ +
ρ̄′

ρ̄
(v + B) (64)

V = v + E′ (65)

V̂i = v̂i + B̂i (66)

Ŵi = v̂i + Ê′i , (67)

missä on määritelty tiheyskontrasti δ = δρ
ρ̄ . SVT-komponentit Π, Π̂i ja Π̂ij ovat myös

invariantteja, sillä anisotrooppista stressiä ei esiinny homogeenisessa taustassa.
Energia-liikemäärä -tensorin perturbaatiot voivat olla joko adiabaattisia tai ei-

adiabaattisia. Adiabaattisessa tapauksessa paineperturbaatiot ovat verrannollisia ener-
giatiheyden perturbaatioihin [14]

δp = c2
s δρ , c2

s =

(
∂ p̄
∂ρ̄

)
S

,

missä cs on fluidin äänennopeus ja osittaisderivaatta suoritetaan vakioentropiassa S.
Jos kyseessä ei ole adiabaattinen perturbaatio, niin jaetaan paineperturbaatio adia-
baattiseen ja ei-adiabaattiseen osaan [14]

δp = δpad + δpnad = c2
s δρ + p̄Γ ,

missä suuretta Γ sanotaan entropiaperturbaatioksi. Käyttämällä tilanyhtälöä p̄ = wρ̄
sen lauseke on

Γ =
1

wρ̄
(δp− c2

s δρ) .

On helppo nähdä, että Γ on invariantti koordinaatistomuunnoksessa (52).
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Adiabaattisille perturbaatioille pätee siis

δρ

ρ̄′
=

δp
p̄′

,

sillä taustauniversumin adiabaattisesta laajenemisesta seuraa, että äänennopeus voi-
daan lausua muodossa

p̄′

ρ̄′
=

∂ p̄
∂ρ̄

=

(
∂ p̄
∂ρ̄

)
S
= c2

s .

Perturboimalla mitä tahansa paineen ja energiatiheyden funktiota f (p(τ, x̄), ρ(τ, x̄))
saadaan ( f̄ ≡ f ( p̄(τ), ρ̄(τ)))

δ f
f̄ ′

=

∂ f
∂ p̄ δp + ∂ f

∂ρ̄ δρ

∂ f
∂ p̄ p̄′ + ∂ f

∂ρ̄ ρ̄′
=

δρ

ρ̄′
=

δp
p̄′

.

Adiabaattiset perturbaatiot aiheuttavat siten saman suhteellisen muutoksen kaikkiin
niihin fysikaalisiin suureisiin, joiden arvot määräytyvät suoraan paineesta ja energia-
tiheydestä.

Adiabaattisia perturbaatioita voi myös ajatella häiriöinä aikakoordinaatissa τ [8].
Oletetaan, että energiatiheyden lauseke voidaan kirjoittaa muodossa ρ(τ, x̄) = ρ̄(τ) +
δρ(τ, x̄) ≡ ρ̄(τ) + ρ̄′(τ)δτ(τ, x̄) ≈ ρ̄(τ + δτ(τ, x̄)). Vastaavasti paineelle oletetaan
p(τ, x̄) = p̄(τ) + δp(τ, x̄) ≡ p̄(τ) + p̄′(τ)δ̃τ(τ, x̄) ≈ p̄(τ + δ̃τ(τ, x̄)). Etukäteen voi-
si luulla, että vaaditut aikakoordinaatin häiriöt eivät ole samat δτ 6= δ̃τ. Adiabaatti-
suusehdosta δp = c2

s δρ = p̄′
ρ̄′ δρ seuraa kuitenkin, että

δ̃τ

δτ
=

δp
p̄′

ρ̄′

δρ
=

c2
s

c2
s
= 1⇒ δ̃τ = δτ .

Vastaavasti mikä tahansa paineen ja energiatiheyden funktio voidaan nyt lausua muo-
dossa f (p(τ, x̄), ρ(τ, x̄)) ≈ f ( p̄(τ + δτ), ρ̄(τ + δτ)). Nähdään, että lokaalisti fysikaa-
linen universumi on sama kuin taustauniversumi, mutta eri ajanhetkellä. Tietyt osat
maailmankaikkeutta ovat hieman kehitystä jäljessä ja toiset hieman edellä. Toisin sa-
noen adiabaattisessa systeemissä kaikki perturbaatiot ovat ilmaistavissa yhden per-
turbaatiosuureen δτ avulla.

Tarkastellaan N:n fluidin systeemiä. Tällöin komponenteille I ja J pätee adiabaat-
tisuuden nojalla δτ = δρI

ρ̄′I
=

δρJ
ρ̄′J

. Jos oletetaan, että energiaa ei siirry fluidien välillä,

voidaan käyttää jatkuvuusyhtälöä (10) erikseen komponenteille ρ̄I ja ρ̄J , jolloin

δI

1 + wI
=

δJ

1 + wJ
. (68)

Jos perturbaatiot ovat adiabaattisia, niin kaikilla ei-relativistisilla komponenteilla wm =
0 on sama tiheyskontrasti sekä säteilyn ja materian tiheyskontrasteilla on yksinkertai-
nen relaatio δr =

4
3 δm. Lisäksi kokonaistiheysperturbaatiota δρtot = ∑I ρ̄IδI dominoi se

fluidi I, joka dominoi energiatiheydellään ρ̄I taustauniversumia, sillä tiheyskontrastit
ovat samaa suuruusluokkaa yhtälön (68) nojalla.

Adiabaattisissa perturbaatioissa aikaperturbaatio δτ aiheuttaa siis saman suhteel-
lisen muutoksen δX

X̄′ kaikille skalaareille X. Jos δX
X̄′ 6=

δY
Ȳ′ joillekin X ja Y, niin kyseisiä
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perturbaatioita sanotaan isokurvatuuriperturbaatioiksi. Niitä karakterisoidaan usein
mittainvariantilla lausekkeella [8]

SI J ≡ −3H
(

δρI

ρ̄′I
−

δρJ

ρ̄′J

)
=

δI

1 + wI
−

δJ

1 + wJ
. (69)

Perturbaatioiden nimi viittaa siihen, että häiriöt tapahtuvat nyt eri komponenttien
välillä siten, että kokonaisenergiatiheys ja geometria eivät muutu.

4.4 Einsteinin yhtälö

Kuten kosmologiassa yleensä, perturbaatioteorian keskeinen yhtälö on Einsteinin yh-
tälö

δGµν = 8πGNδTµν , (70)

joka kuvaa häiriöiden kehitystä homogeenisessa taustassa. Einsteinin tensorin häiriöi-
den δGµν laskeminen on suoraviivaista, mutta hyvin työlästä. Käydään seuraavaksi
läpi prosessin perusidea.

Lähdetään liikkeelle Christoffelin symboleista. Niiden perturbaatiot ovat [8]

δΓµ
αβ =

1
2

δgµρ(∂α ḡβρ + ∂β ḡαρ − ∂ρ ḡαβ) +
1
2

ḡµρ(∂αδgβρ + ∂βδgαρ − ∂ρδgαβ) .

Näiden avulla saadaan Riccin tensorin ja Riccin skalaarin häiriöt

δRµν = ∂λδΓλ
µν − ∂νδΓλ

µλ + δΓλ
λρΓ̄ρ

µν + Γ̄λ
λρδΓρ

µν − δΓρ
µλΓ̄λ

νρ − Γ̄ρ
µλδΓλ

νρ

δR = δgµνR̄µν + ḡµνδRµν .

Einsteinin tensorin perturbaatioiden lauseke on siten [8]

δGµν = δRµν −
1
2

δgµνR̄− 1
2

ḡµνδR .

Loppupelissä kaikki häiriöt määräytyvät siis metriikan häiriöistä, jotka on määritelty
lausekkeella (49).

Voidaan osoittaa, että häiriöt lopulta ovat muotoa [14]

a2δG0
0 = 2

(
3H2A− 3HC′ +∇2(C +HB−HE′)

)
a2δG0

i = −2∂i(HA− C′)− 1
2
∇2(Ê′i − B̂i)

a2δGi
j = ∂i∂j

(
(E′ − B)′ + 2H(E′ − B)− (C + A)

)
+ δi

j
(
−∇2(E′ − B)′ − 2H∇2(E′ − B)− 2C′′ − 4HC′ +∇2C

+ 2HA′ +∇2A + 2(2H′ +H2)A
)
+ δik∂(k

(
(Ê′j) − B̂j))

′ + 2H(Ê′j) − B̂j))
)

+ Êi′′
j + 2HÊi′

j −∇2Êi
j ,

missä ∂(i f j) =
1
2(∂i f j + ∂j f j). Einsteinin yhtälön eri komponentit saadaan yhdistämällä

nämä häiriöt energia-liikemäärä -tensorin häiriöihin (58)-(61).
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4.5 Mitan kiinnitys

Mitan kiinnityksessä ideana on eliminoida epäfysikaaliset mittavapausasteet valitse-
malla jotkin perturbaatioista nolliksi. Täsmällisesti tämä tapahtuu suorittamalla mitta-
muunnos, joka passiivisessa lähestymistavassa vastaa koordinaatistomuunnosta. Mo-
nesti mitan kiinnitys yksinkertaistaa laskuja huomattavasti. Laskuissa on kuitenkin
syytä olla tarkkana, jotta tulokset saadaan kytkettyä havaittaviin fysikaalisiin suurei-
siin.

On olemassa monia eri mittoja ja niiden hyödyllisyys riippuu tarkasteltavasta
fysikaalisesta tilanteesta. Seuraavassa listataan joitain yleisesti käytettyjä mittoja: [7]

• Newtonilaisessa mitassa metrisen tensorin gµν skalaariosa on diagonaalinen. Tä-
mä saadaan valitsemalla B = E = 0. Skalaariosan metriikka on siten ds2 =
a2(τ)

(
− (1 + 2Φ)dτ2 + (1− 2Ψ)δijdxidxj)

)
. Nimitys tulee siitä, että anisotroop-

pisen stressin puuttuessa potentiaalit ovat samat Φ = Ψ, jolloin metriikka on
sama kuin Schwarzschildin metriikan heikon kentän raja ja potentiaalia Φ voi
ajatella gravitaatiopotentiaalina. Newtonilainen mitta on hyödyllinen skalaari-
perturbaatioiden yhtälöiden ratkaisemisessa.

• Spatiaalisesti laakeassa mitassa hyperpintojen τ = vakio skalaarikaarevuusper-
turbaatio on nolla. Mitta saadaan asettamalla C = E = 0. Tätä käytetään yleensä
inflatonikentän fluktuaatioiden δϕ tarkastelussa.

• Vakioenergiatiheyden mitta saadaan yksinkertaisesti valitsemalla δρ = 0. Usein
asetetaan myös E = 0. Tämä mitta on hyödyllinen kuvatessa perturbaatioiden
kehitystä superhorisonttiskaaloissa.

• Comoving-mitassa fluidin nopeus asetetaan nollaksi. Tämä saadaan vaatimalla
v = B = E = 0. Mittaa käytetään kaarevuusperturbaation R käsittelyssä.

• Synkronoitu mitta saadaan, kun valitaan A = Bi = 0. Nyt häiriöitä on vain spa-
tiaalisessa osassa aika-avaruutta ja kaikki comoving-havaitsijat mittaavat samaa
ominaisaikaa τ, joka tässä mitassa on sama kuin kosminen aika t. Synkronoitua
mittaa käytetään yleensä, kun ratkaistaan perturbaatioyhtälöitä numeerisesti.

4.6 Skalaariperturbaatiot

Einsteinin yhtälön (70) nojalla häiriöt energiatiheydessä tuottavat häiriöitä metrii-
kassa. Metriikan häiriöt voidaan puolestaan SVT-hajotelman nojalla jakaa skalaari-,
vektori- ja tensoriperturbaatioihin. Aikaisemmin määriteltiin mittainvariantit skalaa-
ripotentiaalit Ψ ja Φ sekä tiheyskontrastit δN, δF ja δC. Inflaation kannalta tärkeä ska-
laariperturbaatio on häiriö kolmiulotteisessa kaarevuudessa R(3).

Metriikan (49) määräämä skalaarikaarevuus hyperpinnoille τ = vakio on δR(3) =

− 4
a2∇2C taustan ollessa laakea R̄(3) = 0 [14]. Häiriötä C sanotaankin yleensä kaare-

vuusperturbaatioksi. C ei ole invariantti, sillä koordinaatistomuunnoksessa (52) C →
C−HT. Sen avulla voidaan kuitenkin määritellä mittainvariantti suure [14]

ζ = −C +Hδρ

ρ̄′
, (71)
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jota kutsutaan vakioenergiatiheyden mitan kaarevuusperturbaatioksi. Vaihtoehtoises-
ti C:n avulla voidaan muodostaa toinen mittainvariantti suure [7]

R = C +H(B + v) . (72)

Tätä sanotaan comoving-mitan kaarevuusperturbaatioksi.
Perturbaatioiden välinen poikkeavuus on verrannollinen comoving-tiheyskontrastiin

ζ +R = H ρ̄

ρ̄′

(
δ +

ρ̄′(v + B)
ρ̄

)
= − 1

3(1 + w)
δC .

Einsteinin yhtälön (70) komponentit δG0
0 ja δG0

i antavat evoluutioyhtälön Bardeenin
potentiaalille [14]

∇2Ψ = 4πGNa2ρ̄δC =
3
2
H2δC . (73)

Sijoittamalla tämä kaarevuusperturbaatioiden väliseen relaatioon ja siirtymällä Fourier-
moodeihin saadaan

ζk +Rk =
1

3(1 + w)

2
3

(
k
H

)2

Ψk .

Hyvin suurille skaaloille k� H pätee siis R ≈ −ζ.
Valitaan seuraavaa tarkastelua varten Newtonilainen mitta B = E = 0. Einsteinin

yhtälön (70) komponentti δGi
j , i 6= j, antaa [14]

Ψ−Φ = 8πGNa2 p̄Π .

Yleensä oletetaan, että kyseessä on ideaalifluidi. Tällöin anisotrooppista stressiä ei
esiinny ja potentiaalit ovat samat Ψ = Φ. Tällöin diagonaaliset komponentit δG0

0 ja
δGi

i antavat evoluutioyhtälön potentiaalille Φ [14]

Φ′′ + 3H(1 + c2
s )Φ

′ +
(
2H′ + (1 + 3c2

s )H2)Φ− c2
s∇2Φ = 4πGNa2 p̄Γ . (74)

Kaarevuusperturbaatio R = C +H(B + v) voidaan Newtonilaisessa mitassa lausua
nyt potentiaalin Φ avulla muodossa

R = −Φ +Hv = −Φ− 2
3H

Φ′ +HΦ
1 + w

. (75)

Derivoimalla tätä konformiajan suhteen ja käyttämällä evoluutioyhtälöä (74) Fourier-
komponenteille Φk saadaan [14]

R′k = −
2
3
H

1 + w

(
4πGNa2

H2 p̄Γ− c2
s

( k
H

)2
Φk

)
. (76)

Jos perturbaatiot ovat adiabaattisia Γ = 0, niin superhorisonttiskaaloissa k � H kaa-
revuusperturbaatiot eivät muutu R′ ≈ −ζ ′ ≈ 0.

Edellinen tarkastelu tehtiin Newtonilaisessa mitassa. R ja ζ ovat kuitenkin mit-
tainvariantteja, joten ratkaisut pätevät missä tahansa mitassa. Saadaan siis erittäin
tärkeä tulos

R ≈ −ζ ≈ vakio , kun k� H ja Γ = 0 . (77)
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4.7 Vektori- ja tensoriperturbaatiot

Vektoriperturbaatioille saadaan kaksi yhtälöä komponenteista δG0
i ja δGi

j. Ne ovat
[14]

∇2Φ̂i = −16πGNa2(1 + w)ρ̄V̂i

Φ̂′i + 2HΦ̂i = 8πGNa2ρ̄Π̂i .

Kolmas yhtälö tulee energia-liikemäärä -tensorin kovariantin divergenssin perturbaa-
tiosta δ(∇µTµ

ν) = ∂µδTµ
ν + δΓµ

µαT̄α
ν + Γ̄µ

µαδTα
ν − δΓα

µνT̄µ
α − Γ̄α

µνδTµ
α = 0. Tästä seu-

raa [14]

V̂′i +H(1− 3c2
s )V̂i = −

1
2

w
1 + w

∇2Π̂i .

Kun oletetaan, että anisotrooppista stressiä ei esiinny, vektoriperturbaatioiden skaa-
lautumislait ovat

Φ̂i ∝ a−2 , V̂i ∝ a−(1−3c2
s ) . (78)

Metriikan vektoriperturbaatiot Φ̂i häviävät siten pois maailmankaikkeuden laajetessa.
Sama pätee häiriölle V̂i, jos kyseessä on ei-relativistinen fluidi c2

s = w < 1
3 .

Tensorimoodeille on vain yksi evoluutioyhtälö, joka saadaan komponentista δGi
j

[14]
Ê′′ij + 2HÊ′ij −∇2Êij = 8πGNa2 p̄Π̂ij . (79)

Tensorimoodit tunnetaan paremmin gravitaatioaaltoina, jotka voivat edetä myös tyh-
jässä aika-avaruudessa. Anisotrooppisen stressin puuttuessa edellinen yhtälö on ana-
loginen Minkowskin avaruuden gravitaatioaaltoyhtälön �Êij = (∇2 − ∂2

t )Êij = 0
kanssa [14]. Ainoan lisän tuo avaruuden laajenemisesta johtuva vaimenemistermi
2HÊ′ij. Koska SVT-hajotelman nojalla ∂iÊij = Êi

i = 0, niin tensorilla Êij on ainoas-
taan kaksi riippumatonta komponenttia. Näitä vapausasteita sanotaan usein tensorin
Êij polarisaatioiksi. Êij voidaan siten lausua polarisaatiotensoreiden ελ

ij avulla muo-
dossa Êij = ∑λ Êλελ

ij, missä λ = +,× (ks. kuva 6). Sama pätee myös tensorille Π̂ij.
Sijoituksella uT = aÊλ saadaan differentiaaliyhtälö moodeille λ [14]

u′′T −
(
∇2 +

a′′

a

)
uT = 8πGNa3 p̄Π̂λ . (80)

Jos anisotrooppista stressiä ei esiinny ja skaalatekijä noudattaa potenssilakia a ∝
τp, niin tensorimoodien evoluutioyhtälö Fourier-komponenteille Êk

ij on [14]

d2Êk
ij

dx2 +
2p
x

dÊk
ij

dx
+ Êk

ij = 0 ,

missä x = kτ. Yhtälön ratkaisut voidaan ilmaista Besselin funktioiden avulla. Pitä-
mällä vain ne ratkaisut, jotka eivät divergoi, kun x → 0, saadaan [14]

Êk
ij(x) = x1−p jp−1(x)Aij ,

missä Aij on vakiotensori, jolle ∂i Aij = Ai
i = 0. Materia- ja säteilydominansseissa

Êk
ij on vakio, jos x � 1 ⇔ k � H eli moodi on superhorisontissa. Kun moodi tulee
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Kuvio 6: Gravitaatioaallon eri polarisaatiomoodien vaikutus testihiukkasiin. Kuvassa
aalto tulee kohtisuoraan ympyröihin nähden. Kuva lähteestä [14].

subhorisonttiin, alkaa se käyttäytyä vaimennetun harmonisen värähtelijän tavoin (ks.
kuva 7).

Ratkaisuista ja kuvasta 7 nähdään, että tensorimoodien Êij amplitudi pienenee
ajan kuluessa ja avaruuden laajetessa. Primordiaalisten gravitaatioaaltojen suora ha-
vaitseminen on siten käytännössä mahdotonta. On kuitenkin mahdollista, että ampli-
tudi on ollut riittävän suuri varhaisessa maailmankaikkeudessa. Tällöin primordiaa-
liset gravitaatioaallot voisivat esimerkiksi jättää taustasäteilyn polarisaatioon jäljen,
joka pystyttäisiin nykyisin havaitsemaan [7].

Kuvio 7: Gravitaatioaaltojen kehitys säteilydominanssissa p = 1 (vasen) ja materiado-
minanssissa p = 2 (oikea). Kuva lähteestä [14].
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5 INFLAATIO JA KVANTTIFLUKTUAATIOT

Kappaleessa 2 tarkasteltiin pääasiassa homogeenista inflatonikenttää ϕ(t). Jotta in-
flaatio voisi selittää suuren mittakaavan rakenteiden alkuperän, tarvitaan epähomo-
genioita, jotka toimivat rakenteiden synnyn siemeninä. Nämä siemenet voidaan näh-
dä kosmisessa mikroaaltotaustassa. Ehkä yllättävintä on se, että maailmankaikkeuden
suurimmat rakenteet on saattanut synnyttää hyvin pienen mittakaavan kvanttifluktu-
aatiot.

Ensimmäiseksi käydään läpi fluktuaatioiden käsittelyssä tarvittavia tilastollisia
suureita, joiden avulla teorian ennustamat ilmiöt voidaan kytkeä havaintoihin.

5.1 Statistiikkaa

Kosmologiassa esiintyviä tärkeitä tilastollisia käsitteitä ovat korrelaatiofunktio ja te-
hospektri. Oletetaan, että kyseessä on homogeeninen ja isotrooppinen stokastinen ska-
laarikenttä f (x̄). Tämä tarkoittaa sitä, että kentän f todennäköisyysfunktionaali P( f )
on invariantti translaatioissa ja rotaatioissa. Korrelaatiofunktio määritellään lausek-
keella [14]

ξ f (x̄, x̄′) = ξ f (r) = 〈 f (x̄) f (x̄′)〉 ,

missä homogeenisuus ja isotrooppisuus takaa sen, että korrelaatiofunktio riippuu
vain suhteellisesta etäisyydestä r = |x̄ − x̄′|. Tässä 〈. . . 〉 tarkoittaa odotusarvoa to-
dennäköisyysfunktionaalin P( f ) suhteen.

Tekemällä kentälle f Fourier-ekspansio voidaan määritellä tehospektri Pf (k) lausek-
keella [14]

〈 f (k̄) f ∗(k̄′)〉 = δ(3)(k̄− k̄′)Pf (k) .

Usein käytetään tehospektrille myös toista versiota

P f (k) =
k3

2π2 Pf (k) .

Nähdään, että korrelaatiofunktio on vain tehospektrin Fourier-muunnos

ξ f (r) =
∫ ∞

0

dk
k
P f (k)

sin(kr)
kr

.

Jos odotusarvo häviää 〈 f (x̄)〉 = 0, niin edellisistä määritelmistä saadaan kentän f
varianssiksi pisteessä x̄

σ2
f = 〈 f 2(x̄)〉 − 〈 f (x̄)〉2 = 〈 f 2(x̄)〉 = ξ f (r → 0) =

∫ ∞

0
P f (k)dlnk .

Tehospektrin skaalariippuvuutta karakterisoi spektraali-indeksi [14]

n f (k)− 1 =
dlnP f

dlnk
. (81)
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Jos n f (k) ≡ 1, niin spektri P f on täysin skaalainvariantti. Jos taasen n f (k) ei riipu
skaalasta k, spektri saadaan potenssilaista

P f (k) = A f

(
k
k∗

)n f−1

, (82)

missä k∗ on referenssiskaala ja A f = P f (k∗) amplitudi referenssiskaalassa. Yleisem-
min määritellään parametri

α f =
dn f (k)

dlnk
, (83)

joka kertoo spektraali-indeksin skaalariippuvuuden.
Historiallisista syistä tensorimoodeille käytetään määritelmää [14]

nT(k) =
dlnPT

dlnk
, (84)

jolloin skaalariippumattoman indeksin tapauksessa spektri on

PT(k) = AT

(
k
k∗

)nT

(85)

ja parametri αT määritellään kuten lausekkeessa (83).
Tärkeän erikoistapauksen muodostavat gaussiset stokastiset kentät g(x̄). Niiden

todennäköisyysfunktionaali P(g) kenttäavaruudessa g on gaussista muotoa [11]

P(g) =
1√

2πσg
exp

(
− g2

2σ2
g

)
.

Gaussisilla kentillä on se ominaisuus, että korkeammat korrelaatiofunktiot määräy-
tyvät suoraan kaksipistefunktiosta ξg(r). Kaikki parittomat korrelaattorit häviävät ja
parilliset saadaan summana kaksipistefunktioiden tulojen permutaatioista [11]

〈gk̄1
· · · gk̄2n+1

〉 = 0

〈gk̄1
· · · gk̄2n

〉 = ∑ ∏〈gk̄i
gk̄j
〉 .

Summassa 2n kenttää jaetaan kaikkien mahdollisten erilaisten parien tuloiksi siten,
että jokainen termi summassa on n:n parin tulo. Esimerkiksi nelipistefunktio on nyt

〈gk̄1
gk̄2

gk̄3
gk̄4
〉 = 〈gk̄1

gk̄2
〉〈gk̄3

gk̄4
〉+ 〈gk̄1

gk̄3
〉〈gk̄2

gk̄4
〉+ 〈gk̄1

gk̄4
〉〈gk̄2

gk̄3
〉 .

Vastaava tulos korrelaattoreille tunnetaan kvanttikenttäteoriassa Wickin teoree-
mana, jonka avulla lasketaan vakuumiodotusarvoja [19]. Edelliset määritelmät voi-
daankin yleistää kvanttikentille korvaamalla klassinen odotusarvo 〈. . . 〉 vakuumio-
dotusarvolla 〈0| . . . |0〉. Esimerkiksi kvantitetun skalaarikentän f̂ korrelaatiofunktio
on [14]

ξ f (r) = 〈0| f̂ (t, x̄) f̂ (t, x̄′)|0〉 =
∫ ∞

0

dk
k

k3

2π2 | fk|2
sin(kr)

kr
≡
∫ ∞

0

dk
k
P f (k)

sin(kr)
kr

,

josta voidaan lukea tehospektri

P f (k) =
k3

2π2 | fk|2 . (86)

Tässä fk on kentän f̂ Fourier-kehitelmässä esiintyvä moodifunktio.
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5.2 Fluktuaatiot inflaation aikana

Heisenbergin epätarkkuusperiaatteen nojalla klassisessa inflatonikentässä tapahtuu
kvanttifluktuaatioita mikroskooppisella tasolla. Tutkitaan seuraavaksi, kuinka mieli-
valtaisen skalaarikentän χ kvanttifluktuaatiot käyttäytyvät inflaation aikana. Koska χ
on mielivaltainen kenttä, pätee saadut tulokset sekä yhden kentän että monen kentän
inflaatiomalleissa. Erityisesti nähdään, että kaikkien kevyiden kenttien fluktuaatiot
jäätyvät niiden siirtyessä superhorisonttiin k� aH.

5.2.1 Massaton kenttä de Sitter -rajalla

Tarkastellaan massatonta vapaata skalaarikenttää χ, jonka Lagrangen tiheys on L =
−1

2 ∂µχ∂µχ. Tällöin sen liikeyhtälö on [14]

χ̈ + 3Hχ̇− ∇
2

a2 χ = 0 .

Kenttä χ kvantisoidaan tekemällä Fourier-ekspansio ja korottamalla Fourier-kertoimet
operaattoreiksi [14]

χ(t, x̄)→ χ̂(t, x̄) =
∫ d3k

(2π)3/2

(
χk(t)âk̄eik̄·x̄ + χ∗k(t)â†

k̄e−ik̄·x̄) , (87)

missä luomis- ja tuhoamisoperaattorit toteuttavat kommutaatiorelaation [âk̄, â†
k̄′ ] =

δ(3)(k̄− k̄′) sekä funktiot χk toteuttavat liikeyhtälön

χ̈k + 3Hχ̇k +
k2

a2 χk = 0 .

Konjugaattiliikemääräksi määritellään π(t, x̄) = ∂L
∂χ̇ = χ̇, jolloin kenttäoperaattoreiden

kommutaatiorelaatio on [χ̂(t, x̄), π̂(t, x̄′)] = iδ(3)(x̄− x̄′).
Määritellään apukenttä v = aχ, jolloin liikeyhtälö konformiajan avulla lausuttuna

on

v′′k +

(
k2 − a′′

a

)
vk = 0 . (88)

Kenttä v saa siis efektiivisen ajasta riippuvan massan m2 = − a′′
a . de Sitter -rajalla

skaalatekijä on a(τ) = − 1
Hτ ja liikeyhtälöksi (88) tulee

v′′k +

(
k2 − 2

τ2

)
vk = 0 , (89)

jonka ratkaisu on [14]

vk(τ) = A(k)e−ikτ

(
1 +

1
ikτ

)
+ B(k)eikτ

(
1− 1

ikτ

)
.

Funktioiden A(k) ja B(k) selvittämiseen tarvitaan alkuehdot, joiden valitseminen vas-
taa teorian vakuumin â|0〉 = 0 valintaa.
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Comoving-moodien subhorisonttiehto k � aH vastaa de Sitter-inflaatiossa hy-
vin varhaista maailmankaikkeutta τ → −∞ tai |kτ| � 1. Tällöin liikeyhtälö (89) re-
dusoituu harmonisen oskillaattorin yhtälöksi v′′k + k2vk = 0, missä taajuus k on ajasta
riippumaton. Tällä rajalla aika-avaruuden voi approksimoida laakeaksi Minkowskin
avaruudeksi ja vakuumiksi voidaan määritellä Hamiltonin operaattorin Ĥ perustila,
joka on yksikäsitteinen. Edellisen motivoimina asetetaan ratkaisuille ehto [7]

vk
τ→−∞−−−−→ e−ikτ

√
2k

. (90)

Kyseinen valinta tunnetaan Bunch-Davies vakuumina. Yksikäsitteistä valintaa ei voi
tehdä, jos taajuus on ajasta riippuva k = k(τ), sillä hetkellä τ0 määritelty vakuumi |0〉τ0

ei välttämättä ole enää minimienergian tila myöhemmällä ajanhetkellä |0〉τ1 6= |0〉τ0 ,
τ1 > τ0 [10].

Alkuehdon (90) toteuttava ratkaisu on [7]

vk =
e−ikτ

√
2k

(
1− i

kτ

)
. (91)

Superhorisonttiehto k � aH on de Sitter -inflaatiossa |kτ| � 1. Tällöin kentän χ = v
a

amplitudi on ajan suhteen vakio

χk
k�aH−−−→ iH√

2k3
.

Tällöin tehospektriksi saadaan

Pχ(k) =
k3

2π2 |χk|2
k�aH−−−→

(
H
2π

)2

.

Koska kentän χ Fourier-komponentit χk jäätyvät superhorisontissa, riittää laskea nii-
den arvo horisontin ylityksessä k = aH

Pχ(k) =
Pv(k)

a2 =

(
H
2π

)2∣∣∣∣
k=aH

, mχ = 0 . (92)

de Sitter -ekspansiossa H on vakio, joten tehospektri on skaalariippumaton.

5.2.2 Massiivinen kenttä de Sitter -rajalla

Edellinen tarkastelu voidaan yleistää lisäämällä Lagrangen tiheyteen massatermi L =
−1

2 ∂µχ∂µχ− 1
2 m2

χχ2. Apukentän v = aχ liikeyhtälöksi tulee [14]

v′′k +

(
k2 − 1

τ2

(
ν2

χ −
1
4

))
vk = 0 , ν2

χ =
9
4
−

m2
χ

H2 . (93)

Jos νχ on reaalinen eli kentän massa on pieni, Bunch-Davies -vakuumiehdon (90)
toteuttava ratkaisu on [14]

vk =

√
−πτ

4
i(νχ+1/2)H(1)

νχ (−kτ) , ν2
χ ≥ 0 , (94)
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missä H(1)
νχ on ensimmäisen lajin Hankelin funktio.

Superhorisontissa kentän χ amplitudi on [14]

|χk|
k�aH−−−→ H√

2k3
2νχ−3/2 Γ(νχ)

Γ(3/2)

(
k

aH

)3/2−νχ

,

joten tehospektriksi tulee

Pχ(k) =
k3

2π2 |χk|2
mχ�H
≈

(
H
2π

)2( k
aH

)2m2
χ/3H2

. (95)

Massatermin vuoksi tehospektri riippuu nyt sekä skaalasta että ajasta. Kevyille ken-
tille riippuvuus on pientä ja amplitudi on samaa suuruusluokkaa kuin massattoman
kentän tapauksessa. Tällöin tehospektrin superhorisonttiarvoa voi approksimoida las-
kemalla sen arvo horisontin ylityksessä k = aH.

Jos kenttä on hyvin massiivinen eli νχ on imaginaarinen, superhorisontin tehos-
pektri vähenee kentän massan kasvaessa ja on voimakkaasti suppressoitu suurilla
aallonpituuksilla k−1 � (aH)−1 [14]

Pχ(k) ≈
(

H
2π

)2( H
mχ

)(
k

aH

)3

.

5.2.3 Slow-roll -inflaatio

Edellisissä tarkasteluissa oletettiin ideaalinen de Sitter -ekspansio, jossa H on vakio.
Tästä seurasi kevyiden kenttien lähes skaalariippumaton ja aikariippumaton tehos-
pektri superhorisontissa. Slow-roll -inflaatiossa Hubblen parametri riippuu kuitenkin
ajasta Ḣ = −εH2. Tämä aiheuttaa skaalariippuvuuden kevyen kentän tehospektriin,
sillä dlnHk

dlnk = −ε⇒ Hk ∝ k−ε, joten Pχ(k) ∝ H2
k ∝ k−2ε. Koska ε ≥ 0, nχ < 1 ja spektriä

sanotaan punaiseksi, sillä se saa suurimman kontribuution pitkistä aallonpituuksista.
Vastaavasti spektriä sanotaan siniseksi, jos nχ > 1.

Koska ε̇ = O(ε2, εδ), ensimmäisessä kertaluvussa slow-roll -parametrien suhteen
voidaan approksimoida ε = vakio. Skaalatekijän ja konformiajan välillä on relaatio
a(τ) = 1

Hτ(ε−1) , jolloin kentän v = aχ liikeyhtälö on samaa muotoa kuin (93) para-
metrilla [14]

ν2
χ =

9
4
+ 3ε−

m2
χ

H2 .

Kevyelle kentälle tehospektri saadaan lausekkeesta (95) ja vastaava spektraali-indeksi
on [14]

nχ − 1 = 3− 2νχ ≈ 2
( m2

χ

3H2 − ε

)
.
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5.3 Metriikan ja energia-liikemäärä -tensorin perturbaatiot

Inflaation aikana aika-avaruuden dynamiikkaa dominoi homogeeninen klassinen kent-
tä ϕ(t). Kvanttimekaniikan mukaan tässäkin kentässä täytyy esiintyä fluktuaatioita
δϕ(t, x̄) hyvin pienessä mittakaavassa. Jotta taustan homogeenisuus ei häiriintyisi,
fluktuaatioiden odotusarvon on oltava nolla 〈δϕ(t, x̄)〉 = 0. Tarkastellaan ensin, mitä
perturbaatiot saavat aikaan universumin dynamiikan kannalta.

Edellisen motivoimina jaetaan inflatonikenttä homogeeniseen taustaan ja epä-
homogeeniseen perturbaatioon ϕ(t, x̄) = ϕ̄(t) + δϕ(t, x̄), missä ϕ̄(t) toteuttaa ho-
mogeenisen yhtälön (36). Tämä indusoi häiriöitä skalaarikentän energia-liikemäärä
-tensoriin (29), mikä puolestaan aiheuttaa perturbaatioita metriikkaan Einsteinin yh-
tälön nojalla. Koska liikeyhtälö gαµ∇α∇µ ϕ−V′(ϕ) = 0 riippuu metriikasta, takaisin-
kytkennän δϕ ⇒ δTµν ⇒ δgµν ⇒ δϕ seurauksena kentän ϕ häiriöt vaikuttavat sen
omaan evoluutioon.

Skalaarikentän ϕ määräämän energia-liikemäärä -tensorin häiriöt saadaan per-
turboimalla lauseketta (29) [14]

δTµν = 2∂(µ ϕ̄∂ν)δϕ−
(

1
2

ḡαβ∂α ϕ̄∂β ϕ̄ + V
)

δgµν

− ḡµν

(
1
2

δgαβ∂α ϕ̄∂β ϕ̄ + ḡαβ∂αδϕ∂β ϕ̄ + V′δϕ

)
.

Nähdään, että anisotrooppista stressiä ei esiinny yhden skalaarikentän tapauksessa.
Tekemällä metriselle tensorille gµν = ḡµν + δgµν SVT-hajotelma häiriöiden eri kompo-
nentit ovat [14]

a2δT0
0 = −ϕ̄′δϕ′ − a2 dV

dϕ̄
δϕ + Aϕ̄′2 = −δρ (96)

a2δT0
i = −∂i(ϕ̄′δϕ) (97)

a2δTi
0 = ∂i(ϕ̄′δϕ + Bϕ̄′2) + B̂i ϕ̄′2 (98)

a2δTi
j =

(
ϕ̄′δϕ′ − ϕ̄′2A− a2 dV

dϕ̄
δϕ

)
δi

j = δpδi
j . (99)

Ainoat mittainvariantit suureet voidaan muodostaa nyt häiriön δϕ eri kombinaa-
tioista metriikan häiriöiden kanssa. Yhden skalaarikentän tapauksessa esiintyy siis
vain yksi riippumaton skalaariperturbaatio. Koska koordinaatistomuunnoksessa (52)
δϕ→ δϕ− ϕ̄′T, saadaan mittainvariantit suureet [14]

δϕ(gi) = δϕ + ϕ̄′(B− E′) (100)

Q = δϕ− ϕ̄′
C
H = δϕ(gi) + ϕ̄′

Ψ
H . (101)

Tässä δϕ(gi) on skalaarikentän perturbaatio Newtonilaisessa mitassa ja Q perturbaa-
tio spatiaalisesti laakeassa mitassa. Lisäksi comoving-kaarevuusperturbaatio R =
C +H(B + v) voidaan nyt lausua häiriön δϕ avulla. Vertaamalla energia-liikemäärä
-tensoreiden 0i-komponentteja (60) ja (97) saadaan

B + v = − ϕ̄′δϕ

a2(ρ̄ + p̄)
= −δϕ

ϕ̄′
,
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missä on käytetty taustakentälle relaatiota ˙̄ϕ2 = ρ̄ + p̄. Comoving-ehto inflaation ai-
kana on δϕ = 0 ja kaarevuusperturbaatio on siten

R = C−Hδϕ

ϕ̄′
= −H

ϕ̄′
Q . (102)

Slow-roll -inflaation aikana myös vakioenergiatiheyden mitan kaarevuuspertur-
baatio ζ = −C + H δρ

ρ̄′ määräytyy häiriöstä δϕ. SRA:n mukaan ρ̄ ≈ V(ϕ̄), joten

δρ = V′(ϕ̄)δϕ. Siispä pätee ζ = −C +H δϕ
ϕ̄′ = −R. Slow-roll -inflaatiossa riittää tällöin

tarkastella vain toisen kaarevuusperturbaation kehitystä.
Häiriöiden kehityksen määrää Einsteinin yhtälö (70). Kuten kappaleessa 3 to-

dettiin, kosmologisessa häiriöteoriassa evoluutioyhtälöt skalaari-, vektori- ja tensori-
moodeille eivät sekoitu ensimmäisessä kertaluvussa. Koska skalaarikentän energia-
liikemäärä -tensori ei sisällä vektoriaalisia lähteitä, ainoa vektoriperturbaatio on met-
riikasta tuleva Φ̂i. Yhtälön (78) nojalla Φ̂i ∝ a−2, joten vektoriperturbaatioita ei käy-
tännössä esiinny lainkaan enää inflaation lopussa. Tulos on täysin riippumaton inflaa-
tiomallista.

Tensorimoodeille saadaan evoluutioyhtälö (79) tapauksessa Π̂ij = 0. Kiinnosta-
vinta on tietää ratkaisujen käytös superhorisontissa. Kun k � aH, voidaan gradient-
titermi jättää pois, jolloin evoluutioyhtälö redusoituu muotoon Êk ′′

ij + 2HÊk ′
ij = 0.

Tämän yhtälön dominoiva ratkaisu on Êk
ij = vakio, joten tensorimoodit jäätyvät siir-

tyessään superhorisonttiin.
Skalaariperturbaatioista kiinnostavin on yhtälö kentän häiriölle δϕ. Tämä saadaan

perturboimalla liikeyhtälöä ∇µ∇µ ϕ− V′(ϕ) = 0. Mittainvariantin suureen Q avulla
lausuttuna liikeyhtälö on [14]

Q′′ + 2HQ′ −∇2Q + a2 d2V
dϕ̄2 Q = ϕ̄′

(
X′ − 1

H∇
2Ψ
)

, (103)

missä X = Φ + Ψ + (Ψ/H)′. Itse asiassa δTi
j ∝ δi

j, joten Einsteinin yhtälön kompo-
nentin δGi

j , i 6= j, nojalla Bardeenin potentiaalien täytyy olla samat Φ = Ψ.
Yleensä kentän ϕ häiriöitä käsitellään comoving-mitan kaarevuusperturbaation

R avulla, sillä se säilyy superhorisontissa. Tällöin tehospektri PR(k) pysyy muuttu-
mattomana niin kauan, kun ehto k � aH on voimassa. Näin ollen se sisältää tärkeää
informaatiota varhaisista inflatonikentän fluktuaatioista. Tässä täytyy kuitenkin olet-
taa, että ei-adiabaattisia häiriöitä ei synny inflaation jälkeen. Voi esimerkiksi olla niin,
että inflaation aikana esiintyy energeettisesti subdominantteja kenttiä, joista myöhem-
min inflaation jälkeen tulee tärkeitä. Eräs tällainen tapaus on ns. kurvatonimalli, jossa
varhaiset perturbaatiot generoi inflatonikentän sijaan jokin muu kevyt skalaarikenttä
χ. Kurvatonimalliin voi tutustua tarkemmin lähteiden [11, 14, 20–22] avulla.

Osoitetaan seuraavaksiR:n säilyminen superhorisontissa. Suoraan määritelmästä
derivaataksi saadaan

R′ = −H
ϕ̄′

(
Q′ +

H′
H Q− ϕ̄′′

ϕ̄′
Q
)

.

Muistetaan, että Einsteinin yhtälön komponentit δG0
0 ja δG0

i antavat lausekkeen comoving-
mitan tiheyskontrastille δC (ks. yhtälö (73))

∇2Ψ = 4πGNa2ρ̄δC .
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Energiatiheyden perturbaatio on a2δT0
0 = −δρ, joten

ρ̄δC ≡ δρC = δρ− ρ̄′
δϕ

ϕ̄′
=

1
a2 (ϕ̄′δϕ′ − ϕ̄′2A) + V′δϕ− δϕ

ϕ̄′

(
ϕ̄′ ϕ̄′′

a2 −
ϕ̄′2a′

a3 + V′ ϕ̄′
)

C=0
=

1
a2

(
ϕ̄′(Q′ − ϕ̄′A)−Q(ϕ̄′′ −Hϕ̄′)

)
,

missä on siirrytty spatiaalisesti laakeaan mittaan C = 0. Tässä mitassa metriikan
perturbaatio A voidaan lausua Einsteinin yhtälön komponentin δG0

i avulla muodos-

sa A C=0
= 4πGN ϕ̄′

H Q. Käyttämällä taustakentälle relaatiota 4πGN ϕ̄′2 = −H′ + H2 =

4πGN(ρ̄ + p̄)a2 saadaan lopulta [22]

δρC =
ϕ̄′

a2

(
Q′ +

H′
H Q− ϕ̄′′

ϕ̄′
Q
)
= − ϕ̄′

a2
ϕ̄′

HR
′ . (104)

Kaarevuusperturbaatio toteuttaa siis spatiaalisesti laakeassa mitassa yhtälön

R′ = − a2H
ϕ̄′2

δρC = − H
4πGN ϕ̄′2

∇2Ψ = − 2
3H

ρ̄

ρ̄ + p̄
∇2Ψ ,

missä on käytetty Friedmannin yhtälöä (8) taustauniversumille. Tällöin Fourier-komponenttien
yhtälöksi tulee

R′k =
2ρ̄H

3(ρ̄ + p̄)

(
k
H

)2

Ψk
k�H−−−→ 0 . (105)

Koska R on mittainvariantti, pätee saatu tulos missä tahansa mitassa. Siispä yhden
kentän inflaatiossa kaarevuusperturbaatio säilyy superhorisonttiskaaloissa. Vastaava
tulos ei välttämättä päde enää monen kentän malleissa, kuten esimerkiksi kurvatoni-
mallissa [14, 22].

5.4 Perturbaatioiden kvantitus

Äskeisessä tarkastelussa oletettiin perturbaation δϕ olemassaolo. Seuraavaksi näh-
dään, että δϕ syntyy taustakentän ϕ̄ kvanttimekaanisista fluktuaatioista. Tarkoituk-
sena on siis kvantisoida mahdolliset perturbaatiot. Tässä rajoitutaan vain skalaari-
ja tensoriperturbaatioihin, sillä vektoriperturbaatiot käytännössä hajoavat pois ennen
inflaation loppua.

Edellä perturbaatioiden liikeyhtälö johdettiin taustan liikeyhtälöstä, jolloin tak-
tiikka oli aktio → liikeyhtälö → perturboitu liikeyhtälö. Ekvivalentti ja korkeammis-
sa kertaluvuissa käytännöllisempi tapa on perturboida suoraan aktiota, jolloin stra-
tegia on aktio → perturboitu aktio → liikeyhtälö perturbaatioille. Karakterisoidaan
inflatonikentän perturbaatioita muuttujalla v, jonka lauseke on

v = aQ = −zR , z =
aϕ̄′

H = Mpla
√

2ε ,

missä parametrin z määrittelyssä on käytetty yhtälöä (35). Perturboimalla aktiota (27)
toiseen kertalukuun ja tarkastelemalla vain skalaarimoodeja saadaan konformisessa
ajassa [14]

δ(2)Ss =
1
2

∫
dτd3x

(
v′2 − (∂iv)2 +

z′′

z
v2
)

. (106)
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Aktio (106) antaa liikeyhtälöksi

v′′ −
(
∇2 +

z′′

z

)
v = 0 .

Saman yhtälön saa lausekkeesta (103) muuttujanvaihdon v = aQ jälkeen [14].
Seuraavaksi suoritetaan kentälle v kanoninen kvantisointi Fourier-ekspansion kaut-

ta

v(τ, x̄)→ v̂(τ, x̄) =
∫ d3k

(2π)3/2

(
vk(τ)âk̄eik̄·x̄ + v∗k(τ)â†

k̄e−ik̄·x̄) , (107)

missä moodifunktiot vk toteuttavat yhtälön

v′′k +

(
k2 − z′′

z

)
vk = 0 . (108)

Differentiaaliyhtälön (108) alkuehdoksi valitaan Bunch-Davies vakuumi (90). Ratkai-
susta saadaan kaarevuusperturbaation R superhorisontin tehospektri lausekkeella

PR(k) =
k3

2π2 |Rk|2 =
k3

2π2

∣∣∣∣vk
z

∣∣∣∣2 =
Pv(k)
|z|2

∣∣∣∣
k=aH

=

(
H
aϕ̄′

)2

Pv(k)
∣∣∣∣
k=aH

, (109)

missä riittää laskea arvo horisontin ylityksessä k = aH, sillä Rk ≈ vakio superhori-
sontissa.

Tensoriperturbaatioiden tarkastelussa edetään analogisesti. Rajoittumalla pelk-
kiin tensorimoodeihin aktion (27) perturboinnissa saadaan toisessa kertaluvussa [14]

δ(2)ST =
M2

pl

8

∫
dτdx3 a2(h′2ij − (∂khij)

2) . (110)

Aktion (110) variointi antaa liikeyhtälön (79) tapauksessa Π̂ij = 0. Lausumalla tenso-
rin hij SVT-hajotelman tensoriosa Êij polarisaatiosummana Êij = ∑λ Êλελ

ij ja määritte-
lemällä µλ = MplaÊλ aktio (110) muuttuu muotoon [14]

δ(2)ST =
1
2 ∑

λ

∫
dτdx3

(
µ′2λ − (∂iµλ)

2 +
a′′

a
µ2

λ

)
. (111)

Tensorimoodien hij aktio saatiin siis redusoitua kahden riippumattoman skalaariken-
tän µλ(τ, x̄) aktioiden summaksi.

Polarisaatiomoodien kvantitus tehdään kuten skalaarikentille yleensä

µλ(τ, x̄)→ µ̂λ(τ, x̄) =
∫ d3k

(2π)3/2

(
µλ,k(τ)âk̄eik̄·x̄ + µ∗λ,k(τ)â†

k̄e−ik̄·x̄) ,

jolloin Fourier-komponentit toteuttavat liikeyhtälön

µ′′λ,k +

(
k2 − a′′

a

)
µλ,k = 0 . (112)

Kyseessä on sama yhtälö kuin (88), joten moodit Êλ käyttäytyvät massattoman kentän
tavoin.
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Alkuehdoksi asetetaan Bunch-Davies -vakuumi molemmille polarisaatioille

µλ,k
k�aH−−−→ 1√

2k
e−ikτ .

Yhtälön (112) ratkaisusta saadaan yhden polarisaatiomoodin Êλ tehospektri

PÊλ
=

k3

2π2
1

M2
pl

∣∣∣∣µλ,k

a

∣∣∣∣2 .

Koska hij = 2Êij, niin summaamalla polarisaatioiden yli tensoriperturbaatioiden ko-
konaistehospektri superhorisontissa on [14]

PT =
k3

2π2 |h
k
ij|2 =

k3

2π2
8

M2
pl

∣∣∣∣µλ,k

a

∣∣∣∣2 =
8

M2
pl

Pµλ
(k)

a2

∣∣∣∣
k=aH

, (113)

missä riittää laskea arvo horisontin ylityksessä k = aH, sillä Êk
ij = vakio superhori-

sontissa.

5.5 Fluktuaatiot slow-roll -inflaatiossa

Jotta yhtälöt (108) ja (112) voisi ratkaista, täytyy selvittää skaalatekijän a(τ) ja pa-
rametrin z(τ) käyttäytyminen. Slow-roll -inflaatiossa, joka oletettiin lauseketta (106)
johdettaessa, pätee ε � 1, ε ≈ vakio ja H ≈ vakio, joten kyseessä on lähes de Sitter
-ekspansio. Tällöin voidaan approksimoida

a(τ) ≈ − 1
(1− ε)Hτ

≈ − 1
Hτ

,
z′′

z
≈ a′′

a
=

2
τ2 ,

jolloin myös kenttä Q̂ = v̂
a käyttäytyy massattoman kentän tavoin. Ratkaisut saadaan

lausekkeesta (91) ja tehospektrit yhtälöstä (92) [7]

PR(k) =
1

8π2
H2

M2
pl

1
ε

∣∣∣∣
k=aH

, PT(k) =
2

π2
H2

M2
pl

∣∣∣∣∣
k=aH

. (114)

Tehospektrien avulla määritellään tensori-skalaari -suhde

r ≡ PT(k)
PR(k)

= 16ε , (115)

joka kertoo tensorimoodien suhteellisen voimakkuuden. Tulosta (115) sanotaan usein
slow-roll -inflaation konsistenssirelaatioksi. Tensori-skalaari -suhde määrää myös ken-
tän arvon muutoksen inflaation aikana [7]

r =
8

M2
pl

(
dϕ

dN

)2

⇔ ∆ϕ

Mpl
≈
√

r
8

∆N .

Suuri r:n arvo vastaa siten suuren kentän inflaatiota ∆ϕ > Mpl.
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Tehospektrin skaalariippuvuutta karakterisoi spektraali-indeksi, joka on määri-
telty lausekkeilla (81) ja (84). Ketjusäännön nojalla

dlnPR
dlnk

=
dlnPR

dN
dN
dlnk

=

(
2

dlnH
dN

− dlnε

dN

)
dN
dlnk

.

Käyttämällä määritelmiä ja ehtoa k = aH horisontin ylitykselle saadaan skalaari- ja
tensorimoodien indekseiksi [7]

nR − 1 = 2δ− 4ε (116)
nT = −2ε . (117)

Indeksien skaalariippuvuudet määritellään yhtälön (83) avulla. Tässä tapauksessa ne
ovat [14]

αR = −4ε(ε− δ)− 2ξ , αT = −4ε(ε− δ) , ξ =
ε̇− δ̇

H
. (118)

Ensimmäisessä kertaluvussa slow-roll -parametrien suhteen nR ≈ vakio ja nT ≈
vakio, joten tehospektrejä voi approksimoida potenssilakien (82) ja (85) avulla.

Tulokset voidaan ilmaista myös potentiaalin V sekä sen muodosta kertovien para-
metrien εV ja ηV avulla. Muistetaan, että SRA:ssa ε ≈ εV , δ ≈ ηV − εV ja H2 ≈ 1

3M2
pl

V.

Tällöin

nR − 1 = 2ηV − 6εV (119)
nT = −2εV (120)

r = 16εV = −8nT (121)

PR(k) =
1

24π2
V

M4
pl

1
εV

∣∣∣∣
k=aH

, PT(k) =
2

3π2
V

M4
pl

∣∣∣∣
k=aH

. (122)

Tensorimoodien tehospektrin mittaaminen antaisi tärkeää tietoa inflaation aikaises-
ta energiaskaalasta PT ∝ H2

M2
pl

. Spektraali-indeksit puolestaan kertoisivat potentiaalin

muodon toiseen kertalukuun. Kaarevuusperturbaatiolle indeksi on jo mitattu nR =
0.968± 0.006, mutta tensorimoodille on saatu ainoastaan yläraja r < 0.11 (95 % luot-
tamustaso) [12]. Relaation (121) testaaminen havainnoilla antaisi osviittaa siitä, esiin-
tyikö slow-roll -inflaation aikana useampi kuin yksi skalaarikenttä.

Hubblen parametri ei kuitenkaan ole täysin vakio slow-roll -inflaation aikana,
vaan sen aikakehitys riippuu parametrista ε yhtälön Ḣ = −H2ε mukaisesti. Tarkem-
massa analyysissa funktiot a(τ) ja z(τ) lausutaan inflaatioparametrien avulla [14]

z′′

z
= H2(2 + 2ε− 3δ + δ2 − εδ + ξ) ,

a′′

a
= H2(2− ε) ,

jotka ovat eksakteja tuloksia. Ensimmäisessä kertaluvussa H = − 1
τ (1 + ε), jolloin

saadaan ekspansiot
z′′

z
≈ 2 + 6ε− 3δ

τ2 ,
a′′

a
≈ 2 + 3ε

τ2 .

Skalaarimoodien yhtälöksi tulee

v′′k +

(
k2 − ν2 − 1/4

τ2

)
vk = 0 , ν =

3
2
+ 2ε− δ ,
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joten Q̂ käyttäytyy kuten massiivinen kenttä, jonka massa on m2 = (3δ− 6ε)H2. Nyt
ν2 ≥ 0, joten ratkaisun antaa lauseke (94) ja tehospektriksi tulee lopulta [14]

PR(k) =
1

8π2
H2

M2
plε

(1− 2(2C + 1)ε + 2Cδ)

(
k

aH

)2δ−4ε

≈ 1
8π2

H2

M2
plε

[
1− 2(2C + 1)ε + 2Cδ + (2δ− 4ε)ln

(
k

aH

)]
(123)

≈ 1
8π2 (1− 2(2C + 1)ε + 2Cδ)

(
H2

M2
plε

)∣∣∣∣
k=aH

, (124)

missä C = γE + ln2− 2 ja γE ≈ 0.5772 on Eulerin vakio. Yleiselle eksponenttifunktiolle
on käytetty approksimaatiota ax ≈ 1 + lna · x , x � 1.

Tensorimoodien yhtälö on sama kuin skalaarimoodeilla, mutta parametrilla ν =
3
2 + ε. Tehospektri on tällöin [14]

PT ≈
2

π2
H2

M2
pl

[
1− 2(C + 1)ε− 2εln

(
k

aH

)]
(125)

≈ 2
π2 (1− 2(C + 1)ε)

(
H2

M2
pl

)∣∣∣∣
k=aH

. (126)

Skalaari- ja tensoriperturbaatiot toteuttavat tässäkin tapauksessa relaatiot (119) ja (120).
Jos lisäksi slow-roll -parametrit ovat suunnilleen samat δ ≈ ε, myös yhtälö (121) to-
teutuu. Yhtälöistä (123) ja (125) nähdään, että korjaukset yhtälössä (114) esiintyviin
tehospektreihin ovat suppressoituja parametreilla δ ja ε, jotka slow-roll -inflaatiossa
oletetaan pieniksi.

5.6 Perturbaatioiden luonne

Inflatonikentän generoimilla perturbaatioilla on kolme tärkeää ominaisuutta, joita voi-
daan verrata havaintoihin. Yhden kentän slow-roll -mallit ennustavat, että superhori-
sontin perturbaatiot ovat [14]

• adiabaattisia

• gaussisia

• lähes skaalainvariantteja.

Slow-roll -parametrien pienuudesta johtuen Hubblen parametri on lähes vakio in-
flaation aikana. Tehospektrin horisonttiarvoa approksimoitiin arvolla horisontin yli-
tyksessä k = aH, sillä skalaariperturbaatio R ja tensoriperturbaatio Êij jäätyvät siir-
tyessään superhorisonttiin. Ideaalisen de Sitter -ekspansion aikana H = vakio, jolloin
horisontin ylityksen aikaan Hubblen parametri on sama kaikille skaaloille ja spektri
on siten skaalainvariantti.

Pieni aikariippuvuus H:ssa aiheuttaa tehospektriin heikon skaalariippuvuuden.
Suurimmat skaalat poistuvat horisontista ensimmäisenä. Koska Hubblen parametri
pienenee ajan kuluessa, tehospektri kasvaa skaalan koon mukana. H:n aikariippuvuus
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tekee siten spektristä punaisen. Tehospektrin skaalariippuvuus on kuitenkin slow-
roll -parametrien suppressoima, kuten spektraali-indeksien lausekkeista (119) ja (120)
nähdään.

Yhtälön (105) nojalla kaarevuusperturbaatio säilyy superhorisontissa. Kappalees-
sa 3 nähtiin yhtälön (76) kautta, että R:n säilyminen on kytköksissä entropiapertur-
baatioon Γ, joka kertoo, ovatko häiriöt adiabaattisia vai ei-adiabaattisia. Sama pä-
tee myös inflaation aikana. Energia-liikemäärä -tensorin häiriöistä δT0

0 ja δTi
j näh-

dään, että energiatiheys- ja paineperturbaatio ovat samat comoving-mitassa δρ− δp =

2a2V′δϕ
δϕ=0
= 0. Tässä mitassa mittainvariantin suureen Γ lauseke on

Γ =
(1− c2

s )δρ

p̄
=

(1− c2
s )δρC

p̄
, (127)

missä δρC ≡ ρ̄δC = δρ − ρ̄′ δϕ
ϕ̄′ on mittainvariantti comoving-mitan energiatiheyden

perturbaatio. Mittainvarianssin nojalla relaatio (127) pätee kaikissa mitoissa. Kun siir-
rytään spatiaalisesti laakeaan mittaan, saadaan (ks. lauseke (104))

Γ =
(1− c2

s )δρC

p̄
C=0
= −2V′

ρ̄′ p̄
ϕ̄′2

a2HR
′ k�H−−−→ 0 . (128)

Jälleen mittainvarianssin nojalla yhtälö (128) pätee missä tahansa mitassa. Siispä yh-
den kentän inflaatio tuottaa superhorisonttiin adiabaattisia perturbaatioita. Tämän
vuoksi isokurvatuurifluktuaatioita, jotka määriteltiin lausekkeella (69), ei synny SI J =
0. Monen kentän inflaation tapauksessa edellinen ei välttämättä pidä enää paikkaan-
sa [22].

Gaussisuus liittyy siihen, että kentän ϕ perturbaatioita on käsitelty lineaarisen
häiriöteorian avulla. Kaikki ensimmäistä kertalukua korkeammat termit oletetaan pie-
niksi. Yhden kentän tapauksessa kentän δϕ itseiskytkennät ovat slow-roll -suppressoituja
[11]. Tämän seurauksena δϕ on lähes vapaa kenttä, jolloin sen Fourier-komponenttien
δϕk välillä ei ole kytkentää ja niitä voi pitää toisistaan riippumattomina satunnais-
muuttujina [11]. Todennäköisyysteorian keskeisen raja-arvolauseen mukaan riippu-
mattomien satunnaismuuttujien aritmeettinen keskiarvo lähestyy gaussista jakaumaa,
kun satunnaismuuttujien lukumäärä kasvaa rajatta [18]. Tämä pätee riippumatta siitä,
mitä jakaumaa kukin yksittäinen satunnaismuuttuja noudattaa. Koska inflatonikentän
perturbaatio δϕ(τ, x̄) on Fourier-integraali (summa) riippumattomista moodeista δϕk,
perturbaatioiden spatiaalinen jakauma on gaussinen.

Koska gaussisuuden takia eri Fourier-moodit eivät korreloi toistensa kanssa, per-
turbaatioiden statistiset ominaisuudet määräytyvät kaksipistefunktioista 〈δϕkδϕk′ 〉.
Primordiaalisten fluktuaatioiden kaikki informaatio saadaan siten mittaamalla tehos-
pektri Pδϕ(k).

Gaussisten perturbaatioiden tärkeä ominaisuus on se, että ne säilyvät gaussisi-
na lineaarisessa kehityksessä [18]. Toisin sanoen, jos satunnaismuuttuja X noudattaa
normaalijakaumaa, niin myös f (X) noudattaa normaalijakaumaa, kun f on lineaa-
rikuvaus. Tällöin ne skaalat, jotka eivät ole vielä siirtyneet epälineaariseen evoluu-
tioon, sisältävät informaatiota varhaisten perturbaatioiden gaussisesta luonteesta. Pie-
nemmissä skaaloissa painovoima on tehnyt kehityksestä jo epälineaarista ja tuhonnut
mahdolliset gaussiset alkuehdot.

Perturbaatioiden ei-gaussisuus ilmenee vasta häiriöteorian toisessa kertaluvus-
sa. Ei ole yksikäsitteistä tapaa määritellä ei-gaussisuutta, sillä on vain yksi tapa olla
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gaussinen, mutta käytännössä loputon määrä tapoja olla ei-gaussinen muuttuja. Kos-
ka fysiikassa halutaan kuitenkin verrata ennusteita havaintoihin, täytyy poikkeavuut-
ta karakterisoida jollain tavalla. Eräs tapa on lokaali ei-gaussisuus, jossa kaarevuus-
perturbaatio kehitetään sarjaksi gaussisen muuttujan Rg suhteen [11]

R(x̄) = Rg(x̄) +
3
5

fNLR2
g(x̄) . (129)

Muitakin määritelmiä ei-gaussisuudelle on olemassa ja niihin voi tarkemmin tutustua
lähteiden [10], [11] ja [24] avulla. Slow-roll -inflaatio ennustaa, että gaussiselle pertur-
baatiolle δϕ pätee 3

5 fNL = εV − 1
2 ηV [11]. Poikkeavuus gaussisuudesta on pientä, sillä

slow-roll -inflaatiossa potentiaalin täytyy olla hyvin laakea ja siten kentän itseiskyt-
kennät ovat heikkoja.

Viimeisenä on tärkeää huomata se, että inflatonikentän kvanttimekaaniset häiriöt
muuttuvat klassisiksi perturbaatioiksi niiden ylittäessä horisontin. Kenttä v̂(τ, x̄) saa
yksinkertaisen aikariippuvuuden superhorisontissa yhtälön (91) nojalla

vk(τ)
k�aH−−−→ i√

2k3τ
.

Tällöin v∗(τ) = −vk(τ) ja v′k(τ) = −
vk(τ)

τ , joten kentän v̂(τ, x̄) ja sen konjugaattiliike-
määrän π̂(τ, x̄) = v̂′(τ, x̄) lausekkeet ovat

v̂(τ, x̄) =
∫ d3k

(2π)3/2 vk(τ)(âk̄eik̄·x̄ − â†
k̄e−ik̄·x̄) , π̂(τ, x̄) = − v̂(τ, x̄)

τ
.

Nähdään, että kentät ovat verrannollisia toisiinsa ja alkavat kommutoida superhori-
sontissa. Tämä tarkoittaa sitä, että kvanttikentästä v̂(τ, x̄) on tullut klassinen stokas-
tinen kenttä [11]. Tulos on merkittävä, sillä superhorisontin perturbaatiot määräävät
alkuehdot universumin myöhemmälle kehitykselle. Niillä on ennalta määrätyt arvot
ja kvanttimekaanisia superpositioita ei enää esiinny.

5.7 Esimerkkimallit

Tarkastellaan seuraavaksi havainnollistamisen vuoksi kappaleessa 2 käsiteltyjä esi-
merkkejä inflatonikentän potentiaaleista. Aloitetaan tapauksesta V(ϕ) = 1

2 m2ϕ2 [3,7].
Slow-roll -parametreiksi laskettiin

εV = ηV =
2M2

pl

ϕ2 ,

joten spektraali-indeksit ja tensori-skalaari -suhde ovat

nR = 1− 8
(Mpl

ϕ

)2

, nT = −4
(Mpl

ϕ

)2

, r = 32
(Mpl

ϕ

)2

.

Koska teorian ennusteita verrataan taustasäteilystä saatuihin havaintoihin, täytyy ken-
tän ϕ arvo laskea sillä hetkellä, kun suurimmat nykyisin havaittavat skaalat poistuivat
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horisontista. Lausekkeesta (48) nähtiin, että e-foldien määrä horisontin ylityksestä in-
flaation loppuun on N ≈ 60, kun oletetaan välitön reheating-prosessi. e-foldien ja
kentän arvon välinen relaatio on

N =
1

M2
pl

∫ ϕ

ϕend

V
V′

dϕ
ϕend=

√
2Mpl

=
ϕ2

4M2
pl
− 1

2
⇔
(Mpl

ϕ

)2

=
1

4N − 2
N≈60≈ 0.0042 ,

jolloin saadaan
nR ≈ 0.966 , nT ≈ −0.0168 , r ≈ 0.134 .

Spektraali-indeksi on sopusoinnussa Planck-satelliitin datasta saadun arvon nR =
0.968± 0.006 kanssa, mutta gravitaatioaaltojen osuus on hieman liian suuri verrattuna
havainnoista saatuun ylärajaan r < 0.11 (95 % luottamustaso) [12].

Mittauksista saatu skalaarimoodien tehospektrin voimakkuus PR(kcmb) ≈ 2 ·
10−9 rajoittaa kentän massan arvoa, sillä yhtälön (122) nojalla

PR(k) =
1

24π2
V

M4
pl

1
εV

∣∣∣∣
k=aH

=
m2

96π2M2
pl

(
ϕ

Mpl

)4∣∣∣∣
k=aH

⇔ m =

√
96π2M2

pl

(
1

4N − 2

)2

PR(k) ≈ 6 · 10−6Mpl ≈ 1.4 · 1013 GeV .

Tällöin inflaation lopussa energiaskaala on ollut

V1/4(ϕend) =

(
1
2

m2ϕ2
end

)1/4

=

√
m

Mpl
Mpl ≈ 2.45 · 10−3Mpl ≈ 6 · 1015 GeV ,

joka määrää ylärajan reheating-lämpötilalle.

Potentiaalin V(ϕ) = V0exp
(
−
√

2
p

ϕ
Mpl

)
tapauksessa slow-roll -parametreiksi saa-

tiin
εV =

1
p

, ηV =
2
p

.

Spektraali-indeksit ja tensori-skalaari -suhde määräytyvät siten pelkästään paramet-
rista p

nR = 1− 2
p

, nT = − 2
p

, r =
16
p

.

Muiden ennusteiden teko ei onnistu, sillä tässä mallissa inflaatio ei pääty koskaan.
Malli on kuitenkin teoreettisesti mielenkiintoinen sen vuoksi, että slow-roll -approksimaatiota
ei välttämättä tarvita, sillä yhtälöille (108) ja (112) on olemassa eksakti ratkaisu [14].
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6 TEORIA JA HAVAINNOT

Tässä kappaleessa käydään läpi, kuinka inflaatiota voidaan testata kosmologisten ha-
vaintojen avulla ja mikä on inflaatioparadigman nykyinen status. Tärkeimmät lähteet
ovat kosminen mikroaaltotausta ja materian jakautuminen suuressa mittakaavassa.
Kosmisen taustasäteilyn fysiikka on itsessään oma aihepiirinsä, joten tarkastelu py-
ritään pitämään mahdollisimman yleisellä tasolla ja ainoastaan inflaation kannalta
oleellisimmat asiat tuodaan esille. Yhtälöiden yksityiskohtaiset johdot löytyvät viita-
tuista lähteistä. Vastaavasti suuren mittakaavan rakenteen analysointi vaatisi syvem-
pää paneutumista kosmologisen häiriöteorian yhtälöihin. Molemmissa tapauksissa
tarkkojen ennusteiden tekemiseen tarvitaan numeerisia koodeja.

6.1 Kosminen taustasäteily

Kosminen taustasäteily syntyi, kun lämpötila oli tarpeeksi alhainen Trec ≈ 0.3 eV [14],
jotta elektronit ja protonit pystyivät muodostamaan neutraaleja atomeja. Tätä proses-
sia kutsutaan rekombinaatioksi. Sitä ennen säteily ja materia olivat termisessä tasa-
painossa, sillä fotonit ja elektronit olivat tiukasti kytköksissä toisiinsa. Rekombinaa-
tion jälkeen fotonit pystyivät kulkemaan vapaasti avaruudessa. Tänä päivänä havaittu
taustasäteily tarjoaa siten punasiirtyneen kuvan varhaisesta maailmankaikkeudesta.
Taustasäteilyn syntyä voi approksimoida olettamalla välitön irtikytkeytyminen, jol-
loin taustasäteily muodostaa pallopinnan havaitsijan ympärille punasiirtymän arvol-
la z ≈ 1100 [2]. Todellisuudessa prosessin tilastollisen luonteen vuoksi rekombinaatio
ei tapahdu heti, vaan ajoittuu punasiirymän arvoille z ≈ 1100− 1400 riippuen siitä,
kuinka suuri osa elektroneista on vapaita [14].

Kosminen taustasäteily on kosmologian ehkä arvokkain informaatiolähde, sillä
sen ominaisuudet riippuvat kosmologisten parametrien H0 ja Ωi,0 arvoista sekä pri-
mordiaalisista alkuehdoista. Taustasäteily antaa siten mahdollisuuden testata inflaa-
tion antamia yleisiä ennusteita sekä sen avulla voidaan poissulkea yksittäisiä havain-
toihin sopimattomia inflaatiomalleja. Koska vektorimoodit käytännössä hajoavat ko-
konaan inflaation loppuun mennessä, rajoitutaan tarkastelemaan skalaari- ja tensori-
moodien vaikutusta taustasäteilyn luonteeseen.

6.1.1 Statistiikkaa

Taustasäteily on lähes isotrooppinen läpi koko taivaan. Anisotropiat ovat kuitenkin
hyvin tärkeitä, sillä ne heijastelevat primordiaalisia alkuehtoja ja ne toimivat rakentei-
den synnyn siemeninä. Lämpötilafluktuaatioita käsitellään lineaarisen häiriöteorian
avulla ja niitä karakterisoi kirkkausfunktio Θ [14]

Θ(θ, φ) =
δT(θ, φ)

T̄
,

missä T̄ ≈ 2.725 K on havaittu lämpötilan keskiarvo ja δT(θ, φ) suunnasta riippuva
perturbaatio. Koska funktio Θ(θ, φ) on määritelty pallon pinnalla, voidaan se lausua
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palloharmonisten funktioiden Ylm(θ, φ) avulla [14]

Θ(θ, φ) =
∞

∑
l=0

l

∑
m=−l

almYlm(θ, φ) ,

missä kertoimet alm saadaan sisätulosta

alm =
∫

dΩ Θ(θ, φ)Y∗lm(θ, φ) .

Koska perturbaatioiden keskiarvo häviää 〈Θ(θ, φ)〉 = 0, pätee myös 〈alm〉 = 0.
Korrelaatiofunktion lausekkeeksi tulee

C(ϑ) = 〈Θ(θ1, φ1)Θ(θ2, φ2)〉 = ∑
l1,m1

∑
l2,m2

〈al1m1 a∗l2m2
〉Yl1m1(θ1, φ1)Yl2m2(θ2, φ2) .

Lämpötilafluktuaatioiden statistiikka määräytyy siten multipolikertoimista alm. Kor-
relaatiofunktio riippuu vain pisteiden välisestä kulmasta ϑ, sillä lämpötilajakauma
on tilastollisesti isotrooppinen. Tällöin C(ϑ) voidaan ilmaista Legendren polynomien
Pl(x) avulla [4]

C(ϑ) = ∑
l

2l + 1
4π

ClPl(cos ϑ) , 〈alma∗l′m′〉 = δll′δmm′Cl .

Cl karakterisoi multipolikertoimien alm varianssia ja muodostaa kosmisen taustasätei-
lyn kulmatehospektrin. Kosmologisia malleja voidaan testata vertaamalla ennustet-
tua kulmatehospektriä Cl taustasäteilystä mitattuun spektriin Ĉl. Multipolien l arvot
vastaavat karkeasti kulmaskaalaa θ ≈ 2π/l. Alhaisilla multipolien arvoilla teorian ja
havaintojen vertaamista rajoittaa ns. kosminen varianssi [14].

6.1.2 Skalaarimoodit

Muistetaan, että adiabaattisten perturbaatioiden tapauksessa kaarevuusperturbaatio
R ja tensoriperturbaatio Êij säilyvät superhorisontissa. Rekombinaation aikainen su-
perhorisontti vastaa kulmaskaaloja θ � 1o. Tällöin tarkastellessa kulmatehospektrin
pieniä multipoleja l voidaan saada suoraan tietoa inflaation aikaisista fluktuaatioista.
Suuremmilla multipoleilla subhorisontin fysikaaliset prosessit ovat päässeet sekoitta-
maan primordiaalisia alkuehtoja.

Maailmankaikkeuden ollessa tietyn fluidin dominanssissa voidaan approksimoi-
da, että w ≈ vakio hyvin pitkän aikaa. Tällöin Newtonilaisessa mitassa lausutun
differentiaaliyhtälön (75) superhorisontin hajoava ratkaisu ei kontribuoi, jolloin saa-
daan [18]

Φ ≈ −3 + 3w
5 + 3w

R ≈ vakio . (130)

Tulos pätee kaikissa mitoissa, sillä Φ ja R ovat mittainvariantteja. Erityisesti rekombi-
naation aikaan maailmankaikkeuden ollessa materiadominanssissa pätee Φ = −3

5R.
Kaarevuusperturbaatio aiheuttaa siten fluktuaatioita gravitaatiopotentiaaliin Φ, mikä
puolestaan indusoi perturbaatioita fotonien lämpötilaan, sillä ne menettävät energiaa
kiivetessään eri syvyisistä gravitaatiokuopista. Täytyy kuitenkin muistaa, että havait-
tuun taustasäteilyn lämpötilaan vaikuttavat alkuehtojen lisäksi myös fotonin matkalla
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kokemat muutokset. Esimerkiksi pimeä energia ja fotonien vuorovaikutus ionisoitu-
neen kaasun kanssa vaikuttavat lämpötilajakaumaan [14]. Nämä efektit pitää poistaa
havainnoista, jos halutaan tietoa primordiaalisesta kaarevuusperturbaatiosta R.

Suurilla skaaloilla pääasiallinen kontribuutio lämpötilafluktuaatioihin tulee Sachs-
Wolfe -termistä [14]

ΘSW =
1
4

δN
γ + Φ .

Adiabaattisista alkuehdoista seuraa 1
4 δN

γ = 1
3 δN

m = −2
3 Φ, joten saadaan yksinkertainen

relaatio
ΘSW =

1
3

Φ =
1
5
R . (131)

Kaarevuusperturbaation vaikutus kulmatehospektriin on siten [14]

CTT
l =

4π

25

∫ ∞

0

dk
k

j2l (k(τ0 − τcmb))PR(k) , (132)

missä jl(x) on kertalukua l oleva Besselin funktio ja yläindeksi TT viittaa lämpöti-
lafluktuaatioihin.

Potenssilain (82) tapauksessa integraali voidaan suorittaa analyyttisesti. Jos ns ≈
1, kulmatehospektriksi tulee [14]

l(l + 1)CTT
l

2π
=

As

25
= vakio . (133)

Skaalainvariantti spektri näkyy tyypillisissä kuvaajissa laakeana alueena pienten mul-
tipolien l . 30 arvoilla (ks. kuva 8). Spektrin skaalariippuvuus vaikuttaa kulmatehos-
pektrin kaltevuuteen

l(l + 1)CTT
l ∝ lns−1 .

Jos alkuehdoissa puolestaan esiintyy isokurvatuurifluktuaatioita Sm = δm − 3
4 δγ 6= 0,

niin ΘSW = 2Φ = −2
5 Sm. Tapauksessa ns ≈ 1 kulmatehospektri on [14]

l(l + 1)CTT
l

2π
=

72
25

As = vakio . (134)

Alkuehtojen adiabaattisuus vaikuttaa siten laakean alueen korkeuteen sekä keskisuu-
rilla skaaloilla ns. akustisten piikkien muotoon, kuten seuraavaksi nähdään.

Mainittakoon vielä, että hyvin pienillä multipoleilla täytyy ottaa ns. integroi-
tu Sachs-Wolfe -termi huomioon [14]. Viimeaikaisen pimeän energian dominanssin
vuoksi gravitaatiopotentiaali Φ alkaa hajota, mikä aiheuttaa pienen nousun kulmate-
hospektrin alkuosaan (ks. kuva 8).

Keskisuurilla skaaloilla 30 . l . 2000 kulmatehospektrissä voidaan nähdä sarja
maksimeja ja minimejä (ks. kuva 8). Ennen rekombinaatiota materia ja säteily olivat
tiukasti kytköksissä toisiinsa, jolloin baryoni-fotoni -plasma vuoroin supistui gravitaa-
tion vaikutuksesta ja vuoroin laajeni säteilyn paineen vaikutuksesta. Näitä plasmassa
eteneviä ääniaaltoja kutsutaan akustisiksi oskillaatioiksi [14]. Taustasäteilyyn on jää-
nyt jälki kyseisen värähtelyn viimeisestä hetkestä, kun fotonit irtaantuivat plasmasta
ja pääsivät etenemään esteettä rekombinaation aikaan. Inflaation kannalta tärkeää on,
että alkuehtojen adiabaattisuus vaikuttaa piikkien paikkoihin ja niiden suhteellisiin
amplitudeihin. Keskisuurten skaalojen Sachs-Wolfe -termi ΘSW voidaan lausua sinin
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Kuvio 8: Planck-satelliitin mittaama TT-kulmatehospektri sovitettuna parhaiten sopi-

vaan ΛCDM-malliin. Tässä DTT
l =

l(l+1)CTT
l

2π . Kuva lähteestä [12].

ja kosinin lineaarikombinaationa. Osoittautuu, että adiabaattiset alkuehdot virittävät
värähtelyyn vain kosinimoodin ja isokurvatuurifluktuaatiot virittävät vain sinimoo-
din [14]. Värähtelyjen vaihe-ero π

2 siirtää maksimien paikkaa sekä vaikuttaa niiden
suhteellisiin korkeuksiin. Suurin vaikutus piikkeihin tulee kuitenkin kosmologisista
parametreista, jotka määräävät rekombinaation ajanhetken τcmb ja punasiirtymän zcmb.

Kaikkein suurimmilla multipoleilla eli pienimmillä skaaloilla kulmatehospektri
on voimakkaasti suppressoitu fotonien diffuusion vuoksi. Kyseinen ilmiö tunnetaan
nimellä Silk damping [11, 14]. Multipolia l ≈ 2000 suuremmilla arvoilla spektri on
käytännössä täysin vaimentunut (ks. kuva 8), mikä asettaa pienimmän kulmaskaalan,
joka voidaan saavuttaa havaintojen avulla [14].

6.1.3 Tensorimoodit

Skalaarimoodien lisäksi tensoriperturbaatioilla on oma kontribuutionsa taustasätei-
lyyn. Kappaleessa 3 nähtiin (ks. kuva 7), että radiaatio- ja materiadominansseissa
gravitaatioaallot vaimenevat voimakkaasti siirtyessään horisontin sisälle. Tensorimoo-
dien vaikutus nähdään siten vain alhaisilla multipoleilla l . 100. Kuten skalaariper-
turbaatiot, myös gravitaatioaallot ennustavat laakeaa kontribuutiota kulmatehospekt-
riin [14]

l(l + 1)CTT
l ∝ lnT . (135)

Toinen mahdollisesti havaittava merkki inflaation tuottamista gravitaatioaalloista
löytyy taustasäteilyn polarisaatiosta. Vektorin ê3-suuntaan etenevän sähkömagneetti-
sen aallon sähkökenttä voidaan lausua muodossa [14]

Ē(t, x̄) = E exp[i(ωt− k̄ · x̄)] , E = (A1eiθ1 , A2eiθ2 , 0) .

Vaiheiden θ1 ja θ2 sekä amplitudien A1 ja A2 avulla määritellään Stokesin parametrit

Q ≡ 〈a2
1〉 − 〈a2

2〉 , U ≡ 2〈a1a2 cos(θ1 − θ2)〉 .

Kun tehdään kierto vektorin ê3 muodostaman akselin ympäri kulman ψ verran, funk-
tiot Q± iU muuttuvat kuten spin 2 -kenttä (Q± iU)(ê3)→ e∓2iψ(Q± iU)(ê3).
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Edellinen tarkastelu voidaan yleistää mille tahansa aallon kulkusuunnalle ê3 →
n̂. Tällöin funktiot Q ± iU kehitetään sarjaksi spin 2 -palloharmonisten funktioiden
±2Ylm(n̂) avulla [14]

(Q± iU)(n̂) = ∑
lm

a(±2)
lm ±2Ylm(n̂) .

Kertoimien a(±2)
lm ja tavallisten palloharmonisten funktioiden Ylm(n̂) avulla määritel-

lään kaksi skalaarisuuretta [7]

E(n̂) = ∑
lm

aE,lmYlm(n̂) , B(n̂) = ∑
lm

aB,lmYlm(n̂) , (136)

missä
aE,lm = −1

2
(a(+2)

lm + a(−2)
lm ) , aB,lm = − 1

2i
(a(+2)

lm − a(−2)
lm ) .

Funktiot E(n̂) ja B(n̂) määräävät täysin lineaarisen polarisaatiokentän. E-moodin po-
larisaatio on pyörteetön sekä sen polarisaatiovektorit ovat radiaalisia kylmien pistei-
den ympäristössä ja tangentiaalisia kuumien pisteiden ympärillä. B-moodin polari-
saatio on lähteetön, mutta sen polarisaatiovektoreilla on pyörteisyyttä jokaisen pis-
teen ympärillä. Nimitykset E ja B tulevat siitä, että vektoria n̂ kohtisuorassa tasos-
sa tehdyssä pariteettimuunnoksessa x̄ → −x̄ komponentit muuttuvat kuten sähkö-
ja magneettikentällä aE,lm → (−1)laE,lm ja aB,lm → (−1)l+1aB,lm. Kuvassa 9 näkyvät
puhtaan E- ja B-moodin polarisaatiokuviot taustasäteilyn kylmän ja kuuman pisteen
ympärillä.

Kuvio 9: Puhtaan E- ja B-moodin polarisaatiokuviot taustasäteilyn kylmän pisteen
(vasen) ja kuuman pisteen (oikea) ympärillä. Kuva lähteestä [7].

Lämpötilafluktuaatioiden T sekä polarisaatiomoodien E ja B avulla voidaan mää-
ritellä eri kulmatehospektrit [7]

CXY
l =

1
2l + 1 ∑

m
〈a∗X,lmaY,lm〉 , X, Y = T, E, B , (137)

missä symmetrioiden vuoksi ainoastaan parit TT, EE, BB ja TE ovat nollasta poik-
keavia. Tärkein ominaisuus polarisaation hajotelmassa E- ja B-moodeihin on se, että
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skalaariperturbaatiot tuottavat vain E-moodeja ja tensoriperturbaatiot sekä E- että B-
moodeja [7]. Tällöin B-moodien havaitseminen taustasäteilyn polarisaatiossa olisi lä-
hes varma merkki inflaatiosta, sillä etenkin suurilla skaaloilla muuta mekanismia pri-
mordiaalisten gravitaatioaaltojen synnylle ei tiedetä. Myös vektoriperturbaatiot tuot-
tavat B-moodeja, mutta niiden vaikutus on pieni rekombinaation aikaan, sillä ne ha-
joavat universumin laajetessa. Kuvissa 10 ja 11 näkyvät Planck-satelliitin mittaama
TE- ja EE-kulmatehospektri. BB-korrelaatiota ei toistaiseksi ole havaittu.

Kuvio 10: Planck-satelliitin mittaama TE-kulmatehospektri sovitettuna parhaiten so-

pivaan ΛCDM-malliin. Tässä DTE
l =

l(l+1)CTE
l

2π . Kuva lähteestä [12].

Kuvio 11: Planck-satelliitin mittaama EE-kulmatehospektri sovitettuna parhaiten so-

pivaan ΛCDM-malliin. Tässä DEE
l =

l(l+1)CEE
l

2π . Kuva lähteestä [12].

6.2 Suuren mittakaavan rakenne

Inflaation tuottaman kaarevuusperturbaation R vaikutus on nähtävissä myös nykyi-
sessä galaksien jakaumassa (ks. kuva 12). Kaarevuusperturbaation tullessa horisontin
sisälle syntyy gravitaatiokaivoja, jotka keräävät ympäröivää materiaa puoleensa. Ajan
myötä tiheät alueet kasvavat entisestään ja muodostavat kasvualustan tuleville ga-
lakseille. Materian tehospektri siten heijastelee alkuperäisen kaarevuusperturbaation
olemusta.

Oletetaan, että nykyään havaittu materian tiheyskontrasti δC
m ≡ ∆m voidaan lausua

alkuperäisen kaarevuusperturbaation Rin ja siirtofunktion T(k) avulla

∆m(k) = T(k)Rin(k) .
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Siirtofunktio kertoo alkuperäisen perturbaation kehityksen kosmologisten rakentei-
den muodostuessa. Jaetaan tarkastelu skaaloihin k < keq ja k > keq, missä keq vastaa
horisontin kokoa materian ja säteilyn tasapainon aikaan. Jako tehdään sen vuoksi, et-
tä rakenteiden kehitys on erilaista eri dominansseissa. Ne skaalat, joille k < keq, ovat
tulleet horisontin sisälle vasta materiadominanssin alkaessa. Poissonin yhtälön (73) ja
yhtälön (130) nojalla pätee (Ψ = Φ)

∆m(k) ∝ k2Φ(k) ∝ k2Rin(k)⇒ T(k) ∝ k2 ,

missä on käytetty tietoa siitä, että gravitaatiopotentiaali Φ on vakio materiadominans-
sissa [18] ja siten suoraan verrannollinen alkuperäiseen kaarevuusperturbaatioon. Täl-
löin inflaatio ennustaa materian tehospektrille lineaarista riippuvuutta skaaloilla k <
keq

P∆m(k < keq) ∝ k4PRin(k) ∝ knR ≈ k . (138)

Kuvio 12: Materian tehospektri eri menetelmillä mitattuna ja sovitettuna parhaiten
sopivaan ΛCDM-malliin. Havaintotarkkuuden vuoksi suurimmat skaalat on saatu
kosmisesta taustasäteilystä. Kuva lähteestä [23].

Tarkastellaan seuraavaksi skaalaa, joka on tullut horisontin sisälle jo säteilydomi-
nanssin aikaan eli k > keq. Koska pimeä aine dominoi materiajakaumaa, riittää tarkas-
tella sen kehitystä radiaatiodominanssista materian ja säteilyn tasapainoon saakka.
Itse asiassa pimeä aine vastaa subhorisontin tiheyskontrastin kasvusta säteilydomi-
nanssissa, sillä baryoninen aine on tiukasti kytkeytynyt fotonien kanssa ja käy läpi
akustisia oskillaatioita. Tiheyskontrastille voidaan johtaa differentiaaliyhtälö Newto-
nilaisessa mitassa [11]

δ̈cdm + aHδ̇cdm = 0 ,

jonka alkuehdot ovat δ̇cdm,0 ≈ aHδcdm,0 ja δcdm,0 = 4
3Rin. Yhtälön ratkaisu on [11]

δcdm ≈ Rinln
(

k
aH

)
t=teq
= Rinln

(
k

keq

)
.
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Nähdään, että kasvu on vain logaritmista δcdm ∝ ln a, sillä säteilyn paine vastus-
taa rakenteiden muodostumista. Materiadominanssissa kasvu muuttuu lineaariseksi
δcdm ∝ a kaikissa skaaloissa [14]. Koska pienillä skaaloilla δN ≈ δC [14], siirtofunktiok-
si tulee T(k) ∝ ln(k/keq). Inflaation ennustama tehospektri skaaloille k > keq on täten

P∆m(k > keq) ∝ ln2
(

k
keq

)
PRin ∝ ln2

(
k

keq

)
knR−4 ≈ k−3ln2

(
k

keq

)
. (139)

Kuvassa 12 on eri havaintomenetelmillä saatu materian tehospektri. Valitettavasti
pimeää ainetta ei voi suoraan havaita muuten kuin gravitaatiolinssi-ilmiöllä, joten sen
jakaumaa täytyy arvioida näkyvän baryonisen aineen δb avulla. Usein on hyödyllistä
tehdä approksimaatio vääristymäparametrin b (bias) avulla [7]

δb = bδcdm , Pδb = b2Pδcdm .

Vääristymäparametri kuvaa huonosti tunnettua prosessia, jossa galaksit muodostu-
vat pimeän aineen luomiin painovoimataskuihin. Parametri b voidaan määrätä mit-
taamalla galaksien bispektri Bδb [7]. Näistä monimutkaisuuksista huolimatta materian
tehospektri on tärkeä mittari inflaation testaamiseksi. Koska sillä päästään taustasä-
teilyyn verrattuna pienempiin skaaloihin, se on komplementaarinen keino tutkia in-
flaation indusoimia skalaariperturbaatioita.

Tarkemmassa analyysissa materian tehospektriin vaikuttavat akustiset oskillaa-
tiot ja alhaisilla punasiirtymillä pimeä energia täytyy ottaa huomioon. Lisäksi hyvin
pienillä skaaloilla lineaarinen häiriöteoria ei enää päde, mikä aiheuttaa oman kontri-
buutionsa spektriin (ks. kuva 13).

Kuvio 13: Tarkempi materian tehospektri skaaloille k > keq sovitettuna parhaiten so-
pivaan ΛCDM-malliin. Käyrä edustaa lineaarisen häiriöteorian antamaa ennustetta ja
alkaa poiketa mittauksista pienillä skaaloilla, jolloin epälineaariset ilmiöt tulevat mer-
kittäviksi. Kuvassa näkyvät myös baryonien akustiset oskillaatiot. Kuva lähteestä [1].
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6.3 Todisteita inflaatiosta?

Vielä tähän päivään mennessä yhtään varmaa todistetta inflaation puolesta tai sitä
vastaan ei ole tehty. Yksi ongelma on se, että inflaatio on laaja käsite ja sisältää hyvin
paljon erilaisia malleja, joiden ennusteet poikkeavat toisistaan. Yksittäinen malli voi-
daan toki sulkea pois havaintodatan avulla, mutta samalla jokin toinen malli nousee
ennakkosuosikiksi.

Yleisemmällä tasolla havainnot voivat tehdä eron yhden kentän ja monen ken-
tän inflaation välillä, jos perturbaatiot osoittautuvat ei-adiabaattisiksi. Merkittävä ei-
gaussisuus kertoisi inflatonikentän vuorovaikutuksista itsensä tai muiden kenttien
kanssa inflaation aikana. Perturbaatioiden huomattava skaalariippuvuus puolestaan
hylkäisi tavallisimmat slow-roll -mallit. Koko inflaatiokäsitteen täydelliseen tyrmää-
miseen vaadittaisiin erittäin poikkeavia havaintoja. Esimerkiksi, jos avaruuden kaa-
revuus olisi merkittävästi positiivinen tai negatiivinen, täytyisi inflaatioparadigmaa
harkita uudelleen. On kuitenkin ehdotettu inflaatiomalleja, joissa avaruudella on po-
sitiivinen tai negatiivinen kaarevuus [14].

Planck-satelliitin kosmisesta taustasäteilystä keräämä informaatio on yhtäpitävää
yksinkertaisimpien yhden kentän mallien ennusteiden kanssa. Tällä tarkoitetaan niitä
slow-roll -malleja, joiden Lagrangen tiheys on muotoa (28). Uusin taustasäteilyn ana-
lyysi inflaatioparametrien suhteen löytyy lähteestä [12] ja kosmologisten parametrien
suhteen lähteestä [2]. Erittäin kattava analyysi erilaisten mallien antamista ennusteis-
ta ja niiden sopivuudesta Planckin dataan löytyy lähteestä [25]. Viimeisimmän tiedon
mukaan:

• Nykyinen maailmankaikkeus on mittaustarkkuuksien rajoissa lähes laakea. Kaa-
revuustiheysparametrille on saatu yläraja |Ωk,0| < 0.005 [2]. Saattaa vaikuttaa
kehäpäätelmältä pitää tätä vahvistuksena inflaatiolle, sillä inflaatio motivoitiin
selittämään laakeus varhaisessa maailmankaikkeudessa. Kuitenkin 1980-luvulla
Guthin tuodessa inflaatiota esille avaruuden laakeus oli epätriviaali ennuste, jo-
ka oli tuolloin jopa vastoin silloisia havaintoja [7].

• Perturbaatiot vaikuttavat erittäin vahvasti adiabaattisilta. Havainnoista on saatu
ylärajat |αnad| < 1.9 %, 4.0 %, 2.9 % kylmän pimeän aineen, neutriinojen tihey-
den ja neutriinojen nopeuden isokurvatuurifluktuaatioille [12]. Prosenttiosuudet
tarkoittavat kontribuutiota adiabaattisiin perturbaatioihin verrattuna.

• Perturbaatiot ovat lähes skaalainvariantteja. Spektraali-indeksin arvoksi on saatu
nR = 0.968± 0.006 sekä sen skaalariippuvuudeksi αR = −0.003± 0.007 [12].

• Perturbaatiot ovat käytännössä gaussisia. Lokaalia ei-gaussisuutta karakterisoi-
valle parametrille fNL (ks. lauseke (129)) on saatu havainnoista arvo fNL =

0.8± 5.0 [24]. Koska |Rg| ∝ P1/2
R ≈ 10−5, termin 3

5 fNLR2
g(x̄) kontribuutio on

lähes mitätön.

• Minkäänlaisia merkkejä kosmisista säikeistä tai muista topologisista defekteistä
ei ole löydetty [2].

• Primordiaalisia gravitaatioaaltoja ei ole toistaiseksi havaittu. Toisin sanoen sig-
naalia B-moodin polarisaatiosta, joka olisi hyvin varhaista alkuperää, ei ole löy-
detty. Tensori-skalaari -suhteelle on saatu yläraja r < 0.11 (95 % luottamus-
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taso) [12]. Yhdessä spektraali-indeksin kanssa tämä sulkee joitain malleja pois
epätodennäköisinä vaihtoehtoina (ks. kuva 14).

Kuvio 14: Spektraali-indeksin ja tensori-skalaari -suhteen luotettavuuskäyrät. Kuvas-
sa näkyvät myös joidenkin inflaatiomallien antamat ennusteet ja sijoittuminen havain-
noista saatuihin rajoihin. Kuva lähteestä [12].

Kosmisen taustasäteilyn lisäksi materian tehospektrin muoto (ks. kuva 12) vas-
taa inflaation antamaa karkeaa ennustetta sekä suurilla että pienillä skaaloilla. Tämä
vahvistaa taustasäteilystä saatua tietoa siitä, että perturbaatiot ovat lähes skaalainva-
riantteja. Erityisesti skaalainvarianssi nähdään entistä pienemmässä mittakaavassa eli
galaksijoukkojen tasolla taustasäteilyyn verrattuna.

Kuten sanottu, edelliset tulokset ovat yhtäpitäviä inflaation antamien ennustei-
den kanssa, mutta eivät vielä täysin todista sen paikkansapitävyyttä. Tähän tarvit-
taisiin esimerkiksi suora havainto primordiaalisista gravitaatioaalloista tai B-moodin
löytyminen taustasäteilyn polarisaatiosta.

6.4 Avoimia kysymyksiä

Inflaatio on säilynyt kosmologian paradigmana jo kymmeniä vuosia ja kestänyt si-
tä vastaan esitetyn kritiikin. Se on kaunis hypoteesi siinä mielessä, että se selittää
useita standardikosmologiassa esiintyviä ongelmia. Erityisesti varhaisten tiheysper-
turbaatioiden synty on yksi inflaation vankimmista ennustuksista. Inflaatio on myös
kvantitatiivisesti sopusoinnussa havaintojen kanssa. Kuitenkin se jättää joitain asioita
avoimiksi ja yleisyyden kannalta kyseenalaisiksi:

• Mikä on kenttä ϕ? Monia ehdokkaita on esitetty supersymmetriasta säieteori-
aan [10], mutta yhtenevään johtopäätökseen ei olla päästy. Tiedetään vain, että
kyseessä täytyy olla ainakin efektiivisesti klassinen homogeeninen skalaarikent-
tä, joka vastaa avaruuden kiihtyvästä laajenemisesta.

• Inflatonikentän täytyy olla hyvin homogeeninen. Kentän alkuperäiset epähomo-
geniat nimittäin jarruttavat kiihtyvää laajenemista gradienttitermin ∇ϕ toimes-
ta. Numeerisista analyyseista on nähty, että alussa kentän ϕ pitää olla homogee-
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ninen muutamia kertoja horisonttia suuremmalla alueella, jotta inflaatio lähtee
käyntiin [7].

• Kentän alkunopeus ϕ̇ täytyy olla hyvin pieni. Nopeuden ollessa liian suurta
kenttä ohittaa potentiaalin inflaatiolle suotuisan alueen liian nopeasti eikä kiih-
tyvää laajenemista käytännössä esiinny lainkaan. Tämä on suuri ongelma varsin-
kin pienen kentän malleille, koska niissä Hubblen kitkatermi ei hidasta kenttää
tarpeeksi ennen potentiaalin inflaatioaluetta [7].

• Onko potentiaali V "luonnollinen"? Slow-roll -inflaatiossa potentiaalin täytyy
olla hyvin sileä ja tasainen, jotta inflaatio alkaisi ja pysyisi käynnissä tarpeeksi
pitkään. Tämä vaatii potentiaalin keinotekoista hienosäätämistä varsinkin, jos
kyseessä ei ole suuren kentän malli. Yhdessä edellisten kohtien kanssa voidaan
tiivistää, että inflaatio tarvitsee erityisiä alkuehtoja toimiakseen.

• Suurimmat nykyisin havaittavat skaalat poistuivat horisontista n. 60 e-foldia en-
nen inflaation loppua. Jos inflaatio kestää huomattavasti pidempään kuin 60 e-
foldia, nykyinen horisontti oli inflaation alussa pienempi kuin Planckin etäisyys.
Tällöin ollaan kvanttigravitaation alueella. Ovatko inflaation antamat ennusteet
siten enää voimassa? Voivatko nämä tuntemattomat fysikaaliset prosessit jättää
jäljen havaintoihin? Varmoja vastauksia näihin kysymyksiin ei vielä tiedetä. Rat-
kaisuksi on ehdotettu esimerkiksi dispersiorelaation ωphys = kphys modifikaatio-
ta sekä kommutaatiorelaation [x, p] = ih̄ laajennusta [14].

• Kuinka todennäköinen meidän universumimme on? Moderni käsitys inflaatios-
ta on, että se ei koskaan lopu [26]. Havaittava maailmankaikkeus on vain pieni
osa valtavaa ikuisesti inflatoituvaa multiversumia. Eri taskumaailmankaikkeuk-
silla on erilaiset fysikaaliset lait ja parametrit, jotka määräytyvät satunnaisesti.
Ongelmana on vain se, että todennäköisyysmittaa, joka antaa esiintymistiheydet
eri parametreille, ei tunneta [26]. Lisäksi selitys oman maailmankaikkeutemme
parametrien arvoille voidaan aina kiertää antrooppisilla argumenteilla. Fysikaa-
liset lait ovat sellaisia kuin ovat, sillä muuten älyllistä elämää ei olisi voinut
kehittyä. Multiversumiteoriaa ei voi myöskään millään tavalla hylätä tai vahvis-
taa, sillä määritelmänsä nojalla muista taskumaailmankaikkeuksista ei voi saada
koskaan informaatiota.

• Mitä tapahtui ennen inflaatiota? Inflaatio ei selitä maailmankaikkeuden alkupe-

rää, sillä se ei poista FRW-kosmologiassa esiintyvää singulariteettia a(t) t→0−−→ 0
[26]. Universumin syntyä koskeva fysiikka on toistaiseksi täysin tuntematonta,
sillä se vaatii kvanttiteoriaa gravitaatiolle. Tähän ei olla vielä päästy, vaikkakin
supersäieteoria vaikuttaa lupaavalta vaihtoehdolta [14].

Lisäksi taustasäteilystä saadut spektraali-indeksin ja tensori-skalaari -suhteen ar-
vot ovat sulkeneet joitakin yksinkertaisimpia potentiaaleja pois epätodennäköisinä
vaihtoehtoina (ks. kuva 14). Tätä on kritisoitu vahvasti ja pidetty jopa todisteena in-
flaatioparadigmaa vastaan [27–29]. Jäljelle jäävät mallit tarvitsevat hyvin paljon hieno-
säätöä, sisältävät multiversumin tuomat ongelmat sekä ovat eksponentiaalisesti epäto-
dennäköisempiä kuin havaintodatan ulkopuolella olevat yksinkertaiset mallit. Kritiik-
kiin on kuitenkin vastattu kuuluisimpien inflaation puolestapuhujien toimesta [30,31].
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Inflaatiolle on myös olemassa kilpailevia teorioita. Faasitransitioissa syntyvät kos-
miset säikeet olivat pitkään varteenotettava vaihtoehto rakenteiden synnylle [14]. Taus-
tasäteilyssä suurilla skaaloilla havaitut korrelaatiot sulkivat kuitenkin pois tämän
vaihtoehdon epätodennäköisenä.

Toinen kilpaileva teorialuokka on ns. bouncing-mallit [32]. Niissä universumi on
ennen alkuräjähdystä käynyt läpi hitaan kutistumisvaiheen, joka tunnetaan myös ni-
mellä ekpyrosis. Hidas kutistuminen saadaan aikaan skalaarikentällä, joka liikkuu
erittäin jyrkässä potentiaalissa [33]. Tällöin universumia dominoi fluidi, jonka tila-
nyhtälöparametri on w� 1. Kutistumisvaiheen lopussa tapahtuu varsinainen alkurä-
jähdys ja universumi "ponnahtaa" perinteiseen laajenemisvaiheeseen. Näissä malleis-
sa joko klassista singulariteettia ei lainkaan esiinny tai singulariteetti vältetään kvant-
titasolla [34]. Ponnahduksia voi maailmankaikkeuden historiassa olla useita, jolloin
puhutaan syklisistä malleista. Eräs keino saada aikaan syklinen universumi on kah-
den neliulotteisen braanin väliset säännölliset törmäykset viidennessä ulottuvuudes-
sa [33].

Syklisten mallien avulla voidaan ratkaista laakeus-, horisontti- ja monopoliongel-
mat [33]. Primordiaalisten perturbaatioiden synty selitetään sillä, että kvanttifluktu-
aatioiden takia braanit eivät törmää toisiinsa kaikkialla täsmälleen samaan aikaan.
Näiden lisäksi pimeällä energialla on oma roolinsa, sillä se tulkitaan braanien väli-
seksi vetovoimaksi viidennessä ulottuvuudessa. Pimeä energia pitää siten syklejä yllä
ja aiheuttaa braanien väliset toistuvat törmäykset. Yksinkertaisia syklisiä malleja on
kuitenkin hankala sovittaa havaintoihin ja erityisesti skaalainvarianttien tiheyspertur-
baatioiden generoiminen pelkästään yhden kentän avulla tuottaa ongelmia [32]. On
kuitenkin olemassa monimutkaisempia malleja, jotka sopivat taustasäteilystä saatuun
informaatioon [34].

Ovatko sykliset mallit potentiaalinen kilpailija inflaatiolle? On huomattava, että
ne usein perustuvat monimutkaiseen ja spekulatiiviseen fysiikkaan, kuten supersäie-
teoriaan. Toisaalta inflaationkaan taustalla olevaa fysiikkaa ei ymmärretä vielä täysin
tyydyttävästi. Rakennettaessa varhaisen maailmankaikkeuden teoriaa onkin syytä pi-
tää kaikki potentiaaliset vaihtoehdot mukana siihen asti, kunnes havainnot tekevät
eron niiden välille. Sykliset mallit ennustavat merkittävää ei-gaussisuutta ja gravitaa-
tioaalloille heikkoa sinistä spektriä [33], joten tulevat kosmologiset havainnot nouse-
vat entistä tärkeämpään rooliin. Syklisiin malleihin voi tutustua tarkemmin lähtei-
den [14], [32] ja [33] avulla.

Mainittakoon vielä, että bouncing-mallit voidaan yhdistää inflaation kanssa. Nä-
mä mallit sisältävät inflaation vahvuudet, mutta välttävät ikävän singulariteettiongel-
man. Esimerkkejä tällaisista konstruktioista löytyy lähteistä [35], [36] ja [37].
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7 JOHTOPÄÄTÖKSET

Inflaatio on hypoteesi. Se selittää standardikosmologian laakeus-, horisontti- ja mono-
poliongelman. Havaittava maailmankaikkeus on peräisin pienestä kausaalisesta alu-
eesta, jonka mielivaltainen kaarevuus on tasoittunu lähes eksponentiaalisen laajene-
misen vuoksi. Avaruuden koon moninkertaistuessa kaikki lukumäärätiheydet dilutoi-
tuivat pois, jolloin maailmankaikkeus tyhjeni kaikesta edeltävästä materiasta ja sätei-
lystä.

Inflaatio tarjoaa myös mekanismin varhaisten tiheysperturbaatioiden synnylle.
Inflaatioprosessin aikana inflatonikentän kvanttifluktuaatiot synnyttävät perturbaa-
tioita, jotka voidaan kosmologisen häiriöteorian mukaan jakaa skalaari-, vektori- ja
tensoriperturbaatioihin. Vektoriperturbaatiot hajoavat avaruuden laajetessa ja eivät
siten kontribuoi universumin dynamiikkaan. Inflaation aikana comoving-Hubblen
säde kutistuu, jolloin eri comoving-skaalat siirtyvät superhorisonttiin. Kaarevuus-
perturbaation Rk ja tensoriperturbaation Êk

ij arvot jäätyvät superhorisontissa. Nii-
den primordiaaliset arvot horisontin ylityksen aikaan määräävät alkuehdot universu-
min myöhemmälle kehitykselle, kun perturbaatiot palaavat takaisin horisontin sisälle
säteily- ja materiadominanssissa. Kuva 15 tiivistää kaarevuusperturbaation kehityk-
sen.

Kuvio 15: Yhteenveto inflaation generoiman kaarevuusperturbaation Rk kehityk-
sestä. Subhorisontissa syntynyt perturbaatio ylittää horisontin ja sen arvo jäätyy,
kun comoving-Hubblen säde kutistuu perturbaatiota vastaavaa skaalaa pienemmäk-
si. Radiaatio- ja materiadominanssissa comoving-Hubblen säde alkaa kasvaa ja Rk
palaa horisontin sisälle. Tällöin sen jäätynyt primordiaalinen arvo aiheuttaa häiriöitä
gravitaatiopotentiaaliin ja sitä kautta taustasäteilyn lämpötilaan. Havaituista tausta-
säteilyn lämpötilafluktuaatioista voidaan saada tietoa inflaatiosta, kun subhorisontin
evoluutio otetaan huomioon. Kuva lähteestä [7].

Ennen kaikkea inflaatio on testattavissa oleva hypoteesi. Yksinkertaisimmat yh-
den kentän inflaatiomallit ennustavat superhorisontin perturbaatioiden olevan adia-
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baattisia, gaussisia ja lähes skaalainvariantteja. Ennusteet ovat sopusoinnuissa taus-
tasäteilystä ja galaksien jakaumasta saadun informaation kanssa. Kiistattomin todis-
te inflaation puolesta olisi varhaisten gravitaatioaaltojen löytyminen. Gravitaatioaal-
lot voivat jättää havaittavan jäljen taustasäteilyn polarisaatioon. Erityisesti B-moodin
esiintyminen polarisaatiossa olisi käytännössä varma merkki inflaatiosta. Tällöin pys-
tyttäisiin testaamaan slow-roll -inflaation antamaa relaatiota r = −8nT ja saataisiin
tietoa inflaation aikaisesta energiaskaalasta. Tällä hetkellä tensorimoodien kontribuu-
tiolle on saatu vain ylärajoja.

Inflaatio ei selitä hyvin varhaisen maailmankaikkeuden tapahtumia tyhjentävästi.
Se ei poista alkuräjähdysteoriassa esiintyvää singulariteettia. Se vaatii erityisiä alkueh-
toja toimiakseen sekä johtaa usein ikuiseen inflaatioon ja huonosti ymmärretyn mul-
tiversumin käsitteeseen. Nämä oletettavasti liittyvät kvanttigravitaatioon ja näkyvää
inflaatiovaihetta korkeaenergisempään fysiikkaan. Standardimallin hiukkasten synty-
mistä reheating- ja preheating-prosesseissa sekä prosessien vaikutusta havaintoihin ei
tunneta vielä täsmällisesti. Inflaatioteorian oleellisimmat rakennuspalikat eli kenttä ϕ
ja potentiaali V(ϕ) ovat hämärän peitossa, sillä niiden alkuperää ei tunneta. Useita
ehdotuksia toki on, mutta yksittäistä mallia on vaikea suosia nykyisten mittaustark-
kuuksien rajoissa. Koska erilaisia inflaatiomalleja on tusinoittain, koko inflaatiopara-
digman falsifiointi on hankalaa. Inflaatiolle on olemassa kilpailevia teorioita, kuten
supersäieteoriaan perustuvat sykliset mallit, mutta niiden yleinen ennuste sinisestä
spektristä ei näytä olevan sitä, mitä taustasäteilyssä havaitaan.

Yhä tarkempia kosmologisia havaintoja tarvitaan inflaation testaamiseksi. Eu-
roopan avaruusjärjestö ESA on suunnitellut laukaisevansa Euclid-avaruusluotaimen
vuonna 2020 [38]. Luotaimen on tarkoitus kartoittaa universumin laajenemishistoriaa
ja rakenteiden kehitystä mittaamalla galaksien punasiirtymiä sekä jakaumaa taivaalla.
Suuren mittakaavan rakennetta tutkimalla Euclid kykenee asettamaan yhä tiukempia
rajoja perturbaatioiden tehospektrille, ei-gaussisuudelle ja ei-adiabaattisuudelle. Ga-
laksien jakauman lisäksi taustasäteilyä tullaan kartoittamaan entistä tarkemmin. Täl-
lä hetkellä BICEP3-teleskooppi mittaa taustasäteilyn polarisaatiota etelänavalla [39].
Edellinen BICEP2-teleskooppi löysi vuonna 2014 merkkejä B-moodeista, mutta nämä
osoittautuivat Linnunradan pölystä johtuvaksi ilmiöksi [39]. Taustasäteilyä tulee tut-
kimaan myös NASAn PIXIE-avaruusluotain ja PIPER-teleskooppi [40, 41]. Näiden li-
säksi muita inflaation kannalta mielenkiintoisia projekteja ovat Japanin LiteBIRD [42]
sekä ESAn PRISM ja COrE [43, 44].

Tulevaisuus näyttää valoisalta ainakin inflaatioparadigman testaamisen kannalta.
Mittaustarkkuuksien yhä parantuessa voidaan eri mallit erotella paremmin toisistaan.
Kokeiden selkeä paino on gravitaatioaaltojen havaitsemisessa, sillä se on tällä hetkellä
ainoa keino "todistaa" inflaatio tapahtuneeksi. Siihen asti inflaatio on vain potentiaa-
linen, mutta erittäin lupaava hypoteesi kuvaamaan varhaisen maailmankaikkeuden
tapahtumia.
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