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Differentiaalimuodot ovat oleellinen osa modernin matematiikan koneistoa. Niitd
kdytetddn paitsi geometrian tutkimuksessa, myos teoreettisen fysiikan kentdlla muun
muassa elektrostatiikassa, mekaniikassa ja termodynamiikassa. Differentiaalimuodot
elavit luonnollisesti sileilld monistoilla, jotka puolestaan esiintyvit kaikkialla, missd
on tarve puhua siisteistd joukoista koordinaattien avulla.

Téssa tutkielmassa tutustutaan differentiaalimuotojen perusteoriaan alkaen euklidis-
ten avaruuksien alimonistoista. Tdmaén jalkeen médritellddn monistojen tangentti-
ja kotangenttiavaruudet, k-muotojen ulkoinen tulo, differentiaalimuotojen ulkoinen
derivaatta sekd lopulta differentiaalimuodon integraali yli suunnistetun moniston.
Tutkielman tarkeimpana yksittdisend tavoitteena on esittdd ja todistaa Stokesin ja Car-
tanin lauseena tunnettu teoreema. Tdma tulos mahdollistaa differentiaali- ja integraa-
lilaskennasta tuttujen Gaussin, Greenin ja Stokesin lauseiden esittdmisen yhtendiselld
tavalla, samalla yleistden niiden sanoman paitsi korkeampiin ulottuvuuksiin, mydos
euklidisia avaruuksia abstraktimpiin joukkoihin.

Tutkielmassa kdsitteitd ja konstruktioita pyritddan tarkastelemaan unohtamatta nii-
hin liittyvdd geometriaa. Lisdksi ty0ssd tarkastellaan edelld mainittuihin fysiikan ai-
hepiireihin liittyvid esimerkkejd monistojen ja differentiaalimuotojen tarjoamassa
kontekstissa. Kokonaisuutena tyon on tarkoitus toimia johdatuksena néihin diffe-
rentiaaligeometriaksi kutsutun matematiikan alan keskeisiin tytkaluihin ja antaa
valdhdys siitd, mitd niilld voi tehdd. Nama tyokalut ovat vilttimattomii jatkettaes-
sa aiheessa eteenpdin, lisdttdessd monistoille edelleen rakenteita ja perehdyttdessa
niihin syvillisemmin.
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Johdanto

Tdman tutkielman tarkoituksena on esitelld differentiaalimuotojen ja sileiden monis-
tojen teoriaa tasolla, joka riittdd Stokesin ja Cartanin lauseena tunnetun teoreeman
esittdmiseen ja todistamiseen. Tdma elegantti tulos tarjoaa sekd yleistyksen ettd yh-
tendisen esitystavan klassisille Gaussin, Greenin ja Stokesin lauseille. Tdtd varten
tutustutaan useisiin médritelmiin ja késitteisiin, joihin on pakkautunut runsaasti
informaatioita niiden hioutuessa matematiikan kehityksessa. Tédllaisten kisitteiden
avulla tulokset voidaan kuitenkin esittd todella ytimekk&isti ja helposti muistettaval-
la tavalla. Matkan varrella tutkielmassa pysdhdytdin katsomaan, kuinka esiteltavat
kdsitteet liittyvdt geometriaan ja erilaisiin fysiikkaan liittyviin sovelluksiin. Sovellusten
aihepiireiksi ovat valikoituneet termodynamiikka, virtausmekaniikka ja sihkdéoppi.
Lihtokohtaisesti kidytossd on usean reaalimuuttujan differentiaali- ja integraalilasken-
nan sekd lineaarialgebran koneisto, mukaanlukien polku- ja pintaintegraalit euklidi-
sissa avaruuksissa. Lisdksi tutkielmassa tarvitaan joukko erilaisia merkint6jd. Lukijaa
ajatellen on erditd merkintojd ja mééritelmid koottu tutkielman loppuun liitteisiin A:
Merkinto6jd sekd B: Mdédritelmia.

Differentiaalimuotoihin perehtyminen alkaa tutustumisella monistoihin, joilla tdssa
tutkielmassa tarkoitetaan euklidisten avaruuksien alimonistoja. Siled n-ulotteinen
monisto on viljdsti sanottuna siisti joukko, jonka pisteistd voidaan puhua koordinaat-
tien avulla. Moniston n-ulotteisuus tarkoittaa, ettd moniston pisteiden esittimiseen
riittdvd koordinaattien médrd on n. Siled kaksiulotteinen pinta kolmiulotteisessa eukli-
disessa avaruudessa on esimerkki kaksiulotteisesta siledstd monistosta. Yleisesti mo-
nistot ovat kuitenkin paljon enemmaén. Ne ovat itsendisid joukkoja, riippumattomia
siitd, onko niiden ympdrilld jotakin muuta avaruutta tai "tilaa”.

Euklidisista avaruuksista tuttu differentiaalilaskenta on mahdollista siirtdd monis-
toille, kunhan niille annetaan riittdvasti rakennetta. Differentiaalilaskenta perustuu
lineaarisiin operaatioihin. Niinp4 tarkasteltavan moniston jokaiseen pisteeseen p lii-
tetddn abstrakti, mutta geometrisesti tulkittavissa oleva vektoriavaruus, jota kutsutaan
tangenttiavaruudeksi pisteessd p. Kullekin tangenttiavaruudelle duaalista vektoria-
varuutta kutsutaan puolestaan kotangenttiavaruudeksi, ja sielld eldvid lineaarisia
funktioita kovektoreiksi tai 1-muodoiksi. Ndméa 1-muodot operoivat tangenttiavaruu-
den vektoreilla. Muotojen algebra on alternoivien tensorien algebraa, jonka tekee
ainutlaatuiseksi muotojen ulkoinen tulo. Sen avulla voidaan 1-muodoista edelleen
muodostaa korkeamman kertaluvun alternoivia funktioita, k-muotoja, joilla paljastuu
olevan selked geometrinen merkitys.

Differentiaalimuodot ovat hyvin kdyttaytyvid kuvauksia, jotka liittdvéat jokaiseen mo-
niston pisteeseen k-muodon. Differentiaalimuodot perivéat laskutoimituksekseen
muotojen ulkoisen tulon. Lisdksi differentiaalimuodoille méaritelladn uniikki deri-



vointioperaatio, ulkoinen derivaatta, joka yhdessa ulkoisen tulon kanssa riittdd paitsi
funktion gradientin, vektorikentidn divergenssin ja roottorin esittimiseen, myos yleis-
tdmiseen. Namad derivointioperaatiot ovat samat, joita tarvitaan edelld mainittujen
klassisten lauseiden esittamiseen perinteisella tavalla.

Differentiaalimuodot tarjoavat koordinaateista riippumattoman tavan integroida
monistoilla. Kuten differentiaalilaskenta, my6s integraalilaskenta vaatii kuitenkin
lisdd rakennetta siirtydkseen monistoille. Tdma tarkoittaa moniston suunnistamista,
joka on fysikaalisesti hahmotettavissa positiivisen liikesuunnan valintana esimerkiksi
nesteen virratessa pinnan lapi. Kun tdma on tehty, ei erillisid maéritelmid erityyppisille
integraaleille endd tarvita; k-muotoja integroidaan aina k-ulotteisten monistojen
yli. Tutkielman lopuksi tutustutaan reunallisiin monistoihin. Tdma késite yhdessd
aiempien madritelmien kanssa mahdollistaa Stokesin ja Cartanin lauseen esittdmisen.
Tulos yhdistdd differentiaalimuodon ulkoisen derivaatan integraalin yli moniston itse
differentiaalimuodon integraaliin yli moniston reunan.



1 Monistot ja sileit rakenteet

1.1 Monistoista

Aloitetaan tutustumalla differentiaalimuotojen "luonnolliseen elinympéristoon”, silei-
sitn monistoihin. Tdman luvun tavoiteena on esitelld sileiden monistojen perusteoriaa
differentiaalimuotojen kisittelyyn riittdvalld tasolla. Tarkeitd tdssd luvussa kdytettyja
lahteitd ovat [8], [10], [13] ja [15].

Oletetaan mielikuvan luomiseksi, ettd halutaan tutustua jonkin maa-alueen M maas-
tonmuotoihin. Tédll6in on usein jarkevia etsid kdsiinsd alueen M geografiaa kuvaava
kartta. Mikaéli aluetta M ei saada jarkevésti esitettyd yhdelld kartalla, jaetaan se pie-
nempiin osiin. Kun kustakin osasta tehdddn oma karttansa, tulee koko alue esitetyksi
ndistd kartoista koostuvan kartaston avulla. Alueesta M pystytddn kartaston avul-
la puhumaan kayttdmalla koordinaatteja, joiden avulla saadaan kartan ja maaston
vilille yksi-yhteen -vastaavuus. Ndmad ajatukset mielessd asetetaan ensimmadinen
madéritelma.

Maéiritelma 1.1 (Kartta ja kartasto). Olkoot M c R ja U c M epdtyhjid joukkoja, ja
olkoon n < m positiivinen kokonaisluku. Jos on olemassa kuvaus x : U — R”, joka
toteuttaa ehdot

(i) kuvajoukko x(U) on avoin avaruudessa R", ja

(ii) kuvauksella x on jatkuva kddnteiskuvaus x~1: x(U) — R™ siten, ettd x on home-
omorfismi joukkojen U ja x(U) vilillg,

niin paria (U, x) kutsutaan joukon M osan U kartaksi tai koordinaattijéirjestelmdiksi.
Joukko U on karttaan (U, x) liittyva koordinaattiympdiristé, ja kuvaus x on kartta-
kuvaus tai koordinaattikuvaus. Jos on olemassa karttojen (U;, x') kokoelma < :=
{(U;,x"): M =u;U;}, niin « on joukon M kartasto.

Kartan (U, x) olemassaolo mahdollistaa sen, ettd joukon M osan U pisteistd voidaan
puhua niin kutsuttujen lokaalien koordinaattien x(p) = (x1(p), ..., X»(p)) avulla. Kom-
ponenttikuvauksia x; kutsutaan koordinaattifunktioiksi. Huomaa, ettd jos y : U — R"
on toinen karttakuvaus, sen avulla joukolle U saatavat koordinaatit eivét yleensd ole
samat kuin karttakuvauksen x avulla saatavat [1]. Huomionarvoista on my®os, ettd
jos joukolle M on loydettdvissd kartasto <, ei se ole lainkaan uniikki; voidaanhan
samasta maastostakin laatia hyvin erilaisia karttoja ja kartastoja. Kartan toimintaa
havainnollistaa kuva[ll

Sovellusten kannalta keskeinen oivallus on, ettd kartan idean ei tarvitse rajoittua maas-
tonmuotoihin, vaan tdsmalleen samalla ajatuksella voidaan késitelld laajaa joukkoa
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M x(U)

v
v

Kuva 1. Karttakuvaus x kuvaa moniston M osajoukon U euklidisen avaruuden osajoukok-
si. Tdssd monisto M on kaksiulotteinen pinta, joten karttakuvauksen x maalijoukko on osa
avaruutta R?.

erilaisia ilmi6itd. Maa-alueen sijaan joukko M voisi yhtd hyvin esittdd esimerkiksi
suhteellisuusteorian aika-avaruutta tai jonkin mekaanisen systeemin mahdollisia
konfiguraatiota. Aika-avaruuden kuvaamiseen tarvitaan neljd koordinaattia; kolme
avaruuskoordinaattia sekd aikakoordinaatti. Mekaanisen systeemin konfiguraation
kuvaamiseen puolestaan tarvitaan systeemin vapausasteiden verran koordinaatteja,
ja ndiden niin kutsuttujen yleistettyjen koordinaattien valinta télle systeemille vastaa
kartan madrittelyd systeemin konfiguraatioiden joukolle [15]. Matemaattisesti ndita
tapauksia voidaan késitelld samalla tavalla moniston kisitteen avulla.

Mairitelmad 1.2 (Topologinen monisto). Olkoon 7 positiivinen kokonaisluku. Jos jou-
kon M c R jokaisella pisteelld p on ymparisté U < M, johon liittyy jokin karttakuvaus
x: U — R", niin joukko M on n-ulotteinen topologinen monisto. Lukua n kutsutaan
moniston M dimensioksi.

Huomautus 1.3. Edelld midritelty monisto on itse asiassa Euklidisen avaruuden ali-
monisto. Yleisesti ottaen moniston M ei tarvitse olla euklidisen avaruuden osajoukko,
vaan monistoiksi voidaan tulkita myds paljon abstraktimpia joukkoja. Esimerkiksi d4-
rellisulotteisten vektoriavaruuksien vilisten lineaarikuvauksien virittimat avaruudet
voidaan ndhdd monistoina [10]. Moniston madritelmé saa kuitenkin yksinkertaisem-
man muodon, kun rajoitutaan tarkastelemaan euklidisen avaruuden osajoukkoja,
ja laskentoa monistoilla on silti mahdollista kehittda helposti yleistettdavalla tavalla.
Yleisempi médritelmé topologiselle monistolle on esitetty esimerkiksi ldhteessé [10, s.
2]. Kaikki tdmén tutkielman todistukset on toteutettu niin, ettd ne toimivat myos tdssa
yleisemmassa tapauksessa.



Esimerkki 1.4 (Pallopinta). Avaruuden R n-ulotteiset pinnat ovat n-ulotteisia mo-
nistoja. Tdrked esimerkki pinnasta on kaksiulotteinen pallopinta

S*={peR3:|pl=1}=0B3(0,1).

Pallopinnalle voidaan valita useita erilaisia karttoja.

(a)

(b)

(©

”Pohjoinen pallonpuolisko” U := {p € S : p3 > 0} ja "eteldinen pallonpuolisko”
W :={p € S?: p3 < 0} saadaan esitettyi projektion y : R3 — R?, y(p1, p2, p3) =
(p1, p2) avulla kdyttdmélla karttoina pareja (U, yly) ja (W, ylw). Projektion y ra-
joittumat joukkoihin U ja V ovat homeomorfismeja. Esimerkiksi rajoittuman
ylu : U — B%(0,1) kédnteiskuvaus on y|j;' : B*(0,1) — U,

y|&1(6h, 6]2) = (CILQL \/ 1- 6]% - qg)

Huomaa, ettd ndma kartat eivit riitd koko pallopinnan esittimiseen, vaan vastaa-
via karttoja tarvitaan kokonaisuudessaan kuusi kappaletta.

Olkoon C c $? se isoympyrin puolikas, joka sisiltdd vektorien +e® ja e? kirkipis-
teet. Madritelldsn kulmafunktio 6 : R® — C — R asettamalla

arcsin (L) +Z,kun p; =0,

—arcsin (L) - %, kun p; <0.
\VPiP;s

Télloin 0 palauttaa pisteen p "atsimuuttikulman” vliltd | — 7, [. Nyt pallopinnalle

saadaan joukkoa C lukuunottamatta kartta projisoimalla se ensin sylinteripinnalle,

jalevittdmalld sylinteripinta edelleen tasoksi kuvan 2 mukaisesti. Tdlloin karttana

on kuvaus y,

0(p) =

y(p) = (0(p), p3),
rajoitettuna joukkoon S? - C.

Miédritellddn vield funktio ¢ : R3 — {p e R® : p3 = +1} — R yhtilslla

n
@(p) = = —arccos | 22— |.
2 (\/p%+p§
T 7T

Nyt ¢ palauttaa "elevaatiokulman” vililts | - 315 [. Funktiot 0 ja ¢ ovat tavalliset

"pallokulmakoordinaatit”. Karttakuvauksen (0, ¢) kddnteiskuvaus on usein kéytetty
parametriesitys F: | —m,n[ x | 3%, 5,
F(q1,q2) = (cos(q1) cos(qz), sin(q1) cos(qz), sin(qz)),

joka saadaan rajoittamalla pallokoordinaattikuvaus vakiositeelle.
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y(p)

o

y(q)

F-0 - -+

Kuva 2. Sylinteriprojektio. Isoympyréan kaari C on se osa pallopintaa, josta pallopinta "re-
paistddn auki”.

Joskus on tarpeellista puhua avoimista, suljetuista ja kompakteista joukoista monis-
toilla. Olkoon tétd varten (U, x) moniston M osan U kartta. Sanotaan, ettd joukko
W < U on avoin monistolla M, jos x(W) on avoin perinteisessd mielessd euklidisen
avaruuden osajoukkona. Vastaavalla tavalla madritelldan suljetut ja kompaktit joukot
monistoilla.

n-ulotteisilla monistoilla halutaan pystyd laskemaan vastaavasti kuin n-ulotteisessa
euklidisessa avaruudessa. Erityisesti halutaan pystyd analysoimaan monistoilla méari-
teltyja kuvauksia valittamatta siitd, onko monisto osa jotakin laajempaa ymparoivaa
avaruutta. Esimerkiksi edelld mainitulla pallopinnalla $? médritellyn kuvauksen jatku-
vuudesta tai differentioituvuudesta ei edes voida puhua tarkastelemalla pallopintaa
avaruuden R3 osajoukkona, silld $? ei ole avoin avaruudessa R3. Jos siis halutaan ke-
hittdd mahdollisesta ulkopuolisesta avaruudesta riippumaton tapa laskea monistoilla,
on kuvausten jatkuvuus ja differentioituvuus karakterisoitava uudelleen.

Jatkoa varten on kdytdnnollistd varata sana funktio tarkoittamaan nimenomaan re-
aaliarvoisia kuvauksia. Monistolla M maééritellyille funktioille sovitaan kédytettdvan
tavanomaisia pisteittdisid laskutoimituksia. Jos f ja g ovat funktioita ja c € R on jokin
luku, niin tdma tarkoittaa, etta

(f+8p) = f(p)+gp),
(cfHp) =cf(p), ja (1.1
(f8)p) =f(pgp

kaikille pisteille p € M funktioiden f ja g madrittelyjoukoissa. My6hemmin monistoil-
la tullaan madrittelem@in useita erilaisia kuvauksia. Ndihin kaikkiin kdytetdan tata
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samaa "pisteittdisten laskutoimitusten periaatetta”: jos jokin laskutoimitus on mahdol-
lista toteuttaa kahden kuvauksen arvoilla jokaisessa pisteessd, niin tima laskutoimitus
voidaan laajentaa koskemaan my®ds itse kuvauksia [7].

Olkoon (U, x) moniston M osan U kartta. Funktion f sanotaan olevan jatkuva mo-
nistolla M, jos yhdistetty kuvaus f o x!, funktion f esitys lokaaleissa koordinaateissa,
on jatkuva. Tdma médritelmd on hyvd, silld jatkuvuus ei nyt riipu valitusta kartasta;
ovathan kaikki karttakuvaukset homeomorfismeja. Erityisen tirkedd on pystya diffe-
rentioimaan monistoilla méaritelyja funktioita. Tdt4 varten olisi suoraviivaista asettaa
differentioituvuudelle edellisen kaltainen mééritelma: "Olkoon (U, x) moniston M
osan U kartta. Funktion f sanotaan olevan differentioituva monistolla M, mikdli yh-
distetty kuvaus fox~! :R” — R on differentioituva.” Jirkevyydestd4n huolimatta tima
ei kuitenkaan ole riittdva vaatimus. Jos nimittdin (U, y) on jokin toinen kartta, niin
funktio foy~!:R" — R ei vilttimitti ole differentioituva. Tima voidaan ndhdé kirjoit-
tamalla foy™! = (fox 1) o(xoy™1). Vaikka funktio fox~! olisikin differentioituva, ei
mikéiin takaa kuvauksen xo y~! ja siten mydskdin funktion f o y~! differentioituvuut-
ta. Differentioituvuus jdisi siis riippuvaiseksi valitusta karttakuvauksesta, vaikka sen
kuuluisi olla funktion itsensd ominaisuus jatkuvuuden tapaan. Néin ollen kéytettéville
kartastoille tulee asettaa joitakin lisdvaatimuksia.

IRS

v\/ yunw)

>

5
<
v

x(UnWw)

Kuva 3. Koordinaattienvaihto, kun monisto M on pinta avaruudessa R3. Kuva pohjautuu
lahteeseen [5} s.34]



Mairitelma 1.5 (C*°-yhteensopivuus ja siled rakenne). Olkoon M topologinen monis-
to ja olkoot U, W c M koordinaattiympaéristdjd. Sanotaan, ettd kartat (U, x) ja (W, y)
ovat C*°-yhteensopivat, jos joko U N W = @, tai niin kutsutut koordinaattienvaihdot

xoy Liy(UNW) —x(UNW),
yox Lix(UnW)— y(UnW)

ovat C*°-kuvauksia. Jos moniston M kartasto koostuu C*°-yhteensopivista kuvauk-
sista, sanotaan kartastoa lyhyesti C*°-kartastoksi. C*°-kartaston sanotaan edelleen
olevan fdgysilukuinen, jos se ei sisdlly mihinkddn suurempaan C* -kartastoon. Téysilu-
kuista C*° -kartastoa kutsutaan sileciksi rakenteeksi. Koordinaattienvaihtoa havainnol-
listaa kuva[3l

C® -kartasto on siis sellainen kokoelma karttoja, jonka misté tahansa karttakuvauk-
sista muodostetut koordinaattienvaihdot ovat diffeomorfismeja. Jos moniston M
kartastona kéytetddn jotakin C°°-kartastoa, niin tdmé&n kartaston kannalta edelld
esitetty ehdotus riittda takaamaan kuvauksen f differentioituvuuden. Periaatteessa
monistolle M voitaisiin kuitenkin valita useita C*°-kartastoja, jotka madrdisivdt samat
monistolla M differentioituvat funktiot. Tdmén vuoksi siledltd rakenteelta vaaditaan
tdysilukuisuutta: Jos kartta (U, x) on yhteensopiva tdysilukuisen kartaston «/ kaikkien
karttojen kanssa, niin muita kartan (U, x) kanssa C* yhteensopivia karttoja ei ole,
vaan ne kaikki kuuluvat jo tdhdn samaan téysilukuiseen kartastoon.

Mairitelma 1.6 (Siled monisto). Olkoon M topologinen monisto, ja olkoon « siled
rakenne monistolle M. Pari (M, &) on siled monisto.

Luonnollisesti euklidinen avaruus R” sekd avoimet, yhtendiset joukot U c R” ovat si-
leitd n-ulotteisia monistoja. Yksinkertaisimman kartaston avaruudelle R” muodostaa
pari (R", x), missd x : R"” — R", x(p) = p on identtinen kuvaus. Identtisen kuvauk-
sen komponenttifunktiot x; : R"” — R, x;(p) = p;, tulevat ndyttelemaédn tarkedd osaa
jatkossa. Nditd koordinaattifunktioita x; kutsutaan tdssa tutkielmassa euklidisiksi
koordinaattifunktioiksi. Puhuttaessa euklidisista avaruuksista ovat x; jatkossa aina
euklidiset koordinaattifunktiot. Puhuttaessa yleisesti monistosta M on symbolit x;
varattu yleisen karttakuvauksen koordinaattifunktioille.

Kartasto {(R", x)} voidaan laajentaa maksimaaliseksi melko pienelld vaivalla. Jos U
ja W ovat avaruuden R” avoimia ja diffeomorfisia joukkoja, niin mika tahansa dif-
feomorfismi y : U — W on vilittomasti C*°-yhteensopiva kuvauksen x kanssa. T4l-
laisia diffeomorfismeja voidaan itse asiassa valita vaikka kuinka monta, ja ne ovat
C*°-yhteensopivia myos keskenddn [13]. Tédsséa tutkielmassa avaruuden R” differentioi-
tuvana rakenteena kidytetddn aina téllaista maksimaalista kartastoa, johon identtinen
kuvaus x kuuluu. Esimerkiksi tutut sylinteri- ja pallokoordinaattikuvaukset kuuluvat
talld tavalla maksimaaliseksi laajennettuun kartastoon avaruudelle R3.



Esimerkki 1.7 (Erditd sileitd monistoja). Seuraavat joukot ovat tédrkeitd erikoistapauk-
sia sileistd monistoista.

(@) Olkoon W c R" avoin joukko, ja olkoon f: W — R C*°-funktio. Télloin funktion f
graafi¥; = {p e R"": p,.1 = f(g), g € W} on avaruuden R"*! siled n-ulotteinen
monisto. Karttakuvauksena graafille ¢ toimii projektion y : R™ — W, y(p) =
q rajoittuma graafipinnalle ¥. Kdédnteiskuvauksena télle toimii niin kutsuttu
"Mongen tilkku” ¢ : W — R"*! ¢(gq) = (q, f(9)) = p, joka on C®-kuvaus, koska
funktio f on differentioituva. Esimerkin|[I.4] (a)-kohdassa pohjoinen ja eteldinen
pallonpuolisko esitetidn nimenomaan funktioiden graafeina.

Kaytdnnossi graafipinnan ¢ pisteistd voidaan puhua avaruuden R"*! euklidisten

koordinaattifunktioiden x;,..., x,, avulla. Kun on selvii, ettd kyseessd on nimeno-
maan graafipinnan piste p, on voimassa yhtalo (x1(p),..., X»(p)) = q = ylg, (p).

(b) Jokainen avaruuden R" siled n-ulotteinen parametrisoitu pinta on lokaalisti jon-
kin reaaliarvoisen funktion graafi. Ndin ollen kaikki siledt parametrisoidut pinnat
ovat sileitd monistoja esimerkin edellisen kohdan perusteella. Vdite on todistettu
tapauksessa m = 3 ja n = 2 ldhteessd [1, lause 3.1.29], ja yleisemmaésséd tapauksessa
ldhteessd [12, lause 5-2]. Sileistd avaruuden R® 2-ulotteisista pinnoista kerrotaan
kattavasti esimerkiksi teoksissa [1] ja [7].

Edeltdvan esimerkin[l.7)graafipinta- ja parametriesitysten liséksi monistoja voidaan
esittdd myo0s reaaliarvoisten funktioiden fasa-arvopintoina:

Lemma 1.8 (Siled tasa-arvopinta). Olkoon W c R avoin joukko, f: W — R jatku-
vasti differentioituva funktio ja c € R. Olkoon joukko M tasa-arvojoukon

flo={pew: f(p)=c}
epdityhjd ja yhtendinen osa, jossaV f (p) # 0. Tdlldin M on siled n-ulotteinen monisto.

Todistus. Todistuksessa kdytetddn samoja merkint6jd kuin viitteessd. Olkoon p mika
tahansa joukon M piste. Koska joukossa M on voimassa V f(p) # 0, ainakin yksi osit-
taisderivaatoista d; f (p), i = 1,..., n+1, on erisuuri kuin nolla. Koordinaattien jarjestys-
td tarvittaessa muuttamalla voidaan olettaa, ettd 0,41 f (p) # 0. Tdlloin implisiittifunk-
tiolauseen (katso esimerkiksi [14, s. 511]) nojalla on olemassa pisteen (py, ..., pn) € R”
jossakin ympadristossd U jatkuvasti differentioituva funktio g : U — R siten, ettd

fla.g@)=c

kaikilla g € U. Mutta nythdn joukko M on pisteen p ympdristdssa esitettdvissa funk-
tion g graafina, riippumatta pisteen p valinnasta. Siten M on esimerkin[1.7/kohdan
(b) nojalla siled monisto. O



Jatkossa sileistd monistoista puhutaan lyhyesti monistoina, ja viittaus kartastoon
jatetddn yleensd merkint6jen yksinkertaistamiseksi merkitsemattd. Puhuttaessa mo-
nistosta M siis oletetaan tistd eteenpdin, ettd M on varustettu asianmukaisesti siledlld
rakenteella.

Midritelma 1.9 (Funktion differentioituvuus monistolla). Olkoon M siled monisto,
p € M jokin moniston piste ja olkoon x karttakuvaus pisteen p ympaéristéssd. Funktio
f : M — R on differentioituva pisteessdi p, jos sen lokaali koordinaattiesitys f o x!
on C*-luokan funktio pisteessd x(p) perinteisessd mielessa. Talloin kdytetddn mer-
kintdd f € C*°(p). Funktion f sanotaan edelleen olevan differentioituva monistolla
M, jos se on differentioituva jokaisessa pisteessd p € M. Vastaavasti puhutaan diffe-
rentioituvuudesta avoimissa joukoissa U c M, ja merkitddn f € C*°(M) ja f € C*(U).

Huomautus 1.10. Siledn rakenteen kaytt6 takaa, ettd kaikki koordinaattienvaihdot
ovat C*°-kuvauksia, eikd funktion f differentioituvuus siten jaa riippuvaiseksi kartta-
kuvauksen x valinnasta. Néin ollen maaritelma[l.9 on hyvin asetettu.

Miédritelmén|1.9)mukaisesti differentioituvuus tarkoittaa jatkossa sitd, ettd kysymyk-
sessd on C*°-luokan funktio. Sen lisdksi, ettd C*°-luokan funktioilla tyéskentely helpot-
taa asioita teknisesti, se on tutkielman tavoitteiden lisdksi jopa valttimatontd. Tama
kdy osaltaan ilmi luvussa kaksi. Koska monistoilla on nyt jarkevdd puhua differen-
tioituvuudesta, voidaan seuraavaksi médritelld tapa derivoida funktioita monistoilla.
Tdma tapahtuu lokaaleja koordinaatteja kdyttamalla.

Maiidritelmi 1.11 (Funktion osittaisderivaatta lokaaleissa koordinaateissa). Olkoon
X = (x1,...,X,) moniston M osan U karttakuvaus, ja olkoot p € U, g = x(p) € x(U) sekd
f € C*®(p). Funktion f i. osittaisderivaatta lokaaleissa koordinaateissa maaritellian
asettamalla

of

9 N = 5. (For]
axi(p)- 0i(fox )(q),

missi oikealla puolella esiintyy yhdistetyn funktion fox~!: x(U) c R” — R tavallinen
i. osittaisderivaatta. Derivaattafunktiolle 3—32 on siis

af— (fox Do
aXi—al(f X )ox.

Huomaa, ettd yleensd samaa tarkoittavien merkintdjen g—fi ja 0; f vilille tehdddn maa-
ritelméssi[l.11]selvd ero. Erityisesti merkinté 0; f halutaan varata funktion f tavalli-
selle osittaisderivaatalle avaruudessa R”. Jos x; ovat euklidiset koordinaattifunktiot,
on kuitenkin voimassa yhtélo g—JC = 0; f. Méddritelmdstd |1.11| on selvii, ettd kartan
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valinta vaikuttaa voimakkaasti i. osittaisderivaatan arvoon. Erds timan tutkielman
tavoitteista onkin 16ytdd koordinaateista riippumaton tapa derivoida monistoilla.

Tdhdn mennessd kohdattujen késitteiden avulla on mahdollista yleistdd usein tarvittu
siledin polun kdsite monistoille.

Midritelmd 1.12 (C*°-polku monistolla). Olkoon M siled monisto ja I c R reaaliluku-
véli. Kuvaus y : I — M on C*°-polku monistolla M, kun kaikki komponenttifunktiot
vi: I —-R,

Yi=XioY,
ovat differentioituvia missa tahansa moniston M kartassa (U, x).
C°-polun y kuvajoukkoa y(I) € M kutsutaan polun y kdyrdiksi. Jos
(i) vali I on avoin,
(ii) kuvausy on homeomorfismi joukkojen I ja y([) vilillg, ja
(iii) jokaisella t € I ainakin yksi derivaatoista y;(z‘) eroaa nollasta,

niin kédyrd y(I) on itse asiassa siled yksiulotteinen (ali)monisto monistolla M. Polkuja
kidsiteltdessd paino on kuitenkin useampiulotteisista monistoista poiketen yleensa
kuvauksessa v, ts. kdyrdn y(I) parametrisoinnissa. [1].

Polun méédritelmd monistolla nédyttdd ldhes tdsmélleen samalta kuin euklidisessa
avaruudessa. Ero euklidisessa avaruudessa tai monistolla méaritellyn polun vélilld on
siind, kuinka polkujen tangenttivektoreihin suhtaudutaan.

1.2 Esimerkki: Monistoista termodynamiikassa

Termodynamiikan oppikirjoissa monistoja tuodaan harvemmin suoraan esille, mutta
ne ovat keskeisessd osassa alan teoriassa. Alan terminologia on liséksi tyypillisen eri-
koistunutta, ja "matemaattiset” termit on korvattu fysikaalista taustaa paremmin ko-
rostavilla. Matemaattinen rakenne monistoineen on kuitenkin 16ydettivissd pienelld
tarkastelulla. Tédtd esimerkkid varten on konsultoitu teosta [3].

Kaasun fila méaaraytyy siitd, millaiset kaasun fyysiset ominaisuudet tarkasteltaessa
ovat. Kaasun tila on mahdollista ilmoittaa neljan suureen avulla. Ndma suureet ovat
ainemaddrd n, tilavuus V, lampétila T ja paine p. Nditd muuttujia kutsutaan itseoi-
keutetusti tilamuuttujiksi. Kun kaasua on vakiomaira (n =vakio), riittavat kolme
viimeksi mainittua muuttujaa kaasun tilan kuvaamiseen. Asettamalla ndiden vilille
jokin relaatio, voidaan tarvittavien muuttujien miarad kuitenkin edelleen vahentaa.
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Namad relaatiot, tilanyhtdlot, juontavat juurensa kaasun fysikaalisista ominaisuuksista.
Ideaalikaasulle tillainen relaatio on ideaalikaasun tilanyhtdlo

pV = nRT, (1.2)

missd R on kaasuvakio. Yhtdlon avulla tasapainotilojen joukko voidaan esittdd esimer-
kiksi tasa-arvopintana siistille funktiolle g,

Vv
g, V,T) = ’”T — 1R = vakio.

Tilojen joukko on ndin ollen kaksiulotteinen monisto lemman|1.8nojalla. Toisaalta
tilanyhtdlon (1.2) avulla esimerkiksi paine p voidaan edelleen esittdd kahden muun
muuttujan avulla muodossa

- fV,T) = nRT
p - ) - V ’
jolloin tilojen monisto tulee esitettyd funktion f graafina ¥y esimerkin (b)-kohdan

mukaisesti. Karttakuvauksena tilojen monistolle toimii tdll6in projektio
V,T,p)— (V,T).

Yleensd tilojen moniston pisteistd eli kaasun tiloista puhutaan euklidisten koordinaat-
tifunktoiden x;, x» ja x3 avulla siten, ettd ndille funktoille kidytetddn samoja nimid,
kuin suureille joita ne kuvaavat. Téalloin siis x; =V, xp = T ja x3 = p.

Tilojen monistolla méadriteltyja funktioita kutsutaan tilanfunktioiksi. Termi korostaa
sitd, ettd kyseinen funktio riippuu ainoastaan kaasun sen hetkisesti tilasta, eiké esi-
merkiksi tavasta, jolla tila saavutettiin. Matemaattisesti tilanfunktio on kuitenkin vain
reaaliarvoinen funktio tilojen monistolla. Tarked esimerkki tilanfunktiosta on kaasun
sisdenergia U. Sen osittaisderivaatoilla

) v (8
av), T ) ar ), "

on myos fysikaalinen tulkinta. 77 on kaasun sisdinen paine vakioldmpétilassa, ja
Cy on kaasun lampdokapasiteetti vakiotilavuudessa. Osittaisderivaattojen alaindeksit
ovat alan esityksille tyypillinen kdytdnto, jolla paitsi implikoidaan vakiona pysyvit
muuttujat, myos tuodaan esille, mitkd mahdollisista muuttujista on valittu tilojen
moniston koordinaateiksi.
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2 Moniston tangentti- ja kotangenttiavaruudet

Siledn moniston sileys merkitsee sitd, ettd monistoa voidaan lokaalisti approksimoida
lineaarisesti. Tuttu esimerkki on jatkuvasti derivoituvan yhden muuttujan reaaliar-
voisen funktion graafi, jonka jokaiseen pisteeseen voidaan yksikdsitteisesti sovittaa
tangenttisuora. Avaruuden R? sileiden kaksiulotteisten pintojen tapauksessa lineaari-
nen approksimointi puolestaan tarkoittaa, ettd pinnan jokaiseen pisteeseen voidaan
sovittaa yksikdsitteinen tangenttitaso. Tdmén luvun tavoitteena on yleistda téllaisten
tangenttiavaruuksien ja siten vektorien kisite koskemaan myos n-ulotteisia monistoja.
Tdmadn jdlkeen tarkastellaan tangenttiavaruuden duaaliavaruutta, jota kutsutaan ko-
tangenttiavaruudeksi, sekd vektori- ja kovektorikenttid. Timé&n luvun kannalta tarkeitd
lahteitd ovat [7], [8], 10, [13] seka [15].

2.1 Tangenttiavaruus

Differentiaali- ja integraalilaskentaa kdsittelevilld kursseilla k-ulotteisten pintojen
tangenttiavaruudet esitelldan ympéaroivdn euklidisen avaruuden k-ulotteisina vekto-
rialiavaruuksina. Tdma tekee tangenttiavaruuksien vektoreista eli tangenttivektoreista
myos ympardivian avaruuden objekteja. Koska tdssd tutkielmassa monistoja tarkas-
tellaan euklidisten avaruuksien osajoukkoina, olisi tdméa ldhestymistapa mahdolli-
nen nytkin. Kuten huomautuksessa|I.3]kuitenkin mainittiin, ei yleisessd tapauksessa
moniston tarvitse olla osa euklidista avaruutta. Tédstd syystd tangenttiavaruuksien
kasittely vektorialiavaruuksina olisi yleisen teorian kehittimisen kannalta rajoittavaa,
joten tangenttiavaruuteen tutustutaan yleistettdvalla tavalla. Geometrisen mielikuvan
aikaansaamista varten on joka tapauksessa hyodyllistd tarkastella aluksi "geometrisia”
tangenttivektoreita.

Olkoon S c R” siled n — 1-ulotteinen pinta ja olkoon y :] — ¢,e[— S C*°-polku, jolle
¥(0) = p € S. Téllaisen polun y derivaattavektori y'(0) = v € R” on (geometrinen)
tangenttivektori pinnalle S pisteessd p, silld polun y kdyra kulkee pinnalla S. Tilannetta
havainnollistaa kuval4l

Tangenttivektoriin v voidaan liittdd seuraavanlainen suuntaisderivaatta: Jos f on
jokin pisteen p avoimessa ympéristossd U c R” maéritelty reaaliarvoinen C*°-funktio,
niin luku (f oy)'(0) kertoo funktion f hetkellisen muutosnopeuden, kun ldhdetdin
etenemddn pitkin polun y kédyrad vektorin v mdidradmaiédn suuntaan pisteestd p [7, s.
511]. Tata suuntaisderivaattaa

(fop)' ) =) 0:f(y@)y;(0) =) v;i0;f(p) = vplf] 2.1)
i=1

i=1
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Kuva 4. Kaksiulotteisen pinnan S geometrinen tangenttivektori polun y derivaattavektorina
avaruudessa R3. Polkujen tangenttivektorien kiyttiminen on yleinen ja geometrinen tapa
tangenttiavaruuksien konstruointiin pinnoille.

voidaan kutsua tangenttivektorin y’(0) = v "toimenpiteeksi” funktiolle f. On suora-
viivaista nayttad, ettd kuvaus f — (f oy)’'(0) on derivaatalle tyypillisesti lineaarinen
ja toteuttaa Leibnizin tulosddnnon, katso esimerkiksi |11, s. 13, lause 3.3.]. Nama
karakteristiset ominaisuudet haluttaisiin my0s yleisien monistojen tangenttivekto-
rien suorittamille "toimenpiteille”. Tdmé& onnistuu, kun moniston tangettivektoriksi
maddritellddn sellainen funktio, jolla ndma ominaisuudet on.

Midritelmad 2.1 (Tangenttivektori). Olkoon M siled monisto ja p € M piste. Moniston
M tangenttivektori pisteessd p on funktio v, : C*°(p) — R, joka toteuttaa ehdot

vplerf+cgl = avplfl+covplgl (lineaarisuus), ja
vplfgl = vplflgp) + f(plvpylg] (Leibnizin tulosiantd)

kaikilla f, g € C*°(p) ja c1, c2 € R. Hakasulkujen kdyttdminen muistuttaa, ettd kyseessa
on funktiolla operoiva tangenttivektori.

Erittdin tirkeitd tangenttivektoreita ovat osittaisderivaattafunktiot, jotka saadaan
madritelmén[L.11]avulla seuraavalla tavalla:
Lemma 2.2 (Osittaisderivaattafunktiot). Olkoon x = (x,...,x;) kartta monistolle M
pisteen p ympudiristossd, ja olkoon f € C*(p). Jokaisella indeksilld i = 1,...,n funktio
0 0 of
— :C%®(p) —R, — =
ax,- p (P) axi p[f] 6)6,' (P)

on moniston M tangenttivektori pisteessd p.
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Todistus. Olkoot c1,c; € Rsekd f, g € C*°(p), ja merkitddn g = x(p). Médritelman|[1.11]
ja yhtdlon mukaan

0
x| [af+egl = 0i((c1f +c28)0x 1) (q)
Xi p
=¢10;(fox 1(q) +c20;(gox 1) (q)
= Cla—xi p[f] +Cza—xl_ p[g],

joten osittaisderivaattakuvaus %|p on lineaarinen. Toisaalta tavallista Leibnitzin
L

tulosddnt6d kiyttdmalld saadaan
0
0x i

[fgl =0:((fg)ox) (@
p
=0;((fox H(gox™H)(q)

=0;(fox M(q)-(gox V(@) +(foxN)(g)-0i(gox V(g

axi [g]

p

d
p[flg(p)+f(p)a—m

Siispd funktio aix,- | p toteuttaa myos Leibnizin tulosddnnon, ja on siten madritelméan
mukaisesti tangenttivektori. O

Mairitelmad 2.3 (Tangenttiavaruus). Moniston M tangenttiavaruus pisteessd p on
kaikkien pisteeseen p liittyvien moniston M tangenttivektorien joukko:

T,M :={v,:C®(p) — R: v, on tangenttivektori pisteessi p}.

Olkoot vy, wy, € T, M tangenttivektoreita, ¢ € R sekd f € C*°(p). Méddritellddn tangent-
tivektoreille yhteenlasku ja reaaliluvulla kertominen asettamalla

(Up+ wp)[f] = Up[f] + wp[f]
(cvp)lf1 = cvplfl.

Todistetaan seuraavaksi, ettd ndilla laskutoimituksilla varustettuna tangenttiavaruus
T, M on nimensd mukaisesti vektoriavaruus, jonka dimensio on sama kuin monis-
ton M.

(2.2)

Lause 2.4 (Tangenttiavaruuden kanta ja dimensio). Olkoon M siled n-ulotteinen mo-
nisto ja x = (xy,...,x,) karttakuvaus pisteen p € M ympidiristossd. Yhtdloiden 2.2) las-
kutoimituksilla varustettuna tangenttiavaruus T, M on n-ulotteinen reaalinen vekto-

riavaruus, jolle erdidin kannan muodostavat osittaisderivaattafunktiot % | P i=1,...,n.
1
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Todistus. Todistus perustuu ldhteisiin [7] ja [15], ja se koostuu kolmesta osasta: On
ndytettdvd, ettd T, M on vektoriavaruus, ettd funktiot aix,- p ovat lineaarisesti riippu-
mattomia, ja ettd ne virittdvét avaruuden T, M.

On helppoa tarkistaa, ettd edelld yhtédloissa maédritellyt kuvaukset v, + w), ja
cvp ovat lineaarisia ja toteuttavat Leibnizin tulosddnnon, ja ovat siten todellakin
tangenttivektoreita méadritelméan mielessd. Yhteenlaskun neutraalialkioksi kdy
yhtdlollad 0, [ f] = 0 mééritelty funktio 0,, ja tangenttivektorille v, saadaan vasta-alkio
asettamalla (-vp)[f] = —(vp[f]). Muiden vektoriavaruuden mééritelmén vaatimusten
voimassaolo seuraa suoraan reaalilukujen laskusdédnndoistd. Tangenttiavaruus T, M on
siis reaalinen vektoriavaruus.

Olkoon nyt (U, x) kartta pisteen p € M ympdristossd U. Lemman 2.2l mukaan osittais-
derivaattakuvaukset aix,- | p ovat moniston M tangenttivektoreita. Ndytetdédn, ettd ndma
kuvaukset ovat lisdksi lineaarisesti riippumattomia. Ndin on, kun oletuksesta

1 0
ZCiO_xi

i=1

=0,
p

seuraa, ettd c; = 0 kaikilla indekseilld i = 1,..., n. Yhtidpitdvdd on vaatia, ettd

L 0
Zcia

i=1 l

(f1=0
p

kaikilla funktioilla f € C*°(p) —{0,}, ja siten erityisesti komponenttifunktioilla x;.

Maiiritelmén[1. 11 mukaisesti
0 [ ] 0x j
J 6x,-

(p)
Xilp

=0;(xjox")(x(p)) 23)

= lim (xjox ") (x(p) +ee;) = (xj0x71) (x;(p)
e—0 &

=0ij,

missd §;; on Kroneckerin delta. Siispéd

n p) n
OZZCia— [x]']:ZCiaijZCj
i=1 OXilp i=1

kaikilla j = 1,..., n, ja ndin ollen kuvaukset 6%_ | p ovat lineaarisesti riippumattomia.
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Tulee vield ndyttdd, ettd osittaisderivaattafunktiot virittdvat avaruuden T, M. Titéd
varten riittd osoittaa, ettd miké tahansa tangenttivektori v, € T, M voidaan esittdd
lineaarikombinaationa muodossa

2”: 0
Vy =Y Uplxil—| . (2.4)
PE T ol

Olkoon f € C*®(U). T4llin yhdistetty funktio h := fo x~! on avoimessa joukossa
x(U) c R" médritelty reaaliarvoinen funktio, ja sen avulla funktio f voidaan esittda
muodossa f = hox.

Olkoot sitten a, b € x(U) pisteitd, ja olkoony : [0,1] — x(U), y(¢) = a+t(b—a) janapolku
pisteestd a pisteeseen b. Voidaan olettaa, ettd y ([0, 1]) € x(U). Jos ndin ei ole, voidaan
pisteet a ja b valita jostakin joukon x(U) konveksista osajoukosta. Funktiolle /2 on

h(b)—h(a):th-dE
Y

! /
fo (Vh(y(t))h/ (t))dt

Zf 0:h(y(®)y' (1) dt.

Téssé derivaatat y!(f) = b; — a; ovat vakioita, joten
n 1
h(b)—h(a) =) ((bi - ai)f d;h(a+t(b-a)) dt) )
0

i=1

Koska a, b € x(U), on olemassa pisteet p, q € U siten, ettd a = x(p) ja b = x(q). Nyt
h(a) = f(p) ja h(b) = f(q), joten

n

1
f@-fp=) ((x,-(c/)—x,-(p))f0 6,-h(x(p)+t(x(q)—x(p)))dt).

i=1

Madritellddn nyt funktiot g; asettamalla

1
gi(q) = fo a,-h(x(p) + t(x(q) - x(p))) dr. 2.5)

Kun pidetédén piste p kiinnitettynd, on funktiolle f voimassa yhtélo

f=fp+ Z( i~ Xi(p))gi.
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Lasketaan sitten tangenttivektorin v, arvo v,[f] hyodyntéden tietoa, ettd v, on lineaa-
rinen ja toteuttaa Leibnizin tulosddnnon:

vplf1=vplf(p)]+ Zl (vplxi — xi(P)1gi(p) + (xi(p) — xi(p)) vy 8])
1=

) (2.6)
= vplf (D1 + ) (vplxi — x: (P gi(p)).-
i=1
Tédssd lukua f(p) voidaan késitelld vakiofunktiona. Talloin
vplf(P1=Ff(Pvpll-1] = f(p)(vpll]-1+1-v,[1]) =20, [f(p)],
joten on oltava v, [ f(p)] = 0. Niinpé
n
vplfl =) vplxilgi(p).
i=1
Mutta tdssa
1 ) 0
8i(p) =f 0ih(x(p))dt=0;(fox™)(a)=——| [f],
0 0xilp
joten
& 0
vplfl= ; vp[xl-la—xl_ p[f].
kaikilla f € C*°(U). Tama todistaa viimeisen viitteen. O

Huomaa, ettid todistuksessa on tydskenneltdvd C* -kuvauksilla. Jos nimittdin
funktio f olisi vain k kertaa jatkuvasti differentioituva, niin yhtéléssa maddritellyt
funktiot g; eivat valttamattd ole kuin k — 1 kertaa jatkuvasti differentioituvia. Tdma
veisi pohjan yhtalolta [1, huomautus 3.4.20].

Lauseen 2.4 merkitys on, ettd tangenttivektorit ovat "lineaarisia operaattoreita”. Lause
antaa siis luvan laskea tangenttivektoreilla kuten vektoreilla yleensékin. Jatkon kan-
nalta tdrked osa lauseen [2.4| todistusta on yhtdlon antama komponenttiesitys
tangenttivektoreille. Sen mukaan tangenttivektori mddraytyy tdysin sen mukaan, kuin-
ka se kuvaa koordinaattifunktiot x;. Jos esimerkiksi v =3} v;e' € R" on jokin vek-
tori, voidaan mééritelld tangenttivektori v, € T,R" asettamalla v,[x;] = v; kaikilla
i=1,...,n. Talloin

no9
up[fl—(;vza—xi

[f]= E vi—(p). (2.7)
p) i1 0%

18



vy, on siis tdsmélleen luvun alussa yhtédlossé (2.1) mainittu vektorin v ”"toimenpide”
funktiolle f.

My0s polkujen derivaattavektorit voidaan tulkita tangenttivektoreina, jolloin ne saa-
daan riippumattomaksi mahdollisesta ympéaroivdstd avaruudesta. Lisdksi madritelmat
ndyttédvat oleellisesti samalta kuin euklidisessa avaruudessa.

Midritelma 2.5 (Polun nopeusvektori). Olkoon I < R vili ja olkoony: 1 — M C*-
polku monistolla M. Polun y derivaattavektori eli nopeusvektori hetkelld t on tangent-
tivektori y(#) (pisteessd p = y(t)), joka operoi funktioihin yhtilon

YW@If1=(foy) (1)

mukaisesti.

Kartassa (U, x) y(t) saa yhtdlon avulla muodon

AT
Yy =) v.(iO—|
it ox 0)

missd siis 7. = x; o y. Polun derivaattavektorin komponentit ovat polun koordinaatti-
funktioiden derivaatat, aivan kuten euklidisessa avaruudessa. Ndin ollen myos polun
ja polun nopeusvektorin késitteet monistolla ovat yhteensopivia yhtdlon (2.1) kanssa.

2.2 Kotangenttiavaruus

Euklidisten avaruuksien differentiaali- ja integraalilaskennassa reaaliarvoiset line-
aarikuvaukset ovat keskeisessd asemassa. Tarked esimerkki on euklidinen sisdtulo
(-]) :R" x R" — R, jota tarvitaan esimerkiksi muodostettaessa projektioita vektoria-
varuuksien vililld. Tédllaisia funktioita voidaan mééritelld myos sileiden monistojen
tangenttivektoreille, ja juuri ndille funktioille tehtdvit tarkastelut johtavat differenti-
aalimuotojen pariin. Tarkastellaan seuraavaksi moniston tangenttiavaruuden T, M
niin sanottua duaaliavaruutta T,; M, jota kutsutaan myds moniston M kotangenttia-
varuudeksi.

Mairitelmad 2.6 (Kotangenttiavaruus). Joukko
T,M:={a,:T,M— R: ay onlineaarikuvaus}

on moniston M kotangenttiavaruus pisteessd p. Kotangenttiavaruuden alkioita kutsu-
taan kotangenttivektoreiksi tai lyhyesti kovektoreiksi.
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Esimerkki 2.7 (Funktion pisteittdinen differentiaali). Olkoon f € C*°(M). Mddritel-
1aén kuvaus d f (p), funktion f differentiaali pisteessd p € M, asettamalla

df (p)v, = v,lf]. (2.8)

Nédin médriteltynd differentiaali d f(p) on lineaarinen funktio, joka kuvaa tangenttia-
varuuden vektoreita reaaliluvuiksi, ja siispd d f (p) € T,; M. Erityisen térkeddn asemaan
lopun tutkielman osalta nousevat koordinaattidifferentiaalit. Kun x = (xy,...,x,) on
karttakuvaus monistolla M, niin i. komponenttifunktion p — x;(p) differentiaali pis-
teessd p on funktio dx;(p) € T; M.

Kotangenttivektorien tapauksessa sulkeet argumentin ympdriltd jatetddn usein mer-
kitsemattd kuten ylla funktion differentiaalin tapauksessa. Jos sulkeita tarvitaan selkey-
den vuoksi, kdytetdin tdassd tutkielmassa tavallisia sulkeita. Olkoot nyt a, 5, € T; M
ja vy € T, M, sekd c € R. Kotangenttivektoreille sovitaan kédytettdvin tavallisia pisteit-
tdisid laskutoimituksia

(ap+/3p)vp = apvp+ﬁpvp

(cap)vp =capUp.

(2.9)

Niéilléd laskutoimituksilla varustettuna joukko T, M on reaalinen vektoriavaruus tan-
genttiavaruuden tapaan, ja seuraava lausetta[2.4|vastaava tulos on voimassa:

Lause 2.8 (Kotangenttiavaruuden kanta ja dimensio). Olkoon M siled monisto ja
x = (x1,...,X,) karttakuvaus pisteen p ympdiristossd. Laskutoimituksilla varustet-
tuna kotangenttiavaruus T,, M on n-ulotteinen reaalinen vektoriavaruus, jolle erdidin
kannan muodostavat koordinaattifunktioiden x; differentiaalitdx;(p),i=1,...,n.

Todistus. On selvdi, ettd joukko T ;M varustettuna laskutoimituksilla (2.9) on vekto-
riavaruus. Kun tarkastellaan tangenttivektorien % | » kuvautumista differentiaaleilla
]
dx;(p), saadaan yhtdloiden (2.8) ja (2.3) mukaisesti
0
dx;(p) [ =— [xi]=0ij,

) 0

0x jlp 0x jlp

ja niinpd kovektorit dx; (p) ovat lineaarisesti riippumattomia. Jos &, on miké tahansa
kovektori ja v, € T, M, yhtdlon (2.4) avulla saadaan

)

Mutta nythédn v, [x;] = dx;(p) v, yhtdlon mukaan, joten kovektorien lineaarisuu-
den nojalla

L 0
apvp=) ap ox:
i=1

n 0
apvp = (Xp Zl Up[xila_xi
i=

)dx,-(p) Up.

tip
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Koordinaattidifferentiaalit dx; (p) ovat siis n kappaletta lineaarisesti riippumattomia
funktioita, joiden lineaarikombinaationa jokainen avaruuden T}, M kovektori saadaan
esitettyd. O

Lauseen [2.8]avulla saadaan funktion differentiaalille tutunnékoinen esitys koordinaat-
tidifferentiaalien avulla:

Seuraus 2.9 (Funktion differentiaalin koordiaattiesitys). Olkoon f € C*(p) ja olkoon
x karttakuvaus siledin moniston M pisteen p ympdiristossd. Tdlloin

n

0
df(p) =), a—){(p)dxi(p).
i=1 1

Todistus. Yhtdlon mukaan df(p)v, = vplf]jadx;(p)v, = vplx;], joten yhtélod
kdyttamalla saadaan

vplfl= (;vp[xil (a—i

0
o’ p)) 7]

[f

Z p[xl

n

= Z xz(P)Vpa

Tahdn mennessd on esitelty useita joukkoja, kuvauksia ja muita késitteitd. Kootusti
niiden kisitteiden suhtautumista toisiinsa havainnollistaa kuva[Gl

x(U)

Kuva 5. Monisto M sekad siihen liittyvid joukkoja ja kuvauksia.
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2.3 Vektori- ja kovektorikentit

Monistoille on nyt rakennettu pisteittdisten tangentti- ja kotangenttiavaruuksien k-
sitteet. Sileilld monistoilla jokaiseen pisteeseen liittyy oma tangentti- ja kotangent-
tiavaruutensa, ja seuraavaksi on tarkoitus padstd liikkumaan eri pisteisiin liittyvien
avaruuksien vdlilld. Tatd varten tarkastellaan nyt kuvauksia, jotka liittdvat kuhunkin
moniston M pisteeseen p jonkin tangenttivektorin v, € T, M. Tillaisia kuvauksia
kutsutaan vektorikentiksi.

Mairitelma 2.10 (Vektorikenttd monistolla). Olkoon M siled monisto ja U < M avoin
joukko. Vektorikenttd monistolla M on kuvaus V, joka liittdd jokaiseen pisteeseen
p € U tdsmilleen yhden tangenttivektorin V(p) € T, M. Vektorikentédn toimintaa
havainnollistaa kuval6l

Vektorikentille sovitaan kdytettdvin vastaavia pisteittdisid laskutoimituksia kuin funk-
tioille sovittiin kdytettdvan yhtédlossa (1.1). Siis kun V ja W ovat vektorikenttid, c € R
on reaaliluku ja f on funktio, niin

(V+W)(p) =V(p)+W(p),
(cV)(p) =cV(p) ja (2.10)
(SN (p) = f(p)V(p)

kaikilla p € M, joilla vektorikentdt V ja W sekd funktio f on maéritelty.

Esimerkki 2.11 (Erditid vektorikenttid). Seuraavassa karttakuvaus x = (x,..., x;) kisi-
tetddn avaruudessa R” sovittuun tapaan identtisenéd kuvauksena.

(a) Jatkon kannalta keskeisid vektorikenttid ovat ”osittaisderivaattakentit” %, jotka

madritellddn yksinkertaisesti asettamalla

kaikille silein moniston pisteille p ja indekseille i =1, ..., n.
(b) Olkoot p € R3ja v=vie! + vye? + v3e. Kuvaus

0
+ vV3—

p P 6)63

+UVr—
0x1

p dxg

p p

on vektorikentti avaruudessa R3. Tamé vektorikentti liitt44 jokaiseen avaruu-
den R3 pisteeseen p vektorin v médraaman suuntaisderivaatan vp €T pRS, joka

mainittiin yhtédloissa (2.1) ja (2.7).
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I A

Kuva 6. Vektorikenttd V liittd4 jokaiseen moniston M pisteeseen p yhden tangenttivektorin
V(p). Tangenttivektoreita on tdssd havainnollistettu konkreettisesti nuolina.

Esimerkissi [2.11{vektorikentit esitettiin summana osittaisderivaattakentisti =2- % . Ndin
voidaan tehdad my®os yleisesti. Jos (U, x) on kartta siledlle n-ulotteiselle monlstolle M,
niin jokainen koordinaattiympéristdssd U maédritelty vektorikenttd V voidaan esittda
muodossa

& 0
V= Vi—, 2.11
;’wi (2.11)

missd kertoimet V; ovat joukossa U madériteltyjd funktioita ja % ovat esimerkissd|2.11
mainitut vektorikentidt. Lauseen[2.4nojalla on nimittdin voimassa yht&lo

axi ’

Vip) =) V(p)lxi]
i=1 p

joten jokaisessa pisteessd p € U on voidaan valita V;(p) = V(p)[x;], mistd véite seuraa.
Funktioita V; kutsutaan vektorikentdn V komponenttifunktioiksi. Vektorikentdn V
sanotaan olevan differentioituva, kun komponenttifunktiot V; ovat C*°-luokan funk-
tioita. Tdssa tutkielmassa kisitellddn ainoastaan differentioituvia vektorikenttii.

Annetun funktion f tutkimiseksi halutaan yleensd saada tietoa funktion muutoksesta
yhden pisteen sijaan jossakin moniston M osajoukossa U, ja tdhdn tarkoitukseen
vektorikentdt ovat juuri oikea tydkalu. Koska luku V(p)[f] antaa tietoa funktion f
muutosnopeudesta pisteessd p, on luontevaa mééritelld "derivaattafunktio” V f aset-
tamalla

Vfip)=V(plfl

Funktiota V f kutsutaan vektorikentdn V foimenpiteeksi funktiolle f. Toimenpiteen
V f avulla saadaan siis esille kaikki vektorikenttddn V liittyvdt suuntaisderivaatat

V(p)[f]. Erityisesti osittaisderivaattafunktiot g—)é voidaan nyt ndhda vektorikentidn a%_
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toimenpiteend funktiolle f, eli on voimassa yhtdlo

o . of
ax,- B ax,-'
Huomaa, ettd koska f € C*°(U), niin myo6s V f € C*®(U). Jos f olisi vain k-kertaa
jatkuvasti differentioituva, olisi funktio V f endd k —1 kertaa jatkuvasti differentioituva.
Erityisesti kuvausta f — V f ei voitaisi késitelld kuvauksena joukolta C*°(U) itselleen.

Tdsméilleen vektorikentille analoginen konstruktio voidaan tehdd myos kotangenttia-
varuudessa, ja juuri tédlld tavalla pddstddn differentiaalimuotojen pariin.

Mairitelma 2.12 (Kovektorikenttd). Olkoon M siled monisto ja U c M. Kovektorikent-
td siledilld monistolla M on kuvaus w, joka liittdd jokaiseen pisteeseen p € U yhden
kotangenttivektorin w(p) € T, M.

Kovektorikentédn kertominen luvulla ja funktiolla méédritellddn pisteittdin kuten funk-
tioiden ja vektorikenttien tapauksessa yhtéloissa ja (2.10). On myos luontevaa
haluta laskea kovektorikentille reaalilukuarvoja vektorikentdn avulla samalla tavalla
kuin kuvauksen V f tapauksessa. Mddritellddn kovektorikentdn w toimenpide vektori-
kenttddin V asettamalla

oV)(p)=w(p)V(p). (2.12)

Koska jokaiselle kotangenttiavaruudelle T); M saadaan lauseen nojalla kanta koor-
dinaattidifferentiaalien dx; (p) avulla, voidaan kovektorikentit esittdd komponentti-
muodossa vektorikenttien tapaan. Kun (U, x) on kartta siledlle n-ulotteiselle monistol-
le M ja w on joukossa U maédritelty kovektorikenttd, niin

n
W= Z fidx;.
i=1

Tdssd kertoimet f; ovat joukossa U médriteltyjd funktioita ja dx; on kovektorikenttd,
joka liittdd pisteeseen p kovektorin dx;(p). Vdite perustellaan samalla tavalla kuin vas-
taava esitys vektorikentille yhtdlossa (2.11). Vektorikenttien kanssa analogiseen tapaan
funktioita f; kutsutaan kovektorikentdn w komponenttifunktioiksi. Kovektorikentian
w sanotaan myos olevan differentioituva, kun sen komponenttifunktiot f; ovat C*°-
luokan funktioita, ja ndin on tdssd tutkielmassa aina. Differentioituvat kovektorikentét
ovat yksinkertaisimpia differentiaalimuotoja.

Mairitelma 2.13 (1-differentiaalimuoto monistolla). Sileédllda monistolla M médritelty
differentioituva kovektorikenttd w on differentiaalinen 1-muoto tai 1-differentiaa-
limuoto monistolla M. Monistolla M médriteltyjen differentiaalimuotojen joukkoa
merkitdan Q! (M), ja vastaavasti voidaan puhua jossakin moniston osajoukossa maa-
ritellyistd 1-differentiaalimuodoista.
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Huomaa, ettd mielivaltaisessa moniston M pisteessd p differentiaalimuodon w arvo,
kovektori w(p) : T, M — R, on mééaritelmén2.6)mukaan lineaarikuvaus; siis

w(p)(c1vp +c2wp) =crw(p)vp + c2w(p)wy,

kaikilla luvuilla ¢y, ¢; € R ja tangenttivektoreilla vy, w), € T, M. Tarked 1-differentiaali-
muoto on funktion f differentiaali df, joka voidaan nyt esittdda muodossa

df =% 2 gy, (2.13)
i:zl 0x;

Arvo df (p) lasketaan pisteittdin seurauksen mukaisesti. Tdma klassinen esitys
funktion f differentiaalille tulee usein vastaan muun muassa mekaniikkaa ja lampo-
oppia kasittelevissd oppikirjoissa. Differentiaali d f sisédltda tiedon funktion f muutos-
nopeudesta kaikkiin suuntiin. Huomaa, ettd avaruudessa R" funktion f differentiaalin
d f komponentit ovat samat kuin gradientin V f komponentit.

Lemma 2.14 (Funktion differentiaalin ominaisuudet). Olkoot f,g: M — R differen-
tioituvia funktioita ja ci, c; € R reaalilukuja. Télldin

() d(c1 f+c28) = c1df + codg
(i) d(fg)=(df)g+gdf)

Todistus. Koska df(p)vy, = vplf], véitteet seuraavat suoraan m'zi'aritelm'asté O

Huomautus 2.15. Miaritelmi[2.10Jja[2.12]voidaan tismentdd. Esimerkiksi vektori-
kentdn médrittelemiseen kaytetty sddant6é p — V(p) € T, M ei itse asiassa ole kuvaus,
silld "maalijoukko” riippuisi tilloin valitusta pisteestd. Tarkemmin sanottuna vektori-
kenttd on kuvaus M — T M, missd T M on kaikkien parien (p, v,) joukko, moniston M
tangenttikimppu. Vektorikentén arvo on néin ollen pari (p, V(p)) € T M. Koska "kiin-
nityspiste” p kdy kuitenkin ilmi V:n argumentista, kdytetddn vektorikentélle yleisesti
samaa nimed kuin "vektoriosalle” V. Samoin kovektorikentit ja erityisesti differentiaa-
limuodot ovat tarkemmin ilmaistuna kuvauksia M — T*M, missd T* M on kaikkien
parien (p, ap) joukko, moniston M kotangenttikimppu.

2.4 Esimerkki: Kaksiulotteisen virtauksen virtafunktio

Tatd esimerkkid varten apuna on kdytetty teosta [17]. Nesteen tai kaasun kaksiulottei-
sena virtauksena voidaan pitdd sellaista virtausta, jossa kaikki oleellinen liike tapahtuu
kahdessa ulottuvuudessa. Olkoon M se tila, jonka virtaava neste tayttéds, ja olkoot x; ja

X, ne koordinaatit, joiden suunnassa virtaus tapahtuu. Jos virtauksen kdytos ei muutu
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ajan kuluessa (eli virtaus on tdssd mielessd vakaa), voidaan virtausta kuvata ajasta
riippumattomalla vektorikentdlld V. Vektorikentdn V komponentit V; ja V, kuvaavat
vastaavasti x; - ja xp-suuntaisia virtauksia; V (p) on siis nestevirtauksen nopeusvektori
kohdassa p.

Olkoon I c R reaalilukuvdli ja ¢ € I. Virtauksen V virtaviiva on sellaisen polun y kdyrd,
jonka nopeusvektori y () pisteessd p = y(f) on sama kuin V(p). Virtaviivalla on siis
voimassa yhtalo

y(0) = V(y(®). (2.14)

Tilanteen geometriaa havainnollistaa kuva Yhtédlon (2.14) maidraamad kayraa kutsu-
taan matemaattisemmin vektorikentdn V integraalikdyrdiksi. Koordinaattimuodossa
yhtdlod (2.14) vastaa tavallinen differentiaaliyhtdlopari

(x10op) (1) = Va(y(D)
(x207) (1) = Va(y (D).
Kun V; # 0 # V5, edelld olevasta yhtédloparista voidaan johtaa yhtélo
(x107)'(8) _ G oY) (1)
ilrm)  Va(y@)
Koska (x; oy)'(t) = dx;(p)y(r) = dx;(p)V(p) = dx;(V)(p), yhtilo sievenee muotoon

dx (V) _ dx(V)
iV

Yhtilo (2.15) voidaan edelleen esittidd muodossa

(2.15)

(=Vodx; + V1dx) (V) =0.

Tamaéan tutkielman kontekstissa virtauskentdn V virtaviivojen loytdminen tarkoit-
taa siis sellaisten 1-ulotteisten monistojen loytdmisté, joiden tangenttivektoreilla 1-
differentiaalimuoto — V5> dx; + V7 dx, on identtisesti nolla. Tima on eris esimerkki niin
kutsutusta Pfaffin ongelmasta.

7
./'\./,

i

-
v\\'—’/

Kuva 7. Vektorikenttd V ja sen erds virtaviiva eli integraalikdyra y([). Virtaviivalle kuuluvissa
pisteissd on voimassa yhtilo y (1) = V(y(1)).
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Eréds tapa ldhestyd timénkaltaista Pfaffin ongelmaan on tutkia, onko olemassa sellaista
funktiota H: M — R, jolledH = -V, dx; +Vj dx, = 0. Virtaviivat olisivat tdlloin funktion
H tasa-arvokayrid. Jos tédllainen funktio H 16ytyy, on sille voimassa yhtdlo

0H 0H
dH=—dx;+ —dx, = -Vodx; + Vi dxo.
0x1 5.7(/'2
Koordinaattidifferentiaalien kertoimia vertaamalla saadaan alkuperdisesta differenti-
aaliyhtédloparista niin kutsutut Hamiltonin yhtdlot

OH
(x10y) = —oy
OX2

( ) il

Xpo0y) =———o%.

20 6x1 ¥

Funktio H on Hamiltonin funktio. Virtausmekaniikan kontekstissa funktiota H kut-
sutaan virtafunktioksi. Klassisessa mekaniikassa Hamiltonin funktio kuvaa usein
tarkasteltavan mekaanisen systeemin kokonaisenergiaa.

Yhtdlo (2.15) esitetddn joskus muodossa

dxl _ dx;g

141 Vo

)

ja tulkitaan seuraavasti: virtaviivalla infinitesimaalisen lyhyt osa virtaviivan kaarta,
ds = dx; + dx,, on yhdensuuntainen vektorikentdn V kanssa, jolloin ns. kaarenpi-
tuusalkion ds ja vektorikentdn V vastaavien komponenttien on oltava verrannolliset.
Tatd esitystd kdytetddn virtaviivojen maérittelyyn esimerkiksi teoksessa [17].
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3 k-muotojen algebraa yleisessi vektoriavaruudessa

Differentioituvat kovektorikentét eli 1-differentiaalimuodot ovat erikoistapaus ylei-
semmistd k-differentiaalimuodoista, jotka ovat samaan tapaan erddnlaisia "vekto-
rikenttia”, tarkemmin muotokenttid. k-differentiaalimuodot liittavat tarkasteltavan
moniston kuhunkin pisteeseen yhden k-muodon, joka puolestaan on kotangentti-
vektorin tapaan reaaliarvoinen kuvaus. Uutta on, ettd k-muodot operoivat usealla
tangenttivektorilla yhden sijaan, ovat lineaarisuuden sijaan multilineaarisia, ja li-
sdksi alternoivia. Tdssé luvussa tarkastellaan ndiden k-muotojen algebraa yleisessd
vektoriavaruudessa V. Syy tdhédn on paitsi yleistettdvyys, myos merkintdjen huomatta-
va yksinkertaistuminen. Koska edellisen luvun perusteella joukot T, M ja T, M ovat
reaalisia vektoriavaruuksia, kaikkia tdssa luvussa johdettavia tuloksia voidaan myo-
hemmin soveltaa monistoilla. Luvun kannalta keskeisid 1dhteitd ovat [2], [4], [5] ja [12].
Permutaatioista voi lukea lisdd esimerkiksi kirjasta [6].

3.1 k-muodot ja ulkoinen tulo

Tédssd luvussa tutustutaan k-muotojen tarkastelussa kdytettdviin algebrallisiin tyoka-
luihin ja rakenteisiin. Olkoon V mikd tahansa n-ulotteinen reaalinen vektoriavaruus.
Kun tdstd avaruudesta otetaan tarkasteluun k kopiota, ndiden karteesista tuloa merki-
tadn

\/k::\/x...X\/,
—_——
k kappaletta
aivan kuten avaruuden R¥ tapauksessa. Avaruuden V duaaliavaruus on joukko
V*:={L:V — R: Lon lineaarikuvaus}.

Kuten luvussa mainittiin, kotangenttiavaruus 7,; M on tangenttiavaruuden T, M
duaaliavaruus. Kun e := {el, ey e”} on avaruuden V jokin kanta, niin duaaliavaruuden
V* kannan E := {E!,..., E"} sanotaan olevan kannan e duaalikanta tai duaalinen

kannalle e, jos E'(e) = §; j- Esimerkiksi kotangenttiavaruuden 7,7 M kanta {dx;(p)}

on duaalinen tangenttiavaruuden T, M kannalle {a% | p}, silla lauseen todistuksen

mukaan
) = 6ij-
p

0
dx;(p) (a—x]
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Olkoot c; ja ¢, reaalilukuja ja olkoon (vl,..., vk) € Vk; siis vi € V kaikillai = 1,...,n.

Funktio L : V¥ — R, joka liittd4 k:hon avaruuden V vektoriin yhden reaaliluvun, on
multilineaarinen, kun

L(vl,...,clvi+czvj,...,vk)
. v . v (3.1)
:clL(vl,...,v’,...,v )+62L(v1,...,v],...,v )

jokaisella indeksilld i ja j. Toisin sanoen multilineaarinen funktio on lineaarinen
jokaisen argumenttinsa suhteen erikseen. Multilineaarifunktio L on alternoiva eli
antisymmetrinen, kun

L(vl,...,vi,...,vj,...,vk) :—L(vl,...,vj,...,vi,...,vk) (3.2)

milld tahansa kahdella indeksilld 7, j < n, i # j. Alternoivan multilineaarifunktion arvo
siis vaihtaa etumerkkiddn aina, kun minka tahansa kahden argumentin jdrjestystd
vaihdetaan. Alternoivia multilineaarifunktioita kutsutaan k-muodoiksi:

Mairitelmad 3.1 (k-muoto). Olkoon V reaalinen n-ulotteinen vektoriavaruus ja olkoon
k < n ei-negatiivinen kokonaisluku. Alternoiva ja multilineaarinen funktio a : V¥ — R
on (ulkoinen) k-muoto tai muoto astetta k. Vektoriavaruuden V k-muotojen joukkoa
merkitddn AF(V).

k-muoto ottaa siis argumentikseen k kappaletta avaruuden V vektoreita vl ... vk, ja
liittd4 niihin reaaliluvun a (v, ..., v¥), kéyttéytyen yhtiloiden ja mukaisesti.
Huomaa, ettd luvussa esitellyt kovektorit ovat itse asiassa vektoriavaruuden T, M
1-muotoja: ne ovat lineaarisia ainoan argumenttinsa suhteen, ja niiden voidaan hyvin
katsoa olevan my0s alternoivia. Yleisesti ottaen kaikki reaaliarvoiset lineaarikuvaukset
voidaan katsoa 1-muodoiksi. 0-muoto on puolestaan yksinkertaisesti reaaliluku.

Térked alternoiva ja multilineaarinen funktio on determinantti. Se liittda k:hon avaruu-
den R vektoriin yhden reaaliluvun, on lineaarinen jokaisen argumenttinsa suhteen
erikseen, ja vaihtaa merkkiddn kun kahden argumentin (tai matriisin sarakkeen) paik-
kaa vaihdetaan keskeniin. Determinantin avulla voidaan konstruoida joukon A (V)

alkioita seuraavasti: Jos a!,..., a* € V* ja (vl, ety vk) € V¥, niin kuvaus
alv! alv alv
. . a’vl a?v? ... a®v
(v ooy U )Hdet . . ) . (3.3)
akv!  akp? akvk

on determinantin ominaisuuksien perusteella alternoiva ja multilineaarinen, siis k-
muoto. Huomaa, ettd jos edelld olevan matriisin missa tahansa kahdessa sarakkeessa
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esiintyy sama vektori v*, niin kuvauksen arvo on nolla. TAma on voimassa yleisesti
alternoiville multilineaarifunktioille. Kun nimittiin « : V¥ — R on k-muoto, niin

1 i i k ) k
QC(U yeos Uyoo s Uy, U ):—a(v yees Uyoo s Uy, U ),

silld a on alternoiva. T4lldin on vélttdmittd oltava a (v!,..., vi,..., v',..., vk) =0.

k-muodoilla on samanlaisia ominaisuuksia kuin kovektoreilla: niitd voidaan esimer-
kiksi laskea yhteen ja kertoa reaaliluvulla tdysin samalla tavalla. k- ja I-muodoille ei
kuitenkaan voida midritelld yhteenlaskua, jos k # [. Sen sijaan muodoille voidaan
maédritelld useampikin fulo riippumatta siitd, ovatko muotojen asteet k ja [ samat.
Intuitiivinen tapa muodostaa tdllainen tulo on kertoa keskenddan kahden muodon
arvot. Ndin saatavaa tuloa kutsutaan muotojen tensorituloksi.

Mairitelma 3.2 (Muotojen tensoritulo). Olkoot a € AR (V) jape ALV). Muotojen a ja
B tensoritulo on funktio a ® : V¥ x V! — R, joka midritelld4n asettamalla

(a®,6)(v1,...,vk, vk”,...,vk”) :a(vl,...,vk)ﬁ(vk+1,...,vk+l).

Tassd v' € V kaikilla indekseilld i = 1,..., k+ L.

Tensoritulolla on monta hyvda ominaisuutta, jotka on helppo todeta suoraan maa-
ritelmén [3.2] avulla. Olkoon ¢ € R reaaliluku. Seuraavat yhtdlot ovat voimassa, kun
muotojen a,  ja y asteet sallivat merkityt laskutoimitukset:

(a+P)ey=a@y+poYy

ye@+p)=yea+yep
(ca)ef=ad(cf)=clad®p)

(aef)ey=ak(fey)=a’ Y.

Tensoritulossa on kuitenkin my6s puutteita. Se ei ensinndkdan ole kommutatiivinen,
eli yleensd a ® § # [ ® a. Lisdksi, vaikka funktio ¢ ® § onkin multilineaarinen, ei se
yleensd ottaen ole alternoiva. Siispa tensoritulolla ei suoraan saada muodostettua
joukon A**!(V) alkiota. Sen avulla on kuitenkin mahdollista rakentaa sellainen funktio,
joka on alternoiva. Tdhdn tarvitaan tietoa permutaatioista.

Olkoon I == {1,2,..., k} kokonaislukuindeksien joukko. Joukon I} permutaatio on
bijektiivinen kuvaus o : Iy — I. Permutaatio o siis vaihtaa indeksijoukon ;. alkioiden
paikkoja, ja kdytdnnossd permutaatiot voidaankin ajatella indeksien tai indeksoitavien
olioiden eri jarjestyksind. Joukon I} permutaatioiden joukkoa merkitdédn 22(Iy). Koska
k:n alkion joukko voidaan asettaa k! eri jarjestykseen, on joukolla I k! permutaatiota;
joukossa 22 (I}) on siis k! kuvausta.
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Adrellisten joukkojen permutaatiot voidaan periaatteessa médritelld alkio kerrallaan.
Esimerkiksi indeksijoukon I35 = {1, 2,3} indeksien 1 ja 2 paikan vaihtava permutaatio ©
voitaisiin méadritelld asettamalla 7(1) = 2, 7(2) = 1 ja 7(3) = 3. Permutaation 7 avulla
voidaan nyt esittdd seuraavanlainen 3-muodon a argumenttien jirjestyksen vaihto:

a(v™D,u™® ) = a (12, 01, 13).

Jokainen permutaatio o € 22(I;) voidaan esittdd yhdistettynd kuvauksena permutaa-
tion 7 kaltaisista, kahden indeksin paikkaa vaihtavista permutaatioista eli vaihdoista;
katso tarkemmin esimerkiksi [6, luvut 1.3 ja 3.5]. Jos permutaatio koostuu parillisesta
madrdstd vaihtoja, se on parillinen. Jos taas vaihtoja tehdddn pariton méaré, kyseessa
on pariton permutaatio. Joukon I permutaatioihin o voidaan liittdd kuvaus nimeltd
permutaation merkki eli Levi-Civita -symboli € : 22 (I) — {—1,1},

£(0) = 1, kun o on parillinen permutaatio,
~ | -1, kun o on pariton permutaatio.

Kun o ja T ovat kaksi permutaatiota, merkki € toteuttaa yhtdlon (o o 1) = €(0)e(7). Jos
nimittdin o ja 7 ovat kumpikin joko parillisia tai parittomia, on yhdistetty permutaatio
oo parillinen, ja e(c o7) = 1 = €(0)e(7) kummassakin tapauksessa. Jos taas toinen
permutaatioista on pariton ja toinen parillinen, on permutaatio o o 7 pariton, ja siten
e(oo1)=-1=¢(0)e(1).

Olkoon nyt L : V¥ — R miki tahansa multilineaarinen funktio. Asetetaan

Alt(L)(ul,...,vk)::i' Y e@L{v"®,...,v7®), (3.4)

CoeP(Iy)

missi I ={1,2,..., k} on vektorien v! indeksien joukko. Operaatio Alt on melko tekni-
nen mutta tarpeellinen apuviline. Ndytetddn seuraavaksi, ettd operaation Alt avulla
saatava funktio Alt(a ® B) on halutulla tavalla alternoiva, ja todistetaan joitakin muita
jatkossa tarvittavia aputuloksia.

Lemma 3.3 (Kuvauksen Alt ominaisuudet). Olkoon a € AF(V) ja e AL(V). Yhtilolli
middritellylld kuvauksella Alt on seuraavat ominaisuudet:

(i) KuvausAlt on lineaarinen.
(i) Alt(a ® B) € AF+L (V).

(iii) Alt(a) = a.

(iv) Alt(Alt(a ® f)) =Alt(a ® f).
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Todistus. Todistus pohjautuu ldhteisiin [2, s.101-104] ja [12} s.78-79]. Todistetaan
viitteet jarjestyksessi aloittaen lineaarisuudesta. Olkoot ¢y, ¢, € Rja a', a? € AX(V).
Suoraan yhtdloa (3.4) kdyttamalld saadaan

Alt(c;a! + ca?) (vl,..., Uk+l)

1
= > 5(0)(cla1+czoc2)(v”(l),...,v”(k”))
k! 5e 1)

1 1
=c- ), e(a)al(v”(l),...,vg(k+l))+02—' > E(a)az(vg(l),...,vg(k”))
k! gein k! eFn

= c;Alt(a) (vl,..., vk”) + coAlt(a?) (vl,..., vk+l),

joten kuvauksen Alt lineaarisuus on todistettu.

Olkoon a € A¥(V) jape A'(V). Funktio Alt(a ® ) on multilineaaristen funktioiden
a ® f summana multilineaarinen, joten toisen viitteen todistamiseksi riittdad ndyttds,
ettd Alt(a ® f) on alternoiva. Olkoon tdta varten 7 € 2 ([, ) sellainen permutaatio,
joka vaihtaa kahden indeksin i ja j paikkaa. Tdll6in merkin € ominaisuuden e(g o) =
€(0)e(tr) nojalla

Alt(a®,5)(vl,...,vi,...,vj,...,vk”)

1

= Y 8(0)(@@[3)(1)0(1),...,va(i),...,v”(j),...,va(k”))
(ke + )'aeg’(luﬁz))

1

= Y 8(0)(a®ﬁ)(v‘7”(1)) L uo W) e @) UU(T(k+l)))
(k+ D) €@ (k+1)

1
- - ), eme(oor)@ep) (v(""”(l)m_’ V(Uor)(k+l))
(k+ D! yoreF .
1
= Z —E(Uo‘[) (a® ’3) (U(U"T)(l),_,_, U(O’O‘[)(k+l))
(k+D! yore5,,

:—Alt(oc@,B)(vl,...,vj,...,vi,...,vk”),

eli Alt(a ® B) € AF*!(V). Tissd (1) = —1, silld T on vaihtona pariton.

Kolmannen kohdan todistamiseksi havaitaan ensin, ettd kun a € A¥(V), jaT onjilleen
kahden indeksin paikan vaihto, on voimassa yhtalo

@ (vl,..., vk”) =e(Ma (UT(”,._” UT(k+l))'
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Koska jokainen permutaatio on esitettdvissd vaihtojen yhdisteend, on tima yhtéilo
voimassa kaikille permutaatioille. Ndin ollen

Alt(a) (vl,..., vk)

1
= > e(a)a(va(”,..., vg(k))

k'ae@(lk)
1

_E Z a Ul’ ’Uk)
Foe@(I})
1

_ 1o 1 k)
i k a:(v, U

:a(vl,...,vk),

silld joukossa 22 (1)) on k! alkiota. Tdma todistaa kolmannen vditteen. Viimeinen véite
seuraa suoraan edeltdvistd kohdista. O

Mairitelma 3.4 (Muotojen ulkoinen tulo). Olkoon a k-muoto ja f [-muoto. Muotojen
a ja B ulkoinen tulo on (k + I)-muoto a A 8, joka madritellidn asettamalla

(k+ D!

A==

Alt(a ® B).

Huomaa, ettd lemmankohdan (i) nojalla a A § todella on (k + [)-muoto. Mda-
ritelméiss'ei esiintyvéa kerroin (lichl!)! ei ole valttdmaton, ja kirjallisuudessa esiintyy
my0s mddritelmid, joissa kerroin on jatetty pois. Kerroin kuitenkin eliminoi joitakin
vakioita, ja monet kirjailijat kdyttavat tdssd esitettyd madritelméa. Ulkoisella tulolla
on kaikki tensoritulon hyvédt ominaisuudet. Liséksi ulkoinen tulo vaihtaa merkkidan
tulontekijoiden jdrjestyksen muuttuessa, riippuen niiden asteesta. Tdméa ominaisuus
osoittautuu erittdin tarkedksi myohemmin. Ulkoisen tulon algebralliset ominaisuudet

on listattu seuraavassa lauseessa.

Lause 3.5 (Ulkoisen tulon ominaisuudet). Olkoon c € R, ja olkoot a € A*(V), B e AL (V)
jay € A""(V) muotoja. Ulkoinen tulo toteuttaa seuraavat yhtdilot:

(i (@+B)ANy=aAy+BAYy ja
YAN(a@+B)=yAa+yAP, kunk=I.

(ii)) (ca)AB=aAn(cP)=clanpP)

(iii) anf=(D*BAra

(iv) (@AB)AYy=aA(BAY)
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Todistus. Viitteiden todistukset pohjautuvat lemmaan ja niiden idea on sama
kuin teoksessa [12]. Todistetaan kohdat jarjestyksessi aloittaen ensimmadisestd. Koska
muotojen tensoritulolle on voimassa yhtdlo (a + f) ® y = a ® y + f® ¥, niin lemman
ensimméisen kohdan nojalla Alt((a + ) ® y) = Alt(a ® y) + Alt(f ® y). Vastaavasti
Alt(y ® (@ + B)) = Alt(y ® @) + Alt(y ® ), mikd todistaa ensimmadisen véitteen. Toinen
kohta toteutuu tensoritulon ominaisuuksien nojalla, silld Alt((ca) ® ,6) = Alt(a ® (C,B)) =

Alt(c(a® ).

Kolmannen viitteen todistusta varten olkoon 7 sellainen permutaatio, jolle
(v”l),..., prk) T+ v”k”)) = (vk+1, vkt vk).
Talloin
(a® f) (Ul,..., vk+l)
=a (vl,..., vk) B (vk“,..., vk+l)
_ ﬁ(v””,..., Ur(l))a(vr(lH)’n., Ur(l+k))
=(Boa) (UT(D, ey v“’””) .
Jos nyt lasketaan kuten 1emmantoisen kohdan todistuksessa, saadaan
Alt(a ® B) (vl,..., vk”)

1
= Z E(T)E(UOT)(ﬁ®(X)(U(Uor)(l)’“.’U(UOT)(k+l))
(k+D! yore5,,p

=e(MAlt(f® a) (vl,..., vk”).

Mutta tissihin (1) = (-1)*, silld permutaatio 7 koostuu k- [ vaihdosta.

Liitdnndisyyden todistamiseksi kdytetadn lemman [3.3|kohtia (i), (iii) ja (iv), joiden
nojalla

Alt(Alt(a ® ) — a ® B) = Alt(a ® §) — Alt(a ® §) = 0.

T4lloin tensoritulon ominaisuuksista johtuen myos Alt (y ® (Alt(a ® 8) — (@ ® f))) =0,

joten
Alt(yeAlt(a® f)) =Alt(y @ a ® f).
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Mutta tamahan tarkoittaa, ettd

(m+k+1)!

=——Alt

yr@ap == Al e @np)

(m+k+1D)! (k+1D)!

= . Alt(ly®a®
ke R dyeaef)
(m+k+1)!

Taysin samanlaisella laskulla saadaan, ettd myos (yAa) A = (mn;],z;;!l)!Alt(Y eaw®pf),

joteny A (@ A B) = (y A a) A B. Siispd viimeinenkin ominaisuus on nyt todistettu. [

Lauseen 3.5 kohdan (iv) nojalla voidaan tuloja y A (a A ) ja (y A @) A B jatkossa kum-
paakin merkitd y A a A . Témd merkinté voidaan toki yleistdd niin monelle muodolle
kuin halutaan. Lisdksi kohdasta (iii) seuraa, ettd kun E' € V*, niin

E'ANE'=—E'AE',

jolloin E* A E' = 0. Erityisesti timd on voimassa kovektoreilla dx;(p) € T, M; siis
dx;(p) Adx;(p) = 0. Yleisesti ottaen lause [3.5|tarkoittaa, ettd muissa tapauksissa ul-
koinen tulo kiyttdytyy laskettaessa tavallisen tulon tavoin silld lisdehdolla, ettd tulon
merkki vaihtuu aina kahden tulontekijan paikkojen vaihtuessa.

Esimerkki 3.6 (Ulkoinen tulo). Takastellaan seuraavaksi, kuinka muotojen ulkoinen
tulo liittyy ristituloon ja determinantteihin.

(a) Lasketaan avaruuden T, M 1-muotojen ap, = a; dx;(p) + a; dx2(p) + agdx3(p) ja
Bp = byrdx(p) + bz dxz(p) + b3 dx3(p) ulkoinen tulo. Jitetddn piste p luettavuuden
vuoksi merkitsemaéttd argumenttina:

ap A PBp=(ardx; + axdx; + azdxs) A (by dx; + b dxz + b3 dx3)
=a1bydx; Adx; +a1bydx; A dxy + aybsdx; A dxs+
ar)bydxs A dx; +asbydxy A dxo + apbsdxs A dxs+
azb;dxs A dx; + azsbydxs A dxy + agbsdxs A dxs
= (azb3 — asb,) dxo A dxs+
(asb; —ai1bs) dxs A dx;+
(a1bs — asx by) dx; A dxo.

Muodon «, A , komponentit ovat samat, kuin avaruuden R* vektorien Z?Zl ae'
ja Z‘?Zl b;e' ristitulovektorin komponentit. Tdssd mielessd muotojen ulkoinen tulo
siis yleistda avaruuteen R3 kahlitun ristitulon.
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(b) Ulkoisen tulon médritelma vastaa tietyissa tapauksissa tidysin determinanttia. Jos
nimittdin a',...,a* € V* ja (v1,..., v*) € V¥, niin yhtidlon @3) kuvaus voidaan
esittdd ulkoisena tulona muodossa

a'v av a'v
1 (4 . 2,1 o202 . o2
a A... A (v yeey U ):det ] ) ) ] . (3.5)
akvl akv? ... akuk

Tété tietoa voidaan kdyttdd myohemmin muotojen dx;, (p) A ... Adx;, (p) arvojen
laskemiseen sekd geometriseen tulkintaan, ja jopa muuttujanvaihtoihin liittyvien
Jacobin determinanttien laskemiseen.

3.2 k-muotojen vektorialgebraa

Muotojen ulkoisen tulon avulla voidaan nyt konstruoida korkeampiasteisia muotoja
matalampiasteisten muotojen avulla. Koska avaruuden V dimensio on kuitenkin
rajattu lukuun 7, ei muotojen aste voi olla aivan mika tahansa. Seuraava lause yleistda
lauseen 2.8 koskemaan astetta k olevia muotoja.

Lause 3.7 (k-muotojen avaruuden A*(V) kanta ja dimensio). Olkoon V reaalinen
vektoriavaruus kantanaan e .= {el, ety e”}, ja olkoon V* avaruudenV duaaliavaruus,
jonka kanta E = {El,...,E”} on duaalinen kannalle e. Joukko A*(V) on reaalinen
vektoriavaruus, jonka dimensio on (Z) Eréiéin kannan avaruudelle A* (V) muodostavat
k-muodot

E"A...NE%,
joillel<iy <...<ip<n.

Todistus. Todistuksen idea on sama kuin ldhteessé [5]. On selvidd, ettd k-muotojen yh-
teenlasku ja reaaliluvulla kertominen pisteittdin mairiteltyni tekevit joukosta AX(V)
vektoriavaruuden, jonka nolla-alkio on identtisesti nolla k-muoto. Kuten lauseiden
ja todistuksissa, tavoitteena on nyt nayttii, ettd muodot E’* A ... A E'* ovat line-
aarisesti riippumattomia. Tdmaén jdlkeen ndytetddn, ettd jokainen k-muoto a voidaan
yhtédlon mukaisesti esittdd muodossa

a= Y ey i, E" A ANET, (3.6)

Kk(In)

missé ¢, i, €R, jax(Iy,) tarkoittaa indeksijoukon I, niitd k-kombinaatioita, joille
1 <ij <...< i < n; summaus tapahtuu siis kaikkien tdllaisten jirjestettyjen multi-
indeksien yli.
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Muodot E’' A ... A E' ovat lineaarisesti riippumattomia, kun ehdosta

Z Ciy, it E"AL..ANE* =0

seuraa, ettd c;,, ;= 0 kaikilla kombinaatioilla x ¢ (I,,). Koska timén on toteuduttava

kaikilla (v1,..., v¥) € V¥, on erityisesti oltava
Y e Bt AL AER (eh elt) =0, (3.7)
Kk(ln)

missd j,..., jr on jokin kiinnitetty multi-indeksi. Ulkoisen tulon mééritelmén ja
lauseen 3.5 todistuksen mukaisesti

E"A...ANE% (e“,...,e’k)

:(1+1+...+1)!.l' 5 g(O_)Eil®“.®Eik(ea(jl)’“.’elf(jk))

1-1!-...-1! k! ogeP(Iy)

J ket 1 Y e(U)Eil®...®Eik(e”(jl),---,eo(j"))

ank k! sy

= UE;(Ik)g(U)Eil (ea(jl)) . E% (e”(jk)). (3.8)

Koska E on kannan e duaalikanta, on Ei(e/) = §; j- Siispd, koska indeksit iy,..., ix
ovat suuruusjdrjestyksessd pienimmastéd suurimpaan, vain yhti permutaatiota vas-
taava summan termi voi olla nollasta eroava. Tdmédn permutaation on oltava
sellainen, joka asettaa indeksit j,..., jx suuruusjirjestykseen. Jos nimittdin indeksit
o(j1),...,0(jx) eivit ole suuruusjarjestyksessd, loytyy edelld olevan yhtdlon nojalla
tédllaista permutaatiota vastaavasta summan termistd valttdmattd ainakin yksi
tulontekijg, joka on nolla. Tamin perusteella voidaan havaita, ettd suotuisaa permu-
taatiota vastaavalle termille on voimassa

i i ; i 1, josii=o0(j1),...,ir=0(ji),
U (00 ) I =11 (0] Jos I J1 k Jk
E (e ) B (e ) { 0, muulloin.

Koska argumentin (ej 1., efk) indeksit ji, ..., jr on kiinnitetty, tismaélleen yksi sum-
man (3.7) termeistd eroaa nollasta. Siispd

0= ) ci.i,E" A...NE' (eh,...,efk) = Cj1,ii

riippumatta multi-indeksisti ji, ..., jr. Ndin ollen muodot E' A ... A E'r ovat lineaari-
sesti riippumattomia.
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Olkoon sitten a € A¥(V) miki tahansa k-muoto. Ndiytetddn, ettd a voidaan esittdd
kuten yhtdlossa (3.6). Méddritellddn titd varten k-muoto f asettamalla

B= Z a(eil,...,eik)Eil/\.../\Eik.

Kk(ln)

Télloin edelld tehdyn laskun nojalla
ﬁ(eil,...,eik) = a(eil,...,eik)

kaikilla multi-indekseilld iy,..., i, joten itse asiassa f = a. Siispd kun valitaan ¢;,, _;, =
a(e",...,e'r), saadaan haluttu esitys muodolle a.

Perustellaan vield, miksi avaruuden A*(V) dimensio on (}). Huomaa, etté jokainen
kantavektoreista E’' A... A E'* m4drad avaruudessa A¥(V) yhden suoran. Jos tulonteki-
joiden jérjestystd muutetaan, ainoastaan tulon E’ A ... A E' merkki vaihtuu. Esimer-
kiksi E' A E? = —E? A E', joten 2-muodot E' A E? ja E? A E' mi#risvit saman suoran.
Ndin ollen kasvavat indeksien k-kombinaatiot x ;. (I;) madradvat yhtd monta suoraa
kuin kaikki indeksien k-kombinaatiot, joita on (}) kappaletta. O

Kun edeltidvissa todistuksessa valitaan

; 0
_ * % i __
V=T,M, Vi=T,M, ef—axi-
]

Ja E]_dxl](p)y
p
pétee lause[3.7]suoraan moniston M tangentti- ja kotangenttiavaruuksien tapauksessa.

Siispd tdssd luvussa rakennettua teoriaa voidaan suoraan soveltaa sileiden monistojen
tangentti- ja kotangenttiavaruuksissa.

3.3 Esimerkki: Muotojen geometrinen merkitys avaruudessa R’

Muotojen parissa on nyt tehty paljon tyotd, ja lopputulos voi vaikuttaa sangen ab-
straktilta. Tdimén vaikutelman lieventdmiseksi tarkastellaan seuraavaksi muotojen
geometrista tulkintaa avaruudessa R3. Kun kiytet4d4n avaruuksille R3 ja Ty R3 kantoja

1.2 .3 . p) P )
{e', e, e’} ja {E p’ 0xz | p? Ox3 n}’

huomataan, ettd vektorilla v = v; e! + v,€% + v3e® € R® on samat komponentit v; tan-
genttivektorin

0
Vp=UV1—
P 6x1

L0
v —
2 Oxz

.0
v —
3 6)63

p P P
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kanssa. Tamad tarkoittaa, ettd euklidisissa avaruuksissa muotojen voidaankin tulkita
operoivan pisteittiin avaruuden R3 vektoreilla. T4ll4 tavalla muodoille saadaan selkei
geometrinen merkitys. Huomaa, ettd koska monistona on avaruus R ja x on ident-
tinen kuvaus, toimii muoto dx;(p) samalla tavalla jokaisessa tangenttiavaruudessa.
Tdmad ei pidd paikkaansa yleisesti!

Avaruudessa R3 voidaan muodostaa sellaisia k-muotoja, joille k < 3. Muotojen dx; (p),
dx2(p) ja dx3(p) avulla saadaan kanta avaruudelle T;R® = A'(T,R®) jokaisessa pis-
teessd p € R, ja avaruuden A'(T,R?) dimensio on siten (3) = 3. Avaruuden R* kaikki
1-muodot voidaan siis esittdd muodossa

ap = c1dx;(p) +c2dxz(p) + c3dxs(p).
Lukijan on helppoa todeta aiemmin esiteltyjen méaritelmien perusteella, etta
ApVp =C1V1+ C2V2 + C3V3.

Tamad tarkoittaa, ettd muodon a, voidaan tulkita laskevan vektorin v projektiot koordi-
naattiakseleille, kertovan projektioiden pituudet vastaavasti luvuilla ¢;, ja summaavan
tulokset [4].

Avaruuden A?(T,R%) dimensio on my®s 3, silld (3) = 3. Lauseennojalla muodoista
dx; (p) Adx2(p),dx2(p) Adxs(p), ja dx; (p) A dx3(p) saadaan erds kanta avaruudelle
AZ(T,,IRE‘) kaikilla p € R3. Vaikka tdssi ja lauseessa kanta muodostetaan sellaisista
tuloista, joissa indeksit ovat kasvavassa jarjestyksessd, ei ndin tarvitse valttamatta teh-
dd. Kaytdnnon kannalta on monesti selkeimpdd esittdd muodot sellaisessa kannassa,
jossa indeksit ovat syklisessdi jérjestyksessd, kuten seuraavan muodon f, tapauksessa:

Bp = c1(dx2 Adx3)(p) + c2 (dx3 Adx1)(p) + 3 (dxy Adxo) (p).

Tassd merkittiin dx; (p) Adx;(p) = (dx; A dx;)(p) konsistentisti myohempien merkin-
tojen kanssa. Olkoot nyt v!, v? € R3. Ulkoisen tulon méaritelmésti juurensa juontavan
yhtédlon (3.5) ja edeltdvén 1-differentiaalimuotojen geometrisen tulkinnan perusteella

, 1 , 2 vl 02

(dx; Adx;)(p) (v,lg, vi) = det (dx,(p) Ul; i) UZ) = det( . g) :
dx;j(p)v, dxj(p)v, v, U

Viimeisimman determinantin tulkinta on seuraava: Valitaan vektoreista v' ja v? i- ja
j-suuntaiset komponentit, jolloin saadaan vektorien v! ja v? projektiot i. ja j. koor-
dinaattiakselin virittdmadlle tasolle. Determinantti laskee ndiden projektiovektorien
virittiman suunnikkaan pinta-alan, joka on toisin sanoen vektorien v! ja v? virittimén
suunnikkaan tasoprojektion pinta-ala. Muoto f, siis laskee ensin vektorien v!ja v?
virittdméin suunnikkaan projektiot kaikille koordinaattiakselien virittdmille tasoille, ja
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X3

2

(dx; Adx2)(p) (11;?, vf,)

Kuva 8. Diffenrentiaalimuodon dx; A dxs + dxs A dx; +dx; A dx, geometrinen hahmotus
avaruudessa R3.

kertoo sitten kunkin projektion pinta-alan jollakin luvulla c;. [4]. Tdtd havainnollistaa
kuvalgl

3-muotoja avaruudessa R® on vain yhdenlaisia siini mieless4, ettd avaruuden A3 (T,R)
dimensio on (3) = 1. Avaruuden T,,R* 3-muodot ovat siis muotoa

Yp= c(dx; Adxe Adxs)(p),

missd ¢ € R. Muodolle (dx; A dxz A dx3)(p) saadaan myds geometrinen tulkinta deter-
minantin avulla. Kun v!, v2, v3 € R3, on voimassa yhtdlo

1,2 .3
vy vy

1.2 .3 1 .2 .3

(dx; Adxz Adxs)(p) (vp, Vp» vp) =det|v, v; U,
1 .2 .3

Vg Uz U3

Muoto y, siis laskee vektorien v', v* ja v* virittdmén suuntaissarmién tilavuuden
etumerkilld varustettuna, ja skaalaa tuloksen luvulla c.

Huomaa, ettd karttakuvauksen x avulla saatavia lineaarisesti riippumattomia 1-muo-
toja dx;(p) on yhtd monta kuin avaruudessa R® on koordinaattiakseleita, ja lineaa-
risesti riippumattomia 2-muotoja (dx; A dx;)(p) on yhtd monta kuin positiivisten
koodinaattiakseleiden madrdadmia tasoja. Lineaarisesti riippumattomia 3-muotoja
dx; Adx; Adxg on vain yksi; sen muodostamiseen tarvitaan kaikki kdytettdvisséd olevat
suunnat. Vaikka muodot voidaankin tulkita pituuksien, pinta-alojen ja tilavuuksien
laskijoina, on huomiotava, ettd esimerkiksi (dx; A dxs)(p) ja (dx3 Adx;)(p) palauttavat
saman pinta-alan mutta eri merkkisend.

40



4 Differentiaalimuodot monistoilla

4.1 k-muotokentit

Vektoriavaruuksien k-muodot, kuten kovektoritkin, eldavat ikdén kuin lukittuna tiet-
tyyn pisteeseen. k-muotojen kanssa voidaan kuitenkin toimia samoin, kuin tangentti-
ja kovektorien kanssa toimittiin luvussa[2] Tarkastellaan siis kuvauksia, jotka liittavat
kuhunkin moniston pisteeseen yhden k-muodon. Tédssd luvussa mééritellddn téllaiset
k-muotokentdt monistoilla. Erityisesti tutustutaan differentioituviin muotokenttiin,
eli differentiaalimuotoihin ja niiden ominaisuuksiin. Lisdksi tutustutaan uuden tyyp-
piseen derivointioperaatioon nimeltd ulkoinen derivaatta. Ulkoinen derivaatta on
merkittdvan hieno konstruktio, jonka avulla esimerkiksi vektorikentén divergenssi ja
roottori voidaan yleistdd ja esittdad yhtendiselld tavalla. Mikd hienointa, tdma ulkoinen
derivaatta ei riipu monistolle valitusta kartasta. Tdssd luvussa on kédytetty lahteind
teoksia [9], [10], [13] ja [15].

Mairitelma 4.1 (k-muotokenttd). Olkoon M siled n-ulotteinen monisto, (U, x) kartta
ja k < n positiivinen kokonaisluku. k-muotokenttd joukossa U on kuvaus w, joka liittad
jokaiseen joukon U pisteeseen p yhden k-muodon w(p).

Kaikki muotojen laskutoimitukset voidaan pisteittdin laajentaa koskemaan k-muo-
tokenttid yhtdloiden ja tapaan. Tama tarkoittaa, ettd kun w ja n ovat k-
muotokenttid ja ¢ on [-muotokenttd, niin
(w+n)(p) = w(p) +n(p),
(cw)(p) = cw(p), ja
(wAY)(p) = w(p) Ay (p).
N4&itda merkintojd hyodynnettiin jos osin edeltdvéin luvun lopussa. Yhtdlod mu-

kaillen voidaan madritelld k-muotokentdin toimenpide useaan vektorienttddn. Kun
V1 ..., V¥ ovat vektorikenttii, asetetaan

o(VL,.. . V() =@ (VI(p),..., Vip).

Lauseen 3.7]nojalla jokainen moniston M k-muotokenttd voidaan esittdd muodossa

w = Z fil,...,ikdxil AN dxik,
K (In)
missé x on karttakuvaus, kertoimet f;, _; ovat monistolla M méériteltyjd funktioita,
ja kuvaus dx;; on kovektorikenttd p — dx;; (p). Lauseentodistuksessa esitelty mer-
kintd x (I,) tarkoittaa indeksijoukon I, niitd k-kombinaatioita, joissa indeksit ovat
suuruusjdrjestyksessa. k-differentiaalimuodoksi kutsutaan sellaista k-muotokenttdd
w, jonka komponenttifuntiot f;, . ; ovat differentioituvia.
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Mairitelma 4.2 (k-differentiaalimuoto monistolla). Siledlld monistolla M médaritelty
differentioituva k-muotokenttd w on differentiaalinen k-muoto tai k-differentiaali-
muoto monistolla M. Luku k on differentiaalimuodon aste. Monistolla M madritelty-
jen differentiaalimuotojen joukkoa merkitiain QF (M), ja vastaavasti voidaan puhua
jossakin moniston osajoukossa midritellyistd k-differentiaalimuodoista. Kun sekaan-
tumisen vaaraa ei ole, voidaan differentiaalimuodoista puhua myds lyhyesti muotoina.

Esimerkki 4.3 (Duaali- ja vuomuodot). Differentiaalimuodot liittyvit usein ldhei-
sesti monistoilla médriteltyihin vektorikenttiin. Olkoon seuraavassa V = Z?zl V; aixi

vektorikenttd avaruudessa R3, ja olkoot x; euklidiset koordinaattifunktiot.

(a) Differentiaalista 1-muotoa
wy = Vidx; + Vodx, + Vadxs

kutsutaan vektorikentdn V duaalimuodoksi, silld sen komponenttifunktiot ovat
samat kuin Vektorikentéin V, mutta jokaisessa pisteessd p kantavektorit dx;(p)
ovat kantavektoreille | duaalisia. Differentiaalimuotoa wy kutsutaan toisinaan
my0s vektorikentdn V tyomuodoksz Jos vektorikenttd V nimittdin kuvaa jotakin
voimakenttdd, niin luvussayhtalolla (5.5) maadriteltava integraali fya)v antaa
voiman V tekemaén tyon tilanteessa, jossa hiukkanen kulkee pitkin polun y kayréa.

(b) Kuvausny € Q?(R3),
ny = Vldx2 AN dJC3 + ngJC3 AN dx1 + ngxl AN de,

on 2-differentiaalimuoto avaruudessa R3. Huomaa, ettd samaan termiin liittyville
"kantavektoreille” a% jadx; Adxi on voimassa dx; ( 6%) 0ja dxg ( ax ) 0. Muo-
don ny i. komponentti siis huomioi vain sellaiset tangenttivektorit, jotka eivit
ole samansuuntaisia vektorikentdn V i. komponentin kanssa. Fysikaalisesti tul-
kittuna muoto ny laskee, kuinka paljon vektorikenttd V "virtaa” minnekin pdin.
Tarkemmin eriteltynd termi V;dx; A dx; laskee virtausta j. ja k. koordinaattiakse-
lien virittimé&a tasoa vastaan kohtisuoraan i. koordinaattiakselin suuntaan. Tdsta
syysté differentiaalimuotoa iy kutsutaan vektorikentidn V vuomuodoksi.

4.2 Monistojen viliset kuvaukset

Reaaliarvoisten funktioiden lisdksi on tarpeellista tarkastella kahden moniston M ja
N vilisid kuvauksia F : M — N. Ndiitd kuvauksia voidaan nimittdin kidyttdd muiden
"olioiden”, kuten tangenttivektorien ja differentiaalimuotojen, siirtimiseen monistojen

valilld. Kuten reaaliarvoisten funktioiden tapauksessa, kasitellddn tdssd tutkielmassa
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ainoastaan sellaisia kuvauksia F : M — N, jotka ovat differentioituvia. Maéritelldan
seuraavaksi, mité télld tarkoitetaan:

Mairitelma 4.4 (Monistojen vilisen kuvauksen differentioituvuus). Olkoot M ja N
sileitd monistoja, p € M, ja olkoot x ja y karttoja pisteiden p ja F(p) ympadristoissa.
Monistojen vilinen kuvaus F : M — N on differentioituva pisteessd p, jos sen lokaali
koordinaattiesitys y o F o x ! on C*°-kuvaus perinteisessi mielessi (siis kuvauksena
karttojen x ja y maalijoukkojen vililld) pisteessd x(p). Kuvausten differentioituvuu-
desta monistolla tai sen osajoukoissa puhutaan samoin kuin funktioiden tapauksessa.
Jos kuvauksella F on C*°-luokan kéddnteiskuvaus, niin F on diffeomorfismi.

Joskus on hyddyllistd tarkastella kuvausta F : M — N koordinaattifunktioiden avul-
la. Talloin F esitetddn muodossa F = (Fy, ..., Fi), missa k on moniston N dimensio.
Huomaa, ettd tima esitys riippuu tédysin kdytetystd kartasta. Kun y = (yy,..., yx) on
karttakuvaus monistolla N, koordinaattifunktio F; tarkoittaa funktiota F; = y; o F.

"Olioiden siirtdmistd” varten on monistojen viliseen kuvaukseen F: M — N seuraa-
vaksi tarkoitus liittda kaksi muuta kuvausta. Nama ovat niin kutsuttu tangenttikuvaus
F., sekd palautuskuvaus F*. Ndistd ensimmadainen on kahden euklidisen avaruuden
vdlisen kuvauksen derivaatan yleistys monistoille, ja jadlkimmadinen tulee toimittamaan
erddnlaisen muuttujanvaihdon virkaa.

Mairitelmad 4.5 (Tangenttikuvaus). Olkoot M ja N sileitd monistoja, F differentioi-
tuva monistojen M ja N vilinen kuvaus, ja v, € T, M moniston M tangenttivektori.
Kuvaukseen F liittyvd tangenttikuvaus Fy(p) : TyM — Tr) N vie vektorin v, tangent-
tivektoriksi F (p)vp € Tr(p) N, joka mééritellddn asettamalla

F.(p)vplgl=vplgoF]

kaikille g € C*°(N).

Tangenttivektorien lineaarisuudesta seuraa, ettd myos tangenttikuvaus F, (p) on li-
neaarinen. Tangenttikuvaksella on useita muitakin hyvid ominaisuuksia, ja siitd on
suuri apu monistoja tutkittaessa. Tama ei ole yllattdvad, silla kyseessd on derivaatan
yleistys. Tdssd tutkielmassa ei kuitenkaan tarkemmin tarkastella tangenttikuvauksen
ominaisuuksia, vaan se esiintyy ldhinna tyokalun asemassa. Kirjallisuudessa tangent-
tikuvaukselle esiintyy useita erilaisia merkintdtapoja ja nimityksia. Yleisin merkinta
lienee dF,, jolloin puhutaan monistojen vilisen kuvauksen F differentiaalista. Tdma
terminologia on yleinen nimenomaan monistoihin tai avaruuden R” pintoihin kes-
kittyvissd tarkasteluissa; katso esimerkiksi [1] tai [10]. Muita nimityksid ovat muun
muassa derivaatta ja "push-forward”, joka korostaa kuvauksen F, (p) vaikutusta tan-
genttivektoreihin.
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Tangenttikuvauksen avulla voidaan maédritelld differentiaalimuodoilla operoiva ku-
vaus F*, joka kuvaa kuvauksiin F ja F, (p) ndhden "vastakkaiseen suuntaan”:

Mairitelma 4.6 (Palautuskuvaus). Olkoot M ja N sileitd monistoja, ja olkoon w €
Q*(N) moniston N differentiaalimuoto. Kun F : M — N on differentioituva kuvaus
monistojen vilill, niin siihen liittyvd palautuskuvaus F* : Q*(N) — Q¥ (M) midritel-
lddn asettamalla

F*w(p) (vrl,,..., v';) =w(F(p) (F*(p) U;,,...,F*(p) v’;),

missé vektorit v;, ovat moniston M tangenttivektoreita. Kun k = 0 eli kun w on funktio,
Ffwo=woF.

Englanninkielisessi kirjallisuudessa kuvaukselle F* kdytetddn ldhes yksinomaan ni-
mitystd "pull-back”, joka viittaa differentiaalimuotojen "vetdmiseen takaisin tutulle
monistolle”. Juuri timi onkin kuvauksen F* tarkoitus, onhan F*w méiiritelman|4.6
mukaisesti moniston M differentiaalimuoto. Huomaa, ettd monistojen M ja N dimen-
sioiden ei tarvitse olla yhta suuret, vaan riittdd, ettd kummankin dimensio on vihin-
tddn k. Vaikka palautuskuvaus ei ole varsinainen muuttujanvaihto, voidaan sen avulla
kdytdnnossa toteuttaa sellaisia. Seuraavan lemman avulla saadaan merkinnallisesti
tehokas ldhestymistapa palautuskuvauksen késittelyyn, ja samalla himmastyttava
yhteys euklidisten avaruuksien koordinaattimuunnoksien kanssa.

Lemma 4.7 (Palautuskuvauksen ominaisuudet). Olkoon F : M — N differentioituva
kuvaus. Olkoot w jan differentiaalimuotoja monistolla N, cy, ¢; € R reaalilukuja, ja
olkoon g € C*°(M).

() F*(aw+cn) =aF'w+cF'n
(i) F*(wAn) = (F*w)A(F*n)
(iii) F*(gw)=(goF)F*w.
(iv) F*dg=d(goF).

Todistus. Kohdan (i) todistus on suoraviivainen lasku. Kun differentiaalimuotojen w
jan aste on k, niin

(F*(ciw+cm) (p) (U;,,..., vllﬁ)

= (o + e (F(p)) (F*(p) vl F*(p) u’;)

= c1w(F(p) (F*(p) v,.... F*(p) u’,;) + con(EF(p) (F*(p) vl F*(p) u’;)
=cFrw(p) (v;,,..., vllﬁ) +cF*n(p) (vll,,..., v';) :
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Kohdan (ii) todistaminen on myds suora lasku, jossa kdytetddn ulkoisen tulon médritel-
mad. Olkoot differentiaalimuotojen w ja i) asteet vastaavasti k ja [. Télloin, jattamalla
piste p tilan sddstdmiseksi merkitsemattd kuvauksien argumenttina, saadaan

F*(w/\n)(v;,...,v,’;)

= (AN (F) (F* v),..., F, u’;”)

- L o) o (k) o(k+1) o (k+1)
=em X 0P (FvgD,..., Fvy® | n(r) (Fog®*D, | Fug D)
geP i)

1 o (o) o) . [ (k1) )
=T > F w(vp S )F n(vp v U )
* 'UE@(I]H_I)

= ((F* @) A E*D) (v 0)).

Kolmas viite seuraa suoraan tiedosta (gw)(F(p)) = (g0 F)(p)w(F(p)) sekd palautusku-
vauksen méi%iritelméistéi Kohdan (iv) todistamista varten olkoon v, moniston M
tangenttivektori. Talloin

F*(dg)(p)vy = dg(F(p))(Fs(p)v))

niin ikddn maéritelmén 4.6 perusteella. Koska dg(F(p)) € Ty, N ja F.(p)vp € Trp N,
voidaan yhtédlon (2.8) mukaisesti kirjoittaa

dg(F(p)(F.(pvp) = (F.(p)vp) Lg).
Mutta nyt tangenttikuvauksen médritelmén|4.5|ja yhtdlon mukaan
(Fi(p)vp) (gl = vplgo Fl =d(goF)(p)v),

mikd todistaan neljannen kohdan. O

Seuraus 4.8. Olkoon F : M — N C*°-kuvaus monistojen M ja N viililld. Kun y on
karttakuvaus monistolla N ja f;, ;. € C*°(N) ovat differentioituvia funktioita, on
voimassa yhtdlo

F* Z fil ,,,,, ikdyil/\"'/\dyik = Z (fl1 yyyyy ikOF)d(inOF)/\.../\d(yikOF).

Ki(In) K (In)

Esimerkki 4.9 (Napakoordinaatit). Olkoot x; ja x, euklidiset koordinaattifunktiot
avaruudelle R?, ja olkoot (r,0) napakoordinaatit. Napakoordinaattikuvaus on koordi-
naattienvaihto N, jolle

N(r,6) = (rcos(), rsin(0)) = (x1, x2).
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[ ]
(r(»,0(p)

Kuva 9. Napakoordinaattikuvauksen N tulkinta koordinaattienvaihtona (xy, x») =
(rcos(@), rsin(d)).

Yhdistetty kuvaus N(r,0) on siis identtinen kuvaus ilmoitettuna napakoordinaateissa;
tétd havainnollistaa kuva [9} Avaruuden R? pinta-ala-alkio on differentiaalimuoto
dx; Adxs. Seurauksenmukaan dx; A dx; saadaan esitettyd napakoordinaateissa
palautuskuvauksen N(r,0)* avulla seuraavasti:

N(r,0)" (dx; Adx»)

=d(x; o N(r,0)) Ad(x20 N(r,6))

=d(rcos(®) Ad(rsin®))

= (cos(@)dr —rsin(0) do) A (sin(6) dr + r cos(0) d6)
= —rsin®*(0)dO Adr + r cos*() dr AdO

=rdrado.

Koordinaattimuunnos voidaan siis toteuttaa yksinkertaisesti sijoittamalla uusi koordi-
naattiesitys vanhan paikalle ja sieventdmalld [10]. Laskun tulos ndyttdd hammastytta-
vasti samalta, kuin muuttujanvaihtokaavan

f f(x)dx; dxzsz(N(r,H)) rdrd@
U

N(U)

soveltaminen euklidisen avaruuden R? osajoukossa U perinteisin merkinnéin, jolloin
kerroin r on napakoordinaattikuvauksen Jacobin matriisin determinantti. Seuraukses-
ta[4.8|seuraa, ettd muuttujanvaihtoja voidaan palautuskuvauksilla toteuttaa Jacobin
determinantteineen myds yleisemmin:

Lause 4.10. Olkoon F = (Fy,...,F,) : M — N differentioituva kuvaus n-ulotteisten
monistojen M ja N vdlilld. Kun (U, x) ja (W, y) ovat karttoja monistoilla M ja N, ja g
on jatkuva funktio joukossa W, niin joukossa U n F~1 (W) on voimassa yhtdlo

i

OF
F*(gdy1 /\---/\dyn) =(goF) det(E) dx; A+ Adx,,.
J
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Todistus. Riittdd ndyttdd, ettd kummankin puolen lausekkeen toimepide vektorikent-

tdjoukkoon 6671, o % on sama funktio. SeurauksenHmukaan vasemman puolen

lausekkeelle on voimassa
F*(gdyiA---ndyy) =(goF)d(y10F)A...Ad(ynoF)
=(goF)dFi A...AdF,.

Komponenttifunktioiden F; differentiaalit ovat 1-differentiaalimuotoja, joten jokaises-
sa pisteessd p € M dF;(p) on kovektori. Esimerkin[3.6lmukaisesti on siis

0 0 0 OF;
dF dF . =det|dF;[— || =det .
AR "(Oxl Oxn) ¢ ( l(axj)) © (Oxj)
Siispd
0 0 OF;
F*(gd d F)det
(gdyrn-n yn)(al 0xn) (gofde (ax])
mika todistaa viitteen, silla
6 0
d d .,—|=1. O

Lauseesta(4.10[seuraa valittomadsti, ettd jos (U, x) ja (W, y) ovat kaksi karttaa samalla
monistollaja fdx; A...Adx, =gdy; A... Adyy, niin joukossa U N W

Oyl)
det
f=gde (Ox]

Tamai nihdiian valitsemalla kuvaukseksi F identtinen kuvaus. Lisiksi lauseen
nojalla n-muotojen koordinaatit voidaan vaihtaa yhtdlén

0yijoF
F*(dyl/\.../\dyn):det( J(;lo

) dx;A...Adx,
Xj
mukaisesti. Tdima yhtélo seuraa valinnasta f = g = 1.

4.3 Ulkoinen derivaatta

0-differentiaalimuodon eli funktion f differentiaali d f on 1-differentiaalimuoto mo-
nistolla M, ja kartassa (U, x) se voidaan esittdd yhtdlon (2.13) mukaisesti muodossa

df = Z dx,
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Samassa kartassa k-differentiaalimuoto w voidaan esittid muodossa

W= Z fi,ipdxiy A AdX,

Kk(ln)
joillakin funkioilla f;, ;. Ndma esitykset yhdistdmaélld voitaisiin méadritelld k + 1-dif-
ferentiaalimuoto, ” k-differentiaalimuodon w differentiaali” dw, asettamalla

do= Y dfondinenda = Y S Ll g e a o ndu,.

K L) Kej=1 0%

Téllaiseen médritelmédin siséltyy kuitenkin samankaltainen ongelma, kuin monistol-
la méériteltyjen funktioiden differentiointiin: dw néyttdisi riippuvan voimakkaasti
valitusta kartasta. Himmastyttavaa kylld, kdy ilmi, ettd edelld ehdotettu kaava "diffe-
rentiaalille” dw antaa saman tuloksen riippumatta koordinaattijirjestelmasta.

Lause 4.11 (Ulkoisen derivaatan olemassaolo ja yksikdsitteisyys). Olkoon M siled mo-
nisto, ja olkoot w € Q% (M) jan € Q' (M) differentiaalimuotoja. Jokaisella k on olemassa
yksikdsitteinen kuvaus d : QX (M) — Q**1(M), jolla on seuraavat ominaisuudet:

(i) dlcqw+con) =cdw+codn, kunc,coeRjak=1.
(ii) dlwAn) =doAn+ (—l)ka)/\dn
(iii) d>:=dod=0
(iv) Kun f € Q°(M) = C®(M) on 0-muoto eli funktio, niin df on funktion f differen-
tiaali.
Kun (U, x) on mikd tahansa kartta monistolle M, niin joukossa U

dw = Z dfil,...,ik Adxi AL A dxik. 4.1)

Kk(In)

Differentiaalimuotoa dw kutsutaan differentiaalimuodon w ulkoiseksi derivaataksi, ja
kuvausta d kutsutaan ulkoiseksi derivaattaoperaattoriksi.

Todistus. Tdssd esitettdva todistus on ldhteen [13] mukainen, ja sen idea on seuraava:
Madritellddn ensin ulkoinen derivaatta jossakin kartassa yhtalolla ja osoitetaan,
ettd tdssd kartassa ulkoinen derivaatta téyttad lauseessald.11|luetellut ominaisuudet.
Osoitetaan tdmaén jalkeen, ettd ndima ominaisuudet karakterisoivat ulkoisen derivaa-
tan. Tama tehdddn nayttdmalld, ettd jos d’ on jokin kuvaus, jolla ndimi ominaisuudet
on, niin itse asiassa d’ = d valitussa koordinaattiymparistéssi. Lopuksi méaritelldin
lauseen kuvaus d pisteittdin rajoittumalla sopivaan koordinaattiympéaristoon.

Olkoon siis (U, x) jokin kartta monistolle M, ja méaritellidan d koordinaattiympdris-
tossd U yhtdlolla (4.1). Todetaan ensin, ettd kohta (iv) on selvd. Kohta (i) puolestaan
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seuraa valittomasti yhtdlostd |4.1|ja lemmasta Tdmain nojalla loput viitteet riittda
perustella muodoille

w=fdx; A...Adx;, ja  n=gdxj A...Adxj,.
Talloin
wAn=fgdx; A...Adx; Adxj AL AdX,
ja yhtdloa sekd lemmaa|2.14|soveltamalla saadaan
dlwAn) =d(fg) Adx;, A...Adx; Adxj AL AdX;,
=(gdf + fdg) Adx; A...Adx;, Adxj AL AdX;,
=gdf Adx; AL Adx; Adxj AL A,
+fdgAdx; A...Adx Adxj AL AdX;,
=(dfAdx; A Adx) A(gdxj, AL AdXj)
+ (=D (fdx, A...Adxi) Adg Adaxj, A Adx))
:dw/\17+(—1)ka)/\dn.

Tissi kerroin (—1)* juontaa juurensa ulkoisen tulon laskus#éntoihin; tekijai dg siirre-
tddn k paikan verran toiseksi viimeiseen vilivaiheeseen. Kohdassa (iii)
dw = Zﬁdxj/\dxil Ao Ndxg,
i=1 0%

joten

n n aZf
d(dw) = dxpAdx; Adx;, A...Adx; .
k2=:1 i;axkéxj ¢ ! ! *

Koska Schwarzin lauseen nojalla on

0’ f B 0’ f

0x0x; 0x;0x;

niin tassda summassa

o*f *f
d dx; = -
axkax]' e A A xjaxk

dx]' N dxk.
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Néin ollen kaikki termit kumoutuvat summausindeksien juostessa yli indeksijoukko-
jen, ja siten d(dw) = 0. Nyt ollaan néytetty, ettd joukossa U operaattorilla d on lauseen
411l ominaisuudet.

Olkoon sitten d’ : Q¥ (U) — Q**1(U) sellainen kuvaus, joka toteuttaa samat lauseessa
luetellut nelja ominaisuutta. Halutaan nayttdd, ettd d’ = d kaikilla k. Kohdan
(i) nojalla riittdd jdlleen tarkastella vain differentiaalimuotoja w = fdx;, A...Adx;,.
Kohdan (iv) nojallad’ f = df, joten

d'(fdxi A...Adxg) =df Adxg A Adxg + fd (dxg, A Adxg).

Siispd jos d'(dx;, A... Adx;,) = 0 kaikilla k, niin d'w = dw joukossa U. Osoitetaan
tdmd induktiolla. Koska jélleen kohdan (iv) nojalla d’ x; ; = dx;;, on tapaus k = 1 selvd.
Oletetaan sitten induktio-oletuksena, ettd d’'(dx;, A... Adx;,_,) = 0 kaikilla multi-
indekseilld ji,..., jr—1. Talloin

d'(dxi, A...Andx;) =d'((d'x;) Ad X, AoAd xg,)
=d'(d'x;) Ad'x;, A.ond g,
—d'x; nd'dxiA...nd X))
=0-0

ominaisuuksien (ii) ja (iii) sekd induktio-oletuksen nojalla. Siten koordinaattiympéris-
tossd U on voimassa d' = d.

Edelld tehdyt laskut eivit riipu kartan (U, x) valinnasta. Siispd ollaan saatu néytettyd,
ettd mielivaltaisessa koordinaattiympdéristéssd U — M operaattori d on yksikésittei-
nen. Jos nyt w on koko monistolla M médritelty differentiaalimuoto, niin asettamalla
pisteessd pe U

dw(p) = dlywly) (p)

on lause[4.11]todistettu. O

Ulkoinen derivaattaoperattori d on erityisen merkittdva siksi, ettd toisin kuin luvussa
madritelty funktion osittaisderivaatta lokaaleissa koordinaateissa, sen avulla saa-
tava derivaatta on riippumaton kdytetystd kartasta. Mikd mielenkiintoisinta, ndin
on siitd huolimatta, ettd ulkoisen derivaatan méaérittelevdssa lausekkeessa esiintyy
madritelméan[I.11)mukaisia osittaisderivaattoja! Derivaatta d osoittautuu mydos todel-
la monipuoliseksi tydkaluksi. T#std kertoo esimerkiksi se, ettd paitsi avaruuden R3
funktion gradientti, my0s vektorikentdn divergenssi ja roottori voidaan sitd kdyttden
esittdd yhtendiselld tavalla.
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Esimerkki 4.12 (Ulkoisen derivaatan yhteys avaruuden R3 derivointioperaatioihin).
Luvussa todettiinkin jo, ettd funktion f € C*°(R®) differentiaalin d f komponentit ovat
samat kuin gradientin V f komponentit. Olkoon nyt V avaruuden R® differentioituva
vektorikenttd. Vektorikentdn V divergenssi V-V ja roottori V x V médritelladn yhtaloilla

V- Vi=01V1+0,Vo+03V3
Vx V= (023 = 03Va) 52+ (95 V1 — 01 V3) 52 + (01 Vo — 02 V1 ) 52
(a) Lasketaan vektorikentdn V duaalimuodon
wy = Vidx; + Vodxs + V3dxs
ulkoinen derivaatta dwy pitden mielessd, ettd dx; Adx; =0, dx; Adx; = —dx; Adx;,
ja ettd euklidisissa avaruuksissa g_)‘c/; =0,V
doy =dVi Adx;+dVo Adxs +dVa Adxs
= (01 V1 dx; + 02 V1 dxp + 03Vy dxg) Adxg +
(01 Vodx; +02Vadxs +03Vadxs) Adxa+
(01 Vadxy + 02 Vadxy +03V3dxs) Adxs
= (02V3—03V2) dxa Adxs+
(03V1 =01 V3)dxs Adx; +
(01V2—02V1)dx; Adxy.

Tédssd "syklisessd kannassa” ulkoisen derivaatan dwy komponenttifunktiot ovat
samat, kuin roottorin V x V komponenttifunktiot. Muoto dwy on néin ollen vek-
torikentin V x V vuomuoto.

(b) Tarkastellaan sitten vektorikentidn V vuomuotoa
ny = Vidxa Adxs + Vodxs Adxy + Vadx, Adx,.

Muodon 7y ulkoiseksi derivaataksi saadaan, jdlleen laskusddnt6ja dx; Adx; =0 ja
dx; Adx; = —dx; Adx; soveltamalla,

dT]V =dVi Adxo Adxs+dVo Adxs Adx; +dVa Adx; Adxo
=01 Vidxy Adxy Adxs +02Vodxy Adxo Adxs +03V3dx; Adxy Adxs
= (61V1 +0,V, +03V3) dx; Adxy A dJC3.

Tdmdin 3-differentiaalimuodon ainoa komponenttifunktio on vektorikentdn V
divergenssi V- V.
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Esimerkki[4.12] osoittaa, ettd operaattori d todella on derivaatan yleistys monistoil-
le. Erityisen hienoa on, etti d yleistdd avaruudessa R® médritellyn roottorin kaikkiin
ulottuvuuksiin. Operaattori d yleistdd myos lemman |4.7|kohdan (iv) koskemaan k-
differentiaalimuotoja. Tdma tarkoittaa, ettd palautuskuvaus kommutoi derivaattao-
peraattorin d kanssa. Tdll6in sanotaan, ettd d on luonnollinen palautuskuvausten
suhteen.

Lemma 4.13 (Ulkoisen derivaatan luonnollisuus palautuskuvausten suhteen). Olkoon
F: M — N C*-kuvaus monistojen M ja N viililld, ja olkoon w € Qk(N\). Télloin

F*(dw) = d(F*w).

Todistus. Todistetaan viite induktiolla muodon w asteen k suhteen. Lemman [4.7]
kohdan (iv) todistus toimii sellaisenaan mille tahansa differentioituvalle funktiolle eli
0-differentiaalimuodolle, joten tapaus k = 0 on sen perusteella kunnossa. Oletetaan
sitten, ettd vdite on totta jollakin k ja ndytetddn, ettd tdlloin vdite patee myos asteella
k + 1. Operaattorin d ominaisuuksien nojalla riittda tarkastella differentiaalimuotoa
w = gdx; A...Adx;,,. Lemman[4.7/kohdan (ii) ja lauseen[4.11)yht4lon (ii) nojalla

d(F*w)=d(F*(gdxi A... Adx;, Adxi,,,))
=d(F*(gdxi A...Adx;, ) AF*(dx;,,,))
=d(F*(gdxj A...Adx; ) AF*(dx;,,, )+
(-DFF* (g dxiy A...Adx; ) A F*d(dx,,,).

Téssd jalkimmadinen termi on lauseen yhtdlon (iii) nojalla identtisesti nolla. Siispa
induktio-oletuksesta ja lemman[4.7 kohdasta (ii) seuraa, ettd

d(F*w)=d(F*(gdxi A...Adx;)) A F*(dxi,,,)
=F* (dgAndxj, A...Adx; ) AF*(dx,,,)
= F* (dw). O

4.4 Esimerkki: Differentiaalimuodoista sihkoopissa

Differentiaalimuotoja kadyttdmalld voidaan yhtendistdd esimerkiksi séhkdopin teorian
esitystd. Tdma esimerkki pohjautuu artikkeliin [16] sekd teokseen [8]. Tarkastellaan
monistoa R3 x R kdyttden euklidisia koordinaatteja (x1, X, X3, t) ja merkinti4 V ava-
ruuden R® gradienttioperaattorille. Maxwellin kenttiyhtilét ovat nelji osittaisdiffe-
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rentiaaliyhtdlod

V-D=p
VxE 0B
XE=——
ot
V-B=0
oD
VxH=—+].
ot

Ndissd yhtdloissa vektorikentdt E ja H ovat sdhko- ja magneettikentit, D ja B ovat
sdhko- ja magneettivuon tiheydet, ja J on virrantiheys. Skalaarisuure p on puolestaan
varaustiheys. Perinteisessd esityksessd sekd kenttdd ettd sen vuontiheyttd edustaa sa-
manlainen matemaattinen olio, vektorikenttd. Kentén ja sen vuontiheyden vilille saa-
daan kuitenkin tehtyd selvé ero esittelemélld duaalimuodot wr ja w iy sekd vuomuodot
1p ja np, jotka madritelladn yhtaloilla

wg = E;dx; + Exdxy + Esdxs
wpg = H; dx1 + H, de + Hj dX3
NMp = D, dx2 N dX3 + Doy dx3 AN dx1 + Dsg dx1 A de

np = B dx, Adxs + Bydxs Adx; + Bsdx; Adxs.

T4mad esitys on paitsi tulkittavissa geometrisesti esimerkin [3.3|mukaisesti, my6s antaa
jossain médrin fysikaalisemman kuvan tarkasteltavista suureista. Edelld méariteltyjen
muotojen avulla saadaan vastineet esimerkiksi energianvuon tiheytta edustavalle Po-
yntingin vektorille S = E x H, sekd energiatiheydelle U = %((E |D) + (B|H)) asettamalla

. 1
Ns=wpAwyg ja WU:E((UE/\T/D"‘(UH/W]B)-

Muotojen 15 ja ¥y komponenttien vastaavuus risti- ja sisdtulojen kanssa on helposti
tarkistettavissa laskemalla auki edelld esiintyvét ulkoiset tulot.

Muotojen wr ja g avulla voidaan maéritelld niin kutsuttu s@hkomagneettinen tensori,
joka on differentiaalinen 2-muoto ¢,

=wpndt+np
= (El dx; + Exdx, + Es dJC3) Adt+
B de N dX3 + By dX3 N dx1 + B3 dx1 N de.
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Muodon ¢ ulkoinen derivaatta on

OF OF OF OE
dé = (—1 dax, + —ldxg) Adx; Adt+ (—2 dx; + —deg) Adxo Adt+
0xy 0x3 0x; 0x3

OE OE 0B 0B
(—3 dx; + —3dx2) AdxzAdt+ (—1 dr+ —2> dxl) Adx, Adxs+
0x1 0x> ot 0x1
aBg oBg 633 083

(E der+ a—xdeZ) AN d.X'3 AN dX1 + (E dr+ a—xs dX3) N dx1 N dXZ.

Avaamalla sulut ja jarjestamalld termejd kuten esimerkissd4.12), saadaan d¢ muotoon
O0E; OEs N 0B,
0x3 0x ot

0B, _ 0B, N 0Bs
0x1 0.762 0x3

0E, OF, 0Bs
de =22 _
¢ (ax1 oxs | 01
(aE3 0, OB,
0x, 0x3 ot

)dxl/\dJCg/\dl'-l-( )dX3AdxlAdl'+

)de/\dX3/\dt+( )dxl/\de/\dx?,.

Tastd lausekkeesta ovat tunnistettavissa roottorin V x E sekd derivaatan %—E komponen-
tit, samoin kuin vektorikentidn B divergenssi V- B. Ndiden avulla ulkoinen derivaatta
d¢ saadaan kirjoitettua hieman kompaktimmin:

0B
dé = (VxE+—) dx; Adxo Ade+
ot )3

0B
VxE+—) dxsAdx; Ade+
ot ),

0B
(VXE—I—E) dxz/\dxg/\dt+(V~B)dx1/\dx2/\dx3.
1

Edelld kaikki neljd ulkoista tuloa ovat keskendén lineaarisesti riippumattomia, ja ndin
ollen vaatimus

d¢é=0

on ekvivalentti Maxwellin kenttdyhtdléiden V-B=0jaV x E = —%—? kanssa. Myos jal-
jelle jidneet epdhomogeeniset Maxwellin yhtdl6t on mahdollista esittda differentiaali-
muotojen avulla kdyttden Hodgen téhti -nimistéd operaattoria; katso esimerkiksi [8, s.
796]
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5 Integrointi monistoilla

Tédssd luvussa tutustutaan differentiaalimuotojen integrointiin monistoilla. Differen-
tiaalimuotoja kdyttdmalld saadaan aikaiseksi koordinaateista riippumaton tapa in-
tegroida funktioita monistoilla. Lisdksi ndhdé&én, ettd differentiaalimuotoja voidaan
integroida yli polkujen ja pintojen ilman erillisid madritelmid, toisin kuin avaruuden
R3 polku- ja pintaintegraalien tapauksessa. N4in saadaan yleistettyi esimerkiksi vekto-
rikentdn vuo korkeampiin ulottuvuuksiin. Jotta "virtaussuunnat” olisivat selvilld myos
useampiulotteisissa tapauksissa, on monistojen rakennetta ensin lisdttdva: Monistolle,
jolla integrointi tapahtuu, on valittava suunnistus, mikéd tarkoittaa ikdan kuin valintaa
"oikeakdtisen” ja "vasenkdtisen” ndkdkulman vililld. Tdssd luvussa on kiytetty ldhteina
erityisesti teoksia [5] ja [10].

5.1 Monistojen suunnistaminen

Moniston suunnistamisella tarkoitetaan heuristisesti valintaa siitd, miten pdin asioita
monistolla katsotaan. Euklidisessa avaruudessa suunnistuksen mairai ilman erillista
mainintaa yksikkévektoreista e’ koostuvan standardikanta. Erityisesti avaruudessa
R3 tama4 tarkoittaa, ettd suunnistuksen mairii niin kutsuttu oikeakitinen kanta. T#-
ma valinta on niin tuttu, etté sitd ei yleensa kyseenalaisteta. Monistoilla tilanne on
kuitenkin erilainen, silld yleensd ottaen monistot eivit edes ole vektoriavaruuksia.
Talloin luonnollista ja "oikeaa” suunnistusta ei ole, vaan tdma valinta on tehtdva sillon
kun se on tarpeellista, ja ndin on esimerkiksi integroinnin tapauksessa. Tutustutaan
seuraavaksi sithen, mitd monistojen suunnistuksella tdsmaéllisemmin tarkoitetaan, ja
kuinka suunnisutus valitaan. Tdma alaluku perustuu kokonaan ldhteeseen [10].

Yleiselle n-ulotteiselle vektoriavaruudelle V voidaan valita (jarjestetty) kanta déret-
tdmén monella tavalla. Jokainen nédistd kannoista koostuu kuitenkin 7 lineaarisesti
riippumattomasta vektorista, ja jokainen kanta saadaan mistd tahansa muusta kan-
nasta lineaarisella bijektiolla. Erityisesti kannanvaihtokuvauksen determinantti on
aina nollasta poikkeava; joko positiivinen tai negatiivinen. Tdma jakaa avaruuden
V kannat kahteen ekvivalenssiluokkaan. Toisen ekvivalenssiluokan muodostavat ne
kannat, joiden vélisen kannanvaihdon determinantti on positiivinen, ja toisen ne, joil-
le timd determinantti on negatiivinen. Vektoriavaruuden V suunnistus on téllainen
ekvivalenssiluokka. Kun {e!,...,e"} on avaruuden V kanta, merkitdin sen maara-
méi4 suunnistusta [e, ..., e"], tai lyhyesti u. Vastakkaista suunnistusta merkitdin —p.
Huomaa, ettd kun [e,...,e"] = uja o € 22(I,), on voimassa yhtilo

[e7W,...,e" ] = (o) . (5.1)
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Avaruuden V suunnistamisella tarkoitetaan valintaa kahden mahdollisen ekvivalenssi-
luokan vilill§, ja valitulla suunnistuksella p varustettu vektoriavaruus on suunnistettu
vektoriavaruus. Tatd valittua suunnistusta edustavaa kantaa kutsutaan positiivisesti
suunnistetuksi. Toiseen ekvivalenssiluokkaan kuuluvat kannat ovat vastaavasti ne-
gatiivisesti suunnistettuja. Esimerkiksi avaruuden R® edelld mainittu luonnollinen
suunnistus on oikeakitisen standardikannan maiardama ekvivalenssiluokka [e!, €2, €2].
Talla valinnalla kaikki kannat, jotka saadaan kannasta {el, e, eg} positiivideterminant-
tisella lineaarikuvauksella, ovat positiivisesti suunnistettuja.

Monistolle M voidaan médritelld suunnistus pisteittdin valitsemalla jokaiselle tangent-
tiavaruudelle 7, M oma suunnistus g(p). Tdmd ei kuitenkaan ole kovin hyodyllisté il-
man, ettd ndiltd valinnoilta vaaditaan jonkinlaista jatkuvuutta. Esimerkiksi avaruuden
R3 suunnistus voisi muuten vaihtua oikeakitisesti vasenkitiseksi pisteesti toiseen
jopa hyvin ldhekkdisten pisteiden vililld. Pisteittdinen suunnistus saadaan jatkuvaksi
karttojen avulla seuraavasti: Kiinnitetddn ensin pisteittdinen suunnistus g monistolle
M. Sanotaan, ettd kartta (U, x) on positiivisesti suunnistettu, jos

0

o = u(p),

p 0xy, p

eli jos kanta {aixi \ p} on positiivisesti suunnistettu kanta jokaiselle tangenttiavaruudel-
le T, M, kun p € U. Jos kartan (U, x) mdarddma kanta kuuluu vastakkaiseen ekvivalens-
siluokkaan, sanotaan karttaa negatiivisesti suunnistetuksi. Tdma maédritelma asettaa
valitulle pisteittdiselle suunnistukselle kriteerejd joukossa U: koska x on jatkuva, ei
edelld kuvatun kaltaista satunnaista vaihtelua suunnistuksissa voi tapahtua, vaan la-
hekkiisten pisteiden tangenttiavaruuksien kannat ovat kaikki joko ”oikeakatisia” tai
"vasenkatisid”.

Maiiritelméd 5.1 (Moniston suunnistus). Moniston M pisteittdinen suunnistus on
Jjatkuva, kun jokainen piste p € M on positiivisesti suunnistetun kartan méarittely-
joukossa. Jos monistolle M on olemassa jatkuva pisteittdinen suunnistus, sanotaan
monistoa M suunnistuvaksi, ja jatkuvalla pisteittdiselld suunnistuksella u varustettu
monisto on suunnistettu monisto.

Muun muassa esimerkinpallopinta $? on suunnistuva monisto, ja sen suunnistus-
ta havainnollistaa kuva[I0al Kaikki monistot eivit ole suunnistuvia. Tyyppiesimerkki
ei-suunnistuvasta monistosta on Mobiuksen nauha. Sen suunnistamisen ongelmaa
havainnollistaa kuva[10bl

Jatkon kannalta on hy6dyllistd karakterisoida moniston suunnistus kartaston ominai-
suuksien avulla. Tétd varten olkoot (U, x) ja (W, y) karttoja, joille Un W # @, ja olkoon
p € Un W. Tarkastellaan ensin tangenttiavaruuden T, M kannanvaihtoa kannasta
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(b) M&biuksen nauha ei ole suunnis-
tuva monisto. Yritys valita nauhalle
jatkuva pisteittdinen suunnistus joh-
taa vdistamaittd epdjatkuvuuteen
yhden kierroksen jdlkeen.

(a) Pallopinta $2 on suunnistuva
monisto.

Kuva 10. Suunnistuva ja ei-suunnistuva monisto. Kuvat pohjatuvat ldhteeseen |10, s.378].

{a‘; } kantaan {a‘; p} i=1,...,n.Olkoon f € C*(p), ja merkitddn g = x(p) sekd

r = y(p). Tadlloin perinteisen ketjusdannoén nojalla

OF 5 (fox]
5, P =0 o @)

=0;((foy Hoyox ™)@
=Y 0i(foy H(nd;yiox M(q)

i=1

—Z—( )—( ).

Tama tarkoittaa, ettd kannanvaihdossa tangenttivektori % | » saadaan kannan {aiy- p}
] 1
vektoreista yhtalolla
0 " 0y,
o], = 23y, P )a_
Xjlp i=10%j Yi

Mutta tassa ax, i p)=0;(yio xh (9), joten tangenttivektorien kannanvaihtomatriisi on

vastaavan koordlnaattienvaihdon Jacobin matriisi (lokaaleissa koordinaateissa). Koska
tangenttiavaruuden T, M suunnistaminen tarkoittaa juuri valintaa siitd, onko kannan-
vaihtomatriisin determinantti positiivinen vai negatiivinen, voidaan monistolle M
madrdtd jatkuva pisteittdinen suunnistus kartaston perusteella. Tdtd varten kutsutaan
kartastoa, jonka jokaisen koordinaattienvaihdon Jacobin matriisin determinantti on
positiivinen, konsistentisti suunnistetuksi kartastoksi.
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Lause 5.2 (Kartaston maaraama suunnistus). Olkoon (M, <f) n-ulotteinen siled mo-
nisto.

(i) Jos kartasto «f on konsistentisti suunnistettu, niin on olemassa sellainen moniston
M yksikdsitteinen suunnistus, jolle jokainen kartta (U, x) € &/ on positiivisesti
suunnistettu.

(i) Jos monisto M on suunnistettu, niin kaikkien positiivisesti suunnistettujen kart-
tojen kokoelma on konsistentisti suunnistettu kartasto.

Todistus. Todistus perustuu ldhteeseen [10]. Perustellaan ensin kohta (i). Olkoon &«
konsistentisti suunnistettu kartasto. Kartaston « jokainen kartta méaraa jatkuvan
pisteittdisen suunnistuksen koordinaattiymparistossddn. Jos mille tahansa koordinaat-
tiympdristoille U ja W on U N W # @, niin timén leikkausjoukon jokaisessa pisteessa
p avaruuden T, M kannanvaihtoa vastaa edelld tehdyn laskun nojalla kartaston </
koordinaattienvaihdon Jacobin matriisi, jonka determinantti on positiivinen oletuk-
sen nojalla. Ndin saatu suunnistus on jatkuva koko monistolla M, koska jokainen
moniston M piste on jossakin kartaston &« koordinaattiympdaristossa.

Perustellaan sitten vdite (ii) ja oletetaan siis, ettd monistolla M on pisteittdinen ja
jatkuva suunnistus. Koska jokainen moniston piste on jossakin koordinaattiympa-
ristossi, voidaan kaikkialla valita koordinaattifunktioiden merkkié tarvittaessa vaih-
tamalla positiivisesti suunnistettu karttakuvaus. Kaikkien ndiden karttakuvausten
koordinaattienvaihtojen determinantit ovat positiivisia, koska kannanvaihtojen deter-
minantit ovat, ja ndin ollen karttakuvaukset muodostavat konsistentisti suunnatun
kartaston. O

Lauseenmerkitys on, ettd oletus moniston suunnistuvuudesta takaa konsistentisti
suunnistetun kartaston olemassaolon, ja pdin vastoin. Téstd eteenpdin oletetaankin,
ettd kun monisto M on suunnistettu, on sen kartasto konsistentisti suunnistettu.
T4mé "determinanttiehto” on teknisesti kdyttokelpoisempi kuin maéritelma[s.1} joka
kuitenkin antaa suunnistukselle selkedn geometrisen kuvan.

5.2 Differentiaalimuodon integraali yli moniston

Léahestytéddn differentiaalimuodon integraalin méérittelyd ensin intuitiivisesti, kuten
tehtiin funktion differentioituvuutta madriteltdessd luvussall} ja koetetaan aluksi maa-
ritelld differentiaalimuodon integraali avaruudessa R”. Tét4 varten tarkastellaan hetki
funktioiden integroituvuutta. Olkoon f jatkuva avaruudessa R” madritelty reaaliar-
voinen funktio. Funktion f integraalille "kertyy arvoa” vain joukossa, jossa f(p) # 0.
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Tdmdén joukon sulkeumaa

supp(f) :={peR": f(p) #0}

kutsutaan funktion f kantajaksi. Kantajan supp(f) tarkastelu helpottaa integraalien
késittelyd. Esimerkiksi teoksessa [9] osoitetaan, ettd kompaktikantajainen funktio on
integroituva.

Olkoot x; euklidiset koordinaattifunktiot ja olkoon U c R”. Differentiaalimuodon w €
Q""(U) kantaja supp(w) madritelldan kuten funktion f kantaja: supp(w) on sen joukon
sulkeuma, jossa w ei ole identtisesti nolla kuvaus. Erityisesti kun w = fdx; A--- Adxy,
on supp(w) = supp(f).Jos nyt oletetaan, ettd supp(w) on kompakti ja sisdltyy joukkoon
U, on funktio f integroituva yli joukon U; katso tarkemmin esimerkiksi |10, s. 402-404].
Talloin voidaan médritelldan differentiaalimuodon w = fdx; A ... Adx,, integraali yli
joukon U c R" asettamalla

f wi= f f. (5.2)
U U

Kun on tarpeellista kirjoittaa integrointimuuttujat nékyviin, kdytetdan tissa tutkiel-
massa merkintdad

ffdxl/\---/\dxn ::f---ff(xl,...,xn)dxl...dxn
U

U

integrointimuuttujien erottamiseksi. Tdma tarkoittaa vain, ettd integrointimuuttujille
kdytetddn samoja nimid, kuin koordinaateille, joissa integrointi tapahtuu. Téllainen
madrittely differentiaalimuodon integraalille avaruudessa R” on hyvin yksinkertainen.
Erityisesti muoto w on integroituva yli joukon U tdsmadlleen silloin kun f on. Integroi-
tavan muodon kompaktikantajaisuus on riittivd ehto edelld médritellyn integraalin
olemassaololle. Oletus kompaktikantajaisuudesta ei kuitenkaan ole vdlttimdton. Yh-
talon oikean puolen integraali voi olla olemassa muutenkin, ja se voidaan tarvit-
taessa tulkita myos epdoleellisena Riemannin integraalina (tai Lebeguen integraalina).
Seuraava askel on yleistdd differentiaalimuodon integraali monistoille.

Midritelmad 5.3 (Differentiaalimuodon integraali yli moniston (1)). Olkoon M suun-
nistettu n-ulotteinen monisto ja olkoon w € Q" (M). Olkoon (U, x) kartta ja oletetaan,
ettd supp(w) < U on kompakti monistolla M. Médritelldan differentiaalimuodon w
integraali yli moniston M asettamalla

fw:: f (N o.

x(U)
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Maiéritelmé [5.3|on hyvé, silld (x71) " w on kompaktikantajainen differentiaalimuoto
avaruudessa R”, ja sen integraalin olemassaolo on siten taattu. (U, x) on kuitenkin
vain yksi kartta moniston M kartastossa. Voi olla niin, ettd muodon w kantaja siséltyy
myds jonkin toisen kartan (W, y) koordinaattiymparistoon W. Kun integraali halutaan
riippumattomaksi koordinaateista, on néytettdvd, ettd

fw: f (o= f (y_l)*w:fw.
U x(U) y(W) w

Lause 5.4. Mddritelmdn[5.3 integraali on riippumaton kartasta, jonka koordinaat-
tiympidristo sisdltdd integroitavan differentiaalimuodon kantajan.

Todistus. Oletetaan, ettd supp(w) < U N W, ja merkitddn muodon w lokaalia esitysta
joukoissa x(U) ja y(W) vastaavasti

(xY'o=fdan...Adz, ja (¥ ) w=gdziA...Adz,,

missd z; ovat nyt euklidiset koordinaattifunktiot symbolin x ollessa jo kdytossd. Nama
esitykset saadaan toisistaan koordinaattienvaihdolla yox~!. Kun merkitdan yox™! = F,
onsiis fdz; A...Adz, = F*(gdz; A... Adz,). Tdllin lauseen ja muuttujanvaih-
tolauseen nojalla

fgdzll\.../\dzn: f gdz1 A...Adzy,
y) yUunw)
= f g
F(x(UnW))
0F;
= f (goF)det(—’)
OZ]‘
x(UnW)
= f F*(gdzi A...Adzy)
x(UNW)
:ffdzl/\.../\dzn.
x(U)

Siispd integraali ei riipu valitusta karttakuvauksesta. Koska mééritelméssa 5.3|lisaksi
oletettiin moniston M olevan suunnistettu, on edelld esiintyvad determinantti

OF; dzio(yox™h -

det(—’) = det(L) =det(d;(yiox "))
0z j 0z j

positiivinen, ja integraalin merkki on siten hyvin mééritelty. Suunnistuksen valinta

siis kiinnittdd integraalin merkin, joka muuttuu suunnistuksen muuttuessa [5]. O
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Differentiaalimuodon w integraali yli moniston on nyt mééritelty hyvin, kun supp(w)
sisdltyy kokonaan yhteen koordinaattiympdaristoon. Aina ndin ei kuitenkaan ole, ja
ndissd tilanteissa integraali on midariteltdva jotenkin muuten kuin edelld. Tapoja on
ainakin kaksi: joko jaetaan supp(w) yksinkertaisimpiin joukkoihin, tai hajotetaan
integroitava differentiaalimuoto osiin, jotka ovat identtisesti nollia yksinkertaisten
joukkojen ulkopuolella [5]. Jadlkimmadiseen tapaan on olemassa valmis tydkalu nimeltd
ykkosen ositus.

Mairitelma 5.5 (Ykkosen ositus). Olkoon M monisto, ja olkoon {U;} moniston M
avoin peite indeksoituna joukolla I. Peitteelle {U;} alisteinen ykkdésen ositus on sel-
lainen samalla joukolla I indeksoitu funktioiden v; : M — R joukko {y;}, jolla on
seuraavat ominaisuudet:

(i) O0swvi(p)<1lkaikilaieljape M.
(ii) supp(y;) c U; kaikillai € I.

(iii) Jokaisella pisteelld p € M on ympdristo, joka leikkaa joukkoa supp(y;) vain
ddrellisen monella indeksilld i.

(iv) Zu/i (p) =1 kaikilla p € M. Tdmd summa on ddrellinen edellisen vaatimuksen
T
nojalla.

Jos jokainen funktioista y; on differentioituva, niin ykkosen osituksen {y/;} sanotaan
olevan siled.

Lause 5.6 (Differentioituvan ykkdsen osituksen olemassaolo). Kun M on siled mo-
nisto ja{U;} on mikd tahansa indeksoitu avoin peite monistolle M, niin on olemassa
peitteelle {U;} alisteinen siledi ykkdsen ositus.

Todistuksesta. Todistus on luettavissa ainakin teoksissa [1], [5] ja [10]. O

Mairitelmad 5.7 (Differentiaalimuodon integraali yli moniston (2)). Olkoon M suun-
nistettu n-ulotteinen monisto ja w kompaktikantajainen differentiaalimuoto monis-
tolla M. Olkoon {U;} moniston M joukolla I indeksoitu ddrellinen avoin peite siten,
ett kukin kartoista (U;, x') on positiivisesti suunnistettu. Olkoon {1// i} peitteelle {U;}
alisteinen siled ykkdsen ositus. Differentiaalimuodon w integraali yli moniston M on

fw::;fw,-w.

Tdssd midritelmédssi jokainen v¥;w on kompaktikantajainen joukossa Uj, joten sum-
man termit ovat hyvin madriteltyjd edellisen méaaritelmén perusteella. Ainoa kysymys
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on siis, onko tdma integraali riippumaton ykkésen osituksen valinnasta. Vastaus on
kylla:

Lause 5.8. Mdidritelmdn[5.7 integraali on riippumaton valitusta ykkdsen osituksesta.

Todistus. Olkoot {U;}, {y;} ja w kuten lauseessa, ja olkoon {W;}, j € J, jokin toinen
avoin peite monistolle M siten, ettd kartat (W;, y') méddradavat saman suunnistuksen
kuin kartat (U;, x*). Olkoon {¢;} peitteelle {IV;} alisteinen siled ykkdsen ositus. Tall6in

2 [vo-% [1(E0)o-E5 [vire
Iy 'y J LTy

ykkosen ositusten ominaisuuksien nojalla. Vastaavasti
Zf¢jw=2f¢j (ZWi)w=ZZfWi<ij’
v v I LTy

joten

;A[ij:;l(pjw. 0

Ykkosen osituksen kéyttod integraalien laskemiseen ei selvistikddn ole kovin ndppardd;
kdytettavd ykkosen ositus olisi ensinnékin esitettidva eksplisiittisesti, ja sen jdlkeen pi-
tdsi vield pystyd integroimaan kukin mahdollisesti hankalista differentiaalimuodoista
viw. YkkOsen ositus on kuitenkin korvaamaton tehtédessa teoreettisia tarkasteluja.

Edelld esitetyistd todistuksista on helposti johdettavissa seuraavat ominaisuudet diffe-
rentiaalimuodon integraalille:

Lause 5.9 (Differentiaalimuodon integraalin ominaisuudet). Olkoot M ja N sileitdi
n-ulotteisia ja suunnistettuja monistoja, sekd olkoot w,n € Q" (M).

(i) Kun c; ja cp ovat reaalilukuja,
f(cla)+0217) = clfw+czfn.
M M M
(i) Kun —M symboloi monistoa M vastakkaisella suunnistuksella,

_[/[wz—]\[w.
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(iii) Kun N on siled monisto koordinaatein y; ja F : N — M on diffeomorfismi, niin
* 9F;
]{F w, kun det(ayi) >0,

w =

f * GF,-

o - [F*w, kun det(a—yi) <0.
N

Todistus. Ominaisuus (i) periytyy suoraan funktioiden integraalilta. Kohta (ii) puoles-

taan seuraa lauseenb.4ltodistuksesta: vastakkaisen suunnistuksen valinta aiheuttaa

muuttujanvaihdon determinantin merkin vaihtumisen.

Kohdan (iii) todistamiseksi riittdd olettaa, ettd supp(w) siséltyy yhden kartan koor-
dinaattiympaérist66n, silld mikd tahansa kompaktikantajainen differentiaalimuoto
voidaan esittdd tdllaisten muotojen summana ykkodsen osituksen avulla. Olkoon nyt
(U, x) positiivisesti suunnistettu kartta, jolle supp(w) € U. Téll6in, jos

F.
det(a ! ) >0,
%

on pari (F “1(U),x0F) positiivisesti suunnistettu kartta monistolle N, ja supp(F*w) €
F~Y(U). Viite seuraa nyt lauseen todistusta vastaavalla laskulla. Jos puolestaan

det (g—ij) < 0, vdite seuraa tastd tuloksesta hyodyntamalld kohtaa (ii). O

5.3 Polku- ja pintaintegraalit differentiaalimuotojen avulla

Tédhdn mennessd on tarkasteltu nimenomaan monistolla M mééritellyn differenti-
aalimuodon integraalia yli kyseisen moniston. Integroitava differentiaalimuoto voi
kuitenkin olla mééritelty laajemmin monistoa M ympéroivdssa euklidisessa avaruu-
dessa R". Téllaisen integraalin olemassaolo on taattu, kun joukko supp(w) N M on
kompakti monistolla M. Integroinnin kannalta relevanttia on vain, ettd integroitavan
differentiaalimuodon aste on sama kuin moniston M dimensio; koordinaatteina ei
tarvitse kdyttdd moniston M omia koordinaatteja. Integroinnin sovellusten ja havain-
nollistamisen kannalta erityisen mielenkiintoinen on tapaus, jossa M on 2-ulotteinen
pinta avaruudessa R.

Huomautus 5.10. Periaatteessa voitaisiin tarkastella my®ds tilannetta, jossa M on jon-
kin moniston N matalampiulotteinen alimonisto, jolloin "ulkoisina koordinaatteina”
olisivatkin moniston N koordinaatit. Monissa sovelluksissa tarkasteltavina ovat kui-
tenkin nimenomaan pintaintegraalit jonkin euklidisen avaruuden (ali)moniston M
yli, joten tapaus M < R” on tdssd mielessd relevantimpi. Tall6in padstddn myos ikdan
kuin hyédyntdmaan luvussa[lmonistoille esitettyd madritelmaa.
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Esimerkki 5.11 (2-muodon integraali yli pallopinnan). Olkoon r = \/x% + x5 + x3
"radiusfunktio”, ja olkoon

3xi6

vektorikentti joukossa R3 — {0}. Vektorikentti V rajoitettuna minki tahansa origokeski-
sen pallon pinnalle on tdimén pallon "ulkoinen yksikkénormaali”. V voidaan nimittdin
samaistaa ”"euklidisen” vektorikentian 2?21 V;e' kanssa, jolloin on voimassa || V]| =1,
kun | - || on euklidinen normi. Lisédksi V (p) osoittaa tdllaisen pallon sdteen suuntaan
poispéin origosta.

Olkoon 1y vektorikentin V vuomuoto joukossa R® — {0},
X X X
ny = TldJCgAdX3+72dX3AdX1 +73dx1 Adx;.

Tarkastellaan monistona R-sédteisen pallon B3(0,R) cR3 pintaa S := dB(0, R), kidyttden
koordinaatteina esimerkin (b)- ja (c)-kohdassa esiteltyjd kulmafunktioita (8, ¢).
Olkoon F karttakuvauksen (6, ) niin ikd4n esimerkissi[1.4]esitelty kdanteiskuvaus
skaalattuna siteelld R, ja merkitdan W = | — 7,7 x | =%, 3 [. Muodon 7y integraali yli
pallopinnan on mééritelmén 5.3|mukaisesti

e[
S w

Laskemalla kuten esimerkisséi saadaan palautuksille F*(dx; A dx ) esitykset
F*(dxy A dx3) = R?cos(0) cos?(¢) dO A de
F*(dx3 Adx;) = R?sin(0) cos?(¢) dO A dg
F*(dx; Adxy) = R?cos(¢) sin(¢) df A de.

Avaamalla lausekkeet x; o F ja toteamalla, ettd r = R pinnalla S, saadaan ulkoisen tulon
laskusdannot muistamalla F*ny = R% cos(g) dO A dg. Siispa

n2 7
an:fchos((p)dH/\d(p:Rz f fcos((p)d6d<p:4nR2.
S w —nf2 =T

Edeltdvin esimerkin pohjalta voidaan tehdd mielenkiintoinen havainto: Jokaiselle
palautukselle F*(dx; A dx ) on nimittdin voimassa

01F; 0,F;

F~(dx; Adx;) = det (Ole 0o F

)d@/\d(p.
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Laskemalla on helppoa tarkistaa, ettd tidll6in
F*ny =((VoF)|01F x 8,F)d6 A de.
Siispad

fnv:f((VoF)|01Fx02F):fV-d§. (5.3)
S

w S

Vektorikentdn V vuomuodon integraali on siis tdsmaélleen vektorikenttdd V vastaavan
"euklidisen” vektorikentdn tavallinen pintaintegraali! Lisdksi, koska V vastaa pallopin-
nan yksikkonormaalia 77, on vektorikentdn pintaintegraalin mééritelmén nojalla

fnv :fv.dng(ﬁm)ds:f||alanzF||,
S S S w

mikéd on laskulauseke pinnan pinta-alalle kiytettdessd parametriesitystd F. Esimerkin
laskun tulos ei siis todellakaan ole sattumaa. Yleisesti, kun 72 on avaruuden R3
pinnan S yksikkdnormaalivektorikenttd euklidisen normin mielessd, kutsutaan sen
vuomuotoa

Np=mn dx, A dJC3 + no dX3 Adxp + ns dx; Adxo

pinnan S pinta-ala-alkioksi. Pinta-ala-alkiolle kdytetdan usein merkintdd d A siitd
huolimatta, ettd kyseessd harvemmin on minkd&dn muodon ulkoinen derivaatta. Pinta-
ala-alkiolle dA voidaan johtaa tutun nédkdoiset yhtdlot

n dA = de A dJC3
no dA = dx3 AN dX1
ns dA = dx1 AN de.

Katso todistusta varten esimerkiksi |12} s. 128].

Toisin kuin perinteisen pintaintegraalin tapauksessa, differentiaalimuodon ”pintain-
tegraalia” ei tarvitse rajoittaa avaruuteen R3, vaan k-muodon integrointi onnistuu
aina yli k-ulotteisen moniston, riippumatta dimensiosta k. Erilliset madritelmit ei-
vat myoskddn ole tarpeen, silld kaikki integrointiin tarvittava on sisddnrakennettuna
muotojen algebrassa, palautuskuvauksessa ja ulkoisessa derivaatassa.

Differentiaalimuotoja voidaan toki integroida my®os yli polkujen, oli kyseessd sitten
polku avaruudessa R” tai monistolla M. T4ll6in integroitavana on aina differentiaali-
nen 1-muoto. Olkoon I c R vilijay : I — M polku monistolla M, ja olkoon w € Q! (M).
Muodon w polkuintegraali pitkin polkua y médaritellddn asettamalla

fw::fy*a). (5.4)
Y 1
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Huomaa, ettd kun w on vektorikentdn V duaalimuoto, w = Z?:l V;dx;, saa palautus
¥*w seurauksen[4.8|avulla muodon

frefrlion |

I
missd ¢ on reaaliakselin R euklidinen koordinaattifunktio ja y; = x; o y. Euklidisissa
avaruuksissa fyw on siis tismaélleen vektorikentdn V perinteinen polkuintegraali,
joten voidaan kirjoittaa

v

Y Y

Z(V,-oy)d(x,-oy)):f
i=1

I

n n
Y Vidx; Z(ViOYWIi) dz,
i=1 i=1

Vidx;
1

. (5.5)

4

n

Polun y : I — R parametrinvaihto on diffeomorfismi o : J — I, missé J on reaalilukuvali
I'n tavoin. Oletetaan, ettid o’ > 0 koko vililld J. Tall6in, merkitsemélla

fi=Vioy)y,,

saadaan edellisestd laskusta muuttujanvaihtolausetta soveltamalla

fw: f (iﬁ)dt=f(ié(fioa)a;)d1:fw.

o) J Yoo
Parametrinvaihdot, joille ¢’ > 0, eivit siis vaikuta muodon w polkuintegraalin arvoon.
Jos taas ¢’ < 0, vaihtuu integraalin merkki; polkuintegraali kdyttdytyy siis paramet-
rinvaihdon alla samoin, kuin monistolla mééritelty integraali koordinaattienvaihdon
suhteen.

Kun integroitavana 1-muotona on funktion f differentiaali, vastaavat polkuintegraa-
lit fY df ja fy Vf - toisiaan. Kun polun y kdyri sisdltyy yhtendiseen joukkoon, on
voimassa

fdf:fy*(dﬂ:fd(foy) :f(fow'dr: (Foy)(ca) - (foy)(cy),
Y I I I

kun I = [c;, ¢o]. Differentiaalin d f polkuintegraalin arvo riippuu siis vain polun y
padtepisteistd y(c1) ja y(c2). Yhtdlo

f df = f(y(en) - fly(en)
Y

yleistdd ndin ollen analyysin peruslauseen koskemaan integrointia polkujen yli mo-
nistoilla.
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5.4 Esimerkki: Differentiaalimuodon polku- ja pintaintegraaleista
fysiikassa

Seuraavassa esimerkissi tarkastellaan muun muassa alaluvussal[l.2lkohdattua sisie-
nergiafunktiota U seké alaluvun 4.4 differentiaalimuotoja ja Maxwellin yhtdloitd. Ter-
modynamiikkaan liittyvit tiedot pohjautuvat teokseen [3]. Sdhkéoppiin liittyvét faktat
on koottu artikkelin [16] pohjalta.

Olkoon M termodynaamisen systeemin mahdollisten tilojen joukko, ja p', p* € M.
Termodynamiikan ensimmadisen pddsddnnén mukaan eristetyn termodynaamisen
systeemin sisdenergia U on vakio. Tdma4 tarkoittaa véljdsti ilmaistuna, ettd systeemin
sisdenergia muuttuu tdsmadlleen silloin, kun systeemille tehdddn jotakin. Kun Q on
systeemiin ldmpona siirretty energia ja W on systeemiin tehty ty6 sen siirtyessa tilasta
p! tilaan p?, niin

AU=Q+W, (5.6)

missd AU = U(p?) — U(p'). Siséenergia U on alan terminologiassa tilanfunktio, silld
sen arvo riippuu ainoastaan tiloista p' ja p?. Sen sijaan suureiden Q ja W arvot voivat
riippua siit4, kuinka muutos tilasta p! tilaan p? tapahtuu; toisin sanottuna suureet Q
ja W voivat riippua pisteiti p! ja p? yhdistévisti polusta y.

Yhtélo [5.6|esitetdédn usein "differentiaalisessa muodossa” esimerkiksi tapaan

dU =dQ +aw, (5.7)

jadU, dQ sekd dW tulkitaan vastaavien suureiden infinitesimaalisina muutoksina.
Poikkiviiva jalkimmadisissd d-kirjaimissa muistuttaa, ettd kyseessa ei ole niin kutsuttu
eksakti differentiaali. Yhtalon kaikki termit voidaan tulkita 1-differentiaalimuo-
toina tilojen monistolla M. Téll6in eksakti differentiaali dU on nimensd mukaisesti
tdsmaélleen funktion U differentiaali myos yhtdlon mielessd. Kuny: [c;, ] = M
on polku, on aiempien tarkastelujen pohjalta voimassa

AU:de,
Y

kun p’ = y(c;): sisdenergian muutoksen arvo ei siis riipu reitists, jota pitkin siirty-
minen tilojen vdlilld tapahtuu. Epdeksaktit differentiaalit dQ ja AW ovat sellaisia
1-differentiaalimuotoja, jotka eivét ole minkdédn funktion differentiaaleja. Ndiden
polkuintegraalit

szfdQ ja W:yde
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voivat ndin ollen riippua polun y valinnasta. Polun valinta vastaa alan terminologiassa
valintaa siitd prosessista, jota kdyttden tilojen vélilla siirrytddn.

Eksaktin differentiaalin kisite voidaan siirtdi timén tutkielman kontekstiin sano-
malla differentiaalimuotoa eksaktiksi, kun se on jonkin muun differentiaalimuodon
ulkoinen derivaatta; differentiaali dU on eksakti tdssdkin mielessd. Sahkodkentille E
duaalinen 1-differentiaalimuoto

wg=E; dx1 +E, de + E3 dJC3

on myos eksakti, silld kun u on sdhkdkentédn E skalaaripotentiaali, niin du = wg. Koska
muodon wg integraalin arvo saadaan pddtepistearvojen erotuksena, on umpinaisille
poluille y voimassa

fa)E:O.

Y

Edelld mainitut kolme eksaktien differentiaalimuotojen ominaisuutta
(i) w on eksakti avoimessa ja yhtendisessd joukossa U
(ii) f}, w riippuu vain polun y péitepisteistd, kun y(I) c U
(iii) fy w = 0 umpinaisille poluille y
ovat ekvivalentteja; katso todistusta varten esimerkiksi [5, s. 18].

Kaikki fysiikassa pintaintegraaleihin liittyvit tulokset voidaan polkuintegraalien ta-
voin kirjoittaa differentiaalimuotoja kdyttamalla. Esimerkiksi (fysikaalisesti tulkittu)
Gaussin lause sdhkokentille sanoo, ettd kokonaisvaraus Q suljetun pinnan sisélld on
yhté suuri, kuin sdhkékentdn D vuo kyseisen suljetun pinnan ldpi. Suljetuksi pinnaksi
voidaan valita esimerkiksi jokin pallopinta dB, jolloin edellinen on vuomuodon np
integraalin avulla ilmaistuna

fﬂD: Q.
oB

Toisaalta, kun tarkastellaan muotoa 1p avaruuden R? differentiaalimuotona, ja kun p
on varaustiheys,

dnp=V-Ddx; Adx, Adxs = pdx; Adxy Adxs

Maxwellin yhtdl6iden nojalla. Tdaméin "tiheysmuodon” integraali yli pinnan 0B sisdin-
sd sulkeman pallon B on tdsmaélleen kokonaisvarus Q, joten

an:fan-
OB B
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Tama fysikaalisesti motivoitu yhtdl6 toimii kauniisti my6s muissa ulottuvuuksissa.
Esimerkiksi kun wy on magneettikentdn H duaalimuoto, on tapauksessa %—? = 0 niin
ikddan Maxwellin yhtdl6iden nojalla voimassa

wazfde (5.8)
Y S

pinnan S "reunan” parametrisoivalle polulle y. Seuraavassa ja viimeisessd luvussa
perustellaan tima Stokesin ja Cartanin lauseena tunnettu yhtalo.
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6 Stokesin ja Cartanin lause

Tamaén luvun tavoitteena on huipentaa differentiaalimuotoihin tutustuminen Stokesin
ja Cartanin lauseena tunnettuun tulokseen. Tdma lause yhdistééa differentiaalimuodon
dw integraalin yli moniston M muodon w integraaliin yli sopivan "reunamoniston”.
Stokesin ja Cartanin lause yleistdd Gaussin, Greenin ja Stokesin lauseet monistoille, ja
mahdollistaa ndiden kaikkien tulosten esittimisen yhtendiselld ja elegantilla tavalla.
Itse tuloksen esittely vaatii edelld mainitun "reunan” méarittelyn ja suunnistamisen,
joka toteutetaan "ulospdin osoittavien” vektorien avulla. Tdssd luvussa tarkeimpind
ldhteind on kaytetty kirjoja [5] ja [10], mutta myos teosta [12].

6.1 Reunalliset monistot ja reunan suunnistaminen

Ylempi suljettu puoliavaruus on joukko
H":={(p1,....,pn) ER": p, =0}.

Joukon H" reuna 0H" on joukko, jonka pisteille p,, = 0. Reuna 0H" voidaan samaistaa
avaruuden R"! kanssa; eksplisiittisesti timé tapahtuu bijektiiviselld kuvauksella
L: Rn_l - aIH]n) L(pl) L) pl’l—l) = (Pl; ey Pn-1» 0)

Mairitelmad 6.1 (Reunallinen monisto). Olkoon 7 positiivinen kokonaisluku. Jos jou-
kon M c R jokaisella pisteelld p on ympdristdé U < M, johon liittyy jokin karttaku-
vaus x : U — H", niin joukko M on n-ulotteinen reunallinen monisto. Kartta (U, x)
on reunakartta, jos x(U) N 0H" # @, ja piste p € M on reunapiste, jos x(p) € 0H" jol-
lakin karttakuvauksella x. Reunapisteiden joukkoa kutsutaan moniston M reunaksi,
ja sille kdytetddn merkintdd M. Reunallinen monisto varustettuna maaritelméan [L.5]
mukaisella siledlld rakenteella on siled reunallinen monisto.

Jatkossa tarkasteltavien reunallisten monistojen oletetaan aina olevan sileitd, ja sileistd
reunallisista monistoista puhutaan lyhyemmin reunallisina monistoina. Avaruuden
R3 reunallista kaksiulotteista monistoa ja reunakartan toimintaa havinnollistaa kuva

11l

Lemma 6.2 (Moniston reunan yksikésitteisyys). Moniston reuna on hyvin mddritelty,
eli kaikki reunakartat mddrddvdt saman reunan monistolle M.

Todistus. Todistus perustuu ldhteeseen [5]. Olkoon (U, x) kartta, jolle x,(p) = 0. Tél-
16in p on reunapiste kdytettdessa karttaa (U, x). Oletetaan nyt, ettd jollekin reuna-
kartalle (W, y) pisteen p ympéristossd on voimassa y,(p) # 0, jolloin vdistamatta
Yn(p) >0.

70



x(U) a[H]Z

>

Kuva 11. Kaksiulotteinen reunallinen monisto avaruudessa R3. Reunakartta x kuvaa maarit-
telyjoukossaan U olevan osan moniston M reunaa joukon H? reunalle dH?.

Kuvaus xo y~!: y(Un W) — x(U N W) on koordinaattienvaihtona diffeomorfismi.
Koska y,(p) > 0, on olemassa pisteen y(p) avoin ympadristé Q < y(U n W), jonka
kaikkien pisteiden viimeinen koordinaatti on positiivinen. Nyt rajoittuma

(xoy Mlg:Q—H"

on differentioituva kuvaus, jonka Jacobin determinantti on nollasta poikkava pis-
teessd y,(p). Talloin voidaan soveltaa kddnteisfunktiolausetta, jonka mukaan kuvaus
(xoy™ g on lokaali diffeomorfismi pisteessd y(p). Niinp4 jokin pisteen y(p) (pal-
lo)ympéristd B on diffeomorfinen joukon (xo y~!)|o(B) kanssa. Mutta nythén pisteen
y(p) kuva on joukon H" reunalla, ja nidin ollen sen ympdéristossd (xo y~1)|o(B) on
pisteitd, joiden viimeinen koordinaatti on negatiivinen. Mikdén télldinen piste ei
kuitenkaan voi kuulua joukkoon H", joten saatiin aikaiseksi haluttu ristiriita. O

Olkoon M reunallinen monisto ja p reunapiste. Kun tarkastellaan reunaa 0 M monis-
ton M (n — 1)-ulotteisena osajoukkona, on intuitiivisesti selvdd, ettd 7,0 M on avaruu-
den T, M (n - 1)-ulotteinen vektorialiavaruus. Kun x on miké tahansa karttakuvaus

P ﬁ | p} avaruuden T,,OM . Loput tangenttivek-

torit voidaan erotella toisistaan sen perusteella, onko niiden viimeinen komponentti
positiivinen vai negatiivinen.

(reunalla), virittavit vektorit { aixl

Maiiritelmad 6.3 (Ulospdin osoittava vektori). Olkoon M reunallinen monisto, (U, x)
reunakartta ja p reunapiste. Tangenttivektori v, = ¥, via%| p € TyM on ulospdiin
osoittava, kun v, < 0. (Tdmdkin médaritelma vaikuttaa riippuvan karttakuvauksesta
x, mutta se on kuitenkin hyvin asetettu. Katso tarkemmin esimerkiksi [10, s. 118,
propositio 5.41].)
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Lause 6.4 (Moniston reuna on monisto). n-ulotteisen sileiin moniston M reuna on
(n—1)-ulotteinen siled monisto. Jos M on suunnistuva, on myds reuna 0M suunnistu-
va. Liséiksi, kun n on mikd tahansa ulospdin osoittava vektorikenttd, niin n indusoi
reunalle O0M yksikdsitteisen suunnistuksen.

Todistus. Todistus pohjautuu ldhteisiin [5] ja [10]. Olkoon x reunakartta reunapis-
teen p ympéristdssd U, ja tulkitaan joukko x(U) N dH" avaruuden R"~! avoimena
osajoukkona kiyttien samaistusta ¢ : R" 1 — dH",

L(qu---) ql’l—l) = (QI;---, CIn—lyO)-
Joukko U := x71(x(U) n 0H") on osa reunaa dM, ja rajoittuma
=xlp:U—-R"!

on karttakuvaus reunan M osalle U. Nin voidaan tehdi kaikille kartoille (U, x), joille
x(U)NOH" # @. Till4 tavalla saatava kartasto < := {(Uj, (')} on siled rakenne reunalle
O0M. Siispd OM on siled (n — 1)-ulotteinen monisto.

Néytetddn sitten, ettd edelld kuvatulla tavalla konstruoidun kartaston koordinaat-
tienvaihtojen Jacobin determinantit ovat positiivisia. Olkoot (U, x), (W, y) € «f sekd
(U, %), (W, ) € &, jamerkitiin F := xo y~' ja F:= 2o 7. Olkoon q € dH" N y(U N W).
Koska kuvaukset F ja F saavat joukossa 0H" N y(U n W) tismailleen samat arvot, on
voimassa

0;F;j(q) = 0;F;(q),

kun i< nja j < n. Lisdksi 0;F,(g) =0 kun i < n, silld F,, = 0 joukossa 0H" n y(U N W)
lemman nojalla. Ndin ollen kuvauksen F Jacobin matriisin determinantille on
voimassa

01}:71 021?1 6,1_1131 0nF1
01F» 0, F, cee 05_1F> 0, F>
det(0;F;) = det : P : : =0,F,det(d;F;),
01F,1 02F,_1 ... 0p-1Fn_1|0,Fn
0 0o .. 0 0,F,

missd 0, F,, otetaan toispuoleisena osittaisderivaatta. Koska F,(g) = 0, mutta pisteen g
lahelld joukossa H" on voimassa F,, > 0, on oltava 8, F;,(q) > 0. Mutta oletuksen nojalla
det(d;F;) > 0, joten on oltava myds det (0 j l:"l-) > 0. Ndin ollen M on suunnistuva.

Olkoot sitten 72 ja m ulospdin osoittavia vektorikenttid, ts. n(p) ja m(p) ovat ulospdin
osoittavia vektoreita kun p on reunapiste. Koska kummankin viimeinen komponentti
on negatiivinen ja siten nollasta eroava, ovat

I R S LS (I R
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kantoja avaruudelle T, M, pisteen p ollessa edelleen reunapiste. Ndiden kantojen
kannanvaihtomatriisin determinantti on positiivinen, ja siten

— i f _[= 9 f

[n(p)’ﬁhf'“’ 6xn,1 |p] - [m(p)’ 6x1 |p""’ Oxn,l |p] :
Koska molemmat kannat méédrdaviat saman suunnistuksen avaruudelle T, M, seuraa
lauseen edellisestd kohdasta, ettd vektorit 7z ja m méddrdaviat saman suunnistuksen
avaruudelle T,0M. O

Ulospdin osoittavan vektorikentdn 7 reunalle 0 M antamaa suunnistusta

| p)
oy = axi’ ) B

kutsutaan Stokesin suunnistukseksi reunalle 0 M.

Esimerkki 6.5 (Reunallisista monistoista). Tarkastellaan hieman reunallisia monistoja
sekd niiden reunakarttoja ja suunnistusta.

(a) Joukko B3(0,1) on reunallinen monisto reunanaan S2. Vaikka pallopinnan reu-
namonisto on sama joukko kuin pallon B3(0, 1) joukko-opillinen reuna, ndin ei
yleensd ole moniston reunan tapauksessal!

(b) Olkoon M esimerkin ”pohjoinen pallonpuolisko” yhdessi joukon C = {p € R3:
p3 = 0} kanssa. Téll6in M on reunallinen monisto, ja dM = C. Reuna dM on siis
pallopinnan "pdividntasaaja”.

Erds reunakartta saadaan rajoittamalla koordinaatit 0 ja ¢p monistolle M, ja kdyt-
tamalld karttakuvauksena paria x = (6, ¢). Tdlloin pisteille p € 0M on voimassa
x(p) = (6(p),0) € AH?, eli tasa-arvojoukko ¢ = 0 siséltyy pédivintasaajaan 0M. Sa-
maistamalla joukko U := x(M) N 0H? avaruuden R vastaavan osajoukon kanssa
lemman|6.4]todistuksen mukaisesti, saadaan péivintasaajalle yhta pistettd lukuu-
nottamatta oma yhden koordinaatin kartta £ : U — R, £ = 0.

(c) Madratdan Stokesin suunnistus reunalle 6H", kun avaruudelle H” kdytetdadn eukli-
disten koordinaattifunktioiden x; maardamaa suunnistusta

e 0
H= [axl’---’ax,,]-

Nyt vektorikenttd —% on ulospdin osoittava reunalla H", ja maaraa sille siten
Stokesin suunnistuksen du. Huomaa, ettd yhtdlon (5.1) mukaan

I o 1_( \n
—m’ﬁ"“’axn_l]‘( )" p.

Reunamoniston dH" tavallinen karttakuvaus (x,..., xX,—1) on timin nojalla posi-
tiivisesti suunnistettu Stokesin suunnistuksen du mielessd tdsmaélleen silloin, kun
n on parillinen luku! [10, s. 386, esimerkki 15.26]
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Lause 6.6 (Stokes-Cartan). Olkoon M siled, suunnistuksella u varustettu n-ulotteinen
reunallinen monisto, olkoon w kompaktikantajainen (n — 1) -differentiaalimuoto mo-
nistolla M, ja olkoon reuna 0 M varustettu Stokesin suunnistuksella oy. Télldin

fa- [

oM

Todistus. Todistus mukailee John M. Leen todistusta, katso [10, s. 411-414], ja se on
jaettu neljddn "etenevddn” erikoistapaukseen. Ensin ndytetddn vdite todeksi, kun
M =H". Taman jdlkeen on helppoa tarkastaa tapaus M = R”. Sitten ndytetdan, ettd
vdite patee, kun w on kompaktikantajainen yhdessd koordinaattiymparistéssd mielei-
valtaisella monistolla M. Lopulta edellinen kohta yleistetdan ykkésen osituksen avulla
koskemaan myos sellaisia kompaktikantajaisia differentiaalimuotoja, joiden kantaja
ei mahdu yhteen koordinaattiympéaristoon.

Olkoon siis ensin M = H", ja olkoon w € Q" !(H") kompaktikantajainen. Koska
supp(w) on kompakti, on olemassa luku ¢ > 0 siten, ettd supp(w) < R := [—c,c] x
...x [—c,c] x [0,c]. Avaruuksien AZ‘I(I]-I]”) dimensio on (1) = n, joten w voidaan
euklidisia koordinaattifunktioita x; kdyttden kirjoittaa muodossa

n
w=) fidxy A Adxi AL Adxy,
i=1

joillekin funktoille f;. Tdssa dx; tarkoittaa, ettd kyseistd tulontekijdd ei esiinny summan
i. termissd. Nyt

da):zz—dxj/\dxl/\.../\dxi/\.../\dxn.
i21j=10%;

Sisemmassd summassa vain i. termi on nollasta eroava ulkoisen tulon ominaisuuksis-
ta johtuen. Télle termille on voimassa

ofi . Of:
Ji dx; Adx;A...Adx, = (_1)1—16_f’
i

dxiA...Adx; AL Adxy,
axi

silld i. koordinaattidifferentiaali siirtyy ”oikealle paikalleen” i — 1 vaihdolla. Siispd

= -1 0fi
do=) (D" '==dxjA...Adx; A... Adxy,
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ja ulkoisen derivaatan dw integraaliksi saadaan

¢ i-1 [ 0fi
fda): E (-1 f—dxll\.../\dxn
Hn R

n cC C c
:Z(—l)"lff...faifi(xl,...,xn)dxl...dxn.
i=1 0 —c —-c

Kaikissa termeissd voidaan integrointijdrjestystd muuttaa siten, etti suoritetaan in-
tegrointi i. muuttujan suhteen ensin, jolloin pddstddn kdyttdmaédn analyysin perus-
lausetta. Termeille, joille i < n, saadaan

ff ffa filxy,...,xp)dx; [dxy.. dx, .dx,

—C \—C

cC C c
:ff...f(ﬁ(xl,...,c,...,xn)—ﬁ(xl,...,—c,...,xn))dxl...d/yc\i...dxn
0 —-c —C

=0.

Joukossa R — 0H" nimittdin f; =0, silld supp(w) < R (ja c voidaan valita niin suureksi,
ettd supp(w) on aito osajoukko.) Termi i = n ei valttdmattd hdvid integroitaessa, vaan

Cc C
fdw:(—1)”_1f...f(fn(xl,...,xn_l,c)—fn(xl,...,xn_l,O))dxl...dxn_l
H~ -c  -c

c c
:(—1)”f...ffn(xl,...,xn_l,O)dxl...dxn_l.
-c  —c

Tutkitaan sitten todistettavan yhtdlén oikean puolen integraalia:
f w= f (Zf,dxl/\ Adx; AL Adx, |

Tit4 integraalia laskettaessa muoto w palautetaan joukkoon R NR"™! kiyttamalld
samaistusta (tai inkluusiokuvausta) 1 : RNR"™1 — 0H", 1(q) = (q1,..., Gn-1,0). TAll6in
t*dx, =d(x,01) =0, joten kaikki termit, joille i < n, hdvidvit. Ainoa nollasta eroava
termi on siis jilleen termi i = n, joten

fw: f frdxi AL Adx,—.

oH" RNOH"
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Huomaa, etti integroitaessa kiytetdan nyt avaruuden R"~! euklidisia koordinaatti-
funktioita. Esimerkin |6.5| (c)-kohdan mukaan ndmi koordinaatit ovat positiivisesti
suunnistettuja reunan Stokesin suunnistuksen du mielessd tismélleen silloin, kun n
on parillinen. Koska negatiivisesti suunnistetun kartan kidyttdminen vaihtaa integraa-
lin merkin, saadaan

c (o
fw:(—1)”[...ffn(xl,...,xn_l,O)dxl...dxn_l,
—C —C

aHn
mika todistaa viitteen tapauksessa M = 0H".

Olkoon sitten M = R", jolloin supp(w) < [—c, c]" ja 0R" = @. Kun nyt tehdddn sama
lasku kuin edelld, myos i = n termi hadvidd integroitaessa yli avaruuden R”, ja toisaalta
integraali yli tyhjdn joukon on nolla, joten

fdw:0:jw.
Rn

OR"

Siirrytddn seuraavaksi mielivaltaiselle reunalliselle monistolle M ja oletetaan, ettd
w € Q" 1(M) on kompaktikantajainen yhden positiivisesti suunnistetun kartan (U, x)
koordinaattiymparistossd U. Tdlloin médritelman[5.3|nojalla

fda): f x_ldw:fd((x_l)*w).

x(U)

Nyt (x71) * 0 on kompaktikantajainen (n — 1)-differentiaalimuoto joukossa H", joten
ensimmadisend todistetun tapauksen nojalla

fdw:fd((x—l)*w): f ((x—l)*w):fw.

oH" oM

Viimeinen yhtdsuuruus seuraa siitd, ettd reunan suunnistus sdilyy palautuksessa
()"

Viimeisend ja yleisimpdnd tapauksena olkoon w mielivaltainen kompaktikantajai-
nen (n — 1)-muoto reunallisella monistolla M. Valitaan positiivisesti suunnistettujen
karttojen (U;, x) koordinaattiymparistoistd avoin peite {U;}, (d4rellisens) indeksijouk-
konaan I, kantajalle supp(w). Olkoon {y;} peitteelle {U;} alisteinen ykkdsen ositus, ja
esitetddn w sen avulla:

6#:@[4 (;wiw):;a£ vio.
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Jokainen v ;w on kompaktikantajainen koordinaattiympdristéssd U;, joten edellisen
vaiheen todistuksen nojalla

ZfWiw:Zfd(Wiw)-
Lom Iy

Laskemalla eteenpdin kdyttden ulkoisen derivaatan ominaisuuksia, saadaan
Zfd(u/iw) = Zf (dyiAw+yido) = f (d(Zwi) Aw+ (Zw,—) dw).
Iy Iy o T T

Téssd ) ;y; =1 ykkosen osituksen ominaisuuksien nojalla. Tdlloin d1 hdvids, joten
lopulta jdljelle jaa yhtdlo

fa- [ :

oM

Esimerkki 6.7. Stokesin ja Cartanin lauseen tulos on voimassa my®os, kun integroita-
vana on monistoa M ympdaroivan euklidisen avaruuden differentiaalimuoto. Téll6in
myds reunan suunnistuksen maarddva ulospdin osoittava vektorikenttd 72 on selvem-
min hahmotettavissa. Tarkastellaan esimerkissd[5.11|esiintynyttd vuomuotoa

X1 X2 X3
ny = —dxy Adxs+ —dxsAdx; + —dx; Adxy,
r r r

missd r = /X% + x5 + x5, ja 3t = V; vektorikentille V. Nyt vektorikenttd V on ulospéin
osoittava, kun pallopintaa S? tarkastellaan pallon B3(0, R) reunamonistona. V ma#ris

siten suunnistuksen ja "ulkopuolen” pallopinnalle S?. Muodon 1y ulkoinen derivaatta
on esimerkin (b)-kohdan avulla laskettuna

2
dT]V =(V-V) dx1 N de N dX3 = ; dx1 N de N dX3.
Kun G on pallokoordinaattikuvaus, saadaan lausetta[4.10|hyodyntamalla

2 2
G* (—dx1 /\dxgl\dxg) =Zr?dr AndO Adgp =2rdr Ad6 Ade,
r r

missd (1,0, ¢) ovat pallokoordinaattifunktiot. Nyt

fdm/: f 2rdrAdO Ande
B(0,R) B(O,R)

R 72 &

:fferdrdBd(p
0

—nf2 =T

=47 R?.
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Vertaamalla tatd esimerkin tulokseen, ndhdéain, ettd todellakin

f ng:fnv.
§2

6.2 Esimerkki: Vektorianalyysin klassiset tulokset Stokesin ja Car-
tanin lauseen erikoistapauksina

Tutkielman tirkein yksittdinen tavoite on nyt lauseen [6.6)muodossa saavutettu. Tédssd
esimerkissd annetaan luvattu tulkinta klassisille vektorianalyysin lauseille Stokesin
ja Cartanin lauseen erikoistapauksina, sekd perustellaan ndma tulokset tita lausetta
kdyttden. Lauseille tarjotaan myos fysikaalinen tulkinta.

Lause 6.8 (Gaussin lause). Olkoon M c R3 sileci 3-ulotteinen reunallinen monisto
siten, etttii M on kompakti avaruudessaR3, ja olkoon reuna dM suunnistettu ulospdin
osoittavan vektorikentdn mddrdédamdlld Stokesin suunnistuksella. Olkoon V = Vye! +
Voe? + Vze® differentioituva vektorikentti avoimessa joukossa W < R3, jolle M c W.
Tdlloin

fv-dE:fv-v.

oM M

Todistus. Vuomuodon V; dx, A dxs + Vo dxs Adx; + V3dx; A dx, ulkoinen derivaatta
on esimerkin nojalla (V- V)dx; Adx, Adxs. Yhtédlon (5.3) perusteella

fV'dgzf(Vlde/\dX3+ng)Cg/\dX1+V3dxl/\de),
oM oM

ja Stokesin ja Cartanin lauseen[6.6|nojalla

f (V1dxo A dX3 + V5 dxg, Adxg + Vs dx; Adxp) = f(V -V)dx; Adxo A d)C3.
oM M

Tama4 todistaa viitteen, koska M < R3. O

Gaussin lauseella on seuraavanlainen fysikaalinen tulkinta: Jos V on jonkin virtaavan
nesteen nopeusvektori, vuomuoto ny = V; dxy Adxs + Vo dxs Adx; + V3 dx; Adx, pitdd
kirjaa siitd, kuinka paljon nestettd virtaa mihinkin suuntaan ja missikin kohden pintaa.
Vuomuodon 71y integraali puolestaan kertoo, kuinka paljon nestettd virtaa pinnan
1api aikayksikk6d kohden; muoto 7y siis todella ansaitsee nimensa.
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Lause 6.9 (Greenin lause). Olkoon M c R? siled 2-ulotteinen reunallinen monisto,
Jjolloin 0M on moniston M ("vastapdividn”) suunnistettu reunakdyrd. Olkoon V =
Vie! + V,e? differentioituva vektorikenttéi joukossa W < R?, jolle M < W. Tiilloin

fV-dE:f(élvg—Ong).

oM M

Todistus. Muodon V; dx; + V, dx, ulkoinen derivaatta on (0; V2 — 0, V;) dx; Adxy, joten
yhtélon (5.5) ja lauseen|6.6|perusteella

deEZ f(Vldx1+V2dx2):f(61V2—62V1)dx1/\dx2. I
oM oM M

Greenin lauseella on mielenkiintoinen geometrinen merkitys. Kun integroitavaksi
1-muodoksi valitaan w = %(—xgdxl + x1dx2), on voimassa yhtdl6é dw = dx; A dxy; ul-
koiseksi derivaattaksi saatiin avaruuden R? pinta-ala-alkio. Néin ollen kdyrin oM
sisddnsd sulkema pinta-ala voidaan laskea polkuintegraalina:

1
fdxl Adx, = 5 f (—xodx; + x1dx2).
M oM

Yleisemmin avaruuden R? vektorikentille V on

f(V . V)dxl AN d.X'g = f (=Vodx; + Vidxo).
M oM

Jos oikealla puolella esiintyvi 1-differentiaalimuoto on jonkin funktion H differen-
tiaali, seuraa tédstd yhtdlosta lauseenkohdan (iii) nojalla, ettd V- V = 0. Tulkit-
tuna fysikaalisesti esimerkin kontekstissa, tdma tarkoittaa, ettd virtaavan fluidin
kokoonpuristumattomuus on vélttdméaton ehto virtafunktion H olemassaololle.

Perustellaan lopuksi vield klassinen ristituloon turvaava Stokesin lause, jota kdytetddn
tyypillisesti esimerkiksi Amperen lakina tunnettun yhtilon (5.8) johtamiseen. Lauseen
avulla saavutettava todistuksen lyhyys puhunee puolestaan.

Lause 6.10 (Stokesin lause). Olkoon M < R® kaksiulotteinen reunallinen monisto,
jonka reuna on suunnistettu Stokesin suunnistuksella. Olkoon V = V; el + Vhe? + 3ed
differentioituva vektorikentté avoimessa joukossa W < R3, jolle M c W. Tiilléin

fv-d@:f(vx V)-dS.
M

oM

Todistus. Duaalimuodon V) dx; + V> dx, + V3dxs ulkoinen derivaatta on esimerkin
nojalla roottorin V x V vuomuoto, joten véite seuraa Stokesin ja Cartanin lausesta

[6.6]yhdessid yhtiloiden ja kanssa. O
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Loppusanat

Téssd pro-gradu -tutkielmassa on tehty katsaus differentiaalimuotoihin ja niiden in-
tegrointiin sileilld monistoilla. Differentiaalimuodot ovat vélttimattomid haluttaessa
jatkaa tutustumista differentiaaligeometriaan ja edettdessd syvemmalle alan sovel-
luksiin. Mahdollisia etenemissuuntia olisivat esimerkiksi Riemannin geometria tai
symplektinen geometria, ja sitd kautta Hamiltonin mekaniikka. Ensin mainitulla alalla
tutkitaan metriikalla varustettujen monistojen geometriaa, viimeksi mainitulla puo-
lestaan degeneroitumattomalla 2-differentiaalimuodolla varustettuja, symplektisiksi
kutsuttuja monistoja. Tarked symplektinen monisto on huomautuksessa[2.15/mainittu
kotangenttikimppu, jonka piste edustaa kappaleen paikkaa ja lilkkemddrad Hamiltonin
mekaniikassa.

Kiitokset

Haluan kiittdd yliopistonlehtori Jouni Parkkosta tdmén pro gradu -tutkielman ohjaa-
misesta ja kannustavista kommenteista tyon edetessd. Kiitokset myos kotijoukoilleni
sekd opiskelijatovereilleni kannustamisesta ja vinkeista.
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Liite A: Merkintoja

Taulukko 1. Erditd tutkielmassa kédytettdvid merkint6ji niiden esiintymisjérjestyksessa.

merkintd selitys

M,N monisto

Uuw koordinaattiympadristo, joukko

X,y karttakuvaus, avaruudessa R” x;(p) = p;

of kartasto

S2 avaruuden R? yksikképallon pinta

B™(0, R) avaruuden R origokeskinen R-sdteinen avoin pallo

el avaruuden R” i. standardikantavektori, luvussa avaruuden V kantavektori
C>®(”-”)  ddrettomén monesti jatkuvasti differentioituva pisteessd/joukossa ”-”
0;f funktion f:R™ — R i. tavallinen osittaisderivaatta

g_){;_ funktion f: M — R i. osittaisderivaatta lokaaleissa koordinaateissa
Vp tangenttivektori pisteessd p

aixi » i. osittaisderivaattafunktio pisteessd p

5ij Kroneckerin delta: §;; = 1 kun i = j, muulloin §;; =0

T,M moniston M tangenttiavaruus pisteessa p

T; M moniston M kotangenttiavaruus pisteessd p

Y (1) polun y derivaattavektori pisteessd y ()

df(p) funktion f differentiaali pisteessd p

\V; darellisulotteinen reaalinen vektoriavaruus

AR (V) vektoriavaruuden V k-muotojen joukko

It k:n alkion indeksijoukko

PI;) indeksijoukon I permutaatioiden joukko

Ki(In) indeksijoukon I, ne k-kombinaatiot, joille 1 <i; <...< i}y <n

Qk joukossa U médriteltyjen k-differentiaalimuotojen joukko

wy vektorikentdn V duaalimuoto

nv vektorikentdn V vuomuoto

F.(p) kuvaukseen F: M — N liittyvd tangenttikuvaus, F.(p) : TyM — Tgp) N
F* kuvaukseen F : M — N liittyva palautuskuvaus, F* : Qk Ny — QF (v
d ulkoinen derivaattaoperaattori

supp(”’-”) funktion/differentiaalimuodon ”-” kantaja

{yi}

ykkosen ositus






Liite B: Maaritelmia

Maéiritelma (Funktion osittaisderivaatta). Olkoon f : R” — R differentioituva pistees-
sd p. Funktion f i. osittaisderivaatta pisteessd p on luku

f(p+te)—f(p)
- .

0:f(p):=lim

Maéiritelmd (Siled pinta avaruudessa R"). Avaruuden R osajoukko S on siled n-
ulotteinen pinta, jos jokaiselle pisteelle p € S on olemassa C*-kuvaus F: W — R”
avaruuden R" avoimelta osajoukolta W siten, ettd

(i) on olemassa pisteen p avoin ympdristo B ¢ R™ siten, ettd F(W)=SnB=:U,
(ii) F on homeomorfismi kuvajoukolleen, ja

(iii) kuvauksen F Jacobin matriisissa on n lineaarisesti riippumatonta saraketta, ts.
derivaattakuvaus DF(q) : R” — R" on injektiivinen kaikilla g € W'.

Kuvausta F kutsutaan pinnan S lokaaliksi parametriesitykseksi (pisteen p ympéaristos-
sd). Kuvaus x := F~1: U — W c R" on karttakuvaus pisteen p koordinaattiymparistos-
saU.

Mairitelma (Vektorikentdn polkuintegraali). Olkoon I suljettu reaalilukuvili ja ol-
koon y : I — R" jatkuva kuvaus, polku avaruudessa R". Avaruuden R” vektorikentdn
V polkuintegraaliyli polun y on

fypd?:zf(Voyh/):f 2

2 V(Y(l‘))Y;) dz,
Y T i=1

silloin kun oikean puolen integraali on olemassa.

Olkoon seuraavassa W c R? avoin joukko ja g € W. Olkoon S siled 2-ulotteinen pinta,
jolla on lokaali parametriesitys F : W — R3. Parametriesityksen F suurennussuhde
pisteessd p = F(q) on luku ||0,F(q) x 02F(q)||. Kuvaus 7,

— 61F X agF

noF=—,
101 F x 02 F|
on pinnan S yksikkénormaali.

Miiritelmé (Funktion pintaintegraali avaruudessa R®). Reaaliarvoisen funktion f :
F(W) — R pintaintegraali pinnan S osan F(W) yli on

[ ras= [ rorioxa.r,
w

F(W)



silloin kun jdlkimmadinen integraali on olemassa. Pinnan S osan F(W) pinta-ala on
f 1dS = f ||61FX 62F||
F(W) w
Funktion f integraalia koko pinnan S yli merkitddn myos [ fdS.

Mairitelma (Vektorikentdn pintaintegraali avaruudessa R3). Olkoon F: S — R” jatku-
va vektorikenttd. Vektorikentdn F vuo pinnan S osan F(W) ldpion

fF-dE:: f (Vlﬁ)dS:f(VoF|01Fx02F)
F(W) F(W) w

silloin kun jdlkimmadinen integraali on olemassa.
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