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Tutkielmassa esitelldzin euklidisen avaruuden #érellisille Borel-mitoille Fourier-muunnokset kompleksiar-
voisina kuvauksina ja tutkitaan niiden vdhenemistd mentéessé déarettomén kauas origosta. Keskeisené
kysymyksené on, milld reunaehdoilla annetun kompkatikantajaisen ja aérellisen Borel-mitan Fourier
muunnos vihenee polynomiaalisesti (eli sitd voidaan dominoida jollain euklidisen normin negatiivisella
potenssilla) kaikkialla riittdvin kaukana tai ainakin ”keskiméiriisesti”. Mikéli tdllainen Borel-mitta on
absoluuttisesti jatkuva Lebesguen mitan suhteen kompaktikantajaisella ja sileélld tiheysfunktiolla, niin
sen Fourier-muunnos vihenee aina polynomiaalisesti kaikkialla.

Ongelmaa tarkastellaan keskeisesti potentiaaliteorian avulla. Jokaiselle dérelliselle ja kompaktikanta-
jaiselle Borel-mitalle asetetaan Rieszin energia. T&lloin Rieszin energian dérellisyys implikoi mitan Fourier-
muunnoksen polynomiaalisen vihenemisen keskiméérin. Rieszin energian avulla mééritellddn myos ns.
kapasitiivinen dimensio jokaiselle euklidisen avaruuden Borel-joukolle. Ty6ssé kdydéan liapi myos klassinen
Frostmanin lemma euklidisen avaruuden JF,-joukoille, jonka perusteella téllaisten joukkojen kapasitiiviset
dimensiot yhtyvét niiden Hausdorfl-dimensioihin.

Toinen nékokulma ongelmaan otetaan tarkastelemalla yksikkovélin irrationaalilukujen Gaussin kuvauksen
dynaamista systeemié ja siinéd olevia Gibbsin mittoja. Sopivalla reunaehdolla téllaiset mitat vihenevét
aina polynomiaalisesti. Tarkastelu edellyttaid kuitenkin symbolista dynamiikkaa, joka on myds tydssé yksi
késitelty aihe.

Avainsanat: a#rellinen Borel-mitta, Fourier-muunnos, Rajchman-mitta, polynomiaalinen viheneminen,
Rieszin energia, kapasitiivinen dimensio, Frostmanin lemma, symbolinen dynamiikka, termodynaaminen
formalismi, Gaussin kuvaus, vasen siirto, Gibbsin mitta, Ruellen siirto-operaattori.
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1 Johdanto

Funktioille tutut Fourier-integraalimuunnokset voidaan yleista#d esimerkiksi euklidisen avaruuden R"
Borel-mitoille. Mikali ;1 on avaruuden R™ Borel-mitta, niin silld on pisteesséd x € R™ Fourier-muunnos
kompleksisena integraalina

A() = / e due),

mikéli kyseinen integraali on maéaritelty. Mikéli se on kaikissa pisteissd x € R™ mééritelty, niin sanotaan,
ettd kuvaus z — fi(x) on mitan p Fourier-muunnos fi. Téssé tyossd tarkastellaan pddasiassa dérellisten
Borel-mittojen Fourier-muunnoksia, jotka ovat aina mééritelty. Néilld on monia samankaltaisia ominaisuuk-
sia funktioiden Fourier-integraalimuunnosten kanssa. Riittdvan siistin funktion Fourier-muunnos antaa
paljon informaatiota alkuperiisestd funktiosta, joten yksi Borel-mittojen Fourier-muunnosten tarkastelun
motivaatio on, ettd ne antavat mahdollisesti jotain informaatiota alkuperiisestd mitasta.

Tutkielman keskeisend tarkastelun kohteena ovat nyt déarelliset Borel-mitat {4 avaruudessa R"™, joiden
Fourier-muunnokset i viheneviit ddrettomyydessé, ts. fi(z) — 0, kun muuttujan z euklidinen normi
|z|| kasvaa rajatta. N&itd kutsutaan ns. Rajchman-mitoiksi. Yhtend tunnettuna perustuloksena tydssé
todetaan, ettd kaikki R™:n Lebesguen mitan suhteen absoluuttisesti jatkuvat dérelliset Borel-mitat ovat
Rajchman-mittoja. Erityisen mielenkiinnon kohteena ovat kompaktikantajaiset Rajchman-mitat fi, joiden
muunnos /i vihenee polynomiaalisesti, ts. 16ytyy C, s € Ry siten, ettd tarpeeksi isoilla ||z|]

()] < Clla]| =

Keskeisend teemana tyossé on tutkia, milloin Fourier-muunnokset kompaktikantajaisille ja darellisille Borel-
mitoille vihenevit polynomiaalisesti. Tétd voidaan ldhestyd potentiaaliteorian ndkokulmasta. Avaruuden
R™ sigma-édrelliselle Borel-mitalle p ja luvulle s € Ry voidaan asettaa energiaintegraali

L) = [ [ el dut)duta),

jota kutsutaan Rieszin s-energiaksi. Yksi tyon pdatavoitteista on johtaa ns. energiakaava Borel-mitoille.
Tédmén nojalla jokaiselle kompaktikantajaiselle ja dérelliselle Borel-mitalle p sekd luvulle 0 < s < n
voidaan energia Is(u) kirjoittaa integraalina Lebesguen mitan suhteen

100 = g [ el sk s@)lia) P,

missi ¢(n, s) on luvusta s ja dimensiosta n riippuva vakio. Tilloin voidaan osoittaa, ettd mitan p Rieszin
s-energian direllisyys takaa, ettd sen Fourier-muunnokselle |i(z)| < |l¢[| =2 "keskiméiriisesti”. Rieszin
energian dérellisyys kertoo toisaalta jotain mitan kaytoksesta. Tyossa tarkastellaan kompkatikantajaisen
ja #érellisen Borel-mitan p Rieszin s-energian déirellisyyden yhteyttd suljettujen pallojen p-mitan kontrol-
loituvuuteen siteen potenssilla s € Ry. Tamé tarkoittaa siis sité, ettéd 16ytyy C € Ry siten, etté kaikille
B(z,r)

u(B(w,7)) < Cr*. (+)

Jokaiselle Borel-joukolle A C R™ voidaan nyt mééritelld kapasitiivinen dimensio dim.(A). Mikéli tdimi on
positiivinen, niin jokaiselle 0 < s < dim.(A) 16ytyy joukon A kantama dérellinen ja kompktikantajainen
mitta u, jolle ehto (%) on voimassa. Klassinen Frostmanin lemma sanoo kiytinnossi, ettd avaruuden R™
Fo-joukkojen (eli joukot, jotka voidaan esittéé suljettujen joukkojen numeroituvana yhdisteeni) kapasitii-
vinen dimensio yhtenee Hausdorff-dimensioon.

Rieszin energian darellisyys takaa, ettd kompaktikantajaisen ja dérellisen Borel-mitan Fourier-muunnos
vithenee keskimédraisesti. Kuitenkaan téllaisen mitan ei tarvitse olla edes olisi Rajchman-mitta. Tyon
erddnd tavoitteena onkin tarkastella ongelmaa erilaisesta ndkokulmasta ja huomattavasti rajatummasta
asetelmasta lipikdymélld Jordanin ja Sahlstenin artikkeli [10], jossa on esitetty riittédvé ehto sille, mil-
loin Gaussin kuvauksen dynamiikassa Gibbsin mitat ovat Rajchman-mittoja. Gaussin kuvaus vilin [0, 1]
irrationaaliluvuille asetetaan kuvauksena

1
z+— — mod 1.
T



Gaussin kuvaus muodostaa vilin [0, 1] irrationaalilukujen joukkoon X dynaamisen systeemin, johon
voidaan médritelld Gibbsin mitat vélin [0, 1] kantamina Borel-mittoina. Joukko X luonnollisella metriikalla
varustetun reaalilukujoukon metrisené aliavaruutena on homeomorfinen luonnollisista luvuista koostuvien
jonojen (ay,as,...) jonoavaruudessa N ketjumurtolukukehitelmén

1
(al,ag,...) —
ay+ ———
! 1
az + —

kautta. Edelleen Gaussin kuvauksen dynaaminen systeemi on jonoavaruuden N°° vasemman siirron

(al,ag, .. ) — (ag,ag, .. )

konjugaattisysteemi irrationaalilukujen ketjumurtolukukehitelmén kautta, jolloin tarkastelut pohjautuvat
nyt paitsi irrationaalilukujen ketjumurtolukuesityksiin, niin my&s jonoavaruuden symboliseen dynamiik-
kaan. Gibbsin mitta p vasemman siirron systeemissi on sen suhteen invariantti Borel-todennékdisyysmitta,
joka toteuttaa tiettyjd sddnnollisyysominaisuuksia sopivan potentiaalikuvauksen N> — N°° suhteen. Gibb-
sin mitat Gaussin kuvauksen dynamiikassa asetetaan vastaavasti Gaussin kuvauksen suhteen. Tavoitteena
on kiyd4 jonoavaruuden symbolista dynamiikkaa artikkelin [10] vaatimustason verran. Ideana on, etté
tdmén tyon tarkastelun jalkeen aiheeseen perehtymiaton lukija ymmértéisi hieman perusteellisemmin
artikkelin [10] hyédyntdmééd symbolista dynamiikkaa.

Kéydasdn johdannon lopuksi tyon struktuuri lapi. Ty6 on jaoteltu lukuihin, luvut kappaleisiin ja tarvit-
taessa kappaleet pykéliin. Toisessa luvussa kdydaddan tyon vaatimat esitiedot melko kattavasti lapi ldhtien
liikkeelle perustason mééritelmistd. Kolmannessa luvussa kiésitellddn perusteoriaa konvoluutioille ja Le-
besguen mitan suhteen integroituvien kuvausten Fourier-muunnoksille. Liséksi esitellddn ja kéasitelldéan
Fourier-muunnoksia #érellisille Borel-mitoille. Neljannesséa luvussa késitelldadn lapi aiemmin mainitut
Rieszin energia, Frostmanin lemma ja energiakaava. Namé ovat pitkilti Mattilan [17] esityksien tarkempaa
(ja ehki paikkailevaa) ldpikdyntid. Viidennessd luvussa esitellddn melko yksityiskohtaisesti artikkelin [10]
tarvitsema symbolinen dynamiikka ldpi. Tdmé luku on koottu pitkélle ldhteiden [20] ja [25] esitysten
pohjalta. Itse artikkelia késitellidn viimeisessé luvussa. Annettavat epétriviaalit todistukset pohjautuvat
padsdéantoisesti vastaaviin viitattuihin todistuksiin ldhdeteoksissa, tosin usein sovellettuina. Varsinainen
poikkeus on lemman 4.15 todistus, joka on omaa kontribuutiota, ts. sité ei ole katsottu mistdéin ldhteesté.



2 Esitietoja

Téssé luvussa on esitelty melkein kaikki tyossé tarvittavat aputulokset ja konseptit. Esitietoina tyohon
riittaa tiedot joukko-opista, alkeisanalyysistéd reaali- ja kompleksiluvuille ja perusanalyysistd euklidissa
avaruuksissa seké topologian perusteiden hallinta, erityisesti metristen avaruuksien osalta. Mittateorian
perusteet on luonnollisesti my6s hyvé osata ja funktionaalianalyysisté tarvitaan myos joitain tuloksia,
mutta esitiedoissa on pyritty mahdollisimman kattavaan ja kertaavaan esitykseen. Kaikki tosin tehdéén
melko ylimalkaisesti ja juuri mitéén ei todisteta, joten lukijan tehtédviksi jai (jos tarvitsee) paikkailla
aukot vaikka esitellyn viitekirjallisuuden avulla.

Aluksi esitelldén joitain kidytettavid merkintdja. Seuraavaksi kdydédan kertaavasti peruskonseptit ja mit-
tateoriasta seké esitelldén erinnéisid tuloksia. Metrisisté avaruuksista kdyddédn myo6s joitain huomoita
lapi ja erityisesti mittojen heikko konvergenssi metrisissé avaruuksissa. Lopuksi tarkastellaan euklidisia
avaruuksia ja Lebesguen mittaa.

2.1 Merkintoja

Péadosin tutkielmassa kiytetdin standardimerkintéja, mutta kdydadn lépi joitain notaatioita ja huomioi-
ta. Joukko-opin suhteen kiytetdéin tavanomaisia merkintoja, mutta symboli C tarkoittaa nyt kaikkia
inkluusioita eiké aitoa inkluusiota: muita inkluusiosymboleja ei kiyteté. Lisiksi mikéli joukot A; epatyhjilla
indeksijoukolla I ovat pareittain pistevieraat, niin niiden yhdistettd merkitdéin A = | |._; A; ja sanotaan,
ettd ne muodostavat A:mn (erdéin) osituksen.

el

Luonnollisten lukujen joukkoa merkitddn N = {1,2,...}. Huomaa, ettd nolla ei ole téssd konventios-
sa luonnollinen luku. Tavanomaisesti merkitédéan edelleen kokonaislukujen joukkoa Z, rationaalilukujen
joukkoa Q ja reaalilukuja tai reaaliakselia R. Reaaliluvuille a < b merkitdén tavanomaiseen tapaan avointa
vilid ]a, b[, suljettua vilid [a, b], puoliavoimia vilejd |a, b] ja [a, b], sekd rajoittamattomia vileja | — 0o, a],
] — 00, a], Ja,o0[ ja [a, co]. Erityisesti positiivisia reaalilukuja merkitdin Ry = ]0, oo[. Kompleksilukuja tai
kompleksitasoa merkitédin symbolilla C. Reaaliakseli ja kompleksitaso ovat nyt varustettu luonnollisilla
topologioillaan. Tavanomaiseen tapaan kompleksiluvun z € C reaaliosaa merkitédin Rez, imaginaériosaa
Imz ja kompleksikonjugaattia z. Jatkossa kiytetiiin myos laajennettua reaaliakselia R = R U {—o00, 00}.
Joukossa R muuten sama jirjestysrelaatio kuten reaaliluvuilla, mutta lisiksi jokaiselle a € R pitee
—00 < a < oco. Lukujonojen R suppeneminen mééritelliifin laajennetulla reaaliakselilla kuten reaaliakselilla.
Huomaa, ettd nyt jokaisella monotonisella lukujonolla on raja-arvo joukossa R, kuten my6s sen jokaisella
epityhjilli osajoukolla sielld hyvin midritelty supremum ja infimum. Liséiksi nyt a,b € R, a < b voidaan
midritelld suljettu vili [a, b] joukossa R, erityisesti nyt R = [~00, 00]. Jos R ei ole tuttu, niin katso vaikka
[13, s.3-4].

Epétyhjén joukon A jono (a,)22; on periaatteessa kuvaus N — A, mutta toisinaan kdytetdin hie-
man epadméiriistd merkintdd (a,)5,; C A, kun halutaan korostaa alkioiden kuuluvuutta joukkoon A.
Reaaliakselin tai laajennetun reaaliakselin jonoille (a,)$2; mééritelldén tavanomaiseen tapaan arvot
limsup,,_, o @n = limy, o0 SUP;s,, @; ja liminf, o a, = lim, o0 Sup;s,, a;. Ndiden ominaisuudet olete-
taan tunnetuiksi. Mikili (a,,)3%; on jono ei-negatiivisia lukuja ja kuvaus f : N — [0, oc], niin merkint
an, = O(f(n)) tarkoittaa, ettd 16ytyy ng € N ja C' € [0, 00] siten, ettd a, < Cf(n) kaikilla n > ng.
Epétyhjille joukoille A ja B vakiofunktiota A — B, x — b € B, merkitdén usein lyhyesti b tai b4. Mikadli A
on epétyhja joukko ja f, g ovat funktioita joukolta A joko reaaliakselille tai laajennetulle reaaliakselille, niin
merkintd f > g tarkoittaa, ettd f(x) > g(z) kaikilla z € A. Vastaavasti merkitidén f > g tarkoittaa, ettd
f(z) > g(z) kaikilla € A. Edelleen jonolle R tai R-arvoisia kuvauksia (f,,),=1 joukolta A miéritell:itin
pisteittidin kuvaukset

sup fn: A =R, z+ sup f(), inf f, : A= R, x~ inf f,(2),

neN neN neN neN
limsup f, : A - R, z+ limsup f,(z) ja liminff,: A — R, x+— liminf f,(x).
n—00 n—00 n—00 n— 00

Vastaavasti méaaritellain pisteittdinen raja-arvo lim,, ., f,, mikéli se on olemassa. Taméa méaaritelldan
vastaavasti kompleksisessa tapauksessa, jos se on olemassa.



Mikali V' on reaali- tai kompleksikertoiminen vektoriavaruus, niin jokaiselle z € V', epétyhjille A, B C V
ja kerroinkunnan luvulle ¢ asetetaan tavanomaiseen tapaan x + A={z+y:y € A}, tA={ty: y € A} ja
A+B={y+z:yc€ A,z € B}.

Topologian osalta tyossa kiytetdan seuraava konventiota: kaikki topologiset kannat siséltédvat tyhjan
joukon.

2.2 Mitta- ja integroimisteoriaa
2.2.1 Mitta-avaruus ja mitta

Epityhjille joukolle X sen potenssijoukon P(X) osakokoelma tai osajoukko A on sigma-algebra, mikili
seuraavat ominaisuudet ovat voimassa.

(i) Aina X € A.
(ii) Jos A€ A, niin X \ A € A
(iii) Jos A; € A numeroituvalla indeksijoukolla 7, niin (J;c; 4; € A.

Ehdoista (i) ja (ii) seuraa, ettd aina ) € A. Ehdoista (ii) ja (iii) seuraa joukko-opin peruslaskuséénnoilla,
ettd mikéli A; € A numeroituvalla indeksijoukolla I, niin (,.; 4; € A. Paria (X, A) kutsutaan yleensé
mitta-avaruudeksi. Kokoelman A joukkoja kutsutaan A-mitallisiksi tai kontekstin ollessa selvilld vain
mitallisiksi joukoiksi. Mikéli (X, 7) on topologinen avaruus, niin joukon X Borel-sigma-algebra B(X)
on topologian 7 generoima, eli pienin sigma-algebra, joka siséltdé kaikki topologian 7 (avoimet) joukot.
Kokoelman B(X) joukkoja kustutaan Borel-joukoiksi. Téssi tutkielmassa tutkittavat sigma-algebrat ovat
kédytdnnossa aina Borel-sigma-algebroja.

Mitta-avaruuteen tai oikeammin sen sigma-algebraan voidaan méaéritelld mitta sopivana joukkokuvauksena.

Maiésritelmé 2.1 (Mitta).
Olkoon X epdityhjd joukko ja A sen sigma-algebra. Joukkokuvaus p: A — [0, 00] on mitta, mikdili

(i) p(0) =0 ja

(ii) joukot A; € A ovat pareittain pistevieraat ja niiden indeksijoukko I on numeroituva, niin tdilldin
H (l—liel Ai) =D ier H(Ai).

Ominaisuutta (i) kutsutaan usein numeroituvaksi additiivisuudeksi tai vain additiivisuudeksi. Intuition
mukaan sigma-algebran mitta méérittelee jokaiselle sigma-algebran jasenelle koon. Triviaalein mitta
sigma-algebrassa on nollamitta, joka antaa jokaisen sigma-algebran alkion kooksi nollan. Tapauksessa
w(X) = 1 sanotaan, ettid p on todenndkdisyysmitta ja (X, A, u) todenndkoisyysavaruus. Mikili p(X) < oo,
niin sanotaan, ettd p on ddrellinen, ja mikili 16ytyy joukot A; € A numeroituvalla indeksijoukolla I,
1(A;) < oo jokaisella i € I ja X = |J,;c; A, niin sanotaan, ettd p on sigma-ddrellinen.

Mitan p suhteen joukko A € A on nollanmittainen, jos u(A) = 0. Edelleen sanotaan, ettd jokin omi-
naisuus on voimassa mitan p mielessi melkein kaikkialla tai p-melkein kaikkialla tai py-melkein kaikilla
pisteilld joukossa B € A, mikili 16ytyy p:n suhteen nollanmittainen joukko A siten, ettd ominaisuus on
voimassa joukossa B\ A. Sovitaan, ettd tyhjissd joukossa kaikki on voimassa, joten sanonta pitee aina
nollanmittaiselle joukolle. Mikéli jokaisen p-nollanmittaisen joukon osajoukko kuuluu sigma-algebraan
A, niin sanotaan, ettid p on tdydellinen. Mikali p ja v ovat mitta-avaruuden (X, .4) mittoja, niin mikali
jokainen p-nollanmittainen joukko on my6s r-nollanmittainen, niin sanotaan, etti v on absoluuttisesti
Jjatkuva mitan p suhteen.

Topologisen avaruuden (X, 7) mittoja Borel-sigma-algebralla B(X) kutsutaan Borel-mitoiksi. Merkitdin
néiden mittojen kokoelmaa symbolilla Bx (ild sekoita Borel-sigma-algebraan). Edelleen merkitdéin Borel-
todenndkoisyysmittojen osakokoelmaa symbolilla M x. Mitan u € Bx kantaja asetetaan joukkona

spt u=X\ U A
AeT:u(A)=0



Kantaja on siis aina suljettu joukko, jonka ulkopuolella ei siten tapahdu mitan p suhteen mitdan mielenkiin-
toista. Triviaalille nollamitalle kantaja on aina tyhji joukko. Sanotaan, ettd joukko kantaa mitan, mikali
se siséltdd mitan kantajan. Se on helppo ndhdé pienimmiiksi suljetuksi joukoksi C, jolle u(X \ C') = 0.
Mikali spt p on kompakti puhutaan kompaktikantajaisesta mitasta.

Mitta-avaruuden (X, A, p) seuraavat perusominaisuudet voidaan todentaa mitalle u, katso todistus-
ta varten [2, Propositio 3.5 s.14-15].

(i) Monotonisuus: mikéli A, B € A ja A C B, niin p(A4) < u(B).
(ii) Numeroituva subadditiivisuus: mikali 4; € A numeroituvalla indeksijoukolla I, niin t&lloin
1 (Uier Ai) < Xier 1(Ad).

(iii) Jatkuvuusominaisuudet: mikéli on numeroituvan monta joukkoa Ap, As, ... € A siten, ettd

a) A; C A;4q kaikilla ¢ € N, niin p (U;2; 4;) = limyyo0 p(4;).
b) A1 C A; kaikilla ¢ € N ja pu(Aq) < oo, niin p (N2 Ai) = im0 p(A4;).

Numeroituvaa subadditiivisuutta kutsutaan jatkossa pelkéiksi subadditiiviisuudeksi. Naitd perusominai-
suuksia kdytetddn jatkossa ahkerasti ilman isompaa mainintaa. Joukkokuvausta p* : P(X) — [0, 0],
joka toteuttaa monotonisuuden ja subadditiivisuuden, seké p* () = 0, kutsutaan ulkomitaksi. Toisinaan
ulkomitta on katevampi tyokalu, silld sen avulla voidaan mitata kaikkien osajoukkojen kokoa.

Sopivissa topologisissa avaruuksissa airellisia Borel-mittoja voidaan approksimoida avoimilla ja sul-
jetuilla joukoilla.

Lemma 2.2.

Olkoon (X, T) topologinen avaruus siten, etti jokaiselle suljetulle joukolle C C X léytyy avoimet joukot
U1,Us,... €T, joille Upy1 C Uy jokaisellan € N ja C = (), ey Un. Toisin sanoen jokainen suljettu joukko
on Gs-joukko. Talloin mikdli p € Bx on ddrellinen, niin jokaiselle Borel-joukolle A pdtee

w(A) =inf{p(U) :U er,AC U} =sup{u(C) : C on suljettu,C C A}.

Huomaa, ettd lemma 2.2 on voimassa erityisesti metristen avaruuksien éérellisille Borel-mitoille. Katso todis-
tusta varten [25, Lause 6.1 s.147]. Todistus on esitetty vain metrisen avaruuden Borel-todenniiksisyysmitoille
mutta se yleistyy sellaisenaan lemman 2.2 laajuuteen. Lemman ominaisuutta kutsutaan toisinaan Borel-
mitan sdadnndllisyydeksi.

Pykéldan loppuun kiydédén ldpi muutama tavallisin tapa konstruoida uusia mittoja. Naistd ehkéd yk-
sinkertaisin esimerkki on summamitat: mikili pg ovat mitta-avaruuden (X, .A) mittoja numeroituvalla
indeksijoukolla I, niin kuvaus ), . ; Crpur : A — [0, 00], misséd C, € [0, 00] jokaisella k € I ja jokaiselle

A € A asetetaan
(Z Ck#k) (A) = Chux(A),

kel kel

on helppo todeta mitaksi.

Toinen esimerkki on ns. rajoittumamitat: mikéli p on mitta ja B € A, niin kuvaus uL B : A — [0, 0],
missi jokaiselle A € A asetetaan
it B(A) = u(B N 4),

on myos helppo todeta mitan p suhteen absoluuttiseksi jatkuvaksi mitaksi.
Ulkomittojen avulla voidaan my6s indusoida mittoja. Mikéli X on epatyhja joukko ja p* on sen ul-
komitta, niin sanotaan, ettd joukko A € P(X) on p*-mitallinen, mikéli jokaiselle E € P(X)

1 (B) = 1*(E N A) + p*(B\ A).

Merkitdan p*-mitallisten osajoukkojen kokoelmaa symbolilla M,,-. Nyt ns. Caratheodoryn lause, katso
vaikka [2, Lause 4.6 s.22-24], sanoo, ettd M+ on sigma-algebra ja ulkomitan p* rajoittuma tédhin sigma-
algebraan on taydellinen mitta. Syntynyttd mittaa kutsutaan usein sisdmitaksi. Monessa tapauksessa



rajoitutaan kuitenkin M, :n kantamiin pienempiin sigma-algebroihin, jolloin puhutaan p*:n indusoimasta
mitasta.

2.2.2 Mitalliset kuvaukset

Tarkastellaan seuraavaksi tavanomaisia mitallisia kuvauksia mitta-avaruudelta laajennetulle reaaliakselille
R ja kompleksitasolle C Muodollinen mééritelmé asetetaan tallin seuraavasti

Misritelmé 2.3 (Mitallinen kuvaus laajennetulle reaaliakselille R ja kompleksitasolle C).

Olkoon (X, A) mitta-avaruus ja kuvaus f : X — R. Tdlléin f on mitallinen mitta-avaruuden suhteen,
mikdli jokaiselle a € R joukko {x € X : f(x) > a} € A. Sovitaan, etti kuvaus kompleksitasolle g : X — C
on mitallinen mitta-avaruuden suhteen tismdalleen silloin, kun sen reaali- ja imaginddriosat ovat mitallisia.

Jokainen reaaliarvoinen kuvaus voidaan mieltda aina laajennetuksi reaaliarvoiseksi kuvaukseksi, joten
mitallisuuden méaédritelmé menee néille méaritelméan 2.3 mukaisesti. Kuvausten mitallisuus ei siis riipu
suoraan mitasta vaan mitta-avaruudesta. Maéritelmén 2.3 perusteella on helppo ndhdé, ettd kaikki vakio-
kuvaukset ja sigma-algebran joukkojen A € A karaksteristiset funktiot X', ovat aina mitallisia. Mikéli
X on topologinen avaruus ja A = B(X), niin mitallisia kuvauksia kutsutaan Borel-kuvauksiksi. T#lloin
erityisesti kaikki jatkuvat kuvaukset ovat méaaritelménsa perusteella Borel-kuvauksia.

Mitallisuus séilyy my6s erilaisissa pisteittiisissid rajaprosesseissa jonoille: mikéli (X,.A) on mitta-avaruus
ja (fn)92 4 jono mitallisia kuvauksia X — R, niin

(i) supremum sup,,cy fr ja infimum inf,cn f, ovat aina mitallisia,
(ii) limsup,, . fn ja liminf, . f, ovat aina mitallisia ja
(iii) mik&li jonon pisteittdinen raja-arvo lim, . fn on méiritelty, niin se on mitallinen.

Katso todistusta varten [14, Propositio 1.8 8.9-10]. Lukijan on tosin helppo huomata, etté kohta (iii) seuraa
suoraan kohdasta (ii). Seuraavat tavanomaiset pisteittiiset operaatiot kahden mitallisen kuvauksen vililld
sdilyttavit mitallisuuden, katso [14, Propositio 1.9 s.10-11]. Olkoon mitta-avaruus (X, A) ja f,g: X — R
mitallisia kuvauksia. T&lloin

(iv) tulo fg on aina mitallinen (erityisesti mitallisten funktioiden reaalikerrat),
(v) maksimimi ja minimi max{f, g} ja min{f, g} ovat aina mitallisia ja
(vi) summa f + g on mitallinen, mikéli se on médritelty.

Kuvauksen f : X — R positiiviosa ft ja negatiiviosa f~ asetetaan kuvauksina f* = max{f,0} ja
f~ = max{—f,0}. Tallin f = f* — f~ ja edellisten ominaisuuksien perusteella funktio on mitallinen
tésmilleen silloin, kun positiivi- ja negatiiviosat ovat sitd. Huomaa, ettd nyt funktion f : X — R itseisarvo
voidaan kirjoittaa |f| = f* + f~, jolloin mitallisen funktion X — R itseiarvo on aina mitallinen. Mitallisen
funktion f : X — C itseisarvo on muotoa \/ (Ref)? 4+ (Imf)2, jonka mitallisuus seuraa nyt aiemman
nojalla havainnosta: mikéli g : X — R on mitallinen ja ei-negatiivinen, niin /g on my&s mitallinen. Taméa
on lukijan helppo verifioida suoraan mééritelmén 2.3 avulla.

Mitta-avaruudessa (X, A) yksinkertaiset funktiot ovat muotoa

n
Z CkXAk ’
k=1
missd n € N, A € A ja Cy € R jokaisella k = 1,...,n. Mikéli esityksessi olevat joukot muodostavat

X:n osituksen, niin kyseesséd on normaaliesitys. Jokaisella yksinkertaisella funktiolla on normaaliesitys,
mutta se ei ole vilttamittd yksikisitteinen. Merkitédin mitta-avaruuden (X, .A) yksinkertaisten funktioiden
kokoelmaa Y(X,.A) ja niiden ei-negatiivisten funktioiden osakokoelmaa symbolilla Y1 (X, A). Jokaiselle
ei-negatiiviselle mitalliselle kuvaukselle f : X — R 16ytyy nouseva jono kuvauksia (f,)nen C YT (X, A),
siten ettd f = lim, o0 frn, katso konstruktiota varten [13, Lause 4.9 s.30].



2.2.3 Mittaintegraaleista

Téssa pykélassa esitelladn kertauksenomaisesti mitta-integraalien keskeiset perusominaisuudet ja konver-
genssilauseet. Pykéld pohjautuu pédosin Kilpeldisen luentomoniseeseen [13, Luvut 5, 6 ja 14 5.32-43 ja
5.90-95] katso myos [14, Luvut 3 ja 4 5.35-60]. Huomaa, ettd Kilpeldinen on kisittelyissé kédyttanyt erityistd
mitta-avaruutta ja mittaa', mutta todistukset toimivat lihes sellaisenaan yleisessd mitta-avaruudessa
Mitta-avaruuden (X,.A) ei-negatiivisille ja mitallisille kuvauksille f : X — R mairitelldéin integraalit
avaruuden X yli mitan p suhteen luokan Y1 (X, .A) kuvausten alkeisintegraalien (mitan u suhteen) avul-
la. TAlloin kyseistéd integraalia merkitdén tavanomaisesti | + [ du. Erityisesti jokaiselle A € A voidaan
kirjoittaa

p(A) = [ X d

Lebesguen monotonisen konvergenssin lause sallii sopivat rajankdynnit ei-negatiivisiten funktiojonojen
integraaleille.

Lause 2.4 (Lebesguen monotonisen konvergenssin lause). -
Olkoon mitta-avaruus (X, A), sen mitta p1, (fn)o2, nouseva jono ei-negatitvisia mitallisia funktiota X — R
ja f =1imy, oo frn. Tdlloin

Lausetta kiytetdéin jatkossa ahkerasti ilman eri viittausta puhuen vain monotonisen konvergenssin lauseesta.
Seuraavaksi laajennetaan integraalin méaritelméa. Mikéli f : X — R on mitallinen, niin sen integraali
mitan p suhteen on olemassa, mikali fX frdu < oo tai fX f7dp < oo ja talloin asetetaan

/deu:/xﬁdu*/xf’du-

Edelleen mitalliselle f : X — R on miéritelty integraali yli ep#ityhjin joukon A mikli kuvaukselle Xaf
on integraali olemassa ja t&lloin taas

[ rau= [ xas an

Toisinaan integroinnissa halutaan korostaa muuttujaa = € A, jolloin merkitdin
[ H@nta)
A

Integraali p-nollanmittaisen joukon yli on aina mééritelty mielivaltaiselle mitalliselle f : X — R ja t&llsin
se on nolla. Mitallisten kuvausten f, g : X — R mahdollisesti m#éritellyille integraaleille ovat seuraavat
perusominaisuudet voimassa.

(i) Monotonisuus: mikéli [, f du ja [, g dyu ovat mééritelty jollekin A € A ja f > g joukossa A, niin
Jafdp> [, gdu
(ii) Positiivisuus: mikéli f > 0 joukossa A € A, jolle u(A) > 0, niin [, f du > 0.

(iii) Lineaarisuus: mikéli summa o f + Bg on médritelty joukossa A € A, integraalit [, f du ja [, g dp
ovat méadritelty ja luku « f G du+ B f 4 9 dp on mééritelty laajennetulla reaaliakselilla joillekin

o, € R, niin
/af+69du=a/fdu+ﬁ/gdu-
A A A

(iv) Additiivisuus: mikéili A € A numeroituvalla indeksijoukolla I ja integraali fl—lk A f du on
c €

mééritelty, niin télloin [ 4, f dp on médritelty jokaisella k € I ja

/Ukel A f du - Z f dlu.

kel A

1Euklidinen avaruus, Lebesguen mitta ja mitalliset joukot



Additiivisuuden seurauksena saadaan, ettd mikili mitalliset f ja g ovat samat melkein kaikkialla jou-
kossa A € A ja niiden integraalit ovat mééritelty joukon yli, niin kyseiset integraalit ovat samat. Mikéli
ei-negatiivisen ja mitallisen funktion integraali yli mitallisen joukon yli on nolla, niin kyseinen funktio
melkein kaikkialla joukossa nolla vastaavan mitan suhteen.

Jokaisen mitallisen funktion f : X — R itseisarvon integraali joukon A € A yli on nyt

/Alf\ du:/Af*dﬂJr/Af‘ dp.

Sanotaan, ettd mitallinen f : X — R on integroituva mikili fX fTdpy, fX f~ dup < co. Huomaa, ettéd tdmé
on yhtépitévéd ehdon [ |f| du < co kanssa. Erityisesti mikéli f ja g ovat p-integroituvia, niin max{f, g}
ja af + Bg ovat u-integroituva kaikilla o, 8 € R. Téarked arviointivéline on integraalin kolmioepdyhtdld:
mikéli f: X — R on mitallinen ja [ 4 f dp on médritelty jollekin A € A, niin tavallisen kolmioepyht&lon

suorana seurauksena
'/fdu =/|f\du-
A A

Monotonisen konvergenssin lause muotoiltiin vain ei-negatiivisille funktioille. Esitelldén seuraavaksi toinen
klassinen konvergenssilause, joka toimii laajemmassa funktiojoukossa.

Lause 2.5 (Lebesguen dominoidun konvergenssin lause).
Olkoon mitta-avaruus (X, A), sen mitta p ja (f,)52 jono p-integroituvia funktioita. Mikdli jono konvergoi
pisteittiin rajafunktioon f ja loytyy p-integroituva g siten, ettd |g| > |fn| kaikilla n € N, niin f on
p-integroituva ja

lim fn dp :/ fdu.
Lausetta 2.5 hyodynnetaéin myos ahkerasti jatkossa ilman eri viittausta puhumalla vain dominoidun
konvergenssin lauseesta. Monotonisen ja dominoidun konvergenssin lauseet yleistyvit tapauksiin, joissa
jonot konvergoivat mitan mielessd melkein kaikkialla mitalliseen rajafunktioon.

Jokaiselle ei-negtiiviselle ja mitalliselle f : X — R ja mitalle g kuvaus p; : A — [0,00], missd jo-
kaiselle A € A,

nr) = [ £ an (2.1)

on mitan p suhteen absoluuttisesti jatkuva mitta. Sopivissa tilanteissa Radon—Nikodymin lause takaa
myo6s kddnteisen padttelyn.

Lause 2.6 (Radon—Nikodym).

Olkoon (X, A) mitta-avaruus p sigma-dadrellinen mitta A:ssa. Mikdli v on A:ssa ddrellinen mitta, joka on
absoluuttisesti jatkuva mitan p suhteen, niin loytyy mitta-avaruuden suhteen mitallinen ja ei-negatitvinen
f: X = R siten, etti f on p-integroituva ja v = lf, missd py asetetaan yhtdlon 2.1 mukaisesti. Lisdksi
f on mitan u suhteen melkein kaikkialla yksikdsitteinen.

Lauseen 2.6 muotoilu pohjautuu nyt Bassin esitykseen, katso [2, Lause 13.4 s.101-103]. Huomaa, ettd Bass
késittelee kuvauksia vain reaaliakselille ei laajennetulle, mutta t&lla ei ole valia.

Mitalliselle funktiolle kompleksitasolle integraali yleistetdédn melko intuitiivisesti. Mitallinen f : X — C on
p-integroituva tasmaélleen silloin, kun sen reaali- ja imaginédériosat ovat sitd. Télloin asetetaan

/deMZ/XRefdu—i—i/XImfdu.

Integraali yli mitallisen joukon mééritelldiédn kuten aiemmin. Erityisesti integraalin lineaarisuus ja additiivi-
suus on helppo yleistdd kompleksisten funktioiden integraaleille. Integraalin kolmioepayhtélon yleistdminen
vaatii sen sijaan hieman mielikuvitusta, katso malliksi vaikka [2, Propositio 6.4 s.49]. Nyt monotonisuuden
nojalla

[ Ref|+ tf| d > [ R i duzmax{ [ Rerlap. [ dﬂ},
X X X X



joten mitallisen f : X — C p-integroituvuus on yhtépitivid ehdon | x [fl diu < oo kanssa (kuten reaa-
lisessa tapauksessa). My6s dominoidun konvergenssin lause yleistyy sellaisenaan kompleksiseen tapaukseen.

Mitta-avaruuden (X,.A) suhteen mitalliselle kuvaukselle f asetetaan jokaisen mitta-avaruuden mitan p

suhteen L1 -seminorm: integraalina
1
1= ([ 17 an) " 22)

missé p € [1,00[. Edelleen asetetaan L7 -seminormi

[flloc.e = sup{t = 0: u({x € X : [f(x)| = t}) > 0}. (2.3)

Nyt funktiota f, jolle [|f[|, , < oo jollain p € [1, 0], kutsutaan LF -funktioksi. Talloin E}L—funktio on
yhtépitava p-integroituvan funktion kanssa.

Ongelmaksi mitta-avaruudelle (X, .A) ja sen mitalle g muodostuvat tapaukset, joissa mitallisten kuvausten
f ja g summa af(z) + Bg(x) on médritelty joillain o, 8 € R mitan p mielessi melkein kaikilla z € X,
mutta ei vilttdmittd kaikilla € X. Nyt kuitenkin 16ytyy mitallinen kuvaus h, jolle h(z) = af(x) + Bg(x)
p-melkein kaikilla € X ja ongelman kiertdmiseksi sovitaankin, ettd kuvaus af + Sg mitan pu suhteen
tarkoittaa tallaista mitallista kuvausta. Méaritelmé on p-nollanmittaista joukkoa lukuunottamatta yk-
sikésitteinen. Mikéli f ja g ovat p-integroituvia, niin integraalin additiivisuuden nojalla néin asetettu
af 4+ Bg on madritelty integroituvana ja

Aaf+ﬁgdu=a[4fdu+5[49du-

jokaisella A € A. Mikili p-nollanmittaisessa joukossa toisistaan poikkeavat mitalliset funktiot samaiste-
taan ekvivalenssiluokiksi, niin jokaiselle p € [1,00] R- tai C-arvoisten LF-funktioiden joukosta saadaan
reaalikertoiminen LL -avaruus, £f-seminormista tulee kyseisessi avaruudessa Lf -normi ja tdmé on nor-
miavaruutena Banach-avaruus, katso vaikka [13, s.67-73] (késitelty Lebeguen mitalle, mutta tarkastelut
yleistyvét ldhes sellaisenaan) tai [9, s.50-51].

Aiemmin esitetyissé konvergenssilauseissa ldhdetédn liikkelle pisteittdisesté konvergenssista rajafunk-
tioon. Hieman péinvastaisen tyyppinen pééttely on my6s voimassa.

Lemma 2.7. .
Olkoon (X, A) mitta-avaruus, j mitta A:ssa, (fn)ply jono mitallisia ja p-integroituvia kuvauksia X — R
ja f: X — R matallinen ja p-integroituva. Mikdli

tin [ 1.~ 1 du=0.
X

n—oo
niin jonolla on osajono, joka suppenee pu-melkein kaikkialla pisteittiin kuvaukseen f.

Lemma pohjautuu nyt Kilpeldisen monisteen esitykseen, katso [13, s.72-73] ja erityisesti sieltd lause
10.8. Tarkastelut on taas tehty vain Lebesguen mitalle, mutta ne yleistyvét ldhes sellaisenaan yleiseen
tapaukseen.

2.2.4 Muuttujanvaihto integroinnissa

Edellisesséd pykélédssd madriteltiin mitalliset kuvaukset mitta-avaruudelta laajennetulle reaaliakselille.
Palataan taaksepéin tarkastelemaan kuvauksia mitta-avaruudelta (X,.A) annetulle epétyhjélle joukolle Y.
Olkoon kuvaus F': X — Y. Aluksi on helppo todeta, ettd kokoelma

Ap ={AeP(Y): F ' (A) € A}

on sigma-algebra, jolloin kuvaus F' indusoi uuden mitta-avaruuden (Y, Ar). Télloin kuvausta F' voi pitid
luonnollisena mitta-avaruuksien (X, .A) ja (Y, Ar) vélilld. Tdmé antaa aiheen seuraaviin mééritelmiin.



Miiritelmé 2.8 (Mitallisuus ja mitallisuuden siilyttdminen).

Olkoon (X, A) ja (Y, B) mitta-avaruuksia, sekd kuvaus F': X — Y. Sanotaan, ettd kuvaus F' on mitallinen
mitta-avaruuksien (X, A) ja (Y, B) vdlilli, mikili jokaiselle B € B alkukuva F~Y(B) € A. Mikdili taas
F(A) € B kaikilla A € A, niin sanotaan, etti F sdilyttii mitallisuuden em. mitta-avarvuksien vililld.

Mikali (X, .A) on mitta-avaruus ja F': X — X on mitallinen mitta-avaruudelta itselleen, niin sanotaan,
ettd F' on A-mitallinen. Mitallisuuden mééritelm#é 2.8 voi pitdd nyt méiéritelmén 2.3 yleistykseni. Silla
nyt mitalliset kuvaukset mitta-avaruudelta (X, A) laajennetulle reaaliakselille ovat mééritelmén 2.8 nojalla
mitallisia kuvauksia mitta-avaruudelta (X, .A) mitta-avaruudelle (R, S(R)), missid S(R) on suppein sigma-
algebra joukossa R, joka sisilti# joukot |a, oo kaikilla a € R. T#llsin S(R) on helppo nihdi leikkaukseksi
kaikista niistd sigma-algebroista, jotka sisiltdvit joukot ]a, co].

Maéritelmén 2.8 konsepteja kéytetddn usein tuottamaan uusia mittoja. Seuraava havainto on ldhes
triviaali todistaa.

Lemma 2.9.
Olkoon (X, A) ja (Y, B) mitta-avarvuksia, p A:n mitta jo v B:n mitta, sekd kuwvaus F: X — Y. Mikdili

(i) F on mitallinen, niin joukkokuvaus po F~' : B — [0,00], missi jokaiselle B € B asetetaan
(wo F~1)(B) = u(F~Y(B)), on mitta.

(i) F on mitallisuuden sdilyttivd ja injektiivinen, niin joukkokuvaus vo F : A — [0, 00], missd jokaiselle
A € A asetetaan (v o F)(A) = v(F(A)), on mitta.

Tapauksessa (i) syntynytté mittaa kutsutaan eteen tydnnetyksi mitaksi kuvauksen F suhteen ja tapauksessa
(ii) syntynyttd mittaa kuvamitaksi. Seuraavaksi esiteltéivi klassinen muuttujanvaihtolause mahdollistaa
integroinnin vaihdon mitta-avaruudesta toiseen.

Lause 2.10 (Muuttujanvaihtolause).

Olkoon (X, A) ja (Y, B) mitta-avaruuksia, p mitta A:ssa, g : Y — K, missi K =R tai K = C, mitallinen
mitta-avaruuden (Y, B) subteen jo F : X — Y mitallinen kuvaus em. mitta-avaruuksien vililld. Nyt
integraali fyg d(p o F~Y) on madritelty tismilleen silloin, kun integraali fXg o F' du on mddritelty.

Télloin
/gd(,qufl):/ go F du.
Y X

Erityisesti nyt g on o F~ -integroituva tdasmdlleen silloin, kun g o F on u-integroituva.

Todistus.
Voidaan olettaa, etté kyseessd on kuvaus laajennetulle reaaliakselille. Edelleen integraalin lineaarisuuden
nojalla on riittdvaid on osoittaa, ettd g:n ollessa ei-negatiivinen yhtalo

/YgdwoF—l):/Xgoqu. (1)

on voimassa. Huomaa, ettd nyt go F': X — R on mitallinen mitta-avaruuden (X,.4) suhteen ja lemman
2.9 nojalla p o F~! on mitta sigma-algebrassa B. Mikéli g on joukon B € B karakteristinen funktio, niin
go F on joukon F~1(B) karakteristinen funktio ja oletuksen perusteella F~1(B) € A. T#llsin

[ odwo P = [ X o P = (uo FOB) = wF(B) = [ Xy = [ g0 F an

Tésté edelleen lineaarisuuden nojalla on helppo péitelld, ettd yhtdls (1) on voimassa kaikille yksinker-
taisille g € Y1 (Y, B). Mikili g on ei-negatiivinen ja mitallinen, niin edellisen pykélin perusteella 16ytyy
nouseva jono yksinkertaisia funktioita (g,,)52; C YT (Y, B), siten ettd lim,,_, g, = g. Télldin funktiojono
(gn o )22, C YT(X, A) on nouseva ja lim,,_,o gn © F' = go F. Siten soveltamalla t#ti tietoa, yhtilon (1)
voimassaoloa luokan Y (Y, B) kuvauksille ja monotonisen konvergenssin lausetta ndhdéén, ettd yhtéls (1)
on voimassa kuvaukselle g. O
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Muuttujanvaihtolauseesta on nyt helppo keksid erilaisia variantteja. Erityisesti mikédli F' : X — Y on
bijektio, F' ja kisinteiskuvaus F'~! ovat mitallisia mitta-avaruuksien (X, A) ja (Y, B) vililli, v on B:n mitta
ja g : Y — R mitallinen (Y, B)m suhteen, niin lauseen 2.10 nojalla integraali [, g dv = [, g d(vo Fo F~1)
on médritelty tdsmilleen silloin, kun integraali | 9o F d(voF) on méiritelty. Lisdksi t&lloin

/gdy:/goFd(VoF).
Y X

2.3 Metrisista avaruuksista
2.3.1 Merkinnéistid ja jatkuvista kuvauksista

Metriset avaruudet oletetaan tunnetuiksi, joten késitelldéin ja kerrataan téssd pykéldssi ldhinné kiytettavia
merkintdjd ja muutama aputulos. Metristd avaruutta merkitiin muodollisesti (X, d), missi X tarkoittaa
epatyhjiad perusjoukkoa ja d siiné olevaa metriikkaa. Yleensé kuitenkin puhutaan vain metrisestd avaruu-
desta X. Metriseen avaruuteen (X, d) médritellddn jokaiselle € X ja r € R, tavanomaiseen tapaan avoin
pallo B(z,7) = {y € X : d(y,z) < ¢} ja suljettu pallo B(z,r) = {y € X : d(y,z) < &}. Avoimet pallot
tdydennettyné tyhjilla joukolla muodostavat kannan metriikan indusoimaan topologiaan ja avointa palloa
vastaava suljettu pallo on suljettu kyseisessi topologiassa (mutta ei viilttamitti ole vastaavan avoimen
pallon sulkeuma). Mikili topologiseen avaruuteen (X, 7) saadaan metriikka, joka indusoi topologian 7,
puhutaan metristyvdstd avaruudesta. Usein ei kuitenkaan tarvita mitédén erityisen metriikan ominaisuuk-
sia, jolloin on mielekéstd puhua vain metristyvastd avaruudesta. Tyossa késitelladan lahinna separoituvia
metrisid avaruuksia, eli metrisia avaruuksia, joilla on numeroituva tiheé osa. Téllaiset avaruudet ovat
topologisina avaruuksina tunnetusti aina Ns-avaruuksia. Separoituville metrisille avaruuksille on helpohko
todeta seuraava havainto.

Lemma 2.11.
Separoituvan metrisen avaruuden jokainen epdtyhjd osa separoituu.

Mikéli (X, d) on metrinen avaruus, niin epiityhjille osajoukolle A C X miéritellién halkaisija

diam(A) = sup d(z,y).
T, yeA
Tyhjille joukolle asetetaan diam(f)) = 0. Edelleen kahden epétyhjén osajoukon A ja B vilinen etdisyys
asetetaan
dist(4, B) = inf d(z,y).
z€EA
yeB
Tésté erikoistapauksena saadaan pisteen etdisyys joukosta vastaavan yksion etdisyytend joukosta. Tyhjan
joukon etéisyys mielivaltaisesta joukosta asetetaan muodollisesti nollaksi.

Tarkastellaan seuraavaksi reaaliarvoisia kuvauksia metristyviltd avaruuksilta. Olkoon X metrinen tai
metristyva avaruus ja kuvaus f : X — R. Kuvauksen kantaja tai supportti asetetaan tavanomaisesti
topologisena sulkeumana sptf = {z € X : f(x) # 0}. Mikéli sptf on kompkti, niin sanotaan, ettd f on
kompaktikantajainen. Padasiallinen mielenkiinto keskittyy nyt jatkuviin kuvauksiin. Merkitédén jatkuvien
kuvausten X — R luokkaa symbolilla C(X;R). Edelleen C'(X;R) tarkoittaa rajoitettujen ja jatkuvien
kuvausten osakokoelmaa ja Cp(X;R) kompaktikantajaisten ja jatkuvien kuvausten osakokoelmaa. Huomaa
inkluusioketju Co(X;R) C Cp(X;R) C C(X;R). Mikili metristyvd avaruus X on kompakti, niin t&llsin
C(X;R) = Cp(X;R) = Cp(X;R). Jokainen néistd kokoelmista voidaan varustaa reaalikertoimiseksi vek-
toriavaruudeksi. Kompleksiarvoisille kuvauksille mééritelldéin vastaavasti kokoelmat C(X;C), Cp(X;C)
ja Co(X;C) kuin reaalisessa tapauksessa. Namé palautuvat nyt vain vastaavien reaali ja -imagindériosien
tutkimiseen.

Pykéalan lopussa esitelladn muutama aputulos, jota tarvitaan jatkossa. Tasaisesti jatkuvat kuvaukset
tiheissé joukoissa voidaan laajentaa yksikésitteisesti metrisissd avaruuksissa.

Lemma 2.12.

Olkoon (X, d) metrinen avaruus ja T' C X sen tihed osa ja f* : T — R tasaisesti jatkuva metriikan d
suhteen. Tdlloin loytyy yksikdsitteinen jatkuva kuvaus f : X — R siten, ettd f|. = f*. Lisdksi tdlloin f
on tasaisesti jatkuva.
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Todistus.

Kiinnitetasin aluksi x € X. T&llsin 1oytyy jono (z,)52, C I siten, etti lim, o d(x,z,) = 0 ja siten
supy, ;> n d(xk, 1) — 0, kun N — oo. Silloin f*:n tasaisen jatkuvuuden nojalla (f*(x,))s%; on Cauchy-jono,
joka suppenee reaaliakselin tdydellisyyden nojalla. Olkoon & > 0 annettu. Tilléin tasaisen jatkuvuuden
nojalla 16ytyy . € Ry siten, ettéi jokaiselle u,v € T’ ehdosta d(u,v) < . seuraa

) = f W)l < 5. (1)

Valitaan nyt n. € N siten, ettd z,. € B(z, 5—25) jaa) | f*(xn,) = limy, e f*(2n)| < §. Talloin kaikilla
z € B(x, %) pétee kolmioepédyhtilon nojalla, ettd d(z, z,.) < d.. Siten

* . * * * * . * (1)+a)
F2) — tim F )| < 1P ) F )]+ £ ) — tm ()]

n—roo

e, e
2 2
Téama implikoi, ettd f*(z) — limy, oo f*(zn), kun z — x joukossa I' metriikan d suhteen, eli raja-arvo on
jonosta ()22 ; riippumaton. Télléin kuvaus f : X — R, missé jokaiselle z € X

f(@) = lim *(2),

zel

on hyvin mééritelty. Selvésti myos f|. = f*. Olkoon € > 0 annettu ja 0. kuten aiemmin f*:n tasaiseen
jatkuvuuten liittyen. Olkoon sitten z,y € X siten, ettd d(z,y) < %. Nyt funktion f misritelméin
nojalla 1dytyy . € B(xz, %) NT ja y. € B(y, %) NT siten, ettd b) | f*(x.) — f(2)],[f*(y=) — f(y)] < §-
Kolmio-epdyhtilon nojalla d(z.,y.) < dc ja siten

LH+b) e e €
< —-4+=-4-=c

F@) = W) < 1F@) = @l + 1 @ = Ful + 1) — )l < S+ 5+

Taméa implikoi kuvauksen f tasaisen jatkuvuuden. Yksikésitteisyys on edelleen helppo pééatellé. O

Palautetaan mieleen, ettd metrisen avaruuden jatkuvien reaaliarvoisten funktioiden perhe {gi}rer on
yhtdjatkuva, jos jokaiselle x € X ja e > 0 16ytyy 0, . € Ry siten, ettd gy (B(x,05,:)) C |gr(x) —€, gr(z) +¢[
jokaiselle k € I. Mikili ne ovat tasaisesti jatkuvia, niin puhutaan tasaisesti yhtdijatkuvasta perheesté.
Perhe on rajoitettu, mikéli sup,cx pes |gx(2)] < 0o. Seuraava Arzeld—Ascoli-tyyppinen tulos on voimassa
separoituvissa metrisissé avaruuksissa.

Lemma 2.13.

Olkoon (X, d) separoituva metrinen avaruus ja ()5 rajoitettu jono tasaisesti yhtijatkuvia reaaliarvoisia
kwvauksia. Tdlldin l6ytyy tasaisesti jatkuva f: X — R ja osajono (fn, )72, siten, ettd fn, — f pisteittdin,
kun k — oo.

Todistus.

Annetaan vain todistuksen p#didea ja yksityiskohdat jatetdéan lukijalle. Aluksi rajoitteuneisuutta ja
diagonaaliargumenttia hy6édyntéen 16ytyy osajono (fy, )5 joka suppenee pisteittdin avaruuden X jossain
numeroituvassa ja tiheéissid osassa johonkin kuvaukseen f* : I' — R. Tédmé on helppo ndhdé nyt tasaisesti
yhtéjatkuvaksi kuvausten f,, | kanssa. Lemman 2.12 nojalla tamé voidaan laajentaa yksikésitteisesti
tasaiseksi jatkuvaksi kuvaukseksi f : X — R. Viimeinen vaihe on péételld, ettd (f,,)7>, suppenee
pisteittédin kuvaukseen f kaikkialla. O

Huomaa, ettd lemmassa esiintyvé kuvaus ei ole valttaméatta yksikésitteinen. Tarkastele esimerkiksi jonoa
(fn)S2q, jossa far(x) =0 ja fort1(x) =1 kaikilla z € X ja k € N.

2.3.2 Funktioavaruus Cp(X;R)

Kasitelldsan téssi joitain funktionaalianalyysin perusfaktoja metristyvien avaruuksien X reaaliarvoisten,
jatkuvien ja rajoitettujen funktioiden funktioavaruuksista Cp(X;R). Téssd pykildssd X on metristyvi
avaruus. Jokaiselle f € Cp(X;R) midritelliéin tasaisen suppenemisen normi tai sup-normi asettamalla

[fllsc = sup |f ().
reX
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T&ll6in tunnetusti || - [ on normi vektoriavaruudessa Cp(X;R) ja normiavaruus. Jatkossa puhutaan
usein vain normiavaruudesta Cp(X;R), jolloin tarkoitetaan normiavaruutta (Cp(X;R), | - ||co). Mikali
(fn)22; on Cauchy-jono normiavaruudessa Cp(X;R), on helppoa néhdi, ettd jono suppenee normin || - || o
mielessé johonkin kuvaukseen f € Cp(X;R). Siispd normiavaruus Cp(X;R) on Banach-avaruus, mutta
Co(X;R) el ole viilttaméttd enéié sen suljettu normialiavaruus.

Mikéli L: Cp(X;R) — R on lineaarikuvaus, niin funktionaalianalyysisti muistetaan, etti L on nor-
min || - ||oo suhteen jatkuva tdsméilleen silloin, kun sen operaattorinormi, joka asetetaan

[ Lllop = sup {[L(A)] = [ flleo <1},

on &drellinen, eli L on rajoitettu funktionaali. Normiavaruuden Cp(X;R) normiduaali asetetaan nyt
kokoelmana

Cp(X;R)* ={L: Cp(X;R) — R on lineaarinen : ||L||,p, < co}.
Téamé on reaalikertoiminen vektoriavaruus ja varustettuna operaattorinormilla se on tunnetusti Banach-

avaruus. Normiavaruudessa C'p(X;R) jatkuvan lineaarikuvauksen W : Cp(X;R) — (X;R) duaalikuvaus
W*: Cp(X;R)* = Cp(X;R)* asetetaan jokaiselle T' € Cp(X;R)*

W*(T)=ToW.
Selvisti duaalikuvaus on tillsin hyvin mééritelty lineaarikuvaus ja jatkuva operaattorinormin ||- ||, suhteen.
Mikéli funktiojono (f)22; C Cp(X;R) suppenee normin || - || mielessé funktioon f € Cp(X;R), niin
talloin lim,, o0 L(fn) = L(f) jokaisella L € Cp(X;R)*, koska ndméi ovat jatkuvia em. normin suhteen.

Kéadntden sanotaan, ettid rajoitettujen funktionaalien jono (L,)2; C Cp(X;R)* suppenee heikosti
rajoitettuun funktionaaliin L € Cp(X;R)*, mikili jokaisella f € Cp(X;R)

lim L,(f) = L(f).

n— o0

Mikali jokaiselle f € Cp(X;R) asetetaan kuvaus Hy : Cp(X;R)* — R, missd jokaiselle L € Cp(X;R)*
asetetaan

Hy(L) = L(f), (2.4)
niin on helppo néhdé, ettd kuvaus Hy on jatkuva lineaarikuvaus operaattorinormin || - ||, suhteen. Talloin
jono (Ly)5, C Cp(X;R)* suppenee heikosti rajoitettuun funktionaaliin L € Cp(X;R)* tésmilleen
silloin, kun lim,, o H¢(L) = Hy¢(L) jokaisella f € Cg(X;R). Tésté péadstadn ns. heikko*-topologian
méadritelméan.
Maisritelmia 2.14.

Olkoon X metristyvd avaruus. Tdlloin heikko*-topologia normiduaalissa Cg(X;R)* on suppein topologia
siten, ettd yhtdlon 2./ mukainen kuwvaus Hy : Cg(X;R)* = R on jatkuva jokaisella f € Cp(X;R).

Suppein topologia on hyvin mééritelty téissi tapauksessa, katso konstruktiota varten [21, s.16-19]. Seuraavat
faktat voidaan nyt verifioida heikko*-topologiaan liittyen.

(i) Cp(X;R)* varustettuna heikko*-topologialla on Hausdorff-avaruus.

(ii) Joukot
{T'e Cp(X5R)" : [Hp(T) = Hy(W)| < e},

missi W € Cp(X;R)* jae > 0, muodostavat normiduaalin C'z(X;R)* heikko*-topologian alikannan,
eli kanta saadaan kaikista ndiden joukkojen keskiniisistéd aérellisisté leikkauksista.

(ili) Cp(X;R)* varustettuna heikko*-topologialla on lokaalisti konveksi, eli jokaiselle T € Cp(X;R)* ja
joukolle U, joka on avoin heikko*-topologiassa ja T € U, 16ytyy konveksi ja heikko*-topologiassa
avoin V, jolle T e V C U.

(iv) Cp(X;R)* varustettuna heikko*-topologialla on topologinen vektoriavaruus, eli vektoriavaruuden
laskutoimitukset summaus + ja skaalarilla kertominen -

+ :Cp(X;R)* x Cp(X;R)* = Cp(X;R)*
R x Cp(X;R)* = Cp(X;R)*

ovat jatkuvia vastaavien tuloavaruustopologioiden suhteen.

13



(v) Lineaarikuvaus H : Cp(X;R)* — R on jatkuva heikko*-topologian suhteen tésmiilleen silloin, kun
H = Hy jollain f € Cp(X;R).

(vi) Kuvaus F : Y — Cp(X;R)*, missii Y on epiityhji topologinen avaruus ja Cp(X;R)* on varustettu
heikko*-topologialla, on jatkuva tdsmilleen silloin, mikéli yhdiste Hy o F' : Y — R on jatkuva
jokaisella f € Cp(X;R).

Faktat pohjautuvat nyt Nagyn monisteen kappaleen 4 esitykseen, katso erityisesti [21, 5.79-82]. Jonon
(Lp)22, C Cp(X;R)* suppeneminen heikossa topologiassa on nyt helppo ndhdi aiemmin mééritellyksi
heikoksi suppenemiseksi kohdan (ii) perusteella. Sanotaan edelleen, etté rajoitettujen funktionaalien jouk-
ko A C Cp(X;R)* on heikosti kompakti, mikéli se on kompakti heikko*-topologiassa. Edelleen sanotaan,
ettd A on heikosti jonokompakti, mikili se on sitd heikko*-topologiassa sité, ts. jokaisella A:n jonolla on
osajono, joka suppenee johonkin sen pisteseen heikko*-topologiassa eli heikosti.

Lineaarikuvauksen jatkuminen operaattorinormin mielessé takaa myos sen duaalikuvauksen jatkuvuuden
operaattorinormin suhteen. Néin kidy myos heikko*-topologiassa.

Lemma 2.15.
Olkoon W : Cp(X;R) — Cp(X;R) lineaarinen ja jatkuva normin || - ||« suhteen. Tdlldin sen duaalikuvaus
W*: Cp(X;R)* = Cp(X;R)* on jatkuva heikko*-topologiassa.

Todistus.
Koskapa nyt jokaisella f € Cp(X;R) yhdiste Hy o W* = Hyy(5) on mééritelmén nojalla jatkuva heikko*-
topologiassa, niin véite seuraa edelld todetusta ominaisuudesta (vi) heikko*-topologialle. O

Paittely toiseen suuntaan on luonnollisesti myos voimassa, silld heikko*-topologia siséltyy operaattori-
normin indusoimaan topologiaan. Topologisiin vektoriavaruuksiin liittyen tyossé tarvitaan myos erittdin
epéitriviaalia Schauder—Tihonovin kiintopistelausetta, katso [6, Lause 2.1.1 s.36].

Lause 2.16 (Schauder—Tihonov).
Olkoon X topologinen vektoriavaruus, joka on lokaalisti konveksi ja Hausdorff-avaruus. Mikdli V C X on
epdtyhjd, kompakti ja konveksi, seki F :' V — V on jatkuva, niin kuvauksella F' on kiintopiste joukossa V,
eli loytyy z € V siten, etti F(z) = z.

Huomaa, ettd lausetta 2.16 voidaan nyt soveltaa nyt normiaduaalissa Cp(X;R)*, joka on varustettu
heikko*-topologialla.

2.3.3 Mittojen heikko kovergenssi ja jonokompaktius

Tarkastellaan edelleen metristyviin avaruuden X funktioavaruutta Cp(X;R), joka on siis varustettu sup-
normilla || - || Nyt jokaiselle darelliselle 4 € Bx integraalioperaattori T, : Cp(X;R) — R, missd jokaiselle
f€Cr(X;R)

To(f) = /X £ dp, (2.5)

on lineaarinen. Nyt integraalin monotonisuuden ja kolmioepdyhtélén nojalla on helppo todeta, ettéd T),:n
operaattorinormi ||, |lop = [y 1 dp = p(X) < o0, jolloin T, € Cp(X;R)*. Integraalin monotonisuudesta
johtuen kyseinen funktionaali on posititvinen, eli T,,(f) > 0, kun f > 0. Koska X on metristyvi, niin
adrellisten Borel-mittojen sdénnollisyyttd hyodyntéden (lemma 2.2) voidaan osoittaa, ettd mikili dérellisille
p,v € Bx pitee T, = T, niin u = v. Katso todistusta varten [25, Lause 6.2 s.147-148] (todistus on
annettu Borel-todennékoisyysmitoille, mutta yleistyy sellaisenaan). Tillsin jokainen mitta u € Bx voidaan
samaistaa vastaavaan integraalioperaattoriin 7,.

Kompaktissa metristyvissd avaruudessa K tunnettu Rieszin esityslause takaa myos pédinvastaisen pédttelyn.
Huomaa, ettd tilloin Cp(K;R) = C(K;R).

Lause 2.17 (Rieszin esityslause).
Olkoon K kompakti metristyvd avaruus ja T : C(K;R) — R lineaarinen ja positiivinen. Tdlloin loytyy
yksikdsitteinen p € By siten, ettd jokaiselle f € C(K;R)

T(f)=/Kf dp.
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Todistusta varten katso esimerkiksi [2, Lause 17.3 s.159-162]. Huomaa, ettd kuvaukselta T' ei vaadita itse
asiassa a priori jatkuvuutta normin || - || suhteen.

Palataan takaisiin yleiseen metristyvain avaruuteen X. Analogisesti sanotaan, etté dérellisten Borel-
mittojen jono (1) ; C Bx konvergoi heikosti dérelliseen Borel-mittaan p € Bx, mikéli vastaava inte-
graalioperaattorijono (7}, )52, suppenee heikosti integraalioperaattoriin T),. T&lloin seuraava arvio on
voimassa, vertaa [17, Lause 1.24 s.19].

Lemma 2.18.
Olkoon X metristyvi avaruus ja (pi)72, jono sen ddrellisid Borel-mittoja, jotka konvergoivat heikosti
avaruuden X darelliseen Borel-mittaan . Tdlldin jokaisella avotmella U C X

w(U) < liminf p(U).
k—o0

Todistus.
Oletetaan, ettd avaruudessa X on nyt joku topologian kanssa yhteensopiva metriikka d. Maaritelldéin
metriikan d avulla jokaiselle j € N kuvaus f; : X — R, missé jokaiselle z € N

dist(a;, X \ ) } .

fj(xz) = min {1,

Jokainen f; on selvisti jatkuva kuvaus, a) 0 < f1 < fo < ... < X ja limjo f; = X,- Télloin
soveltamalla b) monotonisen konvergenssin lausetta saadaan

:/ Xu d,ub:)‘lim/fj dp = lim hm/f] dpg
X

j—oo k—

= limsup lim mf/ fi dpr < < lim sup lim mf/ Xv ek

j—ooo k—oo j—ooo k—oo

= liminf/X Xy dpr = likrgiolclfluk(U).

k—o0
O

Metristyvian avaruuden aérellisten Borel-mittojen mielivaltaista joukkoa sanotaan edelleen heikosti kom-
paktiksi, mikili vastaavien integraalioperaattorien kokoelma on sité heikko*-topologiassa. Vastaavasti
sanotaan, etta dérellisten Borel-mittojen mielivaltainen joukko on heikosti jonokompakti, mikéli vastaa-
vien integraalioperaattorien kokoelma on sité heikko*-topologiassa. Télloin joukon jokainen jono sisiltié
osajonon, joka suppenee heikosti johonkin joukon mittaan. Voidaan osoittaa, ettd kompaktin metris-
tyvéan avaruuden todennikoisyysmittoja vastaavien integraalioperaattorien joukko on aina kompakti ja
metristyvé heikko*-topologiassa. Katso tarkasteluja varten [25, s.148-150].

Lause 2.19.

Olkoon K kompakti metristyvi avaruus. Tdlloin {T, : p € Mg} C C(K;R)* on metristyvi heikko*-
topologiassa. Edelleen se on kompakti heikko*-topologiassa. Metristyvyyden nojalla kompaktius on nyt
ekvivalenttia jonokompaktiuden kanssa.

Sanotaan, ettd metristyvén avaruuden Borel-mittojen mielivaltainen osakokoelma E C Bx on tiivis, mikali
jokaiselle € > 0 loytyy kompakti joukko K. C X siten, etta

WX\ K.) <e

jokaiselle p € E. Prokhorovin lause toteaa, ettd tiiviys metristyvén avaruuden Borel-todennékéisyysmittojen
jonolle implikoi osajonon heikkoa konvergenssia johonkin todennékoéisyysmittaan.

Lause 2.20 (Prokhorov).
Olkoon X metristyvi. Mikdli Borel-todenndikdisyysmittojen jono (p,)22; C Mx on titvis, niin silld on
osajono, joka suppenee heikosti johonkin mittaan p € Mx.

Katso todistusta varten esimerkiksi [3, Lause 30.4 5.239-240]. Prokhorovin lausetta voi siten pitéé lauseen
2.19 yleistyksené separoituvissa avaruuksissa.
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2.4 Euklidisista avaruuksista
2.4.1 Merkintsji ja mittateoreettisia tuloksia

Symbolilla R™, n € N, merkitdan tavanomaista n-ulotteista reaalista euklidista sisdtuloavaruutta, jonka
algebralliset ja topologiset struktuurit oletetaan tunnetuiksi. Kdydain muodollisesti lépi muutama perusno-
taatio ja -tulos. Merkinnélld e;, missd ¢ = 1, ..., n, tarkoittaa ¢. standardikantavektoria. Jokaiselle pisteelle
z € R™ on yksikésitteinen esitys © = Z?Zl x;e; standardikannassa, missé x; € R on 7. koordinaatti tai
karteesinen komponentti. Tavanomaisempi merkintd on talldin @ = (21, ..., 2, ). Tavanomainen euklidinen
sisétulo (-|]-) mééritelléfin pisteiden z,y € R™ vilille standardikannassa asettamalla (z|y) = 7| zy;.
Tam4 indusoi euklidisen normin || - ||, joka asetetaan jokaiselle € R™ ||z|| = /(z|x). Euklidinen avaruus
R™ on on siis varustettu euklidisella sisédtulolla ja normilla. T&ll6in se on normiavaruutena tunnetusti
téydellinen, jolloin se on normiavaruuten Banach-avaruus ja sisdtuloavaruutena Hilbert-avaruus. Euklidisen
normin indusoimassa euklidisessa metriikassa avoimia ja suljettuja palloja merkitdin kuten yleisissd metri-
siss# avaruuksissa. Sisdtulolle on voimassa klassinen CBS?-epdyhtdld, joka sanoo, ettd jokaiselle z,y € R™
pitee [{(z|y)| < [|z]/]y||. (Tata kdytetdén yleenséd hyodyksi, kun halutaan osoittaa, ettd euklidinen normi
on todellakin normi.)

Kuten ei-negatiivisille jonoille funktoille f,g : R™ — [0, 00] merkintd f(xz) = O(g(z)) tarkoittaa, ettd
loytyy C, R € [0, oo siten, ettd f(z) < Cg(x) kaikilla x € R™\ B(0, R). Funktoiden jatkuvuus euklidisessa
avaruudessa tarkoittaa jatkossa luonnollisesti jatkuvuutta euklidisen normin suhteen. Kéaytetaan téassa
yvhteydessé yksinkertaistetumpia merkint6ja jatkuvien ja jatkuvien kompaktikantajaisten funktioiden
luokista C'(R™) := C(R™; R) ja Cp(R") := Cp(R™; R). Jatkossa tarvitaan alhaalta puolijatkuvia funktioita.
Alhaalta puolijatkuvuus ei-negatiivisille funktioille voidaan avaruudessa R™ mééritelld seuraavalla tavalla.

Maiaritelma 2.21 (Ei-negatiivisen funktion alhaalta puolijatkuvuus).
Ei-negatiivinen kuvaus f : R™ — R on puolijatkuva, mikdli loytyy nouseva jono ei-negatiivisia ja kompka-
tikantajaisia kuvauksia f; : R™ — R, i € N, siten, ettd f on ndiden pisteittdinen raja-arvo f = lim; oo f;.

Differentiaalilaskenta euklidisissa avaruuksissa oletetaan myos tunnetuksi, joten esitelldén 1ahinnd muutama
notaatio ja ma#ritelma. Kuvauksella f : R™ — R on pisteessi z € R” osittaisderivaatta i. karteesisen
komponentin suhteen, mikili raja-arvo

i £ 162) = [ (@)
t—0 t

on olemassa. Mikéli tdmé on olemassa jokaisella z € R™, niin kuvaukselle f on méé#ritelty 4. osittaisderi-
vaatta kuvauksena 9; f : R™ — R, missé jokaiselle z € R" 9, f(z) = limy—0 t ' [f(z + te;) — f(x)]. Nédiden
avulla méaritellidn rekursiivisesti k. kertaluvun osittaisderivaatat tavanomaiseen tapaan. Erikoistapaukse-
na merkintii OF f(z) tarkoittaa k. kertaista periikkiisti osittaiderivaattaa pisteessi x € R™ i. karteesisen
komponentin suhteen, mikili se on olemassa. Vastaavaa osittaisderivaattaa (jos se on olemassa) mer-
kitidan OF f. Merkitdin symbolilla C*(R™) niiden kuvausten R™ — R luokkaa, joille kaikki k. kertaluvun
osittaisderivaatat ovat jatkuvana olemassa, ja symbolilla C&(R™) C C*(R™) kompaktikantajaisten kuvaus-
ten osakokoelmaa. Luokan C*(R") kuvaukset ovat luonnollisesti jatkuvia ja luokan C}(R™) kuvaukset
rajoitettuja. Huomaa, etti C*(R") C CY(R™), mikli k > [. Sileiden funktoiden luokka asetetaan

c>(®) = [) CHRY),

k=1

eli sileilla funktioilla on kaikkien kertalukujen osittaisderivaatat jatkuvina olemassa. Naiden kaikkien kerta-
lukujen osittaisderivaatat ovat edelleen sileitd. Erityisen mielenkiinnon kohteena on kompaktikantajaisten
funktioiden osakokoelma C§°(R™) C C°(R"), jota kutsutaan ns. testifunktioiden luokaksi.

Jatkossa mittateoreettiset tarkastelut euklidisessa avaruudessa pysyvét euklidisen normin indusoiman
topologian Borel-sigma-algebrassa B(R™), eli melkein kaikki avaruuden R™ joukot, joita tarkastellaan,
ovat Borel-joukkoja. Euklidisen avaruuden yhteydessi Borel-mitoilla tarkoitetaan kokoelman Bgn mittoja.
Lihes kaikki jatkossa esiintyvit funktiot R — R, C ovat Borel-funktioita. Huomaa, ettd mésritelmsn

2Cauchy-Schwartz—Bunjakowski
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2.21 perusteella kaikki ei-negatiiviset ja alhaalta puolijatkuvat funktiot ovat Borel-funktioita.

Mikéli  on avaruuden R™, niin sanotaan, ettd R- tai C-arvoinen Borel-kuvaus f on lokaalisti integroituva
p:n suhteen, mikéli X', f on p-integroituva jokaisella rajoitetulla Borel-joukolla A C R™. Edelleen sanotaan,
ettd avaruuden R™ Borel-mitta on lokaalisti ddrellinen, mikéli jokaiselle pisteelle z € R™ 16ytyy r > 0 siten,
ettd p(B(z,r)) < co. Tamé on nyt yhtépitdvad avaruudessa R™ sen kanssa, ettd pu(K) < oo jokaisella kom-
paktilla K C R™. Ominaisuus implikoi sigma-éérellisyyden. Lokaalisti dérellisten Borel-mittojen suhteen
integroituvia Borel-kuvauksia voidaan approksimoida integraalin mielessd luokan Cy(R™) kuvauksilla.

Lause 2.22. B
Olkoon p avaruuden R™ lokaalisti ddrellinen Borel-mitta ja f : R™ — R Borel-funktio ja p-integroituva.
Tdlloin jokaiselle € > 0 loytyy fo € Co(R™) siten, ettd

/n|fs*f| dp <e.

Todistusideaa varten katso esimerkiksi [2, Lause 8.4 5.65-66]. Taméi tarkastelu on nyt tehty vain Lebesguen
mitalle reaaliakselilla, mutta todistus yleistyy lauseen 2.22 tapaukseen. Kaikki palautuu siihen, ettd mikali
A C R™ on rajoitettu Borel-joukko, niin sen karakteristista funktiota voidaan approksimoida lauseen
mukaisella tavalla. Tata varten hyodynnetééan Borel-mittojen sdannollisyysominaisuutta. Ts. jokaiselle
e > 0 16ytyy suljettu C; ja avoin Uy siten, ettd C. C A C U, ja u(U:\ Ce) < . Mikéli p on #érellinen tdmé
on suora seuraus lemmasta 2.2. Mikéli 4 on lokaalisti dérellinen, niin ominaisuus saadaan péételtyé rajoit-
tumalla avoimeen palloon B(0, R) siten, ettd A C B(0, R), ja kiiyttdmélld rajoittumamittaa uL B(0, R)
(lokaalista direllisyydesté seuraa rajoittumamitan dérellisyys).

Klassisista peitelauseista jatkossa tarvitaan Vitalin peitelauseen seuraavanlaista versiota.

Lause 2.23 (Vitalin peitelause).
Olkoon p avaruuden R™ lokaalisti ddrellinen Borel-mitta, Borel-joukko A ja suljettujen pallojen kokoelma

S siten, etti jokaiselle pisteelle x € A pitee inf{r : B(x,r) € S} = 0. Tdlldin loytyy pisteet v; € A ja
pallot B(x;, 1) € S numeroituvalla indeksijoukolla I siten, ettd pallot B(x;,r;) ovat keskenddn pareittain

pistevieraat ja
W (A\ |_|B(xi,ri)> =0.

icl
Todistusta varten katso [17, Lause 2.8 s.34-35]. Muotoilu ja todistus on nyt tehty Radon-ulkomitoille,
mutta lauseen 2.23 tapaus menee oleellisesti samaan tapaan.

Fubinin lause tarvitaan téssé tyOssd vain euklidisissa avaruuksissa, mutta Fubinin toimii yleisissd mitta-
avaruuksissa sigma-#arellisille mitoille. Lause pohjautuu tulosigma-algebroihin ja tulomittothin. Luodaan
aluksi néihin pikainen katsaus. Yleisesti mikili (X, .A) ja (Y, B) ovat mitta-avaruuksia, niin niiden tulosigma-
algebra A x B tulojoukolla X x Y on kokoelman {A x B: A € A, B € B} generoima sigma-algebra, eli
suppein sigma-algebra, joka sisdltai kyseiset joukot. Mikili g on A:n sigma-éérellinen mitta ja v on A:n
sigma-#érellinen mitta, niin niiden tulomitta p x v tulosigma-algebraan A x B mé#ritelldéin asettamalla
jokaiselle F/

(4 x v)(A) = /X v({y €Y : (2,y) € E}du(a).

Kyseessd on todella mitta sigma-algebrassa A x B, katso yksityiskohtaisia tarkasteluja varten [8, s.379-384]
ja erityisesti lause 21.10. Huomaa, ettd intuitiivisesti jokaiselle A € A ja B € B

(1 x V)(A x B) = p(A)v(B).

Palataan takaisin euklidisiin avaruuksiin. Nyt voidaan osoittaa, ettéi jokaiselle m,n € N pitee B(R™*") =
B(R™) x B(R™), katso [9, Propositio 5.3 s.56]. Ndiden pohjalta voidaan esitelld Fubinin lause tai sen eris
versio euklidisissa avaruuksissa.

Lause 2.24 (Fubinin lause).

Olkoon m,n € N, p sigma-ddrellinen Borel-mitta avaruudessa R™, v sigma-ddrellinen Borel-mitta avaruu-
dessa R™ ja f: R™" — K, missd K = R tai K = C, Borel-kuvaus. Télloin seuraavat ominaisuudet ovat
V01Massa.
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(i) Kuvaukset R™ — R, x> |f(x,y)| jokaiselle y € R" ja R™ — R, y > |f(x,y)| jokaiselle v € R™
ovat Borel-kuvauksia.

(i) Kuvaukset R™ — R, z — [o. |f(z,y)|[dv(y) ja R" = R, y = [on [f(z,y)|du(z) ovat Borel-
kuvauksia.

(iii)
L[ vewan@at) = [ @i = [ [ e pme)
(iv) Mikdli joku kohdan (ii) integraaleista on ddrellinen, niin f on p x v-integroituva ja
[ readaat) = [ seaaxnen = [ ] fenimiae.

Lisiksi tdlloin loytyvit Borel-kuvaukset fo, : R™ = R ja f, : R® — R siten, etti p-melkein kaikilla
x € R" ja v-melkein kaikilla y € R™

fm(x) = f(x,y)dl/(y), fn(y) = f(l‘ay)du(fﬂ)

Rn RrRmM

Lause 2.24 seuraa nyt melko helposti tuloksesta [8, Lause 21.12 s.384-386] ja tulo-ominaisuudesta
B(R™*") = B(R™) x B(R™). Lauseeseen 2.24 viitataan jatkossa puhumalla lyhyesti Fubinin lauseesta.

2.4.2 Lebesguen mitasta

Kaydadn seuraavaksi joitain merkintoja ja perusfaktoja liittyen klassiseen n-ulotteiseen Lebesquen mittaan
m,, avaruudessa R". Ellei muuta mainita, niin kaikki pohjautuu Hunterin ja Kilpelédisen monisteisiin,
katso [9, s.10-31 ja s.55-62] ja [13, s.6-20]. Lebesguen mitta m,, saadaan Lebesguen ulkomitan m? kautta
rajoittumalla Carathéodoryn kriteerion mukaisesti m; -mitallisten joukkojen sigma-algebraan. Téassd sigma-
algebrassa Lebesguen mitta m,, on tiydellinen, kuten kaikki muutkin ulkomittakonstruktioista saatavat
mitat. Edelleen kaikki Borel-joukot kuuluvat tdhén sigma-algebraan. Tésséd tutkielmassa Lebesguen
mitta m,, on rajoitettu aina Borel-joukkojen sigma-algebraan B(R™), jolloin tdydellisyys menetetdin.
Moni ominaisuus, joka esitelldén seuraavaksi, toimii ulkomitalle m,, tai m} -mitallisten joukkojen sigma-
algebrassa ja periytyy siten Borel-joukkojen sigma-algebraan. Lebesguen mitta vastaa avaruudessa R™ nyt
intuitiota geometrisesta tilavuudesta, erityisesti n-vdlille I = I; X --- x I,, C R™, missé jokainen I; C R
on avoin, puoliavoin tai suljettu véli, saadaan Lebesguen mitaksi m, (1) = []}_, diam(Z;). Seuraavat
perusominaisuudet ovat nyt voimassa Lebesguen mitoille rajoitettuina Borel-sigma-algebroihin.

(i) Lebesguen mitta m,, on avaruudessa R™ lokaalisti #érellinen.

(ii) Siirto-invarianttius: jokaiselle A € B(R™) ja € R™ pétee m, (A + z) = m,(A4).

(iii) K&yttdytyminen skaalauksissa: jokaiselle ¢t € Ry ja A € B(R™) pétee m,(tA) = t"my,(A).
(iv) Lebesguen mitta on tulomitta: mygy; = mg X my jokaiselle k,1 € N.

Kolme ensimméistéd ominaisuutta seuraavat vastaavien Lebesguen ulkomittojen ominaisuuksista. Viimei-
nen ominaisuus ei ole voimassa Lebesguen mitalle ulkomitan suhteen mitallisten joukkojen sigma-algebrassa.

Jatkossa R- tai C-arvoisen Borel-funktion f integraalia Lebesguen mitan m,, suhteen merkitiin
f(z)de,
R’n

mikéli kyseinen integraali on mééritelty. Yksiulotteisessa tapauksessa kiytetdan merkintaé

/a ' fla)ae,
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missi a,b € R ja a < b, tarkoittaa yli viilin ]a,b| , mikili se on miiritelty. Koska yksittiiset pisteet
ovat aina Lebesguen mitan suhteen, niin merkinnilld voidaan tarkoittaa myos integraalia yli vélien [a, b]
(mikéli a,b € R), [a,b] (mikili a € R) tai ]a, b] (mikili b € R). Jatkuvien funktioiden integraalit yli kom-
paktien vélien mitan m; suhteen yhtyvét niiden Riemann-integraaleihin. Talloin Riemann-integraaleista
tuttu osittaisintegrointi on voimassa. Mikili f ja g ovat suljetulla vililld [a,b] jatkuvia ja reaali- tai
kompleksiarvoisia funktioita ja avoimella vililld ]a, b[ jatkuvasti derivoituvia, niin

/f@MMszﬂ@M@—ﬂ@%ﬂ—/f%%@ﬁw

Kéyttamalla konvergenssilasueita saadaan seuraava kiyttokelpoinen versio: mikili f ja g ovat reaaliakselilla
R jatkuvasti derivoituvia reaali- tai kompleksiarvoisia funktioita, f’g ja f¢' integroituvia mitan m; suhteen

[ f@g@as == [ ragaas

Koska nyt avaruuden R™ skaalaukset ja siirrot ovat homeomorfismeja ja siten mitallisia kuvauksia
mitta-avaruudelta (R™, B(R™)) itselleen, niin soveltamalla muuttujanvaihtolausetta 2.10 ja Lebesguen
mitan ominaisuuksia siirroille ja skaalauksille saadaan jokaiselle z € R™ ja t € Ry sijoituksilla x =y + 2
jax =ty
(z)de= [ fly+2)dy ja flx) dz =t" [ [f(ty)dy,
R?L Rn R?L R’n

kun R- tai C-arvoisen Borel-funktion f integraali Lebesguen mitan suhteen on miiritelty. Nam& ovat
tavanomaisimmat muuttujanvaihdot, mité tarvitaan jatkossa integroitaessa Lebesguen mitan suhteen.
Yksiulotteisessa tapauksessa tarvitaan vililld hienostuneempaa versiota muuttujanvaihdossa. Mikéli 7 C R
on avoin mahdollisesti rajoittamaton véli, ¢ : I — I jatkuvasti derivoituva bijektio, jonka kéd&nteiskuvaus
on my6s jatkuvasti derivoituva ja f on R- tai C-arvoinen Borel-kuvaus, jolle / ; f(z)dz on méiéritelty, niin

ﬂf“”$=[fwum¢wmm

Tamé on erikoistapaus huomattavasti yleisemmiisté tuloksesta, katso [15, Lause 6.2.2 s.251].

Koska Lebesguen mitta on nyt tulomitta Borel-joukkojen sigma-algebrassa, niin Fubinin lausetta voidaan
soveltaa sen yhteydessd. Fubinin lauseen yksi hyodyllinen lause seuraus on Cavalierin periaate, joka palaut-
taa ei-neagtiivisen Borel-funktion integraalin sigma-&érellisen mitan suhteen yksiulotteiseksi integraaliksi
Lebesguen mitan suhteen.

Lause 2.25 (Cavalierin periaate). -
Olkoon p avaruuden R™ sigma-ddrellinen Borel-mitta ja f : R™ — R ei-negatiivinen Borel-funktio. Tdlloin

[ futo) = [ nlle B plo) > )

Todistusideaa varten katso vaikka [17, Lause 1.15 s.15]. Ideana on nyt todeta avaruuden R"*! joukko
A= {(m,t) eRML:t >0, f(z)> t} Borel-joukoksi ja soveltaa Fubinin lausetta sen karakteristiseen
funktioon X ,.

2.4.3 Hausdorff-mitoista ja -dimensioista

Tarkastellaan kappaleen lopuksi nopeasti tavanomaisia Hausdorff-mittoja avaruudessa R". Pykald on
sovellettu nyt Mattilan esityksen pohjalta, katso [17, s.54-59]. Niin sanotulla Carathéodoryn konstruktiolla
saadaan nyt méériteltya avaruuteen R™ Hausdorff-mitat.
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Miiritelmé 2.26 (Hausdorffin s-mitta).
Olkoon s € [0, 00[. Mddritelliin jokaiselle 6 €]0,00] kuvaus H3 : B(R™) — [0, 00| asettamalla jokaiselle
A e BR")

oo (oo}
H3(A) = inf {Z diam(E;)® : A C U E;, diam(E;) <6 ja E; € B(R") kaikilla i € N} .

i=1 i=1
Tissd joukoille E; kdytetddn tulkintaa tulkinnalla diam(E;)° = 1, kun E; # 0 ja diam((0)° = 0. Téstd
saadaan s-ulotteinen Hausdorff-mitta tai Hausdorffin s-mitta H® asettamalla jokaiselle A € B(R™)
H?(A) = sup;o H5(A).

Maéaritelmén mitta on todella Borel-mitta. Tamé& voidaan todeta ulkomittakonstruktion kautta. Kuvausta
HE, kutsutaan s-ulotteiseksi Hausdor(f-sisilloksi. Nyt on helppo nihdi, ettéd jokaisella A € B(R™) pétee
H3, (A) < H;j,(A) aina, kun 0 < d; < 6; < oo. Téll6in néhdddn, ettd jokaisella A € B(R™)

lim H3(A) = H°(A).

d—00
Mitd Hausdorff-mitat eri dimensioilla intuitiivisesti tarkoittavat? Esimerkiksi H® on lukuméiérimitta (huo-
maa médritelm#n tulkinta halkaisijoiden nollapotensseille), H! on yleistetty pituusmitta ja avaruudessa
R™ mitta H"™ on Lebesguen mitan m,, skaalaus.

Kiydédn seuraavaksi ldpi joitain Hausdorff-mittojen perusominaisuuksia. Jokaiselle s € [0, 00[, A € B(R"),
t € Ry jax € A pitee H*(tA) = t*H*(A) ja H*(A + x) = H*(A). Hausdorflin mitat ovat siis siirto-
invariantteja ja skaalaus on kontrolloitua kuten Lebesguen mitalla. Lisiksi H*(A) = 0 téismaélleen silloin,
kun H§(A) =0, missd § € ]0, 0o]. Mikéli on luvut 0 < s <t < oo ja A € B(R™), niin ehdosta H*(A) < oo
seuraa, ettd H!(A) = 0 ja ehdosta H!(A) > 0 seuraa, ettd H*(A) = oo. THstéd pasistidn syvilliseen
konseptiin — Hausdorff-dimensioon.

Madritelmé 2.27 (Hausdorff-dimensio).
Joukon A € R™ Hausdorff-dimensio asetetaan dimgy(A) = sup{s > 0: H*(A) > 0} tulkinnalla sup () = 0.

Koska nyt H™ on Lebesguen mitan skaalaus, on se lokaalisti dérellinen ja siten H"(K) < oo kaikilla
kompakteilla K C R™. Tallsin H*(K) = 0 kaikilla s > n, joten on helppo nihdi, ettd H® on siind
tapauksessa on triviaali nollamitta. Téasté seuraa, ettd avaruuden R™ minké&éin Borel-joukon Hausdorft-
dimensio ei voi ylittdd avaruuden dimensiota n. Huomaa, ettd mikili Borel-joukolle A C R"™ pétee
mn(A) > 0, niin myds H"(A) > 0 ja siten dimy(A) = n. Nyt aina, kun dimgy(A4) < t < oo, niin
H?*(A) = 0 jokaiselle Borel-joukolle A C R™. Edelleen mikéli dimpgy(A) > 0, niin aiemman perusteella
H*(A) = oo kaikilla 0 < s < dimp(A). Sen sijaan luvun H4™#(A)(A) suurutta ei osata yleisesti péditelli.
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3 Harmonista analyysia

Téssé luvussa késitelldan kertauksenomaisesti joitain peruskonsepteja ja perustuloksia harmonisesta ana-
lyysistd euklidisessa avaruudessa — ldhinné integroituvien Borel-funktioden ja déirellisten Borel-mittojen
Fourier-muunnoksista. Luku toimii pohjana seuraavaan lukuun ja myo6s motivaattorina tutkielmaan.

Merkinnélld tarkoitetaan || - ||, yhtélon (2.2) tai (2.3) mukaista £F, -seminormia mitan m, suhteen,
missi p € [1,00]. Edelleen merkinnilld £P(R™) tarkoitetaan Borel-kuvausten f : R — R joukkoa, joille
|| fll, < oo. Péasiassa tarkastellaan integroituvien funktioiden joukkoa £!'(R™). Ensimméisessd kappalees-
sa esitelldan konvoluutiot funktioiden vélille seké funktioiden ja mittojen vilille avaruudessa R™. Liséksi
tarkastellaan funktion approksimintia konvoluutioilla ja approksimaatioperheitd. Toisessa kappaleessa
esitelldéin klassiset Fourier-muunnokset luokan £!(R™) kuvauksille sekéi muunnosten perusominaisuuksia ja
-tuloksia. Erityisesti esitelliin Riemann-Lebesque-lemma, joka takaa kaikkien luokan £!(R™) muunnosten
héavidvan ddrettomyydessi, kddnteiskaava integroituville Fourier-muunnoksille ja Parsevalin kaava. Lisdksi
médritelladn yleistetyt Fourier-muunnokset. Viimeisessi kappaleessa esitellddn avaruuden R™ dérellisten
Borel-mittojen Fourier-muunnokset ja néille joitain perustuloksia. Lopuksi esitelladn Rajchman-mitat,
joiden Fourier-muunnokset hividvét adrettomyydessd. Naitd mittoja kéisitelldadn myohemmin lisda tutkiel-
massa.

Luku pohjautuu péésasiassa Bassin teokseen [2], katso kappale 16 s.147-156, ja Mattilan teokseen [17], kat-
50 8.19-21 ja s.159-161. Myos muita referensseji 16ytyy. Huomaa, ettd Mattila puhuu Radon-(ulko)mitoista.
Télla ei ole kuitenkaan mitdan merkitysté.

3.1 Konvoluutiot ja approksimaatioperheet

Aloitetaan kappale médrittelemélld tavanomainen Borel-funktioiden vélinen konvoluutio Lebesguen-mitan
suhteen.

Maéésritelmd 3.1 ( Konvoluutio).
Olkoon kuvaukset f,g: R™ — R Borel-funktioita. Mikdli integraali

. flz —y)g(y)dy (3.1)

on mddritelty my-melkein kaikilla x € R™, niin sanotaan, etti kuvaus
fxg:R" =R, (f*xg)(z)= f(xz —y)g(y)dy melkein kaikilla x € R™
Rn

on funktioiden f ja g konvoluutio.

Huomaa, ettéd arvoiksi hyviaksytdan myos ddrettomyyspisteet +co. Konvoluutio on aina yksikésitteinen
nollanmittaista joukkoa lukuunottamatta. Kuvaus (z,y) — f(z — y)g(y) on Borel-kuvaus. T#llsin ha-
jottamalla se positiivi- ja negatiiviosiin sekéd kidyttdmilld Fubinin lausetta (2.24 (i)) ja konvoluution
madritelméas voidaan osoittaa, ettd konvoluutio voidaan aina valita Borel-kuvaukseksi. Yksityiskohdat
jatetaan lukijalle. Jatkossa oletetaankin konvoluution aina olevan Borel-kuvaus, kun se on mddritelty.
Kiésitellddn seuraavaksi muutama perustulos konvoluutioille. Ensiksi yksinkertaisella muuttujanvaihdolla
on helppo ndhdé symmetria.

Lemma 3.2.
Jos Borel-funktioiden f ja g vilinen konvoluutio f x g on mddritelty, niin myds konvoluutio g * f on
mdadritelty ja

(fxg)(x)=(g= f)(x) melkein kaikilla x € R".

Konvoluutio on aina méiritelty luokan £*(R™) funktioiden viilille luokan £!(R") funktiona, vertaa [2,
Propositio 15.7 s.137].

Lemma 3.3.
Olkoon f,g € LY(R™). Tdlloin f + g € LY(R™) ja ||f *glli < [|f1llgllr. Mikili f ja g ovat m,,-melkein
katkkialla ei-negatiivisia, niin yhtdsuuruus on voirmassa.
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Todistus.
Soveltaen Fubinin lausetta ja muuttujanvaihtoa v = x — y saadaan

/R%L'f(% Yl // (@ = y)llg(y)| dyde
:/n / [f (@ = y)llg(y)|dady
/W /n u)||g(y)|dudy
= ([ tatwian) ([ 1siau)

= llgllxll 1l < o0 (1)

Talloin kuvaus y — f(z — y)g(y) on integroituva melkein kaikilla z € R™, joten konvoluutio f * g on
madritelty. Edelleen

M
[ itxdw e [ [ 1@ -lls@] dvde < gl flh < .
R Rn JR7

joten viitteen arvio on totta ja siis f x g € £L}(R"). Lisiiksi yhtésuuruus arvioissa olettaen, etti f ja g
ovat m,-melkein kaikkialla ei-negatiivisia, on helppo nahda. O

Lemma 3.3 on erikoistapaus Youngin epdyhtildsti konvoluutioille [7, Lause 4.1.1 s.142], joka sanoo, ettd
mikili on luvut 7, p, g € [1,00] siten, ettéd % +1= % + %, niin télldin kaikille f € £P(R") ja g € L1(R™)
saadaan

fxgeL'(R™)jallf *gllr < [Ifllpllgllq-

Integroituvaa Borel-funktiota voidaan approksimoida £!-seminormin suhteen sen konvoluutioilla sopivan
kuvausperheen kanssa, vertaa [2, Propositio 16.6 s.151-153].

Lemma 3.4.
Olkoon perhe ei-negatiivisia funktioita {hy}ren C LY (R™) seuraavilla ominaisuuksilla

(i) Jan hi(x)dz =1 kaikilla k € N ja

(i1) jokaiselle ¢ > 0 ja R € Ry loytyy k(e, R) € N siten, etti kaikille luonnollisille k > k(e, R) saadaan

arvio
/ hi(z)dz < e.
R™\ B(0,R)

Télléin jokaiselle f € LY(R™) pditee limy,_oo || f — f % hi||1 = 0.

Todistus.
Aluksi mielivaltaisille £ € N ja R € Ry saadaan seuraava arvio

||f—f*hk||1=/w’f(x)—/w f(x—y)hk(y)dy‘dx
I RICERE y))hmy)dy‘dx

/n/n |f(x) = f(z = y)| he(y)dyda

2 [ ety >/n 7(@) = £~ y)| dody
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- / hi(y) / (@) — Fz — y)| dedy
B(0,R) n
mw) [ 17e) = f(o— y)ldedy

) [ 1) = fla - )] dody

B(0,R)

o) hi(y) (/n |f(2)] dz + /Rn |f(z =) dx) dy
mo) [ 1)~ e plasay+ [ o) [ 1f)]dsay

R7\B(0,R)

+
S

e

B(0,R)

:/B(O,R) hk(y)/n |f($)—f(a:—y)|dmdy+2||f|\l/ hye(y)dy. (1)

R7\B(0,R)

Kohdassa a) on kiytetty Fubinin lausetta ja kohdassa b) on tehty muuttujanvaihto x — 4+ y. Kiinnitetéiéin
seuraavaksi € > 0. Lauseen 2.22 nojalla 16ytyy f. € Co(R™) siten, ettd || f— f:||1 < e. Téllin sisdintegraalille
saadaan arvio

| @ = fa=plds < [ 1@ - £@lde+ [ o)~ o= pls
+/]R" |f5($—y) —f(x—y)|dm
02)2Hf—fe||1+/ |fe(z) — fe(z — y)| da. (2)
Rn

Kohdassa c) on tehty taas muuttujanvaihto x — x + y. Yhdistdmélld arviot (1) ja (2), seké kiyttamalld
oletusta (i) saadaan

If — £ * bl §2||f—fa||1+/

B(0,R)

) [ 1f(e) = foo — )| dady

+ 2 £l / () dy
n\B(0

5

< 25+/B(07R) i (y) /Rn |fe(@) — fe(x — y)| dady

LA [ 3

Télloin d) mikéli y € B(0, R), niin f.(z) — f-(x —y) = 0 silloin, kun z ¢ sptf. + B(0, R). Siten olettamalla
R < 1 saadaan arvio

/ i (y) / fo(@) — folx — )| dady
B(0,R) R

d)

:/ hk(w/ (@) — fo(x — )| dady
B(0,R) sptf-+B(0,R)

- / h(y)ma (sptfe + BOR) sup  |f-(x) — fo(x — y)| dy
B(0,R)

rESptge
yB(0,R)
le—yll<R

< [ hlymn Gptf + BO.R) sup |fo(o) ~ fole )] dy
’ e 2y<R
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=My (Sptfs+B(0>R)) Slgé" |fs(x) 7f€(x7y)|
e Lyll<R

< my, (sptfe + B(0,1)) sup |fe(x)— fe(z—y)|. (4)

Koska f. on tasaisesti jatkuva, niin 16ytyy R. < 1 siten, etté

€
sup z) — felx — < . 5
,yeR" ‘fE( ) fé‘( y)‘ o (SptferB(O,l)) +1 ( )
le—yll<Re
Merkitéén & = fHEl +7- Oletuksen (ii) nojalla 16ytyy k(¢, R:) € N siten, ettd kaikille luonnollisille
k> k(Z, R.)
/ hi(y)dy <é. (6)
R"\B(0,R.)

Yhdistdmalla arviot (3), (4), (5) ja (6) saadaan kaikille indekseille k > k(&, R.)
If = f * helly < 5e.
Téamé implikoi viitteen. O

Konvoluutioita kéiytetddn jatkossa paljon siistien funktioiden yhteydessé, joten on syyté tutkia, mita
siisteysominaisuuksia konvoluutio perii, vertaa [17, Lause 1.26 s.20-21].

Lemma 3.5.
Olkoon f,g: R™ — R jatkuvia kuwvauksia ja g € Co(R™). Tdlldin:

(i) Konvoluutio f * g on jatkuva kuvaus ja f * g = gx f. Mikili f on tasaisesti jatkuva on myds f x g
on tasaisesti jatkuva.

(i) Mikdli myés f € Co(R™), niin f* g € Co(R™).
(iii) Mikdili f tai g on C*-kuvaus, missd k € N, niin myds f * g on C*-kuvaus.

Todistus.

Kuvaus y — f(z — y)g(y) on nyt kaikilla © € R™ kompaktikantajainen ja siten integroituva. T&llsin f * g
on yksikisitteisend mééritelty jokaiselle z integraalina (3.1). Symmetria seuraa télloin muuttujanvaihdolla.
Todetaan seuraavaksi jatkuvuus. Olkoon sitd varten annettu x € R™ ja 0 < < 1. Jos nyt w € B(z,9)
ja y € spt g, niin w —y € B(x,d) —spt g C K, jollain kompaktilla joukolla K. Olkoon nyt z € B(z,d),
jolloin

(F9)() = (Fx )@l = | [ (Fla =) = 1~ 1)aw)dy

< [ 1=~ - llswdy

< sup [f(u) = f(v) lg(y)ldy.

u,vE Ky spt g
[lu—vl||<é

Koska f on joukossa K, tasaisesti jatkuva, niin arviosta seuraa konvoluution jatkuvuus. Mikéli f on
tasaisesti jatkuva saadaan arvio

((f*x9)(z) = (fxg)(@)| < sup |f(u) = f(v) lg(y)|dy,

) spt
llu—vl|| <8 Pt 9

josta tasainen jatkuvuus seuraa olettaen, ettd 0 on riittévén pieni. Kohta (i) on siten selvé.
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Oletuksen perusteella 16ytyy R € Ry, jolle spt fUspt g C B(0, R). Jos nyt = ¢ B(0,2R) ja x —y € spt f,
niin valttdmattd ||y|| > R ja télloin g(y) = 0. Siispé spt f * g C B(0,2R), eli f x g € Co(R™) ja kohta (ii)
on selvé.

Kohdan (i) symmetrian vuoksi tapaukset molemmat tapaukset ova samansuuntaisia todistaa. Olete-
taan siis, ettd f on C* kuvaus. Téssikin riittés todeta tapaus k = 1, loput seuraavat induktiolla. Kohdan
(i) perusteella jokainen konvoluutio df; * g, j = 1,...,n, on jatkuva. Intuitiivisesti on selvid, ettd juurikin
0;(f *g) = 0f; * g kaikilla j. Todetaan, ettd néin kiy pisteittdin. Mééritelldén ensin jokaiselle j =1,...,n
ja w € R™ kuvaus

fw,j ‘R—=R, fw,j(t) = f(w + tej)'

Kuvaus f,,; derivoituu ja 0; f(w +te;) = f; ;(t). Olkoon h € [~1,1]\ {0}. Nyt Lagrangen viliarvolauseen
nojalla 16ytyy h,, €] min{0, h}, max{0, h}[, jolle

f(w+he;) = £(2) _ fus(h) ~ Fus(0)

h h = fqlu,j(hw) = 0if(w + hyej). (1)
Olkoon sitten z € R™ annettu. Talloin
xg)(x+he;)— (f*g)(x
_ hes) — _
< [ PR IEZ0 g p g gtulay

g{/J@f@_y+hrw%)—@fw—ymﬂwMy

- / 10,z — 5+ ha_ye;) — 0@ — 1) |la(w)ldy-
spt g

Nyt  —y+he; € B(x—y,1). Siten osittaisderivaatta 0; f voidaan ilmeisesti rajoittaa kompaktiin joukkoon
K, :={w € R™ : dist(w, z — spt ¢g) < 1}. Nyt voidaan arvioida

/ Iy =y heyes) = 031 = )l )y

< sup |0;f(u)—9;f(v) l9(y)|dy.

u,veEKy spt g
[lu—v||<h

Nyt 0; f on tasaisesti jatkuva kompaktissa joukossa K, jolloin saatu yldraja menee nollaan, kun o — 0.
Tillsin konvoluutiolla f % g on jokaisella j osittaisderivaatta pisteessé  ja 0;(f * g)(x) = (Of; * g)(x).
Kohta (iii) on siten my6s todettu. O

Lukijan on helppo keksié ja todistaa edellisestd lemmasta erilaisia variaatioita, erityisesti jatkuvuuso-
letuksista voidaan osittain luopua. Avaruuden R™ Borel-mitan ja Borel-funktion vilinen konvoluutio
madritellddn analogisesti méadritelmén 3.1 kanssa.

Maéritelmé 3.6 (Borel-mitan konvoluutio).
Olkoon p avaruuden R™ Borel-mitta ja f : R™ — R Borel-funktio. Mikdli integraali

[z —y)du(y)

R”

on mddritelty mitan p mielessid melkein kaikilla x, nitn sanotaan, ettd kuvaus
fru:R" >R, (f*p)(zr)= fle—y)duly) p-melkein katkilla x € R™
]Rn

on funktioiden f ja mitan p konvoluutio.
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Mitan g mielessd nollanmittaista joukkoa lukuunottamatta konvoluutio on taas yksikésitteinen. Mikali
on siirtoinvariantti ja f p-integroituva, niin konvoluutio on vakiokuvaus. Youngin epayhtélén tyyppinen
arvio on voimassa sopivissa tilanteissa myos funktion ja &érellisen Borel-mitan viliselle konvoluutiolle.

Lemma 3.7. -
Olkoon p ddrellinen Borel-mitta ja f : R® — R Borel-funktio siten, ettd f x u on mddritelty. Mikdili
f € LY(R™) m,,-melkein kaikilla x € R™, niin

(f xp)(x) = - flz —y)duly) ja

1f*plln < 1 FIp@®R™).

Mikdli f on p-melkein kaikkialla ei-negatiivinen, niin yhtdsuuruus on voimassa epdyhtdldssd.

Todistus.
Oletuksen perusteella integraali fR" f(z —y)du(y) on miiritelty p-melkein kaikilla 2z € R™. Tarkastellaan
seuraavaksi Borel-kuvausta (z,y) — f(z — y). Télloin

[ [ e mianac? [ [ 16 - plasuty)

2 [ 1wl dudat)
= () < oc. 1)

Téssi kohta a) seuraa Fubinin lauseesta ja kohdassa b) on tehty muuttujanvaihto w = x—y. T4ll6in edelleen
kuvaus y — f(z — y) on p-integroituva Lebesguen mitan mielessé melkein kaikialla. Siten Lebesguen mitan
mielessd melkein kaikilla x € R™

(f * p)(x) = A fl —y)du(y).
Edelleen Fubinin lauseen nojalla konvoluutio f * 1 on Borel-kuvaus. Arvion (1) perusteella helppo nidhdi

véitteen arvio ja yhtdsuuruus, kun f on p-melkein kaikkialla ei-negatiivinen. O

Lemman 3.5 tavoin voidaan todeta, ettd myos funktion ja Borel-mitan vilinen konvoluutio perii siisteyso-
minaisuuksia.

Lemma 3.8. -
Olkoon p avaruuden R™ Borel-mitta ja k € N. Jos

(i) f € CER) tai
(ii) f on C*-kuvaus ja spt u on kompakti,
niin konvoluutio f * u on C*-kuvaus. Jos molemmat ehdot pitevit, niin f * u € CE(R™).

Tarkastellaan sitten seuraavanlaisia funktioperheitd luokassa Co(R"™), jotka toteuttavat lemman 3.4
vaatimukset.

Maédritelmé 3.9 (Approksimaatioperhe).
Kuvausperhetti {1 }ecr, C Co(R) sanotaan approksimaatioperhecksi, jos jokaisella € € Ry kuvaus 1. on
ei negatitvien, spt ¥. C B(0,¢) ja

Ye(x)dz = 1.
R'Vl
Jos kuvaus 1 € Cp(R) toteuttaa mééritelmén ehdon arvolla € = 1, niin asettamalla kaikille ¢ € R

belz) = ™) (g) kaikille = € R"
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saadaan generoitu approksimaatioperhe ja kuvausta v kutsutaan sen generaattoriksi. Mikéli approksimaa-
tioperheen kaikki funktiot ovat C*°-kuvauksia, niitd kutsutaan siloittajaytimiksi. Téllainen (generoitu)
perhe saadaan esimerkiksi asettamalla generoivaksi funktioksi

—Yo=? iz < 1
Col T ,
T) = 3.2
#le) {o ] > 1, (32)

-1
Co = / e~ Y=l=1”1 g
B(0,1)

on integroimisvakio, katso [17, s.20]. Jatkossa tullaan hyddyntdméén kyseiseistéd esimerkkis. Huomaa,
ettd tdmé perhe koostuu radiaalisista funktioista. Approksimaatioperheen avulla voidaan muodostaa uusi
approksimaatioperhe.

missé

Lemma 3.10.
Olkoon {¢c}eecr, approksimaatioperhe. Asetetaan jokaiselle € € Ry kuvaus 1. = s xp=. Tdlloin

(i) {tc}teer, on approksimaatioperhe,
(ii) mikili {¢:}eer, C CE(R™) jollain k € N, niin myds {i. }eer, C CFR™),
(iii) mikali {¢c}eer, on generoitu perhe, niin myds {1:}ecr, on generoitu perhe.

Todistus.

Kohdat (i) ja (ii) pohjautuvat lemmoihin 3.3 ja 3.5. Erityisesti spt o< C B(0, 5), joten lemman 3.5
todistuksen perusteella spt s * 9= C B(0,¢). Viimeinen kohta on seuraa osoittamalla, ettd kaikille
€ € Ry jaxz € R™ péitee

_ T
(ps xpg)(@) =¢ "(¢%=k¢%)(g),
kun {¢.}.cr, on generoitu perhe. Tdmé on suoraviivainen lasku. O

Approksimaatioperheen {1}.cr, idea on nimensd mukaisesti approksimoida tutkittavaa kuvausta f
konvoluutioiden f * 1. kautta. Lemman 3.4 todistusta tutkimalla ndhda&n suoraan, ettd jokaiselle
f € LY(R™) saadaan lim._.q || f — f * .|| = 0. Jatkuvien kuvausten kanssa approksimaatio aina konvergoi
pisteittiin.

Lemma 3.11.
Olkoon {tc}eer, approksimaatioperhe ja f : R™ = R jatkuva. Talloin f x . — f pisteittdin, kun € — 0.
Mikdli f on tasaisesti jatkuva, niin konvergenssi on myds tasaista.

Todistus.
Olkoon =z € R™ jae € Ry. Nyt

(f * ) (@) = f2)] =

- flx —y)ve(y)dy — f(x)

flx—y)e(y)dy — | f(x)e(y)dy
R™ R

< [ 1= - F@l W)y
< / £z — ) — £(2) e (y)dy
B(0,e)

< /B o0 1= 2) = @)le)dy

0,e) z€B(0,¢)

= sup [f(z—2z2) - fz)]- (1)

z€B(0,e)

Erotus menee nyt nollaan, kun € — 0. Liséksi, jos f on tasaisesti jatkuva, niin tasainen konvergenssi
nidhddin suoraan arviosta (1). O

27



Seurauksena saadaan seuraava tunnettu approksimointitulos.

Lause 3.12.
Jokaista luokan L*(R™) kuvausta voidaan approksimoida mielivaltaisen tarkasti C§°(R™) funktioilla £!-
seminormin mielessd.

Todistus.

Lauseen 2.22 nojalla jokaista kuvausta luokassa £!(R™) voidaan approksimoida mielivaltaisen tarkasti
luokan Co(R™) kuvauksilla £!-seminormin mielessi. Olkoon f € Co(R™). Téllsin jokaisella ¢ € R,
konvoluutio f * ., missé . on yhtdlon (3.2) mukaisen funktion generoima siloittajaydin, on lemman 3.5
nojalla luokassa C§°(R™). Liséiksi on helppo todeta, ettéd 16ytyy komapkti K C R™ siten, ettéd jokaisella
0 < e < 1 pétee spt f * 9. C K. Edelleen lemman 3.11 nojalla f * ¢, — f tasaisesti, kun € — 0. Néaisti
on nyt helppo péastelld, ettd f* o, — f L'-seminormin mielessé, kun & — 0. O

Sivuhuomiona tdmé tarkoittaa, etté testifunktioiden ekvivalenssiluokka on tiheé L}n”-avaruudessa. Kap-
paleen lopuksi todetaan tekninen aputulos puolijatkuville ja ei-negatiivisille funktioille, jota tarvitaan
jatkossa, katso [18, Lemma 1.27 s.21].

Lemma 3.13.
Olkoon {1 }eer, approksimaatioperhe, yi ddrellinen Borel-mitta ja ei-negatitvinen ja alhaalta puolijatkuva
funktio g : R™ — R. Talloin

[ (g m@) duto) < timipt [ (G962 () dia). (1)
Todistus.

Maéiritelmén 2.21 nojalla 16ytyy nouseva jono ei-negatiivisia funktioita (¢;)52, C Co(R™) siten, ettd p; — ¢
pisteittain. Monotonisen konvergenssin lauseen nojalla viitteen epéayhtalossé olevat konvoluutiot ovat
méadritelmén 3.1 mielessé olemassa. Edelleen lemman 3.11 nojalla ¢; % . — ; tasaisesti, kun ¢ — 0
kaikilla ¢ € N. Té&lloin

/n/n%*d’s (@ —y)dpu(y)du(z /n/n%x— )du(y)dp(z)

N / / (gi % o) (x —y) — iz —y)dpu(y)du(z)

< [ [ les v - ) - eite — )ldnlo)duco)
<[] s It 5) = i) ldn(u)ana)

n zeR"

= u(R")? sup [(i x ¥e) () — 0i(2)] 0.

Siispé kaikille i,k € N

/n/n%x— Jdp(y)dp(z —glg%/n/n 0i * 0 (x — y)du(y)du(z). (1)

Kayttamalla kaksi kertaa monotonisen konvergenssin lausetta saadaan

// (z = y)duly)du(e }ggo/n/ﬂsozx— )dp(y)dp(y). 2)

Edelleen, koska kaikilla € € Ry ja z € R™

(i x pe) (@) < (9% ¢e) (), 3)
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niin

/n/ng( y)du(y)dp $<11g{.lo/ﬂ/ngozx— )dpu(y)du(y)

D i hm/ﬂ/n (i * ¥e)(z — y)du(y)dp(z)

i—00 e—0

=t tmint [ [ (s 0o~ 9)au()ap()

(3)
< lim hmlnf/ / (g xv¥e) (@ — y)du(y)du(x)
Z-)OO n n
—timint [ [ (g )~ p)dnl)duta),
Viite on siten selvi. O

3.2 Fourier-muunnoksista funktioille

Seuraavaksi luodaan suppea katsaus Fourier-integraalimuunnoksiin ja tarkastellaan joitain perusominai-
suuksia ja tuloksia, joita tarvitaan jatkossa. Annetaan tavanomainen mééritelmé Lebesgue-integroituvien
Borel-funktioden R™ — R Fourier-muunnoksille.

Mséaritelmé 3.14 (Fourier-muunnos £!-funktiolle).
Olkoon f € LY(R™). Téllsin sen Fourier-muunnos mddritelliin kuvauksena f : R™ — C, missd kaikille
x € R" asetetaan

Fla) = [ costat) fudy =i [ sindaly) fu)a

Maéritelmé on hyvin asetettu, silld aina | cos{z|y) f(y)| < |f(y)] ja |sin{z|y) f(v)| < |f(y)|, jolloin do-
minoidun konvergenssin lauseen nojalla méa#ritelmén kumpikin integraali suppenee. Mikali kuvaukselle
f € LY(R™ on pisteittiin #irellinen, eli |f| < oo, niin klassisen Eulerin kaavan nojalla voidaan kirjoittaa
jokaiselle z € R"

fo = [ e f)ay. (33)

Tam# on kiyttokelpoinen esitysmuoto, mutta ongelmaksi tulevat joukon £!(R™)-kuvaukset, jotka saavat
joissain pisteissé arvoja oo, koska tuloa z - (£00) ei-reaalisille arvoille z ei ole mééritelty téssi tutkiel-
massa. Ongelma on kuitenkin kosmeettinen, sillii jokaiselle funktiolle f € £1(R") loytyy f* € LY(R™),
jolle |f*| < 0o ja f = f* my,-melkein kaikkialla ja t&lloin mé#ritelmén nojalla f = f* Nyt jatkossa ilman
eri mainintaa kaikissa tarkasteluissa oletetaan tarvittaessa, ettii kiiytettiviit joukon £!(R™) kuvaukset
ovat pisteittdin dérellisid, jolloin esitystd (3.3) voidaan hyodyntdd. Lukijan on ldhes triviaali todeta, ettd
mikili kaikki jatkossa esiteltiivit tulokset péteviit pisteittiin direllisille kuvauksille joukossa £(R™), niin
ne pitevit kaikille joukon £!(R™) kuvauksille. Konventiosta riippuen esityksessi (3.3) voi olla esimerkiksi
2m-kerroin sisdtulon edessé, télld ei kuitenkaan ole merkitystéd jatkon kannalta, koska muuttujanvaihdon
nojalla variaatiot, joissa kertoimet poikkeavat sisédtulon edessé, poikkeavat toisistaan vakiokertoimella.

Kaytannon esimerkkiné yksinkertaisen funktion X1 R — R Fourier-muunnokseksi pisteessid z € R
saadaan laskettua

N 2, =0
X[—l,l] (I‘) = {QS;nx7 P ;é 0. (34)
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X[m]

X1

Karakteristinen funktio X(=1.1] ja sen Fourier-integraalimuunnos.

Esimerkin karakteristisen funktion voi tulkita esimerkiksi signaaliksi ajan funktiona, jolloin sen Fourier-
muunnos on signaalin esitys taajuuden funktiona. Esimerkin Fourier-muunnos on tasaisesti jatkuva, vaikka
alkuperéinen kuvaus ei ole jatkuva. Lisiksi muunnos on téysin reaalinen alkuperiisen funktion olessa
parillinen. Havainnot péatevit yleisemmin.

Lemma 3.15.

(i) Jokaiselle f € LY(R™) Fourier-muunnos on tasaisesti jatkuva ja sup | f| < || f|l1,
(ii) jokaiselle f,g € LY(R™) ja o, B € R piitee amg =af + 8§ ja

(iii) mikili f € LY(R™) on melkein kaikilla © € R™ parillinen/pariton, niin f on puhtaasti reaali-
nen/imaginddrinen.

Todistus.

Todetaan vain (i), silld muut kohdat ovat ldhes ilmeisid. Ensinnékin esityksestéd (3.3) on integraalin kol-

mioepiyhtilon avulla selviid, ettd kuvauksen f € £'(R"™) muunnokselle pitee sup |f| < || f]|1. Jatkuvuutta
varten kiinnitetd&n mielivaltainen € > 0. Integroituvuudesta seuraa, ettd 16ytyy R. € Ry siten, ettd

g

/ )y < £ 1)
R™\B(0,R.)

Kuvauksen t — e~ jatkuvuuden nojalla 16ytyy d. > 0 siten, etti kaikilla arvoilla ¢ € | — 4, d¢[.

e = 1] < 5

(T [[fl)
5

Nyt jokaiselle u € R™ valitsemalla v € B(u, R—E) saadaan jokaiselle y € B(0, R.) arvio |(v — u|y)| <
llv — ulllly]| < I ja siten arvion (2) nojalla edelleen

(2)

3

U< s ®)

‘e—uv—um

Mutta talloin

e—i(vly) _ e—i<u|y>‘ £ (y)|dy

= [ e i)y 2 [ 7y
B(0,R.) R"\B(0,R.)
(1)2(3) € n € _ .
2 2 7
miké implikoi tasaisen jatkuvuuden. O
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Erityisesti radiaalisten luokan £1(R™) funktioiden muunnokset ovat reaalisia. Seuraavaksi todetaan Fourier-
muunnoksille erinéisii perusominaisuuksia. Fourier-muunnos konvoluutioiden yli palauttaa sen funktioiden
konvoluutioiden tuloksi, vertaa [2, Propositio 16.4 s.150].

Lemma 3.16 (Konvoluutiokaava I).
Jos f,g € LY(R™), niin kaikilla v € R"

Todistus.
Huomaa, ettd lemman 3.3 nojalla f * g € L1(R™) ja siten f * g on méiiritelty. Itse todistus on suora lasku:

Yhtésuuruus a) seuraa konvoluution mééritelmésté, b) seuraa Fubinin lauseesta ja ¢) muuttujanvaihdosta
u=y-—2z. O

Approksimaatioperheille Fourier-muunnokset konvergoivat kohti vakiofunktiota 1.

Lemma 3.17. R
Olkoon {1 }cecr, approksimaatioperhe. Tdlloin 1. — 1 pisteittiin, kun € — 0. Rajoitetuissa joukoissa
suppeneminen on tasaista.

Todistus.
Olkoon A rajoitettu joukko ja z € A.

n

[e() — 1] < / el 1]ap, (y)dy

< sup e W 1] [y (y)dy
]Rn

yeB(0,e)
= sup |e ¥l 1), (1)

ye€B(0,e)
Nyt [{z|y)] < llzllllyll = llyll supgea llzll = 0, kun ||y|| — 0. Siis (x|y) menee tasaisesti nollaan joukossa A,
kun € — 0 ja kompleksisen eksponentin jatkuvuuden nojalla yliaraja (1) menee tasaisesti nollaan A:ssa,
kun € — 0. O

Seuraavaksi todetaan Riemann-Lebesguen lemma, joka sanoo, ettéd integroituvan Borel-funktion Fourier-
muunnos vahenee ddrettomyydessi nollaan. Annettava todistustapa on padpiirteittdin samankaltainen
seuraavan péittelyn kanssa, katso [24, .31 ja 5.106-107]. Todetaan ensin, etté testifunktioluokan C§°(R™)
Fourier-muunnokset puolestaan vihenevét hyvin nopeasti.

Lemma 3.18.
Olkoon ¢ € C§°(R™). Tdallvin |¢(z)| = O(||x||~®) kaikilla s € N.
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Todistus.
Annetulle ¢ € C5°(R™) kaikkien kertalukujen osittaisderivaatat kuuluvat edelleen luokkaan Cg§°(R™).
Kiinnitetd&n seuraavaksi s € N ja merkitdéan

M= max (93l M)

,,,,,

jolloin M < oo. Kiinnitetdén seuraavaksi x € R™ \ {0}. Télloin 16ytyy m = 1,...,m, jota vastaavalle
koordinaatille saadaan arvio
|Zm|vn > ||z (2)

Mikéli n > 2, niin saadaan

¢(x) = /Rn e~ o o(y)dy

(h) [ [ e oty
2( ) /R / e~ 719 95 o(y)dymdz
oy P

Kohdassa a) on muuttuja y hajoitettu karteesisiin komponentteihin y,, ja z, missd z sisiltdd loput
koordinaatit, ja kiytetty Fubinin lausetta. Kohdassa b) on osittaisintegroitu muuttujan y, suhteen s
kertaa ja kohdassa c¢) on kiytetty taas Fubinin lausetta. Tapauksessa n = 1 kohta (3) on véliton seuraus
perékkéisestd osittaisintegroinnista. Lopulta

(1) Lo

< fem| 105 el

M+
< nEMlz|

O

Luokka C§°(R"™) kuuluu, niin sanottuun Schwartzin avaruuteen [24, s.29], joka késittéad kaikki C'*° -funktiot,
joiden kaikkien kertalukujen osittaisderivaatat vihenevit nopeasti. Sanotaan, ettd kuvaus g : R™ — R
vihenee nopeasti, jos xFg(x) — 0, kun ||z|| — oo kaikilla & € N. Nyt lemma 3.18 yleistyy samantyyliselld
todistuksella koko Schwartzin avaruuteen. Toisaalta lemman 3.18 ja lauseen 3.12 nojalla saadaan nyt
alemmin mainittu Riemann—-Lebesguen lemma.

Lause 3.19 (Riemann—Lebesguen lemma).
Kuvaukselle f € LY(R™) piitee

lim sup |f(z)]=0.

R=eo e >R
Todistus.
Tavoitteena on osoittaa, ettd annetulle ¢ > 0 16ytyy R. € R siten, etti kaikille z € R™ \ B(0, R.) pétee
|f(:c)| < e. Lauseen 3.12 nojalla 16ytyy g. € C5°(R™) siten, etté |[f — gc|l1 < § ja lemman 3.18 nojalla
I6ytyy R. € Ry siten, ettd kaikille z € R™ \ B(0, R.) saadaan [g.(z)| < §. Télloin kéyttamélld a) lemman
3.15 kohtaa (ii) ja kolmioepédyhtilsd ja b) lemman 3.15 kohtaa (i) saadaan kaikille z € R™ \ B(0, R,)

@) = 1F(@) - 5:() + @) 2 1T g @) + 13:@)] 2 11f = gelln + 140 ()] < <.
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Lemman 3.18 seurauksena luokan C§°(R) Fourier-muunnokset ovat aina integroituvia. Yleisemmin in-
tegroituville funktioille ei néin ole, katso esimerkiksi yhtélon (3.4) muunnos. Mikili Fourier-muunnos
integroituu, se voidaan kddnteismuuntaa Lebesguen mitan mielessd melkein kaikkialla alkuperéiseksi
funktioksi.

Lause 3.20 (Kdinteismuunnos).
Olkoon f € LY(R™). Mikili f on Lebesgue-integroituva, niin m,-melkein kaikilla v € R

1
(2m)"

fla) = / 1) f(y)dy.

Lauseen 3.20 seurauksena nihdéain, ettd integroituva funktio on rajoitettu ja jatkuva melkein kaikkialla,
jos sen Fourier-muunnos integroituu. Todistetaan tdmé seuraavaksi noudatellen ldhteen [2] lukua 16.2.
Lahdetdén rakentamaan todistusta seuraavalla havainnolla: gaussisen funktion Fourier-muunnos on edelleen
gaussinen funktio.

Lemma 3.21. ,
Funktion f:R™ = R, f(z) = e~ lI*I" missi a € Ry, Fourier-muunnos on

o ~ = 22
fR" =Ry, f(z)= (E> P
Todistus on samankaltainen kuin tarkastelu [24, s.38-41].

Todistus.
Koska f on £'-kuvaus, niin sen sen Fourier-muunnos on hyvin mééritelty. Lahtokohdaksi otetaan tunnettu

gaussinen integraali
/]Re_atzdt: \/Z (1)

Lihteestd [5] voi mielenkiinnon vuoksi lukea useita eri tapoja laskea téllainen integraali tapauksessa a = 1,
muut tapaukset seuraavat tdstd muuttujanvaihdolla. Seuraavaksi lasketaan ma#ritelmésta lahtien

f(x):/ e—iteln) e—allul® g,
a) H/ e—a(yf+73yj)dyj
j=1"R
n 22 ix; 2
= e T / e_a(yj+T"J'> dy;. (2)
i=1 R
Kohdassa a) esitys on hajoitettu karteesisiin koordinaatteihin ja kiytetty Fubinin lausetta. Nyt riittdi
todeta en#i, etta kaikilla b € R
/efa(tJrib)th _ / eiatzdt, (3)
R R

jolloin véite seuraa yhtélsista (1) ja (2). Tamé& voidaan todeta vaikkapa kompleksianalyysin keinoin
tulkitsemalla ensin yhtdlon (3) vasemmanpuoleinen integraali epéoleelliseksi Riemann-integraaliksi

R

lim ealt+ib)® g (4)
R—o0 R )

Integraali f_RR e—a(t+ib) 4t on nyt analyytisen kuvauksen F' : C — C, F(z) = e—a¥ polkuintegraali

reaaliakselin suuntaisen janan [—R + ib, R + ib] yli. Soveltamalla Cauchy—Goursatin lausetta [1, Lause
15.2 8.97] kuvan 1 mukaiseen suorakaiteen muotoiseen integroimisreittiin saadaan

/ F(z) dz +/ F(z) dz +/ F(z) dz Jr/ F(z)dz=0. (5)
[~ R+ib, R+ib] [R+ib,R] [R,—R] [~R,— R+ib]
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Kuva 1: Integroimisreitti.

Nyt on helppoa arvioida, ettd

/ F(z)dz,/ F(z)dz — 0, kun R — oc. (6)
[R+ib,R] [~ R,—R+ib]
Siten

t+ib)? 3, (4D f ib)?
/e_“( )74t = lim e~ ) gt
R R—o0 R

= lim F(z)dz
R0 J[_R+ib,R+ib]

GO i, —/ F(z)dz
R— o [R,—R]
R 2 2
= lim e dt:/ef‘lt dt.
R—oo J_p R
O
Maaritellddn seuraavaksi jokaiselle k € N kuvaus Hj : R™ — R asettamalla jokaiselle x € R™
B\ 2
Hy(z) = <> e Hllzll* (3.5)
T

Ideana on hyddynt#é nyt ei-negatiivista kuvausperhettid { Hy }ren, silli lemman 3.21 nojalla niiden Fourier-
muunnokset osataan laskea ja perhe toteuttaa lemman 3.4 vaatimukset.

Lemma 3.22.
Olkoon yhtdilon (3.5) mukaiset kuvaukset Hy : R™ — R jokaiselle k € N. Tallsin

(i) Jon Hi(x)dz =1 kaikille k € N ja
(i) jokaiselle e > 0 ja R € Ry loytyy k(e, R) € N siten, etti kaikille luonnollisille k > k(e, R) saadaan

arvio
/ Hy(x)dx < e.
R\ B(0,R)
Todistus.

Kohta (i) on helpohko. Kohtaa (ii) varten kiinnitetdéin R € R,. Tallsin 16ytyy kr € N siten, etté kaikilla
luonnollisilla £ > ki saadaan arvio
1 2
(1 + k) e <. (1)

Télloin kaikilla z € R™ \ B(0, R) ja luonnollisilla k& > kg

Hyy1(x) NE e N? O
= — < -
H(@) 1+ % e <[1+ 3 e <1
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Tamé tarkoittaa, ettd jono
o0

(HkXRn\B(o,R)>

on laskeva. Liséksi on helppo néhdé, ettd kyseinen jono konvergoi pisteittdin nollafunktioon. T&lloin
monotonisen konvergenssin lause implikoi jokaiselle € > 0 viitteen indeksin k(e, R) olemassaolon. Viimeistd
kohtaa varten kiinnitetééin f € £1(R™). O

k=kp

Teknisten tarkastelujen jélkeen voidaan vihdoin todistaa lause 3.20.

Lauseen 3.20 todistus. .
Olkoon f € LY(R™), jolle f integroituu. Lemmojen 3.4 ja 3.22 nojalla || f — f * Hy|l1 — 0, kun k — oco.
Télloin lemman 2.7 nojalla 16ytyy osajono (Hy, )52, siten, ettd m,-melkein kaikilla z € R

lim (f * Hy,)(z) = f(). (1)
j—oo
Toisaalta jokaiselle k € N ja x € R" saadaan laskettua
a) T~
(f * Hi)(z) = (f * Hi)(z)

flz —y)Hy(y)dy
Rn

]R'n.

v
1 3 w2
<2w> Rnf( 0 ()

/ e~ Hylz)e— sz dzdy

-t / —ilel) f(z — y)dydz

\\\

el H2/ e ilzlz—w) f(w)dwdz

(‘B

“’Z>/ ezlw) f(w)dwdz

Rn

= z(9L|Z>/ e 1) f(w)dwd 2
o n

3

Kohta a) seuraa konvoluution f x Hj reaalisuudesta, kohdassa b) on kéytetty lemmaa 3.21, kohdassa c)
Fubinin lausetta ja kohdassa d) on tehty muuttujanvaihto w = z — y. Yhtélon (2) oikealla puolella oleva
intergaali suppenee dominoidun konvergenssin lauseen nojalla integraaliin fR" eitzlz) f (z)dz, kun k kasvaa
rajatta. Siten yhdistdmélld tdmé havainto kohtiin (1) ja (2) saadaan, ettd m,,-melkein kaikille z € R™

_ 1=l

F(@) = lim (f « Ho)(@) = —— lim [ e 3 el f()az = L/ ¢@12) f(2)dz

i—oo (2m)" 500 Jpn (2m)"

ja todistus on selvé. O

Kidnteiskaavan helppona seurauksena saadaan Parsevalin kaava tai sen eriis versio, vertaa [17, Kaava
12.3 5.159].

Lause 3.23 (Parsevalin kaava Fourier-muunnoksille).
Olkoon f,g € LY(R™) siten, etti § integroituu. Talldin

1
[ s = g | f@itaa
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Tapauksessa f = g saadaan, ettd

o@)Pde = —— [ |a@)P d.
/n (2m) /]Rn

Téamé tunnetaan Plancherelin kaavan erdéné versiona, vertaa [17, Kaava 12.4 s.159]. Erityisesti Parsevalin
kaava on voimassa jokaiselle funktiolle f € £!(R™), kun siini esiintyvi toinen tulotettava funktio g on
luokassa C§°(R™). Téstd motivoituneena voidaan antaa vaihtoehtoinen mééritelmé Fourier-muunnokselle
laajemmassa funktiojoukossa.

Madritelmd 3.24 (Yleistetty Fourier-muunnos).
Olkoon f : R™ — R lokaalisti Lebesgue-integroituva Borel-funktio. Jos on olemassa lokaalisti Lebesgue-
integroituva Borel-kuvaus kuvaus f : R™ — C siten, ettd kaikilla ¢ € C§°(R™)

1 r =
W RCECY

nin sanotaan, ettd f on kuvauksen f yleistetty Fourier-muunnos.

Koska jokaiselle kuvaukselle f € £1(R") muunnos f on rajoitettuna ja jatkuvana lokaalisti Lebesgue-
integroituva, niin yleistetyn Fourier-muunnoksen maéritelma yhtenee mééritelmén 3.14 kanssa.

3.3 Adrellisten Borel-mittojen Fourier-muunnoksista

Avaruuden R" #érelliselle Borel-mitalle voidaan méaritelld Fourier-muunnos samaan tapaan kuin Fourier-
muunnokset luokan £!(R™) funktioille.

Maédritelmé 3.25 (Borel-mitan Fourier-muunnos).
Avaruuden R™ ddrellisen Borel-mitan p Fourier-muunnos asetetaan kuvauksena i : R™ — C,

i) = [ costalydntu) i [ sinalduty) = [ e dugy).
Maéritelmé voitaisiin antaa laajempaan mittajoukkoon, mutta keskitytdan nyt vain dérellisten Borel-
mittojen tapaukseen. Huomaa, ettd nyt Eulerin kaavaa voidaan kdyttdd suoraan. Borel-mittojen Fourier-
muunnokset jakavat samansuuntaisia ominaisuuksia integroituvien funktoiden Fourier-muunnosten kanssa.
Samaan tapaan kuin luokan £!(R™) kuvausten Fourier-muunoksille, firellisten Borel-mittojen muunnoksille
voidaan osoittaa rajottuneisuus ja tasainen jatkuvuus.

Lemma 3.26.
Jokaiselle avaruuden R™ ddrelliselle Borel-mitalle p sen Fourier-muunnos i on tasaisesti jatkuva ja
rajoitettu vakiolla p(R™).

Liséksi on helppo todeta, ettd kompaktikantajaisten ja dérellisten Borel-mittojen tapauksessa muunnos on
C*°-kuvaus. Lemman 3.16 tyylinen konvoluutiokaava toimii myds sopivan Borel-mitan ja funktion vélisen
konvoluution suhteen.

Lemma 3.27 (Konvoluutiokaava II). -
Olkoon p ddrellinen Borel-mitta ja f : R® — R Borel-funktio siten, ettd f x pu on mddritelty. Mikdli
f € LYR™), niin kaikilla x € R™

L —

(f * () = f(2)i(z).

Todistus.
Lemman 3.7 nojalla f * u € L'(R™) ja Lebesguen mitan mielessi melkein kaikille y € R™

(f*p)(y) = - fly — 2)du(z)dy.
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Nyt kdyttamailld a) Fubinin lausetta ja b) muuttujanvaihtoa w = y — z jokaiselle x € R™ saadaan

—

(Feme) = [ e (1 mo)dy
e / e W[y — 2)dp(z)dy

Rn

(a) / / e @) £y — 2)dydu(z)
[ e i = oo

O

Riemann-Lebesgue-lemma takaa jokaisen kuvauksen f € £!(R") Fourier-muunnoksen hiviivin direttomyydessi
argumentin normin kasvaessa. Néin ei pade valtamatta dérellisten Borel-mittojen muunnoksille. Esimerk-
kiné mielivaltaisen pisteen z € R™ Diracin mitta 4, jolle d,(z) = e “#?) kaikilla z € R" ja siten
|(§Z| = 1. Téstd motivoituneena voidaan kysyé, milloin dérellisen Borel-mitan Fourier-muunnos hévida

ddrettomyydessi, kuten luokan £'(R™) muunnokset. Niin péaistiin Rajchman-mittojen méiritelméin.

Madritelmé 3.28 (Rajchman-mitta).
Avarvuden R™ ddgrellinen Borel-mitta p on Rajchman-mitta, mikdli fi(x) — 0, kun ||z|| — oo, eli

lim sup [|a(z)] =0.
R z)>R

Millaiset mitat sitten ovat Rajchman-mittoja? Radon—Nikodymin lauseen 2.6 ja Riemann—Lebesguen
lemman 3.19 perusteella saadaan suoraan seuraava tulos.

Lause 3.29.
Mikdli avaruuden R™ darellinen Borel-mitta on absoluuttisesti jatkuva Lebesguen mitan m,, suhteen, niin
se on Rajchman-mitta.

Taman huomion ulkopuolelle jaavét kuitenkin kaikki dérelliset Borel-mitat, joilla on Lebesguen mitan
suhteen singulaarinen osa. Kuitenkin myos téllainen voi olla Rajchman-mitta. Esimerkking téstéd toimii
avaruuden R” (n > 2) yksikkopallon kuoren S™~! pintamitta

o=a(n) H"Ls" Y

missd H" ! on avaruuden R™ n — l-ulotteinen Hausdorff-mitta ja a(n) on dimensiosta n riippuva
normitusvakio. Tdmén Fourier-muunnokselle voidaan esittdé arvio kaikille x € R™

|6(2)] < Cll=]| "=,

missd C' € Ry on sopiva vakio, katso tarkemmin [18, s.18]. Kuitenkaan yleispitevidd metodia etsid
Rajchman-mittoja téstd joukosta ei ole.

Edellisen esimerkin mitta toteuttaa Rajchman-mittaa vahvemman vaatimuksen: Fourier-muunnoksen
polynomiaalisen vihenemisen. Sanotaan, ettd Rajchman-mitan p Fourier-muunnos on polynomiaalisesti
véhenevi, mikéli [i(x)] = O(||z]|~"), missd luonnollisesti n € R,. Seuraavaksi voidaan kysyé, milloin
i1 vihenee polynomiaalisesti. Helppona esimerkkiné: mikali &4rellinen Borel-mitta 1 on absoluuttisesti
jatkuva ja sitéd vastaava tiheysfunktio on luokassa C§°(R™), niin lemman 3.18 ja lauseen 3.29 perusteella
lf(x)| = O(||z||*) kaikilla k € N. Myshemmin palataan tutkimaan polynomiaalista viihenemisté.
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4 Rieszin energia

Téssd luvussa tarkastellaan avaruuden R™ Borel-mittoja potentiaaliateorian kannalta esittelemélld Rieszin
energia, joka voidaan liittd4 jokaiseen Borel-mittaan sopivana parmetrista s € Ry riippuvana integraa-
lina Is(p). Rieszin energian #irellisyys antaa jotain informaatiota sopivissa tilanteissa Borel-mittojen
kéytoksestéd ja Borel-joukkojen kiaytoksestd. Pédasiallisen mielenkiinnon kohteena ovat avaruuden R"
kompaktikantajaiset ja #dérelliset Borel-mitat, joiden kokoelmaa merkitdan /C,,.

Ensimméisessé kappaleessa esitelldadn Rieszin ydin, Rieszin energia ja tutkitaan, miten Rieszin-energian
ddrellisyys liittyy sopivan Borel-mitan p polynomiaaliseen kontrolloituvuuteen r-séteisten pallojen mitan
suhteen. Ts. voidaan kysyé, mikéd yhteys seuraavien ehtojen vililld on a) I (u) < oo ja b) loytyy C € Ry,
siten ettd kaikilla avoimilla palloilla B(z,r) C R”

w(B(z,r)) < Cre.

Liséksi méaaritelladn Borel-joukoille kapasitiivinen dimensio, joka liittda aiemman mitan ominaisuuden
mitan kantavan Borel-joukon ominaisuudeksi. Toisessa kappaleessa esitellddn ja todistetaan klassinen
Frostmanin lemma, joka sanoo, etté kapasitiivinen dimensio yhtenee F,-joukon Hausdorff-dimension
kanssa. N&in saadaan yhteys Rieszin energian ja Hausdorff-dimension vélille. Kolmannessa kappaleessa
esitelldéin ja todistetaan energiakaava, joka antaa sopivassa tilanteessa yhteyden luokan /C,, mitan Rieszin
energian ja Fourier-muunnoksen vélille. Viimeisesséa kappaleessa tarkastellaan muutama energiakaavan
seuraus. Erityisen mielenkiinnon kohteena on, mitd Rieszin-energian #érellisyys kertoo luokan C,, mitan
polynomiaalisesta vihenemisesté.

Luku pohjautuu valtaosin Mattilan teokseen [17], katso s.109-114, s.159-163 ja s.168-169. Huomaa,
ettd Mattila taas puhuu taaskin Radon-(ulko)mitoista. My6s viitauksia muihin 1&hteisiin 16ytyy. Ideana
on kiydéa lapi tarkastelut ldhteitd yksityiskohtaisemmin ldpi ja paikkailla vailinnaisia kohtia. Ainoa oma
varsinainen kontribuutio on lemma 4.21, joka on hieman paranneltu versio Mattilan sivuhuomiosta (katso
[16, s.40]) itsekeksitylld todistuksella.

4.1 Kapasitiivinen dimensio ja Rieszin energia

Avaruuden R™ Lebesgue-mitalle m,, pitee tunnetusti joukkojen skaalausominaisuus, erityisesti jokaiselle
avoimelle pallolle B(z,r) C R"
ma(B(z,7)) = ma(B(0,1))r".

Ominaisuus on monissa arvioinneissa sangen kétevé, silld pallojen kokoa Lebesguen mitan mielessi voidaan
kontrolloida nyt sédteen r avulla. Yleiselle avaruuden R™ Borel-mitalle p voidaan kysy#, missd tapauksessa
l6ytyy vakiot C,s € R siten, ettéd

w(B(z,r)) < Cr® kaikilla z € R™ ja r > 0. (4.1)

Huomaa, ettd ominaisuus implikoi suoraan mitan p lokaalin darellisyyden ja o-aérellisyyden. Liséksi
kaikki kompaktit joukot ovat ddrellismittaisia. Ongelmaa voidaan tarkastella Rieszin energian avulla.
Madéritelladan tata varten Rieszin ydin.

Madritelmd 4.1 (Rieszin ydin).
Kuvausta ks : R" — R, missd s € Ry ja kaikille x € R™ asetetaan ky(z) = ||x|| =% sanotaan Rieszin
ytimeksi.

Maééaritelméstd ndhddén, ettd Rieszin ydin on ei-negatiivinen alhaalta puolijatkuva funktio. Liséksi se
on C*°-kuvaus joukossa R™ \ {0}. Kuitenkaan kg ei ole Lebesguen mitan suhteen milldéin s € R, joskin
tapauksessa 0 < s < n nidhddén se Cavalierin periaatteella 2.25 lokaalisti integroituvaksi. Rieszin ytimen
avulla jokaiseen sigma-#érelliseen Borel-mittaan voidaan liittd4 energiaintegraali — Rieszin energia.

Maédritelmé 4.2 (Rieszin energia).
Olkoon p avaruuden R™ sigma-ddrellinen Borel-mitta ja s € Ry. Mitan p Rieszin s-energia asetetaan

L = [ [ o= pdu)duta). (4.2)
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Jatkossa puhutaan lyhyemmin vain energiasta. Motivaatio télle konseptille on se, ettd Rieszin energian antaa
seuraavan lemman muodossa jotain informaatiota sigma-aérellisen mitan kayttdytymisesta kaytoksesté,
silld energian #érellisyys liittyy oleellisesti edell esitettyyn epdyhtiloon (4.1). Todistus menee kuten [18,
$.109-110].

Lemma 4.3.
Olkoon p avaruuden R™ sigma-ddrellinen Borel-mitta.

(i) Mikéli i on ddrellinen, ja loytyy positiiviset vakiot C ja t siten, ettd p(B(x,r)) < Crt kaikille
z €R" jar € Ry, niin Is(n) < oo, kun s < t.

(i) Jos taas oletetaan, etti 0 < u(R™) ja Is(p) < oo, jollekin s > 0, niin loytyy Borel-joukko A ja joku
vakio C € Ry siten, ettd p(A) > 0 ja v(B(x,r)) < Cr® kaikille z € R™, missd v = pu_A.

Kohdassa (ii) oletus 0 < p(R™) takaa sen, ettei tarkastella triviaalia nollamittaa. Ehto u(A) > 0 takaa
sen, ettd A on epityhji ja rajoittumamitta ei ole myoskaédn nollamitta. Sigma-dérellisyys sallii Fubinin
lauseen kayton.

Todistus.

(i)

Nyt kdyttaméilld a) Cavalierin periaatetta 2.25 saadaan

L = [ [ e =yl auts)aut

- / /Oo p({y €R™: o —y[™° > w})dwdp(z)

B(z,w™*))dwdp(w). (1)
=[]

Tekemilld sisempéédn integraaliin muuttujanvaihto w = r~° saadaan edelleen

/n/ B(z,w ?))dwdu = s/n/ 5 drdu(x). (2)

Kaikilla u > 7 pétee nyt u(B(z,7)) < u(B(x,u)) < Cul, joten potenssin jatkuvuuden nojalla

w(B(z,r)) < inf Cu' = Cr'. (3)

u>r

Talloin

(1)+(2) S/Rn (/01 w(B(z,r))r—*"tdr + /100 M(B(:C,r))r_s_ldr> dp(z)

@, c/ol s 1dr+u(R")/loo’"_s_ldr> dulz)
:sp(IRi”)( (R")><oo

t—s S

(i)

Fubinin lauseen nojalla ei-negatiivinen kuvaus f : R® — R, miss# jokaiselle z € R™ asetetaan

f@) = [ o= ol duto)

on Borel-kuvaus ja koska I, (1) < 0o, niin se on p-integroituva. Télloin pu({x € R™ : f(z) = oo}) =0 ja
siten

Jm g ({z € R : f(z) < k}) = p({z € R" : f(2) < oo}) = p(R") > 0.
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Siispi 1oytyy k& € N siten, etti Borel-joukolle A = {z € R™: f(z) < k} pétee p(A) > 0. Asetetaan
seuraavaksi rajoittumamitta v = uL A ja x € A, télloin kaikille r > 0 saadaan arvio

v(B(z,r)) = rs/ r=duv(y) = rs/ r~*du(y)
(z,r) B(z,r)NA

B
<yt / lz = ]| ~*du(y)
B(z,r)NA
N
< / e — gl *du(y) < kr. (4)
RTL

Kohta b) seuraa tiissd A:n méiritelmiisti ja siitd, ettd x € A. Olkoon sitten z € R™ ja r > 0. Jos
B(z,7)N A =@, niin #(B(x,r)) = 0. Voidaan siis olettaa, etté loytyy z € B(x,r) N A. Télloin B(x,r) C B(z,2r)
ja arviota (4) hyddyntamélla saadaan

v(B(z,7)) <v(B(z,2r)) < k(2r)° = 2%kr®.
Viite seuraa nyt téstd arviosta. O

Lukijan on helppo todeta, ettii lemman 4.3 kohdassa (ii) esiintyvi joukko A voidaan valita kompaktiksi.
Tarkastellaan seuraavaksi avaruuden R™ Borel-joukon A kantamia kompaktikantajaisia, dérellisid ja
epétriviaaleja Borel-mittoja. Merkitdéan

K4 = {u on avaruuden R™ Borel-mitta : spt u C A ja 0 < p(R™) < oo}. (4.3)

Nyt voidaan kysyé, missid tapauksessa epiyhtélo (4.1) pétee joillekin s € Ry ja p € K4 ja mikd on pienin
ylaraja téllaisille luvuille s. Tadméa antaa antaa aiheen seuraavaan méaaritelméan.

Miiritelmé 4.4 (Kapasitiivinen dimensio).
Borel-joukon A C R™ kapasitiivinen dimensio asetetaan

dim.(A) = sup{s € Ry : loytyy u € Ka s.e. u(B(z,r)) <r° kaikilla x € R™ ja r > 0},
missd kokoelma K 4 on yhtilén (4.3) mukainen. Tdssi tyhjille joukolle kiytetidn tulkintaa sup® = 0.

Mikili Borel-joukolle A pétee dim.(A) = 0, niin A ei kanna yhtéén epiitriviaalia ja dérellistd Borel-mittaa,
jolle arvio (4.1) on voimassa. Lemma 4.3 paljastaa nyt energian ilmeisen yhteyden joukon kapasitiiviseen
dimensioon.

Lemma 4.5.
Kaikille Borel-joukoille A C R™ dim.(A) = sup{s > 0 : loytyy p € Ka s.e. I;(n) < oo}, tdssi tyhjille
joukolle kéytetddn taas tulkintaa sup @ = 0.

Todistus.

Oletetaan aluksi, ettd Borel-joukolle A pitee dim.(A) > 0. Tillin jokaiselle 0 < ¢ < dim.(A4) 16ytyy
kapasitiivisen dimension mééritelmén ja lemman 4.3 (i) nojalla mitta p. € K4 siten, ettd I;(pe) < oo
kaikilla 0 < s < dim.(A) — . Téstéd seuraa, etti

sup{s > 0 : loytyy p € K4 s.e. I;(u) < oo} > dim.(A). (1)

Tapauksessa dim.(A) = 0 epayhtilo (1) on triviaali. Toisaalta mikéli joukko A kantaa Borel-mitan p € K4,
jolle I4(u) < o0, jollain s € Ry, niin lemman 4.3 (ii) nojalla 16ytyy mitan p epétriviaali rajoittumamitta
v ja vakio C € Ry siten, etti v(B(x,r)) < Or® kaikille z € R™. Télloin tarkastemalla mittaa C~1v € K4
néhdadn, ettd s < dim.(A). Siispé

sup{s > 0 : loytyy p € Ka s.e. I;(u) < oo} < dim.(A). (2)

Tapauksessa sup{s > 0 : loytyy pu € K4 s.e. Is(u) < oo} = 0 epiyhtils (2) on taas triviaali. Viite seuraa
siten arvioista (1) ja (2). O

Kapasitiivisen dimensiossa on tavallaan muunnettu yhtélén (4.1) ominaisuus mitalle Borel-joukon ominai-
suudeksi. Kapasitiivisen dimension tekee mielenkiintoiseksi se, ettd se voidaan osoittaa yhtenevin joukon
Hausdorff-dimension kanssa F,-joukkojen tapauksessa.
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4.2 Frostmanin lemma

Borel-joukon A C R™ Hausdorff-dimensio asetettiin mééritelmén 2.26 nojalla
dimp (A) = sup{s € Ry : H*(A4) > 0},

misséd H° on avaruuden R™ s-ulotteinen Hausdorff-mitta. Muista, ettd aina dimg(A) < n. Frostmanin
lemma liittd4 nyt edellisen kappaleen tarkastelut Hausdorff-dimensioon. Esitelldéin se avaruuden R" yleisille
Fo -joukoille, eli joukoille, jotka muodostuivat suljettujen joukkojen numeroituvista yhdisteisté.

Lause 4.6 (Frostmanin lemma F, -joukoille).
Olkoon A C R™ F, -joukko ja s € Ry. Tdlldin seuraavat ehdot ovat ekvivalentit:

(i) H*(A) > 0.
(i) Loytyy p € Ka siten, ettd p(B(z,r)) < r° kaikille x € R™ ja r > 0.
Vilittoména seurauksena saadaan jo aiemmin mainittu tulos.

Lause 4.7.
Jokaiselle F, -joukolle A C R™ pitee dimp(A) = dim.(A).

Siten Frostmanin lemma liittd4 kaksi ndennéisesti erilaista F,-joukon ominaisuutta yhteen. Frostmanin
lemma yleistyy mielivaltaisille Borel-joukoille, jolloin my&s seuraus 4.7 yleistyy néihin joukkoihin. Todistus
on kuitenkin vaikeahko, katso Carlesonin tarkastelu [4, s.6-11]. Tyydytéén siten osoittamaan Frostmanin
lemma lauseen 4.6 laajuudessa. Kuitenkin esimerkiksi on helppo todeta, ettd avaruuden R™ kaikki avoimet
joukot ovat F,-joukkoja.

Seuraavaksi annetaan lauseen 4.6 todistus, joka muodostaa tdmén luvun rungon. Lauseen ehdossa (ii)
oleva mitta on nyt miiritelmén perusteella #érellinen. Se, ettéi ehdosta (ii) seuraa ehto (i), on helppo
todistaa ja pitee vieldpéd mielivaltaisille Borel-joukoille, katso [18, Lause 8.7 s.111-112].

Lemma 4.8.
Olkoon A C R™ Borel-joukko ja p € K4 siten, ettd u(B(x,r)) < r® kaikille © € R™ ja r > 0. Tdlloin
HE(A) > 0.

Todistus.
Koska p on epitriviaali, niin u(A) = p(spt p) € Ry. Olkoon sitten § > 0. Télloin 16ytyy peitekokoelma
Borel-joukkoja {E; };en siten, ettd

A
spt p C | J Ei , diam(E;) < 6 kaikilla i € N ja ) diam(F;)* < H3(spt ) + %
i€N ieN
Lisiksi voidaan olettaa, ettd spt N E; # ( kaikilla ¢ € N. Valitaan jokaisesta leikkauksesta spt pu N E;

piste x;. Tallsin spt pu C |J,; ey B(2i, diam(E;)) ja

p(A) = p(spt @) <> p(B(xi,d(E)))

€N

A
<) diam(E;)* < H3(spt p) + ——

‘ 2
ieN
A A
< HE(spt p) + # < H(A) + %
Viite seuraa suoraan tésté. O

Lemman 4.8 seurauksena saadaan, etté jokaiselle Borel-joukolle A € R™ pétee dim.(A) < dimg(A). Siten
kapasitiivinen dimensio dim.(A) ei voi koskaan ylittdi euklidisen avaruuden R™ dimensiota n.

Todistus ehdosta (i) ehtoon (ii) on luonteeltaan konstruktiivinen ja noudattaa Mattilan tarkastelua,
katso [18, Lause 8.8 s.112-114]. Esitelldén aluksi konstruktiossa tarvittavat dyadisen kuutiot.
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Miiritelmé 4.9 (Dyadinen kuutio).
Olkoon p € Z ja x € 2PZ", missd

7" = {(2Pky,...,2Pk,) € R™ : k; € Z, kaikillai=1,...,n}.
Tdlloin joukkoa Q = x + [0,2P["C R™ kutsutaan dyadiseksi kuutioksi. Asetetaan edelleen kokoelma
Dp ={z+1[0,2°P[": x € 2°Z"},
joka kasittdd kaikki R™:n dyadiset kuutiot, joiden sivun pituus on 2P.

Dyadinen kuutio @) € D, on n-sérmioné Borel-joukko, jonka halkaisija on avaruuslivistéjin pituus, eli
diam(Q) = 2P/n. Kaikille p € Z kokoelma D,, koostuu pistevieraista kuutioista ja se muodostaa avaruuden
pistevieraan osituksen, ts.

R" = |_| Q.

QeDy

Edelleen jokainen kuutio @) kokoelmasta D, muodostuu 2" kappaleesta kokoelman D,_; kuutioita. Jos
kaksi dyadista kuutiota leikkaa kesken&#in, niin kyseessé on aina samat kuutiot tai toisen aito inkluusio
toiseen. Mielivaltainen pallo voidaan aina peittaé kiintedlld méaaralla samankokoisia dyadisia kuutioita
siten, ettd kuutioiden sivun pituus on suhteessa pallon séteeseen on tasaisesti rajoitettu.

Lemma 4.10.
Olkoon r € R,.. Télloin valitsemalla p € 7 siten, ettd 2P~1 < 2r < 2P, jokaiselle x € R™ loytyy erilliset
kuutiot Qn,...,Qan € D, siten, etti

2n on
B(z,r) C |_| Q; ja diam <|_| Qi> =2ortl /n.
i=1 i=1

Todistus.

Huomaa, ettd p on yksikiisitteinen. Avoin pallo B(z,r) sisiltyy avoimeen kuutioon Q(z,r) = x+] — r,r[™.
Viite on todistettu, jos osoitetaan, ettd Q(z,r) voidaan peittdd halutulla m#éralla sopivan kokoisia
dyadisia kuutioita. Kirjoitetaan keskipiste karteesisesti = (x1,..., 2, ). Tilloin jokaiselle i = 1,...,n
16ytyy jakoyhtdlon mukaisesti k; € Z siten, ettd x; = 2Pk; + w;, missi |w;| < 2P~1. Tillsin pitee inkluusio
lw; — ryxy +r[ C[2Pk; — 2P, 2Pk, + 2P[ ja siten esittéamilld Q(xz,r) karteesisena tulona saadaan

n

Qz,r) = H i —r,x; +7[C H [2Pk; — 2P, 2Pk; + 2P|,
i=1 i=1

Nyt tulojoukko T'(z,7,p) = [, [2Pk; — 2P, 2Pk; 4 2P| koostuu tdsmélleen 2" kappaleesta kokoelman D,,
erillisis kuutioita. Lisiiksi T'(x,7,p) on nyt itsekin kuutio sivunpituudella 2P ja siten diam(T(z,r,p)) =
2rtl /n. O

Merkitéén jatkossa avaruudessa R™ dyadista yksikkokuutiota Qn o = [0, 1[". Tarkoituksena on seuraavaksi
todeta, etti lauseessa 4.6 implikaatio ehdosta (i) ehtoon (ii) on voimassa kompakteille ja epétyhjille
joukoille, jotka siséltyvit dyadiseen yksikkokuutioon @y, ¢. Aloitetaan tarkastelu seuraavalla havainnolla.

Lemma 4.11.
Olkoon s € Ry ja K C Qn,0 kompakti ja epdtyhjd. Tdlloin jokaiselle k € N loytyy ddrellinen Borel-mitta
vy, siten, ettd

(i) mikili QN K = 0 kuutiolle Q € \J;Z_ ;. D;, niin v4x(Q) = 0,
(i) ve(Q) < diam(Q)® jokaiselle Q € U;=_;, D; ja

(iii) n=2HS (K) < v (R") < 1.
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Todistus.
Tarkasteellaan seuraava rekursiivista konstruktiota. Asetetaan aluksi

_ 1, QNK #0
0 ks )
=Y 27"a@Q)(m.1Q), a(Q)= { ~ (1)
QD 0, QNK=010.
Nyt luvulle 7 =1,...,k, kun yi_l on médritelty, asetetaan rekursiivisesti
L, vl Q) < 27 (k=)

-1 (2)

vl = Aj it , A = ) ) . )
k Qe;k+j ](Q)( k Q) ](Q) {Z(k])s (Vinil(Q)) , ugn—l(Q) > 2—(k7])s.
Puretaan hieman annettua mééritelméé ldhtien liikkeelle yhtélén (1) mukaisesta mitasta v)). Koska
K C Qn,0, niin Q N K on epétyhji korkeintaan kaikilla kuutioilla @) € D_y, jotka sisdltyvit kuutioon
Qn.0- Koska tillaisia Q € D_j &irellinen miiri (2% kappaletta), niin kyseessi on kiytinnollisesti kat-
soen ddrellisen monen Lebesguen mitan rajoittuman positiivinen summa. Jokainen rajoittuma m,, L @ on
ddrellinen Borel-mitta, joten 1/2 on myos sitd. Lisdksi sen méadritelmén perusteella 1/2(@) < 27F5 jokaisella
Q € D_;. Mikili QN K = 0 kuutiolle Q € UJO';7 & Dj, niin se voidaan esittdd dérellisend ja yksikésitteisend
vhdisteené joitakin kokoelman D_j kuutioita, jotka eivét télléin voi leikata joukkoa K ja ovat siten
vP-nollanmittaisia, joten additiivisuuden nojalla vilttamétti v(Q) = 0.

Edelleen on helppo ni#hdé, ettd rekursioyhtdls (2) tuottaa jokaiselle j = 1,..., k dérellisen Borel-mitan ui
siten, ettd v (Q) < 279 jokaisella Q € D_j+; ja i (A) < vi(A) jokaisella i =0,...,j ja A € B(R™).
Talloin jokaisella ¢ = 0,...7 ja Q € D_j4; saadaan, ettd

s

v(Q) < (@) <2707 =078 (n¥27(9) = i diam(Q)* < diam(Q)°, (3)

Todetaan nyt, etté valitsemalla vy, = v¥ saadaan viitteen mitta. Koska nyt kohta (i) on voimassa mitalle
v ja v (A) = v (A) < v)(A) jokaisella A € B(R™), niin kohta (i) on voimassa mitalle v,. Tallsin
vi(R") = v (@no) < 1. (4)

Nyt mikiili @ € D; jollain i € N, niin v4(Q) = vF(Q) = vF(Qno) < 1 < diam(Q)*. Toisaalta mikili
Q € D_; jollain i = 0,...,k, niin arvion (3) nojalla v4(Q) = v¥(Q) < diam(Q)®. Siispi kohta (ii) on myds
voimassa mitalle v,.

Kohtaa (iii) varten loytyy dérellinen kokoelma pareittain pistevieraita dyadisia kuutioita V, siten etti

a) mikili Q € V, niin Q C Qn 0, @ € D_; ja vx(Q) = 277% jollain j € {0,...,k}, ja

b) K Cllgey @
Téllainen kokoelma on todellakin olemassa. Oletetaan, ettd Q N K # () kuutiolle Q € D_j. Koska K # (),
niin ainakin yksi téllainen kuutio on olemassa. Mitan vy konstruktion perusteella 16ytyy pienin j = 0,... k

ja yksikisitteinen Q € D_; siten, ettd @ C QcC Qno ja px(Q) = 2775 = n~3diam(Q)*. Siten Q on
maksimaalinen dyadinen kuutio, jolle Q C Q C Qno ja i (Q) = n~2diam(Q)*®. Nyt kuutioita Q € D_y,
joille @ N K # (0, on #irellinen masria. Merkitisin niitd @', ..., Q. T#llsin mikiin dyadisista kuutioista
Ql, ceey (:QN ei voi sisdltad aidosti toistaan, koska tdma olisi ristiriita maksimaalisuuden kanssa. Siispd ne
ovat erisuurilla indekseilld joko samoja tai pistevieraita. Kokoelma V voidaan nyt muodostaa kuutioista
Q', ..., QY samaistalla indeksit, jotka vastaavat samaa kuutiota, ja uudelleenindeksoimalla.

Kohdasta a) seuraa siis, etté v (Q) = n~2diam(Q)* jokaiselle Q € V ja toisaalta kohdan b) perusteella
pétee | |oey k(@) = vi(Ugey @) = vu(R™). Télléin Hausdorff-sisillén H, (K) mééritelmén perusteella

ML (K) <> diam(Q)° =n? Y v(Q) =niv(R") < n2.

QeV Qev

Siispéd kohta (iii) seuraa téstd arviosta. O
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Lemman 4.11 konstruktiosta saadut mitat v, kompaktille ja epatyhjille K C @, ja luvulle s €
R, tavallaan approksimoivat Frostmanin lemmassa olevaa joukon K kantamaa mittaa p. Nimittdin
jos H*(K) > 0, niin myds HE (K) > 0 ja télloin jokainen vy on lemman 4.11 nojalla direllinen ja
epétriviaali Borel-mitta. Mitan v kantaja approksimoi nyt joukkoa K kokoelman dyadisten D_j kuutioiden
tarkkuudella. Lisdksi jokaiselle r € Ry 16ytyy k. € N siten, etti vi(B(z,t)) < Ct® jokaisella t > r ja
k > k,, missd C' on kiinted vakio.

Lemma 4.12.

Olkoon s € Ry, kompakti ja epdtyhjé K C Qn,, sekd ndihin liittyvd mitta vy, jokaiselle k € N, kuten
lemmassa 4.11. Tdlloin jokaiselle r € Ry loytyy k. € N siten, ettd jokaisella k > k, seuraavat ehdot ovat
V01Massa.

(i) Kaikilla x € R" ja t > r pétee vy (B(x,t)) < 2"F2n3t5 ja
(ii) vy, ({y € R™ : dist(y, K) > r}) = 0.
Todistus.
Mielivaltaiselle t € R 16ytyy nyt yksikisitteinen p, € Z siten, ettd a) 2Pt~1 < 2¢ < 2P+, Tll6in lemman

4.10 nojalla mielivaltaiselle z € R™ 16ytyy pareittain pistevieraat dyadiset kuutiot @1, ..., Q2 € D), siten,
etta

2n 2"
B(z,t) C |_| Q; ja diam <|_| Qi> =oretl /n. (1)
i=1 i=1

Téllsin kidyttdmalla b) lemman 4.11 kohtaa (ii) saadaan jokaisella k > max{1, —p;} arvio

0 on on y 2" 5 Y 5
ve(B(,1)) < vk <|_| Qi) = Z ve(Qi) < z:dialrn(Qi)S = 2" 225t L QRS a ¢S, (2)

i=1 i=1 i=1
Asetetaan seuraavaksi annetulle 7 € Ry Tuku ¢, = gZ=. Olkoon z € R™ siten, ettd dist(z, K) > r. Talloin

16ytyy kohdan a) mukainen p;, € Z ja kuutiot Q1,...,Q2» € D), kohdan (1) mukaisesti pallolle B(z,t,).
Nyt

.

)

diam <|_| Qi> W ogpir 41/ < 8t /n =1
i=1

ja siten valttamatta K N Ufll Q; = 0. Tallsin K N Q; = 0 jokaisella s =1,...,2", joten kiyttamalla c)
lemman 4.11 kohtaa (i) saadaan jokaisella k > max{1, —p; _}

2" 2m
ve(B(w, 1)) < v <|_| Qi) = ZVk(Qi) 2y, (3)

Lemman 2.11 nojalla 16ytyy numeroituva ja tihed osajoukko A C {z € R" : dist(z, K) > r}. Télloin
jokaisella k > max{1, —p:, }

vi ({2 € R" : dist(z, K) > 1}) < v, <U B(m,tr)> <3 (B, 1,)) Lo (4)

z€A TEA

Mikali 0 < u < v < 00, niin p, < p, kohdan a) mukaisille kokonaisluvuille p,, ja p,. Siten valitsemalla
k, = max{l, —p;, } seuraa viite luvulle r € R kohdista (2) ja (4). O

Nyt hyddyntden lemman 4.11 mittajonon ()52, sopivan osajonon heikkoa konvergenssia saadaan
Frostmanin lemman toinen suunta toimimaan yksikkékuution @, o epatyhjille kompakteille joukoille.

Lemma 4.13.
Olkoon s € Ry ja K C Qo kompakti ja epdtyhjia. Mikdli H*(K) > 0, niin loytyy p € Kk siten, ettd
w(B(z,r)) <r kaikilla © € R™ ja r > 0.
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Todistus.

Olkoon jono mittoja (v)72 ;, jotka liittyvét joukkoon K ja lukuun s lemman 4.11 tavalla. Lemman 4.11
kohdan (i) nojalla spt v, € Q0 jokaisella k € N. Koska H?*(K) > 0, niin my6s H5, > 0. Lemman 4.11
kohdan (iii) mukaisesti nyt jokaisella k € N pitee

n”EHL(K) < vp(R™) < 1. (1)

Tillsin voidaan miéritelld jokaiselle ¥ € N normitettu mitta 7, = vy (R™) ™1y, Tarkastellaan seuraa-
vaksi joukkoa @, o omana metrisené aliavaruutenaan, jolloin se on kompakti. Talloin on helppo n&hda,
ettd (7)., on jono Borel-todenndkdisyysmittoja kompaktissa ja metrisessé avaruudessa @, o, jolloin
lauseen 2.19 nojalla 16ytyy osajono (o, );’;17 joka suppenee heikosti johonkin avaruuden @), ¢ Borel-
todennékoisyysmittaan v. Edelleen on helppo péételld, ettd v on avaruuden R™ Borel-todennékoisyysmitta
ja (7k;)32; konvergoi sielld mittaan v heikosti. Nyt kéyttdmilld a) lemmaa 2.18 ja b) lemman 4.12 kohtaa
(i) ndhdéén, ettd jokaiselle 7 € N pétee

a)
v({z € R" 1 dist(z, K) >4~ '}) < liminf 7y, ({x € R : dist(z, K) > i'})
j—o0
= liminf vy, (R™) " 'vg, ({2 € R™ : dist(z, K) > i~ '})
j—o0
S, s e . . -—1
< n2HE (K) iminfuy, ({z € R™ : dist(z, K) > i~ '})
J—00 N

Yo

Siten mitan v jatkuvuuden nojalla

v({z e R" : dist(z, K) > 0}) = lim v ({z € R" : dist(z, K) > i '}) =0
1— 00

ja tdmé implikoi sité, ettd spt v C K. Edelleen kiyttden taas c¢) lemmaa 2.18 ja d) lemman 4.12 kohtaa
(i) saadaan jokaisella € R™ ja r > 0 arvio

<)
v(B(z,r)) < h]rgggf or, (B(x,7))

= liminf vy, (R™) vy, (B(z,7))

o
< n2HS(K) iminf vy, (B(z,r))

Jj—o0o
2
< U ()12, (2)

Tallsin valitsemalla p = n=5HS (K)2~ "2y nihdéin, ettd p € Kx ja arvion (2) perusteella jokaisella
x € R™ ja r > 0 pitee u(B(x,r)) < rs. O

Nyt on saatu tarpeellinen koneisto kasaan Frostmanin lemman toisen suunnan osoittamiseksi F,-joukoille
avaruudessa R".

Lemma 4.14.
Olkoon s € Ry ja A C R™ epdtyhji F,-joukko. Mikdli H*(A) > 0, niin loytyy p € Ka siten, etti
w(B(z,r)) <r kaikilla x € R™ ja r > 0.

Todistus.

Koska A on F,-joukko, niin se voidaan avaruudessa R™ esittéé joidenkin kompaktien joukkojen K, j € N,
numeroituvana yhdisteeni, eli A = ien K ;. T&alloin koska H®(A) > 0, niin subadditiivisuuden nojalla
jollekin ¢ € N pétee, ettd myos H*(K;) > 0. Nyt 16ytyy ¢t € Ry ja z € R" siten, ettd z + tK; C Qn.o-
Téllsin z + tK; on edelleen kompakti ja H*(z + tK;) = t*H*(K;) > 0. Siispd lemman 4.13 nojalla loytyy
f € K.iik, siten, ettd i (B(z,r)) < r kaikilla 2 € R™ ja r > 0. Lukijan on nyt helppo todeta, etté u,
missd jokaiselle B € B(R™) asetetaan

t

u(B) =i (124 8)).

kelpaa vaitteen mitaksi. O
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Frostmanin lemma seuraa nyt siis lemmoista 4.8 ja 4.14.

4.3 Energiakaava

Téamén kappaleen tarkoitus on esitelld ja todistaa tulos, joka antaa yhteyden avaruuden R™ #érellisen ja
kompaktikantajaisen Borel-mitan Rieszin energian ja Fourier-muunnoksen viélille. Muista, ettd vakiolle
s € Ry kuvaus ks : R" — R on mééritelmén 4.1 mukainen Rieszin ydin.

Lause 4.15 (Energiakaava).
Olkoon 0 < s < n ja p € IC,y. Tdlloin

L(n) = ﬁ / el )k (o) (o) P, (4.4)

missi c(n, s) on vain luvuista n ja s riippuva positiivinen vakio.

Seuraavaksi kiydddn ldpi energiakaavan todistus. Annettava todistus noudattaa Mattilan versiota, katso
[18, 5.160-163], ja tarkoitus on kiyd& yksityiskohdat hieman tarkemmin lépi. Aloitetaan todistus seuraavalla
tekniselld arviolla, katso [17, Lemma 12.11 s. 161-162]. Todistus noudattelee tété versiota.

Lemma 4.16.
Olkoon g : R™ — R lokaalisti my,-integroituva ja ei-negatiivinen funktio, ¢ € C§° parillinen funktio, joka
generoi approksimaatioperheen, ja pu € K. Jos funktiolla g on yleistetty Fourier-muunnos g, niin

tmint [ (g 62)+1)(@) (o) < ooz [ o)l late) P

missd jokaiselle € € Ry asetetaan ¢ = @< * . Mikdli g > 0, niin yhtdsuuruus on voimassa.

Huomaa, ettd nyt oletuksessa olevaksi generoivaksi parilliseksi C°°-generaattoriksi kelpaa esimerkiksi
yhtélon (3.2) mukainen funktio. Koska on helppo huomata, ettd jokaiselle s € Ry ja u € K,, voidaan
kirjoittaa energia vaihtoehtoisesti

L) = [ (k) @)uta) (45)

ja koska k, on alhaalta puolijatkuva, niin lemman 3.13 nojalla saadaan

() < timigf [ (ke 2) () duo)
Mydhemmin osoitetaan, etté jokaisella 0 < s < n Rieszin ytimelle ks 16ytyy ei-negatiivinen yleistetty
Fourier-muunnos, joka voidaan joukossa R™ \ {0} valita ks = ¢(n, s)k,—s, jolloin lemman 4.16 nojalla
unohtamalla m,,-nollanmittainen origo saadaan

L(1) < liminf / (ks ) 1)) () = @ /R )k (o)) Pl (4.6)

e—0

Lemman 4.16 todistuksessa hyodynnetdén seuraavaa aputulosta, jonka todistaminen jaa helpoksi harjoi-
tustehtéviksi.

Lemma 4.17.
Olkoon ei-negatiiviset parametristi e € Ry riippuvat luvut b;(e), missd i € N. Oletetaan, ettd jokaisella
i € N pitee limg_, b;(€) = b;, missi b; < 0o ja b; > bi(e) jokaisella €. Talléin
(o] o0
lim > "bi(e) = > bi.

e—0 .
i=1 i=1

Seuraavaksi voidaan todistaa lemma 4.16
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Lemman /.16 todistus.
Lemman 3.10 nojalla {t.}.cr, on myos siloittajaytimistd koostuva generoitu approksimaatioperhe.

Mééritelldén aluksi apumitta i asettamalla kaikille Borel-joukoille A C R™ i(A) = p(—A), eli i = po —id.
Selvisti i1 € IC,,. Kaikille p-integroituville Borel-funktiolle f pétee nyt muuttujanvaihtolauseen nojalla

f@)dp(z) = [ f(—z)dp(z). (1)

R’Hr R’Vl
Té&lloin edelleen ndhdéén, ettd jokaiselle x € R™

fitr) = | cost-aly)du(e) +i [ sin(-zly)dute) = o). (2)
Seuraavaksi saadaan laskettua
[ g swi@) dute) = [ [ (g0 - antu)dato)

9(x —y — 2)be (2)dzdp(y)dpu(z)

3
T

/ gz —y — 2)(p5 * 05)(2)dedp(y)du(x)

n / 9@ —y — 2)p5 (= — w)ps (w)dwdzdu(y)du(z)

e

9@ —y—2)ps(z —v+y)ps(v—y)dvdzdu(y)du(z)

3

IS

?\2\%\%\%\%\

3

e

Il

=N
|
IS
N—
T
VR
T
AS)
N\M
—~
e
|
<
+
&
oy
=
—~
&
N———
(N,
b
—
<
|
<@
S~—
Q.
=
—~
Nad
N—
N———
o
S
s
e

o) / ([ estumv=aan@) ([ o5 dut ) avau

= [ o [ o5 =i =g = m(e)dude ®)

=
%\

Kohdassa a) on tehty muuttujanvaihto v = w + y ja kohdassa b) u = z + y — x ja kohdassa ¢) on kiytetty
useamman kerran Fubinin lausetta. Lemman 3.8 nojalla ¢ * fi, s x p € Cg°(R™), jolloin lemman 3.5
nojalla (g * i) * (g * p) € Cg°(R™), merkitéin sitd a.. Télloin voidaan laskea

[ ot [ (s mu—v)(es * moidodu = [ g(-ua(u)du

/.
J
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Kohta e) seuraa muuttujanvaihdosta u — —u ja kohta f) g mééritelmésté, silld a. o —id € C§°(R™).
Kohdassa g) on kiytetty konvoluutiokaavoja 3.16 ja 3.27 ja kohta h) seuraa lemmasta 3.15 (iii), silld perhe
{¢c}eer, on parillinen. Yhdistdmélld nyt kohdat (3) ja (4) saadaan kaikille e € R

[ =) s (@) dnto) < s [ 1125 (0Pt o)

Lisiiksi yhtdsuuruus pétee selviisti epéyhtilossi (5), mikéli ¢ > 0. Niin ollen viimeinen vaihe on osoittaa
rajankaynti

tim | 15(0)| 5 () P|) P = / gl Fdu. (6)

Integraalin addittivisuutta kéyttéen, jokaiselle € € R, voidaan kirjoittaa

Jen l9@l|@5 ()P a(u)Pdu =377, [ 19(w)llés (w) ] (u)*du,
Qj
Jn [§()[]2(w) Pdu = 2721 Jo, l9@)lA(w) P du,

misséd @;:t ovat numeroituvan kokoelman Dy kaikki dyadiset kuutiot, katso mééritelmé 4.9. Koska § on

lokaalisti integroituva, i rajoitettu ja lemman 3.17 nojalla = — 1 tasaisesti dyadisissa kuutioissa, niin
jokaiselle Q;

(7)

lim ‘|§(U)H<ﬁg(u)\2\ﬂ(mlzdu=/ 19(u)l(w)[*du. (8)

—0
€ Q; J

Lemman 3.15 nojalla sup |¢< | < [l¢< ||y = 1, joten kaikilla Q; ja e € Ry

J

Télloin lemman 4.17 nojalla

IQ(U)II%(U)IQ\/E(U)IQduS/ 19(w)|fo(w) |*du.

i Q;

. X 5 20n (N2 : . (N 215 2
ti > [ 1903 (0 PlaPdu =3 tim [ a6 (Pt Pdu 9)
j=1 J j=1 J
Siispé yhdistdmélld kohdat (7), (8) ja (9) saadaan haluttu rajankéynti (6). O

Seuraavaksi osoitetaan, ettd jokaisella 0 < s < n Rieszin ytimen yleistetty Fourier-muunnos on todellakin
olemassa, voidaan valita ei-negatiiviseksi ja joukossa R™ \ {0} voidaan asettaa ky = ¢(n, s)kn_ , missi
¢(n, s) on kuten energiakaavassa 4.15 ja samalla kyseinen vakio tulee evaluoitua. Té#té ennen méiritelliin
ns. Gamma-funktio I' : Ry — R asettamalla jokaiselle 8 > 0

I(B) = /R e P14t (4.7)

Nyt voidaan todeta kyseinen tulos. Todistus noudattelee lihteen [12] versiota.

Lemma 4.18. R
Tapauksessa 0 < s < n Rieszin ytimen kg yleistetty Fourier-muunnos ks on olemassa ja joukossa R™ \ {0}
voidaan valita ks = c(n, s)k,,—s, missd

o I (252
c(n,s) = 2”787T5M

kun T on yhtdlon (4.7) mukainen Gamma-funktio.

Todistus.
Huomaa, etti yleistetty Fourier-muunnos on mééritelty pisteittdin dérelliseksi. Sovitaankin, etti téissi

todistuksessa
(o)~ Ll w0
0, z =0,
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jolloin k,,_; on pisteittéin dérellinen Borel-kuvaus. T#lloin on osoitettava, ettd niin asetettu c(n, s)k,—s
kelpaa yleistetyksi Fourier-muunnokseksi. Yksinkertaisella muuttujanvaihdolla saadaan jokaiselle luvulle
—l<f<xjazxeR"\{0}

! —tlall* 45 282

—_— e IRt = . 1

). ] 1)

Tapauksessa = 0 yhtélo (1) on triviaali. Valitaan nyt 8 = 5 — 1 ja olkoon ¢ € C§°(R™). Télloin ksp on

integroituva ja kaikilla x € R™ \ {0}

1 2

ke(z) = [|z]|~* = [l 282 £ 7/ —tl=l"h t)dt. 2

(@) = e~ = || e LT 0 @

Siten saadaan

| @@ g [ [ X, gt

= ﬁ//n e_t‘lx”ztﬁx]R (t)(x)dadt

= 5+1 / tﬁ/ e tlell® o(x)dzdt
Ry n

. (6+1)/ RC )/ (3) ¥ Bwama

d:’ nrs / / 18~ e~ "5 B () davdl. (3)
(3) Jry Jrn

Kohta a) seuraa nyt yhtdlostd (2) unohtamalla m,,-nollanmittainen origo. Kohdassa b) on kiytetty taas
Fubinin lausetta, silld kuvaus (¢,2) — e_t“l“”ztBXRJr (t)(x) on integroituva. Kohdassa c¢) on kiytetty
Parsevalin kaavaa ja lemmaa 3.21 ja kohta d) seuraa S:n valinnasta. Lasketaan seuraavaksi jokaiselle

x € R"\ {0}
148-2
R4 Ry 4

22"_8/ w T L lelPugy,
Ry

(1) n—s — S s—n
oer (1) 0

3

Kohdassa e) on tehty muuttujanvaihto u = 1/4¢ ja kohdassa f) on kiiytetty S:n valintaa. Kohta (4) on taas
triviaali tapauksessa z = 0. Nyt mik&li voitaisiin vaihtaa integroimisjérjestysté, eli seuraava pétisi

//tﬁ -l 2)dzdt = //tﬂ“ ~laE (x)dtd, (5)
R4 n n JR4

niin kohtien (3) ja (4) nojalla saataisiin

-1 "*SW%F(HES) z||*"o(x) = ! c(n, s x)p(r)da
[ e = oo [ ot ) = g [ ek @B ©

2

ja tdmé todistaisi véitteen. Nyt k,_s on lokaalisti integroituva ja menee nollaan, kun ||z|| — oo. Lisiiksi ¢
on rajoitettu ja lemman 3.18 nojalla |¢(x)| = O(||z||~*) kaikilla k € N, joten kuvaus k,,_ ;¢ on integroituva.
Nyt

_ =2

Yy n @x 2
It Xm(t)’dtd:r/ 5(2)] i R T
" +

(3) n—s n—s = s—n
Dorr (5 [ el s < oo
R'ﬂ,
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2|2
= XHh (t) on Fubinin lauseen nojalla integroituva. T&ll6in edelleen

ja siten kuvaus (¢,z) > ¢(x)tP "2 e~
Fubinin lauseen nojalla yhtdls (5) ja siten myds yhtélé (6) ovat voimassa. O

Nyt (4.6) on voimassa, eli jokaiselle u € KC,, ja ja 0 < s < n piitee

1

L(4) < limint / (s p) 2 p) @) dplo) = o5

e—0

| etn sk @it

missé approksimaatioperhe {1 }.cr, on médéritelty lauseen 4.16 muotoilemalla tavalla. Jatkon kannalta
perheen {1 }.cr, oleelliset ominaisuudet ovat, ettd se on generoitu perhe ja koostuu siloittajaytimisté.
Seuraava lemma on viimeinen askel lauseen 4.4 todistuksessa, katso [17, Lemma 12.12 5.162-163].

Lemma 4.19.
Olkoon p € Ky, ¢ € C3°(R™) generaattori, {1 }ecr, sen generoima approksimaatioperhe ja 0 < s < n.
Talloin

/ (ks * p)(x)dp(x) > lim sup/”((ks x1he) * p)(z)dp(z).

e—0

Todistus.
Aluksi voidaan olettaa, etté

[ s 0)(@) duto) < o,

silld muuten viite on selva. Téstd voidaan epésuorasti péaitelld, ettd p ei ole atominen, ts.
u({z}) =0 kaikilla z € R™.

Tarkastellaan seuraavaksi konvoluutiota kg * 1. pisteessé z € R™. Nyt tekemiilld muuttujanvaihto u = y/e
saadaan

— _ —5.—n g _ _ S
(ks*z/)g)(z)—/B(O,s) Iz — y|| =% w(g)dy—/B(oyl) Iz — eul =>4 (u)du. (1)

Oletetaan jatkossa, ettd € < 1/4. T&lldin erityisesti pétee 2e < /e. Oletetaan, ettd z # 0 ja jaetaan
seuraavaksi kohdan (1) oikeanpuoleisen integraalin arvioimiseksi integroimisjoukko kahteen osaan:

A= B0,y nB(0,1),
B,

Joukko B, . on tyhjé, kun ||z|| > y/e. Olkoon u € A, .. Téllsin

—S
A _eu
[E2(aEa
—s

< (1-vE) =l

Iz —eul = = [|2[I7

a
)i
<=l

Kohdassa a) on kiytetty kdénteistd kolmioepdyhtélod. Tamén arvion avulla saadaan edelleen uusi arvio

/

Arvio on luonnollisesti myos voimassa tapauksessa z = 0. Todetaan seuraavaksi, etta

I = eul = w(du < (1= vE) a7 [ wla)du < (1= vE) el 2)

Z,

[ el du < Gl (3)
B(0,1)
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jollain vain luvuista n ja s riippuvalla vakiolla Cy, s, kun ||z|| < v/e. Tété varten tarkastellaan erikseen
tapaukset i) ||z]| < 2¢ ja ii) 2¢ < z < \/e. Tapauksessa i) oleellinen havainto on se, ettd B(z,¢) C B(0, 3¢).
Talloin saadaan suora arvio

/ ||z—5uH_sdub=)5_"/ ||| ~*dw
B(0,1) B(z,¢)

)

<o [ el
B(0,3¢)

)

= s’"(35)"’s/ lw] ~*dw
B(0,1)

n 2 ° —S —S
< (3) (/ o] dw> E
B(0,1)

Kohdassa b) on tehty muuttujanvaihto u = z — cu ja kohdassa c) w = z=. Tapauksessa ii) hyédynnetéin
havaintoa llzll/2 > ¢||lu| kaikilla v € B(0,1). Talloin kdyttamé&lld d) taas kéédnteistd kolmioepayht&lod
saadaan

) -
/ I — cul|~5du 2 / 12 = elluf|~*du
B(0,1) B(0,1)

)

()
~JBo \ 2

= 2"mn (B(0, 1))]|z[|7*.

Yhtilo (3) on siten voimassa, kun valitaan

Ch.s = max {3n (g) (/Bm) |w||8dw> 2% m (B, 1))} .

Nyt voidaan arvioida yhtdlon (4.19) oikeanpuoleista integraalia
[ () < it
[ s va)(e = pidnt)dnta)
R’Vl

/A | [z —y — eul| "¢ (u)duduly / / / » |z —y — eul| ¢ (u)dudpu(y)du(z)

/

;/Rn /]R /A |z — y — eul| > (w)dudpu(y // f)/T ey = eul = pu)dudin(y)duo)
/
U

) /A o =y = cul = w(dudu(y)duta) + sl [ [ o / o ey el ) o)
\/5) / / |z — yll~*du(z)du(y )+Cnssup|w|/ /B(w . |z — yl|~*du(y)du(z)
— (1) [ e s m@)du@) + Cowsup 0] [ [ Keale = )X (s g (0)d0)n(o) @

R”

Kohdat €) ja f) seuravata joukon B,_, . méiiritelméstd. Koska nyt ks % p < oo p-melkein kaikkialla, niin
kuvaus g, missa jokaiselle y € R"

9:(y) = ks(x —y),
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on y integroituva p-melkein kaikilla . Olkoon nyt laskeva jono (e;)72 siten, ettd e; < 1/4 kaikilla j € N
jae; — 0, kun j — oo. Télldin kuvausjono (f; ;)72,, missé jokaiselle y € R™

fr3 (W) = ks(z = Y)X p(a, yo5) (¥)

konvergoi pisteittdin funktioon f,, missi jokaiselle y € R,,

oo, y=u,
fx(w_{(), y # .

Koska nyt 0 < f, < g, niin dominoidun konvergenssin lauseella p-melkein kaikilla z € R"™

im [ fs@)dp) = [ foly)du(y) 2

Jj—ro0 R" R

0. (5)

Kohta g) seuraa nyt f,:n méiritelmésté ja p:n ei-atomisuudesta. Mééritelldén jono (Fj)ﬁh missé jokaiselle
T asetetaan

Fy(@) = [ 5o = 0)X ey () = [ 1)),

Fubinin lauseen jokainen F)j on Borel-funktio ja kohdan (5) nojalla jono ()52, konvergoi pisteittéin

p-melkein kaikkialla nollaan. Koska nyt on helppo huomata, etté kaikille j € N péatee 0 < F; < kg * 14 ja
ks * p on oletuksen perusteella integroituva, niin soveltamalla toisen kerran dominoidun konvergenssin
lausetta saadaan, etté

i [ K= Xy 00 = [ F@)duta) =0,

j—o0

Tama implikoi, ettéd

lim / n / e = )X e,y () (0) AR () = 0. (6)
Ottamalla nyt arviosta (4) puolittain liminf ja kidyttdmé&lla kohtaa (6) on viite selvé. O

Energiakaava 4.15 seuraa nyt yhtélosta (4.5), arviosta (4.6) ja lemmasta 4.19.

4.4 Rieszin energian ja Fourier-muunnosten yhteys

Tarkastellaan lopuksi energiakaavan 4.15 joitain seurauksia, jotka liittyvét oleellisesti luokan K,, Borel-
mittojen energian darellisyyteen ja Fourier-muunnoksen kdytokseen. Aloitetaan seuraavalla havainnolla,
katso [18, s.19].

Lemma 4.20.
Olkoon p € K, 0 < s <n jac(n,s) kuten lauseessa 4.15.

i) Mikili I,(11) < oo, niin fi(z))2dz < 22 (W)R"* kaikilla R € R,
B(0,R)

c(n,s)
(i) Mikdli fB(O R) lfu(x)|>de = O(R?), niin I;(1) < 0o kaikilla 0 <t <mn — s.
Huomaa analogia lemman 4.3 kanssa.

Todistus.
Kohta (i) on yksinkertainen arvio yhtélon (4.4) pohjalta, joten todetaan vain kohta (ii). Yksinkertaisuuden
vuoksi voidaan olettaa, ettd 16ytyy vakio C' € R, siten, ettd fB(O R) |p(x)|?dz < COR® kaikilla R > 1.

Koska k,,_¢|/1|* on aina lokaalisti integroituva, niin viite on lauseen 4.15 nojalla selvi, mikéli todetaan,
etta

[ k@lit)Pds <. 1)
R\ B(0,1)
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Taméi ndhdaan seuraavalla arviolla

1 da = 3 2)|o(2)|?dz
/ oy @A = / Ky o(2)] ()2

B(0,29)\B(0,271)

Jj=1
<y goven [ )P

j=1 B(0,27)\B(0,27~1)
<2032t [ e

j=1 B(0,29)
< on—tcy Z 2—j(n—s—t) )
j=1
Oletuksen perusteella geometrinen sarja Z;}il 2-3(n=s=t) suppenee, joten viite on selvi. O

Frostmanin lemman kautta ndhdéaén nyt Fourier-muunnoksen kaytoksen yhteys Hausdorff-dimensioon.
Mikali F,-joukolle A C R™ pitee dim.(A) < n, niin lemmojen 4.5 ja 4.20 nojalla voidaan kapasitiivinen
dimensio kirjoittaa

dimpy(A) =supsn—s>0:0<s<n, uEICA,/
B(0,R)

i) dz = O(RS)} : (4.8)
missd 4 on yhtélon (4.3) mukainen kokoelma. Koska Frostmannin lemma yleistyy mielivaltaisille Borel-
joukoille, niin myds edelld oleva esitys on voimassa aina Borel-joukolle A, mikéli dim.(A) < n.
Yleisemmin luokan /C,, mitan energian déarellisyydestd voidaan vetdé joitain arvioita Fourier-muunnoksen
polynomiaalisesti keskim&érin sopivissa tilanteissa. Mikéli kompaktikantajaisen Borel-mitan p energia
I;(p) < 0o, missé 0 < s < n, niin lauseen 4.15 pohjalta voidaan pédtelld, ettd |fi(x)| vihenee polynomi-
aalisesti keskimééraisesti ”isossa skaalassa”. Seuraava lemma pyrkii hieman tdsmentdméin toteamusta,
vertaa huomioon [16, s.40].

Lemma 4.21.
Olkoon p € Ky, ja 0 < s < n siten, ettd I(u) < oo. Talloin kaikille x € R™ ja 0 <t < 5

mn ({y € Bz, R) : li(y)] < lylI~*})

=1+ hy(R),
o (B(z, ) 1w
missd virheelle h,(R) péitee R*=2'h,(R) — 0, kun R — oc.
Todistus.
Viiite on selvi mikéli osoitetaan, ettéd jokaiselle z € R™ ja 0 <t < §

i e (0 € B R) 1 [3)] > [yl )
R—oo My (B(J), R))

=0. (1)
Koska nyt jokaiselle x € R™ ja R € R, saadaan arvio

ma ({y € Bz, B) : |@(y)l > llyl=*}) _ ma ({y € BO, R+ [l2l]) : [a)] > [yl =% }) ma (BO, R+ [|2]]))
mn (B(z, R)) - mn (B(z, R+ ||z]])) my (B(0,R))

seké lisédksi ot
- mp (B0, R+ |[z[)) o R\
1 =1 1 —_ =1
RYe  mn (B(0, R)) R\ B+ ] ’
niin yht#lod (1) varten riittdd todeta tapaus x = 0. Kiinnitetéan 0 < ¢ < § ja mééritellaéin jokaiselle
jokaiselle R € R.

Ar={y € B(O,R) : |iu(y)| > llyll~"} -
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Seuraavaksi tehddan antiteesi: 16ytyy nouseva jono séteitéd (Rj)j‘?oz1 ja positiivinen vakio o € R siten,
ettd lim;_, R; = oo ja jokaiselle j € N

my (Agr,) > aRZ™* m, (B(0, R;)). (2)

Tarvittaessa siirtymélld osajonoon voidaan olettaa, etté kaikilla j € N pétee

2t—s

Rj ' > PRy 3)

Edelleen jokaiselle j € N arvioidaan erotuksen Ag,,, \ Agr; Lebesguen mittaa. Koska nyt Ar, C Ar
niin

1

Mnp (ARj+1 \ARj) =Mn (ARj+1) —Mn (ARj)
=My (ARj+1) - Mp (B(O’ RJ))
(2)
> aR;j 1% my (B0, Rj11)) — ma (B(0, R;))

=mn (B(0,1)) Rj """ la — (Rj ) ]

1+ 2t—s
Rjn

n

3)
> my, (B(0,1)) Rjy "7 [a— 572" (4)

Olkoon luonnollinen N > 2. Nyt saadaan arvio alhaaltapiin energialle I5(u)

Y

kn—s(y)|A(y)|*dy
Ary\ARy

L(wy 2 27" [ e lawPay

o
—~~
=

V)
~—

b) n
> (277) / Hy||—n+s—2tdy
c(n, s) Ary\AR,
n N—1
C:) (27T) Z/ Hy”fnJrsztdy
C(’I’L’ 5) j:1 ARj+1\ARj
N—-1
(27‘-)“ —n+s—2t
= c(n, s) = R Mn (ARJ'+1 \ARJ)
@ @2mn iy 2
> my, (B(0,1 a—j3 "
sy BOD) X fa =57
(2m)"

mn (B(0,1)) [(N —1)a — Zﬂ ) (5)

Kohta a) on téiissd energiakaava 4.15 ja kohdat b) ja c) seuraavat joukkojen Ap mééritelméstd. Arviosta
(5) ndhdéén, ettd vilttamitta Is(u) = oo. Tami on ristiriita ja yhtélo (1) pétee tapauksessa x = 0. [

Lemman 4.21 perusteella energian Is(p) #érellisyys tapauksessa 0 < s < n takaa sen, ettd isoissa
palloissa suhteellisesti suurimman osan ”tilavuudesta” vie niiden pisteiden joukko, jossa i vidhenee
polynomiaalisesti. Fourier-muunnoksen kayttaytymisestd voidaan tehdd myos pidemmaélle menevié arvioita
energian ddrellisyyden perusteella. Esimerkkind muunnosten nelididen pintaintegraalit pallokuorten yli,
katso [16, Lemma 3.15 s.43] tai [18, s.19-20]. Kuitenkaan mitan u € IC,, ei tarvitse vilttdmétti energian
adrellisyydestid huolimatta olla edes Rajchman-mitta. Reaaliakselin Cantorin 1/3-joukkoon C 1 rajoitettu
Hausdorff-mitta H® L C%, missé s = 1082/10g 3, on esimerkki téllaisesta mitasta, katso tarkemmin [18, 5.17].
Lemman 4.21 pohjalta voidaan kysy#, milld reunachdoilla ehdosta I, (1) < 00, 0 < s < m, seuraa, ettd
fi(x) = O(||z||~3). Tamsn kysymyksen kautta pisstiin Borel-joukkojen Fourier-dimensioon.

54



Miiritelmé 4.22 (Fourier-dimensio).
Borel-joukon A C R™ Fourier-dimensio asetetaan

dim - (A) = sup{s € [0,n] : g € K, ()] = O(le]| =)}
Mikdli tillaista mittaa p ei loydy milldin s € Ry, niin asetetaan dimp(A) = 0.

Fourier-muunnoksen /i polynomiaalinen viheneminen potensilla 7 € R™ puolestaan implikoi energiakaavan
4.15 kautta suoraan energian I,(u) fdrellisyyden riittdvin kaikilla 0 < s < 27, koska nyt k,,_||? on
lokaalisti integroituva ja

(kn—s|al*)(x) = O(fJ|*="=2").

Tadmén havainnon ja lemman 4.5 nojalla on helppo todeta, etté kaikille Bore-joukoille A pétee arvio
dim.(A) > dimp(A). Erityiseti nyt lauseen 4.7 nojalla dimg(A4) > dimp(A) kaikille F,-joukoille A. Koska
Frostmanin lemma ja siten lause 4.7 laajenee myos mielivaltaisiin Borel-joukkoihin, niin dimg(A) >
dimp(A) kaikilla Borel-joukoilla A. Mikili A on Borel-joukko, jolle piitee dimgy(A) = dimp(A), niin sitd
kutsutaan Salem-joukoksi. Lisitarkasteluja varten Salem-joukoista, katso [16, s.40-42], [17, s.168-169] ja
[18].
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5 Symbolista dynamiikkaa jonoavaruudessa

Téssd luvussa tarkastellaan luonnollisista luvuista koostuvia lukujonoja (a;)32,. Niiden muodostamaa
joukkoa sopivalla topologialla varustettuna kutsutaan jonoavaruudeksi. Keskeisessé roolissa on kuvaus
(aj)52, = (aj11)32;, jota kutsutaan vasemmaksi siirroksi. Mukaan lisitdén mittateoreettinen aspekti
tarkastelemalla jonoavaruuden Borel-todennéikoisyysmittoja, jotka vasen siirto sailyttad. Namé tarkastelut
sisdltyvit ergodisuusteorian tutkimusalaan ja todennékoisyysavaruus vasemmalla siirrolla on esimerkki
dynaamisesta systeemistd. Lisdksi méaéritellddn paine ja entropia seké tarkastellaan niiden yhteyttd. Nadiden
tarkasteluiden motivaatio tulee statistisesta fysiikasta tai informaatioteoriasta, jolloin puhutaan termo-
dynaamisesta formalismista. Naiden konseptien avulla pa#stédn luvun péadtavoitteeseen méaérittelemélla
Gibbsin mitat ja Ruellen siirto-operaattori. Kokonaisuutta voidaan kutsua vasemman siirron dynamiikaksi
tai otsikonmukaisesti symboliseksi dynamiikaksi.

Motivaatio symboliselle dynamiikalle on se, ettd voidaan mallintaa monia muita dynaamisia systeemeja
jonoavaruuden kanssa homeomorfisissa avaruuksissa. Naitd systeemejé kutsutaan konjugaattisysteemeiksi.
Télloin jonoavaruudella kehitetty teoria voidaan siirtdi usein ldhes sellaisenaan konjugaattisysteemeihin
ja tatd hyodynnetadn erityisesti seuraavassa luvussa.

Kéaydaan lyhyesti 1dpi luvun rakenne. Ensimmaéisessid kappaleessa esitelldén jonoavaruus, vasen siir-
to ja erditd jonoavaruuden reaaliarvoisia kuvauksia. Toisessa kappaleessa luodaan katsaus yleisempiin
dynaamisiiin systeemeihin ja vasemman siirron suhteen invariantteihin mittoihin. Kolmannessa kappa-
leessa médritellaéin sopiville kuvauksille paine vasemman siirron suhteen ja neljdnnessi mitoille entropia.
Viidennessé kappaleessa kiaydadn 1api tulos, joka yhdistééd entropian ja paineen jonoavaruudessa. Kuuden-
nessa kappaleessa médritelldén paineen avulla Gibbsin mitat, jotka ovat nyt vahvasti sidottuja vasemman
siirron dynamiikkaan. Seitseménnessi kappaleessa esitellddn Ruellen siirto-operaattori ja tarkastellaan sen
yhteyttd Gibbsin mittoihin.Viimeisessé kappaleessa kisitelldéin lyhyesti konjugattisysteemejé.

Piasasiallisina ldhteind on kiytetty Waltersin teosta ergodisuusteoriasta [25], sekd Mauldinin ja Ur-
banskin teosta yleisemmésti symbolisesta dynamiikasta [20]. Esitelty kokonaisuus on kasattu nididen
pohjalta soveltaen.

5.1 Jonoavaruus
Merkintd N tarkoittaa niiden lukujonojen, jotka koostuvat luonnollista luvuista, joukkoa. Tasméllisemmin
N> = {(a;)32, : a; € N kaikilla j € N}.

Merkitéisin sen alkioita lihavoiduilla kirjaimilla a ja kutsutaan niité ddarettomiksi sanoiksi. Adrettomit
sanat ovat siis jonoja, mutta kiytetddin mukavuussyistii vektorinotaatiota a = (ay, as, . .. ). Tulojoukon N™
alkioita a = (aq, ..., a,) kutsutaan puolestaan n-pituisiksi ddrellisiksi sanoiksi. Huomaa, ettd notaatiot
ovat yksinkertaisuuden vuoksi samat, ja kontekstin ollessa selvd puhutaan lyhesti sanasta. Jokaiselle
sanalle a, jonka pituus on vihintddn n € N, merkintd a; on tarkoittaa sanan ¢. komponenttia tai projektiota.
Mikéli sanan pituus on yksi, eli se on luonnollinen luku, sitd ei poikkeuksellisesti lihavoida. Edelleen
jokaiselle n € N ja sanalle a, jonka pituus on vihintédin n, asetetaan n-rajoittuma al,, = (a1 ...a,) € N".
Aérettomille sanoille jokainen n-rajoittuma on luonnollisesti mééritelty. Mikéli A C N, niin merkitdén sen
ddretonkertaista tuloa

A* ={a=(ai,a2,...) € N :q; € A kaikilla j € N}.

Vastaavasti A™ tarkoittaa n-kertaista tuloa, joka koostuu niistd n-pituisista déirellisisté sanoista, joiden
komponentit ovat joukossa A. Jokaiselle dérelliselle sanalle asetetaan sylinteri seuraavalla tavalla.

Maiésritelmé 5.1 (Sylinteri).
Olkoon n € N ja a € N*. Sanaan a liityvd sylinteri mddritellidn osajoukoksi

[a] ={b e N> : b|, =a}.

Sylinterit muodostavat puurakenteen (sylinterit ovat aina pareittain pistevieraat tai sisikkéiset) ja on
luonnollista méaritelld niiden avulla topologia joukkoon N*°. T#lloin sitd kutsutaan jonoavaruudeksi.
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Miiritelmé 5.2 (Jonoavaruus).
Jonoavaruudeksi kutsutaan topologista avaruutta (N°°, 1), missd topologian T kannan muodostaa kokoelma

B={la] cN*:aeN"neN}uU{0}.

Huomaa, ettd avaruudessa ei ole mééritelty mitéén algebrallisia laskutoimituksia. Sylinterien méa#ritelméstéa
on selvad, ettd kokoelma [ sisdltda alkioidensa leikkaukset, joten topologian méédritelmé on jarkevi.
Toisaalta on helppo nihdé, ettéi jonoavaruus on avaruuden (N, P(N)) diiretén tuloavaruus varustettuna
tulotopologialla. Koska sylintereitd on vain numeroituvan monta, niin jonoavaruus separoituu. Mikali
A C N on dérellinen, niin se on kompakti avaruudessa (N, P(N)), ja siten klassisen Tihonovin lauseen
[2, Lause 20.17 s.209] nojalla A on kompakti jonoavaruudessa. Jonoavaruus N itsessdén ei ole edes
lokaalisti kompakti, mutta se metrisoituu.

Lemma 5.3.
Jonoavaruus N> on metristyva.

Todistus.
Esitelldéin seuraava esimerkki yhteensopivasta metriikasta katso [20, s.4] . Kiinnitetdén o > 0 ja mééritelldén
do : N x N> — [0, 1],

1, mikéli aq # by,
da(a,b) =< — ok .

inf{e :k €N, al, = b|,} muutoin.
Selvisti kyseessé on metriikka, jossa sylinterit ovat avoimia palloja. Toisaalta sylintereistd saa kannan
metriikan indusoimaan topologiaan. O

Jatkossa ei tarvita muuta informaatiota kuin, ettd topologia metrisoituu. Seuraavaksi mééritelldéan
jonoavaruuden vasen siirto, joka on keskeisessé roolissa jatkossa.

Maiédritelmé 5.4 (Vasen siirto).
Kuvausta o : N*© — N o(ay,as,...) = (ag,as...) kutsutaan jonoavaruuden vasemmaksi siirroksi.

Vasemman siirron mééritelmésta on helppo ndhd4, etta se on jatkuva ja avoin surjektio. Kaikille j € N
merkinti o/ tarkoittaa j kertaista yhdistetti kuvauksen itsensé kanssa ja merkintd o~/ puolestaan j
kertaista alkukuvaa tai yhdisteen o7 alkukuvaa. Liséksi o© tarkoittaa identtistd kuvausta. Mielivaltaisen
sanan a € N* radaksi vasemman siirron suhteen kutsutaan jonoa (c/a) jen. Vasemman siirron dynamiikalla
yvksinkertaisimmillaan tarkoitetaan sanojen ratojen tutkimista. Jokaiseen n-pituiseen &direlliseen sanaan
b € N" liitetdéin n-jaksollinen #éreton sana b = (b, b,...) € N*°. Nami ovat tdsmiilleen niiti sanoja
a € N*°_ joilla on vasemman siirron suhteen n-jaksollinen rata, eli c™a = a. Jaksottomalla sanalla voi
puolestaan olla tihe# rata jonoavaruudessa.

Lemma 5.5.
On olemassa sana a € N siten, etti rata {a,oa,0?a,...} on tihei jonoavaruudessa.

Todistus.
Koska dgrellisten sanojen kokoelma numeroituu, ne voidaan esittéé jossain jarjestyksessd aj, ao, . ... Télloin

asettamalla a = (aj, ag,...) on selvid, ettd sanan a rata on tihed.
L]

Mielivaltaista kuvausta N*° — R kutsutaan potentiaaliksi. Jokaiselle potentiaalille f mé&éritellian n.
kertaluvun variaatio

Var,(f) = sup{|f(b) — f(c)| : b,c € [a], a € N"},

joka kuvaa siis funktion maksimaalista heilahtelua n. tason sylintereissd. Jatkossa tarkastellaan piiasiassa
potentiaaleja, joilla on seuraava sddnnollisyysominaisuus.

Maédritelmé 5.6 (Summautuva variaatio).
Potentiaalilla f on summautuva variaatio, mikdli

Var(f) := Z Vary(f) < 0.
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Sylinteritopologiassa summautuva variaatio implikoi jatkuvuuden. Merkitdén téllaisten potentiaalien
kokoelmaa symbolilla ¥. Erityisesti kaikki funktiot, jotka ovat muotoa Z[a} T a[a]X[ a)’ missé (numeroituva)
kokoelma J koostuu pistevieraista sylintereisté ja aja) € R, kuuluvat kokoelmaan . Esitelldén vield
seuraava potentiaalityyppi.

Madritelmé 5.7 (Lokaalisti Holder potentiaali).
Potentiaali ¢ on lokaalisti Hélder, mikdli loytyy luvut 6 €]0,1[ ja C € [0, 00][ siten, etti kaikilla n € N

Varp (@) < Co™.

Merkitaan lokaalisti Holdereiden potentiaalien kokoelmaa symbolilla H. T&lloin selvasti H C 3. Muista,
ettd merkintd Bye tarkoittaa jonoavaruuden Borel-mittojen kokoelmaa. Edelleen Mye on jonoavaruuden
Borel-todennékoisyysmittojen osakokoelma.

5.2 Dynaamisista systeemeista ja ergodisuudesta

Luodaan aluksi hyvin suppea katsaus yleisiin mittateoreettisiin dynaamisiin systeemeihin ja ergodisuus-
teoriaan. Tarkastellaan epétyhjiai joukkoa Y, sen jotain sigma-algebraa A ja todenniikoisyysmittaa v
sigma-algebrassa A. Muista, ettd kuvaus F' : Y — Y on A-mitallinen, mikili jokaiselle A € A pétee
F~1(A) € A. Mikéli kuvaus F : Y — Y on A-mitallinen, niin todenniksisyysavaruutta, johon on liitetty
kuvaus F', kutsutaan dynaamiseksi systeemiksi (Y, A, v, F'). Mielenkiinnon kohteena on mitan sdilyttivit
dynaamiset systeemit.

Miiritelmé 5.8 (Mitan sdilyttivid dynaaminen systeemi).
Dynaaminen systeemi (X, A, v, F) sdilyttid todenndikdisyysmitan v, mikili kaikilla A € A pitee

v(A) = v(F~1(A4)).
Mitan siilyttiaviissd dymaamisessa systeemissi siis v o F~! = v. Madrittelemélla Birkhoffin summat
voidaan tutkia myo6s mitallisten ja reaaliarvoisten kuvausten kaytostd dynaamisissa systeemeissé.

Maiéritelmé 5.9 (Birkhoffin summat).
Olkoon (Y, A,v, F) dynaaminen systeemi ja [ : Y — R A-mitallinen. Tdilldin sen n. kertaluvun Birkhoffin
summa mddritellddn kuvauksena

n—1
Suf =Y foFi. (5.1)

j=0
Tissi FI tarkoittaa j kertaista yhdistettd, kun j € N ja F© identtisti kuvausta.

Mikéli (Y, A, v, F) on mitan siilyttivi, niin soveltamalla muuttujanvaihtolausetta 2.10 ja tietoa v = vo F 1.
saadaan seuraava huomio.

Lemma 5.10.
Olkoon (Y, A, v, F) on mitan sdilyttivi dynaaminen systeemi, Talldin jokaiselle v-integroituvalle kuvaukselle
f:Y = R on yhdiste f oY myos v-integroituva ja

/onqu:/deu.

Huomaa, ettd mikéli (Y, A, v, F') on mitan séilyttdvi, niin lemman 5.10 seurauksena jokaiselle v-integroituvalle

kuvaukselle f : Y — R pitee
/ Spf dv :/ nf dv. (5.2)
Y Y

Maéaritelldan seuraavaksi ergodinen dynaaminen systeemi.

Maéritelmd 5.11 (Ergodisuus).
Mitan sdilyttivi dynaaminen systeemi (Y, A, v, F) on ergodinen, mikili jokaiselle A € A, jolle F~*(A) = A
pitee v(A) € {0,1}.

Esitelldéin seuraavaksi ergodisuusteorian yksi keskeisimmisté tuloksista, jota kutsutaan Birkhoffin ergodi-
suuslauseeksi, katso [25, Lause 1.14 s.34].
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Lause 5.12 (Birkhoffin ergodisuuslause).
Mikdli dynaaminen systeemi (Y, A, v, F) on ergodinen ja funktio f : X — R on v-integroituva, niin
v-melkein kaikilla x € Y

lim lSnf(:ﬂ) :/ f dv,
Y

n—o00 N

missd Sy f yhtilon (5.1) mukainen Birkhoffin summa.

Jatkossa téihéin lauseeseen viitataan puhumalla lyhyemmin ergodisuuslauseesta. Ergodisuuslauseen funktion
f integraalia voidaan approksimoida v-melkein kaikkialla pisteen = radan {z, F(z), F?(z),...} alkupiiin
kuvapisteiden aritmeettisella keskiarvolla

f@)+ f(F() +... + fF"" ()

’
n

kun v on ergodinen ja f v-integroituva.

Seuraavaksi keskitytédin tarkastemaan jonoavaruudessa N°° vasempaan siirtoon o liittyvid dynaami-
sia systeemejd (N B(N®°), 1, o), missi pu € Mye. Huomaa, etti koska o on jatkuva, niin se on myds
B(N°°)-mitallinen. Sanotaan, ettd Borel-todennikoisyysmitta p € My~ on o-invariantti vasemman
siirron dynamiikassa, mikili (N*°, B(N°®) u,c) on mitan séilyttiva. Merkitiin ndiden mittojen osako-
koelmaa M, . Sanotaan, ettd edelleen u € M, on ergodinen vasemman siirron dynamiikassa, mikali
(N°°, B(N*°), i, o) on ergodinen.

Vasemman siirron dynamiikassa mitan o-invarianttiuden toteamiseksi riittdé tarkastella vain sylinte-
reité.

Lemma 5.13.
Olkoon p € Mye. Tilldin se on o-invariantti tasmdlleen silloin, kun kaikille sylintereille [a] on voimassa

(o~ a]) = p([a)).

Todistus.
Ensimméinen suunta on triviaali, joten oletetaan, ettii u(o~'[a]) = pu([a]) kaikille sylintereille [a]. Mikili
U C N* on avoin, niin se voidaan se voidaan esittdéd yhdisteena

U= | [al,

[aleA

missd A on numeroituva kokoelma sylintereitd. Koska kaksi sylinterid ovat aina kesken&éin sisdkkéiset tai
pistevieraat, niin voidaan olettaa, ettd kokoelma koostuu pistevieraista sylintereisti. Téll6in numeroituvaa
additiivisuutta kayttien saadaan

po Uy =p ot | |l&|=p| |] o'l

[a]e.A [a]eA

=Y we )= > ula)=p| || l]=mn). (1)

[aleA [aleA [a]eA
Jonoavaruus on metristyvé ja u dérellinen, joten lemman 2.2 nojalla mielivaltaiselle Borel-joukolle C' pétee
w(C) =inf{p(U) : C C U,U on avoin}. (2)
Nyt koska a) o on avoin ja jatkuva kuvaus, niin mielivaltaiselle Borel-joukolle B saadaan
wo™B) © inf{u(U"): 07*B Cc U', U’ on avoin}

2 inf{u(c™'U) : B C U,U on avoin}
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W inf{u(U) : BC U,U on avoin}

5.3 Paine

Téssé kappaleessa jatketaan vasemman siirron dynamiikan tutkimista ja kehitelldin termodynaamista
formalismia maérittelemélld paine potentiaaleille vasemman siirron suhteen. Kappale pohjautuu pé#osin
[20]:n lukuun 2.1. Tarkastelu rajataan nyt vain potentiaaleille, joilla on summautuva variaatio. Aloitetaan
tarkastelu méérittelemélld potentiaalien partitiot vasemman siirron suhteen. Muista, ettd n. kertaluvun
Birkhoffin summa potentiaalille f asetettiin vasemman siirron suhteen yhtilon (5.1) mukaisesti, eli

Snf =352 fool.
Maédritelmé 5.14 (Potentiaalin partitio).
Olkoon F C N epdtyhja. Tdlloin jokaiselle potentiaalille f € ¥ asetetaan n. kertaluvun partitio joukon F'*°

suhteen
Zn(Foo7f) — Z esnf(a ) — Z esnf(a)'

ackn acFo:c"a=a

Huomaa, ettd potentiaalin partitio voi olla déreton. Jos #F = oo, niin vakiokuvauksille partitio joukon
F*° suhteen on #éiretén. Jonolla (Z,(F°, f))nen on multiplikatiivisuutta muistuttava ominaisuus.

Lemma 5.15.
Olkoon F C N epdtyhjd ja f € X. Talloin kaikille m,n € N on voimassa

Zin(F>, [)Zy(F>, e 2V ) < Z, o (F°, ) < Zy(F>°, ) Zn(F, f)e2Verh).

Todistus.
Todetaan vain oikeanpuoleinen epiyhtélo, silld todistukset meneviit vastaavasti. Koska summassa Z,,, 4, (F>°, f)
on vain positiivisia termejé, niin summausjérjestys on vapaa ja voidaan kirjoittaa

Zman(F, f) = Z eSm+nf(a™) — Z Z eSm+n f((b,e)™) (1)
acFm+tn beF™ ceFn

Nyt jokaiselle b € F™ ja c € F" saadaan arvio
m—+n—1

> Flo*(bo)®)
k=0

Sm+nf((b,c)oo)

i

m+n—1

f(of(b,e)®)+ > f(o*(b,c)™)

k=m

3

ol
Il
<]

n—1

(f (O’kboo) —|—Varm,k(f)) + Z (f (Ukcoo) —|—Varn,k(f))

k=0

S f(b%) + 8y f (™) +2 ) Varg(f)
k=1

IN
ANV E
LU7IL

< Sy f(b™) + Suf(c™) + 2Var(f). (2)
TAalloin

(1H+(2) o0 o0
Zmin(F®,f) < 30 30 €SI 0TS (eX)2Var(f)

beF™ ceF"
- ( > esmf(b°°>> (Z esnﬂc‘”)) 2Var(f)
beFm™ cckn

= Z(F®, f) Zn(F, )V,
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Edellisen lemman perusteella néhdéén, ettéd joko Zn(F®, f) < oo kaikilla n € N tai Z,(F*, f) = c©
kaikilla kertaluvuilla. Aérellisessé tapauksessa nihdédn, etté jokaiselle m,n € N pétee arviot

10g Zpuin (£, f) < log Zi (F™°, f) +log Zn (F'™, f) + 2Var(f) ja
10g Zin4n(F™, f) 2 1log Zn (F™°, f) +1og Zn (£, f) — 2Var(f).
Talloin seuraavan lemman jono (% log Z,,(F*°, f))nen suppenee, katso [25, Lemma 4.9 5.87].

Lemma 5.16.
Olkoon reaalilukujono (a,)22, ja C € R. Mikdli

(1) antp < an + ap + C kaikilla n,p € N, niin

. an .
lim — = inf ,
n—soo m  neN n

(1) antp > an + ap + C kaikilla n,p € N, niin

. an
lim — =su
n—oo N neN T

Mikdli inf, ey ay, > —00, niin raja-arvo ei ole negatiivinen.

Todistus.
Korvataan (a,)22; jonolla (b,)22;, missi jokaiselle n € N asetetaan b, = a, + C. Télloin jokaiselle
n,p € N pitee tapauksessa (1) byyp < by, + b ja tapauksessa (ii) by1p > by, + be. Epéyhtélot

b _ b
inf — <liminf — ja (1)
neN n n—oo 1

bn . bn
sup — > limsup — (2)
neN T n—oo N

ovat nyt triviaalisti voimassa. Kiinnitetdin seuraavaksi mielivaltainen n € N. Nyt jokainen luonnollinen
m > n voidaan kirjoittaa muodossa m = ky,n + i, missi k,,, € N ja 0 <4, < n. Télloin tapauksessa (i)

saadaan by b Fyab + b kmn by b
_ kmn—+im < mYn im mT n +ﬂ (3)

m
m kpntim — kmh A+ im ko + i, n m

ja vastaavasti tapauksessa (ii)
bm > km”. bn + bi, (4)
m kmn + i N m
Kun luku m kasvaa rajatta, niin myos k,, kasvaa rajatta. Koska i,, ja b;,, ovat nyt rajoitettuja, niin
tapauksessa (i) antamalla ensin m — oo ja ottamalla sen jilkeen puolittain infimum luvun n suhteen
saadaan arviosta (3), ettd
b b
limsup — < inf —. (5)
n—oo N neENTM
Vastaavasti tapauksessa (ii) antamalla ensin m — oo ja ottamalla sitten puolittain supremum luvun n
suhteen saadaan arviosta (4), ettd

bn bn
lim inf — > sup —. (6)
n—oo N neN n

Téllsin tapauksessa (i)

Lo +C by OHG) . by . ap+C . G
inf =inf — = lim — = lim = lim —
neN n neN n n—oo N n—00 n n—oo N
ja vastaavasti tapauksessa (ii)
an +C bn 2+G5) .. bn . a,+C . Gn
P =sup— = lim —=1i = lim —
neN n neN T n—oo M n— 00 n n—oo n
Viitteen viimeinen kohta on nyt ilmeinen seuraus. O
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Niiden tarkastelujen perusteella voidaan asettaa paineen médritelma.

Maiéritelmé 5.17 (Paine).
Olkoon F C N epdtyhji ja f € X. Tulkinnalla log oo = co maddritelldin potentiaalin f paine joukon F'°
yli asettamalla
1
P(F°,f)= lim —logZ,(F°*, f).
n—oo M
Painetta koko jonoavaruuden yli merkitéén jatkossa P(f) := P(N®, f). Paineen voi asettaa useammalla
kesken#dn yhtenevélld tavalla luokan 3 potentiaaleille. Esimerkiksi potentiaalien partitioissa eksponentissa
oleva termi S, f(c>°) voitaisiin korvata termilld sup,e(¢) Snf(@), katso [20, 5.6] Seuraavat ominaisuudet on
nyt helppo ndhdéd mééritelmén ja lemmojen 5.15 ja 5.16 avulla.

Lemma 5.18.
Olkoon f € ¥ ja F C N epdtyhjd. Talloin P(F>°, f) > —oo aina ja P(F™, f) < oo tismdlleen silloin, kun
Zn(F, ) < oo kaikilla n € N. Mikili P(F, f) < oo, niin

(1) P(E>, f = P(F>,[)) =0 ja
(i) kaikille n € N saadaan arvio

_2Vartd) Ly 7 (5, f) < PR, ) < S log Zu(F, f)
n n n

n 2Var(f)'
n

Seuraavaksi ndhdéén, etté painetta P(f) voidaan approksimoida alhaaltapéin paineilla P(F', f), missd
F' on déarellinen ja epétyhja.

Lemma 5.19.
Jokaiselle f € %
P(f) =sup{P(F>=,f): 0 # F C N,#F < oo}.

Todistus.
Mééritelméistd on selvid, ettd P(f) > sup{P(F>, f): 0 # F C N,#F < oo}. Oletetaan, ettd P(f) < oo.
Tallsin lemman 5.15 nojalla Z,(N*°, f) < oo kaikilla n € N. Nyt jokaiselle n € N 16ytyy epétyhji ja
adrellinen F,, C N siten ett4,

Zn (N, f) < 2Z,(F3°, f). (1)

Télloin lemman 5.18 (ii) perusteella

2Var(f) +%1ngn(Fﬁo7f)

@
2 ~ 2Var(f) n iloan(Noo,f) _ log2
n

2Var(f) log2

n n

PFS ) = -

+ P(f).

Siten P(f) < sup{P(F*>,f):0 # F C N,#F < co}. Tapaus P(f) = co menee vastaavasti. O

5.4 Entropia

Miaritellasn téssd kappaleessa yleisessd dynaamisessa systeemissé entropia ja tarkastellaan sen ominai-
suuksia erityisesti invarianteissa systeemeissd. Osio pohjautuu [25]:n lukuun 4 ja [22]:n lukuun 4.

Tarkastellaan taas aluksi mielivaltaista todennékoisyysavaruutta (Y, A, v). Avaruuden partitiolla £ tar-
koitetaan numeroituvaa A:n osakokoelmaa epétyhjid joukkoja, jotka muodostavat joukon Y osituksen.
Esimerkkiné jonoavaruuden Borel-todennikoisyysavaruuksille (N°°, B(N°°), ) partitiosta toimii stan-
dardipartitio o = {[a] : a € N}. Partitio & on partitiota {3 hienompi, mikali kaikki &o:n alkiot voidaan
esittdd £1:n alkioiden yhdisteend. Talloin merkitdan & < &;. Kahden partition &; ja & hienonnus & V &2
asetetaan kokoelmana

GVE={AINA #0: A€, j=1,2}.
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On helppoa nahda, ettd & V & on itsekin partitio ja &1,& < & V &. Edelleen n partition &, ...&,
hienonnus asetetaan

& = ﬂAj#V):AjGEj,j:L...,n

j=1

<.
S

Tamékin on partitio ja selvisti &1, ...,&, < \/?:1 &;. Seuraavaksi méaédritelldén systeemin entropia partition
suhteen.

Miiritelmé 5.20 (Entropia partition suhteen).
Olkoon (Y, A,v) todennikdisyysvaruus. Tdlloin mitan v entropiaksi partition  suhteen asetetaan

H(Ev) ==Y u(A)logu(A).

Acg
Tdssd muodollisesti 0 - log 0 = 0.

Mééritelméstd ndhddén, ettd entropia voi saada arvoja joukosta [0, o00]. Entropialle voidaan esittéé
seuraavanlainen informaatioteoreettinen tulkinta. Partitio £ edustaa mittaussysteemii ja jokainen sen
elementti A mahdollista mittaustulosta. Elementin mitta p(A4) kuvaa mittaustuloksen todenniikéisyytti
ja luku —log pu(A) mittaustulokseen liittyvid informaatioarvoa. Mitéd pienempi todennékoisyys saada joku
mittaustulos, sitd suurempi on sen informaatioarvo. Entropia kuvaa t&lloin mittauksen keskiméaraista
informaatioarvoa. Mikili joku mittaustulos A on tdysin varma, eli y(A) = 1, niin entropia on nolla, ts.
mittauksella ei ole informaatioarvoa.

Jatkossa hyodyllisend tydkaluna kaytetéddn seuraava konveksisuustulosta.

Lemma 5.21.
Olkoon u : [0, 00[— R,

u(w):{o, =0,

zlogx, muuten.

Mikdli on luvut a; € [0,1] ja x; € [0, 0o[ numeroituvalla indeksijoukolla J siten, ettd ), a; =1 ja )y, ; a;z;

suppenee, nin
U <Z aia:z) < Zaiu(xi).

ieJ i€J
Mikili lukuja on ddrellinen mddrd k € N ja a; = k=1 kaikilla i = 1,. .., k, niin yhtdsuuruus on voimassa.
Todistus.
Ajrellisen monen summattavan tapauksessa epiyhtilon ja yhtisuuruuden todistus on alkeisanalyysii,
katso [25, Lause 4.2 s.79]. Osoitetaan siis, etté viiite péitee tapauksessa, kun indeksijoukko J on direton.
Té&llsin voidaan olettaa, ettd J = N. Nyt kiyttamalld a) wn jatkuvuutta ja b) viitettd dérellisen monen
summattavan tapauksessa saadaan

00 ) N 00 N
a . .
u (Z ) ~ (Z ) =Jm el | 2 ) 04 e
i=1 i=1 j=N+1 i=1
b) N
<liminf » a;u(z;). (1)
N—oo
i=1
Viiite on télloin selvd osoittamalla, ettd sarja > .- a;u(z;) suppenee (mahdollisesti +oo:één), jolloin
liminf N_yeo Zfil au(z;) = > 50 azu(z;). Néin kiy, jos osoitettaan, ettd negatiivisten termien osasarja
on ddrellinen, eli > —oo. Nyt

—oco<infu<u Z a;x; | =u Z a; | -0+ Z a;x;

ta;u(x;)<0 ia;u(x;)>0 ia;u(x;)<0
1
gl}\?iglof Z au(z;) = Z a;u(z;).
i<N ita;u(z;)<0
a;u(x;)<0
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Partitioiden entropioille on voimassa seuraavat ominaisuudet.

Lemma 5.22.
Olkoon (Y, A,v) todennikdisyysavaruus ja sen partitiot &1 ja &o. Tdlloin

(i) H& V&, v) < H(&G,v)+ H( s, V) ja (subadditiivisuus)
(i) jos & < &1, nitn H(&,v) < H(&,v). (monotonisuus)

Todistus.
Todetaan vain subadditiivisuus, silld monotonisuus on helppo pédtelld. Voidaan olettaa, ettd 0 < v(A;) < 1
kaikilla A; € &;. Olkoon u kuten lemmassa 5.21. Télloin saadaan laskettua

HGVE,v)=— > v(A)logu(A)

A€&1VE2

Z Z A1 N A2 log Z/(Al n AQ)
A1€€ Axeés
>0

B logv(A; N Ag)
== > logr(Ay) 30 (AN Ay) | 14+ oo -1

A€ Ax€&2
= — Z IOg I/(Al) Z A1 n A2 Z Z A1 N A2 w
A1€6 Ax€és A1€€1 Az€é2 V( 1)
v(A; N Az)
=— v(Ar)logv(4;) v(A; N Ag)log ———=
A%jgl Viosr() Aé:fz A%:&l Ao v(4)
517 Z Z Al n Ag) log I/(A1 N AQ)

Az€€a A1EE 1) V(Al)

oo 5 (45

Az€82 A1€61

)H(fl,V)* Z U Z V(Al)w

Axeés Ai€€

= H(&,p) — Y, u(v(4z) = H(&,v) + H(&,v).

Azx€82

Kohdassa a) on summaan liséitty nollia, silli osa leikkauksista voi olla nyt tyhjid. Kohdassa b) on kiytetty
lemmaa 5.21. |

Seuraavaksi tutkitaan entropiaa dynaamisessa systeemissd (Y, A, v, F'). Mikili £ on (Y, A, v):n partitio,
niin asetetaan jokaiselle j € NU {0}

FI¢={F9(A): Ac¢}.

Huomaa, ettii FO¢ = €. Jokainen F~7/¢ on selviisti partitio, koska F' on A-mitallinen. Méiritelliiéin edelleen
jokaiselle n € N partition n. kertaluvun hienonnus kuvauksen F' suhteen asettamalla

n—1

=\/ Fc
j=0

Huomaa, ettd jonoavaruuden standardipartitiolle o saadaan jokaiselle n € N o™ = {[a] : a € N"}. Mitan
sédilyttaville dynaamisille systeemeille saadaan seuraava tulos.

Lemma 5.23.
Mikdli (Y, A, v, F) on mitan sdilyttivd, niin jono (H(E™,v))nen on subadditiivinen.
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Todistus.
Olkoon m,n € N kiinnitetty. Nyt huomataan, ettd M = £m v F~m¢", Koska systeemi on mitan
sdilyttdvi, on helppo ndhdi, ettd H(F~™E", v) = H(E",v), jolloin viite seuraa lemmasta 5.22. O

Huomaa, ettd nyt joko kaikki entropiat H (£™, v) ovat yhtd aikaa joko &drettomii tai dérellisid. T&lloin muis-
taen lemma 5.16 voidaan mééritelld mitan keskim#drédinen entropia partition suhteen mitan siilyttévéssi
dynaamisessa systeemissé.

Maisritelma 5.24.
Olkoon (Y, A,v, F) mitan sdilyttivi ja sen & partitio. Tdlloin v:n keskimddrdiseksi entropiaksi partition &
suhteen systeemissi (Y, A, v, F) asetetaan

1 n o1 n
h(,v) = nh_)rréo EH@ V) = %relgﬁH(g V).
Termin H(£™,v) voi mieltdd kuvaavan n perikkédisen mittauksen entropiaa kuvauksen F' toimiessa
mittaussysteemin evoluutiona. Tilloin (€, v) kuvaa yksittdisen mittauksen keskimiériistd entropiaa, kun
toistoja tehddén loputtomiin. Huomaa, ettd H (&, v) > h(€,v) > 0 ja toisaalta h(&,v) < co tidsmélleen
silloin, kun H(§,v) < co. Lopuksi mééritelldin mitalle mitan sédilyttiviissi dynaamisessa systeemissé
Kolmogorov-Sinai-entropia tai metrinen entropia.

Miiritelmé 5.25 (Kolmogorov—Sinai-entropia).
Olkoon (Y, A, v, F) mitan sdilyttivi. Tdlloin mitan v Kolmogorov—Sinai-entropiaksi systeemissi asetetaan

hy, =sup{h(& n) : & on (Y, A, v):n partitio, H({,v) < oo} .

Jatkossa entropialla padsdéntoisesti tarkoitetaan Kolmogorov—Sinai-entropiaa. Sanotaan, etti partitio &
on mitan sdilyttivin systeemin (Y, A, v, F') suhteen vahvasti generoiva, jos A on pienin sigma-algebra,
joka siséltdd kaikki joukot kokoelmista £, kun n € N, eli [ J;2; €™ generoi Am. Seuraava tulos sanoo, etté
mikali lisiksi H(€,v) < oo, niin A(€, v) on Kolmogorov—Sinai-entropia, katso [22; Lause 4.4 s.106].

Lause 5.26 (Kolmogorov—Sinai).
Olkoon (Y, A, v, F) mitan sdilyttivd ja sen suhteen vahvasti generoiva partitio §. Tdalloin mikdli H(E,v) < oo
tai h(§,v) < oo, niin h, = h(§,v).

Erityisesti standardipartitio o on vahvasti generoiva jokaisen systeemin (N°° B(N°°), i, o) suhteen, kun
p € M,. Tallsin mikédli H(a,v) < oo, niin seurauksena saadaan entropialle seuraava esitysmuoto
jonoavaruuden vasemman siirron dynamiikassa

b = Tim ~H(a" ) = lim —= 5 u(fa]) log u([al). (5.3)

n—o00 N, n—oco n e
acNn

Jatkossa mitoille p € M, entropialla tarkoitetaan pddasiassa yhtilon (5.3) esitysmuotoa. Ergodises-
sa systeemissid vahvasti generoivalle partitiolle direlliselld entropialla pétee seuraava tulos, katso [22,
Lause 4.3 s.104].

Lause 5.27 (Shannon—-McMillan-Breiman).
Olkoon (Y, A,v, F) ergodinen ja sen suhteen vahvasti generoiva partitio & siten, ettd H(E,v) < oo (siis
h(&,v) < 00). Tdlloin p-melkein kaikille x € Y

M v) = Tm —log u(An(x),

missd Ap(x) € £ ja x € Ap(x).

Talloin taas kidyttdmilla standardipartitiota a saadaan Shannon—-McMillan—Breiman-lauseen nojalla
ergodiselle mitalle v € M, &érelliselld H(a, v) ja v-melkein kaikilla a € N*°

hy = lim _% log ((al, ]). (5.4)

— 00
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5.5 Variaatioperiaate

Tassd kappaleessa esitellddn jonoavaruudessa termodynaamisen formalismin perustulos — variaatioperiaate,
joka sitoo paineen, entropian ja o-invariantit mitat. Muista, ettd a tarkoitti jonoavaruuden standardipar-
titiota.

Lause 5.28 (Variaatioperiaate).
Olkoon f € 3. Tdlldin

P(f)=sup{h(oz,u)+ fdp:peM,, fdu>—00}-
Neo Nee

Muista, ettd ehto fNoc f du > —oo tarkoittaa funktion negatiiviosan f~ integroituvuutta. Mittaa u € Mg,
joka toteuttaa yhtdlon kutsutaan potentiaalin tasapainotilaksi. Huomaa, ettd mikéli P(f) = 0 ja p on
potentiaalin tasapainotila, niin h(a,v) < oo ja siten H(a,v) < oo. Tallsin lauseen 5.26 nojalla

hy = — f dp.
No()

Osion rungon muodostaa lauseen 5.28 todistuksen lipikdyminen. Todistus pohjautuu lihteen [20] kappaleen
2.1 esitykseen. Kuten tavallista todistus kulkee toteamalla epédyhtélét molempiin suuntiin. Ensimméinen
niistd on melko suoraviivainen todistaa ja esitettivi todistus on pitkille kuten [20, Lause 2.2.7 s.10-11].

Lemma 5.29.
Jokaiselle f € ¥ on

P(f)Zsup{h(a,u)Jr fdu:p€ Mg, fdu>—0<>}-
Neo Neo

Todistus.

Voidaan olettaa, etté P(f) < oo, silld muuten viite on triviaalisti selvéd. Talloin Z, (N, f) < oo kaikilla
n € N. Olkoon mielivaltainen u© € M, siten, ettid me f dpu > —oo. On helppo ndhdi, ettd mikéli
fNoo f dp = oo, niin myds Z; (N*°, f) = oo ja siten myds P(f) = oo, joten voidaan olettaa, etti f on
integroituva mitan p suhteen. T&llin yhtélon (5.2) nojalla saadaan jokaiselle n € N

n/Noofdu::z;é/waoajdu:/NOOSnfdu. (1)

Siten my6s Sy, f on integroituva, jolloin integraalin additiivisuutta ja monotonisuutta hyddyntiden saadaan
jokaiselle n € N arvio

[osr =3 [ Surdns 3 [ i)+ varts) an

acNn V(2 acNn vV &

< Var(f)+ Y p([a))Snf(a>). (2)

acNn

Olkoon funktio w kuten lemmassa 5.21. Nyt saadaan laskettua jokaiselle n € N seuraava arvio

1

fH(a",u)ﬂL/ fdu
n Noo
(1)+(2)

< SH@ )+ S plla))S, (@) + 3 Var(f)
acN™

p([a)) (g u(a]) — 5, (a)) + - Var(f)

eSnt @)y (u([a])efsnﬂa"”) + %Var(f)
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2N, ) 3 SO 2, (%, ) (plfal)e 5T 4 L)
acNn»

L Zu(N, P ( S eIz, m, f>-1u<[a1>e-3"f<a°°>> + L Var(f)

aEeNn

INE

2N, fJu (Za(N, £)7) 4 Var(f)

Llog Z,(N, f) + ~ Var(f).

Kohta a) seuraa téissi suoraan lemmasta 5.21. Téllsin antamalla n — oo saadaan h(a, p)+ [ f dp < P(f)
ja viite seuraa, koska p oli mielivaltaisesti valittu. O

Toinen epéyhtilo todetaan epdsuorasti. Ideana on kéyttad lemmaa 5.19, jonka nojalla
P(f)=sup{P(F*®,f): 0 # F CN,#F < co}.
Talloin toisen suunnan osoittamiseksi on riittavaé osoittaa seuraava tulos.

Lemma 5.30.
Olkoon F C N epdtyhji ja ddrellinen ja f € 3. Tdalloin loytyy joukon F*° kantama mitta p € M, siten,
ettd

P(F>, f) < h(a,p) + - fdu.

Todistus on konstruktiivinen ja se pohjautuu pééosin ldhteen [25] kappaleeseen 9.3. Idea tarkastel-
la &darellisia joukkoja F' C N piilee tulojoukon F'*° kompaktiudessa. T&lloin muistetaan, ettd F°°:n
Borel-todennékdisyysmittojen joukko M p~ on heikosti jonokompakti, koska F'* on nyt aliavaruutena
kompakti ja metristyvd. Huomaa, edelleen etti Mpw on nyt tdsmélleen kaikki joukon F'*>° kantamat
Borel-todennékoisyysmitat kokoelmassa My~. Mééritellddn aluksi jono apumittoja.

Maiéaritelma 5.31.
Olkoon F' C N epdtyhji ja ddrellinen ja f € X. Asetetaan jokaiselle n € N mitta

1 S f(a™)
n — " 5aw-
= g F ) 2

acFn

Selvisti jokainen v, on joukon F'*° kantama Borel-todenniko6isyysmitta. Pienelld laskulla saadaan seuraava
havainto.

Lemma 5.32.
Olkoon F' C N epdtyhjd ja ddrellinen, f € ¥ ja v, jokaiselle n € N kuten mddritelmdssd 5.51. Talldin
jokaiselle n € N

log Z,(F*, f) = H(a",vy) + Snf dvy,.
NOC

Mikéli #F > 1 on selvéi, ettd v, ei ole o-invariantti, kun n > 2. Maéritelldén siis uusi jono apumittoja
mittojen v,, avulla.

Masritelmi 5.33.
Olkoon F C N epdtyhji ja ddrellinen, f € X ja v, jokaiselle n € N kuten mdadritelmdssd 5.51. Asetetaan
edelleen jokaiselle n
n—1
1 —k
fin = Z vpboo ",
k=0

Taas jokainen p,, on helppo huomata joukon F'*° kantamaksi Borel-todennékoisyysmitaksi. Mittojen pi,
ja v, vililld on seuraavat relaatiot.
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Lemma 5.34.
Olkoon F C N epdtyhji ja ddrellinen, f € 3 ja mitat v, ja p, jokaiselle n € N kuten mddritelmissi 5.31
ja 5.33. Tdlloin jokaiselle m € N

(1)

n—1
1
EZH(am,Vnoaf)zH(am,un) ja
i=0
(i)
1
n JNoo Noo

Todistus.
Todistetaan vain kohta (i). Olkoon kuvaus u kuten lemmassa 5.21. Léhdetéén liikkeelle vasemmanpuolei-
sesta summasta

n—1

== 3 Y SutaloTa))

acF™ =0

n—1
-3 u (Z ivnw—i[a]))
aeFm 1=0

== > u(palla)) = H(@™, pn)-

ackFm

Téssé kohta a) seuraa lemmasta 5.21. O
Hyodynnetédédn seuraavaksi heikkoa jonokompaktiutta ja loydetdén sopiva invariantti mitta.

Lemma 5.35.
Olkoon F C N epdtyhji ja ddrellinen ja f € X ja mittajono ()2, kuten mddritelmdssi 5.33. Tdlloin
loytyy joukon F°° kantama mitta p € M, ja osajono (jin, )‘f:l, joka suppenee mittaan p heikosti.

Todistus.
Lemman alkuosa on suora seuraus lauseesta 2.19, koska F'* on metristyva ja kompakti aliavaruus ja
(1n)S%; C Mpos. Invarianttiutta varten riittéis lemman 5.13 nojalla todeta, etti u(o~t[a]) = u([a]) meli-
valtaisella sylinterilld [a]. Koska jokaisen sylinterin [a] ja sen alkukuvan o~![a] karakteristisen funktioiden
rajoittumat joukkoon F°° ovat jatkuvia, niin valttamétta p,, ([a]) — w([a]) ja p., (0~ *[a]) = (o~ [a]),
kun j — oco. Télloin

plo~ [a]) = u(la)) = lim (vn, (07" [a]) — va,([a]))

j—o0

= lim i (an (c™™[a]) — an([a])) =0.

Jj—oo nj
Téssé v, on kuten méaritelméssa 5.31. O

Lemmassa 5.35 oleva mitta g on nyt lemmassa 5.30 etsitty mitta. Ennen kuin voidaan todeta tdm4,
tarvitaan seuraavaa teknistd tulosta liittyen indeksijonon {0, ..., n—1} partitiointiin, katso [25, Huomatus 2
5.188]. Reaaliluvulle u € R merkitéén jatkossa tavanomaisesti kokonaislukuosaa |u| = max{k € Z : k < u}.
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Lemma 5.36. ,
Olkoon m,n € N siten, ettd 1 < m < n. Madritellidn jokaiselle 0 < j < m —1 a(j) = |2=L]. Tdllsin
seuraavat ovat voimassa.

(i) Luvut {j+mr:r=0,...,a(j)—1, j=0,...,m — 1} ovat keskenddn erisuuria ja alle luvun n—m.
(ii) Jokaiselle j =0,...,m — 1 pitee
a(j)—1

{0,....n =1} =8;u || {j+mr+izi=0,...,m—1},
r=0

missd #S; < 2m.

Todistus.

Kohtaa (i) varten oletetaan, ettd j; + mry = jo + mrg, joillain 0 < j;, <m —1ja 0 < r; < a(j;) — 1,
i = 1,2. Mutta téllsin m jakaa luvun |j; — jo|, joten vilttdmétta j; = jo ja siten r; = ro. Lisiksi jokaiselle
0<j<m—1Ja0<r<a( i) — 1 saadaan arvio

. . . ., =]
jtmr<jma()—m<j+Lm-m=n-m.
m
Kohdassa (ii) on nyt riittévés todeta, ettd #5; < 2m. Koska
S;={0,...,5—1a(jy)m+4,...,n—1}
tapauksessa j > 0 ja Sp = {a(0)m,...,n — 1}, niin

n—j

m m

#Sj=n—a(j)m=n—V_ij§n—< —1)m=j+m<2m.

Lopulta voidaan todistaa lemma 5.30. Vertaa todistukseen [25, Lause 9.10 s.218-221].

Lemman 5.30 todistus.

Olkoon v, ja u, kaikille n € N kuten mééritelméssd 5.31 ja 5.33 ja mitta p kuten lemmassa 5.35. Olkoon
(tin;)jen osajono, joka suppenee heikosti mittaan p. Kiinnitetdén luonnolliset luvut 1 <m < n. Nyt
lemman 5.36 kohdan (ii) nojalla voidaan kirjoittaa jokaiselle 0 < j < m — 1 partitio & muodossa

a(j)—1
\/0 oz—\/or]mrozm\/\/aoz (1)

leS;

missd #S5; < 2m. Entropialle H (\/IGS' o~ la, Vn) saadaan seuraava arvio
J

H \/0’ o,V <ZH aun

les; l€s;
==Y "> wvalo'[a]) log v (o [a))
leS; aeN
:—ZZVn a))log v, (o™ [a])
l€eSj a€F
< #S;#F < 2m#F. (2)

Seuraavaksi jokaiselle 0 < j < m — 1 saadaan

1 a 1

Liogz, (7, ) 2 LH(0m )+ L [ Suf dvn

n n n Jyeo
a(j)—1 1

H Tremigmy n — Snf dvy,
\/ o a™ l¥a a, v, +n - fdv

—~
—

S|
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1 . 1
< = H (J*T*mjamg/n) + — Z H (U*la,un) + — Snf dvy
n n Noo
r=0 lESj
1 a(j)-1 _ 1
== H (am, Uy © U*T*mj) + — Z H (cfla, l/n) + / Spf dvy,
n n N Jyoo
r=0 les;
a(j)—1
)1 . 2 F 1
< - H (am,yn o U_T_mj) + m#l 1 S, f dvy,.
n = n n Jyeo
Téssd yhtdsuuruus a) seuraa lemmasta 5.32. Summaamalla tdmé arvio yli lukujen j =0, ..., m—1 saadaan
edelleen
—log Z,(F™, f)
m—1a(j)—1 2
- 2 F
cm H (o™, vy oo mi) 4 Z0HE L[ g b,
n n n Jyeo
7=0 r=0
b) n—1 9 2 F
<N H(a ,Z/noa_z)—l—ﬂ—i—ﬂ S f dvm
n n n Jyeo
c 2m2 F
=mH (™, pn) + 2HE b fdpn.

Noo

Epéyhtélo b) seuraa lemman 5.36 kohdasta (i) ja yhtdsuuruus ¢) lemman 5.34 molemmista kohdista.
Korvaamalla n osajonon indeksilld n; > m ja antamalla j — oo saadaan heikolla konvergenssilla

mP(F*>, f) < H(a™,p)+m | fdp.
NOC

Nyt jakamalla luvulla m ja antamalla m — co on lemma todistettu. O

Variaatioperiaate seuraa siten lemmoista 5.29, 5.19 ja 5.30.

5.6 Gibbsin mitat

Kappaleessa maéritelladn Gibbsin mitat jonoavaruuden vasemman siirron dynamiikassa ja tarkastellaan
lyhyesti niiden joitain ominaisuuksia. Tarkastelu pohjautuu lihteen [20] kappaleeseen 2.2. Merkitdin
lokaalisti Holderien ja &érellispaineisten potentiaalien kokoelmaa symbolilla /. Merkitédén edelleen lokaalisti
Holdereiden ja rajoitettujen potentiaalien kokoelmaa tai luokkaa symbolilla Hp. Aloitetaan antamalla
Gibbsin mitan muodollinen mééritelmé.

Miiritelmé 5.37 (Gibbsin mitta).
Mitta p € My on Gibbsin mitta, mikdli loytyy potentiaali ¢ € U ja Q > 1 siten, ettd kaikille n € N,
a € N" ja b € [a] pdtee

Q—lesnw(b)—nP(so) < u([a]) < QeSnso(b)—nP(so)_ (5.5)

Jos P(p) = 0, niin sylinterin mitta p([a]) vertautuu suoraan painoon e5»¥(P) missi b € [a]. Potenti-
aaliin ¢ € U mahdollisesti liittyvaa Gibbsin mittaa merkitéén jatkossa ji,. Mééritelmé on nyt rajattu
vain o-invariantteihin mittoihin mutta se voitaisiin laajentaa Borel-todennéikoisyys mittojen joukkoon.
Maééritelmén etuna on nyt se, ettd potentiaaliin mahdollisesti liittyva Gibbsin mitta voidaan osoittaa
yksikisitteiseksi ja ergodiseksi, katso [20, Lause 2.2.4 s.14].

Lause 5.38.
Mikdli potentiaalilla o € U on Gibbsin mitta p,, niin se on yksikdsitteinen ja ergodinen.

Usein potentiaalin Gibbsin mitta esiintyy tasapainotilana, todistus kuten [20, Lause 2.2.9 s.24].
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Lause 5.39.
Mikdli potentiaalilla ¢ € U on Gibbsin mitta i, jolle me ¢ duy > —00, nitn i, on p:n tasapainotila.

Todistus.

Variaatioperiaatteesta ja U/:n mééritelméstd nahdddn, ettd ¢ on p,-integroituva ja h(a, pi,) < oo. Télldin
lauseen 5.26 nojalla h(a, p,) = hy,,, ja koska p, on ergodinen, niin lauseen 5.27 nojalla 1, -melkein kaikilla
aec N>

. 1
h(a, pp) = lim ——log uy([al,])- (1)
Edelleen ergodisuuslauseen nojalla p,-melkein kaikilla a € N*°
li lS = d 2
Jm —Sa(a) = [ ¢ dug. (2)

Siispé,

ay . 1
e pe) 2 Tim L log g ([al, )

n— oo

a)
> lim fllog (Qes"(a)*"P(“’U

T n—oo N

n—oo

— lim <—7lllogQ— iSn(a)JrP(@))

= —/wwdugoJrP(w)-

Téassi epiyhtils a) seuraa suoraan Gibbsin mitan méiritelmésté ja Q on médritelmén mukainen vakio.
Koska integraali fNoo ¢ dpg, on adrellinen, saadaan h(a, p,) + fo @ du, > P(p). Yhtidsuuruus seuraa
siten variaatioperiaatteesta. O

Tasapainotila voidaan osoittaa myds yksikésitteiseksi, katso edelleen [20, Lause 2.2.9 s.24]. Sopivissa
tilanteissa Gibbsin mitan entropia voidaan esittdd integraalina negatiivisen potentiaalin yli.

Lemma 5.40.
Olkoon ¢ € U ja sille Gibbsin mitta p,. Mikili P(p) =0 ja H(a, p,) < 00, niin

M¢=—/ ¢ dug.

Todistus.
Viite seuraa lauseesta 5.39, mikali fNoo ¢ dp, > —o0. Integraalille on helppo saada arvio

| e dne= Y nolla) ot o) (1)

a€N [a]

Olkoon ) mé#éritelmén 5.37 mukainen vakio. T&lloin on helppo ndhdé méairitelméstd 5.37, etté jokaiselle
a € N pitee log p([a]) < log @ + infye[q) ¢(b). Soveltamalla tétéd arvioon (1) saadaan

[ e = —108@+ 3 e (fa) lomn(a]) = ~1oz @~ Hlowp,) > —o.
aeN

O

Esimerkkeind Gibbsin mitoista toimivat tulomitan tyyppiset Bernoullin mitat. Mittaa y € My kutsutaan
Bernoullin mitaksi, mikiili 16ytyy todennékéisyysjakauma, eli luvut pq,pe, ... € ]0,1], joille Zfil pi =1,
siten, ettd jokaiselle n € N ja sanalle a = (ay, ..., a,) € N™ sylinterin mitta on p([a]) = [];—, pa,. Tdmé on
helppo todeta o-invariantiksi. Méaéarittelemélla potentiaali ¢ : N — R, missa kaikille a € N*© asetetaan
p(a) = log p,,, ndhdéén se lokaalisti Holderiksi ja P(¢) = 0. Télloin jokaisellen € N, a = (ay,...,a,) € N?
ja b € [a] saadaan

p([a)) = [ pa, = 2.
=1
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Siispd pu = py, ja arvio (5.5) muuttuu tarkaksi.

Aiemmin todettiin, ettd Gibbsin mitta potentiaalille on yksikésitteinen, jos se on olemassa. Kédntéen voi-
daan kysyé, minkélaiset potentiaalit luokassa U jakavat saman Gibbsin mitan. Sanotaan, ettd f, g : N©° — R
ovat keskenédédn kohomologiset luokassa H g, mikali 16ytyy h € Hp siten, ettd f — g = h — h o 0. Tdmén
konseptin avulla voidaan vastata kysymykseen téismiillisesti seuraavan lemman avulla, katso [20, Lause
2.2.7 s.19]. Todistus noudattelee tésséd annettua todistusta.

Lemma 5.41.
Potentiaaleilla p, ¢ € U on yhteinen Gibbsin mitta (mikdli se on olemassa) tismdlleen silloin, kun ¢ — ¢
on kohomologinen vakion kanssa luokassa Hp, eli p = ¢ +h —hoo+c, missi h € Hp ja c € R.

Todistus.

Todetaan, ehdon riittdvyys. Ensinndkin on helppo tarkistaa, ettd yhdistetty kuvaus h o ¢ on edelleen
luokassa H . Talloin mikéli a priori oletetaan, ettd vain ¢ € U, niin mielivaltainen ¢ = ¢+ h — hoo + ¢,
on lokaalisti Holder. Edelleen kaikille n € N S;,p0 = S;,¢0 + h — h oo™ + nc ja siten

Zn(NOO,QO) _ Z eSnap(aO") _ Z eSn,¢(a°°)+h(a°°)_h(a°°)+nc _ enCZn(NOO,d))-
acNn» acNn»

Télloin paineen médritelmén nojalla P(¢) = P(p) — ¢, joten ¢ € U. Liséksi saadaan arvio
S — nP(9) — 25up |h] < Spp — nP(9) < S — nP(6) + 2sup |A. 1)

Mikali pg on olemassa ja @ > 1 on mééritelmén 5.37 mukainen vakio, niin t&lléin valitsemalla Q' =
Qe?s'P 1M nihdisn arvion (1) avulla, etté

Q/flesnd:(b)fnP(tb) < Nqﬁ([a}) < Q/esn¢(b)*np(¢).

kaikille n € N, a € N ja b € [a]. T&lloin p, = fip.

Todetaan seuraavaksi ehdon valttdméttomyys. Olkoon sité varten ¢, ¢ € U, joille p, = p1y. Korvaamalla
ndmé potentiaaleilla ¢ — P(p) ja ¢ — P(¢) ja kiyttamilld todistuksen alkuosaa voidaan olettaa, ettd
P(p) = 0= P(¢). Olkoon potentiaalien Gibbsin mittoihin liittyvét vakiot Q,, Qs > 1 kuten méériteméssa
5.37. Merkitsemilld Q = max{Q,, Qs} ja kiyttdmalld oletusta p, = p1, saadaan kaikille n € N

—2log @ < Sn(p — ¢) < 2log Q. (2)

Koska jokaisella k,n € N ja a € N” pitee Sk, (¢ — ¢)(a>®) = kS, (¢ — ¢)(a™), niin kiyttaméilli arviota
(2) ja antamalla k — oo pédtelldin, ettd

Sn(p —¢)(@>) = 0. 3)

Lemman 5.5 nojalla 16ytyy sana v € N jolla on tihed rata. Erityisesti joukko I' = {ov,0%v,...} on

tihe#d jonoavaruudessa. Maaritellddn kuvaus h* : T’ — R asettamalla h*(c"v) = S, (¢ — p)(v) jokaiselle
n € N. Koska I" koostuu keskenéén erillisistd pisteisté, on h* hyvin asetettu. Arviosta (2) ndhdéén suoraan,
ettd kyseessd on rajoitettu kuvaus. Liséksi jokaiselle o™v

h*(o"v) = (h" o o)(c"v) = =(¢ — ¢)(0"Vv) = p(0"V) — d(c"V). (4)

Todetaan h* lokaalisti Holderiksi. Olkoon sitd varten mielivaltaiset n € N, a = (a1,...,a,) € N ja
okv,olv € [a], joillain k,I € N. Voidaan olettaa, ettd k > [. Asetetaan sana w = (v|;, alv’?_l) =
(v1, .y 01, (Vg1, -« o, ) ). Télloin ndhdédén, ettd

- - ®

D (@ —@)e'w) = =Sii(p—d)(a'v|, ) = 0. (5)

j=l
Tutkimalla erikseen tapaukset n < k—[jan > k—I nihdéén, ettd pitee 07 (v), 07 (w) € [(vj41,. .., VK, a1, ...

jokaisella j = 1,...,k —1 (%). Olkoon Cy4,C, > 0 ja 04,9, €]0,1[ potentiaalien ¢ ja ¢ lokaalin Holder
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-jatkuvuuden mukaiset vakiot. Merkitddn C = max{Cy,C,} ja 6 = max{dy,d,}. Tallsin

k—1
[0 (o"v) = 1 (a'v)| = |3 (6 = 9)(07V)
j=l

k—1

i¢¢01 “Y (6 P oW

J=l

|+Z|<PU] o’ w)]

T H'MI

—~

*) 2C
< n+k—j n+k—j < n.
< C (5 + E Cpdg, 1_55

J 7=l

Siispad h* on lokaalisti Holder ja siten tasaisesti jatkuva sylintereiden tiheissé osissa, jolloin se voidaan
laajentaa lemman 2.12 nojalla jatkuvaksi (tasainen jatkuvuus sylintereissi) ja yksikésitteiseksi kuvaukseksi
h : N — R. Talloin h perii tihedssé joukossa olevalta rajoittumalta h* rajoittuneisuuden ja lokaalin
Holder-jatkuvuuden, eli h € Hp. Lisiiksi yhtilo (4) péitee tihedissd joukossa, jolloin se laajenee koko
jonoavaruuteen. T&ll6in ¢ ja ¢ ovat keskenddn kohomologisia luokassa Hp. O

On helppoa nihdi, etté relaatio ¢ ~ ¢, kun erotus ¢ — ¢ on kohomologinen vakion kanssa luokassa Hp, on
ekvivalenssirelaatio joukossa U. Merkitédéin vastaavaa tekijdjoukkoa tavanomaisesti U/ ~ ja potentiaaliin
© € U liittyvad ekvivalenssiluokkaa symbolilla [¢] € U/ ~. Huomaa, etté néilld ei ole mitéén algebrallista
rakennetta, eli tekijijoukkoon U/ ~ ei ole méiiritelty laskutoimituksia. Lemman 5.41 nojalla potentiaalit
jakavat saman Gibbsin mitan tdsmélleen silloin, kun ne kuuluvat samaan eksivalenssiluokkaan. Myshemmin
nihdéaén, ettd jokaiselle luokalle 16ytyy Gibbsin mitta.

5.7 Ruellen siirto-operaattori

Téssé kappaleessa médritelldén jokaiselle potentiaalille ¢ € U Ruellen siirto-operaattori £, jonoavaruuden
jatkuvien ja rajoitettujen kuvausten avaruudelle ja tarkastellaan niiden yhteyttd Gibbsin mittoihin.
Ensimmé&isessé pykélassé tarkastellaan siirto-operaattorien joitain perusominaisuuksia. Toisessa osiossa
médritelldén siirto-operaattoreille duaalioperaattorit ja osoitetaan néiiden avulla, ettd jokaisessa luokassa
[¢] € U/ ~ on Gibbsin mitta ja sopiva potentiaali, johon liittyvélle duaalioperaattorille kyseisen Gibbsin
mitan integraalioperaattori on invariantti.

5.7.1 Ruellen siirto-operaattori

Palataan tutkimaan jatkuvien ja rajoitettujen kuvausten N* — R reaalikertoimista vektoriavaruutta
Cp = Cp(N*°;R). Muistetaan, ettd tdmi varustettuna tasaisen konvergenssin normilla || - || tekee siité
Banach-avaruuden. Tarkastellaan edelleen potentiaalia ¢ € U ja kuvausta g € Cg. Asetetaan jokaiselle
a € N*° muodollisesti sarja

S e f((a,a). (56)
a=1

Lokaalin Holder-jatkuvuuden nojalla ¢((a,a)) < C§ + ¢((a)*°), missd C' ja § ovat méiritelmén 5.7
mukaiset vakiot potentiaalille . T&ll6in saadaan arvio

> le?™g((a,a))| < sup[gle? Z1 (N>, @).

Koska P(¢) < o0, niin lemman 5.18 nojalla Z; (N, ¢) < oo ja sarja (5.6) suppenee itseisesti ja on
tasaisesti rajoitettu. Liséksi ndhdédn, ettd suppeneminen on tasaista. Télloin sarjaopin perussovelluksena
saadaan, ettd kuvaus

a3 @)y ((q, 2)
a=1
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on jatkuva ja rajoitettu. Koska summausjiirjestys on vapaa, niin sarja (5.6) voidaan kirjoittaa nyt
vaihtoehtoisessa muodossa
Z e#(P) g(b).

bco—1{a}
Taméan tarkastelun perusteella voidaan mééritella Ruellen siirto-operaattori.

Maiéritelmé 5.42 (Ruellen siirto-operaattori).
Olkoon potentiaali ¢ € U. Asetetaan p:n Ruellen siirto-operaattori L, : Cp — Cp,

Lyg(a) = Z e?®)g(b) kaikille g € Cp ja a € N,
beo—1{a}

Ruellen siirto-operaattori on madritelmén perusteella lineaarikuvaus avaruudessa C'g. T#lloin sen operaat-
torinormille saadaan aiemman tarkastelun perusteella arvio

[£ollop < eC[le(Noov‘P) < 00,
jolloin se on jatkuva operaattori normiavaruudessa (Cp, || - || ). Liséksi, jos g > 0, niin my6s L,g > 0,

joten kyseessi on positiivinen operaattori.
Mikéli operaattorilla £, operoidaan kaksi kertaa kuvaukseen g € Cp, niin saadaan kaikille a € N*°

Lilga)= Y e?®IL gb)

b’eo—1{a}
= Z e (®) Z e*®) g(b)
b'es—1{a} beo—1{b}

Z Z e?(®) o) o ()
b'ec—1{a} beoc—1{b'}

= Z e?(B)e(ob) o ()
beo—2{a}

= Y Segn)

beo—2{a}

= Z eS2#((©2) g( (¢, a)).

ceN?

Huomaa, ettd summausjirjestys on vapaa johtuen tuplasarjan itseisestd suppenemisesta. Induktiolla
voidaan edelleen yleistédd tulos mielivaltaisen monelle perdkkiiselle operaatiolle.

Lemma 5.43.
Olkoon ¢ € U, g € Cp jan € N. Tdlljin kaikilla a € N*°

L,"g(a) = Z Sn(®)g(b) = Z eSnel(e) g((c, a)).

beo—"{a} ceNn

Tatd perustulosta hyodynnetidin jatkossa ahkerasti sithen viittaamatta. Funktiojonon (g, )nen tasainen
konvergenssi, eli konvergenssi normin mielessé, funktioon g avaruudessa Cp takaa siirto-operaattorin
L, jatkuvuuden nojalla kuvajonon (L, gn)nen tasaisen konvergenssin kuvaan £L,g. On kuitenkin helppo
nihda, ettd pelkké pistettdinen konvergenssi takaa myos pisteittédisen konvergenssin kuvapuolella.

Lemma 5.44.
Olkoon ¢ € U ja g € Cp. Mikili rajoitettu funktiojono (gn)nen C Cp konvergoi funktioon g € Cp
pisteittdin, niin Logn — Log pisteittdin, kun n — oo.

Todenniiksisyysjakaumaan pi, pe,ps ... € ]0,1] liittyviille potentiaalille ¢, missi p(a) = p,,, on helppo
todeta, ettd £,1 = 1. Nyt siis 1 tarkoittaa ykkoskuvausta a — 1. Tarkastellaan yleisemmin potentiaaleja
p €U, joille L,1 = 1. Seuraavat ominaisuudet ovat niille aina voimassa.
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Lemma 5.45.
Olkoon ¢ € U siten, etti L,1 =1. Tdlldin ¢ <0 ja P(p) = 0.

Todistus.
Kiinnitet#sin mielivaltainen a € N®°. Nyt 1 = L 1(ca) = > ;2 e?((®:92) jolloin erityisesti 1 >
e?((@1,02)) — 9(@) Gjten vilttamitti ¢ < 0. Todetaan sitten, etti P(p) = 0. Kiinnitetdin a € N*°. Télloin

1=L,"1(a) = Z ¢Sne((0:2)
beN

ja siten saadaan arvio e~ V&) < Z, (N, p) < eVar(®)  Ottamalla téstd logaritmi puolittain, jakamalla
luvulla n ja antamalla n — oo nihdédéin paineen mééritelmésta, ettd P(p) = 0. O

Pykilin lopuksi tavoitteena on osoittaa, etté jokaisessa ekvivalenssiluokassa [¢] € U / ~ on potentiaali
¢ € [g], jolle P(¢) =0 ja Lyl = 1.

Pykilian loppuosan tarkastelu nojautuu péédosin lihteen [20] kappaleeseen 2.4, katso myos [23, Lem-
ma 1 8.558]. Tutkitaan aluksi hieman tarkemmin lokaalisti Holdereitd potentiaaleja. Merkitdén symbolilla
‘H; kaikkien niiden lokaalisti Holderien potentiaalien kokoelmaa, jotka ovat jatkuvia vakiolla & €]0, 1], ts.
jokaiselle ¢ € H; loytyy C € [0, 00] siten, ettd Var,(p) < Co0™ kaikilla n € N. Jokaiselle potentiaalille
asetetaan

Vs(f) = sup Var, (f)o—"™.
neN

Huomaa, ettd nyt voidaan kirjoittaa yhtapitavéasti
Vs(f) = inf{C € [0,00] : Var,(f) < Cd" kaikilla n € N}.
Téllsin Vs(f) < oo tdsmilleen silloin, kun f € Hs. Seuraavaksi todetaan tekninen aputulos.

Lemma 5.46.
Olkoon ¢ €]0,1[ ja ¢ € Hs siten, etti P(p) = 0. Tdlloin jokaiselle n € N pitee

(1)

e—3Var(ga) < £<pn1 < eBVar(ga) ja

(i)
sup V5(L,"1) < oo.
neN
Tteroitu kuvausperhe {Egl}neN on siten rajoitettu ja tasaisesti yhtdijatkuva.

Todistus.
Koska P(p) = 0, niin lemman 5.18 (ii) nojalla jokaiselle n € N pétee

672Var(4p) < Zn(NOO,gO) < eQVar(cp). (1)
Télloin saadaan jokaiselle n € N ja a € N*° ettd

673Var(<p) (é) 67Var(<p)Zn(Noo7<p) _ Z eSnQO(boo)*Var(‘P)

beNn
< ¥ et = i
beNn
< Z eSngo(bOO)qLVar(ap) — eVar(Lp)Zn(Noo’(p)
beNn
(%) e3Var(<p).

Siten yht#lo (i) on selvéd. Yhtilsad (i) varten hyddennetéiéin perusanalyysisti seuraavaa tulosta: jokaiselle
¢ > 0 1oytyy vakio M, > 0 siten, ettd kaikilla t € [—1,1]

11— €] < M. (2)
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Kiinnitetiisin seuraavaksi k € N, ¢ € N* ja u, v € [c]. Tilloin mielivaltaisilla n € N" ja b € N*

n—1

|Sn90((b7v)) - Sn(p((b>u))| < Z |90(0j(b7v)) - @(Uj(b7 u))‘

Jj=0

n—1
. )
< (;k:-l-n—] < 5,’6
< ;—0 Vs(p) <Vs(w)l1—5

=: C(p,8)6". (3)
Talloin saadaan arvio

£,"1(0) — L1V <Y ’esw((bvu)) _ Sne((bv)
beN»
= Y Sl ‘1 _ Sne((b,v)=Sne((bw)
beN™
+(3) )
< 3 St
beN”
= Ewnl(u)MC(W;)ék

(2)

?

< eBVar(ap)MC(%é)(sk.

=
=

Siten kaikille k € N
Vary,(L,"1) < 2V Me, 56"

ja edelleen

sup V5(L,"1) < e3var(“")MC(%5) < 0.
neN

O

Téaméan avulla voidaan konstruoida jokaiselle nollapaineiselle potentiaalille ¢ € U sopiva kuvaus joukosta
‘Hp, joka on operaattorin £, kiintopiste.

Lemma 5.47.
Olkoon ¢ € U siten, etti P(p) = 0. Tdlloin loytyy h € Hp siten, Loh = h ja

e—BVar(ga) <h< eSVar(ga).

Todistus.

Koska ¢ € U, niin 18ytyy 6 €]0, 1[ siten, etté ¢ € Hs. Asetetaan jokaiselle n € N kuvaus h, = + ZZ;S E’;L
missé Egl = 1. Talloin lemman 5.46 nojalla on ndhd&an, etté e~ 3Var(v) < h, < e3Var(®) kaikilla n € N ja
sup,en Vs(hn) < 00. Siispé (hy, )52, on rajoitettu jono tasaisesti yhtéjatkuvia funktioita. Koska jonoavaruus
separoituu, niin lemman 2.13 nojalla 16ytyy osajono (h,, )72, ja tasaisesti jatkuva kuvaus h: N — R
siten, ettid h,, — h pisteittdin, kun & — oo. Nyt on helppo todeta, ettd e~ V2r(¥) < h < 3Var(¥)
ja sup, ey Vs(h) < sup,cy Vs(hn) < o0 ja siten h € Hp. Télloin lemman 5.44 nojalla Loh,, — L,h
pisteittdin, kun k£ — oco. Erityisesti

Py, = Lohn, = h—L,h

pisteittéin, kun £ — oco. Toisaalta

1 " k
thk - Etphnk”m - nikHl - £¢k1||oo 2? 0,

mik4 implikoi, ettd h = L, h. O
Kiintopistettd hyodyntden padstadn haluttuun tulokseen.

Lause 5.48.
Jokaiselle p € U loytyy ¢ € [¢] siten, etti Lo1 = 1.
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Todistus.
Koska ¢ — P(¢p) € [¢] ja P(¢ — P(p)) = 0, niin voidaan olettaa P(¢) = 0. Lemman 5.47 nojalla 16ytyy
h € Hp siten, ettd L h = h ja inf h > 0. Asetetaan kuvaus ¢ = ¢ +logh — logh o 0. Koska h > 0, niin
¢ on hyvin méaritelty. Seuraavaksi todetaan, etté logh € Hp. Téta varten tarvitaan seuraavaa arviota.
Jokaiselle z € [1, 00 pétee

log(1+ ) < =z. (1)

Aluksi helppo todeta, ettd log h on rajoitettu. Edelleen h € H;, jollain 6 €]0, 1. Kiinnitetdidn mielivaltaiset
n € N, a € N" ja b, c € [a]. Voidaan olettaa, ettd h(b) > h(c). Tallsin

h(b)

h(c)

h(c) + V5(h)<5”
h(c)

v (155

(1) Vs(h) (5
~ infh

|log h(b) — log h(c)| = log

< log

Téllsin voidaan péitelld, ettd Vs(logh) < V‘S(h) ja siten log h € H;. Siispa logh € Hp. Nyt lemman 5.41

nojalla ¢ € [¢]. Kiinnitetdén sitten mielivaltamen a € N*°. Nyt

Lo1(a) = 37 (@) — 7 ge((ba)logh((b.a))-logh(a)

bEN beN
- 8 2 e () = L)
1

h(a) h(a) = 1.

5.7.2 Siirto-operaattorin ja Gibbsin mitan yhteys

Otsikon mukaisesti téssé pykilissd tarkastellaan, miten Gibbsin mitat liittyvat Ruellen siirto-operaattoriin.
Aiemmin todettiin, ettd jokainen potentiaali mielivaltaisessa ekvivalenssiluokassa [¢] € U/ ~ jakaa saman
Gibbsin mitan, mik&li se on olemassa. Pykéldn pddtavoite on nyt osoittaa, etté jokaiselle ekvivalenssiluokalle
[¢] loytyy Gibbsin mitta p ja ¢ € [¢], jolle L41 =1 ja

/ Lsg dp :/ g du (5.7)
oo NOO

jokaiselle g € Cg. Muista, ettd normiavaruuden Cp normiduaali C% := Cp(N*°;R)* tarkoitti normin
|  |loo suhteen jatkuvien lineaarikuvausten C'p — R reaalikertoimista normiavaruutta, joka on varustettu
tavanomaisella operaattorinormilla ||-||,,. Mielivaltaiselle mitalle u € Bye méériteltiin integraalioperaattori
T, € C} asettamalla yhtdlon 2.5 mukaisesti jokaiselle g € Cp

Tu(9) = /m g dp.

Mielivaltaiselle potentiaalille ¢ € U duaalioperaattori £ normiduaaliin kuten aiemmin.

Maédritelmé 5.49 (Duaalioperaattori).
Olkoon ¢ € U. Tdlldin siirto-operaattorin Ly, duaalioperaattori L3, : C — C asetetaan jokaiselle T € CF

LET =ToL,.
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Duaalioperaattori on helppo todeta normiduaalin opertaattorinormin suhteen rajoitetuksi, eli jatkuvaksi,
lineaarikuvaukseksi. Huomaa, ettéi operoimalla n kertaa funktionaaliin 7' saadaan mééritelmésti

EZ“T =ToL,".

Seuraava havainto liitt44 duaalioperaattorin sopivat ominaisintegraalioperaattorit ja Gibbsin mitat yhteen,
katso [20, Lause 2.2.8 5.28].

Lemma 5.50.
Olkoon ¢ € U. Mikili loytyy p € Mg siten, etti LT, = CT), jollain C' € R, niin C = el ja p = -

Todistus.
Nyt jokaiselle n € N

C" = T (1) = LT = T, ") = [ £ = [ Y e aya).
NOO o0

beN™
Tasta saadaan edelleen arvio
erar(ap)Zn(Noo’ 4/7) <C0"< eVar(gp)Zn(Noo’ (P)~

Talloin valttamattd C' > 0. Nyt ottamalla logaritmi puolittain ja jakamalla luvulla n saadaan edelleen
1 1 . 1 1 .
——Var(¢) + —log Z,,(N*, ) <log C < —Var(¢) + —log Z,, (N>, ).
n n n n

Antamalla n — oo ndhdéén paineen mééritelmésté, ettd log C' = P(y). Kiinnitetdin seuraavaksi mielival-
taiset n € N ja u € N”. Talloin

) = T (X))
_ e’"P(“’)/;;nTu (Xm)
= e*"P(‘P)Tu (EsanX[uO

= efnP(so)/ e (1) (). .

Kiinnittamall4 mielivaltainen v € [u] on kohdan (1) perusteella helppo arvioida, ettd

e~ Var(®) gSne(v)—nP(e) < p([a]) < eVar(¢) oSn(v)—nP(p)

Téllsin Gibbsin mitan mééritelmén nojalla p = p, ja viite on selvi. O

Annetulle potentiaalille ¢ o-invariantti p € M, toteuttaa ehdon (5.7), tdsmilleen silloin, kun 7}, on
vastaaavan duaalioperaattorin L7, kiintopiste, eli LT, = T),. T&ll6in lemman 5.50 nojalla erityisesti
K= He-

Seuraava tavoite on osoittaa, ettd mikéli £,1 = 1, niin duaalioperaattorille £, 16ytyy kiintopiste u € Myee.
Tarkastelu pohjautuu taas ldhteen [20] kappaleeseen 2.7. Titd varten tarkastellaan aluksi jonoavaruuden
sopivia kompakteja joukkoja. Muista, ettd mikéli ¥ C N on &érellinen ja epétyhé, niin vastaava tulojoukko
F* C N*° on kompakti. Tarkastellaan tdtd topologisena aliavaruutena, joka metrisoituu. Merkinnlla
C(F*;R) tarkoitettiin jatkuvien funktoiden F*° — R reaalikertoimista vektoriavaruutta, joka on va-
rustettu tasaisen konvergenssin normilla || - [|s. Sen normiduaali C'(F°°;R)* on varustettu puolestaan
tavanomaisella operaattorinormilla. Muista, ettd symbolilla Br~ merkittiin F'°°:n Borel-mittojen kokoel-
maa ja symbolilla M pe sen Borel-todenn#koisyysmittojen kokoelmaa. Nyt on selvéd, ettd Bpe voidaan
assosioida kokoelman By~ osajoukoksi, joka sisiltédéd kaikki joukon F*° kantamat mitat kokoelmasta Bye .
Vastaavasti voidaan mieltid M poo C Myeo.
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Mielivaltaiselle potentiaalille ¢ € U voidaan méaritellda Ruellen siirto-operaattorin kanssa analoginen
operaattori Ly oo : C(F*°;R) — C(F*°;R) asettamalla jokaiselle g € C(F*°;R) ja a € F'>

Lormgla) = 3 e? O™y ((b, ).

beF

On helppo nihdé, ettd kuvaus on hyvin mééritelty ja normin || - || suhteen jatkuva lineaarikuvaus. Kuten
Ruellen siirto-operaattori £, p~ on myds positiivinen operaattori ja jokaiselle n € N ndhdéén, kuten
lemmassa 5.43, etté

Lor="gla)= 3 5™ g((b, a),
beF™

kaikille g € C(F*°;R) ja a € F*°. Operaattorille L, pe voidaan mééritelld seuraavanlainen duaaliope-
raattori £ peo 1 C(F°R)* — C(F*°;R)* asettamalla jokaiselle T' € C(F>°;R)*

* —
%ijjA—T%LC%Fm.

Huomaa analogia operaattoriin £7,. Nyt aiemmin esitellyn teorian avulla 16ydetdén ominaismitta u € Mpe
operaattorille £7, po.

Lemma 5.51.
Olkoon ¢ € U ja F C N ddrellinen ja epdtyhji. Talloin loytyy p € Mpoe siten, etti

:;,FooTu = (( Z;,FooTu)(lFm)) T

Todistus.

Merkitain Y = {T, : v € M,} C C(F*;R)*. Koska F*° C N* on kompakti ja metristyvé (ali)avaruus,
niin lauseen 2.19 perusteella Y on kompakti normiduaalin C(F*°;R)* heikko*-topologiassa. Edelleen
Rieszin esityslauseen 2.17 avulla Y on helppo ndhdé konveksiksi joukoksi.

Madritellddn seuraavaksi kuvaus H : Y — Y asettamalla jokaiselle v € M poo

fc* ooTV v oo
H(T,) = 2 = el lere (1)
(L3 peeTy) (1) Ty (Lop poelpee)

Aluksi huomataan, etti

>0

—
( :;,FOOTV)(IF‘”) =T, (Ly,pelpe=) = / Ze”((b’a)) dv(a) > 0.

beF

Edelleen, koska H(T),) on positiivinen ja H(T,)(1p~) = 1 jokaiselle T}, € Y, niin Rieszin esityslauseen
2.17 nojalla H(T),) € Y. Siten H : Y — Y on hyvin mééritelty.

Koska L, pee : C(F*;R) — C(F*°;R) on jatkuva normin | - || suhteen, niin lemman 2.15 nojalla
LY, peo on jatkuva normiduaalin C'(F°°;R)* heikko*-topologiassa. Kuvaus 1"+ T'(Ly pe 1) on puoles-
taan heikko*-topologian méiritelmén nojalla jatkuva. Siten kuvaus H : Y — Y on jatkuva normiduaalin
heikko*-topologiassa (tai Y:n aliavaruustopologiassa).

Aijemman todettiin, ettd C(F>°;R)* varustettuna heikko*-topologialla on vektoriavaruus, joka on lo-
kaalisti konveksi ja Hausdorff-avaruus. Koska nyt Y on sen epétyhjé, konveksi ja kompakti osajoukko,
sekd H : Y — Y jatkuva, niin Schauder—Tihonv-lauseen 2.16 nojalla 16ytyy kuvaukselle H kiintopiste
T, € Y. Viite seuraa télloin yhtélostd (1). O

Tédmén aputuloksen avulla 18ydetdén operaattorille L7 sopiva kiintopiste, kun L,1 = 1, katso [20,
Lause 2.7.3 s.50]. Annettu todistus noudattelee téta.

Lause 5.52.
Olkoon ¢ € U siten, etti L,1 = 1. Tdlloin loytyy p € M siten, ettd

LiT, =T,
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Todistus.
Koska P(p) < 0o, niin lemman 5.18 nojalla jokaisella k € N

Zi(N, ) < 0. (1)

Mééritellddn jokaisella n € N joukko F,, = {1,...,n}. Lemman 5.51 nojalla jokaiselle operaattorille £* o o
16ytyy pn € Mpe siten, etté

oo T, = CnTy,, (2)
missé
Cn = C e Tl = [ 5O ) 3)
n b=1

Ensimmaéiseksi todetaan, ettd jono (p,)52; C My on tiivis, eli jokaiselle £ > 0 16ytyy kompakti K, C N>
siten, ettd u, (N> \ K.) < € jokaisella n € N. Kiinnitetdén ¢ > 0 ja mé#éritellddn jokaiselle d, k € N joukko

A(d, k) ={aeN®:q, =d} =o' ([d]).

Mielivaltaisella sylinterilld [u] ja n € N karakteristisen funktion rajoittuma Y
jokaisella n € N

€ C(F;R). Tillsin

[ulnFe

Critin (A(d, k) = Cpn (077" ([d]) N E°)

= > Chumn ()N EY)

beNk—1

- Z Ck un( bd]ﬂF°°>

beNk—1

2N L T (Xayors)

beNk—1

Z/ EsoF"" bd)]mFood

beNk—1

= Z /F esk‘P((b,d,a))X[(b’d)]mFgc((b,d, a))dun(a)

benk-1 7R

< 3 eSeellod™)var(e), (4)
beNk—1

Huomaa, ettéd tapauksessa k = 1 sovitaan muodollisesti, ettd summamerkki hévidd. Nyt edelleen ottamalla
vhdiste indeksien d,d + 1,d + 2, ... yli saadaan

|j AR | = i”n (4. 0)
d=d d=d

Pon kz T Sk vare)
d=dbeNk—1
3) (/ Zew (b)) 4. ( )> Z Z Ske((b,d)™)+Var(p)
F2 b=1 d—d beNk—1
S( @((1)%°)—Vari (¢ ) Z Z oSk ((0,d))+Var(p) 5)
d=d beNk—1

< eVar(<p)+kVar(<p)fk<p((1)°°)Zk (NOO, QD) (é) .
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Arvion (5) perusteella ju,, (| |3, A(d, k)) — 0 tasaisesti indeksin n suhteen, kun d — oo. Télléin jokaiselle
k € N loytyy di € N siten, ettéd jokaiselle n € N pétee

pa | L] Al k)| <27 (6)
d~=dk+1

Maédritellddn nyt K. = [[;—,{1,...,dx}, joka on Tihonovin lauseen nojalla kompakti. Nyt on helppo
nihdé joukkojen A(d, k) méiritelmésté, ettd

N®\ K, = fj |j A(d, k)

k=1 J:dk+1

ja siten jokaisella n € N

n (N K) f: |j A(d, k) (%)irk
k=1 k=1

Jono ()24 on siten tiivis. Koska N°° on metristyvi ja separoituva, niin Prokhorovin lauseen 2.20 nojalla
16ytyy osajono (fin, )‘;’;1 ja p € Mpeo siten, ettd g, — p heikosti. Todistus on valmis osoittamalla, ettd
L7, p = p. Kiinnitetdédn tétd varten mielivaltainen g € Cp. Huomaa, etté funktionaalin 7}, voi mieltdd
toimimaan yht# aikaa avaruuksilla C} ja C(F3°;R) ja téllsin T),, (g) = T#n(g|F€o). Nyt jokaiselle n € N
saadaan

/Nze@(ba” @) (@) = [ Lo glaw () din(a)

= b=1 Fe

= ‘C;,F;C Ty, (9|F;§o)

= CuT (9l)
- C Tﬂn( ) (7)

Nyt kidyttdmalla kolmioepéayhtalod saadaan arvio
|£5T0(9) = Tulo)| <|£3T(9) = £, (9)] (a)

]

L6 T, (9) / e 0g((b.2)) dun, (a)

b=1
el ba)) (a) — . c
+ /MZ a)) ditn, (a) = Cy, Tu(9) (c)
+1C, Tulg) - Tlo)] - (@

Todetaan, ettd termit a) — d) menevét nollaan, kun j kasvaa rajatta. Koska p,; — p heikosti, kun j — oo,
niin
‘C un (9) = Tunj (£<p9> — T/L(‘ng) = £<pTlJ«(g)

ja siten a) menee nollaan. Termille b) saadaan helposti arvio

LyT,, (9) - / > e g((b,a)) dun, (a)| < (sup|g))e¥™ @ Y 207
“ b=1 b=n;+1

joten tdmékin menee nollaan indeksin j (ja siten indeksin n;) kasvaessa. Kohdan (7) nojalla n&hdéén,
ettd termi c¢) voidaan kirjoittaa muodossa

j

[ > e g(2) du, ) = €, (o)

b=1

= O[Ty, (9) = Tu(9)l- (8)
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Koska summa
n o0

Zew((b@)) R0 Z eP((b,2)) — L,1(a) =1
b=1 b=1
tasaisesti muuttujan a suhteen, niin on helppo niahda, etté

n
¢, 2 / S e qp,(a) 5T ©)
n b=1

Téllgin koska heikon konvergenssin nojalla Ty, (9) = T,(g), kun j — oo, niin kohdan (8) nojalla termi c)

menee nollaan. Edelleen kohdasta (9) ndhdéén, ettd termi d) menee myds nollaan indeksin j kasvaessa.
Télloin on selvéd, ettéd £3,T,,(g) = T,.(g) ja viite seuraa. O

Lopulta yhdistélld havainnot saadaan todistettua pykélan alussa esitetty tulos.

Lause 5.53.
Jokaiselle luokalle [¢] € U] ~ loytyy yksikdsitteinen Gibbsin mitta (1 ja edelleen ¢ € [¢] siten, ettd Lol =1
Ja LLT, =T,.

Todistus.

Lauseen 5.48 nojalla 16ytyy ¢ € [¢] siten, ettd L41 = 1. Edelleen lauseen 5.52 nojalla 16ytyy p € Moo
siten, ettd L3T), = T),. Talloin toteamalla, ettd p on o-invariantti saadaan lemman 5.50 nojalla p = p1e ja
vksikésitteisyys seuraa lauseesta 5.38. Lemma 5.13 muistaen o-invarianttiutta varten riittasa todeta, etta
mielivaltaisille n € N ja u € N”

(o™ u)) = p((u)). (1)
Lahtemélld liikkeelle viitetyn yhtdlon oikealta puolelta ja a) kidyttdmélld monotonisen konvergenssin
lausetta saadaan

(o™ u]) = p <|_| [(b,U)]> =Y u((bw)

beN beN
=2 T (X bu>) > LT, (Xubu)])
beN beN
- ZTM (£<P"X[(b,u) Z/x o ((ba))X |(a) dp(a)
beN beN
/ Xu (@) Lp1(a)du(a / Xu(@)dp(a)
= p([u]).

5.8 Konjugaattisysteemeista

Kasitellddn hieman vasemman siirron konjugaattisysteemeitd. Tullaan huomaamaan, ettd ndméi eivit
oleellisesti poikkea mitenk&én vasemman siirron dynaamisista systeemeisté.

Tarkastellaan topologista avaruutta F, joka on homeomorfinen jonoavaruuden N*° kanssa, jollain homeo-
morfismilla 7 : N*° — F. Jokaiselle n € N ja sanalle a € N" mééritelldédn avaruuteen F n. kertaluvun
sylinteri sylinterin [a] kuvana ([a]). Talloin sylinterien kokoelma {m([a]) : a € N, n € N} muodostaa
avaruuden F topologisen kannan ja vastaavantyyppisen puurakenteen kuin jonoavaruudessa, ts. sylinterit
ovat aina sisiikkiiisiéi tai pistevieraita ja [a] C [b] tdsmélleen silloin, kun [a] C [b]. Jokaisella avaruuden
E alkiolla z on télléin yksikésitteinen rekisteri sylinterien avulla [a(z)|,], [a(z)[,] . . ., missd a(z) = 77 1(2).

Kuvauksia f : F — R kutsutaan potentiaaleiksi. Kuten jonoavaruudessa N jokaiselle potentiaalil-
le asetetaan n. kertaluvun variaatio

Var,, (f) = sup{|f(z) — f(y)| : z,y € 7([a]),a € N"},
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joka kuvaa maksimaalista heilahtelua sylintereissi. Potentiaalilla f on summautuva variaatio, mikali
Var(f) := Y .2, Var,(f) < co. Edelleen sanotaan, ettd f on lokaalisti Holder, mikili 16ytyy vakiot
C € ]0,00[ ja 0 €]0, 1] siten, ettd jokaiselle n € N pétee Var, (f) < C0". Oikeastaan kuvauksella f : E — R
on summautuva variaatio tai lokaali Holder-ominaisuus tdsmélleen silloin, kun néin on kuvaukselle
fom:N*® =R

Vasemmalle siirrolle voidaan mééritelld luonnollinen vastine homeomorfisiin avaruuksiin.

Miiritelmé 5.54 (Konjugaattikuvaus ja konjugaattisysteemit).

Olkoon topologinen avaruus E jonoavaruuden N*° kanssa homeomorfinen ja m : N — E vastaava
homeomorfismi. Tdlloin vasemman siirron o konjugaattikuvaukseksi kuvauksen m suhteen avaruudessa E
asetetaan F, . = m oo on~t. Tdlloin dynaamisia systeemeiti

(E7B(E)7/J'7Fo’,7r);

missi [1 on avaruuden E Borel-todenndkdisyysmitta Borel-joukkojen kokoelmalla B(E), kutsutaan vasem-
man siirron konjugaattisysteemeiksi kuvauksen m suhteen.

Huomaa, ettéd systeemi riippuu paitsi avaruudesta E myds homeomorfismista 7. Homeomorfisuudesta
johtuen voidaan suoraan siirtéd aiemmin esitellyt konseptit ja tulokset vasemman siirron dynamiikasta
konjugaattisysteemeille.

Kuten jonoavaruudessa vasemmalle siirrolle avaruuden E Borel-todennékéisyysmittaa p kutsutaan Fy, .-
invariantiksi, mikéli jokaiselle Borel-joukolle B C E pitee pu(B) = p(F, 1(B)). Merkitéén niiden kokoel-
maa symbolilla Mg, . Huomaa, ettd kuvaus p +— p o on bijektio kokoelmalta M, kokoelmalle M.
Ergodisuus mééritelliin myods analogisella tavalla ja téllin 4 € My, = on ergodinen tdsmaélleen silloin,
kun pom € M, on sitd. Huomaa, ettd muuttujanvaihtolauseen 2.10 ja 7:n homeomorfisuuden nojalla
Borel-kuvaus f : E — R on p-integroituva tasmailleen silloin, kun f o 7w on p o w-integroituva, ja talloin

[ rau=[ fagonory= [ fordtuon)

Jonoavaruuden starndardipartition a kuvakokoelma 7(a) = {n([a]) : @ € N} on edelleen avaruuden F
partititio, joka koostuu ensimmaéisen kertaluvun sylintereistd. Merkitddn téata symbolilla o, ja kutsutaan
tatd avaruuden E standardipartitioksi kuvauksen 7 suhteen. Nyt jokaiselle n € N pienelld laskulla ndhd&én,
ettéd n. kertaluvun hienonnus konjugaatin F, , suhteen voidaan kirjoittaa

al =7w(a™) ={n([a]) :a € N"}.

Talloin jokaiselle n € N pétee H (o, u) = H(a™, o). Mitan 1 € Mp,  entropia partition 7(a) yli on
siten h(ar, ) = h(a, po ). Edelleen ar on vahvasti generoiva, silla | Jo-, o = (J;—,{n([a]) : a € N"}.
Talloin mikali 4 € Mp, . on ergodinen ja h(axr, ) < oo, niin lauseiden 5.26 ja 5.27 nojalla pu-melkein
kaikilla z € E

= bl 1) = T~ log u(([a(@)] ).

Potentiaalille f : E — R, jolla on summautuva variaatio, asetetaan paine

_ i L $uf(@) — Jiy L Sup(r(a>))
PD=PEB) = lin o 3, ™= lim o3 e ’
el aeN”
Fo " (z)=x
misséd S, f on n. kertaluvun Birkhoffin summa konjugaatin Fj, , suhteen. Paine on hyvin mééritelty,
sillda P(f,E) = P(f ow,N*). Erityisesti tilloin P(f) > —oo. Paineen avulla asetetaan Gibbsin mitat
konjugaattisysteemissi tdysin analogisesti.

Maiédritelmd 5.55 (Gibbsin mitat konjugaattisysteemissi).

Olkoon topologinen avaruus E jonoavaruuden N°° kanssa homeomorfinen ja homeomorfismi m: N — E.
Olkoon (E,B(E), p, Fyx) vasemman siirron konjugaattisysteemi kuvauksen m suhteen. Tdlloin p € M,
on Gibbsin mitta konjugaattisysteemissd, mikdli loytyy Q > 1 ja lokaalisti Holder potentiaali ¢ siten, ettd
P(p) < o ja jokaiselle n € N, a € N*® jo x € w([a]) pitee arvio

Q—1esn¢(z)—nP(s«:) < p(wla)) < Qesnsa(w)—np(w).
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Potentiaaliin ¢ liittyvéd Gibbsin mittaa merkitédén taas symbolilla . Taas on helppo ndhdi, ettd
u € Mg, on Gibbsin mitta potentiaalilla ¢ tdsmélleen silloin, kun p o7 € M, on Gibbsin mitta
potentiaalilla ¢ o m. Koska ponm € M, on Gibbsin mittana lauseen 5.38 nojalla ergodinen, niin myos
p € Mg, . on aina (Gibbsin mittana) ergodinen.

Oletetaan, etti Gibbsin mitalle p pitee H(ag,pn) < oo ja sithen liittyville potentiaalille ¢ paine
P(p) = 0. Tallsin myos vasemman siirron Gibbsin mittaan p o 7 liittyvélle potentiaalille ¢ o 7 pétee
P(pom,N>*°) = P(p,E) = P(p) = 0. Edelleen H(«, ppom) = H(az, p) < co. Téllsin hyddyntdmalld faktaa
hy = h(og, p) = h(a, pom) = hyor, lemmaa 5.40 ja muuttujanvaihtolausetta 2.10 saadaan tasapainoyhtélo

b =tyor == | _pomdwom).== [ pan (5.8)

Maédritelmé 5.56 (Ruellen siirto-operaattori konjugaattisysteemissi).

Olkoon topologinen avaruus E jonoavaruuden N°° kanssa homeomorfinen, homeomorfismi m : N°° — E ja
konjugaattisysteemi (E, B(E), pt, Fy ). Olkoon lokaalisti Hélder potentiaali ¢ : E — R siten, etti P(p) <
oo. Tdlldin potentiaaliin siirtyvi Ruellen siirto-operaattori mddritellidin kuvauksena Lo : Cp(E;R) —
Cp(E;R), missi jokaiselle g € Cp(E;R) asetetaan

Log=(Loon(gom))on.

Téssé Loor on kuten mddritelmdssd 5.42.
Koska P(pom) = P(p) < oo jagom € Cp(N*>;R), niin Lyor(gom) € Cp(N>;R) jasiten L,g € Cp(E;R),
joten siirto-operaattori on hyvin méiritelty. On helppo huomata myds, ettd se on lineaarinen. Seuraavaksi
néhdddn miten L, liittyy konjugaattikuvaukseen Fy, . Tarkastellaan mielivaltaisia g € Cg(E;R) ja v € E.
Talloin

Log(a) = (Loor(gom)) (171 ()
Z elwom)(b) (g o) (b)

beo—{r"1(x)}

Z ew(W(b))g(ﬁ(b))

m(b)er(o{r"!(z)})

>, V(). (5.9)

YEF, »~H{a}

e I

e

Tésséd a) seuraa m:n injektiivisyydestd ja b) konjugaatin F,, , mééritelméasté. Ruellen siirto-operaattori L.,
voidaan laajentaa myds jatkuville ja rajoitetuille kompleksisarvoisille kuvauksille g € Cp(E; C) laskelman
(5.9) mukaisesti. Eli jokaiselle x € E

Log(x) > e?Wg(y).

yEFa,wil{x}
T4ll6in voidaan kirjoittaa
Log = L,Re(g) +iL,Im(g),

missé reaali ja imaginédériosat ovat luonnollisesti joukossa Cp(E;R). Edelleen on helppo yleistdd lemma
5.43 laajennetulle operaattorille L, : Cp(E;C) — Cp(E;C), eli jokaiselle n € N ja g € Cp(E;C)

Llg@) = Y eTWg(y), (5.10)
yEFGY.,,_"{x}

missi S, on konjugaattiin liittyvi Birkhoffin summa (asetetaan vastaavasti kompleksiarvoisille kuvauksil-
le). Siirto-operaattorin yhteys konjugaattisysteemin Gibbsin mittoihin on myds analoginen. Seuraava tulos
on helppo todeta lemman 5.52, lauseen 5.53, muuttujanvaihtolauseen 2.10 ja edellisen siirto-operaattorin
laajennushuomion pohjalta.
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Lause 5.57.

Olkoon konjugaattisysteemi (E,B(E), p, Fy z) ja ¢ : E — R lokaalisti Holder, jolle P(p) < oco. Tdlldin
potentiaalille 6ytyy yksikdsitteinen Gibbsin mitta p,. Toisaalta mikili p € Mg, . on Gibbsin mitta, niin
loytyy lokaalisti Holder potentiaali ¢ siten, ettd

(i) P(p) =0,
(i) ¢ <0,
(iii) L,1=1 ja

(w) [y Log dp= [y g du jokaisella g € Cp(E;C).
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6 Rajchman-mitoista Gaussin kuvaukselle

Téssé luvussa palataan takaisin kysymykseen, milloin Borel-mitan Fourier-muunnos vdhenee polyno-
miaalisesti. Ailemmin todettiin Rieszin-energian avulla, ettd sopivissa tilanteissa sen #arellisyys takaa
polynomiaalisen vihenemisen ”suurissa” joukoissa. Luvussa esitelliin Thomas Jordanin ja Tuomas Sahls-
tenin tulos (lause 6.15), joka antaa riittdvin ehdon Gibbsin mitalle p Gaussin kuvaksen dynamiikassa, jotta
w:n tai sen laajennoksen reaaliakselille i Fourier-muunnos vihenee polynomiaalisesti. Gaussin kuvauksen
dynaamiset systeemit ovat esimerkki jonoavaruuden N°° vasemman siirron konjugaattisysteemeisté. Luvun
tarkoitus on toimia erdfssd mielessé johdantona tai supeana katsauksena Jordanin ja Sahlstenin paperiin
[10], jossa tulos on késitelty.

Gaussin kuvaus T mééritelldén vélin [0,1] irrationaaliluvuille, joiden luonnollisen metriikan indusoi-
maa reaaliakselin R metristéd aliavaruutta merkitdan lyhyesti symbolilla X. Gaussin kuvaus asetaan talléin

kuvauksena
|
T —— | =]
T x

Avaruus X ndhdddn homeomorfiseksi jonoavaruuden N*° kanssa ketjumurtolukukehitelmien avulla. Toisin
sanoen mielivaltaiseen pisteeseen x € X voidaan liittdd yksikiisitteinen sana a = (a1, ag, ...) € N siten,
ettd voidaan muodollisesti kirjoittaa

a + ———
! 1
a2+7

Esitysmuotoa kutsutaan luvun x ketjumurtolukukehitelmdiksi. Gaussin kuvaus voidaan nyt ndhda vasem-
man siirron ¢ konjugaattina.

Luvun yhteni tarkoituksena on toimia (joiltain osin) apuna lukijan perehtyessé lauseen 6.15 todistukseen
Jordanin ja Sahlstenin paperissa. Ensimméisessi kappaleessa késitellddn pintapuolisesti ketjumurtolukuke-
hitelmien konstruktio ja Gaussin kuvauksen yhteys vasempaan siirtoon. Toisessa kappaleessa késitelldan
lyhyesti tai oikeastaan kerrataan Gaussin kuvauksen dynamiikaa, koska kyseessi oli konjugaattisystee-
mi. Kolmannessa kappaleessa késitellaén tarkasti pari yksityiskohtaa Gaussin kuvauksen dynamiikassa
ergodisten mittojen eksakteihin dimensioihin liittyen. Niité ei ole késitelty Jordanin ja Sahlstenin kat-
sauksessa, joten kappale pyrkii néiltd osin tdydentdmain heidédn paperiaan. Naihin liittyvét todistukset
pohjautuvat omiin pohdintoihin ja keskusteluihin ohjaajan kanssa. Lopuksi esitelldin itse tulos ja kdydaan
Jordanin ja Sahlstenin todistus karkealla ideatasolla 1adpi. Todistus on erittéin tekninen ja pohjautuu
paitsi symboliseen dynamiikkaan ja termodynaamiseen formalismiin konjugaattisysteemeille my6s Gaussin
kuvauksen spefieihin ominaisuuksiin ja ketjumurtolukujen teoriaan. Jalkimmaéisid aiheita ei tédssd tutkiel-
massa kasitelld, vaan mielenkiinto on niissé kohdissa, joissa voidaan soveltaa aiemman kehiteltyd teoriaa
konjugaattisysteemeille.

6.1 Ketjumurtolukukehitelmit ja Gaussin kuvaus

Tutkitaan miten jonoavaruus N°° samaistuu ketjumurtolukukehitelmén kautta homeomorfisesti avaruuteen
X ja esitellddn Gaussin kuvaus. Esitelldén lyhyesti ketjumurtolukukehitelmien konstruointi. Ketjumurto-
lukuihin ja niiden ominaisuuksiin voi tarkemmin perehtyé tarkemmin vaikkapa Khinchinin klassisessa
perusteoksessa [11]. Madritelladn aluksi &&rellisiin sanoihin liittyvat sylinterikuvaukset vélille [0, 1].

Maéritelmé 6.1 (Sylinterikuvaus).

Olkoon n € N mielivaltainen. Mdidritelliin sanaan a = (a1, ...,a,) € N" littyvd sylinterikuvaus Ty :
[0,1] — [0,1] yhdisteend T,, o ---o Ty, , missd jokaiselle i = 1,...,n mdidritelliin Ty, : [0,1] — [0,1]
asettamalla jokaiselle x € [0,1]
1
T, (z) = .
(@)= ——

Sylinterikuvaukset ovat aina aidosti monotonisia. Parittomille n ja a € N™ kuvaukset T, ovat aidosti
laskevia ja vastaavasti parillisille aidosti nousevia. Jokainen sylinterikuvaus kuvaa irrationaaliluvut irratio-
naalisiksi ja rationaaliluvut rationaalisiksi. Mikili jonoavaruuden sylinterit [a] ja [b] siséltyviit toisiinsa,
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niin vélit T,([0,1]) ja Tp ([0, 1]) ovat sisdkk&iset. Mikéli sylinterit ovat pistevieraat, niin vilit leikkaavat
korkeintaan yhdessi reunapisteessi. Sylinterikuvausten avulla voidaan konstruoida pddttyvat yksinkertaiset
ketjumurtolukuesitykset.

Maédritelmd 6.2 (Padttyvi yksinkertainen ketjumurtolukukehitelmi).

Olkoonn € Njaa = (ai,...,a,) € N". Sanaan liittyvi yksinkertainen ketjumurtoluku(kehitelmdi) asetetaan
7,(0) :
“aTTTT
o
an

Paattyvit ketjumurtolukuesitykset edustavat aina rationaalilukuja. Toisaalta on helppo keksid algoritmi,
jolla jokaiselle rationaaliselle x €]0, 1] saadaan dérellinen ketjumurtolukuesitys. Tdmé on kaksikisitteinen
kaikissa tapauksissa x # 1. Mikéli sanalle a = (aq,...,a,) € N" pétee a,, # 1, niin T,(0) = T,/ (0),
missi a’ = (a1,...,a, — 1,1) € N"F1. Vastaavasti, jos n > 2 ja a, = 1, niin T(0) = Ta (0), missi
a’ = (ay,...,a,_1+1) € N*~1. Syy johtuu siiti, ettd ketjumurtolukuesitykset edustavat parittomilla n ja

a € N” suljetun vélin T,([0,1]) minimi4 ja parillisilla maksimia.

Varsinaisena mielenkiinnon kohteena ovat padttymdttomdt ketjumurtolukuesitykset. Tarkastellaan mieli-
valtaista sanaa a € N>°. Tillsin jono (T ([0,1]))53%; koostuu siséikkaisistd ja suljetuista vileistd, joille
lapimitta diam (7' ([0,1])) — 0, kun n — oo. Siten reaalilukujen téydellisyyden ja Cantorin lemman
nojalla 16ytyy = € [0, 1] siten, ettéd {z} = ;2 Ta, ([0, 1]) ja télldin 2 = lim, o Taj, (0). Nyt voidaan
madritelld padttymadattomadat yksinkertaiset ketjumurtolukukehitelmd.

Maiédritelmd 6.3 (Padttymitén yksinkertainen ketjumurtolukukehitelmi).
Olkoon a = (a1,as ...) € N, Siihen liittyvd pdadttymdtin yksinkertainen ketjumurtolukukehitelmd asete-
taan raja-arvona
1
lim Ty (0) =

n—o0 1

ay +
! 1
as + —

Jokainen pédttymédton ketjumurtolukuesitys voidaan osoittaa irrationaaliseksi ja toisaalta jokaiselle x € X
16ytyy sana a € N°° siten, ettd = lim,, o0 Ta| (0), katso [11, Lause 14 5.16]. Téll6in kuvaus 7 : N*© — X,
missd jokaiselle a € N*°

#i(a) = lim T, (0), (6.1)

n— oo

on hyvin mééritelty bijektio. Merkitddn nyt jokaiseen pisteeseen x € X liittyviéd sanaa a(z), eli a(z) =
771 (x). Edelleen merkitdén sanan a(z) n. komponenttia a,(z). Avaruuteen X méadritéin sylinterit

jonoavaruuden N*° kanssa vastaavasti.

Miiritelmé 6.4 (Sylinterit).

Olkoon ddrellinen sana a € N™ sithen liittyvd avaruuden X sylinteri asetetaan kuvajoukkona In = To(X).
Kuten jonoavaruudessa sylinterit ovat aina siséikkéisié tai pistevieraita ja sylinterien kokoelma muodostaa

numeroituvan topologisen kannan metriseen avaruuteen X. Liséksi jokaiselle dérelliselle sanalle a ndhdéén
ketjumurtolukuesityksen kautta, ettd #([a]) = I,. Siten 7 on avoin ja jatkuva bijektio, eli homeomorfismi.

Lause 6.5.
Jonoavaruus N> on homeomorfinen avaruvuden X kanssa kuvauksella 7.

T4&lloin jonoavaruuteen voidaan asettaa sylinteritopologian kanssa yhteensopiva metriikka siten, etta
kuvaus 7 on isometria. Madritellain seuraavaksi Gaussin kuvaus.

Maédritelmé 6.6 (Gaussin kuvaus).
Gaussin kuwvaus T : [0,1] — [0, 1] mddritelliin asettamalla T(0) = 0 ja jokaiselle x € ]0,1]



Gaussin kuvauksen visualisaatio vélilld [0, 1].

On selvid, ettd Gaussin kuvaus kuvaa irrationaaliluvut irrationaaliluvuiksi. Ketjumurtolukukehitelmien
avulla on helppo néhdi, ettd jokainen rationaaliluku viililté [0, 1] ajautuu nollaan Gaussin kuvauksen
dynamiikassa &dérellisen monella iteraatiolla. Lisdksi ketjumurtolukukehitelmén kautta nddaén, ettd T:n
rajoittuma avaruuteen X on vasemman siirron o konjugaatti kuvauksessa 7, eli yhdiste 7ooo#~!. Gaussin
kuvauksen rajoittuma avaruudessa X on siten jatkuva ja avoin surjektio. Merkitédén rajoittumaa avaruuteen
X edelleen yksinkertaisuuden vuoksi symbolilla T ja kutsutaan sitéd edelleen Gaussin kuvaukseksi.

6.2 Gaussin kuvauksen dynamiikasta

Koska systeemi (X, B(X), u, T'), missi pu on avaruuden X Borel-todennikoisyysmitta, on vasemman siirron
konjugaattisysteemi homeomorfismilla 7. Kdydadn seuraavaksi kertauksenomaisesti lapi keskeisimmaét
médritelmit Gaussin kuvauksen dynamiikan kontekstissa ja esitelliin muutama notaatio jatkoa varten.
Kaikki tulokset ja konseptit pohjautuvat edellisen luvun viimeiseen kappaleeseen konjugaattisysteemeista.

Muista, ettd X = [0,1] \ Q on vélin [0, 1] tai reaaliakselin R metrinen aliavaruus varustettuna luonnolli-
sella aliavaruusmetriikalla. Jokaiselle dérelliselle sanalle a € N™ sanalle asetettiin n. kertaluvun sylinteri
kuvana I, = T,(X). Naméi vastasivat nyt jonoavaruuden n. kertaluvun sylintereitd, silld I, = #([a]), missi
#: N°° — X on yhtélon (6.1) mukainen homeomorfismi. Edelleen kokoelma a; = 7i(a) = {I, : a € N}
muodostaa generoivan partition Gaussin kuvauksen dynamiikassa, missé « oli jonoavaruuden standardi-
partitio. Kutsutaan partitiota a; edelleen pelkiksi standardipartitioksi. Standardipartition n. kertaluvun
hienonnus on nyt

a = #(a)" =#(a™) ={I,:a € N},

N

eli se koostuu n. kertaluvun sylintereista.

Jatkossa halutaan laajentaa avaruuden X Borel-todennékoisyysmitta p reaaliakselille. Magritelladn
sen laajennus ji reaaliakselille R asettamalla

n=pLX. (6.2)
On helppo todeta, ettd laajennos m* on nyt vilin [0, 1] kantama Borel-mitta.

Merkitain T-invarianttien Borel-todenndkoisyysmittojen kokoelmaa M. Nyt mitalle p € My voi-
daan kirjoittaa entropia standardipartition suhteen

H(oz, ) =Y p(Ia) log u(T,)

aeN

ja edelleen keskimééardinen entropia standardipartition suhteen Gaussin kuvauksen dymiikassa



Mikéli H (avs, 1) < oo (tai h(as, pt) < 00), niin lauseen 5.26 nojalla h(az, 1) = hy,, missé h,, oli Kolmogorov—
Sinai-entropia, katso méaéritelmé 5.25. Ergodisuus mitalle ;1 € M tarkoittaa ehtoa u(B) € {0, 1}, mikili
joukolle B € B(X) pitee T~1(B) = B.

Kuvauksia ¢ : X — R kutsuttiin potentiaaleiksi ja potentiaalille méériteltiin summautuva variaatio
ja lokaali Holder-ominaisuus sylinterien avulla, kuten aiemmin. Erityisesti ¢ on lokaalisti Holder, jos
loytyy vakiot C € [0, 00[ ja ¢ €]0, 1] siten, ettd kaikilla n € N

sup{[f(z) = f(y)| : 2,y € 7([a]),a € N"} < Co™.

Mikéli potentiaalilla ¢ on summautuva variaatio, niin paine voidaan kirjoittaa Gaussin kuvauksen
dynamiikassa

1 .
P(p) = lim —log D eSnelram)
acN»

missé Spp = Zz;é @ oT" on n. kertaluvun Birkhoffin summa. Mikili lokaalisti Holderills potentiaalilla
on &érellinen paine, sille voidaan asettaa Ruellen siirto-operaattori £, : Cg(X;C) — Cp(X;C) yhtélon
(5.10) pohjalta asettamalla jokaiselle g € Cp(X;C) jaxz € X

Logx)= > e?Wgly) = e?TDy(T,(x)).
yeT—1{z} aeN
Téssi C'p(X; C) on siis jatkuvien kuvausten X — C vektoriavaruus. Edelleen n kertaa operoimalla saadaan
Lotglx) = Y efWgly) =Y e?TelDg(Ty()). (6.3)
yeT—n{z} aeN™

Olkoon 1 € My ergodinen ja lokaalisti Holder potentiaali ¢, jolle P(p) < oo. Mikéli 16ytyy @ > 1 siten,
ettéd kaikille n € N, a € N" ja = € I, saadaan vertailu

Q—lesnw(z)—nP(@) < pu(lL) < Qesnw(ﬂw—nP(vJ)7

niin sanotaan, ettd p on potentiaaliin ¢ liittyvd Gibbsin mitta Gaussin kuvauksen dynamiikassa ja
merkitéén p, = p. Yhtépitavésti voidaan vaatia, ettd kaikille n € N, a € N" ja v € X

Q LeSne(Ta@)=nP(0) < 11} < QeS¢ (Tal®)—nP(e), (6.4)

Muista, ettd lauseen 5.57 nojalla jokaiseen lokaalisti Holderiin ja dérellispaineiseen potentiaaliin voidaan
liittaa yksikésitteinen Gibbsin mitta.

6.3 Eksakti dimensionaalisuus ergodisille mitoille

Téssé kappaleessa péddosin tarkastellaan, milla ehdoilla ergodinen mitta u € Mp on Gaussin kuvauk-
sen dynamiikassa eksaktisti dimensionaalinen. Annetaan télle tidsméllinen méairitelmé ilman erillista
pohjustusta.

Maédritelmé 6.7 (Eksaksti dimensionaalisuus).
Avarvuden X Borel-todenndikdisyysmitta p on eksaktisti (Hausdorff-)dimensionaalinen, mikdli loytyy
s € [0, 00[ siten, etti p-melkein kaikilla © € X pdtee

log pu (B(z,r)) _
r—0  log(2r)

Tdlloin sanottiin, ettd mitan p eksakti (Hausdorff-)dimensio on dimpy p = s.

Yleisemmin mittojen Hausdorff-dimensioista voi lukea vaikkapa seuraavasta artikkelista [19]. Asetetaan
seuraavaksi todennékoisyysmitalle ns. Ljapunovin eksponentti.

Maédritelmé 6.8 (Ljapunovin eksponentti).
Olkoon p avaruuden X Borel-todenndkdisyysmitta. Tdlloin sen Ljapunovin eksponentiksi asetetaan

A :/ log |T'| dp.
X
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Koska Gaussin kuvaus T on vililld ]0, 1] derivoituva erityisesti osajoukossa X ja sen derivaatta derivoi-
tuvassa pisteessi x € |0,1[ on 7"(r) = —x~2, niin méiritelmi on jirkevi. Nyt entropian H(az, i) ja
Ljapunovin eksponentin ), ##rellisyydestd saadaan riittéavé ehto ergodisen mitan u € My eksaktille
dimensionaalisuudelle, joka on tdmén osion paatulos.

Lause 6.9.

Olkoon pn € My ergodinen siten, ettd \,, H(az,p) < oo. Tdlloin p on eksaktisti dimensionaalinen
dimenstolla

hy

dimpg pu = SV
"

Koska log|T'(z)| > 0 kaikilla z € X, niin aina A, > 0 ja siten f\L; on mééritelty. Seuraavaksi kiyddin
ldpi lauseen 6.8 todistus ldpi. Méiritelldsn aluksi apukuvaus ¢ : |0, 1[— R asettamalla jokaiselle z € X

P(x) = 2logx. (6.5)

Tillsin mitalle 4 € My Ljapunovin eksponentti voidaan kirjoittaa Ay = — [ ¥ dp. Otetaan kiyttoon
vield muutama merkintd. Méaaritellddn jokaiselle dérelliselle sanalle a kuvajoukko

I = Ta(]0,1]) = Jmin{T5(0), Ta(1) }, max{Ta(0), Ta(1)}[-

a

Siten I C R on avoin véli ja I, = IZ N X, joten kutsutaan sitd sylinterin I, laajentumaksi reaaliakselille.
Liséksi merkintd B(z,r) tarkoittaa téssé osiossa avaruuden X palloa ja B*(z,7) sen laajentumaa reaa-
liakselille, eli reaaliakselin z-keskeistd ja r-siteistd palloa. Siis B(z,r) = B*(z,r) N X.

Todetaan aluksi apukuvaukselle ¢ lokaalia Holderiyttéd vastaava saénnollisyystulos.

Lemma 6.10.
Jokaiselle n € N ja a € N pdtee

n
sup sup{10() — v s € 1) <3 (3)
acN»

Todistus.

Todistus menee vaikkapa induktiolla luvun n suhteen. Tapauksessa n = 1 valitaan mielivaltainen ¢ € N
ja mielivaltaiset x,y € I*. Valitaan 2,y €]0,1[ siten, ettd T,(z') = x ja To(y') = y. Nyt saadaan
suoraviivainen arvio erotukselle

[U(x) — ¥(y)| = 2|log(z) — log(y)|

%)
=2 |log (
Tu(y')
a+y 3
=211 <2log2 < —.
Og(aﬂs)‘ B
Kiinnitetddn sitten n > 2 ja tehdéén induktio-oletus: Jokaisella k =1,...,n —1,c € NF jau,v € I} patee

ww vl <3(3) )

Kiinnitetdén mielivaltainen a = aq,...,a,) € N ja mielivaltaiset z,y € I}. Taas 16ytyy z’,y" €]0, 1] siten,
ettd Ta(2') = x ja Ta(y') = y. Huomaa, ettd nyt

1
Ta(2) = ——— 2
(2) == To02) (2)
kaikille z € X, missd a = (ag,...,a,_1) € N*~1. Hyodynnetiin vield lisiksi pientd algebrallista tulosta,

joka sanoo, ettd mikéli 0 < 8 < a < 1, niin kaikilla k € N

a+k o
xSV E (3)

=
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Lis#iksi voidaan olettaa, ettd Tz(y’) > Ta(x’). Arvioidaan lopulta erotusta

o(a) = v)] = 2 o (1) ’

@ 2log (LT ) s &)
a1 + Ta(x')

Viite seuraa siten induktioperiaatteesta. O]

Siten kuvauksen 1 rajoittuma avaruuteen X (jota merkitdéin samalla symbolilla) on lokaalisti Holder.
Sivuhuomiona téhén liittyva Gibbsin mitta pg, jota kutsutaan Gaussin mitaksi, mééritetdan asettamalla
jokaiselle B € B(X)

1 1
B) = —— dz.
Ha(B) log2/Bl+:z: *
Yksityiskohtien tarkastaminen jétetdéan lukijalle.

Mikéli korvataan jokaiselle pisteelle z € X pallot sylintereilld I,(,)), saadaan seuraava havainto.

Lemma 6.11.
Olkoon p € My ergodinen siten, ettd Ay, H (o, 1) < oo. Tdlldin p-melkein kaikilla x € X pdtee, ettd

. 1
lim ——log (Ia(m)‘n) =h,

n—oo n
. 1 .
nl;rr;o - log diam (Ia(x)‘n) = Ay

Todistus.
Koska a; on vahvasti generoiva ja H(az, ) < 0o, niin lauseiden 5.26 ja 5.27 nojalla p-melkein kaikilla
rze X

—%logu(Ia(x)‘n) "% b, (1)

Edelleen koska 0 < — [ ¥ dp = A, < oo, niin ¢ on p-integroituva. Siten Birkhoffin ergodisuuslauseen
nojalla u-melkein kaikilla x € X

%Snw(x) e (2)

Oletetaan sitten, etté pisteelle 2 € X on voimassa rajankiynnit (1) ja (2). Merkitddn nyt a = a(z) ja kiin-

nitetdéin n € N. Koska Ty on jatkuva vililld [0, 1] ja derivoituva vélilld ]0, 1], niin differentiaalilaskennan
viliarvolauseen nojalla 16ytyy z, €]0,1[ siten, ettd [Ta) (1) = Ta), (0)| = [T7 (2n)]. Tallsin

diam (I, ) = diam (Ij;‘n) — [Ty, (1) = Tay, (0)] = ’T;ln(zn) .

Edelleen saadaan laskettua a) ketjusdéntod kayttamalla, etta

log diam (I ) = log ’T;l (2n)

a:) log H |T‘;Ic (T(ak+17~--van)(zn))|
k=1

.....
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n—1

=Y o TH(Ta (2n))- (3)
k=0

Huomaa, ettd tapauksessa k = n tarkoittaa T, ., .. q,) identtistd kuvausta. Edelleen, koska

Tk (x), T" (Ta|n(zn)) € I:l o missd k =0,...,n — 1, niin kiyttidmélla lemmaa 6.10 saadaan
n—1 n—1
Sntb(x) = Y o TH(Tay, ()| < Y _ [0 T"(x) = o T(Ta (2))]
k=0 k=0

n 1 k
< — <3.
<>3 ( 2) <3 (4)
k=1
Télloin yhdistdméalld kohdat (2), (3) ja (4) saadaan pisteelle x
1 ) 1 1 .
- log diam(Z o,y ) = fﬁsnw(x) + -~ (Sntp(x) — log diam (Iae)| ) . (5)

Koska (1) ja (5) pétevit p-melkein kaikille € X, niin viite seuraa. O

Télloin mikali palloja voidaan approksimoida sopivasti sylintereilld, saadaan lause 6.9 todistettua. Jokaiselle
kiinnitetylle pisteelle € X ja riittédvéin pienelle r > 0 (eli B(z,7) C I4(,)|,) asetetaan

N(z,r) =max {k € N: B(z,r) C Ia(m)‘k}
n(x,r) =min{k € N: Inq) C Blz,r)}. (6.6)

Selvisti N(z,7) < n(z,r) sylinterien sisikkiisyydestéd johtuen ja N(z,7) — oo, kun r — 0. Olkoon nyt
z € X ja riittdvéan pieni > 0. T&ll6in saadaan arvio

g a@) v (a,r log u(La(e)l,,(y .
N(z,r) _W o logp (B(z,r) _ nlx,r) _w 67
n(z,r) logdiam(law,, )~ 10g(2r) T N(2,7) togdiam(Tawiy,.,)

n(xz,r) N(z,r)

Mikali aina 7»(@7)/N(z,r) — 1, kun  — 0, niin lause 6.9 seuraa lemmasta 6.11 ja arviosta (6.7). Seuraavan
havainnon perusteella néin kéy.

Lemma 6.12.

Olkoon x € X ja r > 0 riittdvin pieni, eli B(x,7) C Iqay,- Tdlloin n(z,7) < N(z,7) + 3, missd
N(z,r),n(x,r) ovat kuten yhtildissi (6.0).

Todistus.

Huomaa, ettéd voidaan kirjoittaa

N(z,r) = max{k eN: Iz(w)lk C B*(x,r)}
ja

n(z,r) = min {k‘ e€N:B*(z,7) C F';(w)\k} :
Merkitdén nyt a = a(z), N = N(x,r) ja n = n(x,r). Koska #érelliselle sanalle ¢ laajentuma I} on
aina reaaliakselin avoin vili, niin luvun N mééritelméisti johtuen nyt joko (i) sup I :;IN < x+rtai (ii)

+1

inf I :|N+l > z — r. Todistus nojautuu nyt kuvauksen T’ kasvavuuteen tai laskevuuteen, joka riippuu
luvun k pariteetista, ja kuvauksen |T.| laskevuuteen mielivaltaiselle #érelliselle sanalle ¢ (tdmé on lukijan
helppo todeta).

Valitaan nyt [ = 1,2 siten, ettii tapauksessa (i) luku N + [ on pariton ja tapauksessa (ii) se on pa-
rillinen. Merkitddn b = any;+1, missé siis ay4i+1 on a:n N 4+ [ + 1. komponentti. Nyt voidaan kirjoittaa

(I5) = Taj,, G+~ 071). (1)

b =T
alnyiq1 aly
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Kuvaus Ty Nt
etta

, on nyt laskeva tapauksessa (i) ja nouseva tapauksessa (ii). Téll6in saadaan tapauksessa (i),

*
a|N+l+1

x <supl W sup T b+ = inf Ty, (Jo, b+ 1)~

*

a|N+l
*

— *
= mfIalsz < sup]alNH < supfahv+1 <z+rT

ja vastaavasti tapauksessa (ii)

R @ . 14— _
x > inf fa|N+l+1 = inf Ty, (Jo+1)~" b7 "[) =sup Tajy,, (Jo,(b+ 1)~
= sup I;INH > ian’;lNH > inf[’;llN+1 >ax—r.
I*
a |N+I+1 -1
---------- T, (J0.b7)
..... Nl oo
| | | |
| I, | |
X supl * X+r
p a |N+I+1 Sup Ia |N+1
Tilanteen visualisaatio tapauksessa (i).
Kummassakin tapauksessa nahdain, etté
diam (Ta‘w (10, (b+ 1)—1[)) <r 2)

Seuraavaksi todetaan, ettd vilin Ta‘NH (IF) pituus ei voi ylittad vélin Ta|N+l (]O7 (b+ 1)—1[) pituutta.

Kayttamalld a) kuvauksen |T;|N+l| laskevuutta ja b) differentiaalilaskennan véliarvolausetta saadaan

diam (Ta|N+l (Ig‘)) = diam (Ta|N+l (](b +1)71, b_l[))

b)
. 1 -1
< dinm (Tay,, (070710 ) sup 74 ()]
b
L sup |, )
=———su
s 2 o0
1 !
<3270
a) 1
<-  mf |7 |
<50t Tal, )
_ . —1 . !
= diam (]0, (b+ 1)) ye]o,%il-fl)fl[ Ty, (y)‘
b) . 3
< diam (Tay,,,, (10, (0+1)7'])). (3)
Koska nyt « € I’;‘NHH =Ta,,,(I;), niin arvioiden (2) ja (3) nojalla vélttamétta
I:;|N+z+1 C B*(x,r)
jasitenn < N+1+1< N+ 3. O

Lemma 6.12 viimeistelee siten lauseen 6.9 todistuksen. Osion loppuun todetaan muutama pieni huomio
jatkoa varten. Riittédva ehto mitan p entropian H (o, 1) ja Ljapunovin eksponentin &érellisyydelle on
sen hadnnén polynomiaalinen viheneminen.
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Lemma 6.13.
Olkoon 1 € M. Mikili loytyy § > 0 siten, etti p({x € X : a1(z) > n}) = O(n=°), niin A, H(az, p) < 0.

Todistus.
Oletus voidaan yhtépitivisti kirjoittaa Y oo u(la) = O(n~%). llman yleisyyden menettimistd voidaan
olettaa vakion C' > 0 olemassaolo siten, ettéd jokaiselle n € N

o0

> n(Ia) < Cn0. (1)

a=n

Todetaan ensiksi Ljapunovin eksponentin #dérellisyys. Nyt voidaan arvioida, etté

Ay =— /logxd,u <22,u )log(a + 1)

ok+1_1

=23 Zf pla)logla+1) <Y 2 > pu(I,)log 25!
= -

0 a=2F

2log2(k +1) Y p(la) <> 2log2(k + 1)C2~°%
k=0 a=2Fk k=0

Clog2) Y (k+1)27°% < oc.
k=0

Entropian direllisyytti varten kiytetiiin apuna kuvausta —u, missi u : [0, 0o[— R, on kuten lemmassa
5.21. Nyt a) on helppo huomata, etti —u on kasvava vililld [0,e~!]. T4lloin saadaan

H(ovi, pt Zu )log p(1a)

=S {- > wT)logp(l)— D p(la)logp(IL)
k=0 2k <a<2kt! 2k <a<2kt?!
M(Ia)2272<k+3> /L(Ia)<272(k+3)

oo

<Y | Qg +3) Y ul)+ Y —ulu(l)
k=0 a=2F 2k <q<oktl
p(la) <27 2049
a) oo
< Z (2log2)(k +3) Z u(ly) + Z —u (272(“3))
k=0 a=2Fk ok < q okt

(1) <220+

((2 log 2)(k + 3) i u(I,) + 2F2720-3) (210 2) (k + 3))

a=2k

Mz L0]8

—~
=
—

<) " ((2log2)(k + 3)C27F + (27" log 2) (k + 3)27F)
k=0
= (2C1og2) Y (k+3)27% + (277 log2) Y (k+3)27" < o0.
k=0 k=0

O

Lopuksi todetaan, ettéd eksakti dimensio avaruuden X Borel-todennékoisyysmitalle ei voi ylittda lukua 1.
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Lemma 6.14.
Mikdli avaruuden X Borel-todenndkoisyysmitta p on eksaktisti dimensionaalinen, niin dimg p < 1.

Todistus.
Tehdddn antiteesi: dimg p > 1. Talldin méidritelmén 6.7 nojalla loytyy A € B(X), jolle u(4) =1 ja
jokaiselle pisteelle x € A 16ytyy 0 < r, < %, siten ettd kaikille 0 < r < r, pétee

. . log u(B(x,r))
1<d = lim ———~
< dma p= T log(2r)

Nyt pisteelle x € A voidaan kirjoittaa vaihtoehtoisesti

oo logu(Be,r) | logu(Bx.1)

rsb log(2r) r—0 log r

Talloin jokaiselle z € A ja 0 < r < 1, pétee

w(B(z,r)) <1 (1)

Tarkastellaan seuraavaksi mitan m yhtélén (6.2) mukaisesti asetettua laajentumaa [i reaaliakselille, joka
oli vélin [0, 1] kantama Borel-mitta. Nyt annetuille z € A, 0 <r < r, ja 0 < & < r, — r saadaan

Wz —rx+r]NX) < pu(B(z,r+e¢)) <r+e.

ja siten antamalla ¢ — 0 ndhddin p(jz — r,z +r] N X) < r. Télloin téstd huomiosta ja kohdasta (1)
saadaan laajentuman mééritelméd kéyttéen, ettd jokaiselle x € A ja 0 <r < 7

flz—rx+r])=p(lr—rz+r]NX) <r<2r=dam([z—rz+r]). (2)

Nyt voidaan olettaa, ettd a) jokaisella x € A pitee [x — rp,xz + 7] CJ0,1] ja b) infyear, = O.
T&llsin kdyttaméalla oletusta b) ja Vitalin peitelausetta 2.23 (A on nyt reaaliakselin Borel-joukko) sul-
jetuille vileille [x — 47 1r,, x + 471r,] 16ytyy numeroituvasti pisteiti xq1,x2,... € A siten, ettd vilit
[#; — 47 Yr,, @, + 47 1r,,] ovat ¢) pareittain pistevieraat ja

i (A\U[xi 41Tzi,$i+41%i]> =0. (3)

Mutta talloin

%

A \ |_|[‘TZ - 4717”1%? i+ 41T$i]> + :a <|_|[‘rl - 4717‘3%7 Ti + 41TT7]>

7 i

i
ap (A O Jlos — 47 ey 1 + 4-174%])

® i ([wi — 4 gy, +471ry,))

a)+c)
(? Zdiam ([xl — 47y a4 4_17"@1.]) %

%

T&am4& on ristiriita ja siten valttaméattd dimg p < 1. O
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6.4 Gibbsin mitan Fourier-muunnoksen viheneminen

Lopuksi tarkastellaan, milld reunaehdoilla Gibbsin mitan tai sen laajennuksen Fourier-muunnos on
polynomiaalisesti viahenevé ja erityisesti siten Rajchman-mitta. Seuraava tulos, jota voi pitdéd luvun
ja oikeastaan koko tutkielman huipentumana, antaa yhden vastauksen tidhin kysymykseen katso [10,
Lause 1.3 s.4].

Lause 6.15 (Jordan—Sahlsten).
Olkoon p € My Gibbsin mitta Gaussin kuvaukselle ja i yhtdlon mukainen laajentuma. Mikdli

(i) jokaisella n € N pétee u({x € X : a(z); > n}) = O(n=9%), jollain § > 0 ja
(it) dimpg p > 1,
niin loytyy n > 0 siten, etti ji(z) = O(|z|™"). Siten fi on Rajchman-mitta.

Huomaa, ettd lemman 6.12 nojalla ehto (i) takaa eksatin dimensionaalisuuden. On huomattava, etté tulos
on osoitettu nimenomaan Gaussin kuvauksen antamassa dynaamisessa systeemissé. Jordan ja Sahlsten
ovat kédyttédneet nyt mitan g muunnokselle konventiota

(2) = / e (y),

joka poikkeaa téssi tyossa kiytetystd madritelmésti. Koska ne kuitenkin poikkeavat vain vakiokertoimella
toisistaan, on tdmé yhdentekevid. Nyt voidaan kysyé, voiko tuloksen yleistéd yleisiin vasemman siirron
konjugaattisysteemeihin. Lauseelle 6.15 16ytyy erindisid sovelluksia, katso [10, s.4-5].

tl)

Lopuksi kdydéddn Jordanin ja Sahlstenin todistus lauseelle 6.15 léapi ideatasolla. Tarkka todistus on
hyvin tyolds ja tekninen ja lukijan tehtdviksi jai itse tutkia tdmé paperista [10] ldpi. Tarkastelun
painopiste onkin téssa katsauksessa ennen kaikkea kohdissa, joihin voidaan soveltaa aiemmin esiteltya
teoriaa vasemman siirron konjugaattisysteemeistd. Kappaleen 6.3 tuloksia tarvitaan myos tarkasteluissa.
Tarkastelu on jaoteltu nyt pienempiin pykéaliin.

6.4.1 Alustus

Tarkasteluissa g on lauseen 6.15 ehdot toteuttava Gibbsin mitta Gaussin kuvaukselle ja Q > 1 on
madritelmén 5.37 mukainen vakio mitalle p. Olkoon edelleen ¢ nyt lauseen 5.57 mukainen potentiaali,
jolle seuraavat ominaisuudet ovat voimassa

(i) P(e) =0,
(i) ¢ <0,
(i) L,1=1,
(iv) [y Log dp= [y g du jokaisella g € Cp(X;C).
Jokaiselle n € N ja a € N” méaritellddn paino w, 1 X — R asettamalla jokaiselle z € X

wa(z) = eSne(Ta(z))

Kyseessd on merkintoji selkeyttévi notaatio, silld nyt arvio (6.4) sylinterin I, mitasta voidaan kirjoittaa

Q 'wa < p(la) < Qua. (6.8)
Edelleen yhtélostd (6.3) saadaan esitys n kertaa siirto-operaattorilla operoidulle kuvaukselle g € Cp(X;C)
£<Png = Z Wa (g © Ta)' (69)

aeN»

Lauseen 6.15 oletuksesta (i) seuraa nyt lemman 6.14 ja lauseen 6.8 nojalla, ettd u on eksaktisti dimensio-
naalinen ja dimg p = hu/x,. Merkitiéin titd lukua jatkossa symbolilla s. Kuvaus ¢ : X — R asetetaan
kuten yht#lsssd (6.5). Birkhoffin ergodisuuslauseen nojalla saadaan nyt, ettid p-melkein kaikilla x € X

n—oo n

1
— lim —Spp(z) = —/ ¥ dp =\,
X

96



Koska nyt H (o, p) < oo ja P(y) = 0, niin tasapainoyhtélon (5.8) mukaisesti

huz—/godu.
X

Télloin edelleen soveltaen ergodisuuslausetta saadaan, ettd pu-melkein kaikilla x € X

Snp(z) hy, _

im =
n—00 Sn¢(x) )\#
Jatkossa halutaan approksimoida dimensiota s osaméérin S»#(#)/s,y(x) avulla. Lemman 6.14 ja lauseen

6.15 oletuksen (ii) nojalla saadaan arvio dimensiolle

1
5 <s<L (6.10)

6.4.2 Suuret poikkeamat ja sddnnolliset sylinterit
Aiemman tarkastelun perusteella p-melkein kaikille © € X saadaan

ESngo(x) s -\, ja SRES A Py

Annetulle tarkkuudelle € > 0 voidaan osoittaa, ettd niiden pisteiden, joille %Snap(x) poikkeaa tarkkuuden

€ yli termistd —J\,, joukon mitta vihenee eksponentiaalisesti muuttujan n suhteen. Vastaavaa koskee

my6s niiden pisteiden joukkoa, joille gzﬁg poikkeaa tarkkuuden € yli dimensiosta s. Siis jokaiselle € > 0

I6ytyy 6 = d(e) > 0 ja ny = ny(e) € N siten, etté jokaiselle n > ny

L ({x €X: ‘:LSnw(m) + A‘ > 6}) <e™™ ja
u ({x €X: ’gzig; —s|> e}) <em (6.11)

Naiitd kutsutaan arvioiksi suurille poikkeamille, katso [10, s.11-14]. Epéyhtéloiden (6.11) todistuksessa
tarvitaan paitsi erinéisid teknisié tuloksia, my0s erityisesti informaatiota

p({z e X :a(z); >n}) =0n7°).

Annetuille € > 0 ja n > 2 madritellddn n-sddnnollisten pisteiden joukko asettamalla

st ),

)

Snih(x)

Edelleen annetulle € > 0 asetetaan n-sddnndllisten sanojen kokoelma asettamalla

An(e) = {33 eX: ‘:LSnw(x) + A

Rale)= [ {a€N":1I,, C Aue)}).
k=[n/2)

Mikili a € N on n-sddnnollinen, niin télléin I, on n-sddnnéllinen sylinters. Merkitdian niiden sylinterien

unionia
R,(e) = U L.
acER, ()

Seuraavaksi annetulle e > 0 18ytyy sopivasti valittu parillinen ng = ng(e) € N sitten, ettd jokaiselle
n > ng ja a € R, () saadaan erindisié arvioita mm. vastaavaan sylinteriin I, ja painoon w, liittyen, joita
tarvitaan myshemmin, katso [10, s.15-16]. Ympéripyoreésti sanottuna n-sdinnollisilld sylintereilli on
erindisid sidnnollisyysominaisuuksia, kun n > ng. Edelleen saadaan arvioiden (6.11) pohjalta jokaiselle
n > ng arvio

(X \ Ry(e)) < e, (6.12)
missé § = §(5) on kuten arvioissa suurille poikkeamille, katso [10, Lemma 5.2 s.16]. Siispé isoilla indekseills
n-sdannollisten sylinterien ulkopuolelle jaid mitan mielessd muuttujan n suhteen eksponentiaalisesti
pieneneva joukko, kun n kasvaa rajatta.
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6.4.3 Vakioiden kiinnitys ja Fourier-muunnoksen hajotelma

Seuraavaksi padstiéin aloittelemaan varsinaista todistusta, katso [10, s.16-17]. Mé&éaritelldén aluksi vakio

_ 252 — s
s T @51+ 28)

Huomaa, ettd arvion (6.10) nojalla ns > 0. Kiinnitetééin sitten € > 0 niin pieneksi, ettd

1.
s<% ja ms — 38 > 0.

Tavoitteena on nyt osoittaa

. . s

()] = O (Ja] 788 4 275 ) (6.13)
jolloin lause 6.15 selvé. Olkoon sitten ng = ng(e) ja 6 = 6(5) > 0 kuten aiemmin. Kiinnitetdén seuraavaksi

2 siten, etti |z| > e(1+29) Xm0 Tillsin 16ytyy n > ng, jolle

e(1429)Aum < 2| < e(1+28) X (n+1) (6.14)

Tarkastellaan muunnosta /i pisteessii z. Aluksi voidaan kirjoittaa

i) = [ e diia) = [ e dufa),

X

Midritellddn kuvaus h, : X — C, missi kaikille z € X asetetaan h,(z) = e~ 2™*¥. Selviisti h € Cp(X;C),
joten nyt voidaan soveltaa Ruellen siirto-operaattoria n kertaa ja saadaan

ﬁ(z):/ h. duz/ Ly, dp.
X X

Seuraavaksi tarkastellaan n kertaa operoitua kuvausta h. Nyt yhtélon (6.9) mukaisesti

L "h. =Y wa (hoTy).

acNn

Jaetaan tdmé sddnollisten ja epdsddnnollisten sanojen avulla kahden funktion summaksi £,"h, = f. + ¢,

missé
f= Z Wa (h o Ta)

acER, ()

on sddnndllinen osa ja

g, = Z wa (hoTy).

aeN"\R,(¢)

on epdsddnndllinen osa. Tall6in muunnos saadaan hajotettua integraaleiksi sddnnollisen ja epésddnnéllisen
osan yli

fi(z) =/sz du+/ng dp. (6.15)

Motivaatio hajotelmaan on se, ettd sdéannollisen osan integraalin arvioinnissa voidaan hyodyntad n-
sdannollisten sylinterien ominaisuuksia, kun taas toista integraalia voidaan kontrolloida mitan mielessa.
6.4.4 Siddnndllisen ja epidsidédnndllisen osan integraalin arviointi

Mikéli integraaleja [ [z duja / « 9= dp osataan estimoida sopivasti, niin edellisen yhtélén (6.15) pohjalta
saadaan haluttu viite. Jatkossa notaatio u(z) < v(z) tarkoittaa, ettd 16ytyy riippumaton vakio K siten,
ettii jokaiselle z € R, jolle |z| > e(1+29) um0 | pitee

u(z) < Ko(z).
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Epéasaannollisen osan integraali on helppo tapaus, silld sitd voidaan kontrolloida mitalla suurten poikkea-
mien arvion pohjalta. Saadaan siis arvio

/Igz\du/ >, wadu</ > Qu()

aeN"\R, (¢) aeN"\R,, (
=Q > )= QM(X\Rn(e))
aeN™\R, (¢)

b) _sn c) 5 5
S Qe vy S Q€4 |Z‘ I(1+2s) Ay
= Qed o B G € Qeda

Tassé kohdassa a) on kiytetty arviota (6.8), kohdassa b) arviota (6.12), kohdassa c) arviota (6.14)

itseisarvolle |z| ja kohta d) seuraa havainnoista &(% -1 +25) < 0 ja |z|] > 1. Siten epésaénnollisen osan

integraalille patee
s
/ 92| dp < [2] 2R (6.16)
X

Seuraavaksi padstidin sddnnollisen osan arviointiin, johon Jordan ja Sahlsten ovat varsinaisesti keskitty-
neet, katso [10, s.19-27]. Ohitetaan kaikki teknisyydet ja tarkastellaan muutamaa kddnnekohtaa. Aluksi
hy6dyntamalld sadnnollisten sylinterien ominaisuuksia saadaan arvio

Syn

/ Ifo] dp < e(—BXuFeNn | ||fz||§e((1—5)ou\u(3—s)5A,L+3/\,m)n +e T, (6.17)
X

missi a = 25+2¢, B = (14+28)ns, v = a+ B ja || f.|2 on yhtilsn (2.2) mukainen £2-seminormi® Lebesguen
mitan rajoittuman suhteen avaruudessa X, katso kisittelyéd varten [10, s.19-20 ja s.26]. Tarkastellaan
epiyhtilon (6.17) oikealla puolella olevia termeji, joita merkitdén nyt

ti1(z) = e(—B/\wew)n,

tz(z) _ Hfz”%6((175)04)\“(375)5/\“+3)\“57)n,

t3(z) = e

Termeille t1(z) ja t3(z) on helppo laskea arvion (6.13) pohjalta arviot

5
t1(2) < |27 ja ts(z) < J2| T, (6.18)

katso [10, s.26]. Ongelmaksi muodostuu termi to(z), silli £2-seminormin nelitn edessé oleva kerroin
e((1=5)aru(3=5)BAu+30.e7)n kagvaa eksponentiaalisesti luvun n kasvaessa rajatta. Ongelma on kuitenkin
poistuva, silld normin neliélle saadaan arvio

1£2113 < |27 e(F +I5Mm p o(=shutsruein, (6.19)

katso [10, s.20-27]. Arviointityd on erittdin tyolds, tekninen ja nojaa vahvasti sdénnollisiin sylintereihin ja
Gaussin kuvauksen epiilineaariseen luonteeseen. Témiin avulla pienen laskemisen jélkeen, katso [10, s.27],
saadaan my6s termille ¢5(z) arvio

ta(2) < |z| 738, (6.20)

Télloin arvioiden (6.17), (6.18) ja (6.20) pohjalta saadaan
.
/ o] dp <[] 73 o [
X

Téami yhdistettynid yhtéloon (6.15) ja arvioon (6.16) saadaan lopulta arvio (6.14) ja lause 6.15 on siten
selvi.

3Jordan ja Sahlsten puhuvat L2-normista
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