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Tassd tyossd tarkastellaan konformikuvauksia ja sitd, miten niitd voidaan hyd-
dyntdd fysiikan ongelmissa. Konformikuvauksella tarkoitetaan analyyttistd injektiota
avoimelta, yhtendiseltd joukolta kuvajoukolleen. Konformikuvauksilla on se ominai-
suus, ettd ne sailyttavit kdyrien véiliset kulmat.

Tyossa todistetaan Riemannin kuvauslause, jonka mukaan avoin, yhdesti yhtenii-
nen kompleksitason aito osajoukko voidaan kuvata konformikuvauksella yksikkokie-
koksi. Fysiikan ongelmissa tulee joskus vastaan tilanteita, joissa ongelmaa ei osata
ratkaista alkuperiisessi, mahdollisesti monimutkaisessa alueessa, mutta alue saadaan
konformikuvauksen avulla muutettua muotoon, jossa ongelma osataan ratkaista. Rie-
mannin kuvauslause kertoo kuitenkin vain tallaisen kuvauksen olemassaolosta, mutta
ei ota kantaa siihen, mikd kuvaus tarkalleen on.

Toisinaan téllaisen kuvauksen muoto saadaan kuitenkin selvitettyd. Téassd tyos-
sé esitellddn ja todistetaan Schwarzin ja Christoffelin kaava, jonka avulla saadaan
muodostettua konformikuvaus monikulmion ja kompleksitason ylemméin puolitason
vélille. Kuvaus osataan ratkaista suljetussa muodossa muutamassa yksinkertaisessa
tapauksessa, joista esimerkkini esitellddn téssd tyossd Schwarzin kolmiofunktiot.

Tyon lopussa esitelldan vield muutama fysiikan ongelma, joissa konformikuvauksia
voidaan hyodyntad. Téllaisia ongelmia 10ytyy esimerkiksi virtausmekaniikasta, ldm-
monjohtavuudesta sekd sdhkostatiikasta.

Avainsanat:Konformikuvaus, Riemannin kuvauslause, Schwarzin ja Christoffelin
kaava
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1. JOHDANTO

Tassd tyossd perehdytddn konformikuvauksiin ja niiden hyodyntdmiseen fysiikan
ongelmissa. Konformikuvausten avulla saadaan usein palautettua monimutkaisen muo-
toiset alueet esimerkiksi kiekoiksi tai puolitasoksi, miké helpottaa fysikaalisten ongel-
mien ratkaisemista. Teksti pohjautuu ldhteisiin [1], [2], [3], [4], [5], [6] ja [7].

Toisessa luvussa kisitellidn Cauchyn lauseen lokaali versio ja esitellddn sen tér-
keimpid seurauksia. Cauchyn lauseen avulla saadaan johdettua muun muassa Cauc-
hyn integraalikaava sekd Cauchyn integraalikaava derivaatoille, jonka avulla monien
integraalien laskeminen palautuukin derivointiin, miki on usein helpompaa. Cauchyn
lauseen seurauksena saadaan mydskin osoitettua, ettd analyyttisen funktion kaikki
derivaatat ovat analyyttisia, mikd on vahva tulos analyyttisille funktioille. Suurin osa
luvun 2 todistuksista pohjautuu ldhteeseen |7].

Luvussa 3 kisitelldan funktiojonojen tasaista ja normaalia suppenemista seké nii-
hin liittyvid tuloksia. Tasainen ja normaali suppeneminen ovat keskeisessi osassa nor-
maaliperheiden teoriassa, johon perehdytdin myohemmin tyossid. Luvussa ndhd&an
muun muassa, ettd normaalisti suppenevan jonon funktioiden jatkuvuus ja analyyt-
tisyys periytyvat rajafunktiolle. Suurin osa tdaménkin luvun todistuksista pohjautuu
léhteeseen [7].

Luvussa 4 méaritelliin normaaliperheet, seki kiydédan lapi joitakin niiden ominai-
suuksia. Luvussa maéaritelladn myos yhtajatkuvuuden ja pisteittdisen rajoittuneisuu-
den késitteet ja huomataan, ettd Arzéla-Ascolin lauseen nojalla jatkuvan funktioper-
heen normaalius on yhtdpitdvia sen yhtdjatkuvuuden ja pisteittdisen rajoittuneisuu-
den kanssa. Lisdksi luvussa todistetaan Montel’'n lause, jonka mukaan analyyttisen
funktioperheen normaaliuden testaamiseksi riittda tarkastella sen pisteittéistd rajoit-
tuneisuutta.

Luvun 5 keskeisin tulos on residylause, jolla on monia hyddyllisia seurauksia. Resi-
dylauseen avulla saadaan johdettua muun muassa avoimen kuvauksen lause seki muu-
tamia univalentteja funktioita, eli analyyttisid injektioita, koskevia tuloksia. Kappa-
leessa keskitytadn ainoastaan taméan tyon kannalta tarkeisiin tuloksiin, eikd perehdyta
sen tarkemmin residyteoriaan. Kappaleen tulokset ovat pddasiassa 1&hteesté [7].

Luvussa 6 maéritellidn konformikuvaus ja esitellddn sen ominaisuuksia. Konformi-
kuvaukset ovat kompleksitason kuvauksia, jotka sdilyttivat kiyrien véliset kulmat.
Luvussa huomataan, ettd konformisuus on yhtépitdvia sen kanssa, ettd kuvaus on
analyyttinen injektio. Lisdksi esitelldén eksakti muoto konformikuvauksille, jotka ku-
vaavat yksikkopallon itselleen. Luvun tulokset ovat péafosin lahteista [1] ja [7].

Luvussa 7 todistetaan Riemannin kuvauslause. Riemannin kuvauslauseen nojalla
kompleksitason yhdesti yhtendinen avoin aito osajoukko voidaan kuvata konformiku-
vauksella yksikkokiekolle. Lause ei kuitenkaan kerro mitdan siitd, millainen kuvauk-
sen eksakti muoto on, vaan ainoastaan takaa sellaisen olemassaolon. Luvun tulokset
pohjautuvat 1dhteeseen [7].

Luvussa 8 kisitellddn konformikuvauksia monikulmioille. Luvun térkein lause on
Schwarz-Christoffelin kaava, joka antaa eksaktin muodon kuvauksille, jotka kuvaavat
puolitason monikulmiolle. Huomataan, etta tillaisen kuvauksen avulla saadaan eksak-
ti muoto Riemannin kuvauslauseen ennustamalle konformikuvaukselle monikulmiolta
vksikkdkiekolle, kun tiedetdén konformikuvaus ylemmén puolitason ja yksikkokiekon
valilld. Luvun tulokset ovat ldhteista [1], [3] ja [7].



Viimeisessd luvussa esitelldén joitakin fysiikan ongelmia, joiden ratkaisemisessa voi-
daan kiyttad hyviksi konformikuvauksia. Téllaisia ongelmia ilmenee esimerkiksi vir-
tausmekaniikassa, lammonjohtavuudessa sekd siahkostatiikassa. Kappaleen esimerkit
ovat kirjoista [4], [2] ja [5].



HIEMAN TERMISTOA

Luonnolliset luvut
N=1{0,1,2,..}
Awvoin kiekko
B(zg,r) ={2€C:|z— 2| <1}
Suljettu kiekko

B(zo,r) ={2€C:|z— 2| <71}
Punkteerattu kiekko
B*(z0,7) ={2€C:0< |z — 2] <7}
Keha
S(zo,7) ={2€C:|z—2| =1}
Oletetaan, ettd A C C. Talloin saadaan seuraavat méadritelmét:
Sisapisteiden joukko

IntA={z€A: 3r>0s.e. B(z,r) C A}
Ulkopisteiden joukko
ExtA={z€C: dr>0se. B(z,r) CC— A}
Reunapisteiden joukko
IA={2€C: Vr>0B(z,r)NA#(jaB(z,r)N(C—A) #0}

Sulkeuma

A={2€C: Vr>0DB(z,r)NA#0}

Laajennettu kompleksitaso

C=CU{oo}
Laajennettu reuna

OA={2€C: Vr>0B(z,r)NA#0DjaB(z,r)N(C— A) # 0}

Laajennettu sulkeuma

A={zeC:Vr>0B(zr)NA+0}
Lisaksi tyossa kiytetdan seuraavia merkintoja ja termejé:
Jatkuvien funktioiden joukko

CWU)={f:U — C; f jatkuva}
Jatkuvasti derivoituvien funktioiden joukko
CYU) ={f :U — C; f' on olemassa ja jatkuva}

Jordan-kdayri—suljettu, itseddn leikkaamaton kayra



2. CAUCHYN LAUSE JA SEN SEURAUKSET

Tassd tyossd tutkitaan lahestulkoon pelkdstddn analyyttisia funktioita ja niiden
ominaisuuksia. Funktio on analyyttinen pisteessa zy, mikili se on kompleksisesti de-
rivoituva tassd pisteessid. Sanotaan, ettd funktio on analyyttinen, mikili se on de-
rivoituva kaikissa méarittelyjoukkonsa pisteissd. Usein pistettd z € C merkitdan
z = x + iy, missd z,y € R ovat pisteen reaali- ja imagindiriosat, ja funktiota
f(z) = f(z,y) = u(z,y) + w(z,y), missd u(x,y),v(z,y) € R ovat funktion reaali-
ja imaginédriosat. Talloin funktio f on analyyttinen, jos ja vain jos sen reaali- ja ima-
ginddriosien osittaisderivaatat ovat olemassa ja jatkuvia, sekd toteuttavat Cauchy-
Riemannin yhtdlit

aa:u('ra y) = ayv(xv y)
8y“($ay) = _8Iv(x7y) :

Analyyttisilla funktioilla on monia hyodyllisid ominaisuuksia. Erityisesti kaikki ana-
lyyttiset funktiot ovat jatkuvia. Téssé luvussa esitellddn Cauchyn lause ja sen seurauk-
sia. Cauchyn lauseen lokaalin version nojalla analyyttisen funktion polkuintegraali yli
suljetun, paloittain silein polun héivida. Téassa tyossé esitelladn vain Cauchyn lauseen
lokaali, kiekossa madaritelty versio.

Suurinta osaa tdmén luvun tuloksista ei todisteta téssd tydssi, silld ne sisdltyvit
kompleksianalyysin kursseihin. Useimpien lauseiden todistukset 16ytyvét kirjasta [7].

Seuraava lemma toimii aputuloksena Cauchyn lauseen todistuksessa. Lemman no-
jalla analyyttisen funktion integraali suorakulmion reunan yli havisa.

Lemma 2.1. Jos funktio f on analyyttinen avoimessa joukossa U, niin

f(z)dz=0
OR

kaikille suljetuille suorakaiteille R C U.
Todistus. Todistus sivuutetaan, ks. esimerkiksi |7, p.141]. O
Nyt voidaan muotoilla Cauchyn lause kiekossa:

Lause 2.2. (Cauchyn lause kickossa)
Olkoon B C C avoin kiekko ja f analyyttinen B:ssd. Talloin

/7 f(2)dz =0

kaikille suljetuille, paloittain sileille poluille ~.

Todistus. Todistus pohjautuu muun muassa Lemmaan 2.1. Ks. esimerkiksi |7, p.148|.
[

Olkoon v : I — C suljettu, paloittain siled polku ja z € C — ~(I). Talloin ~:n
kiertoluku n(vy, z) z:n ympdri on luku

1 d¢
n(%z)—%[yf_zez.

Kiertoluvulle pétee seuraava tulos:
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Lemma 2.3. Olkoon vy : I — C suljettu, paloittain siled polku ja olkoon U = C—~(I).
Talloin:
(1) n(7y,z1) = n(y, 22), kun 21 ja zo kuuluvat samaan U:n komponenttiin
(ii) n(vy,z) = 0 kaikille z, jotka kuuluvat U :n rajoittamattomaan komponenttiin
(111) kun v on yksinkertainen, joko n(vy,z) = 1 kaikille rajoitetun komponentin pis-
teille z tai n(~y, z) = —1 kaikille sellaisille z.

Nyt voidaan esitelld Cauchyn integraalikaava kiekossa:

Lause 2.4. (Cauchyn integraalikaava kiekossa)
Olkoon f analyyttinen avoimessa kiekossa B ja v : I — B suljettu, paloittain siled

polku. tdlloin
1 d.
() = 5 [ L%

kaikille z € B — ~(I).

Todistus. Cauchyn integraalikaava voidaan todistaa Cauchyn lauseen avulla. Todistus
16ytyy esimerkiksi kirjasta |7, p.161]. O

Cauchyn integraalikaavan seurauksena saadaan muun muassa, ettd analyyttisen
funktion derivaatta on analyyttinen, jolloin funktio on itseasiassa ddrettoméin monta
kertaa derivoituva ja kaikki derivaatat ovat analyyttisia ja jatkuvia.

Lause 2.5. Jos f on analyyttinen avoimessa joukossa U, niin myds f' on analyyttinen
U:ssa. Erityisesti siis, f € CY(U).

Seuraus 2.6. Jos f on analyyttinen avoimessa joukossa U, niin se on ddrettéman
monta kertaa derivoituva. Lisiksi funktiot f', f",....f®,... ovat analyyttisia U:ssa.
Erityisesti siis, f € C.

Analyyttisen funktion derivaatan analyyttisyydestd seuraa myts Cauchyn lauseen
vastakkainen suunta suorakulmioille. Tata tulosta kutsutaan Moreran lauseeksi ja se
kertoo, ettd mikaili funktion polkuintegraalit yli suljettujen suorakaiteiden reunojen
hévidvat, funktio on analyyttinen.

Lause 2.7. (Moreran lause)
Olkoon funktio f jatkuva avoimessa joukossa U. Oletetaan, ettd

f(z)dz=0
OR

kaikille suljetuille suorakaiteille R C U, joiden sivut ovat koordinaattiakseleiden suun-
tarsia. Talloin f on analyyttinen U :ssa.

Todistus. Todistus télle ei ole pitki. Se 16ytyy esimerkiksi kirjasta |7, p.165]. O

Kun Moreran lause yhdistetdin Lemman 2.1 kanssa, saadaan seuraava hyodyllinen
tulos:

Lause 2.8. Olkoon funktio f jatkuva avoimessa joukossa U ja analyyttinen joukossa
U —{z}. Tdlloin [ on analyyttinen joukossa U.

Todistus. Moreran lause 2.7 + Lemma 2.1. O



Cauchyn integraalikaavasta voidaan johtaa myos versio analyyttisen funktion deri-
vaatoille:

Lause 2.9. Olkoon funktio f analyyttinen avoimessa kiekossa B, k € N ja~v: I — B
suljettu, paloittain siled polku. Tédlloin

n(y,2)fP(2) =

- omi

B / F()dg
L (€ — 2k
kaikilla z € B —~(I).
Todistus. Todistus 16ytyy esimerkiksi kirjasta [6, p.95]. O

Lauseen 2.9 avulla saadaan johdettua arvio analyyttisen funktion derivaattojen
moduleille:

Lause 2.10. (Cauchyn estimaatti)
Olkoon f analyyttinen avoimessa kiekossa B = B(zo,7) ja |f(2)| < m kaikilla z € B
jollakin m > 0. Tdlloin kaikille k € N pdtee

klmr

(k)
‘fk (2)] < (r — |z — 20| )FH

kaikilla z € B. Erityisesti | f® ()| < klmr=*.

Todistus. Todistus pohjautuu Lauseeseen 2.9. Se 16ytyy esimerkiksi kirjasta |7, p.167].
O

Cauchyn estimaatin avulla huomataan, ettd jos koko kompleksitasossa maéaritelty
analyyttinen funktio on rajoitettu, sen tdytyy olla vakio. Tatd tulosta kutsutaan
Liouwillen lauseeksi.

Lause 2.11. (Liouvillen lause)
Jos analyyttinen funktio f : C — C on rajoitettu, sen tiytyy olla vakio.

Todistus. Todistus loytyy esimerkiksi kirjasta |1, p.122]. O

Seuraavaksi tarkastellaan Riemannin kuvauslauseen todistuksessa tarvittavia tu-
loksia analyyttisille funktioille.

Olkoon U C C avoin joukko. Kéyréin v sanotaan olevan 0-homologinen U :ssa, mikili
n(y, z) = 0 kaikilla z € C—U. Alueen D sanotaan olevan yhdesti yhtendinen, jos kaikki
suljetut, paloittain siledt polut v ovat 0-homologisia D:ssd. Yhdesti yhtendisyydesta
seuraa muun muassa analyyttisen funktion primitiivin olemassaolo.

Lause 2.12. Olkoon D € C alue. Tdlloin D on yhdesti yhtendinen, jos ja vain jos
jokaisella analyyttisella funktiolla f - D — C on primitiivi.

Todistus. Todistus ei ole pitki, se 16ytyy esimerkiksi kirjasta |7, p.196]. O

Olkoon D C C alue ja olkoon f : D — C, f(z) = z. Télléin logaritmin haara
alueessa D on analyyttinen funktio g : D — C, jolle pitee e9*) = 2 = f(2) kaikilla
z € D. Tallgin erityisesti taytyy péted 0 ¢ D, toisin sanoen f:n nollakohdat eivét
sisélly alueeseen D.

Logaritmin haara voidaan méaaritelld yleisemminkin mielivaltaiselle analyyttiselle
funktiolle f : D — C. Analyyttista funktiota g : D — C, jolle pitee e9) = f(z)
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kaikilla z € D, sanotaan funktion f logaritmin haaraksi alueessa D, mikili sellainen
on olemassa. Jos funktiolla f on nollakohtia alueessa D, tillaista funktiota ei selvis-
tikdan voi olla olemassa. Ehto f(z) # 0 kaikilla z € D ei kuitenkaan takaa funktion
logaritmin haaran olemassaoloa. Seuraavaksi johdetaan hyddyllinen tulos funktion
logaritmin haaran olemassaololle.

Lause 2.13. Olkoon D C C alue. Tdlléin D on yhdesti yhtendinen jos ja vain
jos jokaiselle analyyttiselle funktiolle f, jolla ei ole nollakohtia D:ssa, on olemas-
sa log f(z):mn haara alueessa D.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd D on yhdesti yhtendinen. Olkoon f analyyttinen
funktio, jolla ei ole nollakohtia. Talloin Lauseen 2.12 nojalla analyyttisella funktiolla
f'(2)/f(z) on primitiivi F'(z) alueessa D.
Olkoon zy € D. Méaéritellddn Iy : D — C,
I1(z) = F(2) — F(20) + Log(f(20)) -

Maéritelladn lisdksi g : D — C,
g(2) = f(z)e 1)
Talloin
g(zo) fr f(zo)eilf(zo) = f(zo)eF(ZO)fF(ZO)fLOg(f(ZO))

ja kaikille z € D pitee
g () =f(2)e @ —f (Z)l’f(Z)e’lf ©
= [(2)e1® — f(2)F'(z)e”!

_ P —ls(z) _ p /(Z)
— FRet -
=0.

Siispi g on vakio, g = 1. Téllgin siis 1 = f(2)e ), joten e) = f(z). Siispd I(2)
on log f(z):n haara alueessa D.

Oletetaan sitten, ettd jokaiselle analyyttiselle funktiolle f : d — C, jolla ei ole
nollakohtia alueessa D, on olemassa logaritmin haara alueessa D.

Olkoon z € C — D ja olkoon f: D — C, f({) = ¢ — z. Koska f on analyyttinen
ja # 0 alueessa D, oletuksen nojalla log f:lla on haara alueessa D. Valitaan téllainen
haara, g : D — C. Téllin

ja

1A= on Q " omi g(Q)dC =0

kaikilla suljetuilla, paloittain sileilld pohulla v alueessa D. Koska tamé pétee kaikille
z € C — D, kaikki téllaiset polut v ovat 0-homologisia D:ssa. Siispd D on yhdesti
yhtendinen. U



3. TASAINEN JA NORMAALI SUPPENEMINEN

Tassé luvussa tarkastellaan funktiojonojen tasaista ja normaalia suppenemista ja
niistd seuraavia tuloksia. Kerrataan aluksi eri suppenemistyyppien maaritelmét.

Funktiojonon (f,), missd f,, : A — C, sanotaan suppenevan pisteittdin kohti raja-
funktiota f, mikali kaikilla z € A pitee

Tim fu(z) = f(2) -

Tatéa vahvempi suppenemisen muoto on tasainen suppeneminen. Funktiojonon (f,,)
sanotaan suppenevan tasaisesti kohti rajafunktiota f, mikili kaikille e > 0 16ytyy
sellainen N = N, € N, ettd |f,(z) — f(2)| < € kaikilla z € A aina kun n > N.

Tasaisessa suppenemisessa funktiojonon funktioiden analyyttisyys periytyy raja-
funktiolle.

Lause 3.1. Olkoon (f,) jono joukossa A jatkuvia funktioita siten, ettd f, — f tasai-
sesti A:ssa jollekin f. Tdlloin f on myds jatkuva A:ssa. Lisdksi

/f(z)dz = lim | f.(2)dz

n—o0
¥

kaikille joukon A paloittain sileille poluille .
Todistus. Todistus 16ytyy esimerkiksi kirjasta |7, p.244-245]. O

Tasaisen suppenemisen todistaminen maéritelmén avulla voi kuitenkin vililla ol-
la hankalaa, jos esimerkiksi funktiojono koostuu monimutkaisista funktioista. Tatéa
varten esitellain Cauchyn ehto tasaiselle suppenemiselle.

Funktiojonoa (f,) sanotaan tasaiseksi Cauchy-jonoksi joukossa A, mikili kaikille
e > 0 1oytyy luku N = N, € N siten, ettd |f,(2) — fi(2)] < € kaikilla z € A, kun
m > n > N. Tasaisesti suppeneva funktiojono on selvisti myos tasainen Cauchy-jono.
Seuraavassa tuloksessa tarkastellaan painvastaista suuntaa.

Lause 3.2. (Cauchyn ehto tasaiselle suppenemiselle)
Jono (f,), missd f, : A — C, suppenee tasaisesti A:ssa jos ja vain jos se on tasainen
Cauchy-jono.

Todistus. Todistus l6ytyy esimerkiksi kirjasta |7, p.246]. O

Tarkastellaan seuraavaksi suppenemisen muotoa, joka on heikompi kuin tasainen
suppeneminen, mutta vahvempi kuin pisteittdinen suppeneminen. Téllaista suppene-
mista kutsutaannormaaliksi suppenemiseksi.

Maaritelma 3.3. Olkoon U C C avoin ja f, : U — C kaikilla n € N . Funktiojono
(fn) suppenee normaalisti kohti rajafunktiota f joukossa U, mikéli (f,) suppenee pis-
teittdin kohti funktiota f ja lisdksi suppeneminen on tasaista jokaisessa kompaktissa
joukossa K C U.

Seuraavan tuloksen avulla normaalin suppenemisen tarkastamiseksi riittda tarkas-
tella suppenemista kaikissa suljetuissa kiekoissa, jotka sisdltyvat U:hun.

Lemma 3.4. Olkoon U C C avoin ja f, : U — C kaikillan € N . Jono (f,) suppenee

normaalisty joukossa U jos ja vain jos se suppenee tasaisesti jokaisessa suljetussa
kiekossa B(x,r) C U.



9

Todistus. Todistus 16ytyy esim. kirjasta |7, p.247]. O

Seuraavan tuloksen nojalla normaalissa suppenemisessa funktiojonon analyytti-
syys periytyy rajafunktiolle. Lisaksi rajafunktion polkuintegraali voidaan laskea raja-
arvona funktiojonon integraaleista.

Lause 3.5. Olkoon (f,) jono jatkuvia funktioita U — C siten, ettd (f,) suppenee
normaalisti kohti rajafunktiota f joukossa U. Tdlloin f on jatkuva joukossa U. Lisdksi

/Wf(z)dz:r}i_}rrolc)/vfn(z)dz

kaikille suljetuille paloittain sileille poluille v C U.

Todistus. Osoitetaan ensin, ettd f on jatkuva. Olkoon K C U kompakti. Talloin
oletuksen nojalla f, — f tasaisesti K:ssa. Siispd Lauseen 3.1 nojalla f on jatkuva
K:ssa. Nyt siis f on jatkuva kaikissa U:n kompakteissa osajoukoissa. Osoitetaan, etté
f on jatkuva koko U:ssa.

Olkoon (z,,) jono U:ssa siten, ettd x, — x. Talloin joukko A = {z,, : n € N} U {z}
on kompakti joukko U:ssa. Siispd f on jatkuva A:ssa. Talloin f(x,) — f(z), joten f
on jatkuva U':ssa.

Todistetaan sitten lauseen toinen véite. Olkoon 7 : [a,b] — D suljettu, paloittain
siled polku. Télloin joukko ~y([a,b]) on kompakti, joten f, — f tasaisesti joukossa
v([a, b]). Talloin on sellainen Ny € N, etti

€

)= ) < ey

kaikilla z € v([a, b]), kun n > Ny, missa I(y) on polun 7 pituus. Tall6in

/# m—/n /m> ful2))dz
/u 2)ldz

kun n > N,. Siispé

U

Liséksi voidaan osoittaa, ettd mikéli funktiojono suppenee normaalisti, funktiojo-
non derivaatat suppenevat normaalisti kohti rajafunktion derivaattoja.

Lause 3.6. Olkoon (f,) jono joukossa U analyyttisia funktioita siten, ettd f, — f

normaalisti U:ssa. Tdlloin f on analyyttinen U :ssa. Lisdksi fék) — %) pormaalisti
U:ssa kaikille k € N.

Todistus. Lauseen 3.5 nojalla rajafunktio on jatkuva U:ssa. Nyt Lauseen 3.5 ja Lem-
man 2.1 nojalla

f(2)dz = lim fa(z)dz = lim 0 =0
OR

n—oo n—oo
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kaikilla suljetuilla suorakaiteilla R C U. Té&lloin Moreran lauseen 2.7 nojalla f on
analyyttinen U:ssa. Niytetddn seuraavaksi, ettd f; — f’ normaalisti U:ssa. Lemman
3.4 nojalla riittdd osoittaa, ettd f; — f’ tasaisesti jokaisessa U:n suljetussa kiekossa.
Olkoon siis B = B(z,7) C U. Olkoon € > 0. Nyt halutaan 16ytii N € N siten, etti
|f!(2) — f'(2)| < € kaikilla z € B, kun n > N. Olkoon s > r siten, ettii B(zy,s) C U.
Tallainen valinta on mahdollista, silli U on avoin. Olkoon z € B. Lauseen 2.8 ja
Cauchyn lauseen 2.2 nojalla

(&) = P& = |55 /<z0|:s C— 2™ " omi i - 2P

d¢

1 Q) = £(Q)
B 2m /;—zozs (C - Z>2 dg‘
1 1(Q) = £(Q)]
= 2m [¢—20|=s ‘C_ZP dC
< Se eI (O — O] € S 9))
< oy IO = Q1 G € St}

Téssd [¢ — 2] > [|[¢] —z]| > s—7, kun 2z € B ja ( € S(z0, s). Oletuksen nojalla f, — f
tasaisesti B(zp, s):ssa. Siispéd voidaan valita N € N siten, etté

2
170 - )l < B2
kaikilla ¢ € B(zp, s) aina kun n > N. Siispi

(s —1)%

max{]fu(C) = F(Q): € € 820, 8)} < ———,
kun n > N. Talloin
1fa(2) = f'(2)] <,
kaikilla z € B, kunn > N. Siispa f; — f’ tasaisesti jokaisessa U:n suljetussa kiekossa.

Siispd f], — f’ normaalisti U:ssa. Soveltamalla tétd funktiojonoon (f!) saadaan viite
todistettua funktiojonolle (f) ja niin edelleen. d
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4. NORMAALIPERHEET

Tassd luvussa tarkastellaan Riemannin kuvauslauseen todistuksessa keskeisessé
roolissa olevia normaaliperheita.

Maégritelmi 4.1. Sanotaan, ettd perhe F C C(U) on normaali (tai pre-kompakti)
joukossa U, mikali jokaisella F:n jonolla (f,,) on viahintdan yksi normaalisti suppeneva

osajono (fn,)-

Seuraavaksi esiteltdva yhtdjatkuvuuden késite on térkedssd roolissa normaaliper-
heiden teoriassa.

Maaiaritelma 4.2. Perhe F on yhtdjatkuva pisteessi zg € U, jos jokaiselle € > 0 on
olemassa 0 = 6(zp) > 0 siten, ettd |f(z) — f(20)| < € kaikille f € F, kun |z — z,| < 6.
Jos F on yhtdjatkuva kaikissa pisteissd zg € U, sanotaan, ettd JF on yhtdjatkuva
U:ssa.

Yhtdjatkuvuuden tirkein ominaisuus on, ettd se yhdistda pisteittaisen suppenemi-
sen ja normaalin suppenemisen kisitteet toisiinsa.

Lause 4.3. Olkoon (f,) jono yhtijatkuvassa perheessi F C C(U). Tdallgin, jos jono
suppenee pisteittain U:ssa, niin se suppenee normaalists U:ssa.

Todistus. Olkoon f € F siten, ettd f, — f pisteittdin U:ssa. Olkoon K C U kompakti
joukko. Osoitetaan, ettd f, — f tasaisesti K:ssa. Lauseen 3.2 nojalla riittda osoittaa,
ettéd (f,) on tasainen Cauchy-jono K:ssa. Oletetaan, ettd (f,,) ei ole tasainen Cauchy.
T&lloin on € > 0 siten, etté ei ole olemassa lukua N € N, jolle patisi

[fm(2) = fu(2)] <€,

kaikilla n,m > N kaikilla z € K. Téall6in siis kaikilla £ € N on olemassa indeksit m;
ja nyg siten, ettd my > n, >k ja

(4.1) | i (26) — frop (20)] > €

jollakin z; € K. Tallaisista pisteistd muodostettu jono (z;) kuuluu kompaktiin jouk-
koon K. T&lloin siis (zx):1la on vihintdan yksi kasautumispiste. Olkoon zg € K tél-
lainen kasautumispiste. Koska F on yhtédjatkuva pisteessd zg, voidaan valita 6 > 0
siten, ettd

(42) FOEFACHES:

kaikilla n € N ja kaikilla z € K, joille |z — zo| < 0. Koska my — oo ja ny — oo, kun
k — oo, tisti seuraa, etti

| fmi (20) = fri(20)] = |f(20) = f(20)| = 0,

kun k — oo. Téalloin voidaan valita ky € N siten, etté

(43) [Fn(z0) = Fuu(0)] < 5.
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kun k > ko. Koska zg on (z;):n kasautumispiste, voidaan valita k& > kg siten, ettd
|2k — 20| < d. Kolmioepéyhtalo yhdistettynéd yhtiloiden (4.1-4.3) kanssa antaa

| finic (i) = frni (20)] + [ frni (20) = S (20)] 4 | fri (20) = frnpe (2]

€ € €
<z+z+z=c¢,

3 3 3
mikd on ristiriita. Siispd (f,) on tasainen Cauchy-jono ja f, — f tasaisesti K:ssa.
Talloin siis (f,,) suppenee normaalisti U:ssa. O

Lauseelle 4.3 voidaan johtaa my6s hieman vahvempi versio.

Lause 4.4. Olkoon (f,) jono yhtdjatkuvassa perheessi F C C(U). Talldin, jos jono
fn(&) suppenee jokaisella & € S, missa S C U on tihed, niin (f,) suppenee normaalisti
U:ssa.

Todistus. Lauseen 4.3 nojalla riittdd osoittaa, ettd (f,) suppenee pisteittdin U:ssa.
Tamén osoittamiseksi riittdd osoittaa, ettd kaikilla z € U jono (f,(z)) on Cauchy-
jono. Olkoon siis z € U ja € > 0. Nyt taytyy 1oytda sellainen N € N, etta

|fm<z) - fn(z)| <€

kaikilla m > n > N. Koska F on yhtdjatkuva pisteessi zg, voidaan valita 6 > 0 siten,

etta
€

Ful) = fa(2)] <

kaikilla n € N, kun |w — z| < §. Nyt, koska S on tihed U:ssa, voidaan valita ( € S
siten, ettd

IC—2 <.
Oletuksen nojalla (f,,(¢)) suppenee. Tall6in erityisesti (f,,(¢)) on Cauchy-jono. Tall6in
on sellainen N € N, etté

Fn(©) = (O] < 5.
kun m > n > N. Télloin

[fm(2) = [u(2)] < | fn(2) = fn(O] + [fn(€) = (O + [£a(C) = ful2)]

€ € €
< 3 + 3 + 3

kun m > n > N. Télloin siis (f,(z)) on Cauchy-jono. Koska tdmé pétee kaikilla

z € U, niin (f,,) suppenee normaalisti U:ssa. O

Seuraavaksi halutaan 16ytda yhteys aliperheen rajoittuneisuudelle ja normaaliudel-
le. Tata varten taytyy ensin maéritelld rajoittuneisuuden kisitteet.

Sanotaan, ettd perhe F on pisteittdin rajoitettu U:ssa, mikali kaikilla z € U joukko
{f(z) : f € F} on rajoitettu C:ssa.

Liséksi, sanotaan, ettd JF on lokaalisti rajoitettu U:ssa, mikéli sen alkiot ovat ta-
saisesti rajoitettuja jokaisessa kompaktissa joukossa K C U, miké tarkoittaa, etta
jokaiselle kompaktille K C U 16ytyy vakio m = m(K) siten, etta | f(2)| < m kaikilla
z € K ja kaikilla funktioilla f € F.

Seuraava lause kertoo normaaliperheen yhteyden pisteittdiseen rajoittuneisuuteen.
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Lause 4.5. (Arzela-Ascolin lause)
Aliperhe F C C(U) on normaali avoimessa joukossa U jos ja vain jos se on yhtdjat-
kuva ja pisteittdin rajoitettu U:ssa

Todistus. Oletetaan ensin, ettd JF on yhtdjatkuva ja pisteittdin rajoitettu U:ssa. Ol-
koon (f,) jono F:ssd. Nyt tdytyy osoittaa, ettd (f,):1l4 on normaalisti suppeneva
osajono. Olkoon

So={z€U:Rez,Imz € Q}.

Talloin Sy on tihed U:ssa. Lisdksi Sy on numeroituva, joten Sy:n alkioista voidaan
muodostaa jono (z,). Nyt jono f,(z1) on F:n pisteittdisen rajoittuneisuuden nojal-
la rajoitettu. Télloin Bolzano-Weierstrassin lauseen nojalla silli on vahintdin yksi
kasautumispiste C:ssa. Valitaan tédllainen kasautumispiste w; € C. Télldin jonolla

(fn(21)) on osajono, joka suppenee pisteeseen wy. Toisin sanoen, voidaan valita in-

deksit mgl) < mél) < m31 < ... siten, ettd

Jim fal(z1) = wi .

Merkintéjen yksinkertaistamiseksi merkitdin fq%) = f1i- Nyt jono (f1x(22))52, on
myd6skin rajoitettu kompleksilukujono, joten voidaan valita sen kasautumispiste ws ja

indeksit m§2) < m§2) < m§2) < ... jonosta (mg)) siten, ettd

lim f2,k(z2) = Wy .

k—o00
Jatkamalla tatd induktiivisesti saadaan kaikilla [ € N jono (mg)), jolle pétee

lim fix(z1) = wyp ,

k—o0
siten, etta jono (m,(clﬂ)) on jonon m,(cl) osajono. Merkitaan kaikilla & > 1 ny, = m,(f).
Talloin ny < ne < ng < ... ja jono (f,,) on jonon (f,) aito osajono. Lisdksi kaikilla

[ > 1 jono (f,,), lukuun ottamatta mahdollisesti { — 1 ensimmaéistd termié, on jonon
(fi.x) osajono. Talldin

lim fnk(zl> = lim fl,k(zl) = wy
k—o0 k—o0

kaikilla [ € N, eli jonolla (f,,(¢)) on raja-arvo kaikilla ¢ € Sp. Talloin Lauseen 4.4
nojalla (f,,,) suppenee normaalisti U:ssa. Téten F on normaali U:ssa.

Oletetaan sitten, ettd F on normaali U:ssa. Osoitetaan ensin, ettd F on yhtajatkuva
U:ssa. Olkoon zg € U. Nyt, jos F ei olisi yhtdjatkuva zg:ssa, 10ytyisi sellainen e > 0,
jolle ei Ioytyisi lukua 6 > 0 siten, ettd kaikilla f € F paitisi

|f(z) = f(=0)| < e
aina kun |z — zy| < 4. Erityisesti, valitsemalla 6 = 1/n, missid n € N, voidaan valita
fn € F ja z, € U siten, etté
|z — z,| < 1/n,
mutta
| fu(zn) — fulz0)| = €.

Oletuksen nojalla jonolla ( f,) on osajono (f,, ), joka suppenee normaalisti U:ssa kohti
jotakin rajafunktiota f. Talloin Lauseen 3.1 nojalla f € C(U), joten voidaan valita
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§ > 0 siten, ettd suljettu kiekko K = B(zg,6) C U ja
€
7(2) ~ feoll < &

kun z € K. Koska f, — f tasaisesti K:ssa ja koska z,, — 2, voidaan valita k € N
siten, ettd

€
fusl2) = F(2) < 5
kaikilla z € K siten, ettd z,, € K. Talloin
€< ‘fnk(znk) - fnk('zo)’
<+t

J— - — =€

3 3 3 ’
mikéd on ristiriita. Siispd JF on yhtdjatkuva U:ssa. Osoitetaan vield, ettd F on pis-
teittiin rajoitettu U:ssa. Jos F ei olisi pisteittiin rajoitettu, olisi zop € U ja jono (f,)
Fssi siten, ettd |f,(z9)] — oo, kun n — oco. Tillaisella jonolla ei kuitenkaan voisi

olla (normaalisti) suppenevaa osajonoa, joten F ei voisi olla normaali U:ssa. Siispa
F on pisteittdin rajoitettu. 0

Arzéla-Ascolin lauseesta voidaan johtaa Montel’'n lause, joka kertoo, ettd analyyt-
tisen funktioperheen normaaliuden tarkastamiseen riittda osoittaa perheen lokaali ra-
joittuneisuus.

Lause 4.6. (Montel'n lause)

Olkoon F perhe analyyttisia funktioita, jotka ovat jatkuvia avoimessa joukossa U.
Talloin, jos F on lokaalisti rajoitettu U:ssa, nitn F on normaaliperhe U:ssa.
Todistus. Perhe F on selvisti pisteittdin rajoitettu U:ssa. Talloin Arzéla-Ascolin
lauseen 4.5 perusteella riittda osoittaa, ettd F on yhtdjatkuva U:ssa. Olkoon zg € U
ja olkoon r > 0 siten, ettii suljettu kiekko K = B(z,2r) C U. Oletuksen nojalla
on vakio m = m(K) > 0 siten, ettd |f(¢)| < m kaikilla f € F ja ¢ € K. Olkoon
z € B = B(z,r). Talloin Cauchyn integraalikaavan 2.4 nojalla

1 £(0) 1 f(¢)
O O e R o

|2 — 2 f(Q)
2m /|§—zg|:2r (C—=2)(C— Zo)dc‘
|2 =zl /(O
= o c—zol=2r |C = 2[|C = ZO|dC
< i47‘[‘7”ﬁ|2’ — 29
2 2r?
m|z — zp|
=——.

Olkoon € > 0. Talldin voidaan valita § = min{r, =}, jolloin

|f(z) = f(20)| <€
kaikilla f € F, kun |z — 29| < 4. Siispd F on yhtéjatkuva zp:ssa, mistd seuraa, etti
F on normaali U:ssa. U
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5. RESIDYLAUSE JA SEN SEURAUKSET

Tamén luvun keskeisessé osassa on residylause, jolla on monia hyodyllisia sovelluk-
sia. Sanotaan, ettd piste zo € C on funktion f eristetty erikoispiste, mikali on r > 0
siten, ettd f on analyyttinen punkteeratussa kiekossa B*(zg, 7). Sanotaan, etti funk-
tio f on analyyttinen joukossa G lukuun ottamatta eristettyjd erikoispisteitd, mikali on
eristettyjen erikoispisteiden joukko E C G siten, ettd E:lla ei ole kasautumispisteité
joukossa G ja f on analyyttinen joukossa G — F.

Olkoon nyt f funktio, jolla on eristetty erikoispiste pisteessi zy. Télloin f on ana-
lyyttinen punkteeratussa kiekossa B*(zp,r) jollakin r > 0. Siispd funktio voidaan
esittdd yksikéisitteisend zg-keskisend Laurentin sarjana

o0
f(z) = Z an(z — 20)" .

n=—oo

Télloin erikoispiste zg on

(i) poistuva erikoispiste,
mikali a,, = 0 kaikille n € Z_,
(ii) napa,
mikili a,, # 0 vahintdén yhdelle n € Z_, mutta #{n € Z_ : a, # 0} < oo,
(iii) oleellinen erikoispiste,
mikdli #{n € Z_: a, # 0} = .
Laurentin sarjan kerrointa a_; kutsutaan funktion f residyksi pisteessd zo. Sitd mer-
kitdan usein Res(zg, f).

Lause 5.1. (Residylause)

Olkoon funktio f analyyttinen avoimessa joukossa U lukuun ottamatta eristettyji eri-
koispisteitd, E f:n erikoispisteiden joukko U :ssa ja v suljettu polku joukossa U — E.
Talloin

/f(z)dz = 27rz'Zn(’y, z)Res(z, f) .

zeE

Todistus. Todistus loytyy esimerkiksi kirjasta |7, p.323-325]. O

Funktion f : D — C sanotaan olevan avoin kuvaus, mikili kaikilla avoimilla jou-
koilla U C D kuvajoukko f(U) on avoin. Residylauseen avulla saadaan johdettua
seuraava hyodyllinen tulos:

Lause 5.2. (Avoimen kuvauksen lause) Jos funktio f on analyyttinen ja ei-vakio
tasoalueessa D, f on alueen D avoin kuvaus. Erityisesti f(D) on alue.

Todistus. Todistus loytyy esimerkiksi kirjasta |7, p.347]. O

Kompleksianalyysissd analyyttistd injektiota kutsutaan univalentiksi. Univalenteil-
la funktioilla on muutamia mielenkiintoisia ominaisuuksia.

Lause 5.3. Olkoon f analyyttinen funktio alueessa D. Jos f on univalentti D:ssa,
niin f'(z) # 0 kaikille z € D.

Todistus. Todistus loytyy esimerkiksi kirjasta |7, p.347-348]. O
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Kolmas hyodyllinen tulos kertoo normaalisti suppenevan funktiojonon ominaisuuk-
sien periytymisestd rajafunktiolle.

Lause 5.4. Olkoon (f,,) jono alueessa D analyyttisia jo univalentteja funktioita siten,
ettd f, — f normaalisti D:ssa. Tdilloin f on joko univalentti tai vakio alueessa D.

Todistus. Todistus 16ytyy esimerkiksi kirjasta |7, p.349]. O

Meromorfisella funktiolla tarkoitetaan téssa tyossa funktiota, jolla ei ole mééritte-
lyjoukossaan napaa pahempia erikoispisteitd. Siispa téllainen funktio on analyyttinen
mahdollisia eristettyja erikoispisteitd lukuunottamatta. Funktion f sanotaan olevan
analyyttinen ddrettomyydessi, mikéli yhdistetty funktio f (%) on analyyttinen 0:ssa.
Funktiota, joka on meromorfinen laajennetussa kompleksitasossa @, mutta jolla ei ole
napoja, kutsutaan holomorfiseksi funktioksi.

Lause 5.5. Jos f : C—Con holomorfinen funktio, niin f on vakio C:ssd.

Todistus. Koska f on analyyttisena funktiona jatkuva Cissil ja koska C on kompakti
joukko, f(@) on kompakti. Koska f(z) # oo kaikilla z € @, f(@) on kompakti joukko
C:ssd. Talloin f(@) on erityisesti rajoitettu. Tall6in f: rajoittuma C:hen on rajoitettu
kokonainen funktio. Talloin Liouvillen lauseen 2.11 nojalla f on vakio C:sséi. Siispé
jatkuvuuden nojalla f on vakio Cssil. U
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6. KONFORMIKUVAUS

Konformikuvauksilla tarkoitetaan kompleksianalyysissa "kulmat sailyttavia kuvauk-
sia". Tallaisten kuvausten maarittelemiseksi taytyy ensin maaritelld, mitd kiyrien vé-
liselld kulmalla tarkoitetaan.

Maaritelladn aluksi kompleksilukujen vilinen kulma. Olkoot z,w € C, z,w # 0.
Tilloin funktiota 0(z,w) = Arg(w/z), missd Arg(w/z) € (—m, 7], sanotaan suunna-
tuksi kulmaksi pisteestd z pisteeseen w.

Madritelladn sitten sdanndllisten kdyrien vilinen kulma. Sdannéllisella kdayrdlld tar-
koitetaan polun o méarittelem&d kiyras, missé « : [a, b] — C on siled, yksinkertainen,
ei-suljettu polku, jolle o/(¢) # 0 kaikilla ¢ € [a,b]. Téllaista parametrisointia kutsu-
taan sddnnélliseksi parametrisoinniksi. Olkoot 7, ja g sdénndlliset kiyrat, joilla on
yhteinen piste zy € C ja jotka ovat muuten erilliset. Tall6in sanotaan, ettd v, ja
v ovat kdayravitvaisen zo-kdrkisen kulman sivut ja suunnatiu kulma ~y,:sta yg:aan
madritellddn

(61) 9(’7&7’75) = 9(0/(@), 6/(0)) )
missid « : [a,b] — C ja 8 : [c,d] — C ovat kiyrien v, ja 73 parametrisoinnit, joille
pitee a(a) = zy = B(c).

Maéritelladn seuraavaksi erds konformikuvausten kannalta tarkea késite, diffeomor-
fismi. Olkoon U avoin joukko ja f : U — C, f € CY(U). Merkitién f = u+iv, missi u
on funktion reaaliosa ja v imagindariosa. Télloin funktion f Jakobiaani Jy on jatkuva,
reaaliarvoinen funktio, joka mééritellain

Jr(2) = Opu(2)0yv(2) — Oyu(z)0,v(z) ,
joka voidaan z- ja z-derivaattojen avulla kirjoittaa muodossa

Jp(z) = 10-f ()" = 10:£ (=) .
Mikéli f on derivoituva pisteessi zo € U, niin 0, f(z) = f'(20) ja 0:f(z) = 0, jolloin

Jr(z0) = |f'(20)]* -
Mairitelmi 6.1. Alueessa D C C médritelty univalentti (analyyttinen injektio)

funktio f : D — C, f € CY(D) on alueen D diffeomorfismi (tai C'-diffeomorfismi)
kuvajoukolleen f(D), mikdli J¢(z) # 0 kaikilla z € D.

Huomataan, ettd diffeomorfismille f pétee joko J;(2) > 0 kaikilla z € D tai J; <0
kaikilla z € D, silli D on yhtendinen joukko ja f analyyttisena funktiona jatkuva
kaikkialla D:ssa. Mikéli J; on positiivinen, funktiota kutsutaan suunnan sdilyttiviksi
ja mikili J; on negatiivinen, sitd kutsutaan suunnan kdadntdavdiksi.

Olkoon nyt f : D — C diffeomorfismi ja v sddnnoéllinen kdyrd D:ssa. Talloin myos
f(7) on sdaannollinen kiyrd. Tadmén osoittamiseksi tarkastellaan :n sddnnollistd pa-
rametrisointia « : [a,b] — C, a(t) = x(t) + iy(t). Koska f on univalentti funktio
CH(D):ssa, B(t) = f(«(t)) méadrittelee sileéin, yksinkertaisen, ei-suljetun polun. Jos
olisi #'(ty) = 0 jollekin ¢y € [a,b], voitaisiin kirjoittaa f = u + iv ja ketjusdédnnon
nojalla saataisiin

0 = B'(to) = daulalto))’ (to) +dyu(alte) )y (to) +il0zv(a(to))2' (to) +0yv(alte) )y (fo)]

misti seuraisi, etté

Oru(a(to))' (to) + Oyu(alte))y (to) = 0
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ja

Dxv(a(tn))z! (to) + dyv(a(to))y (to) =0 .
Nyt vaatimuksesta J; # 0 kuitenkin seuraisi, ettd 2'(ty) = y/(to) = 0, miké tarkoit-
taisi, ettd o/(to) = 2'(to) + 1¢/(tp) = 0. Tdmé& on kuitenkin ristiriita, silld a oli vy:n
saannollinen parametrisointi. Siispa taytyy olla §'(t) # 0 kaikilla ¢ € [a, b], jolloin (5
médrittelee f(A):n sdédnnollisen parametrisoinnin.

Siispa diffeomorfismi f : D — C kuvaa alueen D kédyrilineaarisen kulman, jonka
sivut ovat 7, ja g, alueen D' = f(D) kiyrilineaariseksi kulmaksi, jonka sivut ovat
f(7a) ja VB

Nyt voidaan maéaaritellda konformikuvaus. Téssa tyossid konformikuvauksen méari-
telmé rajataan ainoastaan diffeomorfismeihin. Diffeomorfismia f : D — C sanotaan
kulmat sdailyttivdksi (eli isogonaaliseksi) pisteessd zo € D, mikali

(6.2) 10(Vas v8)| = 10(f (Var), f(8))]

aina kun 7, ja g ovat alueen D kayrélineaarisen zo-karkisen kulman sivut. Jos
J¢(z0) > 0, ehto (6.2) saadaan muotoon

(6.3) 0(Ya:78) = 0(f (Va), F(18))
ja jos J¢(zp) < 0, se saadaan muotoon
(6.4) 0(va:78) = 0(f(18), F (V) -

Kun (6.3) pétee, kuvausta sanotaan konformiseksi pisteessi zo ja kun (6.4) patee, sitd
sanotaan antikonformiseksi zo:ssa. Aikaisempien havaintojen nojalla ei selvistikddn
ole mahdollista, ettd f olisi konforminen yhdessd D:n pisteessid ja antikonforminen
toisessa. Jos f on konforminen jokaisessa pisteessi zo € D, kuvausta sanotaan alueen
D konformikuvaukseksi.

Seuraava tulos liittda edelld olevan méaérittelyn analyyttisiin funktioihin.

Lause 6.2. Olkoon D C C alue ja olkoon f : D — f(D) diffeomorfismi. Seuraavat
vditteel oval yhidpitavid pisteessd zo € D:

(1) [ on differentioituva zy:ssa
(it) f on isogonaalinen zy:ssa ja Jr(zp) > 0
(1ii) f on konforminen zy:ssa.

Todistus. Todistus loytyy esimerkiksi kirjasta |7, p.380-382]. U

Lauseen 6.2 globaali versio tekee konformikuvausten teoriasta analyyttisten funk-
tioiden teorian erityisen osa-alueen.

Lause 6.3. Olkoon D C C alue. Funktio f : D — f(D) on alueen D konformikuvaus
jos ja vain jos se on univalentti analyyttinen funktio.

Todistus. Todistetaan vain lauseen toinen suunta, eli ehdon riittavyys. Toisen suun-
nan todistus 16ytyy esimerkiksi kirjasta |7, p.382].

Olkoot nyt 1 ja o sdannoéllisid polkuja alueessa D siten, ettd v;1(0) = 72(0) = 2o
ja f: D — f(D) analyyttinen funktio, jolle f'(z29) # 0. Huomataan, etta t&lloin

(f ©7:)'(0) = f'(20)7i(0) # 0,
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missé i € {1,2}. Talldin

0(f(m), f(72)) = Arg((f o 1)'(0)) — Arg((f 02)'(0))
= Arg(f'(20)71(0)) — Arg(f'(20)72(0))
= Arg(f'(20)) + Arg(71(0)) — Arg(f'(20)) — Arg(75(0))
= Arg(71(0)) — Arg(15(0))
= 9(71,72) )

joten tallainen kuvaus siilyttdd sdannollisten polkujen vilisen kulman pisteessa zg.
Siispa univalentti analyyttinen funktio todellakin siilyttas sddnndllisten polkujen va-
liset kulmat, eli on konformikuvaus. O

Lauseesta 6.3 seuraa, ettd konformikuvausten yhdistetty kuvaus on konformiku-
vaus. Lisdksi konformikuvauksen kidnteiskuvaus on konformikuvaus.
Lauseen 6.3 avulla voidaan méiritelld konformikuvaus yksikkopallolta itselleen.

Lause 6.4. Funktiot, jotka kuvaavat yksikkdpallon B = B(0, 1) konformisesti itselleen
ovat funktioita f : C — C, jotka ovat muotoa

g rtc
() =e 1+ ez
missi 0 € R ja c € C siten, ettd |c| < 1.
Todistus. Todistus 16ytyy esimerkiksi kirjasta |7, p.388-389)]. O

Y
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7. RIEMANNIN KUVAUSLAUSE

Riemannin kuvauslauseen mukaan jokainen yhdesti yhtendinen alue kompleksita-
sossa voidaan kuvata konformisesti yksikkokiekolle. Ennen Riemannin kuvauslauseen
formaalia muotoilua ja sen todistusta muotoillaan ensin muutama aputulos.

Lemma 7.1. Olkoon f : D — f(D) konformikuvaus, missi D C C on yhdesti
yhtendinen alue. Talloin D' = f(D) on myds yhdesti yhtendinen alue.

Todistus. Jos D' = C, viite on selvi. Oletetaan siis, ettd D # C. Koska f on ei-
vakio analyyttinen funktio, D’ on avoimen kuvauksen lauseen 5.2 nojalla alue. Nyt
riittdd osoittaa, ettd n(f,w) = 0 aina, kun w € C — D’ ja [ on suljettu, paloittain
siled polku D’:ssa. Olkoon siis w € C — D’ ja § : [a,b] — D’ suljettu ja paloittain
silei. Madritellidn ~ : [a,b] — C, v = f~' o 3, jolloin B(t) = f(y(t)). Talldin ~y
on suljettu, paloittain siled polku D:ssa. Koska D on yhdesti yhtendinen, v on 0-
homologinen D:ssa. Koska f on konformikuvaus, tiedetfifin, ettd f~! on analyyttinen.
Koska w ¢ D', funktio f'/(f — w) on analyyttinen D:ssa. Cauchyn lauseen 2.2 nojalla

O://f(é/)(z—)w /f/ _wdt /56/_wdt /Bgdgw_zmn(ﬁw)

mistd seuraa, ettd n(f,w) = 0. O

Toisen aputuloksen nojalla yhdesti yhtendinen kompleksitason alue, joka ei ole koko
kompleksitaso, voidaan kuvata konformisesti alueelle, joka siséltyy yksikkokiekkoon.

Lemma 7.2. Olkoon D C C yhdesti yhtendinen alue, D # C, ja olkoon zy € D.
Talloin on olemassa konformikuvaus f : D — f(D), joka toteuttaa ehdot

(i) alue f(D) C B = B(0,1)
(ii) f(z0) =0 ja f'(z0) > 0.

Todistus. Osoitetaan lauseen olemassaoloviite yhdistetylld funktiolla f = f50 fyo f30
fa o fi, jolla on halutut ominaisuudet ja missd funktiot f; ovat konformikuvauksia,
jotka tullaan seuraavaksi madrittelemadn. Valitaan aluksi b € C — D ja maaritellaén
fi: D —C, fi(z) = z — b. Koska D on C:n aito osajoukko, téllainen valinta voidaan
tehdd. Kuvaus f; kuvaa D:n yhdesti yhteniiseksi alueeksi D; = f(D), joka ei sisilld
origoa. Valitaan sitten funktioksi f; mikd tahansa logaritmin haara D;:ssa. Téllaisen
haaran olemassaolo seuraa Lauseesta 2.13. Lisdksi tiedetddn, ettd f, on univalentti.
Olkoon nyt wy € Dy = fo(Dy) ja r > 0 siten, ettd B(wo, ) C D,. Valitaan wy =
wo + 2mi. Talldin B(wg,r) N Dy = (). Jos olisi piste @ € B(wg, ) N Dy, niin @ olisi
toisaalta muotoa w = fy(Z) jollakin Z € D; ja toisaalta muotoa w = w + 27i jollakin
w € B(wy,r). Lisiksi tietenkin olisi myds w = fo(2) jollakin z € D;. Télléin

3 =ef20) = ¢ = gut?mi = gv = f205) —

Téastd seuraisi, ettd w = fo(z) = fo(Z2) = @ = w + 2mi, mikd on selvésti ristiriita.
Siispd B (wy, ) N Dy = (). T&lléin siis |z — wg| > r kaikilla z € Dy. Olkoon nyt
r
fs = — .
Z — Wy

Tilloin D3 = f3(D9) C B. Funktio f3 o fo o f; muodostaa nyt konformikuvauksen
D — B. Asetetaan seuraavaksi ¢ = f3 o fy o fi(zp). Lauseen 6.4 nojalla funktio
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f41B—>B,

z—C

Y

faz) = 1—cz

kuvaa B:n konformisesti itselleen. Lisiksi huomataan, ettd fi(c) = 0. Nyt yhdistetty
funktio fy o f3 o fo o fi kuvaa D:n konformisesti B:lle ja fy o f3 0 fao fi(z) = 0.
Lopulta, Lauseen 5.3 nojalla d = (fy o f3 o fao f1)'(20) # 0. Merkitiiéin u = e~#Ared
ja maaritelladn f5 : B — C, f5(z) = uz. Télloin f = f50 fy0 f3o fo o fi muodostaa
konformikuvauksen D:lta alueelle f(D) C B. Télle funktiolle pitee f(z)) = 0 ja
' (z0) = f2(0)(fao f3o fao f1)(20) = ud = |d] > 0. Nyt siis f on konformikuvaus,
jolla on lemmassa viitetyt ominaisuudet. O

Kolmannen aputuloksen mukaan, mikili Lemman 7.2 kuvaus f ei kuvaa aluetta
D koko yksikkokiekoksi, on olemassa toinen lemman ehdot tayttava kuvaus, jonka
derivaatta pisteessid Zy on suurempi kuin f:n derivaatta téissé pisteessi:

Lemma 7.3. Olkoon D C C yhdesti yhtendinen alue, D # C, zo € D ja f : D —
f(D) konformikuvaus, jolle pitee

(i) (D) € B = B(0,1)
(i1) f(z0) =0 ja f'(z) > 0.
Oletetaan, ettd f(D) # B. Tdlldin on olemassa konformikuvaus g : D — C, joka
toteuttaa ehdot (i) ja (it) ja g'(z0) > f'(20)-

Todistus. Merkitdan Dy = f(D). Muodostetaan jélleen ehdot toteuttava g yhdistetty-
né funktiona g = gsogo0gi0f. Valitaan aluksi piste b € B—Dy. Koska 0 = f(zg) € Dy,
niin b # 0. Lauseen 6.4 perusteella Mobius-kuvaus

z—0

1—bz

kuvaa B:n konformisesti itselleen. Siispéd ¢; kuvaa yhdesti yhtendisen alueen Dy C By
toiselle alueelle Dy = g1(Do) C B. Alue D; ei sisilld origoa (= ¢1(b)), mutta se
sisdltdd pisteen —b = ¢1(0). Nyt

9i(2) =

1—bz+b(z—0)
(1 —bz)? ’

91(2) =

joten g1(0) =1 — |b|%.

Nyt Lause 2.13 takaa logaritmin haaran olemassaolon alueessa D;. Valitaan joku
tdllainen haara ja merkitadn sitd L:11a. Valitaan sitten funktioksi g, nelijuuren haara
g2(z) = exp(L(z)/2). Téalldin |gg(z)| = /]7] < 1 kaikilla z € D, ja g, on univalentti
Dy:ssa: jos go(2) = ¢2(2), niin 2 = (g2(2))? = (¢2(2))? = 2. Toisin sanoen, g on
konformikuvaus D;:lta yhdesti yhtenéiselle alueelle Dy = go(D1) C B. Merkitédén
¢ = g2(—b) € D5 ja huomataan, ettd go(—b) = 1/(2g2(—b)) = 1/(2¢). Lopuksi valitaan
gs : B — B siten, ettd

u(z —c)
9a(2) = 1—cz
missi u = e8¢, Alue D3 = g3(D3) C B ja 0 = g3(c) € Dj ja lisiiksi
() = (1-— Ez)ztl—_u_(z; ¢)(—e) _ u(l_—_|c|22) |
cz) (1—¢z)
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mista seuraa, etté
u

“E
Yhdistetty kuvaus g = g3 0 g2 0 g1 o f kuvaa D:n konformisesti alueelle D3 ja lisiksi
sille pétee g(zp) = 0 ja

le0) = (OB-0ROF o) = (75 ) (52 ) (1= G

1—]c?/) \2¢
2
— (55aT) e > 1.

koska u/c = 1/|c|, |c|> = |g2(=D)|> = |b] ja 1 + |c|* > 2|¢|. Siispd haluttu kuvaus on
10ydetty. U

g3(c)

Nyt voidaan muotoilla ja todistaa Riemannin kuvauslause nididen edelld maaritel-
tyjen aputulosten seké aikaisempien lukujen tulosten avulla. Téassi esitelty Riemannin
kuvauslause poikkeaa alkuperiisestd Riemannin muotoilemasta lauseesta muun muas-
sa siten, ettd kuvajoukon vaaditaan olevan yksikkokiekko. Liséiksi todistus poikkeaa
Riemannin alkuperéisestd todistuksesta joiltain osin. Itse asiassa Riemannin alkupe-
riinen todistus on osoittautunut virheelliseksi |7, p.418].

Lause 7.4. (Riemannin kuvauslause)
Olkoon D C C yhdesti yhtendinen alue, D # C, ja olkoon zy € D. Tdlldin on olemassa
yksikdsitteinen konformikuvaus f : D — B = B(0,1), joka toteuttaa ehdot f(zy) =0

ja f'(z0) > 0.

Kuva 1

Todistus. Olkoon
F ={f:D — B; univalentti , f(z0) =0 ja f'(z) > 0} .

Talloin Lemman (7.3) nojalla F # (). Nyt, koska D on avoin, voidaan valita ro > 0
siten, ettd B(zg,79) C D. Olkoon f € F. Télldin f on Lauseen (6.3) nojalla analyyt-
tinen B(zp,70):ssa, joten erityisesti f on jatkuva. Toisin sanoen

F CC(D)=A{f:f jatkuva D:ssa} .
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Nyt, jos f € F,niin f(z) € B = B(0,1) kaikilla z € D. Talloin siis | f(z)| < 1 kaikilla
z € D. Nyt Cauchyn estimaatin 2.10 nojalla
If(z)] < U x1xrt=p"t,
Talloin siis
{f'(20): [ € F}

on rajoitettu, epityhji positiivisten reaalilukujen joukko. Niinpé joukolla on pienin
ylaraja. Merkitddn sita

[ =sup{f'(z0): feF}.
Valitaan nyt kaikilla n € N funktio f,, € F siten, etta

(7.1 I~1< i) <t

Nyt kaikki funktiot f € F ovat selvésti rajoitettuja kaikissa D:n kompakteissa os-
ajoukoissa. Erityisesti kaikille kompakteille joukoille K C D pitee |f(z)| < 1 kaikilla
z € K kaikilla f € F, joten perhe F on lokaalisti rajoitettu D:ssa. Talloin Montel'n
lauseen 4.6 perusteella F on normaaliperhe D:ssa. Télloin siis normaalin aliperheen
méadritelmin nojalla jonolla (f,,) on osajono (f,,), jolle patee f,, — f normaalisti
D:ssa jollekin f. Té&lloin Lauseen 3.6 nojalla f on analyyttinen D:ssa. Lisiksi

f(z0) = lim f,, (20) =0
k—o0
ja edelleen Lauseen 3.6 ja vaatimuksen (7.1) nojalla
f'(z0) = lim f; (20) =1>0.
k—oo " 'k

Erityisesti siis f ei ole vakio D:ssa. Lauseen 5.4 nojalla f on siis univalentti D:ssé.
Selviisti f(D) C B. Avoimen kuvauksen lauseen 5.2 nojalla f(D) on alue, eli eri-
tyisesti avoin. Siispé taytyy olla f(D) C B. Nyt siis f € F. Nyt lauseen olemassao-
loviitteen todistamiseksi riittda osoittaa, ettd f(D) = B.
Nyt, jos olisi f(D) # B, niin Lemman 7.3 nojalla 16ytyisi kuvaus g € F, jolle pitee

9'(z0) > f'(20) =1,
miké on ristiriita, silld [ oli valittu supremumiksi derivaatoista f’(zq), f € F. Siispa
tdytyy olla, ettd f(D) = B, eli f kuvaa joukon D konformisesti joukolle B. Siispa
olemassaolo on todistettu.

Yksikésitteisyyden osoittamiseksi oletetaan, ettd on toinen konformikuvaus ¢ :
D — B, g(D) = B, jolle pitee g(z)) = 0 ja ¢'(z) > 0. Maéritelladn funktio
0o : B — B, p = go f~'. Nyt funktio ¢ kuvaa joukon B konformisesti itselleen
ja @:lle patee

p(0) =go f71(0) = g(f(0)) = g(20) = 0
ja

¢(0) = (g0 £Y(0) =/ (FHONY(0) = 5500 = 20 0.

Lauseen 6.4 nojalla konformikuvaukset ¢, jotka kuvaavat B:n itselleen, ovat muotoa

g rtc
Pz =T
Nyt, koska ¢(0) = 0, tdstd seuraa, ettd ¢ = 0. Siispd ¢ on muotoa

p(z) =€’z
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eli kierto origon ympaéri. Nyt pitdé olla ¢/(0) > 0, joten
©'(0) =¢? >0
=60=n2r,neN
= p(z)==z.

Siispa g(z) = ¢(f(2)) = f(z) kaikilla z € D . Siispd g = f, joten yksikésitteisyys on
todistettu. l
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8. KONFORMIKUVAUKSET MONIKULMIOILLE

8.1. Monikulmiot. n-kulmaisen monikulmion reuna voidaan mééritella suljettuna,
yksinkertaisena polkuna v = [21, 25] + [22, 23] + ... + [2n_1, 2n] + [2n, 21], missd kaikille
Jj = 1,...,n — 1 pitee, etteiviit pisteet z;, zj11 ja 242 sijaitse samalla suoralla (kun
J =n—1, médritellddn z;,19 = 2,41 = 21). Talloin joukkoa P = D, missi D on polun
~ madradmén kdyrdn |vy| sisdén jadva alue, sanotaan suljetuksi monikulmioksi kdrki-
nadan zy, 2, ..., 2. Lassa oletetaan, ettd polku v on positiivisesti suunnistettu alueen
D suhteen. Merkitaan pisteita z; ja z;41 yhdistdvén janan parametrisointia symbolil-
la A;. Talloin polkuja Ay, ..., A, kutsutaan monikulmion P sivuiksi. Monikulmion P
sisdkulmaa kérjessd z; merkitddn ojm, missd 0 < «; < 2. Huomataan, ettd a; # 1
aikaisempien vaatimusten nojalla. Geometrian tulosten nojalla nihdéain, ettd

(8.1)  aj=n-2.
j=1

Tama seuraa siitéd, ettd n-kulmio voidaan jakaa n — 2:een kolmioon, kuten Kuvan
2 yhdekséin- ja kuusikulmiot. Monikulmion kulmien summa saadaan tilléin n — 2:n
kolmion kulmien summana. Koska tiedetadn, ettd kolmion kulmien summa on 7, viite
seuraa tasta.

Kuva 2

Tésséd luvussa tutkitaan, miten puolitaso H = {z : Imz > 0} saadaan kuvattua
konformisesti monikulmion P sisukselle D. Luvun loppupuolella esitelliin Schwarzin
ja Christoffelin kaava, joka antaa konkreettisen esityksen téllaiselle kuvaukselle. Ku-
vaus on esitetty Kuvassa 3.
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z1 = f(a1)

Kuva 3

8.2. Peilaus suoran suhteen. Peilauksella suoran L suhteen tarkoitetaan kuvausta
p, joka kuvaa pisteen z pisteeksi p(z) pisteen z kautta kulkevalle, suoraa L vastaan
kohtisuoralle suoralle suoran L vastakkaiselle puolelle siten, ettd d(z, L) = d(p(2), L)
[3]. Kompleksianalyysissi usein vastaan tuleva peilaus on kompleksikonjugointi z
Z, eli peilaus reaaliakselin suhteen. Tassd kappaleessa tutkitaan hieman peilauksia
muiden suorien suhteen. Jos kompleksitason pisteet esitetdin muodossa z = x + 1y,
kompleksitason suorat ovat muotoa ax + by = ¢, missi a,b, ¢ € R. Muotoillaan nyt
yhtalot peilauksille tallaisten suorien suhteen.

Jos a = 0, suora on muotoa y = ¢/b = ¢, jolloin peilaus suoran suhteen on selviisti
muotoa

2 zZ24+ 2.

(Ks.Kuva 4).
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KUvVA 4. Peilaus suoran y = ¢ suhteen.

Jos taas b = 0, suora on muotoa x = c¢/a = ¢, jolloin peilaus saadaan muotoon

22—z .
(Ks. Kuva 5)
Y z=c'
20//
& - — - - - - -} — - - —-|1 __a
~Zz 2% — 3 z
c//
| —"

e

Kuva 5. Peilaus suoran z = ¢” suhteen.

Voidaan siis olettaa, ettd a, b # 0. T&lldin peilaus suoran suhteen saadaan yhdistet-
tynéd kuvauksena siirroista, kierroista ja peilauksesta reaaliakselin suhteen: Siirretdin
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ensin suora kulkemaan origon kautta kuvauksella

z»—>z—i§.

Talloin alkuperdinen suora kuvautuu suoraksi ax + by = 0. Kierretdédn sitten tamé
suora reaaliakselille. Huomataan, ettd suora ax+0by = 0 on vektorin b— a2 suuntainen.
T&lloin suora voidaan kiertdd reaaliakselille kertomalla pisteen b 4+ a: suuntaisella
normitetulla vektorilla. Siispé kierto voidaan kirjoittaa muodossa

b+ ai z

22 b—ai

Nyt piste z € C voidaan peilata reaaliakselin suhteen kuvauksella

Z

ZrrZ.
Tamaén jilkeen kierretddn reaaliakseli takaisin suoraksi ax + by = 0 kuvauksella
2 (b—ai)z
ja siirretddn tdma suora takaisin alkuperdiselle suoralle kuvauksella
Zr z 40
Siispa kaiken kaikkiaan peilaus suoran ax + by = ¢ suhteen on muotoa

[ z—if ¢ 2ci+ (b—ai)z
h— b 1S = .
il m)(b—m)“b b+ ai

Peilaus suoran suhteen on esitetty Kuvassa 6

Y ar + by = c

Kuva 6. Peilaus suoran ax + by = c¢ suhteen.

Jos nyt a, +01y = ¢1 ja asxr+ by = co ovat suoria kompleksitasossa ja kuvaukset p;
ja po peilaukset niiden suhteen, huomataan, etti pjop;(2) = ¢z+4¢” joillain ¢, ¢’ € C.
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8.3. Peilaus ympyrin suhteen. Ympyrd S laajennetussa kompleksitasossa on joko
tavallinen kompleksitason ympyré tai oo:n kautta kulkeva ympyra, mikéi tarkoittaa,
ettd S = LU{oo}, missd L on suora C:ssé. Olkoon nyt S = 5(207 r) tavallinen ympyra
laajennetussa kompleksitasossa C. T&llsin kuvausta ps C— (D

2

r 20Z + 1% — |22

ps(z) =z + = e )
Z— 2 zZ— 20

kun z # zp,00 ja pg(00) = zo ja ps(z0) = oo, kutsutaan peilaukseksi ympyrén S
suhteen. Téllainen kuvaus kuvaa jokaisen pisteen z # zy, co yksikisitteiseksi pisteeksi
z*, joka sijaitsee zo:n ja z:n kautta kulkevalla suoralla. Jos taas S = LU {co} jollakin
suoralla L, joka toteuttaa yhtéilén Bz + Bz + C = 0 joillain C € R, B # 0, peilaus
ps on muotoa

ps(z) = (=B/B)z - (C/B)
kun z # oo ja pg(0o) = oo. Tallsin siis pg vastaa tavallista peilausta suoran suhteen.
Molemmissa tapauksissa ympyriéin S pisteet kuvautuvat itselleen ja p% = 1, joten

pgl = pg. Peilaus aidon ympyrdn suhteen on esitetty Kuvassa 7. Peilaus ddrettomyy-
den kautta kulkevan ympyran suhteen palautuu Kuvan 6 tilanteeseen.

KuvaA 7. Peilaus ympyridn K suhteen.

8.4. Schwarzin ja Christoffelin kaava. Esitellddn seuraavaksi Schwarzin peilaus-
periaate, joka on analyyttisen jatkamisen 8.3 erikoistapaus.

Lause 8.1. (Schwarzin peilausperiaate)

Olkoot S ja S ympyrditi laajennetussa kompleksitasossa C ja olkoot p ja p peilaukset
niiden suhteen. Olkoon D C C alue, joka on symmetrinen S:n suhteen (eli p(D) = D),
olkoot G ja G* joukon D — S komponentit ja olkoon I = DNS. Olkoon f: GUI — C
jatkuva funktio, joka on analyyttinen G:ssa ja jolle patee f(I) C S. Tdllgin funktio
F:D—C,

Fs)={ f(2) ,j:oszeGUI,
pofop(z) ,joszeG"
on meromorfinen funktio. Itse asiassa F on analyyttinen funktio, jollei S ole aito

ympyri, jonka keskipiste kuuluw f:n kuvajoukkoon. Tdlloin F:m ainoat navat oval
pisteissi z € G*, joille f(p(z)) on S:n keskipiste.
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Todistus. Todistus perustuu Mobius-kuvauksiin ja vastaavaan tulokseen peilaukselle
reaaliakselin suhteen. Todistus 16ytyy esimerkiksi kirjasta [7, p.454]. O

Homeomorfismilla tarkoitetaan jatkuvaa funktiota, jonka kddnteisfunktio on myos
jatkuva. Homeomorfisen kuvauksen laht6- ja maalijoukot ovat topologisessa mielessa
samanlaiset.

Lemma 8.2. Olkoon f : H — D konformikuvaus, missé H = {z : Imz > 0} ja D
on suljetun monikulmion P C C sisus. Olkoot lisiksi —oo < a; < as < ... < 00 ne
pisteet, jotka kuvautuvat monikulmion P karjikst kuvauksella f, joka on kuvauksen f
homeomorfinen jatke joukkoon H. Tdlloin funktio f"/f" voidaan jatkaa funktioksi g,
joka on analyyttinen mdadrittelyjoukossaan G = C — {ay, ag, ...a,}.

Todistus. Olkoot I} = (—o00,a1), ..., L, = (an-1,a,) ja Iny1 = (an,00) Rin avoimia

véleja (jos a,, = oo, jatetddn I,,;; huomiotta). Nyt f(I;) siséltyy johonkin P:n sivuun.

Talloin erityisesti f(1;) C L, jollekin suoralle L;. Olkoon p; peilaus suoran L; suhteen
ja p peilaus reaaliakselin suhteen. Merkitddn H* = {2z : Imz < 0} ja D; = HUL;UH".
Tillsin Schwarzin peilausperiaatteen 8.1 nojalla funktio f voidaan jatkaa I ;:1le, jolloin
saadaan analyyttinen funktio F; : D; — @,

F(z) = f(2) ,jos z€ HU I,
T \piofoplz) josze H”

Funktio on selvéisti univalentti H:ssa ja H*:ssa. Erityisesti siis Fj(2) # 0 kaikilla
z € HU H* Lauseen 5.3 nojalla. Huomataan lisiksi, ettd F;(z) # 0 kaikilla z € I;:

Olkoon zy € I;. Tallsin wy = Fj(z0) = f(20) € D N L;, mutta wy ei ole P kiirki.
Voidaan siis valita s > 0 siten, ettd D N B(wp, s) on puolikas kiekko, toinen joukon
B(wy, s) — L; komponenteista. Valitaan sitten r > 0 siten, ettd RN B(z,7) C I;
ja ettéd f(H N B(z0,7)) C DN B(wy, s). Joukko F;(H N B(zy,7)) on siten kokonaan
suoran L; jommallakummalla puolella, joten sen peilaus F;(H* N B(z, 7)) on suoran
vastakkaisella puolella. Siispd F); on univalentti B(zg, r):ssa ja talloin Fj(zp) # 0, joten
funktio g = F/F} on analyyttinen D;:ssi.

Selvitetddn seuraavaksi, miten funktiot Fj ja Fj liittyvit toisiinsa, kun j # k.
Funktio F; kuvaa joukon H* konformisesti joukolle p;(D). Nyt joukossa p;(D) pétee

FyoFjt=(profop)o(pjofop)™
=profopoptoftop;!
= PkOp; = prop;,

silld pj_1 = p;. Nyt, kuten kappaleessa 8.2 todettiin, p; o p; on muotoa p; o p;(z) =
az + b, missd a,b € C, a # 0. Siispé voidaan kirjoittaa

FyoF; Y (z)=az+b

kaikilla z € p;(D), tai
Fi(z) =aFj(z) +b
kaikilla z € H*. Viimeisen yhtdlon nojalla
gk = FY [ Fy = F}'/Fj = g;
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joukossa H*, kun j # k. Médritelldéin joukkoon G — {ai,...,a,} = |J; D; funktio g
siten, ettd
9(2) = g;(2) ,
kun z € D;. Télléin g on analyyttinen funktio, joka kelpaa funktion f”/f" jatkeeksi.
O

Seuraavan lemman todistuksessa tarvitaan analyyttisen jatkamisen periaatetta.

Lemma 8.3. (Analyyttisen jatkamisen periaate)
Jos funktiot h ja | ovat analyyttisii alueessa D ja h(z) = I(z) kaikilla z € A C D,
jossa A:lla on kasautumispiste D:ssd, niin h(z) = (z) kaikilla z € D.

Todistus. Todistus 16ytyy esimerkiksi kirjasta [5, p.307]. O

Lemma 8.4. Olkoot Lemman 8.2 oletukset voimassa. Olkoon ojm monikulmion P
sisikulma kdrjessd f(aj). Jos aj # oo, niin funktion g singulariteetti pisteessd a; on
yksinkertainen napa, jonka residy on o — 1. Lisiksi g(z) — 0, kun z — oo.

Todistus. Merkitddn a = a; ja a = ;. Oletetaan, ettd a # oco. Olkoon

h(z) = g(z) -

kaikille z € G. Néytetddn, ettd jossain punkteeratussa kiekossa B*(a,d) funktio h

voidaan esittdd muodossa
52) o) - @ DRE) + (- i)

afo(z) + (2 —a) fo(2)
missi fp on analyyttinen ja # 0 kiekossa B(a,d). Koska

(a+Dfg(2) +(z—a)fy(z) |, (@+1)fp(2)
afo(z) + (2 — a)fo(z) afo(z)

kun z — a, niin h:lla on poistuva erikoispiste pisteessd a. Siispd ¢g:n singulariteetti
pisteessd a on yksinkertainen napa, jonka residy on o — 1.

Jos nyt ¢,d € C, ¢ # 0, ovat vakioita, niin kuvaus ¢ = cf + d kuvaa H:n kon-
formisesti monikulmaiselle alueelle D’. Kuvauksen ¢ homeomorfinen jatke H:hon on
O = cf + d, joten ¢ kuvaa pisteet ay, as, ..., a,, monikulmion D’ kérjiksi. Siispd Lem-
maa 8.2 voidaan soveltaa kuvaukseen . T&ll6in siis on olemassa funktio, joka on
analyyttinen D:ssi ja yhtyy funktioon ¢”/¢" = f”/f" alueessa H. Téll6in Lemman
8.3 nojalla f”/f"n yksikésitteinen analyyttinen jatke G:lle on funktio g, joka mié-
riteltiin Lemman 8.2 todistuksessa. Siispd Lemmaa 8.2 voidaan soveltaa (:n sijaan
f:aan. Nyt siis voidaan olettaa, etté f, fm jatke ]’;T:hon7 toteuttaa f(a) = 0 ja et-
td reaaliakseli puolittaa P:n sisdkulman origossa. Naiilld oletuksilla voidaan valita s,
jolle

a—1

Z—a

DN B(0,s) ={w e B(0,s) : |Argw| < ar/2} .
Nyt voidaan valita r, jolle
f(H N B(a,r)) C B(0,s) .
Méiiritelléiiill funktio z — 2% = €499 missi 2z € C — R_. Lopulta voidaan méiritells
funktio ¢ : H N B(a,r) — C siten, etti

t=1v(z) = (f(2))"*.
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T&ll6in ¢ on homeomorfismi, joka kuvaa joukon H N B(a,r) konformisesti alueelle,
joka sijaitsee puolitasossa {t : Rez > 0}. Liséksi se kuvaa vélin (a —r, a+7) avoimeksi
véliksi imagindariakselille.

Jatketaan nyt 1 imaginddriakselin toiselle puolelle peilaamalla. Till6in saadaan
konformikuvaus ¥ : B(a,r) — C, jolle f(z) = (V(z))* kaikilla z € HN B(a,r). Koska
U on analyyttinen B(a,r):ssa ja sen ainoa nollakohta on a, ¥ voidaan kirjoittaa
muodossa U(z) = (z — a)¥(z), missd Uy on analyyttinen ja # 0 B(a,r):ssa. Siispd
Lauseen 2.13 perusteella on olemassa log Uy(z):n haara B(a,r):ssa. Valitaan téllainen
ja merkitddn sitd L:1l14. Voidaan olettaa, ettd L(z) = LogW(z) — Log(z — a) kaikilla
z € HN B(a,r). Siispé kaikilla z € H N B(a,r)

f(Z) _ (\I/(Z»a _ echog\If(z) _ ea[Log\If(z)—Log(z—a)]—i—chog(z—a)

— (Z . a)aeaL(z) )

Huomataan, ettd fy(2) (2) on analyyttinen kiekossa B(a,r), jossa silli ei ole

nollakohtia. Nyt f(z) (z ) 0(2) kaikilla z € H N B(a,r). Télloin

noy - I _a=1_ (@t DRE) + (- f)
fz)  z—a afo(z) +(z—a)fg(z)

Koska jalkimméisen muodon nimittdja ei havid a:ssa, voidaan valita 6 € (0,7) si-
ten, ettd jalkimméinen esitysmuoto on analyyttinen kiekossa B(a,d). Koska tamé
funktio ja h vastaavat toisiaan H N B(a,r):ssa ja koska molemmat ovat analyytti-
sia B*(a, d):ssa, niiden tdytyy Lemman 8.3 nojalla yhtyd B*(a, d):ssa. Télloin lauseen
ensimmaéinen osa saatiin todistettua.

Nyt riittad tarkastella, mitd tapahtuu g(z):lle, kun z — oco. Mééritellddn f; : H —
C, fi(z) = f(—2"'). Tallsin f; on konformikuvaus H — D, jolle f1(0) = f(c0).
Olkoon lisiiksi g1(z) = g(—2z~1). Tallsin

" 2 ne__ ,—1
g(z) = f,(z) ==+ —Qlf - _3

fz) =z 2fi(=271)
kaikille z € H. Siispd H:ssa pétee

(8.3) o) = 2+ o (—1) |

z z

Nyt yhtélon (8.3) molemmat puolet ovat analyyttisid funktioita joukossa U = C —
{0,a4,...a, }. Koska ndmi funktiot yhtyvit H:ssa, Lemman 8.3 nojalla (8.3) pétee
U:ssa. B B

Nyt téytyy vield tarkastella kahta erikoistapausta. Ensiksi, jos f1(0) = f(oc0) ei
ole P:n kiirki, niin g; on analyyttinen origon lidhelld, joten g;(—z"') — ¢,(0) # oo,
kun z — oo. Téstd, yhdistettyna (8.3):n kanssa, seuraa, ettd g(z) — 0, kun z — oo.
Jos toisaalta fl(O) on P:n kirki, niin lemman ensimmaisen osan perusteella g;:1la on
yksinkertainen napa origossa. Siispd zg;(z) — [ jollekin |I| # oo, kun z — 0. Siten
z7tg(—=271) — —I, kun z — oo. Siispi yhtilostd (8.3) seuraa, ettd g(z) — 0, kun
z — 00. 0

Seuraavassa lauseessa potenssifunktio on médaritelty logaritmin padhaaran avulla,
kuten Lemman 8.4 todistuksessa.
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Lause 8.5. (Schwarzin ja Christoffelin kaava)

Olkoon f : H — D konformikuvaus, missi H on puolitaso H = {z : Imz > 0} ja D
suljetun suorakulmion P C C sisus. Olkoot —00 < ay < as < ... < a, < 00 pisteet,
jotka kuvautuvat P:n kdryiksi f:n homeomorfisella jatkeella f "H—P Ja olkoon o;m
P:n sisikulma kirjessi f(a;). Tallgin on vakiot C,C" € C siten, ettd

(8.4) re=cf L€ = an) e+ €
tok=1

missi By = 1 — ag, mikdlt a,, # oo. Mikdli a,, = oo,

2n—1

(8.5) f)=c [ T[¢—a)d+c".

2

Todistus. Olkoon g funktiosta f konstruoitu funktio kuten Lemmassa 8.2. Olkoon h
madritelty g:n midrittelyjoukossa G siten, etta

a; —1
h(z) = g(z) — —
jzlz—aj
jos a, # 00, ja
n—1
a; —1
h — _ J
SRICE W=

jos a, = oo. Talloin h on analyyttinen G:ssd. Lemman 8.4 nojalla h:n singulariteetit
pisteissd a1, as, ..., a, ja 00, ovat kaikki poistuvia singulariteetteja. Kun ne poistetaan,
saadaan h:sta holomorfinen funktio C:ssa. Téllin Lauseen 5.5 nojalla h on vakio.
Koska h(oo) = 0, h(z) = 0 kaikille z € C. Téastd saadaan eksplisiittinen muoto
funktiolle g.

Oletetaan, ettd a, # oo. Lauseen 2.13 nojalla voidaan valita log f’(z):n haara [
alueessa H ja huomataan, etté

I(z) = "(2) — g(z) = Z =1 _ diz Z(O‘J — 1)Log(z — a;)

- f(2) = ra

tasséd puolitasossa. Talloin alueessa H

J=1

n

[(z) = Z(aj —1)Log(z —aj) + A

j=1
jollakin vakiolla A € C. Eksponentioimalla saadaan

n

f'(z) =@ =[]z =a)™,

J=1

missi C' = e. Viite seuraa tisté, silld analyyttisen funktion f’ primitiiviksi voidaan
valita integraali 8.4. Tapaus a, = oo voidaan todistaa samaan tapaan muuttamalla
ainoastaan summien ylarajat. 0
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Koska integraalien (8.4) ja (8.5) integrandit ovat jatkuvia funktioita joukossa H —
{a1, as, ..., a, }, integraalit saavat selvésti arvon f(z) kaikilla z € R — {aq, as, ..., a,},
missi f on funktion f homeomorfinen jatke. Jos taas z = a;j jollakin j € {1,...,n} tai
2 = 00, niin integraalien (8.4) ja (8.5) oikeat puolet saavuttavat mydskin arvon f(z),
vaikka integraalista tuleekin mahdollisesti epdoleellinen. Néin kdy, jos z = a; jollakin
J ja vastaava a; < 1, tai jos z = oo. Jalkimmaéisessd tapauksessa voidaan valita
integrointipoluksi y(t) = ti, missd 1 < t < oo. Integraalien (8.4) ja (8.5) alaraja i
on mielivaltaisesti valittu. Miki tahansa muukin H:n piste olisi kiiynyt alarajaksi.
Talloin ainoastaan vakio C’ muuttuisi. Usein integraalit (8.4) ja (8.5) kirjoitetaankin
muodossa

(5.6) 16 = [ T[€-a)Pac+c,

0 k=1

mikali a,, # co ja

(8.7 o= TI(C = ) Pdc + €,

mikali a,, = oco.
Esitellddn seuraavaksi konkreettinen esimerkki Schwarzin ja Christoffelin kaavan
kiytosta.

Esimerkki 8.6. (Schwarzin kolmiofunktiot)

Kuvataan ylempi puolitaso H = {z : Imz > 0} kolmiolle, jonka kulmat ovat a7, asm
ja agm, siten, ettd pisteet z = 0,2 = 1 ja 2 = oo kuvautuvat kolmion kirjiksi 0,1 ja
ic, missad Imce > 0. Talloin yhtalon (8.7) nojalla f(z) voidaan kirjoittaa muodossa

Cl/ Cal 1 - a2 1dC+C2

joillain vakioilla C ja Cy. Nyt, koska f(0) = 0 ja koska integraali havidd, kun z — 0,
téytyy olla Cy = 0. Liséksi, koska f(1) = 1, tiytyy olla

1
Jo €171 (¢ = 1)etdC
Siispéd konformikuvaus saadaan muotoon
fay = do €T C )G
= =2 .
Jo ¢or7H(¢ = 1)22td(
joka voidaan ratkaista halutuille kulmille oy, as (ja ag).

Nyt kiiinteisfunktio f~! voidaan jatkaa ympirsiville kolmioille peilauksella kolmion
sivujen suhteen. Tamé& prosessi on erityisesti kiinnostava silloin, kun se johtaa mero-
morfiseen funktioon. Télloin, kun kolmiota peilataan sellaisten sivujen suhteen, joilla
on yhteinen loppupiste, pitéisi ddrelliselld méaaralla peilauksia padtya alkuperiiseen
kolmioon. Siispé vakioiden aq, s ja ag téytyy olla muotoa a; = 1/ny, as = 1/ns ja
as = 1/ng joillain ny,nong € Z — {0}. Koska yhtélon (8.1) nojalla talloin

1 1 1

—+—+—=1,
nq N9 ng

01:
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tdytyy kolmikon (nq,nq,n3) olla muotoa (3,3,3), (2,4,4) tai (2,3,6). Siispd kolmion
tdytyy olla joko tasasivuinen kolmio, tasakylkinen kolmio tai tasasivuisen kolmion
puolikas. Nailld kaikilla kolmioilla voidaan tdyttdd koko kompleksitaso ilman paal-
lekkiisyyksia tai aukkoja. Téllaiset meromorfisten kuvausten rajoittumat tunnetaan
nimelld Schwarzin kolmiofunktiot.
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9. KONFORMIKUVAUKSET FYSIIKAN ONGELMISSA

Konformikuvauksia voidaan hyodyntéda fysiikan ongelmissa laskujen yksinkertais-
tamiseen. Koska kompleksiarvoinen funktio voidaan jakaa reaali- ja imaginédériosiin,
jotka ovat molemmat reaaliarvoisia funktioita, analyyttisten funktioiden ominaisuuk-
sia voidaan hyodyntdd kahden muuttujan ongelmissa kaksiulotteisessa avaruudessa.
Tamén luvun esimerkit pohjautuvat kirjaan [4].

9.1. Dirichlet’n ongelma. Funktio u(z,y) toteuttaa Laplacen yhtdlon (tai on har-
moninen) alueessa A, mikali

Pu  0*u

Viu=—+-— =

ox?  Oy?
Tamén ehdon lisiksi fysiikan ongelmissa on yleensid annettu reunaehtoja, jotka funk-
tion u tulee toteuttaa. Namé reunaehdot yleensd maarittavat w:n yksikésitteisesti.
Jos esimerkiksi harmonisen funktion u(z,y) arvot tiedetdén alueen A reunalla, niin
funktio médrdytyy yksikésitteisesti [5, p.145|. Yhtiloparia

Vu =0
uly, = f
sanotaan Dirichlet’n ongelmaksi.

Mikéli Dirichlet’n ongelmassa u(x,y) ei ole jatkuva reunalla A, mutta alue A on
rajoitettu, niin yksikésitteisyystulokset ovat voimassa. Jos taas A on rajoittamaton,
niin ongelman ratkaisut eivit endd ole yksikdsitteisid. Jos esimerkiksi A on ylempi
puolitaso, niin sekd u;(z,y) = x + y ettd us(x,y) = x toteuttavat samat reunaehdot
reunalla y = 0 ja molemmat funktiot ovat harmonisia, mutta selvistikdin ne eivit ole
samoja.

Jotta rajoittamattomassakin alueessa l6ydettéisiin ongelmille yksikasitteiset ratkai-
sut, tdytyy ongelmille lisdtd "reunaehdot oo:ssd". Téllainen ehto tarkoittaa, ettd u:n
taytyy olla rajoitettu.

Yleensi Dirichlet’'n ongelma alueessa A ratkaistaan muuttamalla ensin alue A kon-
formikuvauksella yksinkertaisemmaksi alueeksi B, missd ongelma osataan ratkaista,
mikili ongelmaa ei osata ratkaista A:ssa. Seuraava lause ndyttad, ettd harmonisen
funktion ja konformikuvauksen yhdistetty kuvaus on harmoninen.

0.

Lause 9.1. Olkoon u harmoninen funktio alueessa B ja olkoon f : A — B analyyt-
tinen. Tdlloin funktio wo f on harmoninen A:ssa.

Todistus. Todistus 16ytyy esimerkiksi kirjasta [5]. O

Nyt siis alueessa B saatu ratkaisu voidaan kuvata takaisin A:lle. Dirichlet’'n ongel-
man reunaehdot reunalla 0A kuvautuvat konformikuvauksella f reunaehdoiksi reu-
nalla 0B.

Jos nyt etsitddn ylemmissd puolitasossa H = {z € C : Imz > 0} harmonista
funktiota wu, joka saa arvon cq vélilla | — 0o, x1[, arvon ¢; valilla |zq, x5, ..., ja arvon
¢, valilla |x,, 0ol, missd 1 < x93 < ... < , € R, niin huomataan, ettd ratkaisu on
muotoa

(9.1) w(z,y) =c, + %[(%—1 — )0+ ...+ (co — 1)01]
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missi 6y, ..., 0, ovat kuten Kuvassa 8, 0 < 6, < .
Tamé ndhdadn helposti, silld v on analyyttisen funktion

Cn + %[(cnl —cp)log(z — ) + ... + (o — ¢1)log(z — x1)]

reaaliosana harmoninen. Lisdksi valilla |x;, x;,1[ v on vakio ¢;. Télloin siis u on ra-
joitettu, joten se on fysikaalisesti jirkeva ratkaisu. Tété ratkaisua kiytetddn hyvéksi
seuraavien kappaleiden esimerkeissa.

z=(z,y)

01 ,/@ 0s &n T

T To I3 In

KuvaA 8. Dirichlet’'n ongelma ylemmassa puolitasossa.

9.2. Nesteen virtaus. Nesteen liikkeen tuntemiseksi téytyy tietdd nopeusvektori
jokaisessa nesteen pisteessé kaikilla ajanhetkilla. Oletetaan, ettd neste on kokoonpu-
ristumatonta, eli ettd sen tiheys on vakio, ja ettd virtaus on tasaista, eli ajasta riip-
pumatonta, ja kaksiulotteista. Téllaista virtausta esiintyy muun muassa, kun neste
virtaa sylinterin 14pi, jonka akseli on yhdensuuntainen virtaussuunnan kanssa. Tall6in
nopeusvektori voidaan ilmoittaa jatkuvana kompleksiarvoisena funktiona V = V(z),
missd z € GG jollakin alueella G C C. Lisdksi voidaan olettaa, ettei alueessa G ole 1ah-
teitd tai nieluja, eli pisteitd, joissa nestettd syntyy tai tuhoutuu. Nopeusfunktiolle V'
saadaan luonnollinen reunaehto, kun vaaditaan, ettd virtaus on alueen reunan suun-
taista. Tama siis tarkoittaa, ettd esimerkiksi putkessa virtaus on putken seindmien
suuntaista.

Koska oletettiin, ettd neste on kokoonpuristumatonta ja ettd alueessa G ei ole
lahteitd tai nieluja, tiytyy alueen G yhdesti yhtenéisissa alueissa olla aina sama méaéra
nestetta. Talloin pituusyksikon ds lapi virtaaman nesteen mairi aikayksikkod kohden
paloittain sileén itsedédn leikkaamattoman G:n suljetun polun v lapi on V,,ds, missa V,,
on V:n polkua ~ vastaan kohtisuorassa oleva komponentti. Talloin kdyristd ulospéiin
suuntautuva kokonaisvirtaama on

(9.2) Q= /Vnds =0.
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Nopeuden V' tangentiaalisen komponentin V, polkuintegraalia polun v yli,
(9.3) r— / Vids
v

sanotaan V:n kiertovirtaukseksi polulla «. Jos kiertovirtaus ei ole nolla jollakin polulla
v, neste kiertdd polun « ympéri. Jos taas kiertovirtaus on nolla kaikilla poluilla v € G,
virtausta sanotaan pydrteettomdksi. Oletetaan nyt, ettd virta on pyorteeton, eli etté
I' = 0. Olkoon @ = a(z) 7:n normaalivektorin ja positiivisen reaaliakselin vilinen
kulma pisteessa z. Ks. Kuva 9.

> L

Kuva 9. Nopeusvektorin komponentit.

Kiertamalla ns-koordinaatistoa pisteen z suhteen kulman —a verran nopeuden V'
normaali- ja tangentiaalisiksi komponenteiksi saadaan

Vi, = Re(e V)
V, =Im(e V) .
Erityisesti talloin
(9.4) eV =V, +idV, .
Té&lloin dx ja dy voidaan ilmoittaa pituusyksikon ds avulla seuraavasti:
dx = cos <g + 04) ds
dyzsin(%—i—a) ds
misti seuraa, etté

(9.5) dz = dx + idy = '™*TVds = jet .
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Nyt, jos v on paloittain siled Jordan-kéyrd G:ssé, niin yhtéliden (9.2)-(9.5) nojalla

/dez:i/vmds

:z'/(Vn—i—z’VS)ds
Y

2/(‘/8+ivn)d3:0,
ol

joten Moreran lauseen 2.7 nojalla V'(z) on analyyttinen. Jos G on yhdesti yhtendinen,
niin t&ll6in funktion V'(z) primitiivi on analyyttinen funktio w(z) = u(z)+iv(z), jota
kutsutaan virran kompleksiseksi potentiaaliksi. Funktiota u sanotaan potentiaalifunk-
tioksi ja funktiota v virtafunktioksi. Virtauksen yksittaiset hiukkaset liikkuvat pitkin
kidyrid, jotka ovat joka pisteessd nopeusvektorin suuntaisia. Téallaisia kiyrid sanotaan
virtaviivoiksi ja ne toteuttavat yhtalon v(z) = vakio, silld téllaisen kiiyran tangentin
kulmakerroin on Cauchy-Riemannin yhtéldiden nojalla

d O 0y
d_i = _ayz - _&EZ = —tan arg w' = tan arg V ,

silli V' = w'. Kéyrid u(z) = vakio kutsutaan tasapotentiaaliviivoiksi ja ne ovat koh-
tisuorassa virtaviivoja vastaan, silld niille pétee

@  Oyu Opu -1

dr ~ du v tanarg V'

Pisteitd, joissa V(z) = 0, ja siten w'(z) = 0, sanotaan virran patoutumispisteiksi.

Esimerkki 9.2. Nestevirtausta direttomén levedssi putkessi voidaan approksimoida
ylemmasséd puolitasossa nopeudella A > 0 positiivisen z-akselin suuntaan virtaavalla
tasaisella virtauksella, ks. Kuva 10. Koska V' (z) = A, niin w'(2) = A, joten komplek-
siseksi potentiaaliksi saadaan w(z) = Az + ¢, missé ¢ = ¢; +icy € C on vakio. Siten
u(z) = Ax + ¢1 ja v(z) = Ay + ca, joten tasapotentiaaliviivat ovat imaginaériakselin
suuntaisia ja virtaviivat reaaliakselin suuntaisia. Asettamalla ¢ = 0 virtaviiva v = 0
vastaa reaaliakselia.
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KuvA 10. Tasainen virtaus positiivisen x-akselin suuntaan ylemmaéssa puolitasossa.

Jos nyt funktio f kuvaa jonkin alueen G konformisesti ylemmaille puolitasolle
H = f(G) ja kompleksinen potentiaali w(z) tunnetaan H:ssa, niin kompleksinen
potentiaali alueessa G on w(f(z)), joka on kahden analyyttisen funktion yhdistet-
tynd funktiona analyyttinen. Nyt, jos virtaus ylemmaéssi puolitasossa H on kuten
esimerkissd 9.2, niin virtaviivat G:ssi ovat ne kiyrit, jotka kuvautuvat yhdistetylla
funktiolla w o f suoriksi v = vakio ylempéin puolitasoon. Téllaisten yhdistettyjen
funktioiden selvittdminen on keskeisessd roolissa virtausmekaniikan ongelmissa.

Esimerkki 9.3. Jos ollaan kiinnostuneita virtaviivoista suoraa kulmaa pitkin, niin
tatd ongelmaa voidaan approksimoida tutkimalla virtausta tason ensimmaéisessi nel-
janneksessi. Kuvaus z — z? kuvaa ensimmiisen neljinneksen puolitasolle. Siispi, jos
virtauksen kompleksinen potentiaali w = w(f(z)) tiedetddn ylemméssd puolitasossa,
tillsin potentiaali ensimmiiisessd neljinneksessd on muotoa w = w(2?). Jos nyt olete-
taan, ettd virtaus ylemmaésséi puolitasossa on kuten esimerkissé 9.2 ja ¢ = 0, komplek-
sinen potentiaali ylemmaéssd puolitasossa on muotoa w = Af(z). Siispd kompleksi-
nen potentiaali ensimmiisessi neljinneksessi toteuttaa yhtilon w = Az? ja virta-
viivat ovat hyperbelejd 2Azy = wvakio (ks. Kuva 11) ja nopeusvektori on muotoa
V(z) = 2Az. Origo on téllaisen virtauksen patoutumispiste.

Y Rez?

2>z

T Imz

KuvA 11. Virtaviivat suoraa kulmaa pitkin.
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9.3. Laimmonjohtuminen. Lidmmodnjohtumista kiintedssd homogeenisessa kappa-
leessa voidaan tutkia samaan tapaan kuin nestevirtausta, mikéli kappale on sen muo-
toinen, ettd limmonjohtumista voidaan ajatella kaksiulotteisena ongelmana, ja mikali
lammonjohtuminen on tasaista. Oletetaan, ettei yhdesti yhtenéisessi alueessa G ole
lammonlahteita tai -nieluja. Koska alueen kahdessa eri pisteessa voi olla eri lampdétila,
alueessa ilmenee lammonjohtumista lAmpimammisti alueista kylmempiin. Limmon-
johtumisvektori Q@ = Q(z) voidaan kirjoittaa jatkuvana kompleksiarvoisena funktiona.
Paloittain sileén itseddn leikkaamattoman alueen G polun -y sisukselta ulosjohtuvan

lammon tiytyy toteuttaa
[ @us =0,
”

silld muuten lampotila polun sisdlla muuttuisi. Koska 1amp6 johtuu ldmpimammista
osista kylmempiin, virtaus on pyorteetontd, joten

/QASZO,
Y

joten Moreran lauseen 2.7 nojalla, kuten kappaleessa 9.2, Q) on analyyttinen alueessa
G. Télloin

Q(z) = —kw'(z)

missa k on [aGmmonjohlavuusvakio ja w = u+ v on lampokentan kompleksinen poten-
tiaali. Cauchy-Riemannin yhtélsiden nojalla w'(z) = O,u + i0,u = grad u(z), joten
Q) = —k grad u (Fourierin laki). Téstéd seuraa, ettd 1ampd johtuu kohtisuoraan kiy-
rid u(z) = vakio vastaan. Téllaisen kiyrdn pisteissd taytyy siis olla sama lampdétila,
joten kiyrat u(z) = vakio ovat isotermeji ja u(z) on limpdtila. Kéyria v(z) = vakio
kutsutaan virtaviivoiksi ja ne ovat kohtisuorassa isotermeja vastaan.
Lammdjohtumiseen liittyvissid ongelmissa on usein keskeisessé roolissa isotermien

muodostaminen alueessa GG annetuilla limpotilan reunaehdoilla.

Esimerkki 9.4. Etsitddn levyn G isotermit, missé levy on kompleksitason ensim-
maiinen neljannes, kuten kuvassa 12. Aluetta rajaavat jana z = y > 0, joka on lam-
potilassa 100°C seké jana z = x > 0, joka on lampotilassa 0°C.

Kuva 12
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Kuvataan ensin neljinnes ylemmiksi puolitasoksi kuvauksella z — 22, kuten esi-
merkissd 9.4.

Lampdtilan tulee olla rajoitettu funktio, jotta se olisi fysikaalisesti jarkeva. Muuten
saavutettaisiin mielivaltaisen suuria tai pienid lampétilan arvoja, mika ei ole mahdol-
lista. Siispé ratkaisuksi ylemmaéssé puolitasossa saadaan yhtilon (9.1) avulla

1 100
u(z,y) = —(100argz) = — tan™! (Q) :
T T x
Talloin lampotilafunktioksi alueessa GG saadaan

uo(z,y) = u(2?) ,

2= -y +i20y = (22 — y?, 2xy). Siispi

100 _ 2x
uo(z,y) = — tan ' (xz _yyz) :

missa z

missi tan~! on tangentin kiéinteisfunktion haara vililla [0, 7r]. Isotermit ja virtaviivat
on esitetty kuvassa 12.

Esimerkki 9.5. Etsitdin isotermit levyssd GG, kun alue on kuten kuvassa 13. Aluetta
G rajaavat janat [0, 1], [—io0, 0] ja [1,1 + ioo], jotka ovat lampdétiloissa —1,0 ja 1°C
vastaavasti.

Kuva 13

Koska alueen sisdkulmat pisteissd 0 ja 1 ovat —m/2 ja m/2, vastaavasti, niin Schwartz-
Christoffelin yhtalo

f(z):1+i/ \/—w+1dw=1+1[\/z2—1—|—cosh_1z]
1 w—1 m

kuvaa ylemmaén puolitason alueelle GG siten, ettd pisteet —1,1 ja oo kuvautuvat pis-
teiksi 0,1, 1 +i00. Téssi cosh™ " on hyperbolisen kosinin kédinteisfunktion haara, jolle
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pitee cosh™'(z) € R x [0, 2mi]. Tilloin siis alue G saadaan kuvattua ylemmélle puo-
litasolle kiinteiskuvauksella f~!. Nyt limpdtilaksi ylemmissi puolitasossa saadaan
yhtélén (9.1) avulla

u(z,y) =1+ %[—2arg(z —1)+arg(z+1)],

joten lampotilaksi alueessa G saadaan

wo(r,) = u(f () = 1+ —[~2arg(f (=) — 1) + arg(f ™ (2) + 1))

9.4. Sdhkostatiikka. Olkoon FE(z) tasomainen sidhkokenttd, joka syntyy mielival-
taisen systeemin varauksien vilisistd veto- ja hylkimisvoimista. Olkoon G yhdesti
yvhtendinen alue, joka sisdltdd ndmé varaukset. Talloin jokaiselle paloittain sileille
Jordan-kayrille ~, joka siséltyy G:hen, pitee Gaussin lain nojalla

/EndS:O.
.

Kentéan kiertovirtaus on kentdn tekema tyo, kun positiivinen yksikkévaraus kierretdaan
kierros polun v ympéri. Koska sahkokentédn ylldpitdmiseen ei tarvita energiaa, talldin

/Est:O.
y

Tillin kentt#s E sanotaan potentiaalikentiksi. Lisiksi E/i on analyyttinen ja sen
primitiivid iw = —v 4+ tu sanotaan kentdn kompleksiseksi potentiaaliksi. Funktiota
—uv sanotaan voimafunktioks: ja funktiota u potentiaalifunktioksi. Cauchy-Riemannin
yvhtéldiden nojalla

E = —uw'(z) = —(0,u + i0,u) = —grad u .

Kéyrit v(z) = vakio ovat voimaviivoja, ja kiyrit u(z) = vakio tasapotentiaaliviivoja.
Usein sidhkdstatiikassa on ongelmana 16ytdd tasapotentiaaliviivat tasomaiselle sdh-
kokentille, joka on rajoitettu reunoilla, joissa potentiaali on vakio.

Esimerkki 9.6. Kondensaattori koostuu kahdesta samassa tasossa olevasta puolita-
sosta, joiden samansuuntaiset reunat ovat 2a:n paissi toisistaan ja niiden vililld on
potentiaaliero 2ug. Jokainen levyjd vastaan kohtisuora poikkileikkaus on tasokentta
(G, jossa on kaksi rakoa, ks. Kuva 14. Etsitdan téllaisen poikkileikkauksen tasapoten-
tiaaliviivat.
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N Lo
—Ug VL 0. / Uo

Kuva 14

Huomataan, ettd funktio
f(z) = %sin_1 (E>
T a
kuvaa alueen G kaistaleelle |z| < uy (Ks. Kuva 15):

Kaistale U = {z = 2 +1iy € C : |2| < uo} saadaan kuvattua kaistaleeksi || < 7
kuvauksella z +— ﬁz Tama kaistale saadaan kierrettyd x-akselin suuntaiseksi ku-
vauksella z — iz. Tama kaistale puolestaan saadaan kuvattua eksponenttikuvauksella
puolitasoksi {z € C : Rez > 0}. Médritelldén sitten kuvaus ¢ : C — C

o 1 1

)= gie=2).
Huomataan, ettd ¢ kuvaa joukon S(0, ) N{z € C: Rez > 0} viliksi | — 1, 1], joukon
iR—{0} JOUkOkSl R—{0}, joukon B(0,1)N{z € C: Rez > 0} ylemmaiksi puohtasokm
{z € C:Imz > 0} sekii joukon {z € C : Rez > 0} — B(0, 1) alemmaksi puolitasoksi
{z € C:Imz < 0}. Siispi ¢({z € C: Rez > 0}) = C— (] —o0, —1]U[1, 00[). Tama4 alue
saadaan helposti kuvattua alueeksi G kuvauksella z — az. Siispa yhdistetty kuvaus
g:U— G,
_ Y img® _ oTime ) — gsin [ ——
g(z) = 22,(6 0" —e 7)) = qgsin (2uoz)
kuvaa alueen U alueeksi G. Kuvaus on konformikuvausten yhdistettynd kuvauksena
konformikuvaus. Nyt alue G saadaan kuvattua alueeksi U kuvauksella
_1 2up . 4 (%
) =97 (z) = —Lsin (2]

missé sin”' on sinin rajoittuman kaistaleeseen |z| < % kiinteisfunktio. Kaistaleessa

U virtaviivat ovat x-akselin suuntaisia ja tasapotentiaaliviivat y-akselin suuntaisia,
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kuten Kuvassa 14. Kuvassa 15 on esitetty alueen U tasapotentiaaliviivojen kuvautu-
minen yhdistetylld kuvauksella g. Tasapotentiaaliviivoja on kuvassa merkitty yhte-
ndisilla viivoilla. Huomataan, ettd U:n tasapotentiaaliviivat kuvautuvat kuvauksella
2 > €'’ origoalkuisiksi puolisuoriksi (joskin origo ei kuulu suoraan)puolitasoon
{z € C: Re > 0}. Liséksi huomataan, ettd kuvaus ¢ kuvaa suorat hyperbeleiksi:

Selvisti  kuvaa positiivisen reaaliakselin imagin&ariakseliksi. Tutkitaan sitten puo-
lisuoria Ry = {z € C : argz = ¢}, missi ¢ €] — m,7[—{0}. Olkoon z € R,. Télloin
2z = re' jollakin r > 0. Siten

1/ ., 1 _
plz) =5 (re“’j — ;e"‘b)

= — (rcos¢— %cos¢+2' (TSiH¢+ %Sin¢>)

1 1 ) 1
=5 (r—l—;) singzﬁ—% (r—;) cos @ ,
mista saadaan

(Rep(2))*  (Imp(2))* 1 (r+ 1)2 L ( 1)2 =1,

7”—_
T r

sin? ¢ cos2¢p 4 4
eli suoran kuva toteuttaa hyperbelin yhtidlon. Siispé tasapotentiaaliviivoiksi alueessa

G saadaan hyperbelit
72 y?
a?sin? I @2 cos? T% ’
2ug 2ug

missd u € R — {0}.
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k|l

Kl

Ug

Z > expz

Z = az

Kl
~

Ko

Z > iz

2+ o(z)

Kuva 15
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