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Tamén tutkielman tarkoituksena on selventédé euklidisen tasogeometrian ja ana-
lyyttisen eli karteesisen geometrian valistd yhteyttd jadykkien liikkeiden tutkimisen
kautta. Lisdaksi tutkielman tarkoituksena on osoittaa, ettd jaykkien liikkeiden olemas-
saolo (ERM) on yhtépitava yhtenevyysaksiooman Sivu-Kulma-Sivu (SKS) kanssa,
kun muut Hilbertin aksioomat ovat voimassa.

Tutkielmassa lahdetéén algebrallisista lahtokohdista rakentamaan geometrista mal-
lia, jossa geometriset késitteet maaritetddn kunnan ominaisuuksien avulla. Téalla muo-
dostetulla karteesisella tasolla yli valitun kunnan kaikki Hilbertin aksioomat ovat voi-
massa, kun kunnan ominaisuuksista oletetaan tarpeeksi. Algebrallinen ldhestyminen
antaa mahdollisuuden ratkaista geometrisia ongelmia laskennallisesti, ja taméankaltai-
sen karteesisen koordinaatiston kehittdminen on johtanut nykyaikaisen analyyttisen
geometrian syntyyn. Tutkielmassa siis osoitetaan, ettd analyyttisessd geometriassa on
pohjalla tdsmélleen samat aksioomat kuin perinteisessé euklidisessa tasogeometriassa.

Tutkielmassa maéritellddn tason jaykét liikkeet, jotka ovat nimensd mukaisesti
jaykkid kuvauksia. Ne ovat injektioita geometrialta itselleen, kuvaavat suorat suoriksi
ja sdilyttavat valissdolon, kulmien suuruuden ja pituuden. Tutkielmassa osoitetaan,
ettd (ERM):std seuraa aksiooman (SKS) voimassaolo, kun tasolla on tietyt omi-
naisuudet. Lisdksi Hilbertin aksioomien ollessa voimassa jaykkié liikkeitd on olemas-
sa tarpeeksi ja siten (SKS)-aksiooman voimassaolosta seuraa (ERM). Aksiooman
(SKS) sijaan Hilbertin aksioomajirjestelméssi voisikin siis itse asiassa olla aksioo-
mana jaykkien liikkeiden olemassaolo.

Tutkielmassa tutustutaan syvemmin jaykkiin liikkeisiin aksiomaattisista lahtokoh-
dista isometrioiden kautta. Hilbertin tasolla isometriaoletus eli oletus pituuden séi-
lyttamisesta riittdd osoittamaan muut jaykkien liikkeiden ominaisuudet, jolloin iso-
metriset kuvaukset ovat yhtéapitavia jaykkien liikkeiden kanssa. Yksi tutkielmassa
todistettava péadtulos liittyen isometrioihin on, ettéd kaikki tason isometriat voidaan
muodostaa kolmen heijastuksen avulla. Muita isometrisia kuvauksia ovat siirto, kier-
to, liukuheijastus ja identtinen kuvaus ja ndmé ovat ainoat tason isometriat, mika
myos tullaan todistamaan.

Jaykkia liikkeitd késitelladn euklidisen tason liséksi Poincarén mallilla, jossa muut
Hilbertin aksioomat paralleeliaksioomaa lukuunottamatta ovat voimassa. Poincarén
mallia ja sen jaykkia liikkeitd varten késitelladn lyhyesti ympyraheijastuksia eli in-
versioita ja niiden tarkeimpid ominaisuuksia. Tutkielmassa osoitetaan, ettd Poincarén
mallilla on olemassa tarpeeksi jaykkia liikkeitd, jonka seurauksena saadaan aksiooman
(SKS) voimassaolo Poincarén mallilla tutkielman aiempien tulosten seurauksena.

Tutkielman lopussa on viela tiivis silméys siithen, miten euklidista ja analyyttista
geometriaa sekd yhtenevyyskuvauksia késitellddn lukion pitkdn matematiikan kurssi-
kirjoissa. Néiden kahden geometrisen mallin suhde jd& useimmissa oppikirjoissa epé-
selviksi. Tutkielmassa pohditaan muutamia keinoja tdmén yhteyden selventdmiseksi
kuten aksioomien perusteellisempi esittely, uudet opetusmallit ja kehittynyt opetus-
teknologia.
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Johdanto

Tamén tutkielman tarkoituksena on selventéé euklidisen tasogeometrian ja ana-
lyyttisen eli karteesisen geometrian vélistd yhteyttd. Tutkielman luvussa 1 méaritel-
ladn geometriset késitteet algebrallisesta ldhtokohdasta ja osoitetaan, ettd Hilbertin
aksioomat ovat voimassa karteesisella tasolla, jolla on tietynlaiset ominaisuudet. Té&-
mén yhteydessd tutustutaan myos kunnan késitteeseen ja ominaisuuksiin.

Kreikkalainen matemaatikko Eukleides (noin 300 e.a.a) yritti todistaa (SKS)-
sdannon liikuttamalla tason objekteja padllekiin ja osoittamalla, ettd ne néin asetet-
tuina ovat yhtenevit. Padttelyn kulku oli seuraava.

Olkoon AABC ja AA'B'C’ kolmioita siten, ettd sivut AB = A'B’ ja AC = A'C’
ja kulmat <BAC = <B'A'C’" (Kuva 0.1). Eukleideen idea oli asetettaa kolmio AABC
kolmion AA’'B'C' pialle eli siirtdéd kolmiota AABC tasolla siten, ettd piste A menee
pisteen A’ péaélle ja sivu AB menee sivun A’ B’ péélle.

Kuva 0.1. Eukleides yritti todistaa (SKS)-aksiooman liikuttamalla
kolmiot AABC ja AA'B'C’ paillekiin

Nyt Eukleideen padttelyn mukaan puolisuoran 1@ on mentiavé puolisuoran m
padille, silld oletuksena kulmat <BAC ja <B’A’C" ovat yhtenevit. Liséksi pisteen C' on
mentivi pisteen C’ péidlle janojen AC ja A'C” yhtenevyyden nojalla. Téastd Eukleides
pédttelee, ettd kolmioiden on mentédva kokonaan pééllekiin eli ne ovat yhtenevit.

Eukleideen todistus ei ole aukoton, silld geometristen objektien liikuttaminen ta-
solla ei ole vilttamétta sallittua Eukleideen kédyttadmien aksioomien perusteella. Jotta
objektien liikuttaminen olisi mahdollista muuttamatta mitdén niihin liittyvistd omi-
naisuuksista, taytyy olettaa, ettd geometria on samanlaista tason joka puolella.

Eukleideen metodin kaltaisella tyylilld voidaan kuitenkin todella todistaa (SKS)-
sddnto, kunhan ensin osoitetaan, miksi se on perusteltua. Tétd varten tassa tutkiel-
massa otetaan luvussa 2 kiayttoon tason jaykat liikkeet eli tason transformaatiot, jot-
ka sdilyttavét useat tasoon liittyvat ominaisuudet kuten pituuden. Jotta Eukleideen
metodi toimisi, taytyy olettaa, ettd on olemassa tarpeeksi jaykkia liikkeité, jotta

(1) miké tahansa piste voidaan viedd miksi tahansa toiseksi pisteeksi
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2 JOHDANTO

(2) mika tahansa puolisuora voidaan kiertéé lihtopisteensi suhteen toiseksi puo-
lisuoraksi

(3) mink& tahansa suoran suhteen voidaan heijastaa, jolloin suoran erottamat
puolitasot vaihtavat paikkaa.

Reaalisella karteesisella tasolla ndmé tarpeelliset jaykét liikkeet ovat nimeltédén siirto,
kierto ja heijastus ja ne on yksinkertaista muodostaa.

Kirjoitelman péatavoitteena on siis méaritella ja tutkia, millaisia kuvauksia ovat
tason jaykat liikkeet, ja osoittaa, etté jaykkien liikkeiden olemassaolo on yhtéapitavas
Hilbertin aksiooman (SKS) kanssa, miké tehdddn luvussa 2.

Luvussa 3 tutustutaan tarkemmin jaykkiin liikkeisiin tasolla, jossa kaikki Hilber-
tin aksioomat ovat voimassa. Erityisesti ndmé jaykét liikkeet ovat isometrioita, sillé
ne séilyttévit pituuden. Jaykkien liikkeiden muut ominaisuudet ovat injektiivisyys,
suorien sailyttdminen suorina, vélissdolon sédilyttdminen ja kulmien suuruuden séilyt-
tdminen, ja erityisesti nididen muiden ominaisuuksien toteutuminen voidaan osoittaa
kuvauksen isometrisyyden nojalla, kun ollaan Hilbertin tasolla. Luvussa my6s méaa-
ritellddn suorat ja kédnteiset isometriat ja tutkitaan isometrioita suhteessa siihen,
paljonko ne muuttavat tasoa, eli puhutaan isometrisen kuvauksen suhteen muuttu-
mattomista eli invarianteista pisteistd. Ndiden ominaisuuksien avulla todistetaan, etté
kaikki tason isometriat voidaan muodostaa enintdédn kolmen heijastuksen yhdisteené.
Tamaé johtaa tulokseen, etté ainoat tasolla olemassa olevat isometriset kuvaukset ovat
siirto, kierto, heijastus, liukuheijastus ja identtinen kuvaus, jonka voidaan ajatella ole-
van myos nollasiirto.

Tutkielman neljannen luvun pédtavoite on osoittaa, etta jaykkia liikkeitd on ole-
massa myos Poincarén mallilla, joka on Hyberbolisen geometrian malli, jossa kaik-
ki Hilbertin aksioomat paralleeliaksioomaa lukuunottamatta ovat voimassa. Téaméan
seurauksena saadaan aksiooman (SKS) voimassaolo Poincarén mallilla helposti tut-
kielman aiempien tulosten nojalla. Ennen sitd luvussa késitelladn ympyrainversiota,
ja esitelldéin sen tdrkeimpid ominaisuuksia, joita tarvitaan erityisesti jaykkien liik-
keiden olemassaolon todistukseen Poincarén mallilla. Lisdksi luvussa konstruoidaan
Poincarén malli ja mietitddn, mité vélissédolo ja kulmien ja suorien yhtenevyys mallilla
tarkoittaa.

Tutkielman lopettaa luku, jossa tutustutaan euklidisen ja analyyttisen geometrian
viliseen suhteeseen ja yhtenevyyskuvausten késittelyyn koulumatematiikassa, erityi-
sesti lukion pitkdn matematiikan kursseilla kolme Geometria ja nelja Analyyttinen
Geometria. Kappaleessa esitetdén kolmen eri lukion pitkédn matematiikan kirjasarjan
kuvaukset euklidisesta ja analyyttisestd geometriasta seké yhtenevyydesté, ja pereh-
dytédén aiheen késittelyn eri ndkokulmiin sekd mahdollisiin puutteisiin kirjasarjoissa
ja niiden vélilla. Aivan luvun lopussa pyritddn myos esittdméin joitain mahdolli-
sia tapoja, joilla euklidisen ja analyyttisen geometrian vilistd suhdetta pystyttéisiin
koulumatematiikan tasolla oppilaille selventdmé&an.

Tutkielmassa kaytetddn vakiintuneita merkintoja geometrisille suureille. Pisteet
nimetdan suurilla kirjaimilla, esimerkiksi piste A ja piste B. Néiden pisteiden kautta

kulkevaa suoraa merkitddn AB ja puolisuoraa, joka alkaa pisteestd A ja menee pis-

teen B suuntaan merkitéin 1@ . Merkintd AB tarkoittaa pisteet A ja B yhdistavaa
janaa ja AB tdmén janan AB pituutta. Kulmaa, jonka kirken& on piste A ja sivuina



JOHDANTO 3

puolisuorat zﬁ ja 1@ merkitdin <BAC = <CAB. Pisteet A, B ja C yhdistévien
janojen rajoittamaa tasoaluetta eli kolmiota merkitdan AABC.

Tutkielman tidrkeimmaét ldhteet ovat Robin Hartshornen kirja Geometry: Fuclid
and beyond [6], josta myos johdannon tiedot on padpiirteittidin otettu, Marvin Jay
Greenbergin kirja Fuclidean and Non-Fuclidean Geometries: Development and His-
tory [5], H. S. M. Coxeterin kirja Introduction to Geometry [2], seké Lassi Kuritun,
Veli-Matti Hokkasen ja Lauri Kahanpéén luentomoniste Geometria [13].






LUKU 1

Geometria ja kunnat

Euklidista tasogeometriaa kehitti ja kokosi alunperin kreikkalainen matemaatikko
Eukleides kirjassaan Alkeet (engl. Elements) noin 300 vuotta ennen ajanlaskun alkua.
Téata aksiomaattista geometriaa tdydennettiin ja korjailtiin myhemmin muiden ma-
temaatikkojen, kuten saksalaisen David Hilbertin (1862-1943) toimesta. Euklidinen
geometria perustuu aksioomiin eli perustotuuksiin, joiden pohjalta loogisella péétte-
lylla pystytdéan johtamaan muita tuloksia.

Euklidisen geometrian erityispiirre on, etté se tutkii puhtaasti geometrisia suurei-
ta kuten tasossa sijaitsevia pisteité, suoria ja niiden muodostamia objekteja. Se ei siis
kayté ollenkaan hyvikseen numeroita pituuksien, kulmien tai pinta-alojen mittaami-
seen. Pitkddn aritmetiikka ja geometria pidettiinkin erossa toisistaan. Kuitenkin, kun
algebran laskumenetelméat kehittyivat 1400-luvun jalkeen, myos geometrisia suureita
alettiin késitelld numeroiden tavoin.

Ranskalainen René Descartes (1596-1650) teki merkittédvin uudistuksen geomet-
riseen ajatteluun, kun hén keksi tavan yhdistda algebralliset laskutoimitukset geo-
metrisiin suureisiin. Téma& johti ideaan esittdd tason pisteet lukupareina ja liittaa
geometriseen objektiin algebrallinen yhtélo, jolloin geometrian ongelmia pystyttiin
ratkaisemaan ensimméisté kertaa laskennallisesti. Tamén Descartesin (lat. Renatus
Cartesius) mukaan nimetyn karteesisen koordinaatiston kehittdminen johti nykyai-
kaisen analyyttisen geometrian syntyyn.

Tésséa luvussa lahdetéddn likkeelle yleisestd kunnasta F', kun nykyaikaisen analyyt-
tisen geometrian pohjalla on reaalilukujen kunta F' = R. Luvussa méaritellddn, mita
tarkoitetaan karteesisella tasolla yli kunnan F', ja tutkitaan millaisia ominaisuuksia
kunnalla on oltava, jotta tarvittavat Hilbertin aksioomat (Liite A) saadaan voimaan
kyseiselld tasolla (Mé&éritelma 1.1).

Lahtokohtana on siis algebrallinen maéritelma kunnalle, jonka avulla saadaan mal-
li Hilbertin aksioomien méaérittdmélle geometrialle. Geometriset késitteet piste, suora,
vilissdolo ja yhtenevyys maédritetddn kunnan ominaisuuksien avulla. Kaikki kappa-
leen mééritelmét ja lauseet ovat lahteesté [6].

MAARITELMA 1.1. Hilbertin taso koostuu joukosta pisteité, ja ndiden muodosta-
mista osajoukoista, joita kutsutaan suoriksi, sekd méaaritteleméttomisté vilissédolon ja
janojen sekd kulmien yhtenevyyksien kisitteisté, jotka toteuttavat aksioomat (I1),
(12), (I3), (B1), (B2), (B3), (B4), (C1), (C2), (C3), (C4), (C5) ja (SKS) (ks.
Liite A).

MAARITELMA 1.2. Joukko F' on kunta, kun kaikille a, b € F' on mééritelty lasku-
toimitukset + ja - siten, ettd a +b € F' jaa-b € F' ja liséksi

(1) laskutoimituksella + varustetulle joukolle F' pétee
(a) (a+b)+c=a+ (b+c) kaikille a, b, c € F

5



6 1. GEOMETRIA JA KUNNAT

(b) a+b=0b+a kaikille a, b € F
(c) on olemassa alkio 0 € F', jolle a + 0 = a kaikille a € F

(d) kaikille a € F' on olemassa alkio —a € F, jolle a + (—a) =0
(2) laskutoimituksella - varustetulle joukolle F' pétee
(a) (ab)e = a(be) kaikille a, b, c € F
(b) ab = ba kaikille a, b € F
(c) on olemassa alkio 1 € F'\ {0}, jolle a - 1 = a kaikille a € F'\ {0}

(d) kaikille a € F'\ {0} on olemassa alkio a™! € F, jollea-a™' =1
(3) laskutoimitukset + ja - ovat distributiivisia toistensa suhteen eli a(b+ ¢) =

ab + ac kaikille a, b, c € F

Maéaritelmén 1.2 nojalla joukko F' on siis kunta, jos se on varustettu kahdella
peruslaskutoimituksella, jotka ovat kommutatiivisia ja assosiatiivisia, ja joiden tulos
sisaltyy myos kuntaan F. Lisidksi kunnan F' tulee sisdltda laskutoimitusten neutraali-
ja kadnteisalkiot. Voidaan myos sanoa, ettd ' on kommutatiivinen ryhmé (ns. Abelin
ryhmd) laskutoimituksen + suhteen ja F'\ {0} on kommutatiivinen ryhmé lasku-
toimituksen - suhteen, silld ryhmén késite siséltdd oletuksen laskutoimituksen asso-
siatiivisuudesta sekéd neutraali- ja kédédnteisalkion olemassaolosta. Liséksi kunnan F
laskutoimitukset ovat distributiivisia toistensa suhteen [6], [14].

Huomataan myés, ettd viahennyslasku ja jakolasku saadaan mééariteltyd summan
ja tulon kédanteisalkioiden avulla. Télloin voidaan ajatella, ettd kunta F' on itse asiassa
neljalla peruslaskutoimituksella varustettu.

Maéaritelladn seuraavaksi, mité pisteilld ja suorilla tarkoitetaan mielivaltaisen kun-
nan F' suhteen.

MAARITELMA 1.3. Taso Il eli karteesinen taso yli kunnan F on joukko F?2, joka
koostuu kunnan F' jérjestetyisté alkiopareista. Naitd alkiopareja kutsutaan tason Ilg
pisteiksi. Suora on tason Il osajoukko, jonka madrittda lineaarinen yhtélo

ar + by +c=0,

missd a, b, ¢ € F ja vahintddn a # 0 tai b # 0. Jos b # 0, voidaan suoran yht&lo
kirjoittaa my6s muodossa y = kx + d, jolloin sanotaan, ettd suoran kulmakerroin
on k. Muotoa x = ¢ olevia suoria kutsutaan pystysuoriks: ja niiden kulmakertoimen
sanotaan olevan oo [6].

Seuraava Lause 1.4 kertoo, etté olemassaoloaksioomat ja paralleeliaksiooma (Liite
A) ovat voimassa karteesisella tasolla yli minké tahansa kunnan F.

LAUSE 1.4. Olkoon F' kunta. Talloin karteesinen taso Il toteuttaa Hilbertin ole-
massaoloaksioomat (11), (12), (I3) ja paralleeliaksiooman (PA).

Tobistus. (I1): Kunnassa F' voidaan suorittaa laskutoimituksia 4+, —, - ja +
(Maaritelmd 1.2). Olkoon A = (x1,y1) ja B = (x2,y2) eri pisteitd siten, ettd A,
B € F?. Merkitddn kyp = 222 kun x5 # 21, ja sijoitetaan tima pisteen A kautta
kulkevan suoran yhtdloon y — y; = k(z — x1). Huomaa, etté jos 1 = x5, on kyseessd
pystysuora. T&lloin siis

Y2

(y—w) = P (r—21) & (y—y)rv+ (v2—21)y+ 2192 — T2y1 = 0
92— I

& ar+by+c=0,
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missd a =y, — Y2, b = 19 — 1 ja ¢ = x1Yy2 — TaoYy1, ja selvisti myos piste B toteuttaa

kyseisen yhtalon.

Yksikésitteisyyden osoittamiseksi oletetaan, etté pisteet A ja B ovat suorilla
y=kz+d ja y=ker+ds,

ja késitelladn pystysuora tapaus erikseen. T&ll6in

y1 = kiz1 + dy
Y1 = kox1 + da
Yo = k1o + dy
Yo = koxy + dy,

mistd saadaan, ettd

kixy +dy = ko + da
kll’g + d1 = k2$2 + dg,

—dy = x1(k k
<:>{ 1$11 2)

dy — dy = $2 /ﬁ k?2);
ja edelleen
l’l(kl — kg) = :ch(kl — kg) = (331 — iL'Q)(k‘l — k'Q) =0.

Nyt aina x; # x9, koska A # B ja niiden pisteiden kautta kulkeva suora ei ole
pystysuuntainen, jolloin valttamétta k1 = ko. Sijoittamalla tdmé edeltdvain yhtalo-
ryhméén, saadaan, ettd myos dy = dy. Siispé pisteiden A ja B kautta kulkeva suora
on yksikésitteinen.

Jos pisteet A ja B ovat pystysuorilla suorilla x = ¢; ja x = ¢o, saadaan yhtaloryh-
mé:

T =0C
T = C2
To = C1
Tg = C2,

mistd seuraa suoraan, ettd c¢; = co. Siispa pisteiden A ja B kautta kulkeva suora on
tassakin tapauksessa yksikésitteinen
Tapauksessa, jossa pisteet A ja B ovat suorilla x = ¢ ja y = kx + d, saadaan

Ir1 = ¢C I = ¢C
To9 = C N To9 = C
y1 = kw1 +d Y1 = kc+d
Yo = ko + d, Yo = kc+d,

mistd seuraa, ettd y; = yo, miké kuitenkin on ristiriita, silld A # B. Siispa pisteet A
ja B eivat voi samanaikaisesti olla seké tyyppid x = c etta tyyppid y = kx + d olevilla
suorilla, vaan tilanteen on oltava edellisten kohtien kaltainen.
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(I2): Jokaisessa kunnassa F' on vihintddn alkiot 0 ja 1 (Mééritelma 1.2). Jos
mielivaltainen suora [ on muotoa y = kx + d (Mééritelmé 1.3), asetetaan x = 0,
jolloin y = d ja saadaan piste (0,d) € [, tai x = 1, jolloin y = k + d ja saadaan toinen
piste (1,k + d) € [. Jos taas suora [ on muotoa x = ¢ (Mairitelma 1.3), asetetaan
y =0 tai y = 1, jolloin etsityt pisteet suoralta [ ovat (c,0) ja (c,1).

.. Milla tahansa suoralla on védhintdéan kaksi pistetta.

(I3): Olkoon A = (0,0), B = (0,1) ja C' = (1,0) pisteitd. T&lloin mik&én suora ei
kulje kaikkien pisteiden A, B ja C kautta (Kuva 1.1). Suora, joka siséltdé pisteet A
ja B on muotoa z = 0, jolloin C' ¢ ﬁ . Toisaalta suora, joka sisiltédé pisteet A ja C,
on muotoa y = 0x + 0 = 0, jolloin B ¢ % Pisteiden B ja C kautta kulkeva suora
on muotoa y = —x + 1, jolloin A ¢ , silla 0 # 1. Lisdksi ndmé kaikki suorat jﬁ,
jﬁ ja % ovat yksikésitteisid aksiooman (I1) nojalla.

02 0 02 04 06 08 \12

Kuva 1.1. Mikéén suora ei kulje kaikkien kolmen pisteen A = (0, 0),
B =(0,1) ja C = (1,0) kautta

(PA): Tasolla I1p kaksi eri suoraa ovat yhdensuuntaiset, jos niiden kulmakerroin
k on sama. Olkoon y = kx +d ja y = kx + e kaksi eri suoraa. Ratkaistaan yhtalopari

=k d
{y kxi & krx+d=kr+e & d=e,
y=kxr+e

mikd on ristiriita, silld muuten kyseessé olisi sama suora. Siispé eri suorat, joilla on
sama kulmakerroin, eivit leikkaa eli ne ovat yhdensuuntaiset. Olkoon [ suora, jonka
kulmakerroin on k, ja P = (x¢, 3o) piste, joka ei ole suoralla [. T#lloin kaavasta

(y — vo) = k(z — o)

ndhdéan, ettd pisteen P kautta kulkee tdsmaélleen yksi suora, jonka kulmakerroin on
k, ja joka siis on yhdensuuntainen suoran [ kanssa. U

HuomAuTUus 1.5.
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(1) Aksiooman (I1) todistuksessa on merkityksetonté, missd jirjestyksessd pis-
teiden A ja B z- ja y-koordinaatit esitetddn. Lisiksi muuttujista x ja y voi-
daan pisteen A koordinaattien sijaan vahentdd myos pisteen B muuttujat eli
kaava ei ole riippuvainen suoralla olevan pisteen valinnasta.

(2) Aksiooman (PA) todistuksessa loydetéén siis suoran [ kanssa yhdensuuntai-
nen suora, joka kulkee pisteen P kautta. Erityisesti l0ydetty suora on yksi-
késitteinen, eli voimaan saadaan paralleeliaksioomaa voimakkaampi tulos.

Aksioomat (I1), (I2) ja (I3) ovat siis voimassa tasolla IIr yli minkd tahansa
kunnan F'. Sama ei kuitenkaan péade vilissdololle, silla kaikissa kunnissa ei ole jarjes-
tysté, kuten esimerkiksi kompleksilukujen joukossa C. Vilissdolon mééarittelemiseksi
esitelldén siis seuraavaksi jéarjestetyn kunnan kéasite.

MAARITELMA 1.6. Jdrjestetty kunta on kunta F, jossa on posititvisten alkioiden
osajoukko P, jolle patee:
(1) Josa,be P,niina+be Pjaa-be P.
(2) Mille tahansa a € F' tésmélleen yksi seuraavista on voimassa: a € P, a =0
tali —a € P.

HuomAuTUus 1.7.

(1) Jarjestetylld kunnalla F', jonka positiivisten alkioiden joukko on P, méaritel-
lddn @ > b mikédli a — b € P ja a < b mikédli b —a € P.
(2) Olkoon F jarjestetty kunta ja olkoon x € F. T&lloin

x, x>0
lz| =40, =0
—x, <0

Itseisarvo on siis aina kunnan F' alkio, silld kun x € F, niin —x € F' ja aina
0 € F (Maéritelmé 1.2).

Seuraava lause kertoo, ettd karteesisella tasolla 11z yli kunnan F' on mahdollista
tehdd koordinaatistomuutos, joka siirtda akseleita, mutta pitdd muun tason paikoil-
laan. TAtd ominaisuutta tarvitaan aksiooman (B4) todistamisessa. Maéritelladn sité
ennen, mitéd vélissdololla tasolla 11 tarkoitetaan.

MAARITELMA 1.8. Olkoon A = (z1,11), B = (2,y2) ja C = (x3,y3) pisteita
samalla suoralla y = kx + d siten, ettd A # B # C'. Talloin piste B on pisteiden A ja
C wdlissd, merkitddan A x B x C, mikali

T < X9 < x3tal r3 < 19 < 7.
Jos suora on pystysuora, kiytetddn pisteiden toisia koordinaatteja samaan tapaan.

LAUSE 1.9. karteesisella tasolla g yli kunnan F' on mahdollista tehdd lineaarinen
koordinaatistomuutos

¥ =ar+by+c
y =dr+ey+

missd uudet koordinaattiakselit ovat mitkd tahansa kaksi leikkaavaa suoraa ja yksik-
kopisteet ovat mitkd tahansa ndiden suorien pisteet P, QQ # O', missi O on uusien
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koordinaattiakselien leikkauspiste. Erityisesti tamd koordinaattimuutos sdilyttdd vd-
lissdolon.

Tobistus. Téssd todistuksessa kdytetddn hyvéksi tietoa siitéd, ettéd lineaaristen
kuvausten yhdiste on lineaarinen kuvaus. Todistetaan ensin, ettd lineaarinen kuvaus
sdilyttaa vélissdolon.

Olkoon A = (ay,as), B = (by,b2), C = (c1,c9) € Ilp pisteitd, joille pitee A #
B # C ja Ax BxC. Oletetaan, ettd a; < by < ¢y, jolloin ay < by < ¢o jos suora A
on nouseva eli suoran kulmakerroin k£ > 0 tai ¢y < by < as jos se on laskeva eli suoran
kulmakerroin £ < 0. Tapaukset ¢; < b; < a1, k = 0 tai k = oo kisitellddn vastaavasti.

Olkoon ¥ koordinaattimuutoskuvaus. Merkitaan

A =T(A) = (aa; + bay + ¢,day + eas + f) = (a}, ab),
B/ = \I/(B) = (ab1 + bbg + ¢, dbl + ebg + f) = (bll,bIQ) ja
C'"=9(C) = (acy + bez + ¢,dey + eca + f) = (¢}, ¢3).

Koska pisteet A, B ja C' ovat samalla suoralla, voidaan merkitd myos, ettd
&szal+g, bgzkbl—i-g ja ngkCl—i—g.
Talloin
a; = aay + b(kay + g) + ¢ = aay + kba; + bg + ¢ = (a + kb)a; + bg + ¢
ja samoin saadaan alkioille 0] ja ¢}
by = (a+kb)by +bg+c ja ¢ = (a+kbey+bg+c
ja alkioille a), b, ja ¢, saadaan
= (d+ek)a; +eg+ f, by=(d+ek)by+eg+f ja dy=(d+ek)cy+eg+ f.

Tutkitaan nyt erikseen tapauksia a = —kb, a < —kb ja a > —kb.

(1) a = —kb: Talloin o] = b} = ¢ = bg+c eli kyseessi on pystysuora tapaus, jol-
loin tutkitaan pisteiden A’, B ja C” toisia koordinaatteja aj, b} ja ¢ niiden
keskindisen jarjestyksen selvittdmiseksi. Koska saman vakion eg + f lisdami-
nen tai vihentdminen ei muuta alkioiden vilistéd jarjestystd, madrittaa sen
kerroin d + ek. Jos d + ek > 0 niin a, < b, < d, silld o] < V) < ¢ eikd
positiivisella luvulla kertominen muuta jérjestysta. Jos taas d + ek < 0, niin
ay > b, > ¢, koska a} < b} < ¢ ja negatiivisella luvulla kertominen kaant&a
alkioiden jérjestyksen. Joka tapauksessa siis 0, on alkioiden af ja ¢/, vélissa.

(2) a < —kb: Koska saman vakion bg+c lisddminen ei muuta alkioiden keskindisté
jérjestysté ja koska nyt a + kb < 0 ja oletuksen mukaan a; < b; < ¢1, niin
koordinaattimuunnos kaantéé alkioiden vélisen jérjestyksen eli aj > b] > ¢}.
Erityisesti b] on alkioiden a} ja ¢} vélissi.

(3) a > —kb: Koska nyt a + kb > 0, sdilyy alkioiden vélinen jarjestys eli a} <
b < ¢|. Erityisesti b on alkioiden a} ja ¢ vilissa.

. Valttamatta piste B’ on pisteiden A’ ja C” vilissd. Kuitenkin riippuen kertoimista
a, b, d ja e pisteiden jérjestys saattaa suoralla kadntyé.
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Muodostetaan nyt koordinaattimuunnos vaiheittain. Siirretdén ensin origo O =
(0,0) pisteeseen O" = (@', ') seuraavasti:

¥ =z+d
y=y+0.

¥=x—-Cy
Y =y,

pitda z-akselin paikoillaan, koska x-akselilla y = 0. Liséksi se korvaa y-akselin uudella
suoralla, joka kulkee origon kautta, minkd nékee sijoittamalla pisteen (z,y) = (0,0)
edelliseen yhtélopariin. Samoilla perusteluilla muutos

¥ =x
y' =y— Dz,
pitda y-akselin paikoillaan ja kdédntda x-akselia.

Siirretadn sitten kaytossé olevan koordinaatiston yksikkopisteet akseliensa toisiksi
pisteiksi muutoksella
¥ =cx
y' = dy,

jolloin esimerkiksi piste (1,0) muuttuisi pisteeksi (¢, 0).
.. Yhdistamalla ndmé késitellyt muutokset saadaan alkuperdinen koordinaatisto
muutettua halutunlaiseksi, jossa on uudet akselit ja yksikkopisteet. U

Nyt muutos

Nyt voidaan osoittaa, etta kaikki valissédoloaksioomat ovat voimassa tasolla I1x yli
jarjestetyn kunnan F'.

LAuse 1.10. Jos F' on jdrjestetty kunta, niin tasossa llp mddaritelty vdlissdolo
toteuttaa aksioomat (B1), (B2), (B3) ja (B4).

TobisTus. Oletetaan, ettd F' on jarjestetty kunta ja P sen positiivisten alkioiden
joukko.

Osoitetaan nyt, ettd aksioomat (B1), (B2), (B3) ja (B4) ovat voimassa tasolla
yli kunnan F.

(B1): Seuraa suoraan vélissdolon mééritelméasta.

(B2): Seuraa jarjestetyn kunnan ominaisuuksista eli annetuille b < d € F on
olemassa alkiot a, ¢, e € F joille a < b < ¢ < d < e. Koska 1 € F, niin voidaan
valita a = b—1 < bjae =d+1 > d € F (Huomautus 1.7), jolloin a, e € F
kunnan ominaisuuksien seurauksena (Méadritelméa 1.2). Nyt riittda 16ytéé alkio ¢, jolle
b < ¢ < d. Koska kunnan ominaisuuksien perusteella myos alkio 1 +1 = 2 € F', niin
talloin myos ¢ = # € F. Koska

S d+b 2d-d—b d—b

d
2 2 2

€ P,

niin % < d. Toisaalta

dtb_,_(@+b-2) d-b_,
2 2 2
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jolloin dTJ“b > b. Siispa b < ¢ < d.
(B3): Olkoon a, b ja c erillisida kunnan F alkioita. Jérjestetylld kunnalla F' vain

yksi seuraavista on totta:
a<b<c, a<c<b b<a<c, b<c<a, c<a<b tali c<b<a.

Aksiooma seuraa tésté jarjestetyn kunnan ominaisuudesta.

(B4): Olkoon AABC kolmio ja [ suora, joka leikkaa kolmion AABC sivua AB.
Oletetaan, ettd A = (a1, az), B = (by,b2), C = (c1,¢2) ¢ L.

Oletetaan, ettéd [ on pystysuora eli z = d. Tamé voidaan tehda, silla mika tahansa
suora voidaan muuttaa pystysuoraksi koordinaattimuutoksen avulla, joka sailyttad
vélissdolon. (Lause 1.9), (Kuva 1.2).

Nyt joko ay < d < by tai by < d < ay. Oletetaan ensimmaéinen, silld jalkimmaéinen
tapaus todistetaan vastaavasti. Jos ¢; < d, niin talloin [ ei voi leikata sivua AC, koska
d on seké pisteen A ettd C' xz-koordinaattia suurempi eli a1 < ¢ < d tai ¢y < aq < d.
Sen sijaan [ leikkaa sivua BC| silla nyt ¢; < d < b;.

Jos d < ¢ vastaavalla padttelylld saadaan, ettéd talloin [ leikkaa sivua AC, mutta
ei sivua BC, ja siten (B4) on voimassa kyseiselld tasolla. O

,,,,,,,,,,,

- - — — — — — — —
o

Kuva 1.2. Aksiooman (B4) tilanne

HuomAuTUs 1.11. My6s Lauseen 1.10 kdédnteinen tulos pétee. Jos F' on kunta ja
IIr karteesinen taso, jossa on méaéritelty vilissdolon késite ja joka toteuttaa Hilbertin
vélissdoloaksioomat (B1), (B2), (B3) ja (B4), niin télléin F' on jarjestetty kunta.
Todistus télle 16ytyy ldahteesta [6, Proposition 15.3].
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Lauseen 1.10 nojalla vilissdolo saadaan siis méériteltyd karteesisella tasolla yli
kunnan F', kun kunta F' on jarjestetty. Seuraavaksi maaritellddn yhtenevyyden kési-
te, ja tédta varten pysytéddn edelleen jarjestetylla kunnalla F'. Koska neli6juuren ole-
massaolosta kunnassa F' ei tiedetd, madritellddn janojen yhtenevyytta varten etéi-
syysfunktion nelio:

diStQ(A, B) = (a1 - b1)2 + (CLQ - b2)2,

missd A = (a1, a9) ja B = (b1, by). Etdisyysfunktio siis antaa kahden tason Il pisteen
A ja B algebrallisen etéisyyden [6]. Etédisyyden nelitta voidaan kdyttad yhtenevyyden
médritelmassi, silld etdisyys on aina positiivinen ja téllsin ehdosta a? = b* seuraa
myds, ettd a = b, jos ndmé ovat kunnan F' alkioita eli neli6juuri on olemassa.

MAARITELMA 1.12. Janat AB ja C'D ovat yhtenevdt karteesisella tasolla yli kun-
nan F', mikali

dist*(A, B) = dist*(C, D).

Kulmien yhtenevyyden méarittelemiseksi méaritetdin mille tahansa kulmalle «
tangentti eli funktio tan «, joka kertoo kulman « suuruuden.

MAARITELMA 1.13. Olkoon a kulma, joka muodostuu kahden puolisuoran 1@ ja
@ vialille, ja olkoon néité puolisuoria vastaavien suorien kulmakertoimet kg # 0o
ja kac # oo. Télloin kulman o tangentti méaaritellaan
kac — kap
1+ kagkac
missé positiivinen arvo valitaan, kun kulma o« on terdvi, ja negatiivinen, kun se on
tylppé.

Y

tana = :I:‘

HuomAauTUs 1.14. Oletetaan, ettd suora fﬁ on pystysuora, eli kqo = oo. Tapaus,
jossa kap = 0o menee vastaavasti. Télloin kulman « tangentti saadaan raja-arvona

Ek _k kac—kap
tana = lim =+|—AC¢ " AB iy 4| kac
kac—o0 1+ kABkAC kac—o00 %
= lim 4| | = 4| |,
kac—o0 Fac + kagp kap
Huomaa, etté suoralle kulmalle péatee kxapkac = —1, jolloin suoran kulman tan-

gentin katsotaan olevan co. Huomaa my0os, ettd kulman tangentti riippuu ainoastaan
kulman méarittavien suorien kulmakertoimista, jolloin kaava ei automaattisesti ero-
ta kulmaa ja sen vieruskulmaa toisistaan. Tangentin méiritelmésté seuraa suoraan
myos, ettd tangentti on kunnan F' alkio, kun kyseessé ei ole suora kulma. Tangentti
on madritelty kunnassa F' maériteltyjen laskutoimitusten ja niiden kadénteisalkioiden
avulla ja Huomautuksen 1.7 kohdan (2) nojalla myds itseisarvo on kunnan F' alkio
[6].

Madéritellddn vield kulmien yhtenevyys tasolla [1x, jonka jidlkeen voidaan osoittaa,
ettd myos aksioomat (C2), (C3),(C4) ja (C5) ovat voimassa karteesisella tasolla yli
jarjestetyn kunnan F. Jotta myos aksiooma (C1) olisi voimassa, tdytyy kunnasta F'
tehdé vield eréis lisdoletus, kuten Esimerkistd 1.15 huomataan [6].
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B

Kuva 1.3. Aksiooma (C1) ei ole voimassa milld tahansa tasolla yli
jéarjestetyn kunnan

ESIMERKKI 1.15. Valitaan kunta F' = @Q eli rationaalilukujen joukko. Té&lléin
esimerkiksi janaa pisteesté (0,0) pisteeseen (1,1) ei voida siirtds x-akselille, koska v/2
ei kuulu kuntaan Q (Kuva 1.3).

MAARITELMA 1.16. Kulmat « ja 8 ovat yhtenevdt karteesisella tasolla yli jarjes-
tetyn kunnan F, jos tan« = tan 8 ja tana, tan f € F U {oo}.

LAUSE 1.17. Olkoon F' jdrjestetty kunta, ja olkoon Ilg siihen liittyvd taso. Tdlloin
tasolla Iy aksioomat (C2), (C3),(C4) ja (C5) ovat voimassa. Edelleen aksiooma
(C1) on wvoimassa tasolla g jos ja wvain jos F on Pythagoraan kunta, eli mille
tahansa alkiolle a € F, alkio V1 +a? € F.

TobpisTUS. (C2): Seuraa suoraan Mééritelmésta 1.12.

(C3): Olkoon A = (ay,as), B = (b1, b2) ja C = (cq, ¢2) pisteitéd suoralta y = kz+d
ja A" = (), db), B' = (b}, b)) ja C" = (], ¢y) pisteitéd suoralta y = k'x + d' siten, ettd
Ax BxC ja A x B« C'". Olkoon lisiksi (A, B) = (A, B’) seka (B,C) = (B,C").
Huomaa, etté jos ainakin toinen suorista y = kx+d jay = k'z+d’ on pystysuora, niin
seuraavia vastaavat padttelyt voidaan tehdé kéyttéden pisteiden toisia koordinaatteja.

Nyt saadaan

diStQ(A, B) = (a1 — b1)2 + (CLQ - b2)2

= (Cbl — b1)2 + ((k?(ll + d— kbl — d) = (a1 — b1)2 + k:Q(al — b1>2

= (K + 1)(a; — by)?,
ja samoin dist*(A’, B') = (K2 4+ 1)(a} — b,)?, jolloin oletusten ja Misritelmsn 1.12
avulla huomataan, etta

dist*(A, B) = dist>(A'B’) & (K + 1)(a; — b))? = (K* + 1)(a}, — b))%
Vastaavalla paéttelylla nahdéan, etta

dist*(B, C) = dist*(B', ") & (K* + 1)(by — c1)? = (K + 1) (b, — &})*.
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Lisédksi huomataan, etté
dist*(A, B) - dist*(B, C) = (k* + 1)(a; — b))*(k* + 1)(by — ¢1)?
= (k’2 + 1)2<Cl1 — bl>2(b1 — 61)2 = ((1{72 + 1)(&1 — 1)1)(()1 — Cl>)2,

ja samoin dist®(A4’, B') - dist*(B’, C") = ((k” + 1)(d}, — b}) (¥, — ¢}))?. Tallsin janojen
yhtenevyydestd (Maaritelmé 1.12) seuraa, etté

(k% + 1) (ar = br)(br — e1))® = (K" + 1)(ay — b})(by — c}))*.

Jirjesteyssd kunnassa ehdosta s? = t2 seuraa s = t tai s = —t ja nyt alkio b; on
alkioiden a; ja ¢y vilissé ja alkio b} on alkioiden a] ja ¢} vélissd (Lause 1.10). T&ll6in
vilttdmattd aina (k%4 1)(a; —b1)(by — 1) > 0 ja (K% +1)(a) — b)) (V) — ;) > 0, mista
seuraa, ettid (k% + 1)(a; — by) (b — ¢1) = (K + 1)(a} — b))(b] — ).

Nyt voidaan osoittaa, ettd dist(A, C) = dist(A’, C"):

dist?(A4,C) = (a1 — c1)? + (ag — ¢3)?
= ((a1 = b1) + (b — c1))* + ((az — b2) + (b2 — 2))”
= ((a1 = b1) + (by — e1))* + ((kay + d — kby — d) + (kby + d — key — d))?
= ((a1 = b1) + (b1 — 1)) + (k(ar — by) + k(b1 — e1))?
= (a1 —b1)> +2(a1 — b1) (b1 — c1) + (b1 — c1)?
+ k’Q(al — 61)2 + k’Q(bl — 61)2 + 2k2(a1 — b1)(b1 — 61)
= (k’Q + 1)(&1 — b1)2 + (k’Q + 1)2(&1 — bl)(bl - Cl) + <k2 + 1)(61 — C1)2
= (K% +1)(ay = 1) + (K + 1)2(a) — V) (0) — &) + (K* + 1)(b) — ¢})°
= dist*(4’,C").
Siispa AC' = A'C".

(C4): Olkoon « annettu kulma ja olkoon AB puolisuora, jonka kulmakerroin on

kapg. Talloin riittda 16ytda suora AC, jonka kulmakerroin on k¢, ja jolle

kAC - kAB
14+ kagkac

Y

tana = j:‘

missd merkki valitaan sen mukaan, onko kulma « terdvé vai tylppa.
Nyt yhtélo voidaan ratkaista kulmakertoimen k4o suhteen kunnassa F':

tan o — Jac ~kap
14+ kagkac
< tana + kagkactana = kac — kag
=4 k;AC(kABtana — 1) = —ksp — tan o
kap + tan a
o ko = —ApTARG
AC kagptana — 1
kap + tan o
&S ki = AB

1 —kagtana’
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Vastaavalla laskulla saadaan, ettéa

_ kap — kac
tanqg = ———
kap — tan o

& kpjo=—"7777—7—
Ac 1+ kaptan«
P kap £ tan«
AC_lZFkABtano/

Uusi kulma o voidaan nyt muodostaa puolisuoran @ halutulle puolelle valitsemalla
toinen kahdesta saadusta ratkaisusta.

(C5) Seuraa suoraan Maaritelmésta 1.16.

(C1) Oletetaan ensin, ettd aksiooma (C1) on voimassa tasossa I1g, ja osoitetaan,
ettd talloin kunta F' on Pythagoraan kunta.

Olkoon a mika tahansa kunnan F' alkio. Tarkastellaan janaa origosta pisteeseen
(a,1). Talloin x-akselilla on tdmén janan kanssa yhtenevi jana, joka alkaa myos ori-
gosta, jos on olemassa alkio b € F', jolle

dist?((0,0), (a,1)) = dist*((0,0), (b, 0)).
Talloin siis
(1-024(@—02=0-0>+0b-0>2=1+d>=0V<b=+V1+d2
Siispa F' on Pythagoraan kunta, mikéli (C1) on voimassa tasossa I1p.

Oletetaan sitten, ettd F' on Pythagoraan kunta eli v1+a? € F, kun a € F, ja
osoitetaan, ettéd télloin aksiooma (C1) on voimassa tasolla I1p.
Nyt mille tahansa 0 # b € F ja ¢ € F' voidaan kirjoittaa

2
D= b4 b2 SN g 1+ (<) ).
B b

Valitaan a = ¢, jolloin kunnan ominaisuuksien seurauksena (Maéritelmé 1.2) a € F
ja edellinen yht&lo saadaan muotoon

b+ =b*(1+a*) & Vb2 +c2 = [b|V1+a?

Nyt |b| € F' (Huomautus 1.7) ja oletuksen nojalla v/1 4+ a? € F', joten myds v/b? + ¢2 €
F. Téastéd seuraa, ettd mille tahansa pisteille B, C' € Il pisteiden B ja C etdisyys
kuuluu my6s kuntaan F', siis

dist(B,C) = /(b — c1)? + (by — c2)2 € F,

koska erotus kuuluu kuntaan (Mé&éritelmé 1.2) ja edelld todettiin, ettd v/b% 4 ¢ € F.
Olkoon nyt y = kx + d annettu suora ja olkoon A = (a,ka + d) piste annetulta
suoralta. Nyt halutaan viedd jana, jonka pituus on e, télle suoralle. Etsitdan piste
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C' = (¢, ke + d) samalta suoralta siten, etté
dist(A, C) =v/(a (ka +d— (kc—d))? =e
s W/ (ka — ke)? =e
& /(a +k(a—c)P?=e
e Va—c2(k2+1)=¢
& Ja—dVE2+1l=c

Nyt oletuksen nojalla edelleen k241 € F, joten ylldolevasta yhtdlostd voidaan
ratkaista c:

C

— )2
— 0)2
— )2

_|_
_I_

s

C

€
a—Cl=—F—=
| | VE2+1
N € tai €
a—Cc=———talc—a=————
VEZ +1 VE2+1
s CZ—L%—ataic:L—l—a.

NEES] NEES
Koska C' voidaan 16ytédé suoralta y = kx + d pisteen A kummalta tahansa puolelta,
on ratkaisuja alkiolle ¢ kaksi.
Siispd (C1) on voimassa karteesisella tasolla yli kunnan F', mikéli F' on Pythago-
raan kunta eli /1 4+ a? € F kaikilla a € F. O






LUKU 2
Jaykit liikkeet ja Sivu-Kulma-Sivu -sdanto

Eukleides yritti geometrisessa perusteoksessaan Alkeet todistaa (SKS)-sdéntoa
siirtamélla paallekdin kolmiot, joilla oli yhtenevét sivut ja niiden vélinen kulma (met-
hod of superposition). Kuitenkaan mikdin Eukleideen aksiooma tai yleinen oletus ei
anna suoraan lupaa geometrisen kuvion liikuttamiselle toiseen asemaan. Liikuttelun
toimiminen vaatii oletuksen geometrian homogeenisuudesta eli geometrian on oltava
samanlaista joka puolella avaruutta tai tasoa.

Jotta pystyttiisiin madrittdmaan tarkemmin, mihin oletuksiin kuvioiden liikutta-
minen perustuu, pitdad ottaa kayttoon tason jaykdt liskkeet. Téssa kappaleessa 0soi-
tetaan, ettd jaykkien liikkeiden olemassaolo on yhtépitdavada yhtenevyysaksiooman
(SKS) kanssa, minké avulla voidaan osoittaa, ettd aksiooma (SKS) on voimassa
tasolla yli jéarjestetyn kunnan F'. Lisdksi osoitetaan jaykkien liikkeiden olemassaolo
milld tahansa Hilbertin tasolla (Méadritelma 1.1). Kaikki luvun mééritelmét ja lauseet
ovat ldhteestd [6].

2.1. Jaykat liikkeet

Téassé kappaleessa madritellddn tason jaykét liikkeet ja esitetddn ehdot, joiden
taytyy tayttyd, jotta jaykkia liikkeitéd olisi olemassa tasolla tarpeeksi. Kappaleen lo-
pussa todistetaan Eukleideen ajatusta seuraten, etté jos jaykkié liikkeitd on olemassa
tasolla, jossa tietyt Hilbertin aksioomat ovat voimassa, niin jaykkien liikkeiden ole-
massaolosta seuraa aksiooma (SKS).

MAARITELMA 2.1. Olkoon II geometria, joka sisdltdé pisteen, suoran, vélisséolon
sekd janojen ja kulmien yhtenevyyden késitteet. Geometrian II Jaykkd litke on kuvaus
® : II — II, joka on méadritelty kaikissa pisteissid seuraavasti:

(1) Kuvaus @ on injektio geometrialta II itselleen.

(2) Kuvaus ® kuvaa suorat suoriksi.

(3) Kuvaus ¢ siilyttdéd samalla suoralla olevien pisteiden vilissdolon.
(4) Mille tahansa pisteille A ja B pitee, ettd AB = ®(A)P(B).

(5) Mille tahansa kulmalle o patee <av = <P ().

Maaritelmén 2.1 nojalla jaykat liikkeet ovat nimensé mukaisesti jaykkia eli kuvaus
® ei muuta janojen pituuksia tai kulmien suuruuksia. Koska jaykét liikkeet séilyttavat
pituuden, ovat ne erityisesti isometrioita (Luku 3).

Olkoon seuraavaa médritelméaa varten G kaikkien jaykkien liikkeiden joukko, joka
varmasti siséltda ainakin identtisen kuvauksen eli kuvauksen, joka pitdé kaikki tason
[1r pisteet paikoillaan. Erityisesti G on ryhmd, silla minké tahansa kahden jaykéan
liikkeen yhdiste on uusi jaykka liike (Luku 3) [6].

MAARITELMA 2.2. Jaykkien liikkeiden olemassaolo eli (ERM) (existence of rigid
motions). Geometriassa Il piatee (ERM), jos seuraavat ehdot ovat voimassa:
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(1) Mille tahansa pisteille A, A" € II on olemassa jiykka liike ® € G, jolle
D(A)=A.

(2) Mille tahansa pisteille O, A, A’ on olemassa jiaykka liitke ® € G, jolle
®(0) = O ja ® kuvaa puolisuoran (74 puolisuoraksi (ﬁ :

(3) Mille tahansa suoralle [ on olemassa jaykké liikke ® € G siten, ettd ®(P) = P
kaikille P € [ ja ® vaihtaa suoran [ rajoittamat puolitasot keskendén.

Madritelmén 2.2 kohdan (1) voidaan ajatella vastaavan siirtoa, kohdan (2) kiertoa
ja kohdan (3) heijastusta. Seuraava lause kertoo, ettd kun tason ominaisuuksista
oletetaan riittavésti, pystytdin todistamaan, ettd (ERM):std seuraa (SKS). Lauseen
todistus on verrattavissa Eukleideen tapaan todistaa (SKS).

LAUSE 2.3. Oletetaan, etti olemassaolo-, vilissiolo-, (C2)- ja (C5)-aksioomat,
sekd niiden lisiksi aksioomien (C1) ja (C4) yksikdsitteisyysosat ovat voimassa ta-
solla. Talloin jaykkien litkkeiden olemassaolosta (ERM) seuraa aksiooma (SKS).

TobisTus. Oletetaan, ettd (ERM) on voimassa tasolla. Olkoon liséksi kolmiot
AABCJ& AAQBQCQ siten, etta AB = AQBQ, AC = AQCQ ja QBAC = <IBQAQCQ. Tar-
koituksena on siis osoittaa, ettd AABC = AA;B>C eli erityisesti, ettd BC' = By(Ch
ja <CBA = <(3BA; seki <ACB = <Ay(C5yB;5. Todistusta on havainnollistettu
Kuvassa 2.1

Nyt (ERM):n kohdan (1) nojalla on olemassa jaykka liikke ®, joka vie pisteen A
pisteeksi As. Kuvataan seuraavaksi samalla jaykalla liikkeella @ pistettd B ja merki-
taan By = ®(B). Talloin AB = A, Bj, silld jaykkand liikkeend & sdilyttad pituuden
(Mé&éritelmé 2.1). Koska oletuksena lisdksi AB = A5 Bs, niin aksiooman (C2) nojalla
myos A2B2 = A2B3.

(ERM):n kohdan (2) nojalla on olemassa toinen jaykké litke W, joka pitdé pisteen
As paikoillaan ja vie puolisuoran 1@3_; puolisuoraksi A; Bs. Koska kuvaus ¥ siilyttai
pituuden (Maéritelmé 2.1) ja edelld todettiin, ettd As By = Ay Bs, niin aksiooman
(C1) yksikésitteisyysosan nojalla taytyy olla, ettd U(B;3) = V®(B) = Bs.

Kuvataan seuraavaksi pistettd C' kummallakin jaykalla liikkeella @ ja W, ja mer-
kitddn C5 = WP (C'). Tarkastellaan sitten kuvapistettd C3 suoran As By suhteen.

Koska ¥ ja @ siilyttavit kulmien suuruuden (Mé&iritelmd 2.1), tiedetdén, etté
IBAC = 4By AyC5 = <UP(B)VP(A)VP(C), mutta ei voida olla varmoja kummalla
puolella suoraa jFB; kuvapiste C'3 on. Tésté syystd otetaan tarpeen mukaan kayttoon
vield kolmas jaykké liike © ((ERM) (3)), joka pitdd suoralla AyBs olevat pisteet
paiko(illﬁ{l, mutta vaihtaa suoran puolet keskenddn. Kéytetddn kuvausta ©, mikéli
03 *x AQBQ * CQ. Talloin siis @(Ag) = @\I/(I)(A) = AQ, @(BQ) = @\I/<I>(B) = BQ ja
O(C5) = O¥P(C) on samalla puolella suoraa m kuin piste Cj.

Olkoon nyt o € G siten, ettd se koostuu jaykkien liikkeiden ©, ¥ ja & yhdistetysta
kuvauksista U® tai OU® sen mukaan kiytettiinké kuvausta © vai ei. Kuten edelld
todettiin o(A) = Ay, o(B) = Bs ja tiedetdin, ettd o(C) = C, on samalla puolella
suoraa Ay Bs pisteen (5 kanssa.

Koska o on jaykké liike, se séilyttdd kulmien suuruuden (Mééritelmé 2.1), joten
<IBAC = <ByA5Cy. Toisaalta oletuksen nojalla <BAC = <ByA5C5, joten aksioo-
man (C5) nojalla <ByAyCy = By AyCy. Lisiksi, koska nyt Cy ja Cy ovat suoran
Ay By samalla puolella, aksiooman (C4) yksikésitteisyysosaan vedoten AyCy = m.
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Kuva 2.1. Lauseen 2.3 todistuksen jaykét liikkeet

Koska vield oletuksena AC' = A,C5 ja koska o jaykkané liikkeen#d siilyttdd jano-
jen pituuden (Maédritelmé 2.1) ja siten AC' = A,Cy, niin aksiooman (C2) nojalla
AsCy = AyCy. Koska edelleen pisteet Cy ja C4 ovat pisteen Ay samalla puolella,
saadaan aksiooman (C1) yksikésitteisyysosan nojalla, ettd Cy = Cy = o(C).

Koska o siilyttda janojen pituuden ja kulmien suuruuden (Mééritelmé 2.1) ja
edelld on todettu, ettd o(B) = By ja 0(C) = Cy, niin BC' = ByCy = 0(B)o(C). Vas-
taavasti o kuvaa kulman <CBA kulmaksi <<C5B5As, jolloin <CBA = <«(CyByA5 =
<0(C)o(B)o(A). Vastaavasti ndhddén, ettd <ACB = <A3;CyBy = <o(A)o(C)o(B).
Siispd (SKS) on voimassa kun (ERM) on. O

2.2. Siirrot, kierrot ja heijastukset

Téasséd kappaleessa méadritellddan tason I1r kuvaukset siirto, kierto ja heijastus, ja
osoitetaan ettd ne ovat jaykkia liikkeitd. Kappaleen lopussa osoitetaan, etté siirto,
kierto ja heijastus ovat Méaaritelméssé 2.2 tarvittavat jaykét liikkeet eli tosin sanoen
tasolla IIp yli jarjestetyn Pythagoraan kunnan F' on tarpeeksi jaykkia liikkeitéd ja
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siten (ERM) on voimassa. T#sté saadaan seurauksena myos, etté jos F' on jirjestetty
Pythagoraan kunta, niin taso IIr on Hilbertin taso (Méaéritelmé 1.1).

MAARITELMA 2.4. Olkoon A = (ay,as) piste. Pisteen (x,y) siirto eli translaatio
pisteella A on kuvaus 7, joka mééritellddn seuraavasti:

y=z+aq
Y =y+ay

MAARITELMA 2.5. Pisteen (x,y) kierto eli rotaatio pisteen (0,0) suhteen on ku-
vaus p, joka médritelld&n seuraavasti:

' =cr— sy
Yy = sr+cy

missi ¢, s € F ja ¢® + s? = 1. Toisin sanoen p(z,y) = (2, y').

jolloin siis 7(z,y) = (2/, /).

MAARITELMA 2.6. Pisteen (x,y) reflektio eli heijastus x-akselin suhteen on ku-
vaus k, joka madritellidn seuraavasti:

eli k(x,y) = (x,—y)

Seuraavaksi Lauseissa 2.7, 2.8 ja 2.9 todistetaan, ettd edellda méaéritellyt kuvaukset
siirto, kierto ja heijastus ovat tason IIp jakkia liikkeita.

LAUSE 2.7. Siirto tasolla g on jaykkd liike.

ToDISTUS. Olkoon 7 Maéritelméan 2.4 mukainen kuvaus. Siirrolla 7 on kaanteis-

kuvaus
r=12 —a
{?J =y —ay
joten 7 on bijektio ja siten erityisesti injektio joukosta Il itselleen (Mé&éritelma 2.1

(1))

Kuvaus 7 muuttaa suoran y = kx + d seuraavasti:
v —ay=k(z' —a))+dsy =ki' —kay +d+ay &y = ki’ + ¢,

missé ¢ = d + ag — kay. Erityisesti 7 siis kuvaa suoran suoraksi (Méadritelma 2.1 (2)),
jolla on sama kulmakerroin kuin alkuperiiselld suoralla. Siispd kuvaus 7 séilyttaé
kulmien suuruuden (Médritelma 2.1 (5)).

Lisaksi 7 sdilyttaa vilissdolon (Mééritelma 2.1 (3)), silla jos pisteet B, C, D € Il
ovat eri pisteitd, niin vakion a; lisddminen pisteiden z-koordinaatteihin ja vakion
as lisddminen y-koordinaatteihin ei muuta suuruusjarjestysté, sillda kaikki koodinaatit
suurenevat tai pienenevat samalla vakiolla. Lisdksi edelld todettiin, etté siirto 7 kuvaa
suorat suoriksi. Siispé jos B * C'x D, niin 7(B) % 7(C) % 7(D).
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Nyt pitda vield tarkistaa, ettd 7 sdilyttdd janojen yhtenevyyden. Olkoon B =
(z1,91) ja C = (22,y2). Télléin 7(B) = B' = (21 + a1, y1 + a2) ja 7(C) = C' =
(22 + a1, y2 + az), joten laskemalla nihdéén, etté

dist*(B',C") = (w2 + a1 — (z1 +a1))* + (2 + az — (y1 + az))?
= (332 — £E1)2 + (y2 — y1)2 = diStQ(B, C)

Siispé 7 séilyttdd myos janojen yhtenevyyden (Médritelmé 2.1 (4)).
.7 on jaykka liike. U

LAUSE 2.8. Kierto tasolla I1g on jaykkd liike.

TobisTtus. Olkoon p tason IIr kuvaus kuten Mééaritelméssa 2.5. Ratkaistaan yh-

talopari
' =cxr — sy
Yy = sr+cy

muuttujien x ja y suhteen:

r=2 + 5 T = z'+sy
(& (& @ C/ 5
! — 13 A7 1 sx'+s%y
y =sxr—+cy | sijoitetaan x y =2 oy
et x/tsy et x/tsy
cy = s’ + s*y + Py SP+Ay=cy —s2' | S+ =
! e . ’ I o2,
v =2 | sijoitetaan gy p = YEsy —sTw
A s & ,
y=cy — sx y=cy — sx

p= POy 2 (2 x = cx' + sy
= ¢ = , ,
y=cy — sx’ y=cy — sx’.
Koska edellisen laskun nojalla kierrolla p on kéénteiskuvaus, on p bijektio ja siten
erityisesti injektio (Mé&aritelma 2.1 (1)).
Liséksi kuvaus p on lineaarinen, jolloin se kuvaa suorat suoriksi. Suoralle y = kz+b
saadaan:

(cy —sz')=k(ca'+sy)+b < cf —ksy =kex'+s2' +b

ke+ s b
! — — / /: /
& yYlc—ks)=(kc+s)a’+b & y c—k3x+c—ks

= y =k +d,

b

c—ks"

joka todella on suora, jolle uusi kulmakerroin on &' = % jad =

niin &’ on oo ja kyseessi on pystysuora. (Madritelmé 2.1 (2)).

Koska p on lineaarinen, se joko sdilyttdé tai kdantéaé erisuuruisten alkioiden jér-
jestyksen, miké voidaan osoittaa kuten Lauseen 1.9 todistuksessa. Siispé p séilyttad
vélissdolon (Maaritelmé 2.1 (3)).

Kulmien suuruuden sdilyvyyden osoittamiseksi méaritelladn suorat y; = k1o + by
ja yo2 = kox + by ja olkoon K} ja k) kulmakertoimet, jotka saadaan, kun suorat y; ja ys

Jos ¢ = ks,

—_
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kuvataan kierrolla p. Koska kulmien koko ja yhtenevyys mééritetddn tangentin avulla

(Mééritelma 1.13, Méaritelma 1.16), riittdd osoittaa etté

ki — ko k) — K
L+ kiky 14 KK,

Jos néin on, niin talldin tietysti myos
‘ ki — ko
1+ kyksy

| R R
IR

Nyt, kun muistetaan, etti c? + s? = 1 saadaan:
kicts koct+s
/ / 1 _ k2
kl - k2 c—kis c—kas

1_}_]{/,3]{/,5 - 1+(k1c+5)(k2c+s>

c—ki1s/ \c—kgs

2k +sc—cskika—s2ko—c2ko—sctsckika+s2ky
(c—k18)(c—k2s)

c2—csko+s2k1ko—cski+c2koko—cski —csko+s2
(c—k18)(c—k2s)

Ak — $%ky — Pky + %k
c? + 2k ky + 2k1ky + 52
2 (ky — ko) + 2 (ky — k)
(s2 + )k1ky + s2 + 2
(A — k) k—k
B 1+ kiko N
kuten pitikin (Médritelméa 2.1 (5)).

Lopuksi osoitetaan vield, ettd p siilyttad pituuden. Koska pituus ja yhtenevyys
midriteltiin dist® -funktion avulla (Mésritelma 1.16), niin jos A = (z1,1) ja B =

(z2,y2) € llp ovat pisteitd, riittdéd osoittaa, etti
dist*(A, B) = dist*(p(A), p(B)).
Nyt, kun edelleen muistetaan, ettéi ¢ + s? = 1, saadaan:
dist*(p(A), p(B)) = dist?((cz1 — sy1, 571 + cy1), (cxy — sya, ST + Cy2))
= (cwy — syo — cxy + sy1)* + (sw9 + cyp — sT1 — cy1)?
= *x3 — 5ca9Yy — 21Ty + SCTay1 — SCToYs + 57Ys
+ SCT1Ys — S2Yay1 — 1Ty + SCTIYs 4 ot — SCT1Yy + SCLay
— s2y1y2 — scr1y1 + szy% + s%g + scxals — 821'1272
— SCToy1 + SCTYs — COY3 — SCT1Y2 — Y1y — S°T1Ty — SCT1Yo
+ 3237% — SCT1Y1 — SCTaY1 — 62y1y2 + scxiy; + c2yf
= 23(s> + ) — 2(s* + P)myzg + 25 (5* + )
+ya(s* + ) — 2(5* + Ay + Y3 (s* + )
= (22 — $1)2 + (Y2 — y1)2 = dist2(A, B),

kuten pitkikin. Siispé p sdilyttdd myos pituuden (Maaritelmé 2.1 (4)).
.. p on jaykka liike.



2.2. SHRROT, KIERROT JA HEIJASTUKSET 25

LAUSE 2.9. Heijastus tasolla Ilp on jaykkd litke.

TobisTtus. Olkoon kuvaus x heijastus z-akselin suhteen kuten M#aritelméssa 2.6.
Selvésti x on bijektio ja siten erityisesti injektio (Mééritelméa 2.1 (1)), silld heijastuk-
sella k on kadnteiskuvaus

x=1a
y=—y

—y =k’ +bey =—ka' —b,

Olkoon y = kx + b suora. Télloin

eli selvisti k kuvaa suorat suoriksi (Maaritelmé 2.1 (2)). Koska uusi kulmakerroin
k' = —k eli alkuperiisen kulmakertoimen vastaluku, siilyttda x myos kulmien suu-
ruudet (Mé&éritelmé 2.1(5)). Huomataan myos, etté heijastus k on lineaarinen, joten se
sailyttad véalissdolon (Médritelma 2.1(3)). Liséksi, jos A = (x1,11), B = (29, y2) € lp
ovat pisteitd, niin

dist®(k(A), k(B)) = (z2 — 21)* + (=2 + 11)* = (22 — 21)> + (y2 — y1)* = dist>(A, B),

eli x sdilyttdd myos pituuden (Méadritelma 2.1(4)).
.. k on jaykka liike. 0

LAUSE 2.10. Olkoon F' jirjestetty Pythagoraan kunta ja olkoon 1lp siihen liittyvd
karteesinen taso. Tdlloin (ERM) on voimassa tasolla Ilp.

Tobistus. Tarkastellaan kuvauksia siirto 7, kierto p ja heijastus x tasolla Ilg,
jotka méaritelldan alkioiden x ja y funktioina kuten Méaritelmissa 2.4, 2.5 ja 2.6.
Edella osoitettiin, ettd ndma kuvaukset ovat jaykkia liikkeitd, eli injektioita tasolta
[Ir itselleen, jotka kuvaavat suorat suoriksi ja sailyttavéit vilissdolon, pituuden ja
kulmien suuruuden (Ma&éritelméa 2.1). Nyt osoitetaan, ettd (ERM) on voimassa.

Olkoon B = (x1,y1) ja C = (x2,y2) pisteitd ja olkoon piste A = (aq,ay), missd
a; = Ty — Ty ja as = Y — Y, jolloin

7(B) = (x1 + a1,y1 + az) = (01 + 22 — T1,y1 + Y2 — Y1) = (v2,72) = C
Siten on l6ydetty jaykka litkke 7 joka toteuttaa (ERM):m ehdon (1).

Olkoon O, A ja A" € Il pisteitd, ja osoitetaan, ettd on olemassa jaykka liike,

joka kuvaa puolisuoran OA puolisuoraksi OA’ (Mééritelma (ERM) (2)). Kayttamal-
14 siirtoa, joka siis on jaykké liike, voidaan miké tahansa tapaus viedd origoon, eli
voidaan olettaa, ettd O = (0,0). Télloin kaikille suorille y = kx + d, jotka kulkevat
pisteen O kautta, pitee d = 0.

Oletetaan, etta suora y = kx sisiltai pisteen A ja suora y = k'z sisaltdd pisteen
A’. Miké tahansa kierto pitééd pisteen O paikoillaan, silla

¥=c0—-s0=0 ja ¥y =50+c0=0
kaikilla s ja c. Siispd riittda 16ytid alkiot ¢, s € F siten, ettéd ¢ + s2 =1 ja
_kc+s
c—ks’

silld Lauseen 2.8 todistuksessa on huomattu, ettd tdmé on uuden suoran kulmakerroin,
kun suoraa y = kz + d kuvataan kuvauksella p.

k/
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Ratkaistaan yhtéalosta s:

k
po= e Ke— skk' = ke + s
c—ks
o s(A+kK)=clk —k) & s= Kok,
B 14 kK
Merkitasan kg, = %, jolloin s = kgec.
Sijoitetaan timéi lausekkeeseen ¢ 4 s? = 1:
1 1
ctsi=1ed+(ke)i=1ledt=—-oc=t—cF

e iR
silla F' on jérjestetty Pythagoraan kunta.
Nain ollen on olemassa kaksi kiertoa, jotka vievét suoran O A suoraksi OA’. Toinen

néista kierroista vie puolisuoran OA puolisuoraksi OA" , missid A” x O x A’ ja toinen

vie puolisuoran 0—121 puolisuoraksi OA’, kuten haluttiin. Siispa M#aritelméan 2.10 ehto
(2) on voimassa tasolla I1p.

Lauseessa 2.9 todettiin, ettd s sdilyttdd x-akselin paikoillaan ja vaihtaa x-akselin
puolet keskendén. Olkoon [ mikd tahansa suora. Kéytetddn kuvausta 7 (Lause 2.7)
ja siirretdén suora [ kulkemaan pisteen O = (0,0) kautta. Olkoon A # O mika

tahansa piste ja olkoon p kierto, joka vie positiivisen z-akselin puolisuoraksi @)1
Nyt Mésritelmén 2.10 kohdassa (3) haettu jaykki litke on n = prp~!, joka siis ensin
kiertda suoran [ z-akseliksi, heijastaa x-akselin suhteen ja palauttaa sitten tilanteen
alkuperéisen suoran [ yhteyteen.

.. Kaikki Maaritelmén 2.10 ehdot tayttyvit ja siten (ERM) on voimassa kartee-
sisella tasolla 1y yli jarjestetyn Pythagoraan kunnan F'. 0

SEURAUS 2.11. Taso Ilp on Hilbertin taso, kun F on jdarjestetty Pythagoraan
kunta.

TobisTus. Seuraa Lauseista 1.4, 1.10, 1.17, 2.1 ja 2.10. [

2.3. Aksiooman (SKS) ja (ERM):n yhtépitivyys

Tahadn mennessd on osoitettu, ettd kun tietyt aksioomat ovat voimassa, seuraa
jaykkien liikkkeiden olemassaolosta (ERM) aksiooma (SKS), ja ettda (ERM) on voi-
massa karteesisella tasolla 11z yli jarjestetyn Pythagoraan kunnan F'. Vield on kui-
tenkin todistamatta, ettd jos kaikki Hilbertin aksioomat ovat voimassa, mukaan lu-
kien (SKS), niin (ERM) on voimassa. Toisin sanoen, jotta (ERM) ja (SKS) saa-
daan yhtépitdviksi, pitdé vield osoittaa, ettd (SKS)-aksiooman voimassaolosta seuraa
(ERM) Hilbertin tasolla. Seuraavan Lauseen 2.12 todistuksessa konstruoidaan Maa-
ritelmén 2.2 jaykat liikkeet. Kappaleen lopuksi viimeistellddn aksiooman (SKS) ja
(ERM):n yhtépitavyys Hilbertin muiden aksioomien ollessa voimassa.

LAUSE 2.12. Milli tahansa Hilbertin tasolla on tarpeeksi jaykkid litkkeitd eli (ERM)
0N VOIMAassa.

TobisTtus. Olkoon [ suora. Muodostetaan jaykka liike n eli heijastus suoran [
suhteen, joka pitdd suoran [ pisteet paikallaan ja vaihtaa suoran [ puolet kesken&én,
ja muodostetaan kuvauksen 7 avulla jaykat liikkeet siirto 7 ja kierto p.
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Madritelldadn siis mille tahansa pisteelle A € [ kuvaus n(A) = A. Mille tahansa

pisteelle A ¢ [ muodostetaan ensin suoraa [ vastaan kohtisuora suora m = m, joka
kulkee pisteen A kautta ja Ag € [. Otetaan sitten suoralta m piste A, jolle Ax Ag* A’
ja AAy = AgA’, ja asetetaan n(A) = A’. Koska nyt n*(A) = n(A") = A, on 7 bijektio
ja siten erityisesti injektio (Méadritelmé 2.1(1)).

Olkoon sitten A ja B mielivaltaisia pisteitd, jotka eiviat kuulu suoraan [. Osoitetaan,
etti AB = n(A)n(B) = A’'B’. Oletetaan, ettd pisteet A, B € m L [, P on suorien m
ja [ leikkauspiste ja A ja B ovat suoran [ samalla puolella eli Ax B P tai Bx Ax P.
Oletetaan ensimmaéinen tapaus silld jalkimmé&inen menee vastaavasti. Nyt aksiooman

(C3) nojalla, koska AP = A’P ja BP = B'P, niin
AB=AP—-BP=AP-BP=ADRB.

Jos taas A ja B ovat suoran [ vastakkaisilla puolilla eli A% Px B, niin koska AP = A’'P
ja BP = B'P, seuraa viite suoraan aksioomasta (C3) eli AB = A'B’.

Oletetaan sitten, ettéd pisteet A ja B eivit ole samalla suoraa [ vastaan kohtisuo-
ralla suoralla, vaan olkoon A € m L [ ja B € n L [ ja olkoon Ay suorien m ja [
leikkauspiste ja By suorien n ja [ leikkauspiste. Olkoon vield n(A) = A’ jan(B) = B'.
Oletetaan, ettd pisteet A ja B sijaitsevat samalla puolella suoraa [. Nyt AgA =2 AyA’

Kuva 2.2. Lauseen 2.12 todistus, kun pisteet A ja B ovat suoran [
samalla puolella

pisteen A" médritelméstd (Kuva 2.2). Koska m L [ niin <AAyBy = <A’ Ay By ja lisdksi
kolmioilla AAByAj ja AA'ByAy on yhteinen sivu AgBy. Talloin (SKS)-aksioomasta
seuraa, etti AAByAg = AA'ByAy. Erityisesti ABy = A'By ja <AByAg = <A’ ByAyp.
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Huomataan myos, ettd <BByAy = <B'ByAyp, koska n L [, jolloin
<{BBOAA - <IBB()A0 - <{AB()AO = <[B/B()A0 - QA/B()AO - <B/BoA/.
Nyt jélleen aksiooman (SKS) nojalla kolmiot ABByA = AB'ByA’, silla BBy =
B'By ja kuten edelld todettiin <BByA = <(B'ByA ja ABy = A'B,. Erityisesti siis
AB = A'B'.
Oletetaan sitten, ettd A ja B ovat suoran [ vastakkaisilla puolilla, ja olkoon m, n,
Ap, By, A’ ja B madritelty kuten yldpuolella (Kuva 2.3). Vastaavanlaisella paéttelylla

Kuva 2.3. Lauseen 2.12 todistus, kun pisteet A ja B ovat suoran [ eri puolilla

kuin edelld, voidaan osoittaa, ettd AAgByA" = AAgByA, erityisesti <AqgA'By =
<ApABy. Samoin saadaan, etti AA'ByB = NAByB’, erityisesti <ByAB' = <ByA'B
ja AB= AB'.
Nyt koska
<BA'A = <aBA Ay = <AyA'By + <ByA'B
>~ qA)ABy + <ByAB' = <AyAB' = <A'ADB’,

saadaan jilleen (SKS)-aksiooman nojalla, etti AABA" = NA'B’A, silld yhtenevien

sivujen A’'B ja AB’, seké kulmien <BA'A ja <A’ AB’ lisiksi kolmioilla on yhteinen

sivu A’ A. Erityisesti kolmioiden yhtenevyyden nojalla myos AB = A’ B’ kuten pitikin.
Siispé 7 séilyttdéd janojen pituuden (Mééritelma 2.1(4)).
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Olkoon nyt A, B ja C pisteitd, jotka eiviit ole samalla suoralla, ja jotka n kuvaa pisteik-
si A, B’ ja (' vastaavassa jarjestyksessi. Koska edellisen nojalla AB =2 A'B’', AC =
A'C" ja BC = B'C’, niin (SSS)-yhtenevyyssdannon nojalla AABC = AA'B'CY ja
erityisesti <ABC = q<A'B'C', <BAC = <B'A'C" ja <ACB = <A'C'B’ eli n siilyt-
taé kulmien suuruuden (Mééritelma 2.1 (5)).

Olkoon A, B ja C' pisteitd suoralta s # [ ja olkoon n heijastus suoran [ suhteen.
Merkitaan n(A) = A’, n(B) = B’ jan(C) = C". Pitéisi osoittaa, ettd kuvapisteet A’
B’ ja C" ovat samalla suoralla.

Koska edelli todettiin, ettd heijastus 7 séilyttié janojen pituuden, on AB = A’B’
ja AC = A'C" ja BC = B'C". Oletetaan, ettd Ax B*C. Koska A, B ja C ovat samal-
la suoralla, niin AC' = AB + BC'. Téalloin A’/C' = AC = AB+ BC = A'B’' + B'C",
jolloin valttadmatta pisteiden A’, B’ ja C’ on oltava samalla suoralla, silla muuten yksi
kolmion AA’'B'C’ sivuista olisi yhtd pitkd kuin kahden muun summa. Samasta syysté
pisteen B’ on oltava pisteiden A" ja C” vilissi. Siispé heijastus 7 kuvaa suorat suoriksi
(Médaritelmé 2.1 (2)) ja sdilyttdd vélissdolon (Maéritelmé 2.1 (3)).

Nyt on osoitettu, ettd Madritelmén 2.10 kohta (3) on voimassa heijastusten avul-
la. Osoitetaan seuraavaksi, ettd myos kierrot ja siirrot eli Mééritelmén 2.1 kohdat (1)
ja (2) ovat voimassa Hilbertin tasolla.

Olkoon A ja A’ mitkéi tahansa kaksi pistettd. Olkoon sitten [ janan AA’ keskinor-
maali. T&lloin kuvaus 7 eli heijastus suoran [ suhteen vie pisteen A pisteeksi A’ eli
Maéritelmén 2.10 kohta (1) on voimassa.

Olkoon sitten O, A ja A’ pisteita, jotka eivit ole samalla suoralla ja olkoon suora
[ kulman <AOA’ puolittaja. Talloin kuvaus 7 eli heijastus suoran [ suhteen, vie puo-
lisuoran O A puolisuoraksi OA’, silla piste O pysyy paikoillaan ja 7 sailyttda kulmat.
Siispd myo6s Madritelmén 2.10 kohta (2) on voimassa.

.. (ERM) on voimassa milld tahansa Hilbertin tasolla. O

HuomMmAuTUS 2.13. Lauseen 2.12 todistuksessa tarvitaan tietoa, ettd Hilbertin ta-
solla millad tahansa janalla on keskipiste ja keskinormaali ja milld tahansa kulmalla on
kulmanpuolittaja. Lisdksi oletetaan tiedettaviksi (SSS)-yhtenevyyssdanto kolmioille
ja kolmioepéayhtélo. Nama ovat kaikki geometrian perustuloksia, joiden todistukset
16ytyvét esimerkiksi lihteestéd [13].

SEURAUS 2.14. Hilbertin aksioomien (11), (12), (I3), (B1), (B2), (B3), (B4),
(C1), (C2), (C3), (C4) ja (C5) ollessa voimassa, (SKS) ja (ERM) ovat yhtipi-
tavid.

TobisTus. Lause 2.12 sanoo, ettd (ERM) on voimassa milli tahansa Hilbertin

tasolla, jolla siis erityisesti (SKS) on voimassa. Lause 2.3 taas sanoo, ettid (ERM):stéa
seuraa (SKS). O






LUKU 3

Isometrioista

Tassd luvussa tutustutaan syvemmin tason jaykkiin liikkeisiin eli isometrioihin.
Léahtokohtaisesti ollaan tasolla IIx, missd F' on jarjestetty Pythagoraan kunta. Lu-
vun 2 tulosten nojalla (Seuraus 2.11) tiedetddn, ettd talloin IIr on Hilbertin taso
(Mé&éritelmd 1.1), jolloin kaikki Hilbertin aksioomat ja paralleeliaksiooma ovat ta-
solla voimassa. Tamé antaa mahdollisuuden tutkia jaykkia liikkeitd aksiomaattisista
lahtokohdista.

Luvussa késitellaan 1dhinné identtistd kuvausta, heijastuksia, siirtoja ja kiertoja,
joita kéytettiin luvussa 2, mutta esitellddn myos viides jaykka liike eli liukuheijastus
tai liukupeilaus. Yhtend tdméan luvun péadtavoitteista on osoittaa, ettd kaikki tason
jaykat liikkeet pystytddn muodostamaan enintddn kolmen heijastuksen yhdisteena.
Lisdksi tutkitaan miten se tapahtuu siirtojen ja kiertojen kohdalla. Luvun tulokset
ovat lahteista [2] ja [5].

Isometria tai litke on tason transformaatio eli injektiivinen kuvaus joukolta itsel-
leen, joka erityisesti séilyttdd pituuden. Toisin sanoen jos A ja B ovat tason pisteitd
ja A’ sekd B’ niitd vastaavat isometrisen kuvauksen kuvapisteet, niin AB = A'B’
(vertaa Méadritelméédn 2.1).

Koska nyt tasolla I1r kaikki Hilbertin aksioomat (Liite A) ovat voimassa, riittaa
oletus pituuden siilyttdmisestd muiden jaykkien liikkeiden ominaisuuksien voimassao-
lon toteamiseen. Osoitetaan tdmé seuraavaksi. Huomaa, ettéd padttely vastaa Lauseen
2.12 todistuksessa esitettya padttelyd, jossa muodostettiin kuvaus 7 eli heijastus Hil-
bertin tasolla ja osoitettiin, ettd se on jaykka liike.

Olkoon A piste, jonka isometrinen kuva on piste A’. Olkoon sitten B # A piste,
jolle my6s isometrinen kuvapiste on B’ = A’. Tallsin kuitenkin AB > 0 = A/B’ =
A’A’, miké on ristiriita, silla isometria sdilyttdéd pituuden. Siispa kaikille A # B aina
A’ # B’ ja isometria on siten injektio.

Olkoon AABC kolmio, jonka isometrinen kuva on kolmio AA’'B'C’. Koska iso-
metria sailyttdd pituuden, on AB = A'B’', AC =2 A'C" ja BC' = B'C’, jolloin kolmio
AA'B'C" on yhteneva alkuperiisen kolmion kanssa (SSS)-sédéannon nojalla. Télloin
my6s kolmioiden AABC ja AA’B'C’ kulmat ovat yhtenevit eli aksiooman (SKS)
voimassaolosta seuraa, ettéd isometria sadilyttda kulmien suuruuden.

Olkoon A, B ja C pisteita samalta suoralta siten, ettd A * B x C' ja olkoon A’,
B’ ja C' naiden pisteiden isometriset kuvapisteet vastaavassa jirjestyksessd. Koska
isometria siilyttad pituuden, on A'C' =2 AC =2 AB + BC = A'B' + B'C’, jolloin
valttamattd myos pisteet A, B’ ja C' ovat samalla suoralla, silla muuten kolmiossa
ANA'B'C’ yksi sivu olisi yhté pitka kuin kahden muun summa, mika on mahdotonta.
Isometria siis kuvaa suorat suoriksi. Samoin perustein se siilyttdd myos vélissdolon,
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silld jos piste B’ ei olisi pisteiden A’ ja C” vélissé, niin olisi mahdotonta, ettd A'C" =
A'B + B'C'.

Siispa kaikki jaykkien liikkeiden ominaisuudet Méaaritelméstd 2.1 ovat voimassa
ja siten kuvaus on isometria jos ja vain jos se on jaykka liike, kun ollaan Hilbertin
tasolla IIr. Huomaa, ettéd téssé oleellista on se, minkélaisella tasolla ollaan. Luvussa
2 tasosta ja sen ominaisuuksista ei oletettu yhta paljon, jolloin kaikki Méa&ritelméssa
2.1 esitetyt jaykkien liikkeiden ominaisuudet olivat tarpeellisia.

Kaikkien isometrioiden joukko muodostaa ryhmén G, silld seuraavat ominaisuudet
ovat voimassa:

(1) Jos A ja p € G, niin niiden yhdistetty kuvaus Aoy € G japo A € G.

(2) On olemassa identtinen kuvaus I € G, joka pitéé kaikki tason pisteet paikoil-
laan. T&ll6in jos A € Gniin o A=A = Ao [.

(3) Jos A € G niin sen kiifinteiskuvaus ™' € Gjado Xt =T=X"1to\

(4) Jos A\, pjave G, niin Ao (pov)=(Aopu)ov.

Huomaa kuitenkin, ettd A o p ei yleenséd ole sama kuin o A. Jos Aoy = po A,
sanotaan, ettd A ja pu kommutoivat. Esimerkiksi kaksi mitéd tahansa kiertoa saman
pisteen O suhteen kommutoivat [5].

Kun kahdessa geometrisessa mallissa pisteiden P <+ P’ ja suorien [ <> [’ vililla on
injektiivinen vastaavuus siten, ettéd P on suoralla [ jos ja vain jos P’ on suoralla I’, kut-
sutaan tiata vastaavuutta isomorfismikst mallilta toiselle. Isomorfismikuvausta mal-
lilta itselleen kutsutaan mallin automorfismiksi. Automorfismi on siis transformaatio,
joka sdilyttdd tason objektien kaikk:i keskiset suhteet. Esimerkiksi neutraalissa geo-
metriassa automorfismi on transformaatio, joka séilyttda olemassaolon, vélisséolon ja
yhtenevyyden. Itseasiassa jokainen isometria on automorfismi (Vertaa Mééritelmaan
2.1) [5].

Jos piste A kuvautuu itsekseen eli A = A’, sanotaan, etta piste A on muuttuma-
ton tai invariantti kyseisen isometrisen kuvauksen suhteen. Esimerkiksi kaikki tason
pisteet ovat invariantteja identtisen kuvauksen I suhteen. Kierrossa eli rotaatiossa ai-
noastaan yksi piste on invariantti. Siiné piste, jonka suhteen kierretéén, pysyy muut-
tumattomana. Heijastuksessa tai reflektiossa kaikki heijastussuoran pisteet pysyvéat
muuttumattomina ja sitrrossa eli translaatiossa kaikki tason pisteet liikkuvat eli mi-
kidn tason piste ei ole invariantti [2].

Todistetaan seuraavaksi, etté jos isometria siilyttié pisteet A ja B muuttumatto-
mina, niin kaikki pisteet suoralta AB pysyvat muuttumattomina. Taté tulosta tarvi-
taan osoittamaan, ettd jos A, B ja C ovat pisteité, jotka eivit ole samalla suoralla, ja
kaikki kolme pistettd pysyvit muuttumattomina, niin kyseessd on identtinen kuvaus.

LAUSE 3.1. Jos pisteet A ja B ovat invariantteja isometrian suhteen, niin kaikki
suoran jﬁ pisteet ovat invariantteja kyseisen isometrian suhteen.

Tobistus. Olkoon A isometria ja olkoon A ja B pisteitd, jotka sdilyviat muut-
tumattomina kuvauksessa A. Merkitdin A(A) = A’ ja A(B) = B’. Olkoon C piste
suoralta AR siten, ettd C' # A ja C' # B, ja merkitdén A(C) = C". Oletetaan, etté

A x B x (), silla kaksi muuta tapausta todistetaan vastaavasti. Nyt, koska isometria
siilyttda pituuden, on AB = A'B' ja AC =2 A'C' =2 AC' ja BC = B'C' = B(',
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mistd seuraa, etti A x B x C'. Lisiksi aksiooman (C1) nojalla C' = C” eli piste C' on
invariantti kuvauksen A suhteen. U

LAUSE 3.2. Jos isometrialla on kolme invarianttia pistettd, jotka eivdt ole samalla
suoralla, niin kyseinen isometria on identtinen kuvaus.

TobisTtus. Olkoon A, B ja C pisteitd, jotka eivit ole samalla suoralla, ja olkoon
A isometria. Oletetaan ettd A(A) = A, A(B) = B ja A\(C) = C. Tallsin Lauseen
3.1 nojalla kaikki pisteet suorilla ﬁ, AC ja R ovat invariantteja. Olkoon sitten
D piste, joka ei kuulu millekddn edellamainituista suorista. Valitaan piste F siten,

ettd A x F  B. Talloin aksiooman (B4) nojalla suoralta DE 16ytyy piste F' siten,
ettd Ax F'x C tai B x F'x C. Koska nyt seké piste E ettd piste F' ovat invariantteja

kuvauksen A suhteen, niin kaikki pisteet suoralta ovat invariantteja, erityisesti
piste D on muuttumaton. Siispd A on identtinen kuvaus, silld se sdilyttad kaikki
pisteet muuttumattomina. U

Seuraava lause kertoo, ettd jos isometrialla on useampia invariantteja pisteita,
taytyy sen olla identtinen kuvaus tai reflektio. Lause on lihteesté [2].

LAUSE 3.3. Jos isometrialla on enemmdn kuin yksi muuttumaton piste, sen on
oltava joko identtinen kuvaus tai heijastus.

TobisTus. Olkoon A ja B pisteitd ja olkoon A isometria, jolle A\(A) = A ja
A(B) = B eli pisteet A ja B pysyvit kuvauksessa muuttumattomina. Talloin Lause

3.1 sanoo, etté kaikki pisteet suoralta 1@ ovat invariantteja. Olkoon sitten P piste,
joka ei ole suoralla B ja olkoon A\(P) = P'.
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Kuva 3.1. Pisteet P ja P’ ovat eri puolilla suoraa, jolloin kyseesséi on
heijastus suoran suhteen

Koska isometria sidilyttdd pituuden, on AP = AP’ ja BP = BP'. Lisiksi tie-
tysti janan AB pituus sailyy muuttumattomana. Talloin kolmiot AABP = NABP’

(SSS)-sddnnon nojalla. Jos pisteet P ja P’ ovat samalla puolella suoraa 1@ , niin ak-
sioomien (C1) ja (C4) nojalla P = P’. Télléin A on identtinen kuvaus, silld kaikki

tason pisteet pysyvat paikoillaan, olivatpa ne suoralla 1@ tai eivat (Lause 3.2). Jos
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taas P ja P’ ovat eri puolilla suoraa B (Kuva 3.1), niin olkoon Py suoran 1B ja
janan PP’ leikkauspiste. Koska AP = AP’ ja <PAP, = <P’ AP, ja kolmiot AAPP,
ja AAP'P, jakavat yhteisen sivun APy, ovat ne yhtenevit (SKS)-sddnnon nojalla.
Talloin erityisesti kulma <<PFPyA on suora. Koska isometria siilyttda pituuden on

PPy = P'P,, ja siten P’ on pisteen P heijastuskuva suoran AB suhteen. O

Seuraavan lauseen tulosta tarvitaan erityisesti Lauseen 3.5 todistukseen.

LAUSE 3.4. Olkoon NABC' ja NA'B'C’ yhtenevid kolmioita. Tdlloin niitd yhdis-
tad yksikdsitteinen isometrinen kuvaus.

TobisTus. Lauseen 2.3 todistuksesta saadaan, ettd kolmioita AABC ja AA'B'C’
yhdistéd isometrinen kuvaus. Todistetaan vield, ettd td&mé kuvaus on yksikésitteinen.
Olkoon A ja p isometrisia kuvauksia, jotka kumpikin kuvaavat kolmion AABC' kol-
mioksi AA'B'C’. Tallsin kuvaukset A~! o p ja u=! o \ pitévit pisteet A, B ja C
muuttumatoomina, jolloin erityisesti A= oy = u=' o A = I. Nyt ryhmin ominai-
suuksista seuraa, ettd A™! on kuvauksen p kidnteiskuvaus p!, misté saadaan, etté
valttamatta A = p. O

Isometria voidaan luokitella suorakst tai kddnteiseksi isometriaksi sen mukaan,
sdilyttadko vai kadntaako se suunnan. Olkoon AABC kolmio, jonka kulmapisteet A,
B ja C ovat téssa jirjestyksessé kierrettdessa kolmiota myotédpéivadan. Jos kolmio ku-
vataan isometrialla ja kolmion kulmien kuvapisteiden A’, B’ ja C’ jarjestys pysyy sa-
mana myotapaivaan kierrettdessd, on isometria suora. Jos taas jarjestys vaihtuu, niin
isometria on kaéanteinen (Kuva 3.2). Huomaa, etté kddnteiset ja suorat isometriat yh-
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Kuva 3.2. Kéénteinen ja suora isometria

distyvét kuten positiivisten ja negatiivisten lukujen kertolasku eli kahden kédnteisen
isometrian yhdiste on suora [2].

Heijastus on kddnteinen isometria, jonka avulla muut isometriset kuvaukset voi-
daan muodostaa, kuten Lauseesta 3.5 tullaan ndkemé&én. Sen sijaan suoria isometrioi-
ta ovat identtinen kuvaus, siirto ja kierto, jotka kaikki saadaan muodostettua kahden
heijastuksen yhdisteené. Esimerkiksi identtinen kuvaus on minké tahansa heijastuk-
sen ja sen itsensd yhdisteen lopputulos non =TI [2].
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LAUSE 3.5. Jokainen tason isometria voidaan muodostaa enintdidn kolmen heijas-
tuksen avulla. Jos isometrialla on invariantti piste, saadaan se muodostettua enintdadn
kahden heijastuksen avulla.

TobisTus. Todistuksessa kidytetdin apuna Lausetta 3.4. Olkoon AABC kolmio,
jonka kuva isometrisessa kuvauksessa A on kolmio ANA’B'C’. Jos A = A', B = B’
ja C' = (', niitd yhdistava yksikésitteinen isometria on identiteetti (Lause 3.2), joka
syntyy kun miké tahansa sama heijastus suoritetaan kahdesti. Jos piste A = A’ ja

piste B = B’, mutta C' # (', on kyseessé heijastus suoran 4B suhteen (Lause 3.3).

Jos vain piste A = A, mutta B # B’ ja C' # (', niin tapaus voidaan yksinker-
taistaa toiseksi kahdesta edellisestd heijastamalla kolmio AABC' janan BB’ keski-
normaalin [ suhteen. Koska isometria siilyttdéd pituuden niin AB = AB’ eli kolmio
ANABB' on tasakylkinen, jolloin janan BB’ keskinormaali [ kulkee valttaméatta huip-
pupisteen A kautta. Siispé piste A pysyy heijastuksessa paikallaan ja heijastus suoran
[ suhteen vie ainakin janan AB janaksi AB’ suoran [ valinnan mukaisesti.

Yleinen tapaus voidaan vied& joksikin kolmesta edellisestd heijastamalla kolmio
AABC janan AA" keskinormaalin suhteen (Kuva 3.3). Télloin kolmion AABC' ku-
valle AA”B"C" patee, ettd vahintdan A”=A’, mikd seuraa suoraan heijastussuoran
[ asettamisesta. Tamé tapaus, jossa on vihintddan yksi invariantti piste, voidaan rat-
kaista edellisten tapausten tavoin. O

Kuva 3.3. Kaikki isometriat saadaan muodostettua heijastusten avul-
la. Yleinen tapaus saadaan yksinkertaistettua heijastamalla kolmiota
ANABC janan AA" keskinormaalin suhteen

LAUSE 3.6. Olkoon | ja m suoria, jotka leikkaavatl pisteessi P. Heijastus suorien
[ ja m suhteen on kierto pisteen P suhteen. Kierto on kaksinkertainen suorien | ja m
leikkauskulmaan ndhden.

TobisTus. Olkoon [ ja m suoria, jotka leikkaavat pisteessid P, ja olkoon AABC
kolmio. Heijastetaan kolmio AABC' suoran [ suhteen. Télloin, koska heijastus séilyt-
tdéd pituuden ja kulmien suuruuden, niin AP = A’P ja liséksi janan AP ja suoran [
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véalinen kulma <t«v on yhté suuri kuin janan AP’ ja suoran [ véalinen kulma. Saman-
laiset yhtdsuuruudet voidaan paitella pisteisiin B, B’ ja C, C' liittyen. Merkitdan
janan BP ja suoran [ valistd kulmaa <o+ <3 ja janan C'P ja suoran [ valistd kulmaa
<o+ 7.

Heijastetaan sitten kolmio A A’ B’C" suoran m suhteen ja saadaan kolmio AA” B"C".
Edelleen AP = A” P eli kaikki pisteet A, A’ ja A” ovat saman P -keskisen P A -séiteisen
ympyran kehélla. Olkoon janan A’P ja suoran m vilinen kulma suuruudeltaan </,
jolloin suorien [ ja m vélinen leikkauskulma on <o+ <t/. Téll6in janojen B'P ja C'P
seké suoran m vilinen kulma on suuruudeltaan vastaavassa jarjestyksessa

da+<d — (da+<f) =< —<f ja <o+ <d — (da+ ) = <d — 7.
Nyt janojen AP ja A”P vélinen leikkauskulma on suuruudeltaan
Lo+ <o+ <4a’ + <0 = 2(<qa+ <o),
janojen BP ja BP" vilinen kulma on
(da+<f) + (<a + <f) + (<a — <) + (<o’ — <) = 2(<a + <),
ja janojen C'P ja C" P vélinen kulma on
(da+ <1y) + (€a+ <1y) + (<€a — <9y) + (€ — <) = 2(<a + <),

Siispé kaikki kuvapisteet A”, B” ja C" on saatu kiertdmalla pisteitd A, B ja C
pisteen P suhteen kaksinkertaisesti suorien [ ja m vélisen kulman verran. U

KuvAa 3.4. Kaikki tason kierrot saadaan kahden leikkaavan suoran
kautta heijastamalla. T&ll6in leikkauspiste P on kiertopiste

HuoMmAuTUs 3.7. Luvussa 2 kierto méaritellddn kuvauksena p lukujen c ja s avulla
(Mééritelma 2.5). Kuvaukseen p liittyvit kertoimet ¢ ja s vastaavat funktioita cos ©
ja sin ©, missd © on kiertokulma vastapéividdn. Siten esimerkiksi Lauseessa 3.6, jos
suorien [ ja m vilinen kulma on «, niin kiertokulma © = (4)2«. Merkki pitda valita
sen mukaan, kierretdédnko vasta- vai myotapaivadan.
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Seuraava Lause 3.9 kertoo, miten isometriakuvaus siirto voidaan esittdd kahden
heijastuksen avulla. Téata varten méaaritellddn, mita tarkoitetaan pisteen etdisyydella
suorasta ja kahden suoran viliselld etédisyydell.

MAARITELMA 3.8. Olkoon [ suora ja A piste, joka ei ole suoralla [, ja n normaali
suoralle [ pisteen A kautta. Olkoon lisdksi Ay suorien [ ja n vélinen leikkauspiste.
Pisteen A etéisyys suorasta [ on janan AAj pituus.

Olkoon m # [ suora siten, ettd m || [ ja olkoon M miki tahansa suoran m piste.
Olkoon liséksi n pisteen M kautta kulkeva suoran [ normaali, joka leikkaa suoraa [
pisteessid L. Suorien [ ja m vilinen etdisyys on janan LM pituus.

LAUSE 3.9. Olkoon | # m yhdensuuntaisia suoria. Talloin heijastus suorien | ja
m suhteen on siirto, jonka suuruus on kaksinkertainen suorien | ja m etdisyyteen
ndahden.

TobisTus. Olkoon AABC kolmio ja olkoon [ ja m suoria, jotka ovat yhdensuun-
taisia. Olkoon k pisteen A etdisyys suorasta [, k + t pisteen B etéisyys suorasta [
ja k + s pisteen C etéisyys suorasta [. Heijastus suoran [ suhteen siilyttaa etdisyy-
det, eli heijastuspisteiden A’, B’ ja C’ etéisyys suorasta [ on sama kuin alkuperiisten
pisteiden.

Olkoon sitten k' pisteen A’ etaisyys suorasta m, jolloin suorien [ ja m etiisyys
on k + k'. Talloin pisteiden B’ ja C etdisyydet suorasta m vastaavassa jirjestyksessé
ovat

k+k—(k+t)=K—t ja k+K —(k+s)=k —s.
Heijastetaan pisteet A’, B’ ja C' viela suoran m suhteen, jolloin saadaan kuvapisteet
A", B" ja C", joille
AA" =k +k+ K+ K =2k +K),
BB = (k+t)+(k+t)+ (K —t)+ (K —t) =2(k+ k) ja
CC"=(k+s8)+ (k+s)+ (K —s)+ (K —s)=2(k+ k).

Siispé pisteet A, B ja C siirtyivéat heijastuksissa suorien [ ja m suhteen pituuden
2(k + k') verran, mika on kaksinkertainen suorien [ ja m etéisyyteen nihden (Kuva
3.5). Huomaa, etté todistuksessa oletetaan, ettéd suorat [ ja m ovat riittdvan kaukana
toisistaan, jotta mikéddn minkéddn kolmion sivuista ei misséén vaiheessa leikkaa kum-
paakaan niistd. Jos jonkun kolmion sivu leikkaa jompaa kumpaa suoraa [ tai m, on
padttelyn idea kuitenkin vastaava. ([l

HuomAuTUsS 3.10. Luvussa 2 siirto pisteelld A = (a1, az) médritelladan kuvauksena
7 (Maaritelma 2.5). Kuvaukseen 7 liittyvé siirtopiste A méarittaa siis siirron pituuden
ja suunnan. Siirron pituus on janan OA -pituus, missé O = (0,0) on origo, ja siirron
suunta on puolisuoran OA suuntainen. Siten esimerkiksi Lauseessa 3.9, jos suorien [
ja m vilinen etaisyys on janan LM pituus (katso Mééritelma 3.8), missd L € [ ja
M € m, niin siirto tapahtuu puolisuoran LM suuntaan, joka siis on kohtisuorassa

suoria [ ja m vasten. Liséiksi siirron suuruus on kaksinkertainen janan LM pituuteen
néhden eli 2LM.

T&hén mennessé luvussa on késitelty neljanlaisia isometriatyyppejé eli identtista
kuvausta, siirtoja, kiertoja ja heijastuksia. On olemassa vield viides isometriatyyppi
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Kuva 3.5. Kaikki tason siirrot saadaan kahden yhdensuuntaisen suo-
ran kautta heijastamalla

eli liukuheijastus tai liukupeilaus, joka on yhdiste heijastuksesta suoran suhteen ja
siirrosta saman suoran suuntaisesti. Myds tdma on selvasti isometrinen kuvaus kahden
isometrisen kuvauksen yhdisteené.

A =

b O

Kuva 3.6. Liukuheijastus on siirron ja heijastuksen yhdiste. Se voi-
daan muodostaa my6s kolmen heijastuksen yhdisteena

Liukuheijastus on kdénteinen isometria, silld se on kdénteisen ja suoran isometrian
yhdiste. Huomaa my0s, ettéd liukuheijastus voidaan muodostaa kolmen heijastuksen
yhdisteend, mikd seuraa Lauseesta 3.9. (Kuva 3.6). Liukuheijastuksella ei ole yhtdén
invarianttia pistettéd, koska milldéan aidolla siirrolla ei ole muuttumattomia pisteité.
Seuraava Lause 3.11 kertoo, ettd kolmen heijastuksen yhdiste on joko heijastus tai
liukuheijastus ja sen todistus esitetdén ideatasolla.

LAUSE 3.11. Kolmen heijastuksen yhdiste on aina joko heijastus tai liukuheijastus.

TobisTus. Todistuksen idea on, ettd kolmen minké tahansa heijastuksen yhdiste
voidaan ilmoittaa kolmen heijastuksen yhdisteené siten, etta kaksi ensimmaisté heijas-
tussuoraa ovat yhdensuuntaiset ja kolmas on kohtisuorassa muita vastaan. Lauseessa
3.9 osoitettiin, ettd heijastus kahden yhdensuuntaisen suoran suhteen on itse asias-
sa siirto, ja sen suunta on kohtisuora heijastussuoriin ndhden. N&in ollen kolmannen
heijastuksen heijastusakseli on yhdensuuntainen suoritetun siirron kanssa ja néiden
yhdiste on mééritelmén mukainen liukuheijastus.

Erikoistapauksessa kolme heijastussuoraa ovat valmiiksi yhdensuuntaiset, jolloin
niiden yhdiste on heijastus.

Todistuksen voi tehdd myo6s puolikiertoja apuna kdyttden, kuten ldhteessa [2].
Tarkempi kuvaus todistuksesta 16ytyy myos ldhteesté [10]. O
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Lauseen 3.11 seurauksena saadaan térked tulos, joka kertoo, ettd téssd luvussa
esiintyneet isometriset kuvaukset ovat itse asiassa ainoat olemassa olevat isometriat
tasolla.

SEURAUS 3.12. Tason Ilg ainoat isometriakuvaukset ovat identtinen kuvaus, siir-
to, kierto, heiyjastus ja liukuheijastus.

TobisTus. Lause 3.5 sanoo, etté jokainen isometria voidaan muodostaa enintdén
kolmen heijastuksen avulla. Heijastus on itsensé eli yhden heijastuksen tuote. Lauseet
3.6 ja 3.9 sanovat, ettd kahden heijastuksen yhdiste on kierto tai siirto tai siirron
erikoistapauksena nollasiirto eli identtinen kuvaus. Lopuksi Lause 3.11 sanoo, ettd
kolmen heijastuksen yhdiste on heijastus tai liukuheijastus. Néin ollen muita tason
isometrioita ei voi olla. U






LUKU 4

ERM ja Poincarén malli

Tamén luvun paédtavoite on palauttaa mieliin Poincarén malli ja osoittaa, ettd
(ERM) on voimassa Poincarén mallilla. Tata varten kappaleessa 4.1 tarkastellaan
ensin inversiota eli peilausta ympyrdn suhteen ja sen tiettyjd ominaisuuksia, seké
médritellddn ortogonaalisten ympyroiden késite. N&itd tarvitaan Poincarén mallin
rakentamiseksi ja myos jaykkien liikkeiden olemassaolon todistamiseksi mallilla, mik&
tehdédan kappaleessa 4.2.

4.1. Inversio

Luvun péédtavoite on osoittaa (ERM):n voimassaolo Poincarén mallilla, joten
seuraavien inversion ominaisuuksien todistukset ohitetaan. Kappaleen méaritelmét
ja lauseet ovat ldhteistd [6] ja[13], ja lauseet on myds todistettu edelld mainituissa
lahteissa.

MAARITELMA 4.1. Ympyrit a ja 8 ovat ortogonaalisia, jos ne leikkaavat toisiaan
kahdessa pisteessd P ja (), ja niiden tangentit néissé pisteissid ovat kohtisuorassa
toisiaan vastaan (Kuva 4.1).

Kuva 4.1. Ympyrat « ja 8 ovat ortogonaalisia keskendén

HuoMmAUTUS 4.2. Kun puhutaan kahden ympyréan tai ympyréan ja suoran vélisesta
kulmasta, tarkoitetaan ymypyroiden tangenttisuorien vilistd kulmaa leikkauspistees-
sa.

Inversio on tason transformaatio, joka siilyttédd inversioympyréan paikoillaan, ja l4-
hettdd ympyréan sisdpuoliset pisteet ympyran ulkopuolelle ja ulkopuoliset pisteet ym-
pyrén sisdpuolelle, kuten seuraavasta maéritelméasta nahdéan. Maaritelméssa esiinty-
vé taso II toteuttaa Hilbertin aksioomien lisiksi paralleeliaksiooman (PA) [6], [13].

41
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MAARITELMA 4.3. Olkoon 2 ympyri, jonka keskipiste on O ja side r > 0. Kuvaus
i : II\{O} — II\{O} médritelladn seuraavasti: Jos P € II\{O} niin i(P) = P’ € OP
siten, etta
OP-OP =r°.
Talloin sanotaan, ettd i on peilaus eli inversio ympyrdan ) suhteen, ja ettd piste P’
on on pisteen P inversiopiste.

Huomataan, ettd i(P) on aina olemasm’a aksiooman (C1) nojalla yksikésittei-
nen. Lisiiksi médritelmén nojalla OP = OP. Olkoon i(i(P)) = i(P") = P". Koska

madgritelmén nojalla
2

oP = —
opr’
saadaan , , L
- oP __
OF = ~— = = _0P.
OP = r

Siispa i(i(P)) = P kaikilla P € II \ {O}, joten i on bijektio ja erityisesti itsensé
kédnteiskuvaus [13].

Méaritelméan nojalla on myos selvéd, ettd ympyrin € pisteet kuvautuvat itsek-
seen. Huomataan myos, ettéd keskipisteen O kuvaa ei ole mééritelty kuvauksen ¢ suh-
teen, silla kun piste P menee lahemmiéksi pistettd O, niin inversiopiste P’ ldhestyy
adrettomyytta [6].

Seuraavat lauseet kertovat inversion hyodyllisistd ominaisuuksista, joita tarvitaan
osoittamaan, ettd (ERM) on voimassa Poincarén mallilla.

LAUSE 4.4. Olkoon P # O piste ympyrdn ) sisdpuolelta. Olkoon AB ympyrdn
Q janne, joka on kohtisuorassa puolisuoraa OP wvastaan ja kulkee pisteen P kautta.

Tdalloin ympyrdan Q tangentit pisteissd A ja B leikkaavat puolisuoraa OP pisteessd
P’, joka on pisteen P inversiopiste ympyrdin € suhteen (Kuva 4.2).

TobpisTus. Olkoon tilanne kuten lauseessa. Ympyréan ) tangentit pisteissd A ja
B leikkaavat puolisuoraa O? pisteissd P, ja P, vastaavassa jarjestyksessd. Tangen-
tin méaritelméstd johtuen kulmat <OAP; ja <OBP, ovat suoria ja siten yhtenevia.
Lisiksi OA = OB, silla janat ovat ympyrén (2 séteita.

Kolmiot AAPO = ABPO (SSS)-sdinnon nojalla, silli Pythagoraan lauseesta
saadaan, ettd AP = BP. Talloin erityisesti <POA = <POB.

Nyt (KSK)-sdannon nojalla kolmiot AOAP, = AOBP,, ja erityisesti OP; =
OP,. Tésté seuraa, ettd ympyran € tangentit pisteissd A ja B leikkaavat samassa
pisteessd, Py = P, = P’.

Huomataan, ettd kolmioilla AOPA ja AOP'A on kaksi yhtenevda kulmaa, suorat
kulmat <APO ja <OAP' sekd yhteinen kulma pisteessd O. Siten Kulma-Kulma -
sdannon nojalla kolmiot ovat yhdenmuotoiset ja niiden vastinsivut ovat verrannolliset
samassa suhteessa. Erityisesti

OP 04
04 0P

Siispé inversion méadritelmén nojalla P’ on pisteen P inversiopiste.

o OP-OP =0A-0OA=0A" =12,
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Kuva 4.2. Pisteen P inversio ympyréan 2 suhteen (Lause 4.4)

Lause 4.4 antaa tavan konstruoida inversiopisteitd. Huomataan myos, ettd P’ -
keskinen, P’A = P’'B -séiteinen ympyra on ortogonaalinen ympyran ) kanssa, silld

ympyran tangentti on aina kohtisuorassa ympyran sidettd vastaan, siis OA 1 P'A ja
OB 1 P'B.

LAUSE 4.5. Olkoon | suora, §2 ympyrd keskipisteenddin O ja @ peilaus ympyrdn €2
suhteen. Tdlloin
(1) Jos O €1, niin i(1\ {O}) =1\ {0O}.
(2) Jos O ¢ 1, niin suora | kuvautuu joukoksi o\ {O}, missi o on ympyrda, joka
kulkee pisteen O kautta, ja kddntden.

Lause 4.5 kertoo siis, ettd inversio kuvaa inversioympyréan keskipisteen kautta kul-
kevat suorat ja ympyréat suoriksi. Seuraava lause kertoo, ettd ortogonaaliset ympyrat
kuvautuvat inversiossa itsekseen, ja antaa liséksi keinon loytdd ympyrélle ortogo-
naalisen ympyréan inversion avulla. Lause my06s sanoo, ettd ortogonaalisen ympyran
sisépisteet pysyviét inversiossa ympyran sisalla.

LAUSE 4.6. Olkoon « ortogonaalinen ympyrdin §2 kanssa ja olkoon i inversio ym-
pyrdn Q suhteen. Tdlldin i(o) = «. Kdadntden, jos ympyrd « sisdltida pisteen P ja
sen inwversiopisteen P, niin ympyrd o on ortogonaalinen ympyrdan Q kanssa. Lisdik-
si piste P on ympyrdn « sisapuolella jos ja vain jos piste i(P) = P’ on ympyrdin o
sisdpuolella.

LAUSE 4.7. Olkoon o ympyrd, joka ei kulje ympyrdin 2 keskipisteen O kautta ja
olkoon i inversio ympyrdin Q) suhteen. Tdlloin i kuvaa ympyrdn o ympyrdksii(a) = o/.

Lause 4.7 kertoo, ettd inversio kuvaa kaikki ympyréat ympyroiksi, jos kuvattava
ympyré ei sisdlla inversioympyran keskipistettd. Seuraava lause sanoo, ettd ympyroi-
den ja suorien sdilyttdmisen lisdksi inversio sdilyttdd kulmien suuruuden. Huomaa,
ettd lauseessa kéyrilla tarkoitetaan suoria ja ympyroita.

LAUSE 4.8. Kahden kdyrdn vdlinen kulma sdilyy inversiossa, eli nitden inversio-
kuvat leikkaavat samassa kulmassa kwin alkuperdiset kdyrit.
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Seuraavaksi tarkastellaan, mité etdisyyksille kdy inversiossa. Méadritelmésta néh-
déan, ettd etdisyydet eivét siily, silld pienet etéisyydet ldhelld inversioympyrin kes-
kipistettd kuvautuvat erittédin suuriksi etéisyyksiksi kauas ympyrastda. Myoskaan pi-
tuuksien suhteet eivit sdily. Huomataan kuitenkin, ettd neljin pisteen muodostama
suhde eli kaksoissuhde (engl. cross-ratio) siilyy inversiossa [6].

MAARITELMA 4.9. Olkoon A, B, P ja () eri pisteita karteesisella tasolla. Pisteiden
kaksoissuhde (cross-ratio), joka on kunnan F' alkio, mééritelldén suhteiden suhteena
AP BP AP BQ
T AQ T BQ ~ AQ BP
LAUSE 4.10. Olkoon 2 ympyrd keskipisteendidn O ja olkoon A # O, B # O,

P # O ja Q # O eri pisteitd tasolla. Tdlloin inversio i ympyrdan ) suhteen sdilyttdd
kaksoissuhteen, eli jos i(A) = A’, i(B) = B', i(P) = P’ ja i(Q) = Q’, niin

(AB, PQ) = (A'B", P'Q’)

(AB, PQ)

Seuraavassa kappaleessa kaytetddn kaksoissuhdetta etdisyyden méarittamiseksi
Poincarén mallilla.

4.2. Poincarén malli ja (ERM)

Poincarén malli on esimerkki epéeuklidisen geometrian olemassaolosta. Se toteut-
taa kaikki Hilbertin aksioomat lukuunottamatta paralleeliaksioomaa. Ensimméisen
hyberbolisen geometrian mallin kehitti italialainen matemaatikko Eugenio Beltrami
(1835-1900). Téssé kappaleessa tutkittava malli on kuitenkin saanut nimensé ranska-
laisen matemaatikon Henri Poincarén (1854-1912) mukaan, jonka esittdmé epéeukli-
disen geometrian malli sai enemmén tunnettavuutta. Poincarén mallin olemassaolo
osoittaa, ettéd paralleeliaksioomaa ei voida todistaa muiden aksioomien avulla ja siten
se myos osoittaa hyperbolisen geometrian aksioomajérjestelmén ristiriidattomuuden
[6], [13].

Poincarén malli luodaan Euklidisen geometrian kehyksessid antamalla uusi tulkin-
ta pisteiden, suorien, vélissdolon ja kulmien seké janojen yhtenevyyden késitteille [6].

Olkoon Ilg karteesinen taso yli reaalilukujen kunnan R. Kiinnitetdédn piste O. Ol-
koon 2 O-keskinen ympyré ja olkoon viel&

O={Pellg |P onympyrin € sisdpuolella}.

Poincarén mallin pisteet, joita kutsutaan P-pisteiksi ovat tdmén joukon O pisteet,
johon ei siis lasketa ympyran €2 kehépisteitd. Mallissa P-suorat ovat joukon O osa-
joukkoja, joita on kahta tyyppié. Joko P-suora on pisteen O kautta kulkevan suoran
[ leikkaus joukon @ kanssa tai ympyréan €2 kanssa ortogonaalisen ympyran v leikkaus
joukon O kanssa (Kuva 4.3) [6],[13].

HuomauTus 4.11. Etuliite P liitetdén kaikkiin Poincarén mallin objekteihin,
erottamaan ne eukilidisen geometrian objekteista.

HuoMAUTUS 4.12. P-suorien ja -pisteiden méérittelyn jélkeen on mahdollista
todistaa, ettéd aksioomat (I1), (I2) ja (I3) pétevit Poincarén mallilla. Todistus 16ytyy
esimerkiksi lédhteesta [13].
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Kuva 4.3. Poincarén mallin P-suorat [ ja y

Madéritelldén seuraavaksi vilissédolo ja yhtenevyys Poincarén mallilla. Tahéan kay-
tetddn kaksoissuhteesta saatavaa lukua. Olkoon A ja B P-pisteité ja v niitd yhdistava
P-suora. Olkoon P ja @) ympyroiden €2 ja v leikkauspisteet. Madritellaan
) AP BQ
O —_— i ————

540 BP
jota kutsutaan pisteiden A ja B hyberboliseksi etdisyydeksi [13].

d(A, B) - € Rv

MAARITELMA 4.13. Olkoon A, B ja C' pisteitd P-suoralla . Piste B on pisteiden
A ja C vilissd P-mielessé eli A x B x (| jos

d(A,B) +d(B,C) = d(A,C).

HuoMmAuUTUS 4.14. Poincarén mallilla myos aksioomat (B1), (B2), (B3) ja (B4)
ovat voimassa. Todistus téllekin 16ytyy esimerkiksi l&hteesté [13].

MAARITELMA 4.15. Kaksi P-kulmaa ovat P-yhtenevié, jos niiden méaarittamat
euklidiset kulmat ovat yhtenevat tavanomaisessa mielessé.

MAARITELMA 4.16. Olkoon A ja B P-pisteita ja olkoon v niitd yhdistava P-suora.
Talloin sanotaan, ettd P-jana AB on P-yhtenevd P-janan A’B’ kanssa mikali

d(A,B) =d(A", B')
eli kaksoissuhde pisteille A, B, P ja () on sama kuin pisteille A’, B’, P' ja @)’.

HuomAauTus 4.17. Poincarén malli toteuttaa yhtenevyysaksioomat (C2), (C2),
(C3), (C4) ja (C5), miki todistetaan esimerkiksi lahteessi [13].

Aksioomien (C1) ja (SKS) voimassaolo Poincarén mallilla todistetaan jéykkien
liikkeiden avulla seuraavan lauseen jilkeen, joka kertoo, ettd (ERM) on voimassa
Poincarén mallilla (vertaa Mééritelmééan 2.10).

LAUSE 4.18. (Jaykkien liikkeiden olemassaolo eli (ERM) Poincarén mallilla)
Poincarén mallilla on tarpeeksi jaykkid litkkeitd, jotta seuraavat oval voimassa:
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(1) Mille tahansa P-pisteille A ja A’ on olemassa P-jaykkd litke, joka kuvaa
pisteen A pisteeksi A’.
(2) Mille tahansa P-pisteille B, A, A" on olemassa P—jdykkdﬂce, joka kuvaa

—
pisteen B itsekseen ja P-puolisuoran BA P-puolisuoraksi BA'.

(3) Mille tahansa P-suoralle vy on olemassa P-jaykka liike, joka pitid P-suoran
v pisteet paikallaan ja vaihtaa P-suoran v puolet keskenddn.

TobisTtus. Aloitetaan todistus muodostamalla ensin P-heijastus 7 eli inversio
P-suoran 7 suhteen ja muodostetaan tdmén avulla muut tarvittavat jaykét liikkeet
P-siirto 7 ja P-kierto p (vertaa Lauseen 2.10 todistukseen). Olkoon siis 7 annettu P-

Kuva 4.4. Vilissédolo séilyy inversiossa Poincarén mallilla

suora, joka on osa ympyrii (2 vastaan ortogonaalista ympyraéd (Kuva 4.3). Olkoon 7
P-heijastus eli inversio P-suoran v suhteen. Koska nyt €2 ja v ovat ortogonaalisia, ku-
vaa inversio ympyréan (2 itsekseen (Lause 4.6). Lisdksi ympyrén € sisédpuoli kuvautuu
ympyran € sisdpuoleksi (Lause 4.6), jolloin P-taso kuvautuu itsekseen bijektiivisesti
eli erityisesti injektiivisesti, mikd seuraa inversion méaritelmésta (Mé&aritelma 4.2).
Siispd Médritelmén 2.1 ehto (1) on voimassa kuvaukselle 7. Huomaa myds, etti eri-
tyisesti kuvaus 7 pitaa P-suoran 7 paikallaan ja vaihtaa sen puolet keskenéén (Lause
4.6).

Koska inversio kuvaa ympyrét ympyroiksi (Lause 4.7) ja lisdksi sailyttada kdyrien
vélisten kulmien suuruuden (Lause 4.8), vie n ympyréin ) kanssa ortogonaaliset ym-
pyrat toisiksi ympyrén €2 kanssa ortogonaalisiksi ympyroéiksi. Siispé heijastus n kuvaa
P-suorat P-suoriksi (Méaritelma 2.1 (2)). Huomaa, ettd myds P-suora | on ortogo-
naalinen ympyréan €2 kanssa ja edellinen pééttely patee myos néille suorille.

Olkoon A, B ja C pisteitd P-suoralta I siten, ettd A x B x C'. Osoitetaan, ettd
vélissédolo siilyy invesiossa eli ettd n(A) = A" xn(B) = B xn(C) = C'. Koska
inversio sailyttdad kaksoissuhteen (Lause 4.10), niin myos hyberbolinen pituus siilyy
eli d(A,B) = d(A",B'), d(B,C) = d(B',C") ja d(A,C) = d(A’,C"). Nyt vilissdolon
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maaritelméasta saadaan
d(A’, C") =d(A,C)=d(A,B)+d(B,C) = d(A’, B’) + d(B’, C’),

joten piste B’ tosiaan on pisteiden A’ ja C' valissa.

Kuva 4.5. Piste G kuvautuu pisteeksi O kédyttiden samaa kaaviota,
jolla piste G kuvautuu pisteeksi G'. Ensimméinen heijastus tehdédén
P-suoran v suhteen ja toinen ympyrén €2 suhteen

Inversio n P-suoran ~ suhteen siis sdilyttaé vélissdolon (Méaritelmé 2.1 (3)). Li-
sdksi se sdilyttdda kulmien P-yhtenevyyden, silld inversio séilyttédd kéyrien vélisten
kulmien suuruuden (Lause 4.8) ja kulmien yhtenevyys mééritelldén Poincarén mallil-
la normaalisti (M&éritelmé 4.15). Heijastus n sdilyttdd myos janojen yhtenevyyden,
koska yhtenevyys on méaritelty kaksoissuhteen avulla ja se séilyy inversiossa muut-
tumattomana (Lause 4.10, Lause 4.15).

Siispd kuvaus 7 tdyttdd myos Méidritelmén 2.1 kohdat (4) ja (5) ja on néin ollen
haettu jaykka litke P-heijastus.

Olkoon sitten O # G € O ja olkoon v P-suora, jonka keskipiste G’ on pisteen G
inversiopiste, kun inversio tehddan ympyréan €2 suhteen. Olkoon liséiksi P-suoran v ja
ympyrén 2 leikkauspisteet P ja  (Kuva 4.5). Talloin huomataan Lauseen 4.4 avulla,
ettd piste O on pisteen G inversiopiste, kun inversioympyréné toimii ~, silli G on

janan PQ keskipiste, O on suoralla G'G, ja OP ja w ovat ympyrén 7y tangentteja
(Lause 4.4, Maéaritelmé 4.1). Siispd P-heijastus n P-suoran 7 suhteen vie pisteen G
pisteeksi O ja toisinpéin.

Olkoon A ja A’ kaksi P-pistetté. Koska P-jaykkien liikkeiden yhdiste on P-jéykké
liike, voidaan piste A ensin lidhettad pisteeksi O heijastamalla ympyrén v kautta, jonka
keskipiste B on pisteen A inversiopiste ympyrén €2 suhteen. Tadmén jéalkeen voidaan
kuvata piste O pisteeksi A’ heijastamalla ympyréin ' kautta, jonka keskipiste B’ on
pisteen A’ inversiokuva ympyrén {2 suhteen (Kuva 4.6). Niiden kahden P-heijastuksen
yhdiste on P-jaykka liike tai P-siirto 7, joka vie pisteen A pisteeksi A’, miké todistaa
kohdan (1).

Olkoon sitten A, B ja B’ P-pisteiti ja olkoon n P-jaykké liike, joka vie pisteen
A pisteeksi O ja olkoon n(B) = C' ja n(B’) = C". Viediin siis tilanne keskipisteeseen
O, jolloin voidaan kisitelld helpompaa tyyppiéd olevia P-suoria (Kuva 4.7).
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Kuva 4.7. Kierto Poincarén mallilla

Olkoon [ P -suora, joka kulkee pisteen O kautta ja puolittaa kulman <COC".
Tavanomainen heijastus k suoran [ suhteen pitda pisteen O paikoillaan ja vie puoli-

suoran O? puolisuoraksi OC’. Nyt palauttamalla tilanne vield alkuperiiseen kuvauk-
sella 77! on 16ydetty P-jaykké liike 77'k7 = p, joka pitdid pisteen A paikoillaan ja
vie puolisuoran z@ puolisuoraksi z@ :

.. (ERM) on voimassa Poincarén mallilla. O

LAUSE 4.19. (C1) on voimassa Poincarén mallilla.

Tobistus. Olkoon AB annettu P-jana. Pitdi osoittaa, ettd P-puolisuoralla, joka
lahtee pisteestd A’, on tédsmélleen yksi piste B’ siten, ettd AB = A’'B’.
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Lauseen 4.18 nojalla on olemassa P-jaykké liike 7, joka vie pisteen A pisteeksi A’.
Lis#ksi on olemassa P-jaykké liike p, joka vie puolisuoran 7(AB) puolisuoraksi, joka
alkaa pisteestd A’. Olkoon B’ = p(7(B)) piste téltd puolisuoralta. Talloin AB = A’'B’,
koska jaykat liikkeet 7 ja p sdilyttavét pituuden. Siispa (C1) on voimassa Poincarén
mallilla. 0

SEURAUS 4.20. (SKS) on voimassa Poincarén mallilla.

Tobistus. Hilbertin olemassaolo-, vélissdolo- ja yhtenevyysaksioomien ollessa
voimassa jiykkien liikkeiden olemassaolo on yhtépitdva aksiooman (SKS) kanssa
(Seuraus 2.14). O






LUKU 5

Analyyttinen ja euklidinen geometria koulumatematiikassa

Taméan tutkielman tarkoituksena on ollut selventidd karteesisen geometrian ja
euklidisen geometrian vilista yhteytta jaykkien liikkeiden tutkimisen kautta. Analyyt-
tisen geometrian ja tasogeometrian vilinen yhteys jaé helposti koulumatematiikassa
epéaselviksi. Erityisesti geometrian opetus on sekoitusta puhtaasta tasogeometrias-
ta ja laskennallisista menetelmisté, joita hyodynnetédén soveltavissa tehtéavissé. Téssé
luvussa tutkitaan, milld tavalla analyyttinen geometria ja tasogeometria seké yhtene-
vyysaksioomat esitetddn lukion oppikirjoissa. Lukua varten on tutkittu kolmea lukion
pitkdn matematiikan oppikirjasarjaa ja erityisesti niiden geometrian ja analyyttisen
geometrian kurssien kirjoja. Tutkitut kirjat ovat Lukion Calculus: MAAS Geometria
(ja) MAA4 Analyyttinen geometria, Pitkd matematiikka 3: Geometria, Pitkd matema-
titkka 4: Analyyttinen geometria, Pyramidi 3: Geometria ja Pyramidi 4: Analyyttinen
geometria. Luvun lopussa pohditaan myos keinoja, joilla tasogeometrian ja analyyt-
tisen geometrian yhteytté voisi olla mahdollista oppikirjoissa ja opetuksessa parantaa.

Kaikissa tutkituissa lukiokirjoissa euklidisen ja analyyttisen geometrian vélistd suh-
detta kasitellddn yleensé korkeintaan kirjojen alkupuolella. Tamén jalkeen tyyli muut-
tuu enemmén teoria- ja kaavapainotteiseksi. Joidenkin kappaleiden johdannoissa saa-
tetaan vield uudelleen mainita aksiomaattinen jérjestelmé, analyyttisen geometrian
algebrallisuus tai yhtenevyyslauseet, mutta tdméa on harvinaista. Kirjoja edetessédén
lukijan on hyvin helppo alun jilkeen unohtaa, mité geometria tai analyyttinen geo-
metria pohjimmiltaan on, ja minkd paélle ne rakentuvat. Seuraavaksi tarkastellaan
lyhyesti lahemmin kaikkia tutkittuja kirjoja kirjasarjoittain. Ensin késitellaan kirja-
sarjan geometrian kurssikirja ja sen jidlkeen analyyttisen geometrian kurssikirja, sillé
ne kiaydaan téssa jarjestyksessa lapi myos lukiossa.

Pyramidi -kirjasarja aloittaa geometrian kurssikirjan johdannolla, jossa lyhyesti
kerrotaan geometrian historiasta, ja mainitaan tasogeometrian aksiomaattinen pohja.
Aksioomia ei johdannossa kuitenkaan avata tai tutkita mainintaa enempéé. Kirjassa
ldhdetadn kuitenkin loogisesti johdannon jilkeen méarittdméédn tasogeometrian pe-
ruskdsitteité, jolloin lukijalle tulee jonkinndkdinen kuva euklidisen geometrian 1ahto-
kohdista. Kirjan lopussa on myés lisétieto-osio, jossa syvennetdén tietoa aksiomaatti-
sen jérjestelmén luonteesta. Osiossa keskitytéddn kuitenkin ldhinné epaeuklidisen geo-
metrian esittelyyn, eiké osio kuulu varsinaisesti kurssin siséltoon. Siten sen tutkiminen
jéa ldhinna oppilaan omalle vastuulle.

Pyramidi 3:ssa on oma kappaleensa yhtenevyydelle ja kappaleen alussa méaéritel-
laén yhtenevyys seuraavasti: "Kuviot K ja K’ ovat yhtenevdt, kun kuviosta K saa-
daan K’ yhdella tai useammalla perikkiisella yhtenevyyskuvauksella (siirto, kierto
ja peilaus).” Téssd kohtaa ollaan siis jo hyvin ldhelld tason jaykkia liikkeitd, mut-
ta ndiden yhtenevyyskuvausten tarkempi tarkastelu jéatetdén jélleen lisétieto-osioon

51
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ja opiskelijan oman mielenkiinnon varaan. Lisétieto-osiossa esitellddn euklidisen ta-
son yhtenevyyskuvaukset ja lisdksi osiossa perustellaan muutamia yhtenevyyslauseita
nédiden kuvausten avulla. Vaikka néiden kuvausten kiayton hyvaksyttavyytta ei perus-
tella, vastaavat yhtenevyyslauseiden perustelut jokseenkin téssé tutkielmassa kaytet-
tya tapaa todistaa aksiooma (SKS) jaykkien liikkeiden olemassaolon avulla. Paattely
kirjassa etenee esimerkiksi néin (vertaa Lauseen 2.3 todistukseen): "Kuvataan ensin
piste B pisteeksi B’ yhdensuuntaissiirrolla. Koska BC = B'C’, pisteen C' kuva C}
saadaan sen jilkeen kuvauttua pisteeksi C” kiertamélla kolmiota A; B’C} pisteen B’
suhteen.”

Kirjasarjan seuraavassa osassa Pyramidi 4 ldhdetédén liikkeelle jélleen johdannol-
la, jossa konstruoidaan havainnollisesti karteesinen koordinaatisto ja liséksi kerrotaan
melko kattavasti analyyttisen geometrian historiasta. Johdannossa myos késitellddn
lyhyesti sitd, miten analyyttinen geometria on algebrallista toisin kuin perinteisen
geometrian ongelmat. Tamé& on kuitenkin ainoa kohta kirjassa, missd vahank&an si-
vutaan euklidisen ja analyyttisen geometrian yhteytta ja alun jédlkeen pysytellddnkin
pitkélti analyyttisen geometrian kaavoissa, kdyrien yhtéloissd ja niiden sovelluksis-
sa. Peilauksia koordinaatistossa késitellaan lyhyesti kirjan kappaleessa 1.5 ja kiertoja
koordinaatistossa suoran kulman verran origon suhteen lisétieto-osiossa.

Kaiken kaikkiaan Pyramidi -sarjan kirjat pyrkivat ainakin jossain mééirin pohjus-
tamaan geometrista ajattelua ja perustelemaan, mihin oletuksiin geometria perustuu.
Valitettavasti tieto on kuitenkin pakattu kirjan reunoille, eiké euklidisen ja karteesisen
geometrian malleja ja ajattelua pyritd pitdmédn esilld koko kirjan ldpi. Lopputulos
on kuitenkin huomattavasti seuraavaa parempi.

Pitkd matematiikka 3 kirjassa ei avata geometrian luonnetta perusteellisesti mis-
sdan vaiheessa. Kirjassa mennéddn johdatteluitta suoraan asiaan ja tyyli pysyy sa-
manlaisena lépi koko kirjan. Loogisen geometrisen pédttelyn perusteita esitetddn sa-
tunnaisesti pitkin kirjaa olevien todistusten yhteydessid. Useimmat todistukset ovat
kuitenkin hyvin laskennallisia, eiké tuloksia perustella aksioomiin pohjautuen, kuten
perinteisessi euklidisessa tasogeometriassa. Aksioomista ei itse asiassa ole mainin-
taa sen enempéd kuin yhtenevyyslauseistakaan. Kirjassa keskitytdédn nailtd osin vain
yhdenmuotoisuuteen ja kappaleiden suhteisiin.

Kirjasarjan seuraava osa Pitkd matkematitkka 4 jatkaa samoilla linjoilla edeltéjén-
sé kanssa. Lukijalta oletetaan jo jonkinlaisia ennakkotietoja koordinaattigeometriasta,
silla kirjassa ei perustella tai selitetd, mikéd koordinaatisto on tai miten se muodos-
tetaan. Kirjassa ei myoskaan pyritd selittdmééin, miten analyyttinen geometria liit-
tyy tasogeometriaan. Yleisesti téssa kirjasarjassa ei juurikaan pysédhdytd miettiméén,
mihin geometria ja sen tulokset euklidisessa tasossa tai koordinaatistossa oikein pe-
rustuvat. Lukijalle halutaan ensisijaisesti antaa laskukaavat ja riittdvasti esimerkkeja
niiden kayttdmiseksi.

Lukion Calculus -sarjassa geometrian ja analyyttisen geometrian kurssit on nidot-
tu yksiin kansiin. Kirjan alkusanoissa padstddn siten jo hieman selventdméén eukli-
disen ja analyyttisen geometrian yhteytta ja eroja. Itse geometrian kurssi alkaa kap-
paleella tasogeometrian perusteista, jossa esitellidn tasogeometrian peruskésitteet.
Kappaleessa myos kerrotaan lyhyesti tasogeometrian historiasta ja jonkin verran ak-
siomaattisesta jéarjestelmésté. Lisdksi siind esitelldédn eukleideen viisi ensimméistéa pos-
tulaattia, mutta nykyaikaisesta Hilbertin aksioomajérjestelmésta ei ole mainintaa.
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Yhtenevyys mééaritelladn kirjassa nédin: "Kahta kuviota sanotaan yhteneviksi, jos
ne voidaan asettaa pédllekédin siten, ettd ne téysin yhtyvat.” Taméa méadritelmé on
melko suurpiirteinen, mutta perustuu pohjimmiltaan jaykkiin liikkeisiin. Muutamaa
rivida alempana puhutaankin jo suoraan ja kédntden yhtenevistd kuvioista, joita on
késitelty myos tdmén tutkielman luvussa 3. Tamén yhteydessa tulevat esiin jaykat
liilkkeet siirto ja heijastus, mutta kiertoa ei mainita. N&in ollen suoraan yhtenevien
kuvioiden mééritelmé on kirjassa hieman vajaa. Yhtenevyyslauseet esitetddn omassa
taulukossaan, mutta niitéd ei todisteta jaykkien liikkeiden avulla. Kappaleen lopussa
on kuitenkin esittely geometrisesta todistamisesta, missé paitsi selitetddn todistuksen
yleiset vaiheet, annetaan muutama esimerkki ja harjoitus geometrisesta todistamises-
ta. Néiden kautta padstdédn ehkéd lahemmiéksi geometrisen todistamisen ja ajattelun
luonnetta kuin muissa kirjasarjoissa.

Analyyttisen geometrian osuus alkaa kappaleella kédyrien ja lukujen yhteydesté,
jossa lyhyesti esitetddn, miten analyyttinen geometria sai alkunsa, ja puhutaan kéy-
rien yhtéloistd. Kappaleen loppupuolella todetaan: "Nyt voidaankin kuvion itsensé
asemesta tutkia sen yhtélod ja kdyttdd geometristen ratkaisuvélineiden asemesta al-
gebran menetelmid.” Kirjan seuraavassa kappaleessa 2 Koordinaatisto viela kerrataan:
”Analyyttisessid geometriassa tutkitaan kuvioiden geometrisia ominaisuuksia lasken-
nallisin keinoin.” Namé& kohdat selittdvat kirjasarjassa selkeimmin analyyttisen geo-
metrian ja euklidisen geometrian vélistd yhteyttd. Myos koordinaatiston konstruoi-
minen esitetdin kappaleessa ymmérrettavéasti, mutta hyvin tiiviisti. Suoran yhtéalon
konstruoimisessa karteesisessa koordinaatistossa kirjasarja kunnostautuu pari kappa-
letta myohemmin.

Téassdkasan kirjasarjassa analyyttisen ja euklidisen geometrian yhteyttéd ei pideté
esilla selkedsti ja jatkuvasti. Sarjan suurin etu on kuitenkin se, etté kurssikirjat ovat
rinnakkain, jolloin on aina mahdollista vertailla kesken&én, miten asioita, esimerkik-
si suoria, késiteltiin geometria -kurssin puolella verrattuna analyyttisen geometrian
kurssiin.

Lukiomatematiikassa geometrisen ajattelun kannalta ongelmallisinta on se, ettéd lu-
kiomatematiikka on hyvin laskennallista, kun euklidinen tasogeometria taas puhtaim-
millaan on kaikkea muuta. Siksi euklidisen geometrian luonteeseen voi olla vaikea lu-
kiokurssin aikana todella syventyé. Euklidisen geometrian perusteet kuten aksiomaat-
tinen jarjestelmé ja miten geometria todella rakentuu sen péaélle, ovat ldhinnd mai-
nintoja johdannossa. T&lloin on vaikea ymmaértéa tai selittdd sité, miten analyyttinen
tasogeometria, jossa patevit tdsmilleen samat lainalaisuudet tai aksioomat, yhdistyy
euklidiseen tasogeometriaan.

Usein lukiossa ongelmana on myds ajankaytto, jolloin opettajan on pakko harkita,
mité osuuksia kurssimateriaaleista kaydéaéan lapi ja minka tutkiminen jéatetadn oppilai-
den itsensd mielenkiinnon varaan. Yleensa painotus on télloin soveltavissa tehtévissa
ja siind, ettd kaikki mahdolliset kaavat tulevat esitellyiksi, kun taas niin sanotusti
ylimédrdinen pohjustus aiheisiin jatetdan vahemmélle. Tdma johtuu osittain myos
siité, ettd lukiossa opettajalla on usein paineita valmentaa oppilaita ylioppilaskirjoi-
tuksia varten, jolloin aikaa jad vihemmaéan oppilaiden mielenkiinnon herédttamiselle ja
ymmarryksen syventdmiselle.
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Lukiomatematiikan paédtavoitteina on yleissivistda oppilaita, ja antaa heille tar-
vittavat taidot hyvin monenlaisiin suuntautumisvaihtoehtoihin. Téstd syystd mate-
matiikassa painotetaan enemmén kaytidnnonlaheisia ongelmia ja halutaan antaa niitéa
varten sopivat ratkaisutyokalut. T&ll6in nédiden ratkaisutyokalujen alkuperé ja niiden
kéyton perustelu jaa usein vahemmalle pitkdnkin matematiikan kursseilla, vaikka ma-
tematiikassa ja geometriassa juuri tdmé kaikkien tulosten looginen johtaminen ja me-
netelmien kayton oikeutus on térkedd. Kyse onkin pohjimmiltaan arvovalinnasta ja
siitd, mitd pidetdédn suurimmalle osalle oppilaista hyodyllisimpéana tietona.

Jos geometrian kohdalla halutaan selventéé euklidisen ja analyyttisen geometrian
vilistd yhteytta, yksi ratkaisu on se, mikd Pyramidi -sarjassa on tehty, eli jatetddn
suosiolla syventéva tieto lisidtieto-osioon, jolloin se on ainakin oppilaiden helposti saa-
tavilla. Tall6in on kuitenkin hyvin todennékoisté, ettd suurin osa oppilaista ei tule
milloinkaan asiaan perehtyméén. Toisaalta olisi hyodyllisempéaé kantaa geometrista
ajattelua ja aksiomaattista jarjestelméd edes jossain médrin mukana lapi koko kirjan
sen sijaan, ettd tieto geometrian luonteesta jatetdéan lyhyen johdannon varaan. Ai-
nakin aksioomat olisi hyvéa alussa esitelld ja antaa esimerkkejd aksiomaattisen jérjes-
telmén toiminnasta, seké kertoa, miten sen avulla todistetaan yksinkertaisia geomet-
risia tuloksia. Na&itd tuloksia voisi johdannollisesti todistaa esimerkiksi aina uuteen
aihepiiriin siirryttdessd. Kun ymmarrys euklidisen geometrian aksiomaattisuudesta
olisi jollain tasolla saavutettu, olisi helpompi myos selittda analyyttistd geometriaa
aksioomien kautta.

Aivan uuden keinon geometrian tutkimiselle antavat uudet teknologian vilineet
ja matematiikan sovellukset. Esimerkiksi Geogebra -ohjelmalla jokaisen oppilaan on
mahdollista itsendisesti tutkia matematiikkaa ja erityisesti geometriaa. Oppilaat voi-
vat sen avulla esimerkiksi selvittdd, miten eri yhtenevyyslauseet ja tason yhtenevyys-
kuvaukset kierto, siirto ja heijastus liittyvit toisiinsa. Erds Geogebran hyddyllisis-
td ominaisuuksista on, ettd sen avulla pystyy rinnakkain késitteleméédn geometriaa
euklidisesti ja algebrallisesti. My6s muu kouluihin tullut tekniikka, kuten &lytaulut,
mahdollistavat interaktiivisemman oppimisen, ja erityisesti ne antavat aivan uusia
mahdollisuuksia matematiikan havainnollistamiseen.

Opettamisen tyyli on viime vuosina kulkenut yh& enemmén oppilasjohtoiseen
suuntaan. Yhden reitin geometrian ymmérryksen kehittdmiselle voisikin antaa yk-
silollisen opetuksen malli. Téssd nopeammin eteneville oppilaille pystytdan yksilolli-
semmin takaamaan mahdollisuus edetd muista riippumatta. Heille olisi mahdollista
antaa tehtavid, joissa kiaydédan 1dpi myos sellaisia asioita, jotka opetussuunnitelmaan
eivat varsinaisesti kuulu. Myos euklidisen ja analyyttisen geometrian tai siirtojen,
kiertojen ja heijastusten tutkiminen voisi olla yksi téllaisista syventavista tehtédvisté.



LIITE A

Hilbertin aksioomat

Aksioomat ovat l&hteista [6] ja [13].

Olemassaoloaksioomat (Incidence axioms)

(I1) Olkoon A ja B pisteiti siten, ettd A # B. T&lloin on olemassa tasmélleen yksi
suora, joka kulkee seké pisteen A etté pisteen B kautta.

(I2) Jokaisessa suorassa on ainakin kaksi eri pistetta.

(I3) On olemassa kolme pistettd A # B # C jotka eivit ole kaikki samalla suoralla.

Vilisséoloaksioomat (Axioms of betweenness)

(B1) Jos AxBxC, niin A, B ja C ovat eri pisteiti, jotka ovat kaikki samalla suoralla,
ja talloin myos C * B x A.

(B2) Mille tahansa pisteille pisteille A ja B, A # B, on olemassa piste C' siten, etté
Ax BxC.

(B3) Kolmesta saman suoran erillisesté pisteestd vain yksi voi olla kahden muun vé-
lissa.

(B4) Olkoon A, B ja C eri pisteité, jotka eivit ole kaikki samalla suoralla ja olkoon [
suora, joka ei sisilla yhtéadn yhtadn pisteistd A, B ja C. Jos suoralla [ on piste D siten,
ettd Ax Dx B, niin silla taytyy olla my6s piste E jolle pétee joko Bx ExC' tai AxExC.

Yhtenevyysaksioomat (Axioms of congruence)

(C1) Olkoon AB jana. Puolisuoralla @ on tdsmélleen yksi piste E siten, ettd
AB=CE.

(C2) Jos AB = CD ja AB = EF niin CD = EF. Lisdksi jokainen jana on yhtenevi
itsensé kanssa.

(C3) Olkoon Ax BxC ja D Ex F. Jos AB= DFE ja BC = EF, niin AC = DF.
(C4) Olkoon <ABC' kulma ja ﬁ puolisuora. Télloin on olemassa tasmélleen yksi
puolisuora ﬁ suoran ﬁ valitulta puolelta, jolle <ABC = <F DE.

(C5) Olkoon <a, <8 ja <7y kulmia. Jos <a = < ja <a = <y, niin < = <. Lisédksi
jokainen kulma on yhtenevé itsensé kanssa.

(SKS) Olkoon AABC ja ADEF kolmioita siten, ettd <ABC = <EDF, AB= EF
ja AC = EF. Talloin NABC = ADEF.

Paralleeliaksiooma (Parallel Postulate)

(PA) Jos [ on suora ja P piste, joka ei ole suoralla A, niin pisteen P kautta kulkee
korkeintaan yksi suoran [ kanssa yhdensuuntainen suora.
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