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Tiivistelmi

Tassda opinndytetyossi kisittelemme Smoothed Particle Hydrodynamics
-menetelmééd (SPH) virtausmekaniikan simulaatioissa. Aluksi johdamme nes-
teen liikettd kuvaavat differentiaaliyhtélot. Méadrittelemme SPH:n diskreetit
divergenssi-, gradientti- seké Laplace-operaattorit avaruuden diskretisoi-
miseksi. Liséksi tutkimme SPH:n toimivuutta rajoitetuissa virtauksissa ja
esittelemme menetelmié rajoituksista seuraavien ongelmien korjaamisek-
si tutkien erityisesti SPH:n renormalisaatiota. Lopulta késittelemme ajan
diskretisointia, simulaatiototeutuksessa tarvittavia tietorakenteita ja reu-
naehtoja seké esittelemme simulaatiotuloksia seké analyyttisesti ratkeaville
Couette- ja Poiseuille -virtauksille seké vertaamme hieman monimutkaisem-
man putkivirtauksen simulaatiotulosta dérellisten elementtien menetelmén
tulokseen.

Avainsanat: SPH, renormalisaatio, virtausmekaniikka, laskennallinen
virtausmekaniikka

Abstract

In this thesis we study the Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH) method
and its applicability for solving the equations of motion of fluid dynamics.
First we derive these equations of motion and then study ways to discretise
the divergence, gradient and Laplace operators in them using SPH. Next
we tackle the problems which are induced by introducing restrictions to the
space in which the fluid flows. We study several solutions to these problems,
focusing mainly on an elegant and simple solution, the renormalisation
of the SPH. Finally we represent simulation results achieved using the
renormalisation and compare them to analytical results and to finite element
method results.

Key words: SPH, renormalisation, fluid dynamics, computational fluid
dynamics, CFD
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1 Johdanto

Ranskalainen Claude—Louis Navier ja irlantilainen George Stokes johtivat tahoillaan
nesteen virtausta kuvaavat litkeyhtélot jo 1800-luvulla, mutta niiden ratkaiseminen
on osoittautunut tdhén mennesséd ylitsepddseméattoméksi haasteeksi. Taméa on
johtanut kahteen hyvin erilaiseen kehityssuuntaan. Toisaalta nédiden yhtaldiden
yleisen ratkaisun olemassaoloa pyritédéan todistamaan, ja toisaalta niille etsitdan
approksimatiivisia ratkaisuja. Keskitymme téssa tyossi etsiméan Navier—Stokes-
yhtéloille diskretisoitua muotoa, jonka ratkaisut approksimoisivat niiden ratkaisuja
mahdollisimman tarkasti.

Numeriikassa kaytettavit koordinaatistot jaetaan tyypillisesti kahteen luokkaan,
Eulerilaisiin eli laboratoriokoordinaatistoihin ja Lagrangelaisiin eli mukana liikku-
viin koordinaatistoihin. Liséksi numeerinen menetelmé voi perustua joko hilaan,
jonka solmupisteissé kenttien arvoja lasketaan, tai hiukkasiin, jotka kantavat kentén
suureita mukanaan. Tutkimamme menetelmé Smoothed Particle Hydrodynamics
(SPH) on Lagrangelainen hiukkasmenetelméd. Alunperin SPH:n esittelivit vuonna
1977 kahdessa riippumattomassa tutkimuksessa Gingold ja Monaghan [1] sekd
Lucy [2]. Gingold ja Monaghan tutkivat pyorivien magneettisesti vuorovaikuttavien
tdahtien aikakehitystéd ja Lucy tutki omassa tyossidéan prototdhtien fissioteoriaa.

Aluksi SPH:ta kiytettiinkin 1dhinné simulaatioihin, joissa virtausta ei rajoiteta
seinamilld, vaan neste padsee virtaamaan vapaasti. Téahtisimulaatioissa SPH:ta
onkin kdytetty muun muassa mustien aukkojen kertymikiekkojen [3, 4], tdhtien
muodostumisen [5] ja valkoisten kadpisiden yhdistymisen [6] simulointeihin.

Toisaalta SPH on kayttokelpoinen myos rajoitettujen virtausten simulointei-
hin, kunhan vuorovaikutukset virtausta rajoittavien seindmien kanssa kasitelldan
huolellisesti. Virtausmekaniikassa SPH:ta on kaytetty muun muassa usean faa-
sin virtauksiin [7, 8], kokoonpuristumattomien virtauksiin [9], ultrarelativistisiin
raskasionitorméyksiin [10-12], magnetohydrodynamiikkaan [13] ja réjahdysten si-
mulointiin [14, 15].

Tavoitteemme on esitella SPH johdonmukaisena kokonaisuutena, jonka poh-
jalta voimme kirjoittaa oman kayttokelpoisen SPH-simulaatiomme. Témén tyon
laajuuden rajoissa emme kuitenkaan voi késitelld aivan kaikkia yksityiskohtia
virtausmekaniikan teoriasta emmekid myoskdan SPH:n alla sijaitsevasta teoreetti-
sesta taustasta. Téllaisia asioita ovat esimerkiksi pintajannitykset, SPH:n stabiilius
aika-askeleen suhteen ja ehkipé suurimpana virtausten turbulenssi.

Kappaleessa 2 johdamme virtausmekaniikan liikeyhtélot, esittelemme kaytta-
méamme tilanyhtdlon sekd puhumme lyhyesti reunaehdoista, similaarisuudesta, tur-
bulenssista ja pintailmidistd. Kappaleessa 3 késittelemme avaruuden diskretisointia
SPH:ssa. Kdaymme léapi tdhan diskretisointiin siséltyvét ydin- ja hiukkasapproksi-
maatiot sekd johdamme diskreetit derivaattaoperaattorit. SPH on ongelmallinen
rajoitetuissa virtauksissa, silla siind tehtdvén konvoluution tarkkuus huononee



konvoluutioytimen leikkautuessa virtausta rajoittavan seindmén lahella. Taméan
ongelman eri ratkaisuja késittelemme kappaleessa 4. Kappale 5 kasittelee SPH-
simulaation toteuttamisen yksityiskohtia, kuten ajan diskretisointia, vuorovaikutus-
ten laskemista ja periodisia reunaehtoja. Kappaleessa 5.5 pyrimme vahvistamaan
SPH:n kyvyn toistaa virtauskenttid seké yksinkertaisissa analyyttisesti ratkeavissa
putkivirtauksissa ettd hieman monimutkaisemmissa virtauksissa. Kappaleessa 6 poh-
dimme saamiemme tulostemme merkitysta ja SPH:n sopivuutta yleiskayttoiseksi
litkkeyhtéloiden ratkaisumenetelméksi.



2 Teoreettinen viitekehys

Tassé kappaleessa késitelemme fysiikan teoriat, joiden parissa simulaatiota rakennet-
tassa toimimme. Tama viitekehys koostuu Hamiltonin mekaniikasta ja virtausme-
kaniikan teoriasta. Klassisen mekaniikan oletamme tunnetuksi. Virtausmekaniikan
teorian puolestaan johdamme ajan ja avaruuden symmetrisyyksistd seuraavista
sdilymislaeista. Aluksi kuitenkin puhumme hieman tdmén tyon kasitteistosté.

2.1 Kasitteistoa

Kentté on tdmén tyon puitteissa kuvaus  — R™, missi 2 € R? on yhtenéinen alue
ja d € N on avaruudellinen dimensio. Jaamme kentét kahteen eri luokkaan: m =1
tai m = d, jolloin puhumme vastaavasti skalaari- tai vektorikentésta. Merkitsemme
skalaarikenttdd A ja vektorikenttdd A. Vektori- ja skalaarikentédn arvoja pisteessé
x € Q merkitsemme A (x) ja A(x).

Koska suureet ovat yleisesti myo6s aikariippuvia, méarittelemme ajasta ¢ riip-
puvat kentédt 2 x R — R™, missd m on kuten edellikin. Talloin kentédn arvo
aika-avaruuden pisteessd on A(x,t) tai A(x,t). Usein samaistamme kentén ja sen
arvon tietyssd pisteessa.

Nesteen tilan taydelliseen kuvailuun tarvitsemme ainakin paikka-, nopeus-,
paine-, tiheys-, viskositeetti- ja sisdenergiakenttid. Varaamme téssi tyossa taulukon
1 merkinnét ainoastaan naiden suureiden merkitsemiseen. Poikkeuksena tdhén on
Hamiltonin mekaniikan yleistetty liikemé&éra p;.

Kéaytdmme merkintda

oA [o8A  9A\
— == ..., = (2.1)
0B 0B, 0By

Kentta Merkinta

paikka r

nopeus v

paine P

tiheys p

viskositeetti p
sisdenergia  Fiy

Taulukko 1. Téssé tyossa kidytettavid kenttid merkintoineen.



vektorin suhteen derivoinnille ja vastaavasti vektorikentélle

0A 04y (2.2)
0B - 0By '
jk
Joissakin tapauksissa tarvitsemme tensorituloa
(A ®B)jr = A;By. (2.3)

2.2 Virtausmekaniikkaa

Ensin johdamme nesteen virtausta kuvaavat differentiaaliyhtélét. Johdamme lii-
keyhtdlot kuten Landau ja Lifshitz [16]. Voisimme johtaa nidmé yhtdlot myos
kayttden Reynoldsin kuljetuslausetta tai Cauchyn liikemé&érayhtaloa.

Virtausmekaniikka on teoria nesteen virtauksesta. Téssé yhteydesséd neste voi
olla joko oikeaa nestetti tai kaasua. Se sitoo yhteen mekaniikan séilymislait, jat-
kuvan aineen seké nestettd kuvailevat statistiset suureet. Neste on aine, joka ei
pysty vastustamaan muodonmuutoksia staattisesti. Siis neste alkaa virtamaan, kun
sithen kohdistetaan voima, olipa tdmé& voima kuinka pieni hyvénsa.

Puhumme virtausmekaniikan yhteydessa nestehiukkasista, mutta talloin emme
tarkoiteta yksittaisid nestemolekyylejé, vaan useamman molekyylin muodostamia
mesoskooppisia hiukkasia, jotka ovat tarpeeksi suuria kayttaytyédkseen klassisesti
mutta tarpeeksi pienié, ettd niitd voidaan késitelld pisteméiisené. Jokainen néista
mesoskooppisista hiukkasista on sisédisesti termodynaamisessa tasapainossa, jolloin
niille on madritelty tilastolliset suureet kuten paine ja lampotila.

Osa nesteen molekyylitason ilmidistd nayttaytyy myos makroskooppisesti. Kos-
ka emme voi selittdd molekyylitason ilmioitd mesoskooppisilla hiukkasilla, ndmé
ilmiot nayttaytyvét meille nesteen ominaisuuksina, kuten wiskositeettina. Siis téssa
viitekehyksessd neste on mesoskooppisista hiukkasista koostuva jatkuva aine, jon-
ka tilan kuvaamiseksi tarvitaan useita kenttié, kuten nopeus, paine, tiheys seka
mahdollisesti lampdotila, viskositeetti ja energia.

Johdamme ensin massan sailymista kuvaavan jatkuvuusyhtalon, sen jalkeen
ideaalinesteen liikemé&rén séilymistd kuvaavan Fulerin yhtédlon ja viimeisena
epéideaalisen nesteen liikeméérin séilymistéd kuvaavat Navier—Stokes-yhtalot. Ta-
maén jilkeen kéasittelemme vield téssd tyossd myohemmin tarvittavia tilanyhtaloa
ja reunaehtoja.

2.2.1 Jatkuvuusyhtalo

Tarkastelemme nestetilavuutta Vj, jonka siséltdméa massa on
mo = / pdV, (2.4)
Vo

4



missé p on nesteen tiheyskenttd ja dV on tilavuusalkio. Olkoon tdmén késiteltdvan
tilavuuden sisdénsé sulkeva pinta Sy. Talloin pinta-alkion dS lapi aikayksikossa
virtaava massa on

pv - dS, (2.5)

missd v on nesteen nopeuskentti. Pinta-alkion suuruus on alkion pinta-ala ja suunta
pinnan Sy normaali tilavuudesta poispéin. Siis tilavuudesta Vj ulos virtaavan nesteen

massa aikayksikossd on
7{ pv - dS. (2.6)
So

Toisaalta yhtdlon (2.4) negatiivinen aikaderivaatta on sama

d
—— [ pdV :j{ pv - dS. (2.7)
dt Jy, S
Siis saamme
0
f pv-dS=—— [ pdV. (2.8)
So ot Jy,

Gaussin divergenssilauseen mukaan tdmén pintaintegraalin voi muuttaa tilavuusin-
tegraaliksi, jolloin

0

V(pv)dV = _8_/ pdV. (2.9)
Vo t VO

Vaihtaessamme integroinnin ja derivoinnin jérjestysté ja yhdistdmalla integraalit

saamme
9]
/ (_p +V. (pv)) dV =0. (2.10)
vo \ Ot

Koska edellé olevan teimme mielivaltaiselle tilavuudelle V4, on integrandin oltava
nolla, eli

dp

a—l—v- (pv) = 0. (2.11)
Tata yhtidloa kutsumme jatkuvuusyhtdaloksi. Huomattavaa on, ettemme tdmén
johtamiseksi olettaneet nesteestd mitdéan. Jatkuvuusyhtélé on siis voimassa kaikille
nesteille.

Kayttamaélla tulon derivointisdantoa
dp

E—l—pV-v—i—v-Vp:O. (2.12)

Mielivaltaisen kentdn A aikaderivaatta on ketjusdiannon mukaan

dA 0A O0A dr 0A 0A 0A
E:§+a.E:E+E-V:E+V-VA. (2.13)

5



Aikaderivaatta koostuu siis kahdesta osasta: kentdn muuttumisesta ajassa seké
nesteen liikkeestd johtuvasta muutoksesta kentén arvossa. Liikkeestd johtuvaa
muutosta kutsumme konvektiiviseksi derivaataksi. Ta4méan ominaisuuden vuoksi
jatkuvuusyhtélo Lagrangelaisessa muodossa on

dp
A VS 2.14
% pV - v (2.14)

Jos oletamme nesteen olevan kokoonpuristumatonta eli vakiotiheyksista, ovat
tiheyden aika- ja paikkaderivaatat nollia. Téalloin jatkuvuusyhtélé saa muodon

V.v=0. (2.15)

Oletamme avaruuden olevan samanlainen paikasta ja tarkastelusuunnasta riip-
pumatta. Naistd symmetriaominaisuuksista, avaruuden homogeenisuudesta ja isot-
rooppisuudesta, seuraavat liikeméaran ja pyorimismédrdan sidilyminen suljetussa
systeemissé [17]. Seuraavaksi johdamme nesteen litkemadrin siilymisestd seuraavat
osittaisdifferentiaaliyhtélot, jotka yhdessa jatkuvuusyhtdlon kanssa kuvaavat nes-
teen tilan. Oletamme ensin nesteen olevan ideaalista, eli sellaista, jonka sisdinen
kitka on olematonta ja joka ei johda lampo4. Ideaalinen neste on siis aina termody-
naamisessa tasapainossa.

2.2.2 Eulerin yhtalo

Kasitelemme jélleen mielivaltaista nestetilavuutta V. Tdhén tilavuuteen kohdistuva
kokonaisvoima on

F = —7{ pdS, (2.16)
So

missé jélleen Sy on tilavuuden V) sisdénsé sulkeva pinta. Muuttamalla tdmé Gaussin
lauseella tilavuusintegraaliksi voima on

F = —/ VpdV. (2.17)
Vo

Siis yksikkotilavuuteen kohdistuva voima on

dv
Vp=p—-. 2.18
P=rg (2.18)
Nestehiukkaseen voi vaikuttaa myos ulkoinen eli tilavuusvoima pg, missd g on
ulkoisen kentédn aiheuttama kiihtyvyys. Lisdamalld tdmén termin yhtdloon (2.18)

Saalime

dv

1
= __Vp+g. 2.1
a P prg (2.19)

6



Tarkasteltaessa reunailmioité ideaalineste on kykeneméton toteuttamaan ns.
no-slip-reunachtoa, jonka mukaan virtausta rajoittavan kappaleen reunalla nesteen
virtausnopeus on nollaa. Tamé&n vuoksi tarkastelemme seuraavaksi nestetta, jolla
on siséisesté kitkasta aiheutuvaa hitautta, viskositeettia. Johdamme Navier—Stokes-
yhtélot, jotka kuvaavat liitkemadran sdilymistéd viskoottiselle nesteelle.

2.2.3 Navier—Stokes-yhtalot

Yksikkotilavuuden litkeméaéra on pv. Sen muutosnopeus ajassa komponenteittain
on
Oy (pvk) = vpOip + POy (2.20)

Jatkuvuusyhtélo on tensorimuodossa
Ohp = —0;(pv;), (2.21)

missé olemme kayttdneet Einsteinin summaussédiantod. Samoin Eulerin yhtédlé on
1
Oy, = —v;0;v, — ;8kp. (2.22)
Kun sijoitamme ndmé yhtaloon (2.20),

Or(pu) = —vi0;(pv;) — pvj0ju, — Okp
= —0;(pvjvi) — ;10;p
= —0;(pvjve + 0;p)
= —0;IL, (2.23)

missa 1L, = pvjur + d;p on liikemadrdavuon tiheys. Témé Eulerin yhtalosta
tuleva vuontiheys kuvaa siis reversiibelid liikemé&érédn vaihtoa nestehiukkasten
vililla ideaalinesteessd. Kun otetaan huomioon viskositeetti, on vuontiheyteen
lisattéava irreversiibelid lilkeméédrdan vaihtoa eli kitkaa kuvaava termi. Tamén vuoksi
médrittelemme nyt

Lk = pvjup, + Ojup — 0y,

= PUjUk — Ojk; (2.24)

missé o, = —d;xp + 07, on jinnitystensori ja oy on wviskoottinen jinnitystenso-
ri. Jannitystensori on liikkemé&édrdavuon tiheyden se osa, joka ei synny nestemassan
liikkeen aiheuttamasta suorasta liikema#ransiirrosta.

Johdamme seuraavaksi yleisen muodon viskoottiselle jannitystensorille. Koska
nesteen sisdinen kitka vaikuttaa ainoastaan nestehiukkasten liikkuessa toistensa



suhteen, on viskoottisen jannitystensorin oltava riippuvainen nopeuksien paikka-
derivaatoista 0jv;. Jos oletamme, ettd nopeusgradientit ovat pienié, voime sanoa
a;k:n riippuvan lineaarisesti nopeuden ensimmaéisen kertaluokan derivaatoista eiké
juurikaan korkeammista derivaatoista.

Jos kaikki nestehiukkaset liikkuvat samalla nopeudella, on nesteen sisédisen
kitkan oltava nollaa ja siten my6s o7, = 0. Néin ollen o7, voi riippua ainoastaan
nopeuksien paikkaderivaatoista.

Samasta syystéd on oltava ag-k = 0, kun neste on tasaisessa jaykén kappaleen
pyorimisliikkeessé. Kun nestehiukkanen on paikassa r ja pyorii kulmanopeudella €2,
niin v = X r. Summa

@-vk + 6kvj (225)

hévidd téllaisessa liikkeessa [16].
Siis yleisin nopeuden ensimmaéista derivaatoista lineaarisesti riippuva muoto
viskoottiselle jannitystensorille on

i = 1 (0jvk + Okvj) + Adjx0u, (2.26)

missé p ja A ovat nopeudesta riippumattomia skalaarikenttid. Ne ovat skalaarisia
johtuen nesteen isotrooppisuudesta. Médritelemme kuitenkin kaytannollisyyden
vuoksi vield kentén

C=X+2u, (2.27)
jolloin
O—;k = U (@vk + 8kvj — gﬁwléjk) + C(Sjkaﬂ)l. (228)
Téssd muodossa sulkujen siséilld olevan lausekkeen jilki on nolla. Se vastaa nesteen
puhtaita leikkausmuodonmuutoksia. Jalkimméinen termi taas vastaa puhtaita
tilavuudenmuutoksia.

Kertoimia p ja ¢ sanomme viskoositeettikertoimiksi, joista p on leikkausviskosi-
teetti ja C on tilavuusviskositeetti. Lisdksi méarittelemme kinemaattisen viskositeetin

v=" (2.29)

Nyt lisddmélld Eulerin yhtdléon termin dyo7;, saamme

p (atvj + vkﬁkvj) = —6jp + O (u (8j2}k + 8k’Uj — %81’01) + gtsj‘kaﬂ)l)
= —8jp + O (u (8j2}k + 8k’Uj — %81%)) + 5j (Qaﬂ)l) . (2.30)

Johdimme néin yleisimmén oletuksiemme mukaisen muodon litkem&éran sdilymis-
laille nesteen virtauksessa.



Yleisesti viskositeettikertoimet riippuvat paineesta ja lampdétilasta. Kuitenkin,
jos oletamme, ettéd viskositeettikertoimet ovat vakioita, saamme ottaa ne ulos
derivoinneista ja talloin yhtalo yksinkertaistuu muotoon

p (Orv; + veOv;) = —0;p + pdy (0jvr + Ovy — 201) + €0; ()
= —0;p + 1Ok (O5vk) + Ok(Okv;) — 30k(Drw1)) + COj(Dyvy)
= —0;p + 1(0;(Ohvr) + Ok(Okv;) — 30k(O111)) + CO;(Oyvy)
= —9ip + pVv; + (C + 3)05(V - v), (2.31)

joka on vektorimuodossa

%

il pV?v 4+ ((+ ) V(V - v). (2.32)
Tahén voimme, samoin kuin Eulerin yhtaloonkin, lisdta tilavuusvoiman aiheuttaman
kithtyden pg, jolloin

d 1
v _ —=Vp+vV>v+ (g +3)V(V-v)+g. (2.33)
de p p

Yhtéalo yksinkertaistuu vield, jos neste on kokoonpuristumatonta. T&ll6in jatku-
vuusyhtédlon mukaan V - v = 0, joten

% = —%Vp +vViv +g. (2.34)
Tamé& yhtaloryhmé on newtonisen ja kokoonpuristumattoman nesteen Navier—
Stokes-yhtdlot. Joitakin erityistapauksia osaamme ratkaista analyyttisesti, mutta
néama tapaukset ovat valitettavan harvassa ja kuvaavat yleensd melko yksinkertaisia
virtauksia. Téméa ongelma johdattaa meidat laskennalliseen virtausmekaniikkaan,
jossa pyrimme etsimdédn Navier—Stokes-yhtéloille approksimatiivisia ratkaisuja tai
ratkaisuja yhtéloille, jotka approksimoivat Navier—Stokes-yht&loité.

Jatkuvuus- ja liikeyhtéloiden lisdksi voimme johtaa energian siilymistd kuvaa-
van energiayhtdlon, joka sitoo nopeus- ja lampdétilakentét toisiinsa. Kokoonpuristu-
mattomien ja newtonisten liikeyhtéloiden tapauksessa emme kuitenkaan tarvitse
energiayhtéloa liikeyhtéloiden ratkaisemiseen. Nopeuskentdan ratkettua saamme
lampdotilakentén selville energiayhtélosta. Tamén vuoksi emme téssa tyossa késittele
energiayhtaloa.

Seuraavaksi kéasittelemme Navier—Stokes-yhtéloiden numeerisen ratkaisun mah-
dollisuutta erilaisissa kokoonpuristuvuustilanteissa.



2.2.4 Kokoonpuristumaton ja heikosti kokoonpuristuva virtaus

Jos virtaus on téysin kokoonpuristumaton, sitd kuvaavat litkeyhtélot (2.34) ja jatku-
vuusyhtélo (2.15). Kun ratkaisemme tétd numeerisesti esimerkiksi eksplisiittisell&
Eulerin menetelméllé, on

d m
vl = ym o (%) 3t (2.35)

missé m on aika-askeleen indeksi siten, ettd v = v(mdt), ja 0t on aika-askeleen
pituus. Sijoittaessamme tahéan liikeyhtélon (2.34) on

1
vl — vy (—;V(pm) + vV (v™) + g) ot. (2.36)

Téastd emme saa ratkaistua painekenttéd p, jolloin seuraavan aika-askeleen laskemi-
nen on mahdotonta.

Tamén ongelma voimme kuitenkin kiertdda. Otamme litkeyhtéloista divergenssin
puolittain, jolloin

IV -v)
ot

Jatkuvuusyhtélon vuoksi tdmé yksinkertaistuu vield muotoon

V(Y- (vev) = —%VQp—l—I/VZ(V-V). (2.37)

Ve (V- (vev)) = —%Vzp. (2.38)

Kertomalla puolittain —p:lla saamme paineelle Poissonin yhtélon
Vip=—pV-(V-(vav)). (2.39)

Siispé ratkaisemalla Poissonin yhtdlon tieddmme painekentén ja néin pystymme
siirtyméédn aika-askeleen eteeenpéin.

Tamaé onkin eréds ldhestymistapa virtausmekaniikan ongelmien ratkaisuun, myos
kdyttden SPH:ta [18]. Emme kuitenkaan ldhde kehittaméén menetelméad tahén
suuntaan, vaan otamme kiyttoon laskennallisesti yksinkertaisemman asetelman,
jossa neste ei ole tdysin kokoonpuristumatonta, vaan kiytdmme jatkuvuusyhtaloné
yhtaloa (2.11). Kokoonpuristuvuuden oletamme kuitenkin olevan niin heikkoa,
ettei sitd tarvitse ottaa huomioon liikeyhtéloissé, joiksi siis valitsemme jélleen
(2.34). Tamén liséksi tarvitsemme tilanyhtélon p = p(p) kytkeméén tiheys ja paine
toisiinsa.

Heikosti kokoonpuristuvalle virtaukselle voimme johtaa Taitin tilanyht&lon [19]

e ((2)-)
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misséd py on referenssitiheys, ¢ 4dnennopeus nesteessé ja € materiaalista riippuva
vakio. Esimerkiksi vedelle on havaittu tomivaksi £ = 7. Nyt siis 4dnennopeus
ja vakio £ méarittavit virtauksen kokoonpuristuvuuden. Suurempi ddnennopeus
tarkoittaa jyrkempéd tilanyhtdlod referenssitiheyden ldhettyvilld ja nédin ollen myo6s
vahemmén kokoonpuristuvaa virtausta.

2.3 Reunaehdot

Koska liitkeyhtélot ovat differentiaaliyhtéloitd, emme voi ratkaista niitd ilman alku-
ja reunaehtoja. Tyypillisid reunaehtoja ovat Dirichlet’n reunaehto, jolla kiinnitetdén
kentén arvo, ja Neumannin reunaehto, jolla kiinnitetdan kentéan derivaatan arvo.
Liséksi on muunnelmia, jotka ovat jonkinlaisia yhdistelmié edellisista. Cauchyn
reunaehto kiinnittdd seké kentén ettéd sen derivaatan arvon ja Robinin reunaehto
on lineaarikombinaatio Dirichlet’'n ja Neumannin ehdoista.

Virtausmekaniikassa asetamme yleenséa reunaehdoiksi vapaille pinnoille paineen
Dirichlet’'n reunaehdon. Virtausaluetta rajoittavien kappaleiden reunalle asetta-
mamme reunachto riippuu késittelemmeko ideaalista vai viskoottista nestetta.
Ideaalinesteelle asetamme nopeuskentén pinnan normaalin suuntaisen komponentin
Dirichlet'n ehdon v = v, | ja viskoottiselle nesteelle tiukemman Dirichlet’n ehdon
V = Vg, Missi v, on seindmén nopeus.

Ideaalinesteen reunaechtoa kutsumme slip-reunaehdoksi ja viskoottisen nesteen
reunaehtoa no-slip-reunaehdoksi sen mukaan, padsekd neste luistamaan pintaa
pitkin vai ei. No-slip-ehto perustuu mikrotason ilmicon. Yleensd nestemolekyylien
véliset vuorovaikutukset ovat heikompia kuin neste- ja seindmolekyylien véliset [16].
Tamén ansiosta nestemolekyylit tarttuvat reunoihin kiinni pakottaen virtauskentén
nopeuden reunan nopeudeksi.

2.4 Analyyttisesti ratkeavia tapauksia

Navier—Stokes-yhtéloille on joitakin tunnettuja analyyttisia ratkaisuja. Vaikka
namaé tapaukset kuvaavatkin yleensé vain melko yksinkertaisia virtauksia, on niiden
hyoty suuri testattaessa uusia simulaatiomenetelmié. Jos simulaatio ei kykene
ratkaisemaan yksinkertaisia ongelmia suurella tarkkuudella, ei se sitd varmastikaan
tee monimutkaisille tapauksille. Téllaisia virtauksia ovat muun muassa Couette- ja
Poiseuille-virtaukset, joiden staattiset ratkaisut etsimme seuraavaksi.

2.4.1 Couette-virtaus

Couette-virtaus on yksinkertainen kaksiulotteinen virtaus, jossa on nestettd kahden
vaakasuoran levyn vilissa siten, ettd alempi levy on paikoillaan ja ylempi levy
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Kuva 1. Havainnekuva Couette-virtauksen nopeuskentésté.

liikkuu vakionopeudella v, = (vy,0). Levyt ovat etdisyydelld h toisistaan. Asetelma
on esitetty kuvassa 1.

Oletamme tutkittavan nesteen olevan Newtonista ja kokoonpuristumatonta.
Liséksi oletamme, ettd virtaus on laminaarista eli neste liikkuu ainoastaan x-
suuntaan eikéd nesteeseen kohdistu mitdén tilavuusvoimia, kuten gravitaatiota.
Télloin Navier—Stokes-yhtalot ovat

1
8151}33 + (Umaz)vz = _; D + V(ai + 85)1):,3 (241)

Oyp = 0.

Koska virtauskenttd on staattinen, 0,v, = 0. Lisdksi virtaus on invariantti translaa-
tioissa z-suuntaan, joten d,v, = 0 ja d,p = 0. Siispé

8511:,; =0
(2.42)
p=_C,

missé C' on vakio. Ylemmaén differentiaaliyhtélon ratkaisu on
v, = Ay + B, (2.43)

missé A ja B ovat reunaehdoista riippuvia vakioita. Reunaehdot ovat kitkallisen
virtauksen no-slip-reunaehdot v,(y = 0) = 0 ja v,(y = h) = vy. Siispd B = 0 ja
A = vw/h, joten nopeuskenttd on

v:(%ﬂ@T. (2.44)

2.4.2 Poiseuille-virtaus

Poiseuille-virtauksessa on poikkileikkaukseltaan ympyrin muotoisen putken sisalla
virtaavaa nestetté, jonka virtausta yllapitdé joko paine-ero putken paiden vélilla
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Kuva 2. Havainnekuva Poiseulle-virtauksen nopeuskentéasté.

tai putken suuntainen tilavuusvoima. Késittelemme nyt tilavuusvoiman ajamaa
virtausta. Kuten Couette-virtaus, myos Poiseuille-virtaus voidaan yksinkertaistaa
kaksiulotteiseksi virtaukseksi, silla poikkileikkaukseltaan ympyranmuotoinen virtaus
on invariantti kierroissa putken keskiakselin ympéari.

Tilanne on esitetty kuvassa 2. Putken halkaisija on L. Oletamme jélleen virtauk-
sen olevan laminaarista, eli nesteelld on nopeutta ainoastaan z-suuntaan. Lisdksi
oletamme newtonisen ja kokoonpuristumattoman virtauksen. Nyt Navier—Stokes-
yhtélot ovat .

OpUy + 0,0,V = —;@p + (02 + 82)vg + o (2.45)
Oyp = 0.

Virtaus on ajasta riippumaton, joten dv, = 0. Koska virtaus on symmetrinen
x-suuntaisissa siirroissa, on d,p = 0, d,v, = 0. Nainpi ensimmaéainen liikeyhtilé on

V@;Ux = —0u, (2.46)

josta voimme integroida ratkaisuksi
Y* s

v, =A+yB —
2v

(2.47)

Viskoottisen virtauksen reunachtojen mukaan v,(y = 0) = 0 = v,(y = L), joten

A=0jaB= %. Siispé nopeuskenttd on

v = <(Ly . yQ)g—i, o)T (2.48)

Toisesta liikeyhtélostéa seuraa p = vakio.
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2.4.3 Couette- ja Poiseuille-virtausten aikakehitys

Seké Couette- ettéd Poiseuille-virtauksen aikakehityksen voimme myos ratkaista,
jos oletamme nesteen olevan aluksi paikallaan. T&ll6in molemmille virtauksille on
olemassa sarjaratkaisut, jotka ovat [9]

Uy > 20y nm n’r? ,
vz (y, t) = 7Y + ;(—1) Esm (Ty> exp (—V 73 t ) (2.49)
Couette-virtaukselle ja
= AFL? _(7T(2n+1) (2n + 1)%7%v
v (y,t) = 5-y(y—L +Z i an 1 (Ty oxp | ———5 1)

(2.50)
Poiseuille-virtaukselle, misséd F' on kiihtyvyyden g aiheuttama voima. Samaan
tapaan voisimme ratkaista muitakin laminaarisen virtauksen virtauskenttia.

2.5 Similaarisuus, turbulenssi ja pintailmict

Mainitsemme seuraavaksi lyhyesti virtausmekaniikan ilmiGité, joita emme syvemmin
kéasittele tissa tyossd, mutta jotka ovat olennaisia késitellessé monimutkaisempia
virtauksia.
Voimme esittdd nesteen liikeyhtdlot (2.34) myos dimensiottomassa muodossa
dv* 1

* % 1 *\2 %
St T ___MCLQVP —l—Re(V)v +

2% (2.51)
missd v* = vU on dimensioton nopeus, t* = t1" dimensioton aika ja p* = pP
dimensioton paine. Skaalat L, T, U ja P valitsemme siten, ettd ne kuvaavat
tarkasteltavaa virtausta. Esimerkiksi L voi olla putken leveys putkivirtauksessa, T’
virtauksessa olevan vérdhtelyn jaksonaika, U virtauksen pienimmén ja suurimman
vauhdin erotus ja P = pc?, missi ¢ on #finennopeus virtauksessa.

Liséksi yhtalossa esiintyvét dimensiottomat luvut Stokesin luku, Reynoldsin
luku, Machin luku ja Frouden luku, jotka ovat mééaritelty

L L
St = — Re:U—, Ma:g, FT:L. (2.52)

UT’ v c VgL
Dimensiottomia lukuja vertailemalla voimme péételld jotain liikeyhtéloiden eri kom-
ponenttien vaikutuksesta. Jos esimerkiksi Frouden luku on hyvin suuri, tieddmme
ulkoisen voimakentén vaikutuksen olevan pientéd nesteen hitauteen néhden, ja néin
ollen voimme mahdollisesti jattda ulkoisen kentén aiheuttaman kiihtyvyyden pois
lilkeyhtéloistdmme.

14



Dimensiottomissa liikeyhtéloissd Reynoldsin luku kuvaa nesteen viskositeettia,
mutta se myos karakterisoi virtauksen epéstabiiliutta. Jokaiselle virtausgeometrialle
on olemassa kriittinen Reynoldsin luku Re,., jota suuremmilla Reynoldsin luvuilla
nopeuskentté ei voi olla seké stabiili ettd ajasta riippumaton. Téllaisia virtauksia
kutsumme turbulenteiksi. Esimerkiksi putkivirtauksille pienen Reynoldsin luvun
(0-2000) virtaukset ovat laminaarisia ja siirtymévaiheen (2000-3000) kautta suuren
Reynoldsin luvun (3000-) virtaukset ovat tdysin turbulentteja.

Luonnossa turbulenttien virtausten nopeuskentté asettuu aikariippuvaiseksi
stabiiliksi virtaukseksi, jossa esiintyy pyorteitd kaikissa kokoluokissa. Tamén skaa-
lariippumattomuuden vuoksi turbulenttien virtausten numeerinen ratkaiseminen on
vaikeaa, ja sitd tehdadnkin yleensé kayttamalla efektiivisid malleja, joissa virtauksen
turbulenttiutta kuvataan erilaisilla kentilla.

Kun Re on kriittisen rajan alapuolella, virtaus on laminaarinen, eli neste
muodostuu eri nopeuksilla liikkuvista kerroksista, aivan kuten edelld johtamamme
ratkaisut Couette- ja Poiseuille-virtauksille.

Kasittelimme ainoastaan yhdestd nesteesté tai nestefaasista muodostuvia vir-
tauksia, mutta usein virtaus koostuu kahdesta tai useammasta sekoittumattomista
nesteistéa. Talloin on otettava huomioon nesteiden vilisten rajapintojen vaikutus.
Rajapinnat aiheuttavat nesteisiin voimia, jotka riippuvat rajapinnan kaarevuudesta
ja paine-erosta rajapinnalla.

Emme késittele nditd aiheita tdmén enempad téssa tyossd, mutta turbulens-
sissta ja pintajannityksista voi lukea esimerkiksi Landaun ja Lifshitzin kirjasta
[16]. Pintajénnityksisté ja turbulenssista SPH-simulaatioissa voi puolestaan lukea
Violeaun kirjasta [20].

2.6 Yhteenveto

Nesteen virtausta kuvaavat differentiaaliyhtédlot saamme johdettua massan ja lii-
keméadran sekd pyorimisméaédrin sailymisestid. Heikosti kokoonpuristuvalle newtoni-
selle virtaukselle jatkuvuusyhtilo on

- _ . 2.
% pV v (2.53)
ja Navier—Stokes-yhtalot ovat
dv 1 9
o ) 2.54
P pr +vViv+g (2.54)

Liséksi kiytdmme Taitin tilanyhtéloa

p= pOTg ((%)g - 1) . (2.55)



Tutkimme seuraavaksi differentiaaliyhtdldiden ratkaisemista SPH-menetelmalla,
pitden erityisesti virtausmekaanisten ongelmien ratkaiseminen mielessé.
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3 Avaruuden diskretisointi

Smoothed Particle Hydrodynamics eli SPH on Lagrangelainen hilaton menetelma,
jossa jokainen hiukkanen kuvaa vakiomassaista nestetilavuutta. Koska jokaisen
hiukkanen kantama massa on vakio, massan siilyminen on taattu ja néin ollen myés
jatkuvuusyhtalo on voimassa. Arvioimme kenttien arvoja ns. ydinapproksimaatiossa,
jossa konvoluutioydin tai ydin on erdinlainen ’leved’ d-funktio. Lisdksi teemme ns.
hiukkasapproksimaation, jossa muutamme integraalit ytimen peittdmien alueiden
yli painotetuiksi summiksi.

3.1 Ydinapproksimaatio

Méérittelemme ensin kentdn f:Q x R — R™ ja funktion g: R — R konvoluution

(f*g)(x,t) = /Qf(xl,t)g(x —x/,t)d%/. (3.1)

Nyt kédyttden Diracin delta-funktiota voimme kirjoittaa kentédn f konvoluutiona

f(x,t) = /QA(X’,t)cS(X —x 1) d%% = (f % 6)(x,1). (3.2)

Tahén ideaan perustuu SPH:ssa tehtédva jatkuva approksimaatio, jossa kenttéé ei
konvoluoida delta-funktiolla vaan samoja ominaisuuksia omaavalla ytimella.
Ydin on funktio W,: R¢ — R, joka toteuttaa seuraavat ehdot:

1. ytimelld on kompakti tuenta
Wi(x) =0, kun|x|>r, (3.3)
missé rajaetdisyys r. = kh, k on jokin vakio ja h ytimen leveysparametri.

2. ytimen integraali koko avaruuden yli on normitettu ykkoseen, eli

Wh(x)do% =1 (3.4)

Rd

3. ydin l&hestyy Diracin delta-funktiota, eli
lim W, (x) = 0(x) (3.5)
h—0

4. ydin on invariantti kierroissa ja peilauksissa origon ympéri, eli
Wi(Qx) = W(x) VQ € O(d), (3.6)

missié O(d) on ortogonaalisten matriisien ryhmé. Tamé vaatimus seuraa
avaruuden isotrooppisuudesta.
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Kohdista 1 ja 4 seuraa 2:lle uusi muoto
Wh(x)d'x =1 (3.7)
Qx

x-keskiselle d-palloille 2, jonka séde on r.. Kohdasta 4 seuraa myos ytimen
parillisuus

Wi(x) = Wi (lIx]])- (3-8)

Kuten delta-funktion tapauksessa, arvioimme nytkin kenttdd f: Q) x R — R?
konvoluutiolla

(f « Wh)(x,t) = f HOW(x — x') ddx’. (3.9)

Qx
Merkitsemme tata ydinapproksimaatiota eli jatkuvaa approksimaatiota

() = % Wi (3.10)

Jos arvioitava kenttd f on tarpeeksi siled, voimme tehdéd Taylor-kehitelméan
pisteen x ympérilld ydinapproksimaation tarkkuuden arvioimiseksi:

(1 6xt) = [ (ot 7D =) + O = xP) Wil =) d'

~r2

~ f(x,t) [ Wi(x' —x)dx + f/(x,1) / (x' — x)W(x' — x) do’

+O(r?) /Qx Wh(x' — x) d%’'
= f(x,t) + O(r?), (3.11)

koska (x' — x)W),(x’ — x) on pariton funktio, jonka integraali on nollaa. Ndemme
ydinapproksimaation olevan tarkkudeltaan toista kertalukua r.:ssé ja siten myo6s
h:ssa.

Haluamme arvioida myos funktioiden derivaattoja. Olkoon nyt f jokin derivoi-
tuva vektorikenttd ja arvioitava funktio V - f. Siis

(V£ (x,8) = /Q (V- £, 1)) Wh(x' — x) dix

=, V- (F(x, )W, (x — x)) d?x’ — / f(x',t)VIW,,(x' — x) d?x/,
) ) (3.12)

josta saamme kayttamalld Gaussin divergenssilausetta

/ VA= A -ndQ,, (3.13)
X 8Qx
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Kuva 3. Havainnekuva ytimen leikkautumisesta, eli tilanteesta, jossa QxNON = Xy # 0.

missd 02 on aluetta €2, rajaava pinta ja n on pinnan normaali, seké sité, etta W),
havida alueen reunalla. Talloin

(V-f)(x,t) = —/ f(x', 1) VIV, (x' — x) d?x’. (3.14)
Nyt ndemme reunalla katoamisen oleellisuuden. Kun leikkaus © N Q, # €, oletus
ytimen katoamisesta ei ole endé voimassa, eiké téata algoritmin tarkkuuden kannalta
tarkedd approksimaatiota voidakaan kédyttad. Kuvassa 3 on kaksiulotteinen tapaus
tilanteesta. Taméa ytimen leikkautuminen on SPH:n ongelma kéytettiessa sita
rajoitettuihin virtauksiin ja erilaisia ratkaisuja tdhédn ongelmaan késittelemme
kappaleessa 4.

Samalla tavalla saamme esimerkiksi skalaarikentén f gradientin V f jatkuvan
approksimaation (V f).

Lisdksi voimme approksimoida korkeamman kertaluvun derivaattoja, kuten
vektorikentén f Laplacen operaattoria V2f = V - (V ® f), jos oletamme lisiichdon
VW,(x' —x) = 0, kun ||x' — x|| = r.. Koska Navier-Stokes-yhtéloissa esiintyy
tillainen termi ©V?2v, on meidin oletettava ytimelle lisiehto

5. ytimen gradientti havida vuorovaikutusetiisyydella r., eli

VW,(x'—x) =0, kun |x' —x|>r. (3.15)

Néin olemme saaneet rajattua ytimeksi sopivien funktioiden joukkoa tarkoituksiin
sopivaksi. Jos ratkaistavat yhtalot siséltéisivét korkeamman kertaluvun derivaattoja,
olisi tehtédvéi oletuksia myos ytimen korkeammista derivaatoista. Virtausmekaniikan
tapauksessa emme tarvitse korkeampia derivaattoja, joten ndméa oletukset ovat
riittavat.
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Koska ydin on invariantti kierroissa, voimme kirjoittaa sen radiaalisessa muo-
dossa
Wi(x — x') = W, (%), (3.16)
missd T = [x| = |x — x/|. Koska ydin riippuu ainoastaan etdisyydesti, on sen
gradientti ketjusddnnon mukaan

4

oW (2)
0T

Ainoastaan etéisyydesté riippuvan ytimen voimme esittdd myos muodossa

VIVi(2) = Vx = w, (%) (3.17)

~ Aw,d
missé apyg on ytimestéd ja avaruuden dimensiosta riippuva vakio, sekid ¢ = |q|
ja @ = 3. Kutsumme funktiota w dimensiottomaksi ytimeksi. T&lloin voimme
kirjoittaa normitusehdon muodossa

amd/gw(q) diq = 1. (3.19)

Tasta saamme normitusvakioksi

rh -1
awg = (Sd/ w(q)cf“1 dq) , (3.20)
0

missd Sy on d-ulotteisen pallon pinta-ala, joka on
22

d_@a

(3.21)

missé [' on Eulerin gamma-funktio. 1-, 2- ja 3-ulotteisissa tapauksissa S; on
vastaavasti 2, 27 ja 4m.
Ylla olevan ja ketjusddnnon mukaan ytimen gradientti on

O X
VWh(x) - hd+1 wl(Q)§7 (322)
Téstéd seuraa yhtalon (3.17) mukaisesti
~ aw.d
Wi (z) = Ww/@’ (3.23)

Induktiolla on suoraviivaista todistaa, ettd myos korkeamman kertaluokan deri-
vaatoille pitee vastaava: tapauksen &k = 1 olemme todistaneet ylld ja olettamalla
tapaus k — 1 todeksi saamme osoitettua k:nnen derivaatan gradientille sama kuin
ylla, jolloin kaikille £ € N

- aw.d
W@ = 5 e (). (3.24)
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3.1.1 Esimerkkiytimia

Ensimmaéisend mahdollisesti kayttokelpoisend dimensiottomana ytimend mieleemme
tulee varmaankin normaalijakauma wg = exp(—¢?), mutta se ei ole kompaktin
tuennan ydin. Normaalijakaumaa voisimme muokata vdhentédmélla sen arvoista
vakio halutun tuennan alueella ja asettemalla se muualla nollaksi:

' (q) = {wG(Q) —wg(k), 0<q¢<k

3.25
0, K <q. ( )

Talla tavalla muokattu normaalijakauma olisi kylld kompaktin tuennan ydin, mutta
sen toinen derivaatta ei katoaisi x:n etéisyydella.

Toinen tapa muodostaa ytimid on ottaa sopivan asteen B-splineja. Kun liséksi
valitaan B-splini, jonka derivaatta havidd tuennan reunalla, saadaan halutut ehdot
totetuttava ydin. Kolmannen kertaluvun B-splini, jolle kK = 2 on

-3¢ +3¢" 0<g¢<1
ws3(q) = { 32— )’ 1<q<2 (3.26)
0 2<q.
Tédmén ytimen kertoimet ags g ovat %, % ja %, kun dimensio d on vastavasti 1,2 ja
3.

Kolmas vaihtoehto ovat Wendland-ytimet [21], joista esimerkiksi viidennen
kertaluvun ydin on mééritelty

4
(1—9) (1+29), 0<g<2
Wys = 2

(3.27)
0, 2 <q.
Télloin sen derivaatta on
g\3
5 (1—-) 0<g<?
whes =4 I\ T 2 =1= (3.28)
0, 2<q.
Viidennen kertaluvun Wendland-ytimen normitusvakiot eri dimensioissa ovat
7
4—, d = 2
Qws,d = 27Tl (3.29)
—, d=3.
167’

Kaikkien Wendland-ytimien funktionaalinen muoto on samanlainen ja niiden etuna
onkin yksinkertainen méaaritelma. Tama helpottaa hieman laskennallista taakkaa,
silla ydinfunktiota kutsutaan simulaatiossa usein ja ennalta maarittelemattomilla
argumenteilla.

Edelld olevat ytimet ja niiden derivaatat kaksiulotteisessa tapauksessa etédisyyden
funktioina ovat kuvassa 4.
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Kuva 4. Kaksiulotteisten ytimien ja niiden derivaattojen kuvaajia. Ytimet ovat kaik-
kialla positiivisia ja niiden derivaatat ovat kaikkialla negatiivisia.

3.2 Hiukkasapproksimaatio

Edellisen kappaleen integaalien laskeminen analyyttisesti ei ole kédytannollisté,
joten arvioimme niitd Riemannin summilla. Jaamme laskenta-alueen N:4&n osaan
J, joihon pisteet x; kuuluvat, ja joista kullakin on tilavuus Vj. Siis

N

() (e t) = ) f x5, OWi(x; = x)V. (3.30)

j=1

Kutsumme tatd SPH:n diskreetiksi approksimaatioksi (f),. Virtausmekaniikan
kautta saamme tilavuudelle V; tulkinnan massan m; ja tiheyden p; suhteena, joten

N
=> " (x;, )Wi(x; — X). (3.31)
=1 P
Jos arvioimme kentén arvoja vain diskreeteissé pisteisséd, voimme kirjoittaa
4 (i, Z " (5, ) Wi(xi5), (3.32)
=1 Pj

misséd X;; = X; — X;. Pisteiden x; luonnollinen valinta on tilavuuden V; massa-
keskipiste. Téssé vaiheessa aikaa t ei ole diskretisoitu, vaan se on jatkuva suure.

22



Teemme ajan diskretisoinnin mychemmin késitellessimme oikeanlaista numeerista
aika-askellusta.

Koska Riemannin summassa approksimoimme kentdn arvon vakioksi jokai-
sessa tilavuudessa, voimme jatkossa tehda laskea hiukkasapproksimaatiot nédiden
tilavuuksien massakeskipisteissd. Nédin samaistamme tilavuudet hiukkasiksi, joi-
ta merkitsemme latinalaisen aakkoston kirjaimilla, siis hiukkaselle a kentdn f
approksimaatio on

<ﬁh=§j%ﬂﬂnm (3.33)

beF

missé f, = f(xp), Wap = Wh(Zw), Tap = ||Xa — Xp|| ja F on kaikkien hiukkasten
joukko. Jatkossa hiukkasten summaus on aina joukon F yli, jos emme mainitse
toisin.

3.2.1 Hiukkasapproksimaation tarkkuus

Hiukkasapproksimaation tarkuutta on hankalampi selvittddaa kuin jatkuvan approk-
simaation. Se kuitenkin osataan tehdé, jos hiukkaset ovat jakautuneet sdédnnolliseen
d-ulotteiseen kuutiohilaan, tai jos hiukkaset ovat tédysin satunnaisissa paikoissa.
Sadnnollisen hilan tapauksessa approksimaation tarkkuus riippuu ytimen Fourier-

muunnoksesta ja se on [20, 22]
5 Bw"rl
0((%) ), (3.34)

missd dr on hilakopin hilavakio ja (3, on pienin pariton luku, jolle W}EB w)(TC) #0,
eli se on ytimesté ja r.:stéd riippuva vakio. Téllaisessa tilanteessa kannattaa siis
valita ydin, jonka derivaatta on jatkuva mahdollisimman suureen kertalukuun.

Satunnaisen jakauman tapauksessa tarkkuus on samanlaista kuin Monte Carlo-
menetelmissi eli O(1/v~N), missd N on hiukkasten lukuméaéri. Siispd satunnaisesti
jarjestaytyneille hiukkasille ytimen muodolla ei ole merkitysta hiukkasapproksimaa-
tion tarkkuuteen.

SPH:ssa hiukkaset eivit kuitenkaan ole tdysin satunnaisessa jarjestyksessé
eivitkéd ne ole myoskéddan kuutiohilassa, vaan niiden jérjestys riippuu jatkuvuus- ja
liikeyhtéloista. Téllaisen jéarjestyksen aiheuttamaa virhettéd diskreettiin approksi-
maatioon emme kuitenkaan osaa laskea [20, 23]. Diskreetin approksimaation tark-
kuutta voisi mahdollisesti mitata laskemalla jatkuvan approksimaation integraalit
analyyttisesti jollekin tarpeeksi yksinkertaiselle kentélle.
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3.3 Operaattorit

Seuraavaksi etsimme diskreetit muodot jatkuvuus- ja liikeyht&loissa esiintyville
divergenssi-, gradientti- ja Laplacen operaattoreille. Tavoiteltuja ominaisuuksia
ovat siilymislakien toteutuminen ja tdhan kytkoksisséd olevat operaattoreiden
symmetriaominaisuudet. Tahdomme tiheydenmuutosten olevan symmetrisia ja
litkeméadranmuutosten olevan antisymmetrisia hiukkasten a ja b vililla. Tutkimme
ensin ideaalinesteen tapausta, jolloin emme tarvitse Laplacen operaattoria, ja jolloin
mekaaninen energia siilyy.

Yksinkertaisin tapa maéritelld gradientti ja divergenssi on kéiyttda diskreettié
muotoa jatkuvasta approksimaatiosta (3.14). Talld tavoin saamme

G, {4} = Z Ve Wopea = (VA),
b

(3.35)
D, {A)} =) ViA, - W,eq ~ (V- A),.
b

Néama operaattorit eivit kuitenkaan taytéd edelld mainittuja symmetriaominaisuuk-
sia.

3.3.1 Variationaalisesti yhteensopivat operaattorit

Voimme johtaa sopivat operaattorit kiyttden klassista mekaniikkaa. Vuorovaikutta-
vien hiukkaskokoelmien Lagrangen funktio on [20]

L= Z 3Ty — MiCint b — MY - &, (3.36)
b

missé ejng,p On sisdenergia massayksikkod kohden ja g ulkoisen kentédn aiheuttama
kiihtyvyys. Téssa siis hiukkaskokoelmat b vastaavat diskreetin approksimaation
hiukkasia.

Eulerin—Lagrangen liikeyhtélot karteesisissa koordinaateissa ovat

dm,v, OL
dt  or,

(3.37)

joissa oikeanpuoleinen termi on

oL Gein 0
()8 e o
a b b a b

silla voimme karakterisoida sisédenergian tiheyden funktiona. Tiheyden k:nnen
potenssin SPH-approksimaatio (3.33) on

me
Py = Z p—ﬂl.bec (3.39)

C

C
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kaikille k£ € R, joten tiheydelle pétee

k—1
Pe
pp =Y _me (ﬁ) Wie. (3.40)

Niinpé yhtélossa (3.38) esiintyvé tiheysgradientti on

apb Da k—1 De k—1
=mg | — VW + 04 c VW 3.41
o= () S () o)
Koska voimme maéaéritelld paineen
ambeint,b 3€mt b aﬂb Oeiy b m?2 aeint,b
Do = ——Ff— = - L= 07, (3.42)
oV, ““p, Vi Ops Vy Ipy
on
O€int.p Do
== 3.43
Ipy Ph ( )
Sijoittamalla (3.41) ja (3.43) liikeyhtélon oikeaan puoleen (3.38) saamme
papb +pb}0a /
8ra Zmamb ( ()1 ) W p€ap + mug. (3.44)
Télloin litkeyhtélot (3.37) saavat muodon
dv, Paly” + D002\
= — ———2 | W e, 3.45
dt Zb:mb ( (papp) ! W TE: (349)

Kun vertaamme tatd Eulerin yhtaloon (2.19), voimme méaritella diskreetin gra-
dienttioperaattorin

A pzk + Ab p2k
k L al’y a !
G { A} = pa gb MMy, ( (P W! €, (3.46)
jolloin voimme kirjoittaa liikeyhtélot lyhyemmin
dv 1
t=——G! : 3.47
Diskreetin jatkuvuusyhtélon saamme tiheysapproksimaation (3.40) aikaderivaatta-
na k—1
dpa Pb N dWab
= — : 3.48
dt ; i (pa dt (348)
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Ydin W,, on paikkavektoreiden r, ja r, funktio, joten ketjusd&nnon ja yhtalon
(3.17) mukaan

dWab . 8Wab dra+6Wab dI‘(7
dt  Or, dt Or, dt

= Wébeab Vgt Wébeba “Vp = Wébeab “Vap, (3.49)

koska e, = —e4, missi v, = v, — V. Nyt jatkuvuusyhtélé on
d/?a:Zm 2N e (3.50)
dt - b pa ab ab abs .
jota hieman muokkaamalla
dp, 1 k ,
G = P <_p_?1’“ Zb:Vb(Pan) Vap - Wapeap | - (3.51)
Kuten gradientti aiemmin, nyt myo6s divergenssi saa diskreetin muodon
1
Dy {As} = = D Valbaps)* Aas - Wi (3.52)
a
Talla tavalla diskreetti jatkuvuusyhtéalo on
dpa
dpt — —pDF v} (3.53)

Koska kédytimme edelld klassisen mekaniikan tyokaluja, mekaaninen energia
siilyy ja siksi sanomme, etté operaattorit G* ja D* ovat variationaalisesti yhteenso-
pivat ja niiden kédyttdminen takaa lilkem&drin ja massan sédilymisen myos diskree-
tissd tapauksessa. Tamé yhteensopivuus niakyy myos siten, ettéd operaattoreiden
symmetrisyysominaisuudet ovat juuri halutut.

Operaattoreissa esiintyva k on mielivaltainen, ja valitsemalla £ = 1 saamme
operaattorit

1
D; {As} = o Z my A - Wopean
“ b

o (3.54)
GL{A)} = p, Zmamb <p—2a + p_Qb) W, €ap-
b a b

Edella oleva tarjoaa meille siis elegantin tavan approksimoida divergensseji ja
gradientteja simulaatiossamme.

Seuraavaksi meiddn on johdettava jokin muoto diskreetille Laplacen operaatto-
rille. Dissipatiivisia vuorovaikutuksia siséltéville systeemille emme voi kirjoittaa
Lagrangen funktiota ja siten emme myoskasin voi kidyttaéd ylla olevaa proseduuria.
Laplacen operaattorille onkin monta erilaista diskreettid approksimaatiota, joista
johdamme seuraavaksi yhden.
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3.3.2 Laplacen operaattori

Dissipaatiot ovat simulaatioissa hyddyllisid kahdesta syystéd. Ensinnédkin, viskoottis-
ten systeeminen kuvaileminen ilman dissipaatioita on tietenkin mahdotonta, mutta
toiseksi dissipaatio myos vakauttaa simulaatiota pienentamélld systeemin sisdisia
litkeméaaréderoja. Ndin ollen systeemisséd mahdollisesti esiintyvit aallot vaimenevat
ajan kuluessa. Alunperin viskoottinen vuorovaikutus lisdttiinkin SPH:hon juurikin
vakauttamaan systeemié, mutta voimme aivan hyvin késitella dissipatiivisia vuoro-
vaikutuksia juurikin viskositeetin aiheuttamina, jolloin emme meneté fysikaalisia
perusteita, mutta saavutamme samat hyodyt.

Yksinkertaisimmillaan voisimme kirjoittaa diskreetin Laplacen operaattorin
muodossa

(VPA) = > VAV Wa, (3.55)
b

mutta tilloin suure A ei siily, koska A, V2W,, ei ole antisymmetrinen hiukkasten
a ja b vaihdossa. Lisédksi vuon merkki saattaa muuttua vaaréksi, koska ytimen
toinen derivaatta voi vaihtaa merkkia. Laplacen operaattori liittyy dissipatiivi-
siin vuorovaikutuksiin ja niissd suureen pitéa siirtyé aina korkeammasta arvosta
matalampaan.

Jos taas kirjoitamme Laplacen jatkuvan muodon VZA = V- (V ® A) mukaisesti

(V2A). = DE{G {A.}} (3.56)

kiyttéden diskreettejd operaattoreita (3.46) ja (3.52), joudumme laskemaan aikavaa-
tivuudeltaan ©(n?) summan, miké ei ole kiiyttokelpoinen ldhestymistapa simulaa-
tion toteutuksen kannalta, koska tdméa summaus suoritetaan jokaiselle hiukkaselle
jokaisella aika-askeleella.

Sen sijaan approksimoimme sisempéé operaattoria lineaarisesti kuten Violeau
[20]. Jotta kdyttAmamme operaattori toimisi myds epanewtonisille nesteille, olkoon
A vektorikenttd ja Ja tétd kenttdd vastaava diffuusiokerroin. Arvioimme vektoria

V- (JaV®A) (3.57)

pisteessd a. Tulemme kédyttamédn gradientille (V ® A), arviota, joka on symmetri-
nen. Divergenssin arvioimiseksi emme kéayta edellisen kappaleen operaattoria, koska
talloin diskreetti Laplacen operaattorimme olisi symmetrinen. Antisymmetrisen
divergenssin saamme approksimoimalla muotoa

V-A:V-(pk%):ka-<%)—é-V(pk). (3.58)
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Kun sijoitamme tdhédn approksimaatiot (3.35), saamme

VA, NPaZVb Wy - €ay — :Z%P];Wéb'eab
Pa 5

’“A 2 A,
Zv;,pa ;pb T e (3.59)
Talloin
2k A), — 2k A
(V- (JaV @A), va TasV & A) = A TaalVE A0y o

(Pape)*

Arvioimme vektorikenttdd A sen Taylor-kehitelmalld pisteen a ympéristossi

Ay=A,— (VRA), -1y +0(r%), (3.61)
MISSA Ty = Ty — Ty ja Tep = ||Tap||- Tastd saamme ratkaistua
A,
(VO A, eq~ == (3.62)
Tab
Koska e, = —ey,, niin myos
A, A,
(V@A) eg ~ ——22 = 2290 (3.63)
Tba Tab

Taméa approksimaatio gradientille on symmetrinen hiukkasten a ja b vaihdossa,
joten antisymmetrinen divergenssi on todellakin tarpeen. Sijoitamme ndmé yhtaloon
(3.60), jolloin

3]“(] + ZkJ u Aa
(V- (JaV®A)), ~ Y K. A(; pb‘)’g A, - : L= L {Jap, A}, (3.64)
b a a

Néin saamme erdén muodon diskreetille Laplacen operaattorille. Virtausmekaniikan
tapauksessa vektorikenttd on nopeuskentté ja sen diffuusiokerroin on viskositeetti,
joten

2k 2k
Pa Mo+ Py Ha Vab i
L: {pip, vi} = g V= — Wy, 3.65
a {lu } - (papb)k Tab ab ( )
joka newtonisen nesteen ja k = 1 tapauksessa yksinkertaistuu vield muotoon
k 1 1 V(lb /
WLE (o} = pan Yy (4 ) LW, (3.66)
b Pa pb Tab
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Diskreetille Laplacen operaattorille on muitakin muotoja. Morris ym. [9] kiyt-
tavat Laplacen operaattorina hyvin samankaltaista

my(Jap + Jaa) Ag
L, {JapAs}=>_ a A’bpb Aa) . bb ab (3.67)
b a

ja Violeau [20] esittelee myos muodon

L, {Jap A} =D Vidaa (d+2)(Va - €a)eas + Var) Wi, (3.68)
b

missd A, on suureiden A, ja A, keskiarvo. Kokoonpuristumattomalle ja newtoni-
selle virtaukselle edelliset ovat

Va
La{vi} = 20y Vi W, (3.69)
b ab
ja
Vab * €4
pLo{vo} = 2p(d+2) Y W, I; "W ea. (3.70)
b ab
Diskreetit Laplacen operaattorit (3.66) ja (3.69) ovat kerrointa
2, 2
Pat Pi (3.71)
2papb

lukuunottamatta samat. Jos tiheydet ovat ldhelld toisiaan, kuten heikosti kokoon-
puristumattomalle nesteelle on, on tdmé kerroin lahelld yhtéa. Nain ollen pienilla
tiheusvaihteluilla operaattorit (3.66) ja (3.69) oletettavasti antavat hyvin samanlai-
sia tuloksia.
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4 Ytimen leikkautuminen ja reunojen kisittely

Suureiden laskemista virtausalueen reunalla, kuten putken seindmét tai jokin este,
emme voi tehdé rajoittamalla laskenta-aluetta siséltdmédn ainoastaan alueet, joissa
neste virtaa, koska télloin tapahtuu ytimen leikkautuminen, joka huonontaa algorit-
min tarkkuutta huomattavasti. Meidén on siis keksittdvé tapa ottaa virtausalueen
reunat huomioon siten, ettd saamme virtauksemme toteuttamaan kappaleen 2.3
reuna-echdot.

Reunojen késittely on jaettu karkeasti kahteen luokkaan. Ensimméisen luokan
ratkaisuissa laitamme virtausalueen reunoille hiukkasia, jotka estdvét nestehiukkas-
ten padsyn reunojen sisddn ja toisen luokan ratkaisuissa laskemme reunan ulko-
puolelle jadvan ytimen arvon jotenkin. Tutkimme seuraavaksi molemman luokan
tapauksia keskittyen erityisesti renormalisaatioon sen eleganttiuden vuoksi.

4.1 Haamuhiukkaset

Haamuhiukkaset ovat tapa késitelld virtausalueen reunalla 0) syntyva ytimen
leikkautuminen asettamalla reunan ulkopuolelle hiukkasia kuvan 5 mukaisesti.
Merkitéaén nestehiukkasten joukkoa F ja haamuhiukkasten joukkoa G.
Ensimmaisessé variaatiossa reunalla olevien hiukkaset otetaan huomioon seké
jatkuvuus- etté liikeyhtélossa eli summaus néissa yhtéloissa on joukon F UG yli.
Haamuhiukkasten omat suureet eivat lainkaan kehity ajassa. Tyypillisesti talloin
haamuhiukkasten tiheydeksi asetamme referenssitiheyden pg ja paineeksi vastaavasti

Kuva 5. Reunan kisittely haamuhiukkasilla. Harmaat hiukkaset ovat reunahiukkasia
ja valkoinen on nestehiukkanen.
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Po-
Toinen variaatio on muuten samanlainen kuin ensimmaéinen, mutta siind haamu-

hiukkasten tiheys ja siten myos paine kehittyvit ajassa jatkuvuusyhtélon mukaisesti.
Haamuhiukkasten jatkuvuusyhtdlossd summaus on myos joukon F U G yli.

Molemmissa variaatioissa asetamme reunoille niin monta kerrosta haamuhiuk-
kasia, ettd konvoluutioydin ei leikkaudu missédédn tilanteessa. Jos ytimen séde on
kolme kertaa hiukkasten vélinen keskimédriinen etéisyys, riittdéd asettaa reunoille
nelja kerrosta haamuhiukkasia.

Haamuhiukkaset estdavit nestehiukkasten reunanlépéisyn ja niilld saadaan ai-
kaan no-slip-reunachto. Haamuhiukkasten myotéa laskennallinen taakka ja muis-
tinkaytto kasvavat, joskin yleensd melko maltillisesti haamuhiukkasten méaaran
ollessa pienehko verrattuna nestehiukkasten méaardan. Lisdksi, koska haamuhiukka-
sia on oltava useampi kerros, on terdvien kérkien tai ohuiden kiinteiden kappaleiden,
kuten kuidut, esittdminen niiden avulla hankalaa. Toisaalta taas simulaation toteu-
tus haamuhiukkasten avulla on hyvin yksinkertaista, silld simulaatiossa ei tarvitse
olla varsinaista tietoa geometriasta, haamuhiukkasten asettelu sopiville paikoille
riittas.

Haamuhiukkasista on erilaisia variaatioita, joista joissakin virtausalueen reu-
nalla oleva kerros kiyttaytyy eri tavalla kuin reunan ulkopuolella olevat hiukkaset
[24], ja toisissa haamuhiukkasten suureiden péivitys ei tapahdukaan suoraan jatku-
vuusyhtélosta vaan esimerkiksi ekstrapoloimalla nestehiukkasista [25].

4.2 Peilatut hiukkaset

Hiukkasten peilaaminen perustuu samaan ideaan kuin haamuhiukkaset, mutta to-
teutus on hieman erilainen. Jos peilaamme jokaisella aika-askeleella reunan ldhell&
olevat nestehiukkaset reunan toiselle puolelle ja kddnndmme néaiden peilattujen
hiukkasten seindn normaalin suuntaisen nopeuden vastakkaiseksi, on reunan toisella
puolella jokaisella aika-askeleella hiukkasia, jotka vuorovaikuttavat nestehiukkasten
kanssa sekd jatkuvuus- ettd litkeyhtélossd. Namé peilatut hiukkaset M aiheuttavat
reunan liahelld oleville nestehiukkasille tiheydenmuutoksen samaan tapaan kuin haa-
muhiukkaset. Tamaé tiheydenmuutos estdd nestehiukkasen reunanlépéisyn. Liséksi,
kun kddnndmme myds seindn suuntaisen nopeuskomponentin, nestehiukkasen ja pei-
latun hiukkasen vélinen viskoottinen vuorovaikutus antaa meille no-slip-reunachdon.
Siis peilatuille hiukkasille on asetettava v, , = —v,.

Peilattuja hiukkasten ei kuitenkaan tarvitse simulaatiossa olla oikeasti olemassa,
vaan voimme selvittdd niiden vaikutuksen nestehiukkasiin ilmankin. Tdmé&n vuoksi
peilattujen hiukkasten kayttdminen on muistinkdyton kannalta tehokkaampaa.
Toisin kuin haamuhiukkasten kanssa, systeemin geometria on nyt valttdméaton
tieto.
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Jos reuna on kaareva, tulee peilattuja hiukkasia joko tihedmpéén tai harvempaan
kuin nestehiukkasia riippuen kaarevuuden suunnasta. Téta virhettd voimme korjata
laskemalla nestehiukkasen ja peilatun hiukkasen etdisyyden reunan tangenttitasoon
ja korjaamalla vuorovaikutuksen voimakkuutta néiden etédisyyksien suhteella [9].

4.3 Repulsiivinen potentiaali

Ehképé intuitiivisin tapa estdd nestehiukkasten reunanlédpéisy on asettaa reunalle
repulsiivinen potentiaali, joka tyontaéd hiukkasia pois reunalta. Tdmén potentiaali
voi olla esimerkiksi Lennard-Jones-potentiaalin kaltainen [26], jolloin sen aiheuttama

voima on » »
To 1 To 2 r
p((F) (7)) re
£L19(r) = ( r r) )2 1= (4.1)

0 T > T,

missd P; > P, esimerkiksi P, = 4 ja P, = 2. Potentiaalin etéisyysskaalaksi voim-
me asettaa esimerkiksi rq = or eli nestehiukkasten keskimé#rdisen etéisyyden.
Téllainen voima on repulsiivinen kaikilla etdisyyksilla.

Potentiaali (4.1) asettaminen reunoille estdd hiukkasten reunanlipéiisyn, mutta
emme vield saavuta viskoottisen virtauksen np-slip-reunaechtoa. Voisimme luulta-
vasti korjata potentiaalia ottamaan huomioon nopeuseron, mutta voimme korjata
tdméan myos asettamalla reunalle kerros hiukkasia e € £, jotka kohdistavat neste-
hiukkasiin a potentiaalin aiheuttaman voiman X  ja lisiiksi hiukkasten viilisen
viskoottisen voiman.

Parametrin D sdédtdminen on tdmén ratkaisun ongelma. Tietamatta virtaus-
kenttad etukéteen tdmén parametrin tietdminen tarkkaan on mahdotonta, joten
lahes vaistamétta reunojen ldahelld syntyy epéfysikaalista liikettd. Dynaamisissa
tilanteissa ndmé voimat voivat olla pienié nestehiukkasten vilisiin voimiin n&dhden,
mutta hydrostaattisissa tilanteissa ne dominoivat nestehiukkasten vilisten voimien
ollessa pienié.

4.4 Ytimen renormalisointi

Renormalisaatiossa korjaamme ytimen leikkautumisesta aiheutuvaa virhetté renor-
malisoimalla ytimen eli korjaamalla ytimen efektiivistd pinta-alaa. Tama saa lopulta
aikaan reunalle samantapaisen potentiaalin kuin ylimééaréisen potentiaalin asetta-
minen reunalle. Renormalisaatio on kuitenkin elegantimpi tapa, silld siind reunan
ldhelld esiintyva kontaktivoima syntyy variaatiolaskennan seurauksena ja systeemin
litkeméaré sdilyy ilman ylimédrdistd parametria ja sen sddtdmistd. Ensimméisend
renormalisaation esittelivit Kulasegaram ym. [27].
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Kun olemme lihelld laskenta alueen reunaa, Q, N 9 # ), joten jatkuvan
approksimaation

(4) (x) = / A Wa(lx — X[ dix’ (4.2)

tarkkuus karsii, kuten osoitimme kappaleessa 3.1. Témén vuoksi renormalisoimme
ytimen, eli korjaamme jatkuvan approksimaation muotoon

missi renormalisaatiokerroin

7 (x) = / Wi(llx — X[ . (4.4)

QN

Néin voimme kompensoida ytimen leikkautumista, mika néakyy selvisti kuvassa
6, jossa on seké tavallinen ettd renormalisoitu jatkuva approksimaatio esimerkkiska-
laarikentélle. Huomaamme, etté ldhelld reunaa tavallisen approksimaation tarkkuus
on todella huono. Renormalisoidun ytimen tarkkuus sen sijaan on hyva kaikkialla.
Kaukana reunasta y(x) = 1 ytimen normalisoinnin vuoksi ja siispa alkuperiinen ja
renormalisoitu approksimaatio yhtyvit.

4.4.1 Renormalisoidut jatkuvuus- ja liikeyhtilo

Seuraavaksi johdamme diskreetit jatkuvuus- ja liikeyhtélon renormalisoidussa skee-
massa. Lahdemme liikeelle diskreetistd approksimaatiosta

(Ap)g = Z Vo AyWap, (4.5)
b
jonka renormalisoimme laskemalla

1
(Ap) = - > ViAW, (4.6)
“ b

analogisesti jatkuvan tapauksen kanssa. Renormalisaatiokerroin v, = v(r,) on
diskreetissdakin tapauksessa jatkuvassa muodossa, silld sen diskretisoiminen reuno-
jen ldhelld ei anna kovin tarkkoja arvoja. Tédmé& johtuu mahdollisesti siita, etta
lahimpéand reunaa olevien hiukkasten ja reunan véliin jaa hiukkaseton kaistale, jota
~v:n diskreetti muoto ei pysty ottamaan huomioon, mutta jatkuva muoto pystyy.
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(a) Renormalisoimaton jatkuva approksimaatio

2 -
15 |
(z+y)? 1¢
0.5
0F
1
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0 7706,
0.4 02
N

(b) Renormalisoitu jatkuva approksimaatio

Kuva 6. Tavallinen ja renormalisoitu funktion x + y jatkuva approksimaatio laskenta-
alueessa Q = [0, 1] x [0, 1] kiyttden Wendland-ydinté, jolle h = 0.1. Kuvien pohjilla ole-
vista tasa-arvokéyrista nikyy, ettd kummassakin tapauksessa approksimaatio on hyvi
kaukana reunasta ja renormalisoidussa tapauksessa suhteellisen hyvé vield reunallakin.
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Nyt johdamme renormalisoidut divergenssin ja gradientin kédyttden samaa
proseduuria kuin kappaleessa 3.3.1. Tiheyden renormalisoitu SPH-approksimaatio
on

1
Pa = <pa>:jy = ZmbWab~ (47)
Ya 5
Kertomalla v,:lla ja derivoimalla ajan suhteen saamme
Vapa + ;Yapa = Z mbWaln (48)
b
joka ketjusddnnon mukaan on

’Vapa + "Vapa = Z mpyVap - Wébeah (49)
b

Koska 7, riippuu paikkavektorista r,, joka puolestaan riippuu ajasta, on jélleen
ketjusddnnon mukaan

a
o = 8ifa = V7, - Ve, (4.10)
Téaméan vuoksi renormalisoitu jatkuvuusyhtélo on
dp, 1 , PaVYa Va
a = % Zb: MmpVap * Wabeab — T. (411)

Minké&lainen on vektorin V7, luonne? Maédritelménsd mukaan se on renormali-
saatiokertoimen 7, gradientti pisteen r, suhteen. Se siis kertoo ytimen efektiivisen
pinta-alan muutoksesta. Lausekkeen sille voimme selvittda seuraavasti. Olkoon a
jokin vakiovektori. T&ll6in

0
or,

/ Wi(lte —¢|)dr = a- / VWi(|re —r|])dr.  (4.12)

QaNQ QaN

a-Vy,~a-

Muuttujanvaihdolla ' = r, — r saamme edellisen muotoon
/ VW, (||[r']]) - ad®r’, (4.13)
QoNeY

missd €2 on muunnettujen koordinaattien koko laskenta-alue. Tdhin voimme
kayttdd Gaussin divergenssilausetta ja muuntaa takaisin alkuperéiseen koordinaa-
tistoon, jolloin integraali on

a-/E Wi(|[re — r|)n(r) d'r, (4.14)
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missé n(r) on laskenta-alueen reunan yksikkonormaalivektori ja ¥, = €, N 0€Q.
Koska a on mielivaltainen vakiovektori, voimme paétella

Ve = g Wi(|[re — r|)n(r) d'r. (4.15)
Jos seindmé on taso, on sen normaalivektori vakio ja siten V7, on suunnattu kohti-
suorasti seiniisti poispiin, koska ydin ja differentiaalinen ala d?~'r ovat positiivisia.
Nain ollen jatkuvuusyhtélon (4.11) jalkimméinen termi ei vaikuta hiukkasen ti-
heyteen mitenk&én, jos sen nopeus on seindmén suuntaista ja kasvattaa sitd, jos
nopeus on seindméa kohti. Tamaé efekti estdd nestehiukkasten reunanlapéisyn.
Voimme johtaa myds diskreetin gradientin kéyttiden systeemin liikeyhtéloité ja ti-
heyden SPH-approksimaatiota, kuten teimme kappaleessa 3.3.1. Eulerin-Lagrangen
litkkeyhtéloiden toinen termi on

oL 8Ep aEint (9Eext Py ap
- - _ = 4.1
or, o, or, Z "o or, (4.16)
Tiheyttd approksimoimme yhtélon (4.7) mukaan, eli
1
==Y mW. (4.17)
o

Sijoittamalla tAmé& saamme derivaataksi

8Pb
o= o < chwbc>. (4.18)

Koska derivointi osuu vain osaan summauksien termeisté riippuen indekseisté a, b
ja ¢, tdméa sievenee Kroeneckerin deltaa kdyttamalla muotoon

opy 1 Sab Oab
a Wa c Wac - T 5 cWac a- 419
or. %m VWi " m.V )2 ;m Vo, (4.19)

C

Sijoittamalla liikeyht&lon termiin (4.16) kiyttden ytimen gradientin symmetriaomi-
naisuuksia seké tekemélld indeksien nimenvaihtoja saamme

8Eint

or,

4 ,
= — Mam + — | W ew +m,—— V7~ W, 490
Z o <’Yapa 'prb) ab=ab ’7202 a Z bVVab- ( )

Tamén yhtélon oikean puolen jalkimméinen termi sisdltda tiheysapproksimaation

(4.7), joten
Pa

YaPa

==V, Z myWap = Mg——V",. (4.21)

% pa
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Néin ollen systeemin liikeyhtélot ovat

Z MeMy, ( + &> W eaw + mq

YaPa VbPb

Lo Tr, +mag. (4.22)

arra

Kuten aiemminkin, diskreetit divergenssi ja gradientti ovat jatkuvuus- ja lii-
keyhtéloissé. Siis saamme renormalisoidut operaattorit

V.- A,
DI {A,} = ab - Wipean + —77
’ (4.23)
Ay A
Gl {A}=p. > m ( + )W’ €ws — —Va.
e Z "\ wer) Y

Néiden operaattoreiden kdyttdminen takaa massan ja liikeméadran sdilymisen myos
laskenta-alueen reunalla ilman yliméaaraisid parametreja tai hiukkasia. Tosin téssédkin
tavassa virtausalueen geometrian tunteminen on valttdméatonta. Monimutkaisille
reunoille renormalisaatiokertoimen «y ja sen gradientin laskeminen voi olla vaikeaa.
Erilaisia tapoja tdhén késittelemme kappaleessa A.

4.4.2 Renormalisoitu Laplacen operaattori

Viskoottisille nesteille tarvitsemme myo6s Laplacen operaattoria. Johdamme sen
samalla tavalla kuin kappaleessa 3.3.2 parametrille £k = 1. Té&ll6in

A . A
pa Zm (JA,a + JA,b) ab C/Lb . JA,aVVa (V ® )a. (424)

V-(JaV® A
UaV@ AL 2 st ), Ya

Lisdksi approksimoimme vektorikentdn A gradienttia Taylor-kehitelmén avulla
(VR A), Tow ~ Auws (4.25)

missd A,y = A, — Ay ja A, on kentdn arvon seindmaélla. Gradientti V7, ja
normaalivektori n ovat yhdensuuntaiset ja reunoille, joiden kaarevuus on pieni,
myos Tg,, on ldhes yhdensuuntainen niiden kanssa. Téten

~V%ie T (4.26)
||V aH
Yhdistamaélld edelliset yhtéalot saamme
V a Aaw
Ve (V& A), & % (4.27)
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N&in saamme méériteltyd Laplacen operaattorin

Pa JAa JAb Aab / JAa“V'YaHAaW
V- (JAVOA), =Y my(552 + 257) b~
Ya Zb: pr 2w TawYa
= LZ’l {JAJ;, Ab} . (428)
Newtonisen nesteen nopeus- ja viskositeettikentille Laplacen operaattori on siis

[1Pa Lo ova o 1Vl vaw

pL)t vy} = my(— + —-)—W,, — ——————. (4.29)
Ya ; PZ Pg Tab b TawVa

Jos renormalisoimme samman tapaan muut Laplacen operaattorit (3.69) ja
(3.70), saamme

2 Vab 1V Yall Vaw
Lt = Vi f— . 4.30
Iu “ {Vb} /7(1 ; brab ab Tawrya ( )
ja
2u(d + 2) Vab * €ab 1V Yall Vaw
Lt = E Vi "h€ab — : 4.31
. {Vb} Ya b ' Tab abad TawYa ( )

Kappaleessa 5.5 valitsemme numeerisen aineiston perusteella Lalacen operaattorin
néiden kolmen joukosta.

Numeerisen stabiiliuden vuoksi voimme asettaa

1 r

r (r+mn)?%
missd 7 on jokin etéisyyteen r pieni vakio, esimerkiksi n = 0,1h, kun r = ry;, tai
= Taw.

Toinen tapa approksimoida gradienttia (V ® A), on kiiyttdd operaattoria G
(4.23), mutta talloin viskoottinen vuorovaikutus seindmén léhelld ei vaikuttaisi
riippuvan lainkaan seindmén nopeudesta. Kolmas tapa on kidyttda leikkausnopeutta
[28].

Néin siis renormalisoimalla tiheysapproksimaatio saamme johdettua jatkuvuus-
ja liikeyhtélon

(4.32)

dpq

£t = —p.D)! v}

dv 1 : X (4.33)
@ — Q@Y L

dt Do a {pb} +v a {Vb} + g;

jotka toimivat myos virtausalueen reunoilla.

Ferrand ym. [28] mukaan renormalisoitujen liikeyhtéloiden ongelma on, etté
gradienttioperaattori ei ole vakiokentélle nollaa, siis G)'! {1} # 0. Taméi aiheuttaa
reunojen ldhella epéfysikaalista liikettd esimerkiksi tilanteessa, jossa koko systeemi
on vakioisessa ylipaineessa. He ehdottavat tdméan korjaamiseksi seuraavanlaista
reunaehtoa.
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4.5 Semi-analyyttinen reunaehto

Semi-analyyttisessd reunachdossa [28] lahtokohtanamme on jélleen renormalistoitu
SPH-approksimaatio, mutta télla kertaa arvioimme kentén A gradienttia hieman
toisella tavalla. Téllaisen approksimaation mukaan

~ a Aa A a Aa As
GZJ {Ab7 AS} = %Zmb <_2 + _217) VaVVab - p_ Z,Os (F + F) Va’}/as,

a Pa Py a g a s

(4.34)
missé laskenta-alueen reuna on jaettu osiin s, joista jokaisella on vakiosuuntavektori
n, ja ala X;. Tama approksimaatio on kaukana laskenta-alueen reunasta sama
kuin renormalisoitu SPH-approksimaatio, mutta lahella ndmé eroavat toisistaan.
Semi-analyyttinen reunaehto antaa parempia tuloksia vakiokentélle, mutta se ei
toteuta litkem&drdn sailymisté [29)].

4.6 Vapaasti liikkuvat kiinteat kappaleet

Jos haluamme osan reunoista olevan liikkuvia kiinteitd kappaleita, on meidén otet-
tava huomioon nestehiukkasten reunahiukkasiin kohdistama voima seké reunojen
vaikutus toisiinsa.

Nesteen kiintedéan kappaleeseen kohdistama voima on Newtonin kolmannen
lain mukaan kiintedn kappaleen nestehiukkasiin kohdistamien voimien vastavek-
torien summa. Néain voimme laskea kappaleeseen kohdistuvat momentit. Talloin
kiinteén kappaleen mééritteleva ehto sen hiukkasten liikkumattomuudesta toistensa
suhteen yhdesséd voimien ja momenttien kanssa antavat kappaleelle kiihtyvyyden
ja pyorimisméadrdan muutokset. Téllainen késittely ei ole riippuvainen kaytetysté
reunankésittelysti, kunhan pystymme méarittdméén, mikd kohta reunassa vuoro-
vaikuttaa nestehiukkasen kanssa. Téllaisessa késittelyssd pyorimismaéra ei séily
eksaktisti, mutta approksimatiivisesti kylla [20].
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5 FErikoisty6 — virtaussimulaation toteutus

Toteuttaessamme SPH-simulaatiota avaruuden lisiksi myos aika on diskretisoitava
ja vuorovaikutusten laskeminen on tehtdava kdytannolliseksi. Ensinnédkin, nestehiuk-
kasten vilisid vuorovaikuspareja on V?/2 € O(N?), eiké niiden kaikkien laskeminen
tarpeellista. Koska vuorovaikutuksella on maksimietéaisyys r., voimme pienentéé
laskemiemme vuorovaikutusten mé#réan lineaariseksi. Taméan voimme toteuttaa
esimerkiksi linkitetyilld solulistoilla tai Verlet'n listoilla. Toisekseen, joissakin ti-
lanteissa haluamme simuloida dérettomén kokoisia systeemejé, jolloin kdytdmme
periodisia reunaehtoja.

5.1 Aika-askellus

Jos voimme kuvailla systeemid Hamiltonin funktiolla, on systeemin aika-askellus
mahdollista toteuttaa kanonisilla kuvauksilla [17]. Kanonisissa kuvauksissa Hamilto-
nin funktio ja faasiavaruuden tilavuusalkio sdilyvit, joten energia siilyy ja systeemi
on stabiili. Symplektinen aika-askellus on sellainen, jossa jokainen aika-askel on
kanoninen kuvaus jonkin kertaluvun tarkkuuteen [30]. Toisaalta, kun haluamme
kuvata viskoottista nestetté, ei systeemilld ole endd Hamiltonin funktiota, eivitka
perustelut symplektisen aika-askelluksen kéayttédmiseen enédd péade. Toisaalta ei ole
myoskadn mitddn syyta olla kiayttaméatta symplektisté aika-askellusta dissipatiivi-
sille systeemeille.
Semi-implisiittinen Eulerin menetelma

v =y alt
rth = Ve (5.1)
putt = p it

on tarkkuudeltaan kertaluokkaa O(dt) oleva symplektinen kuvaus ja Verletin mene-
telméa

(VZH_% =v, + aZ‘%

= V:H_%(St (5.2)
o= |
(Ve ZVZH% +aT+%%

on toisen kertaluokan (eli O(dt?)) symplektinen menetelmé. Molemmat niisté
menetelmisté ovat yksinkertaista toteuttaa, eiviatké ne ole laskennallisesti kovin
vaativia SPH:ssa, silld tiheysderivaatat ja kiihtyvyydet lasketaan ainoastaan kerran
jokaisessa aika-askeleessa.
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Korkeamman kertaluvun symplektisia aika-askelluksia voimme kehittaa kiayttden
Baker-Campbell-Hausdorff-yht#lod. Ainakin kertaluvun O(6t*) menetelmé on ke-
hitetty [30].

5.1.1 Aika-askeleen pituus

Ajan diskretisaatio on toteutettava siten, ettéd jokaisessa aika-askeleessa syntyva
virhe systeemin tilaan olisi mahdollisimman pieni. Nain ollen luonnollinen vaa-
timus ajan diskretisoinnille on, ettéd systeemi pysyy stabiilina. Epéstabiiliudella
tarkoitamme systeemin suureiden kasvavaa epéfysikaalista oskillointia. Jotkin aika-
askellusmenetelmét muuttuvat epéstabiileiksi aika-askeleen kasvaessa liian suureksi.
Toisaalta aika-askelta ei ole tarpeen pienentéé liiaksi, koska talloin simulaation
laskennallinen intensiteetti kasvaa. Tahdomme 16ytaé aika-askeleen, joka on tar-
peeksi lyhyt pitddkseen systeemin stabiilina, mutta joka samalla on niin pitkd kuin
mahdollista laskennan vaativuuden pienentdmiseksi.

Aika-askeleen pituuden voimme méérittdd Courant—Friedrichs—Lewy-ehdolla eli
CFL-ehdolla [20], joka SPH:n tapauksessa riippuu virtausnopeuden maksimista,
gravitaatiokiihtyvyydesté ja ytimen leveydesté siten, etté

st—cl, (5.3)

Co

missé vakio C' < 0,4 [31] ja

co = 10max <vmax, \/g_h) (5.4)

on numeerinen adnennopeus. Jos gravitaation vaikutus systeemiin on pieni, on
co = 10U ax- (5.5)

Virtausnopeuden maksimia emme valttamétta tiedd etukéteen, mutta voimme
yleensé arvioida sen suuruutta systeemin geometrian ja tunnettujen virtausten
perusteella.

Viskositeetti aiheuttaa oman rajoituksensa aika-askeleen pituuteen [32]. Sen

mukaan )

st<c, 2, (5.6)
1%

missé C, < 0,125 ja o on ytimen keskihajonta eli approksimatiivisesti leveyspara-
metri h.

42



5.2 Alustus

Kun simuloimme nestettd SPH:lla, on meidian alustettava hiukkasten paikat ja
tiheys ja tiheyden kautta myos paine. Jos asetamme kaikkien hiukkasten tihey-
deksi referenssitiheyden pg, tapauksissa, joissa ei ole ulkoisia kenttié, systeemi on
tasapainotilassa, eikd mitdéan aikakehitystd tapahdu. Taméa tapahtuu riippumatta
hiukkasten paikoista. Téllaisissa tapauksissa jokaisen hiukkasen a tiheys ja paine
on alustettava SPH-approksimaatiolla

k—1
Pa = Zmb (%) Wab7 (57)
b a

missé k on kuten kappaleessa 3.3.1. Télloin hiukkasten tiheys riippuu systeemin
konfiguraatiosta. Usein kuitenkin tiheyden alustaminen referenssitiheyteen on téysin
riittavad. Esimerkiksi kappaleen 5.5 simulaatioissa tasainen painekentté on kaikkien
kolmen tapauksen todellinen alkuehto.

5.3 Linkitetyt solulistat

Koska SPH:n vuorovaikutuksella on maksimietéisyys, voimme véihentéé laskettujen
vuorovaikutusten madrdad kayttamalla linkitettyjd solulistoja (CLL, cell linked list)
[33]. Téssd menetelméssd jaamme laskenta-alueen kuution muotoisiin soluihn si-
ten, ettéd jokainen hiukkanen sijaitsee jossakin solussa ja sen vuorovaikutusetéisyys
yltda korkeintaan tdmén solun ldhimpiin naapureihin. N&in ollen voimme laskea
ainoastaan hiukkasen vuorovaikutukset naapurisolujen hiukkasten kanssa. Tamé pie-
nentdd vuorovaikutuslaskennan aikavaativuuden lineaariseksi, kuten kohta ndemme.
Kuvassa 7 on hahmotelma laskenta-alueen jaosta soluihin.

Helpointa on tehdé kaikista soluista samankokoisia ja mahdollisimman vah&n
suurempia kuin vuorovaikutuksen maksimietéisyys r.. Siis solujen mééré k-suuntaan

on .
Noj = L—’“J : (5.8)
TC
missé | | on pyoristys alaspain. Talloin solun koko k-suuntaan on
Ly
ok = . 2.9
Ck = N (5.9)

Hiukkaset ovat jakautuneet laskenta-alueelle kohtuullisen tasaisesti, joten jo-
kaisessa solussa on keskim&drin N, hiukkasta. Solun naapurisolujen méira on
dimensiosta riippuva vakio Ny 4, jolloin jokaiselle hiukkaselle laskemme keskiméérin

NNy 4 = vakio (5.10)
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vuorovaikutusta. Siis yhteensé laskemme
N.Nn 4N € O(N) (5.11)

vuorovakutusta.

Tarvitsemme toteutukseen kaksi linkitettya listaa listan hiukkasista. Olkoon
hiukkaset jossain tietorakenteessa particles, josta j:nnen alkion hakeminen on
aikavaativuudeltaan vakio, eli ©(1). Lisiksi jokaisessa solussa on paddhiukkanen
ja joukko muita hiukkasia. Ndmé& voimme indeksoida kahdella listalla head ja
list, joiden pituudet ovat solujen méaéré ja hiukkasten mééra. Indeksoinnissa head
jokainen alkio on jonkin kyseisessé solussa olevan hiukkasen indeksi. Toisaalta tdma
indeksi viittaa alkioon indeksoinnissa 1ist. Jokainen indeksoinnin list alkio on
samalla tavalla seké viite hiukkaseen etté toiseen alkioon samassa indeksoinnissa.
Niin syntyy linkitetty lista, joka sisdltda jokaisen solussa olevan hiukkasen. Lista
paattyy alkioon EMPTY.

Katsomme esimerkkié, jossa hukkasia on 8 ja soluja on 3 seké listojen indeksointi
alkaa nollasta. Olkoon

head = [6, 7, EMPTY] (5.12)

seka
list = [EMPTY,EMPTY, 0, 2,3, 1,4, 5]. (5.13)

Talloin nollanteen soluun kuuluvat

6 —+4—3—2—0— EMPTY, (5.14)

Kuva 7. Hahmotelma linkitettyjen solulistojen ideasta kaksiulotteisessa tapauksessa.
Molemmat suunnat on jaettu vuorovaikutusetiisyytta r. suurempiin osiin, jolloin yksi
hiukkanen vuorovaikuttaa ainoastaan naapurisoluissa olevien hiukkasten kanssa.
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Taulukko 2. Esimerkki-CLL.

indeksit 0 1 2 3 4 5 6 7
head 6 7 E
list E E 0 2 3 1 4 5
ensimmaéiseen soluun kuuluvat
7—5— 1— EMPTY. (5.15)
ja toiseen soluun kuuluu ainoastaan
EMPTY. (5.16)

Sama rakenne on selvennykseksi taulukossa 2.

5.4 Periodiset reunaehdot

Sanomme, ettd suuntaan k paikassa xj on periodinen reunaehto, jos A(0) = A(xy)
kaikille kentille A. Olisimme voineet valita periodisen reunaehdon paikaksi minka
tahansa muunkin kuin 0, mutta tdmé& helpottaa etdisyyksien laskemista periodisen
reunan yli. Periodisilla reunaehdoilla voimme toteuttaa periodisesti toistuvan
virtauksen. Jos tdmé periodi on tarpeeksi pitké, ovat ndiden periodien yli ulottuvien
aaltojen vaikutukset pienié ja néin ollen voimme approksimoida dédrettémén pitkaa
virtausta asettamalla periodiset reunaehdot.

Jos jossakin suunnassa k on periodinen reunaehto, on t&lloin hiukkasten a ja b
vilisissd vuorovaikutuksissa pienin etaisyys

. Ta
|Tab el = |Tabi| — { Lbﬂ Ly, (5.17)
k

missd | | on pyoristys lahimpaéan kokonaislukuun. Lisdksi, jos hiukkanen ylittaa
periodisen reunan, on sen korjattu paikkavektori

fa,k =Tak — \‘ZGJZJ La,k- (518)

Periodiset reunaehdot vaikuttavat myos linkitettyihin solulistoihin siten, etté
periodisen reunan vieressé olevat solut ovat toistensa naapurisoluja.
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5.5 Simulaatiotesteja

Testataksemme SPH:ta viskoottiseille virtauksille on valittava jokin Laplacen ope-
raattori, aika-askellus sekd reunojenkésittelytapa. Reunojen késittelyn teemme
renormalisaatiolla, jossa renormalisaatiokertoimen laskemme approksimaatiolla
(A.18) siten, ettd jokainen hiukkanen vaikuttaa kerrallaan ainoastaan ldhimmén
seindsegmentin kanssa. Aika-integraattoriksi valitsemme symplektisen Eulerin me-
netelmén (5.1). Kokeilemme seuraavissa testeissd useita eri Laplacen operaattoreita
ja valitsemme niiden perusteella parhaiten toimivan mydhempiin simulaatioihin.

5.5.1 Couette- ja Poiseuille-virtaukset

Testaamme simulaatiomme toimivuutta ensin yksinkertaisilla testitapauksilla eli
kappaleiden 2.4.1 ja 2.4.2 Couette- ja Poiseuille-virtauksilla. Molemmissa ta-
pauksissa asetamme putken leveydeksi L = 1m, virtauksen maksiminopeudek-
Sl Umax = 1,25m /s ja referenssitiheydeksi py = 1kg/ m?. Couette-virtaukselle
tdma tarkoittaa seinén nopeutta vy, = vpax ja viskositeettia u = 0,1 Pas. Poiseuille-
virtauksessa puolestaan ulkoisen kentén aiheuttama kiihtyvyys on g = 1,25 m / s
ja viskositeetti on p = 0,125 Pas. Aika-askeleen pituus on 0t = 1,6 ms.

Molemmat virtauksissa on z-suunnassa periodinen reunaehto kohdassa x =
0,4m. Alkutilassaan hiukkaset ovat nelichilassa, jossa y-suunnassa on 30 hiukkasta.
Nain ollen hiukkasia on yhteensé 360.

Kuvassa 8 on Couette- ja Poiseuille-virtaukset kaikilla esitellyilld Laplacen ope-
raattoreilla (4.29), (4.30) ja (4.31). Vasemmanpuoleisissa kuvaajissa viskoottinen
vuorovaikutus seindn kanssa on kuten yhtélossa (4.29) ja oikeanpuoleisissa kuvaajis-
sa on sama vuorovaikutus kertoimella 2. Sekd Couette- ettd Poiseuille-virtauksissa
nédkyy tdmén kertoimen vaikutus. Kerroin 1 ei toteuta no-slip-reunachtoa, kun taas
kerroin 2 toteuttaa sen huomattavasti paremmalla tarkkuudella. Kuten arvelimme
kappaleessa 3.3.2, operaattorit (3.66) ja (3.69) antavat hyvin samanlaisia tuloksia,
silld néaissé virtauksissa nestehiukkasten paine-erot ovat hyvin pienié.

Néiden tulosten perusteella valitsemme renormalisoiduksi Laplacen operaatto-
riksi

Tab o TawVa

2 a 2 V a aw
P vy} = 7_“21/;," oy 2Vl Vaw (5.19)
¢

kaytettaviksi mychemmissé testeissi.

Testaamme vield hiukkasmaaran vaikutusta Couette- ja Poiseuille-virtauksiin.
Kéaytdmme kolmea eri hiukkasmaérda. Ensimmaéisessd tapauksessa y-suunnassa on
30, toisessa 60 ja kolmannessa 90 hiukkasta. Kuvassa 9 on Poiseuille-virtauksen no-
peusprofiili néilla hiukkasméaarilla. Tulokset ovat hyvin samanlaisia hiukkasmééarasté
riippumatta.
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Nyt kun olemme 16yténeet vaihtoehdoistamme parhaiten toimivan Laplacen
operaattorin, voimme testata SPH-malliamme hieman monimutkaisempiin virtauk-
siin.

5.5.2 Virtaus putkessa olevan esteen ohitse

Tutkimme seuraavaksi virtausta darettomén pitkéassa putkessa, jossa on tasaisin
vilein este. Kdyttdmédmme este on ympyrad approksimoiva sdédnnollinen 16-kulmio.
Kuten edelld, nytkin saavutamme &darettoméan putken kayttamaélla periodista reu-
nachtoa z-suunnassa.

Putkemme on 3m leved ja 5m pitka siten, ettd putken keskelld olevan esteen
halkaisija on 1m. Nesteen referenssitiheys on py = 1kgm™2 ja ulkoisen kentin
aiheuttama kiihtyvyys g = 0,1m s~2. Hiukkasia on y-suunnassa 90, ja yhteensi
niitd on 12772. Asetamme virtauksen Reynoldsin luvuksi Re = 8/3, jotta virtaus
pysyisi laminaarisena. Arvioimme virtauksen maksiminopeuden olevan kaksi kertaa
Poiseuille-virtauksen maksiminopeus putken levedlld kohdalla eli

L, gl ’
Vmax A 24/ % ~0,63m /s. (5.20)

maXL
= % ~ 0,71 Pas. (5.21)

Viskositeetti on siis

Kuvassa 10a on simuloimamme nopeuskenttéd ajanhetkelld 15s. Virtausnopeus
on suurinta esteen kohdalla, silld siind putki on kapeampi kuin muualla. Reunoilla
virtaus pysahtyy ja lisdksi esteen eteen muodostuu patopiste. Kuvassa 10b olemme
simuloineet saman virtauksen nopeuskentdn kayttden dérellisten elementtien mene-
telmén COMSOL Multiphysics -ohjelmistoa. COMSOL-simuloinnissa kidytimme
verkon asetuksina tyyppid ” Physics-controlled mesh” ja alkioiden kokoa ”Finer”.

COMSOL:lla simuloitu nopeuskenttéd on huomattavasti symmetrisempi esteen
ympérilld, mutta kokonaisuudessa kenttien muodot vastaavat hyvin toisiaan. SPH-
simulaatiossa nopeuskentén maksimi on [|v| .. ~ 0,04m /s, kun taas COMSOL-
simulaatiossa se on ||v|| .= 0,05m /s. Néin ollen nopeusskaaloissa on huomattava,
20 prosentin ero. Tété eroa selittdéd luultavasti osaltaan kdyttdmémme melko karkea
arvio siité, ettd vain yksi seindsegmentti kerrallaan vuorovaikuttaa nestehiukkasen
kanssa, silld esteen koostavat seindsegmentit ovat lyhyité.
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Laplacen operaattoreilla (4.30), (4.29) ja (4.31). Nestehiukkasen ja seinén vélinen

vuorovaikutus ovat vasemmanpuoleisessa sarakkeessa kertoimella 1 ja oikeanpuoleisessa
sarakkeessa kertoimella 2.
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6 Johtopiitokset

Osoitimme, ettd SPH on toimiva menetelmé virtausmekaniikan yhtéloiden ratkaise-
miseen. Liikeyhtéloiden diskretisoinnin virhe on hallittavissa ja myo6s viskoottisen
nesteen liikeyhtélot ovat diskretisoitavissa. Rajoitettujen virtausten késitteleminen
onnistuu elegantisti kiyttden ytimen renormalisaatiota, joka johtaa uusiin termei-
hin diskreeteissa derivaattaoperaattoreissa. Naiden termien vaikutuksen ansiosta
viskoottisen nesteen no-slip-reunaehto toteutuu.

SPH ei ole vield niin tarkasti tutkittu menetelmé kuin jotkin muut, kuten
adrellisten erotusten menetelmaé tai darellisten elementtien menetelmé, mutta SPH:n
vahvuudet ovat selvisti ndhtévissd. Hiukkasluonteensa ansiosta SPH soveltuu hyvin
tapauksiin, joissa virtauksen leikkausnopeudet ovat suuria, kuten rédjihdykset ja
tormaykset. Massan sdilyminen on taattu rakenteellisesti. Lisdksi virtausaluetta ei
tarvitse etukéteen rajoittaa, vaan kentta on sielld mihin hiukkaset liikkuvat.

6.1 Toteutus

Rajoittamattoman virtauksen SPH on yksinkertainen toteuttaa, mutta rajoitet-
tujen virtausten ja hiukkasten ldhinaapurien etsiminen monimutkaistavat toteu-
tusta tahoillaan. Yleiskdyttoisen ratkaisijan rakentamiseksi molemmat néisté ovat
kuitenkin pakollisia. Virtauksen rajoittaminen on pakollista yleiskdyttoisyyden
vuoksi ja ldhinaapurien etsiminen esimerkiksi linkitettyjen solulistojen avulla
kéyttokelpoisuuden vuoksi. Ero lineaarisen ja nelitllisen aikavaativuuden valilla
tulee ilmiselviksi suuremmilla hiukkasméarilla.

Kun rakennamme SPH:n kayttamaélla diskreettejd derivaatta-operaattoreita, on
sitd helpompi laajentaa koskettamaan myds muita tapauksia kuin virtausmekaniikan
lilkeyhtéloita. Tama tekee SPH:n kayttokelpoiseksi esimerkiksi magnetohydrodyna-
miikan simulointiin.

Nesteen ulosmenojen toteuttaminen SPH:lla on vaikeampaa kuin joillakin muil-
la menetelmilld. Painereunaehdon asettaminen ulosmenoon ei ole luontevaa, silla
hiukkasten paine riippuu tilanyhtélon kautta tiheydesté, joka taas kehittyy riippu-
matta ulostuloon asetetusta paineesta. Monessa tilanteessa kuitenkin periodiset
reunaehdot ajavat saman asian, kunhan systeemin on periodisessa suunnassaan
tarpeeksi pitké siten, ettd epéfysikaalisten liian pitkédn aallonpituuden aaltojen
vaikutus systeemiin pysyy pieneni.

6.2 Simulaatiotulokset

Saamamme simulaatiotulokset osoittavat, ettd SPH on tdmén tyon menetelmillé
kayttokelpoinen tyodkalu yksinkertaisten virtausten simulointiin. Renormalisoitu

o1



SPH pystyy toistamaan Couette-virtauksen hyvilla tarkkuudella ja Poiseuille-
virtauksenkin kohtuullisella tarkkuudella. Poiseuille-virtauksen maksiminopeus
riippuu viskositeetista p ja Couette-virtauksen ei, joten ero néiden tulosten vililla
selittyy luultavasti SPH:n viskoottisen vuorovaikutuksen epétarkkuudesta. Hieman
monimutkaisemman tapauksen, jossa neste virtaa putkessa olevan esteen ohitse,
tulokset olivat huomattavasti epatarkempia, mutta tdmé johtuu mahdollisesti
suurelta osin kdyttdmamme reunaehdon epétarkkuudesta esteen lahettyvilla. Tama
aihettaa myos virtauksen epévakautta. Samantapaista epdvakautta nikyi myos
muissa simulaatiokokeiluissa seindsegmenttien risteyskohdissa.

Ongelmallisia tapauksia virtausten simuloinnissa SPH:lla ovat olleet stationaa-
riset tilanteet ja virtausten alustaminen oikealla tavalla. Esimerkiksi gravitaation
aiheuttaman hydrostaattisen paineen méadrittdminen on repulsiivisen potentiaalin
(4.1) avulla laskettuna ongelmallista, silld menetelmé vaatisi parametrin D adap-
tiivisen sdédtédmisen tasapainon saavuttamiseksi. Liséksi tilanyhtélossa esiintyvan
numeerisen ddnennopeuden arvioiminen on oma epatarkkuustekijansé. Periaatteessa
virtauksen nopeuskentté tulisi tuntea etukéteen tarkan arvon saamiseksi.

6.3 Jatkotutkimuksen kohteet

Renormalisaatiokertoimen 7 ja sen gradientin laskemisen voi tehdé tassé tyossé
kaytettyd approksimaatiota tarkemmin liitteen A.1 menetelmélld kaksiulotteisessa
tapauksessa ja laajentamalla téitéa tai Mayrhoferin menetelméilld [35] kolmiulottei-
sessa tilanteessa.

Aika-askelluksen toteuttaminen jollakin korkeamman asteen menetelmallé pie-
nentéd aika-askelluksessa syntyvad virhettd. Aika-askeleen pituuden ja hiukkasmé&a-
ran optimointi kulloiseenkin tapaukseen on hyodyllinen jatkotutkimuksen kohde,
silld hiukkasmé&éaran lisédminen on turhaa, jos se ei paranna tuloksia, kuten kappa-
leen 5.5.1 tapauksessa. Hiukkasten ldhinaapureiden etsimiseen on useita tapoja,
ja néista tavoista voisi jatkotutkimalla etsid parhaiten prosessoriaikaa tai muis-
tinkayttod optimoivan version kédyttotarpeesta riippuen.

Pintailmitt ovat térkeitd usean faasin, puoliavoimen ja avoimen virtauksen
tapauksissa. Turbulentteja virtauksia puolestaan esiintyy useissa kaytdnnon sovel-
luksissa, kuten putkivirtausten seké aero- ja hydrodynamiikan tutkimisessa. Turbu-
lenssin ja pintailmididen toteuttaminen ovatkin térkeitéd askeleita kohti realistista
SPH-menetelmaé.
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Liitteet

A Renormalisaatiokertoimen laskeminen

Seké renormalisaatiossa ettd semi-analyyttisessd reunojen késittelysa renormali-
saatiokerroin « ja sen gradientti on laskettava jollain menetelmalld. Késittelemme
seuraavaksi muutamia erilaisia ldhestymistapoja tdhédn ongelmaan. Kaikkia néita
tapoja yhdistéda se, ettéd seinédn oletetaan olevan tarpeeksi yksinkertainen, yleensé
kaksiulotteisessa tapauksessa murtoviivojen yhdiste ja kolmiulotteisessa tapauk-
sessa kolmiointien yhdiste. Joissakin tapauksissa seindn oletetaan olevan viela
yksinkertaisempi.

A.1 Analyyttinen ratkaisu kaksiulotteisessa tapauksessa

Feldman ym. [34] esitteleviit seuraavanalaisen proseduurin renormalisaatiokertoimen
ja sen gradientin laskemiseksi kaksiulotteisten suorien seindsegmenttien tapauksessa.
Madritelemme ensin vektorin W(x) = f(¢)x yhtdlon V- W = W mukaisesti.
Renormalisaatiokerroin on tdmén mééritelmén ja Gaussin divergenssilauseen nojalla

Yo = — / W - ndS. (A.1)
GINatI)

Liséksi vektorin W mééritelmésti seuraa differentiaaliyhtélo

W =2f(q) +qf' (), (A.2)
josta integroimalla Wendland-ytimelle (3.27) on

1 7 16C
fla) = ?/th(q) dg = e < +8—10¢" +8¢° — 3¢* + %q5> . (A3)

Niisté funktioista valitsemme sen, jolle f(2) = 0 eli C = —2. Siispd voimme
ilmoittaa funktion f muodossa
7 ~
Ha) = g f(a), (A.4)
missa B
flg) = 2% +8-10¢" +8¢" — 5¢" + 3¢". (A.5)

Téamé& funktio on singulaarlnen nollassa, mutta voimme poista singulariteetin
laskemalla renormalisaatiokertoimen summana

Yo = — lim / W .ndS — /W nds, (A.6)

6h—>0
B(rq,ch)
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Kuva 11. Yhden suoran seindsegmentin I'; vaikutuksen laskemiseksi tarvittava geo-
metria kaksiulotteisessa tapauksessa. Koordinaatiston y-akseli on segmentin kanssa
samansuuntainen.

missd B(a,r) on a-keskeinen ja r-séiteinen pallo. Edelld olevan mukaan f on kierto-
symmetrinen ja siksi

W.ndS — 7 (o) T (ehcos (cost hd@-lzf() (A7)
= Gamn2’ 0 ehsin 6 sing ) RN

OB(ra,ch)

silld sin?(0) + cos?(#) = 1. Niinpi singulariteetin arvoksi tulee

T, B
Elﬁgo 3¢ f(e) = —1. (A.8)

ja singulariteetin poiston jialkeen

e = 1—/W-ndS. (A.9)
Ya

Osaamme laskea tdmén integraalin suoralle seindsegmentille k, joka alkaa pisteesté
a; ja paattyy pisteeseen a; + by. Kuvassa 11 on esitettyné yksi seindsegmentti
sekd kaikki tarpeelliset suureet. Kierraimme koko systeemié pisteen r, ympéri
siten, ettd seindsegmentti on y-akselin suuntainen. Kun integroimme yli suureen

v

s(z,y) —

7d,,
64mh?

Yk,max _ 7d - -
/ f (S(dk7yk)) dyk = u <F(dk’ayk,max) - F(dlmyk,min)) ) (AlO)

Yk, min 647Th2
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missi F' on primitiivi eli funktio, jolle 8, F(z,y) = f (s(x,y)). Téhin integrointiin
tarvitsemamme suureet ovat siis di, Yk min j& Yk max, joille

(. bka(are — Ta2) — bro(ars — 741

d =
[

| Yk, min| = min (\/7“3 — d3, \/Hra o — di) (A.11)
| Yk max| = min (\/7“3 — d2, \/Hra — (ap + bp)|I” = di) :

Koska primitiivi F on antisymmetrinen y-akselin suhteen, on selvitettavi myos
suureiden Yi min ja Yk max merkki.

Jos seiné koostuu useammasta segmentisté, on koko seinén vaikutus renormali-
saatiokertoimeen

7d . .
To=1- / WondS = 1= = (F(des Yoamar) = F(di giomn) ) - (A12)
k

\

U,
Renormalisaation gradientin saamme laskettua samaan tapaan, silla
VY = / VIV (x, — x)d% = —/W(xa —x')ndS. (A.13)
QaNQ Ya

Nytkin yhden suoran seindsegmentin 'y, tapauksessa 16yddmme primitiivin G(z, y)
ja integraalin arvo on

VY = =0k (G(dk, Yk max) — G(dk, Yk min))- (A.14)
Néin ollen useammasta segmentisté koostuvan seinin vaikutus on
vﬁ)/a - Z nk(G(dk’ yk,min) - G(dka yk,max))- (A15)
k
Primitiivit F _7xF - )
rimitiivit F'(z,y) = e (z,y) ja G(x,y) ova
1
F(e:9) = {rg5mm7 (xy(l?’“’f — 560h" (32 + 4) 168h%r (52° + 247°)

— 28 (15x4 + 10z2%y* + 3y4) +7r (33:184 + 2622%y* + 8y4) )

— 768h" arctan (Q) +32° (168/12 + 5x2) In (y + T)) ,
x
(A.16)
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missd r = /22 + y? ja

7
Glr,y) = oz (1687 — 40Ka%y — 152y — Ph%y* — 10ha%y* — Shy”
+ in (33(E4 + 261’2y2 + 8y4 + 600h2$2 + 24Oh2y2)

+ 2% (240° + 2®) In (y + T)) (A.17)

A.2 Approksimatiivinen ratkaisu

Kulasegaram ym. [27] approksimoivat renormalisaatiokerrointa ja sen gradienttia
suoran seinén ldhelld funktioilla

{’y(e) =1+ (0,0625 — 0,0531¢)(e — 2)? (A18)

V7| (€) = £(0,2937 — 0, 2124¢) (e — 2)°,

missi € = % ja y on etdisyys seindméadn. Kaukana seindméstd molempien approksi-
maatioiden vaihtelu on hyvin pienté, joten ilman suurta virhettd asetamme

v(e) =1
{HV’VH (e) =0, (A.19)

kun e > 2. Jiljelle jaa etdisyyden y laskeminen ja monimutkaisempien seinien
késittely.

A.3 Aikaintegrointi

Ferrand ym. [28] jakavat kaksiulotteisessa tapauksessa murtoviivaksi ja kolmiulottei-
sessa tapauksessa kolmioinniksi. He ehdottavat liséksi, ettd renormalisaatiokerrointa
ei lasketa suoraan paikkavektorista vaan kehittamalla yhtaloa

dva
= a' Va Ea
a = ViV 70 (A.20)
Yo =1 muulloin.

jollakin aika-askelluksella. Gradientin V-~ laskemiseksi he antavat analyyttisen
lausekkeen kaksiulotteisessa sekd Mayrhofer ym. [35] kolmiulotteisessa tilanteessa.

A.4 Hiukkas-approksimaatio

Violeau ehdottaa [20] gradientin laskemista diskreetilld approksimaatiolla

V% ~ Z ZbWabnb, (A21)
b
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missé n, on seindn nesteeseen osoittava normaalivektori hiukkasen b kohdalla
ja X = 4, N OS). Seindsegmentin pinta-alaa voimme approksimoida esimerkiksi
tilavuus-sidesuhteella 3, & Vo/sr.
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