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#�� ��!������ ���	� �� ��� ������	�� ���!��� 	� �������� ��  ��	��
�������	��� ���	� !� � !���!	�� !������ ����	�	�� �� ����" $� ��	�
������ �� ��� ��� %	� ��&'(���� !������ ����	�	�� ����� �"�"� )��*� �� ���
��������� ������ ���� �+',�" #�� ������	�� +', 	� ��� ����-��-���-��
���� ��� ��	� �������" .� ���� ��� ��	/	� +', )�0*� ��	�� 	� ���	��� ���
��� 1�2� � �/��	��� 	� )�3*" #�� +', �����	��� ��� ���� �������� �	�� ���
����	�	�� ��� ���� ���� !� ��������� �� ������ �� ��� !���!	�� �	����	��"

�� ������	
� �����

4�� ������	��  �����	�� �����	�� ��� ��� ���!���� ��� �������	���
���	� 	� �	�����	5�� ��  ���	���� ������ ����� ��  ������" %	��� ��� ����	�-
���� ����� �� �	
�����	� ����� ����� ��� ��������	�� �� ���  �	!��� �
	�������� � �� ��� ��� �������� ��  ������� �� ��� ����  ��������	��"
#�� 	�� ��� 	������� 	����� �� ���  ����� ��������	�� E = (�1,�2,�3) ���
��� ������	� ����� �� �������  �-���� �1dx1+�2dx2+�3dx3� ����� d 	� ���
�/���	�� ���	 �	 � �� (x1, x2, x3)

T ∈ R
3 ����� �"�" )�6*�" 7� ��� �	������

�� ��� �� ��� ��� �	������ �/���	�� ������� �1�2� �������8� ���	�� �� ���
����	��� '/���� ����	��� 	� )��*" 4�� �������	�� ��� �	�� � ����	�� ��
��� �	����	��� �� ���  ���������� �	�� 	������	�� ������ )�9*  	 ���
�/�� ��������!	�	�� ������� ��	�� ���� �� ��� �	��-�����	� �����	��"

���� �����	
	 	�
	���� �������

.� ����	��� ��� �������	��� ���	� �  ������/ �� ���� ��������� ����
��� �� ������ ��� �����-�	����	��� �������	�� �� �-����� ������� �� �-
����� ������" .� ���  �	� �� ��	�� �� ��� ������� ����� ��� ��	��
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Ei

Hj

Ji
dualprimal

������ �� 	
���� �������������� �� ����� ��

���� ��� ��� ������� ����� ������
����
��� ��� ��� ���������� E� H ��� J ���
�������� ���������� ����� �� 
���� ������
��� ������ ��� ��� ������ ���
��������

+1-1

+1

������ ��  �� ��������� �����! d1 ���������
��� �������� �� �� ���� ������ ��� ���� "��
� ��� ���� ������ ��� ��� ����#�

k������ ����	� �
����
��� �
 � ���� (3 − k)������ ��� i��� ���� �� ���
���
�� Ei� i = 1, . . . , nE � ��� ��� j��� ���� �� ���
��� �� Fj� j = 1, . . . ,mF �
��� �
����
����� ���� �������� ��� ���
��� �� F∗

i ��� E∗
j � ��� ��������

����������� �
��� E ����
���� H ����
���� ��� J �	��
��� ��� �������� ��
 ���
��� �
� !���� ���� ���� �� ��"��� �� ���� #��� ��

Ei :=

∫
Ei

E · d�, Hj :=

∫
E∗
j

H · d�, Ji :=

∫
F∗

i

J · da.

���� ��� ��� �������� ���
��� ��� ���
������ �
 ��� ������ ��� ��� ��������
	��
��� ��� ���
������ �
 ��� ������

��� �������� �
��������� 
� ��� ���� 
����
� ��� �������� �� ��� �����
����� �����$ d1 ��� ��� �����
�� dT1 � ���� �����∫

Fj

∇× E · da = (d1E)j,

∫
F∗

i

∇×H · da = (dT1H)i.

%����������� ��� ��������� �����$ ��������� ��� ������
���� ������
�� ���
������ � 
��������
�� 
� ��� ����� ����� ��� ����� ���� #��� 	�� ��� ��������
(d1)j,i� ��� �
��&��
 �� ��� 
��� �� ��� ���� Ei �� �������� �� ��� �
������ 
�
��� ���� Fj� #������� ��� �
��&��
 ������� �� � ���  ���� '� 
� ��� ����������
��� ������ � 
��������
� ��"��� �� �
��������
��!��� ���������
��

(



��� ������	
 ��	�	���� � ��� ���������	��� �� ��������� �� ��� ��������
���� ��	� ���	��� �� ������� 	 �	����� ��� 	 �������� ����� � 	 ����
����� ������ 	� ��� �������� 
���
� ��� �������� ���� ��	� � 	 ����� α �
��

� E 	�� F �� ������ 	�

�(α, E ,F) :=
|F|

|E||F � E|
∫

F�E

αnE · nEdv,

����� nE �� ��� ���� �����	��� ����� � ���� E � 	�� F � E �� 	 �����
��

 ���
����� ��� E 	�� F � ��� �������� ���� ���	��� 	�� ���������
	� ��	��	
 �	������� ��� ��	��	
 ��������� � ��� �	������ �� �	��� �
��� �����	
��� � ��� ����	
 	�� ��	
 �
�������  ��
���� ��� �	�����
�������� �� ��� ��	��	
 	�� ���� ���������	���� ��� ��	��	
 ����� � ���
�������� ���� ���	��� 	�� ������� 	�

�εi,i = �(ε, Ei,F∗
i )

[
κi

φi

sinφi

]
, �σi,i = �(σ, Ei,F∗

i )

[
κi

1

cosφi

]
,

�μj,j = �(μ, E∗
j ,Fj)

[
κ∗
j

φ∗
j

sinφ∗
j

]
, �σ∗

j,j = �(σ∗, E∗
j ,Fj)

[
κ∗
j

1

cosφ∗
j

]
,

����� ��� ����� �� �!�	�� ��	�"��� �����	�� ��� �	����� ��������� #� �����
����� 	�� �!�	
 � ��� ��� ���� ����� 	�� � $��%� "����  � ���� �� &��'
	�� &()'� ��� ��	��	
 �������� ������ κi 	�� κ∗

j � �	� �� ������� ��

κi =

(
1− κF∗

5
+

κ2
F∗
56

1− κF∗
10

− κE
120

+
κ2
F∗
280

+ κF∗κE
1680

+
κ2
E

22400

)
,

κ∗
j =

(
1− κF

5
+

κ2
F
56

1− κF
10

− κE∗
120

+
κ2
F

280
+ κFκE∗

1680
+

κ2
E∗

22400

)
,

����� κE = ω2εμ|Ei|2� κF∗ = ω2εμr2F∗
i
� κE∗ = ω2εμ|E∗

j |2� 	�� κF = ω2εμr2Fj
�

��� �	�� �	���� �!�	�� r2F �� ������� ����� ��� ����� �	���� r
min 	�� ����

�	���� rmax *��� +��� (,� �	����

r2F =
1

n

n∑
k=1

[
2
3
(rmin

k )2 + 1
3
(rmax

k )2
]
. *-,

��� �
�	
 ���� ���� ���� Δt �	� �� ������� ��� ��	

�� ���� ����� �����
������� ������� sEi 	�� sE∗

j
�� �	�� ��

 Ei 	�� E∗

j � ����������
� *��� +��� -,�

.



rmax
1

rmax
2

rmax
4

rmax
3

rmin
1

rmin
2

rmin
3

rmin
4

������ �� �	� 
� �������
� �
����
���
�� r ��
����
��� �� ��� ��
� �
��� �	������ ��	�

��� ����
���� rmin
j 
�� rmax

j � j = 1, . . . , 4�

E0

E0

t E1

ed
ge

fa
ce

ed
ge

J 0

J 1

E2

J 0

J 3

E0

E1

J 0

J 1

E1

J 2
E3

J 1

H0

H3

H2

H1

H0

H1

fa
ce ed
ge

������ �� �� �	������	�� ���� ��������� Δt
�� ������� ���	 ��
���� ����� ���� ������

�
��� ��� ������� ���� ������� ������ ����

������ ���� ����
���� 	� Ei� Hj 
�� Ji� ���


��	�� �������
�� ��� ���	�	�	���
� 	���� 	�

��� �	����
��	��

��� ���� ������	
 �� ��	���	���� �� �������	
 ��� 	������ sEi �	� sE∗
j
� ����

���� ���� ��	 �� �����	 �� ����� �� ����� ����� s = 3u ∈ {1, 3, 9, 27, . . . }�
��� ����	�� �������	� �� ���� ������������	 �� ������� �� ���	


φi =
ωΔt

2sEi
, φ∗

j =
ωΔt

2sE∗
j

,

�	� ��� ������ ������� �� ��� �	�	��	 �������� ��

Ei ← Ei +

(
�εi,i

Δt/sEi
+

�σi,i

2

)−1 [
(dT1H)i − �σi,iEi − Ji

]
,

Hj ← Hj +

(
�μj,j

Δt/sE∗
j

+
�σ∗

j,j

2

)−1 [−(d1E)j − �σ∗
j,jHj

]
,

Ji ← Ji + 2

(
ω

sinφi

+
ν

cosφi

)−1 [
�(εω2

p, Ei,F∗
i )κiEi − ν

cosφi

Ji

]
.

��� ����������	�� ���������� �� ��� ������ �� �� ��� ��� O(mN)� ����
N �� ��� 	���� �� �	�	��	� �	� m �� ��� 	���� �� ���� ����� ������ ��
����� ��� �������

���� ������		
� ��
 ���
�������

�	 ��	������ ��� ���������	�� �������	 ��	 �� ������ �� ������ ����
�	��
����	 ����������� ������� � ��� �� ��������� ��� ��	��
�	�� ��� ��

!
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����
����	��� �	��
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���� ������
�� ���	� ����
�	��� �� �����
	� 
�� ������ 	� 
�� ��	����

E(E,H, J) =
1

2

(
ET�εE +HT�μH + JT (�εω2

p)
−1J

)
.

,�	� 
��� ������ 
�� 
��������	��� �	��
�	� ��� �� �	��� �� ������!���
E(E−E0, H−H0, J−J0)� ����� 
�� ���
��� �	���
�	�� E0� H0� ��� J0 ��� ���	

�� �	�
�	� ���������� � ������
�� ����
�	��� ��� �� ������!�� �� �	����� 
��
�	�����	����� ������ ���
�� ��
� 
�� �	�-���
� �������
 ./(0 ��
�	� .����
����� "#1%0� 2� ���������� 
�� �������
 �� �	���
�� �
 ���� /( �
���
�	� ��
�	����� 
�	 
������������
 ����
�	��� 
�� �
�
� ����
�	� ��������� �	�����
�� 
��� ��� 
�� �	�����	����� ��-	��
 �
�
� ����
�	� ��������� �������� ��

���� 3��� 
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� ���
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�	��� 	 ������
�� 
�� ��		
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������� ��	
 	
� ��� ���		����� ����� ���	��� ��� 	
� �������		����� �����
���	��� ��� ����	��� ��� 	
� ����	��� 	��� ��� �������� �� 	
� ��	
��
�� ����������� �
� �������� ��	
�� �� ��������	�� �� ��� �����������
������� ��� ������������ ���� ������� ������� ��	������ ��� ! ��	�����

�
� ��	��� �� "��#�� ���� 	
� ����� �� � ������ �� ��
���	������ ��$
��	��	�� �� %��� &� �
� ����� ��	#��� 	
� ����� ��� 	
� ��	��� �������$
	��� �����	��� �� ����	�� �� α� �
� ���������� ����	�	����� ������� ���
�����	��� � ��# �
��� ����� 	
� ��	������ ��� �������� ����� �� ��
������$���	���� �������� #�	
 � ����	
 �� '( � ��� �����	�� �� ) ��  � 	
�
��	��� ������ 	����� 	
� ��������� ���*���� ν �� '( �+� ��� 	
� ���� ������
���*���� fp �� ),( �+�� �
� ������ ������ ���*���� ωp �� ����	�� ����
	
� ���� ������ ���*���� �� 	
� �����#��� ���	���	���-

ωp = 2πfpF (x) r2

(r+k(x0−x))2
e
− y2+z2

(r+k(x0−x))2 , ���

�����

F (x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

e
x−x0

l , x ∈]−∞, x0, [,

1− (x−x0)2

r2
, x ∈ [x0, x0 + r],

0, x ∈]x0 + r,∞[.

���

	�� 
������ �� ��� ����� ����������� ��� r = 0.6 �� k = 0.15 �� l = 3 �
��� x0 = 4 �� 	�� 
�� �
���� �� ��� ����������� � ���������� �� ���� ��
���� � ������������
 ��������� ��� ����� �������
� ��� 
������� ����
����
� 
�� �� ������ ���� �������� ��� �� ��� !���� ����� "#$%� &��
� ���
���' ����� �������
� �(
��� ��� �� � �������
�� ��� �������� ��� ��
���
������ ���� )���� ���
� ���� ��� ������� ��� ��
��� �������� ��� �(�
����� ���� ��� ��
����������� �����(������� �!!*� �� �� "#+� #,%�

���� ��������	
��	� ����

-� ��� .�� ���� ��� �� ������� � $�/ �� �������� ���� ��� ����� ����
����
� fr � �����(������� ,// 01)� 	�� ��
����� �� � � 
��
������ ���
����)��� 2�� �� ��� ������ ��� �� 
�����
� 
������������� �������� �
�� 
����� � �������������� 
��
���� ���� �� ��� y�z������ ��� ����
� ���
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S11 SC = S11+S44

OC = S11 − S44
SC
OC

α
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