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Téassé tyossa esitellddn asymptoottisia kolmioita koskevia tuloksia hyperbolisessa
geometriassa. Asymptoottisilla kolmioilla tarkoitetaan kolmioita, joiden kérkipisteis-
td ainakin yksi on niin sanottu déarettomyyspiste. Kolmion sivuista kaksi ldhestyy siis
toisiaan asymptoottisesti tuota pistettd kohti, mutta ndmé sivut eivédt kuitenkaan
leikkaa. Hyperbolisella geometrialla taas tarkoitetaan geometriaa, jossa neutraalin
geometrian aksioomien lisdksi aksioomaksi on valittu paralleeliaksiooman negaatio.
Olkoon [ suora ja P piste, joka ei ole suoralla [. Paralleeliaksiooman mukaan t&lloin
on olemassa vain yksi pisteen P kautta kulkeva suora, joka on yhdensuuntainen suo-
ran [ kanssa. Aksiooman negaation mukaan siis on olemassa ainakin yksi suora [ ja
yksi piste P ¢ [ siten, ettd tdmén pisteen kautta kulkee ainakin kaksi suoraa, jotka
ovat yhdensuuntaisia suoralle [. Té&ssé tutkielmassa kéytetddn kuitenkin hyperboli-
sena aksioomana tdmén negaation vahvempaa muotoa: Olkoon [ suora ja P piste,
joka ei ole suoralla [. T&ll6in on olemassa kaksi pisteen P kautta kulkevaa suoraa,
jotka ovat yhdensuuntaisia suoralle [ ja lahestyvét sitd asymptoottisesti. Vahvemman
muodon mukaan siis kaikille suorille [ ja kaikille pisteille P ¢ [ pétee, ettd pisteen P
kautta kulkee ainakin kaksi suoraa, jotka ovat yhdensuuntaisia suoralle [. Lisdksi se
takaa asymptoottisesti toisiaan ldhestyvien suorien olemassaolon.

Puolisuorat voidaan luokitella sen mukaan, mita ddrettomyyspistetta kohti ne kul-
kevat. Samansuuntaiset eli samalla suoralla samaan suuntaan olevat puolisuorat kul-
kevat kohti samaa &ddrettomyyspistettéd, samoin toisiaan asymptoottisesti ldhestyvat
puolisuorat. Kun méaéritellddn rajayhdensuuntaisiksi puolisuorat, jotka ovat joko sa-
mansuuntaiset tai asymptoottisesti yhdensuuntaiset, voidaan rajayhdensuuntaisuus
todistaa ekvivalenssirelaatioksi. Tamén ekvivalenssirelaation avulla puolisuorat voi-
daan luokitella yksikésitteisesti.

Yksinkertaiset asymptoottiset kolmiot muodostuvat kahdesta asymptoottisesti toi-
siaan ldhestyvistd puolisuorasta ja janasta, joka yhdistdd puolisuorien alkupisteet.
Téllaisen kolmion kérkipisteistéd yksi on siis darettomyyspiste, ja silld on kaksi kulmaa
ja yksi sivujana. Hyperbolinen aksiooma takaa asymptoottisten puolisuorien olemas-
saolon, joten myo6s yksinkertaisia asymptoottisia kolmioita on olemassa. Yksinkertai-
sille asymptoottisille kolmioille todistetaan téssé tyossé kaksi yhtenevyyslausetta se-
ké ulkokulmaepéayhtélon vastine. Yhtenevyyslauseiden mukaan yksinkertaiset asymp-
toottiset kolmiot ovat yhtenevit, jos niilla on kaksi yhtenevéd osaa, joko molemmat
kulmat tai kulma ja sivujana.

Kaksinkertaiset asymptoottiset kolmiot koostuvat kulmasta ja sen sulkevasta suo-
rasta. Kulman sulkeva suora on suora, jonka pait lahestyvéat kulman molempia kylkié
asymptoottisesti. Jokaiselle kulmalle téllainen suora on olemassa ja se on yksikésit-
teinen, mutta olemassaolotodistus on monimutkainen. Todistuksessa konstruoidaan
kulman sulkeva suora, joka on kahden tietylld tavalla valitun yhdensuuntaisen suoran
yhteinen normaali. Ensin tédytyy kuitenkin osoittaa, ettd ndmé suorat ovat yhden-
suuntaiset ja ettd ne eivéit ldhesty toisiaan asymptoottisesti, miké tekee todistuksesta
monimutkaisen. Lisdksi todistetaan yhtenevyyslause kaksinkertaisille asymptoottisille
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kolmioille: yhteneville kulmille kulman kérkipiste on yhta etdalla kulman sulkevasta
suorasta.

On myos mahdollista, ettd kolme suoraa lahestyy toisiaan asymptoottisesti pa-
reittain siten, ettd muodostuu kolmio, jolla on kolme &darettomyyspistettd eikd yh-
tddn varsinaista kulmaa. Téllaisia kolmiota sanotaan kolminkertaisiksi asymptootti-
siksi kolmioiksi, ja niiden olemassaolo seuraa suoraan kulman sulkevan suoran ole-
massaolosta. Myos téllaisille kolmioille todistetaan yhtenevyyslause, jonka mukaan
kaikki kolminkertaiset asymptoottiset kolmiot ovat yhtenevia keskendéan. Téta todis-
tusta varten mééritellddn myos ddrettomyyspisteessia oleva yleistetty kulma ja sen
puolittaja. Yleistetty kulmanpuolittaja on olemassa jokaiselle yleistetylle kulmalle ja
se on yksikésitteinen.
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Johdanto

Tamén kirjoitelman tarkoituksena on esitelld asymptoottisia kolmioita hyperboli-
sessa geometriassa. Asymptoottisilla kolmioilla tarkoitetaan kolmioita, joiden kérki-
pisteistd vidhintddn yksi on niin sanottu darettomyyspiste eli kolmion sivuista kaksi
lahestyy kyseista pistettd asymptoottisesti, mutta ndméa sivut eivét koskaan leikkaa.
Téssé tyossa todistetaan téllaisten kolmioiden olemassaolo ja esitelldén niihin liittyviéa
tuloksia, muun muassa vastaavia yhtenevyyslauseita kuin tavallisille kolmioille.

Geometriaa, jossa ei oteta kantaa siihen, onko niin sanottu paralleeliaksiooma voi-
massa, sanotaan neutraaliksi geometriaksi. Paralleeliaksiooman sisdlté on seuraava:
Olkoon [ suora ja P piste, joka ei ole suoralla [. Téalloin on olemassa korkeintaan
yksi pisteen P kautta kulkeva suora, joka on yhdensuuntainen suoran [ kanssa. Neut-
raalin geometrian aksioomien pohjalta voidaan osoittaa, ettd ainakin yksi tallainen
yhdensuuntainen suora on olemassa. Paralleeliaksiooman negaation mukaan siis on
olemassa ainakin yksi suora [ ja yksi piste P ¢ [ siten, etté pisteen P kautta kulkevia,
suoran [ kanssa yhdensuuntaisia suoria on vahintdan kaksi. Hyperbolinen geometria
on geometriaa, jossa paralleeliaksiooman sijaan aksioomaksi on otettu sen negaatio;
jos paralleeliaksiooma sen sijaan on voimassa, geometria on euklidista. Tassa tutkiel-
massa aksioomiksi on valittu neutraalin geometrian perustan muodostavat Hilbertin
aksioomat ja hyperbolinen aksiooma, joka on paralleeliaksiooman negaatio muuta-
malla lisdoletuksella.

Hyperbolinen geometria on matematiikan historiassa verrattain uusi keksinté. Sen
kehittivit ensimmaéisiné toisistaan riippumatta Carl Friedrich Gauss (1777-1855), Ja-
nos Bolyai (1802-1860) ja Nikolai Ivanovits Lobatsevski (1793-1856) 1800-luvun alku-
puolella. Tédta ennen Eukleides Aleksandrialaisen (325-265 caa.) kehittdméad geometri-
aa pidettiin ainoana todellisena geometriana. Eukleideen geometria perustuu viiteen
aksioomaan, joista viides herétti keskustelua ja jota Eukleides itsekin piti sen ver-
ran ongelmallisena, ettd han lykkasi sen kdyttadmistd mahdollisimman pitkélle. Viides
aksiooma on seuraava: Olkoon [, m ja n suoria siten, ettd suora n leikkaa suoraa [
pisteessd A ja suoraa m pisteessd B # A. Olkoon liséksi pisteet C' € [ ja D € m siten,
ettd CDn ja ({ABD)° + ({BAC)° < 180. Talloin suorat [ ja m leikkaavat toisensa
pisteessd P, jolle pétee, ettd PCn ja PDn. Voidaan osoittaa, ettd tdmé aksiooma on
ekvivalentti paralleeliaksiooman kanssa. Aksiooma herétti keskustelua, koska ajatel-
tiin, ettd se on todistettavissa muista Eukleideen aksioomista. Eukleideen kehittamé&a
geometriaa yritettiinkin parannella etsimélld todistusta viidennelle aksioomalle tai
korvaamalla se jollain luonnollisemmalla oletuksella.

Seuraavaksi alettiin pohtia, mité tapahtuisi, jos paralleeliaksiooma ei olisi voimas-
sa. Esimerkiksi Giovanni Girolamo Saccheri (1667-1733) ja Adrien-Marie Legendre
(1752-1833) 1oysivit joukon uusia tuloksia olettaessaan, ettd paralleeliaksiooma ei
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pade. Vield kuitenkin uskottiin, ettd jossain vaiheessa l0ytyisi ristiriita, mika osoit-
taisi paralleeliaksiooman seuraavan muista aksioomista. Lopulta Gauss, Bolyai ja Lo-
batSevski alkoivat ajatella, ettd on olemassa geometriaa, jossa paralleeliaksiooma ei
ole voimassa. Saccherin, Legendren ja muiden 16ydokset heidédn etsiessdén ristirii-
taa olivat tdmén uuden geometrian ensimmaéisia tuloksia. Hyperbolinen geometria oli
kuitenkin vield tyhjéan péaalld, kunnes sille keksittiin malli, joka osoitti geometrian
ristiriidattomuuden. Ensimméisené téllaisen mallin kehitti Eugenio Beltrami (1835-
1900) ja ensimmaéisend téllaisen mallin osoitti oikeaksi Felix Klein (1849-1925). Gauss
oli ensimméinen, joka ymmaérsi hyperbolisen geometrian olevan olemassa, mutta héan
ei julkaissut mitddn tutkimuksistaan, silla ristiriiddan 10ytyminen olisi tehnyt kaiken
tyhjaksi. Néin ollen Bolyaita ja Lobatsevskia pidetddn hyperbolisen geometrian ke-
hitt4jind.

Voidaan osoittaa, ettéd paralleeliaksiooman negaatio on universaali: Kaikille suo-
rille [ ja kaikille pisteille P ¢ [ pétee, ettd pisteen P kautta kulkee ainakin kaksi
suoraa, jotka ovat yhdensuuntaisia suoralle [. Edelleen voidaan osoittaa, ettd pisteen
P kautta kulkevia yhdensuuntaisia suoria on itse asiassa darettomén monta. Useiden
yhdensuuntaisten suorien olemassaolo tuo hyperboliseen geometriaan asymptoottis-
ten suorien késitteen: néistd saman pisteen kautta kulkevista yhdensuuntaisista suo-
rista kaksi on lahimpéné suoraa [ ja ldhestyy sitd asymptoottisesti. Euklidisessa geo-
metriassa sen sijaan yhdensuuntaiset suorat ovat jokaisessa pisteessdén yhté etdalla
toisistaan.

a) b)

Kuva 0.1. Suoran [ kanssa yhdensuuntaisia suoria. a) Hyperbolinen
tapaus: Suorat m ja n ldhestyvit suoraa [ asymptoottisesti. Suora s on
myo6s yhdensuuntainen suoran [ kanssa, mutta ei ldhesty sitd asymp-
toottisesti. b) Euklidinen tapaus: suora s on jokaisessa pisteessién yhté
etaalla suorasta (.

Koska seké euklidisen ettd hyperbolisen geometrian pohjalla ovat neutraalin geo-
metrian aksioomat, néilld geometrioilla on paljon yhteistd. Muun muassa tavallisia
kolmioita koskevat yhtenevyyslauseet ja ulkokulmaepéyhtalo pateviat molemmissa.
Sen sijaan esimerkiksi euklidisen geometrian tulos, jonka mukaan kolmion kulmien
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summa on 180 astetta, ei pdde hyperbolisessa geometriassa. Hyperbolisen aksioo-
man ollessa voimassa kolmion kulmien summa on aina pienempi kuin 180. Mui-
ta eroja euklidiseen geometriaan ndhden ovat muun muassa kulma-kulma-kulma-
yhtenevyyssaanto (KKK) kolmioille ja se, ettd hyperbolisessa geometriassa ei ole ole-
massa suorakulmioita. KKK-sd&nnon mukaan kolmiot ovat yhtenevit, jos kaikki nii-
den kulmat ovat yhtenevit. Téstd seuraa, ettd hyperbolisessa maailmassa ei voisi
tehd& pienoismalleja.

Esitietoina tutkielmassa oletetaan perustiedot neutraalista geometriasta. Ensim-
méisesséd luvussa luetellaan Hilbertin aksioomat ja esitelliin muutama keskeinen
neutraalin geometrian tulos, joita tédssd tyossd kaytetddn. Toisessa luvussa kisitel-
lddn samansuuntaisia puolisuoria, eli puolisuoria, jotka ovat samalla suoralla samaan
suuntaan, ja asymptoottisesti toisiaan ldhestyviad puolisuoria. N&ihin liittyen méaari-
tellddn ekvivalenssirelaatio, jonka avulla puolisuorat voidaan luokitella.

Kolmannessa luvussa késitellddn varsinaista pddaihetta eli asymptoottisia kolmioi-
ta. Yksinkertaiset asymptoottiset kolmiot muodostuvat kahdesta asymptoottisesti toi-
siaan ldhestyvistd puolisuorasta ja niiden alkupisteet yhdistévéstad janasta. Jos kah-
den asymptoottisen kolmion molemmat kulmat tai toinen kulmista ja sivujana ovat
yhtenevit, kolmiot ovat yhtenevit. Yhtenevyyslauseiden lisdksi téllaisille kolmiolle
todistetaan ulkokulmaepéyhtélon vastine.

Kaksinkertaiset asymptoottiset kolmiot muodostuvat kulmasta ja sen sulkevasta
suorasta. Kulman sulkeva suora on suora, joka ldhestyy molemmista péistadn kulman
kylkid asymptoottisesti. Kaksinkertaisella asymptoottisella kolmiolla on siis kaksi &&-
rettomyyspistetta. Téssé tyossd todistetaan kulman sulkevan suoran olemassaolo. To-
distuksessa konstruoidaan kulman sulkeva suora, joka on kahden tietylla tavalla vali-
tun yhdensuuntaisen suoran yhteinen normaali. Ensin taytyy kuitenkin osoittaa, etté
namé suorat ovat yhdensuuntaiset ja ettd ne eivit ldhesty toisiaan asymptoottises-
ti, miké tekee todistuksesta monimutkaisen. Jos yhdensuuntaiset suorat eivét ldhesty
toisiaan asymptoottisesti, niitd sanotaan normaalisti yhdensuuntaisiksi. Nimi johtuu
tuloksesta, jonka mukaan téllaisille suorille on olemassa yksikésitteinen yhteinen nor-
maali. Tadman tuloksen lisdksi kulman sulkevan suoran olemassaolotodistuksessa tar-
vitaan muun muassa seké tavallista ettd asymptoottista ulkokulmaepéayhtéloa ja yh-
tenevyyslauseita niin tavallisille kuin asymptoottisillekin kolmioille. Kaksinkertaisille
asymptoottisille kolmioille todistetaan myos yhtenevyyslause, jonka mukaan yhtene-
ville kulmille kulman kérkipisteen etéisyys kulman sulkevasta suorasta on sama.

Kolminkertaiset asymptoottiset kolmiot muodostuvat kolmesta pareittain toisi-
aan asymptoottisesti lahestyvésta suorasta. Téllaisten kolmioiden olemassaolo seuraa
suoraan kulman sulkevan suoran olemassaolosta. Kolminkertaisille asymptoottisille
kolmioille todistetaan yhtenevyyslause, jonka mukaan kaikki téllaiset kolmiot ovat
yhtenevid keskendén. Tata todistusta varten maéaritellddn myos darettomyyspistees-
sé oleva yleistetty kulma ja sen puolittaja. Yleistetty kulmanpuolittaja on olemassa
jokaiselle yleistetylle kulmalle ja se on yksikésitteinen.

Pidasiallisena ldhteend tésséd tyossd on kéytetty Robin Hartshornen kirjaa Geo-
metry: Fuclid & beyond. Suuri osa esittelemisténi tuloksista 16ytyy tésta kirjasta jo-
ko todistettuina tuloksina tai tehtdvind. Myos monet méaritelmistd mukailevat tata
lahdetta. Osa todistuksista on otettu Richard Trudeaun kirjasta The Non-FEuclidean
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a) b)

/\

Kuva 0.2. a) Yksinkertainen asymptoottinen kolmio. b) Kaksinkertai-
nen asymptoottinen kolmio. ¢) Kolminkertainen asymptoottinen kol-
mio.

Revolution. Hartshorne esittaé kirjassaan lahinné todistusten ideat, joten tasté kirjas-
ta otetuissa todistuksissa oli paljon aukkoja, jotka tdydensin itse. Trudeaun kirjassa
sen sijaan todistukset ovat yksityiskohtaisia, joten niihin ei ja&nyt paljon tdydennet-
tavad. Tutkielman kuvat on piirretty matemaattisten kuvien piirtoon tarkoitetulla
Geogebra-ohjelmalla, joka oli varsin helppokéayttoinen.



LUKU 1
Esitietoja

Téasséd tyossa kidytetddn aksioomina neutraalin geometrian pohjan muodostavia
Hilbertin aksioomia ja hyperbolista aksioomaa. Hilbertin aksioomat (H1)-(H13) [2]
on lueteltu seuraavassa, hyperbolinen aksiooma esitellddn mychemmin.

(H1) Jos A ja B ovat eri pisteitd, niin on olemassa tésmélleen yksi suora, joka kulkee
pisteiden A ja B kautta.

(H2) Jokaiseen suoraan sisiltyy ainakin kaksi pistetta.

(H3) On olemassa kolme eri pistetta siten, ettd mik&dn suora ei kulje niiden kaikkien
kautta.

(H4) Jos A x B % C, niin pisteet A, B ja C ovat eri pisteitd, ne ovat samalla suoralla ja
C* Bx A.

(H5) Jos A ja B ovat eri pisteitd, niin suoralla jﬁ on pisteet C', D ja E siten, etta
CxAxB, AxDxBjaAxBxE.

(H6) Jos A, B ja C ovat eri pisteitd samalla suoralla, niin tésmélleen yksi seuraavista
pitee: Bx AxC, Ax Bx(C tai AxC x B.

(H7) Olkoon [ suora ja pisteet A, B,C ¢ I.
(1) Jos ABI ja BCI, niin ACI.
(2) Jos AlB ja BIC, niin ACI.

(H8) Jos A ja B ovat eri pisteiti ja ]% on puolisuora, niin on olemassa tédsmaélleen yksi
piste R € 1@ siten, ettdi AB = PR.
(H9) Janojen yhtenevyys on ekvivalenssirelaatio. Olkoon AB, C'D ja E'F janoja. Talloin
(1) AB = AB. (refleksiivisyys)
(2) Jos AB = CD, niin CD = AB. (symmetrisyys)
(3) Jos AB=CD ja CD = EF, niin AB = EF. (transitiivisuus)
(H10) Jos Ax BxC, A'« B'xC', AB= A'B’ ja BC = B'C’, niin AC = A'C".
(H11) Olkoon LABC kuﬁga, ﬁ puolisuog_a_jg P¢ <B’—>A’ . Télloin on olemassa tédsmélleen
yksi puolisuora B'C” siten, ettéa PC'B'A" ja LABC = LA'B'C".
(H12) Kulmien yhtenevyys on ekvivalenssirelaatio.

(H13) (Sivu-kulma-sivu-séanto, SKS) Olkoon AABC ja AA'B'C’ kolmioita siten, etté
AB=A'B', {BAC = AB'A'C" ja AC = A'C". Talloin AABC = AA'B'C".

Kerrataan vield aluksi joitain neutraalin geometrian perustuloksia, joita téssé
tyossé tullaan kayttamé&an.

LAUSE 1.1. (Paschin lause) Olkoon ANABC' kolmio ja | # jﬁ suora, joka leikkaa
sivua AB pisteessi D siten, etta A # D # B. Tdlloin suora | leikkaa myds ainakin

5
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toista kolmion sivuista AC' ja BC'. Josl ei kulje pisteen C' kautta, niin se leikkaa vain
toista ndistd sivuista.

Tobistus. Katso [2,s. 20]. O

LAUSE 1.2. Olkoon £ABC' kulma ja piste D € ?18 Talloin D € £(ABC) jos ja
vain jos A x D x C.

Tobistus. Katso [2,s. 21]. O

LAUSE 1.3. (Puomilause) Olkoon £ ABC' kulma ja piste D € £L(ABC). Tdlloin
puolisuora ﬁ leikkaa janaa AC.

Tobistus. Katso [1,s. 77-78]. O

LAUsE 1.4. (Ulkokulmaepdyhtils) Olkoon kolmio ANABC' ja piste D siten, ettd
BxCxD. Tdilloin LACD > £BAC ja £ACD > £ABC.

Tobistus. Katso |2, s. 59-60]. O
LAUSE 1.5. Kolmiolle NABC piitee, etti ({BAC)°+(LABC)°+(£LACB)° < 180.
Tobistus. Katso [2,s. 39-40]. O

SEURAUS 1.6. Konveksille nelikulmiolle DJABC'D pitee, etti ({BAD)°+(£LABC)°+
(LBCD)° + ({ADC)° < 360.

TobpisTus. Jaetaan nelikulmio JABCD kahteen kolmioon AABC ja AACD.
Koska nelikulmio JABC'D on konveksi, piste A on kulman £ BCD sisilla ja piste C'
on kulman £ BAD sisélla. Talloin ({ BAD)® = ({BAC)°+({LCAD)° ja ({BCD)° =
(LBCA)° + (LACD)°, joten ({BAD)° + (LABC)° + ({BCD)° + (£LADC)° =
(LBAC)°+(£LCAD)°+(LABC)°+({BCA)°+(LACD)°+(LADC)° = ({BAC)°+
(LABC)° + (£BCA)° + (LCAD)° + (LACD)° + (LADC)° < 180 + 180 = 360. Ar-
vioinnissa sovellettiin lausetta 1.5 kolmioihin AABC ja AACD. U
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Rajayhdensuuntaisuus

Téassé luvussa madritelladn ekvivalenssirelaatio, jonka avulla puolisuorat voidaan
luokitella sen mukaan, mihin suuntaan ne menevat. Kaikki samalla suoralla “samaan
suuntaan” olevat puolisuorat kuuluvat néin ollen samaan ekvivalenssiluokkaan. N&i-
den liséksi hyperbolisessa geometriassa on olemassa puolisuoria, jotka ldhestyvit toi-
siaan asymptoottisesti. Myos téllaiset puolisuorat menevét kohti samaa dédrettomyys-
pistettd ja kuuluvat siis keskenédén samaan ekvivalenssiluokkaan. Téamén luvun tu-
lokset ovat kuitenkin vield neutraalia geometriaa. Hyperbolista aksioomaa ei vield
tarvita, silld téssé ei oteta kantaa siihen, onko asymptoottisia puolisuoria olemassa.

Kuva 2.1. Puolisuorat E ) Cﬁ ja ﬁ kuuluvat samaan ekvivalens-
siluokkaan. Puolisuora P() kuuluu eri ekvilvalenssiluokkaan kuin f@ ,

mutta samaan kuin RS.

Tamén luvun lauseiden 2.9, 2.11 ja 2.13 todistukset on tehty Hartshornen kirjan
mukaan; lauseen 2.10 todistus on otettu Trudeaun kirjasta. Muut todistukset olen
tehnyt itse.

2.1. Samansuuntaisuus

Maéaritelladn aluksi, mité tarkoitetaan “samalla suoralla samaan suuntaan olevilla”

puolisuorilla.

MAARITELMA 2.1. Puolisuorat @ ja @ ovat samansuuntaiset, jos @ C @
tai @ - ﬁ
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Todistetaan seuraavaksi samansuuntaisuuteen liittyvid tuloksia, joita kaytetdian
mythemmissé todistuksissa.

LEMMA 2.2. Olkoon 1@ ja @ puolisuoria ja A # C. Tdlloin B C C@, jos ja
vamjosAE@jaC*A*B.

TobisTus. Oletetaan ensin, ettd A € Cﬁ ja C'x A x B ja tehddan vastaviite.
Oletetaan, ettéd puolisuora AB ei ole puolisuoran @ osajoukko, eli ettd on olemassa
iste P € ﬁ, joka ei ole puolisuoralla C"ﬁ Koska A € CA‘ﬁ ja C % A x B, niin
B = OD. Téllsin siis P+ C # D. Nyt A € C?%C}, joten CD = CTZX, eli PxCx A.
Koska lisiksi C'x Ax B, niin PxAx B, joten P ¢ AB, miki on ristiriita. Siis ﬁ C @
Oletetaan sitten, etté E C @, jolloin jﬁ = Cﬁ Erityisesti myos A € @\
{C'}, jolloin @ = (7)4 Tehdain taas vastaviite, eli oletetaan, ettd C' € E \ {4}
Talloin 1@ = 1@ Olkoon piste P siten, ettd P % C' x A, jolloin siis P € 1@ = ﬁ,
mutta P ¢ CA = CD. Tmi on ristiriita, joten C' % A * B. O

LEMMA 2.3. Olkoon ﬁ puolisuora ja A’ € j@ Tdlloin on olemassa puolisuora
A'B’ siten, ettd puolisuorat AB ja A'B’ ovat samansuuntaiset.

TobisTus. Jos A’ € AB \ {A}, niin olkoon B’ piste siten, ettd Ax A’ x B’. Tlloin
A'B' ¢ AB lemman 2.2 mukaan. Jos A’ ¢ @\{A}, niin valitaan, ettd B’ = B, jolloin

Rt
f@ = A'B tai A« Ax B g/li A" x A x B’. Niin valitsemalla saadaan kummassakin
tapauksessa, ettd AB C A'B' (lemma 2.2). O

—
LEMMA 2.4. Olkoon /@ ja A'B" samansuuntaisia puolisuoria. Jos A" € zﬁ, niin
—
AB c AB.
TobisTus. Jos puolisuora A’B’ ei ole puolisuoran ﬁ osajoukko, niin 1@ on

puolisuoran A’ B’ osajoukko, koska puolisuorat ovat samansuuntaiset. Talloin lemman
2.2 mukaan A’ % A% B, eli A’ ¢ AB, miki on ristiriita. Siis A'B’ C AB. 0

LAUSE 2.5. Samansuuntaisuus on ekvivalenssirelaatio.

TobisTus. Refleksiivisyys ja symmetrisyys seuraavat suoraan méaéritelmésté, jo-
ten riittad osoittaa, etté relaatio on transitiivinen. Olkoon @ , @ ja E'F puolisuoria

siten, etta 1@ ja C'D ovat samansuuntaiset ja C"ﬁ ja BF' ovat samansuuntaiset. Jos

A = C niin /@ = @ Vastaavasti, jos £ = C| niin ﬁ = Cﬁ Voidaan siis olettaa,
ettdi A # C # E. Jaetaan tarkastelu neljaén eri tapaukseen.

(1) @cﬁjaﬁC@:Nytﬁc@C@.
(2) CD C AB ja CD € EF: Nyt AB = AC (A #C) ja EF = EC (E # C), ja
lemman 2.2 mukaan AxC'xD ja ExCxD. Jos A =F, niin@ :1@: ﬁ:

ﬁ. Voidaan siis olettaa, ettd A # E. Olkoon | # f@ suora siten, ettd C' € [.
Koska AxC'x D, niin AlD. Koska E'x«C'x D, niin my6s ElD, joten aksiooman
(H7) mukaan AEI. Talloin joko A* E x C tai Ex AxC. Jos Ax E x C, niin

myos £ € A0 \ {A}, joten lemman 2.2 perusteella EF = EC c AC = AB.
Vastaavasti, jos F « A x C, niin AB C ﬁ
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(3) AB c CD ja EF c CD: Nyt erityisesti A € a5 \ {C} joten CD = CA.
Koska E C @ ja ﬁ C @7 niin lemman 2.2 nojalla C'x Ax B ja Cx Ex F.
Jos A = FE, niin C' x A x F. Koska myos C x A x B, niin F € 1@, joten
f@:ﬁ:ﬁ. Jos A # FE, niin joko Cx Ax E, AxCx FE tai Ax ExC.
Tapaus A x C x E ei kuitenkaan ole mahdollinen, koska E € @ = 671
Voidaan olettaa, ettd C'x Ax E, silld tapaus A* E'xC' perustellaan vastaavasti.
Koska C'x Ax F ja C x Ax B, niin E € ﬁ, ja koska myo6s C' % E * F'| niin
A x E x F. Niin ollen ﬁ - ﬁ lemman 2.2 perusteella.

(4)@C@ja@Cﬁ:Nyt@C@cﬁ.

Jokaisessa tapauksessa siis puolisuorat 1@ ja ﬁ ovat samansuuntaiset. O

2.2. Asymptoottinen yhdensuuntaisuus

Maéaritelladn seuraavaksi asymptoottisesti toisiaan ldhestyvét puolisuorat ja to-
distetaan niihin liittyvid aputuloksia. Lauseessa 2.10 osoitetaan asymptoottisen yh-
densuuntaisuuden symmetrisyys ja lauseessa 2.11 transitiivisuus.

MAARITELMA 2.6. Olkoon AB ja ED suoria siten, ettd 1@\\@ Jos jokaisel-
le pisteelle P € £L(CAB) pitee, ettd puolisuora ﬁ leikkaa puolisuoraa @, niin
puolisuora zﬁ on asymptoottisesti yhdensuuntainen puolisuoran @ kanssa.

Kuva 2.2. Puolisuora 1@ on asymptoottisesti yhdensuuntainen puo-
lisuoran @ kanssa.

LAUSE 2.7. Olkoon @ asymptoottisestt yhdensuuntainen puolisuoran CA’ﬁ kanssa.
Téllgin BDAC.

TobisTus. Olkoon piste E siten, ettd C' x E x B, jolloin £ € £(CAB). Asymp-
toottisen yhdensuuntaisuuden méaritelmén perusteella ﬁ leikkaa puolisuoraa C'D.
Olkoon leikkauspiste F. Koska F' € @, niin F Dm. Nyt myos F € E, joten
F € L(CAB). Néin ollen FBAC. Koska myos FDj@, niin aksiooman (H7) mukaan
BDAC:. O
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A

Kuva 2.3. Lause 2.7.

LAUSE 2.8. Olkoon E asymptoottisesti yhdensuuntainen puolisuoran C@ kanssa
ja puolisuora C'D" samansuuntainen puolisuoran @ kanssa. Tdlloin
(1) C’ E@)\ {C} jos ja vain jos C' € £(CAB).
(2) C € C'D'\ {C"} jos ja vain jos C € £(C'AB).

ToDISTUS. (1) Oletetaan, etta C" € oD \ {C}. Télloin C”Dj@, ja lauseen
2.7 mukaan BDAC. Aksicomaa (H7) kéyttdmailld saadaan edelleen, ettd
C'BAC. Koska AB||CD ja ¢’ € D, niin CC' N AB = 0, oli C'CAB.
Koska C"BAC ja C'CAB, niin C' € £(CAB).

Oletetaan sitten, ettd C" € £(C'AB). Nyt puolisuora 1@ on asymptootti-

e
sesti yhdensuuntainen puolisuoran @ kanssa, joten puolisuora AC" leikkaa
puolisuoraa C"B Koska C" € Cﬁ, niin leikkauspiste on C’, joten C’ € CTﬁ

A

Kuva 2.4. Lause 2.8: kohta (1).

—
(2) Oletetaan, etta C' € C'D"\ {C'}. Nyt CC’}@, silli suorat A5 ja ED ovat
yhdensuuntaiset ja ¢’ € Cﬁ Koska C' € C'D’ ja puolisuorat @ ja C'D’

ovat samansuuntaiset, niin lemman 2.4 perusteella @ C C'D’. Néin ollen
lemman 2.2 mukaan C’* C'x D. Tehdaéin seuraavaksi vastavéiite ja oletetaan,
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etté Bﬁc. Talloin on olemassa piste E € fW siten, ettd B* E * C, jolloin
siis piste £ on kulman £CAB sisilld. Asymptoottisen yhdensuuntaisuuden
médritelmén mukaan puolisuora ﬁ leikkaa suoraa Cﬁ siten, ettd leikkaus-
piste kuuluu puolisuoralle @ Téma leikkauspiste on C” ¢ @ (C'«Cx D),

<
miké on ristiriita, joten BC AC". Koska myos C'C’ j@ , niin piste C' on kulman
£LC"AB sisélla.

—
Kuva 2.5. Lause 2.8: kohta (2); C' € C'D"\ {C'} vain jos C € L(C'AB).

s
Oletetaan sitten, ettd C' € £(C'AB). Jos C' ¢ C'D'\{C"}, niin C' = ' tai
C ¢ C'D'. Jos C = (' niin C ¢ £C'"AB, miké on ristiriita. Jos C ¢ C'D’,
niin puolisuora @ ei ole puolisuoran C'D’ osajoukko, joten C'D’" C @
Néin ollen C" € oD (jaC" # C), joten kohdanA(lg nojalla piste C’ on kulman
K%B sisdlld. Talloin on olemassa piste B € AC” siten, ettd C x E * B, joten
CAC'B. Piste C ei siis ole kulman £C’'AB sisalld, mika on ristiriita. Néin
—
ollen C € C"D"\ {C'}. O

—
Kuva 2.6. Lause 2.8: kohta (2); C € C'D"\ {C'} jos C € L(C'"AB).
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LAUSE 2.9. Olkoon zﬁ asymptoottisesti yhdensuuntainen guolisuomn @ kanssa
ja puolisuorat A'B" ja C'D’ siten, ettd puolisuorat /@ ja A'B’ ovat samansuuntaiset
ja puolisuorat Cﬁ ja C'D" ovat samansuuntaiset. Tdlldin puolisuora A’B’ on asymp-

toottisesti yhdensuuntainen puolisuoran C'D’ kanssa.

TobisTus. Puolisuorat AB ja A’B’ ovat samansuuntaiset ja puolisuorat C'D ja
C'D’" ovat samansuuntaiset, joten A'B’ = 9B ja C'D" = . Néin o_lle_r; suorat
A’'B" ja C'D" ovat yhdensuuntaiset. Riittda siis osoittaa, ettd puolisuora A’P leikkaa
puolisuoraa C’'D’ kaikilla pisteilld P € £(C'A’B’). Jaetaan todistus kahteen osaan,
joissa osoitetaan, ettd

(1) Jos puolisuora zﬁ on asymptoottisesti yhdensuuntainen puolisuoran @
kanssa ja puolisuora A’B’ on samansuuntainen puolisuoran /@ kanssa, niin

puolisuora A’ B’ on asymptoottisesti yhdensuuntainen puolisuoran @ kans-
sa.
(2) Jos puolisuora 1@ on asymptoottisesti yhdensuuntainen puolisuoran Cﬁ

kanssa ja puolisuora C’'D’ on samansuuntainen puolisuoran C 13 kanssa, niin

puolisuora /@ on asymptoottisesti yhdensuuntainen puolisuoran C’D’ kans-
sa.

Yh@;&méﬂlé ndma tiedot saadaan haluttu tulos: nyt kohdan (1) mukaan puoli-
suora A’B’ on asymptoottisesti yhdensuuntainen puolisuoran C"ﬁ kanssa. Néin ollen
kohtaa (2) voidaan soveltaa puolisuoriin A’'B’, @ ja CTD>’ , jolloin siis puolisuora
A’B’ on asymptoottisesti yhdensuuntainen puolisuoran C’D’ kanssa. Liséksi voidaan
olettaa, ettd A" # A ja C' # C, silla muuterﬂgB’ = ﬁ tai CTD>’ = @

Kohta (1). Osoitetaan, ettd puolisuora A’P leikkaa puolisuoraa @ kaikilla pis-
teilla P € L(CA'B’). Oletetaan ensin, ettd A" € 1@, ja etta PA'CD. Osoitetaan
seuraavaksi, ettd P € £(CAB). Koska P € £(CA’B’), niin PCAB oli PCAB. Nyt
A’ € AB, joten A'BAC. Jos lisitksi PA"AC, niin PBAC. Tillsin P € £(CAB).

Jos Pj@A’, niin on olemassa piste £ € % siten, ettd PxExA’. Jos olisi ECDA’,
niin olisi olemassa piste F' € C'D siten, ettd E x F x A’. Koska liséksi P x E * A’ niin
PxFx A eli P%A’. Tamé on ristiriita oletuksen PA’C% kanssa. Siis EA’%.

— ——
Lisdksi AA’ Cﬁ, joten AE@, eli piste E' on puolisuoralla C'A. Néin ollen AFA'C,
ja koska P x E x A’, niin PE1<4TC>' . Néista saadaan, etté PA1<4TC>’. Toisaalta oletettiin,
ettd A’ € ﬁ , ja koska puolisuorat @ ja ﬁ ovat samansuuntaiset, niin lemman
2.4 mukaan /@ C zﬁ Niin ollen A* A’x B’ lemman 2.2 perusteella, joten Ajél’—C)'B'.
Téasté ja siité, etta PAIW saadaan, etti P%B’ , miké on ristiriita, silld piste P on
oletuksen muykaan kulman (CA' B’ sisilli. Siis PAAC tai P € AL

Nyt PA’ ja AA' (ZEH(/%), joten Pﬁ@. Jos P € j@, niin P € CTZL
joten PAA'C'. Aiemmin tode@;, etta AA'C'B’. Yhdistamélla ndmé tiedot saadaan
jalleen sama ristiriita, ettd PA'C'B’. Siis PA’ /ﬁ

Nyt puolisuora ﬁ leikkaa puolisuoraa @, koska puolisuorat 1@ ja (713 ovat
asymptoottisesti yhdensuuntaiset ja P € £(CAB). Olkoon leikkauspiste G. Koska
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KUVA 2.7. Lause 2.9: kohta (1), A’ € AB; PACA'. a) APCD. b) ACDP.

PA Cﬁ, niin suora ITP leikkaa kolmion AACG sivua AG pisteessd P, mika ndhdain
seuraavasti: Nyt PACD ja AATD (@H@), joten PACD. Niiin ollen A % P+ G
tai Px AxG. Jos Px Ax (G, niin P%G. Toisaalta pisteet G ja P ovat kulman {C'AB
sisallé, joten GBZ@ ja PBJ@. Niistd saadaan, etté PGZ& mik& on ristiriita. Siis

Ay
taytyy olla Ax P x G, eli P € AG. Koska suora A’P leikkaa kolmion AACG sivua
AG, Paschin lauseen mukaan se leikkaa myos ainakin toista kolmion AACG sivua.

=
Jos suora A’P leikkaa sivua AC, niin on olemassa leikkauspiste H. Piste H ei voi
<
olla piste A’; sillda muuten j@ = /ﬁ = AA = j@ . Piste H ei voi myoskéaén olla
piste P, koska piste P ei ole suoralla j@ . Koska PA’ jﬁ , niin piste H ei ole myodskaan
pisteiden P ja A’ vélissi. Siis joko H * A"« P tai A’ « P x H.
(_>Jos B A" x P, niin HA'B'P eli H ABP. Toisaalta H # A, silld muuten suorilla
AA" ja AP olisi kaksi eri leikkauspistettd A ja A'. Siis H € AC'\ {A}, joten HCAB.
Koska myds HABP, niin PABC. Témé on ristiriita, silli piste P on kulman £CAB
sisalla.
= = <=

Jos A"« Px H, niin PHA'C'. Nyt H # C, silla muuten suorillM’C’ ja AP olisi
kaksi eri leikkauslgettéi A ja C. Siis H € AC'\ {C}, ijo_t;en AHA'C. Koska liséksi
PHA'C, niin PAA'C'. Edelleen, aiemmin néhtiin, ettd AA'CB’, joten PA'C'B’. Tamé
on ristiriita, silla pis(te_]? on kulman LCA’B’ sisilla.

Saatiin siis, ettd A’ P ei voi leikata sivua AC', joten se leikkaa sivua CG C @ Ol-
koon leikkauspiste I. Nyt [ € @, joten ICA'B’. Koska piste P on kulman £CA’B’
sisdlld, niin PCA’B’. Yhdistamalla tdméa tietoon ICA’'B’ saadaan, ettd IPA'B’, eli
piste I on puolisuoralla A’P. Siis puolisuora A’ B’ on asymptoottisesti yhdensuuntai-
nen puolisuoran C'D kanssa.

Alussa oletettiin, ettd PA’ @ Jos PCﬁA’ , niin on olemassa piste J € Cﬁ siten,
etta P x J = A’. Valitaan piste P’ siten, ettd A" x P’ x J, jolloin siis PPA'CD ja
P e L(CA'B’). Piste P voidaan nyt korvata pisteelld P’ ja tutkia puolisuoran A
sijasta puolisuoraa AP’, jolloin siis piste G on puolisuorien AP’ ja C? leikkauspiste.
Jos piste P on suoralla , niin korvataan se pisteelld, P’ kuten edella.
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b)

KUVA 2.8. Lause 2.9: kohta (1), A’ € AB. a) PACD. b) PODA.

Tutkitaan seuraavaksi tapausta A’ ¢ zﬁ . Olkoon pisteet ) ja R siten, ettd P x
A'xQja@Q*xAxR.

Osoitetaan, ettd R € £L(CAB). Nyt P@Q eli Pf@@ ja Q/@R, joten aksiooman
(H7) mukaan PRAB. Koska P € £(CA'B'), niin PCAB eli POAB. Tisti ja siiti,
ettii PRAB saadaan ROAB aksiooman (H7) avulla.

Koska piste A’ ei ole puolisuoralla jﬁ, niin puolisuora 1@ ei ole puolisuoran
zﬁ osajoukko. Koska puolisuorat ovat kuﬂkim samansuuntaiset, 1@ - ﬁ . Néin
ollen erityisesti piste A on puolisuoralla A’B’ eli LCA'B' = LCA’A (A # A’, koska
A ¢ 1@) Téten puomilauseen nojalla on olemassa piste S € ;4—’]_3) siten, ettd A*xSx*C.
Koska S € /WD ja Px A’x(Q, niin () * A’+ S. Néin ollen QA’%. Koska Q) x* A* R, niin
Q%R. Naistd saadaan, ettd A’ AC'R. Koska lisdksi A’%B (A" ¢ /@ eli A« Ax B),
aksiooman (H7) mukaan RBAC. Koska siis RCAD ja RB%, niin R € L(CAB).

Kuten aiemmin, koska puolisuora E on asymptoottisesti yhdensuuntainen puo-
lisuoran ﬁ kanssa, puolisuora /ﬁ leikkaa puolisuoraa C'D, olkoon leikkauspiste
T. Nyt suora A'P leild(%> kolmion AACT sivua AC (pisteessd S). Jilleen Paschin
&us}een mukaan suora A’P leikkaa myos ainakin toista kolmion AACT sivua. Suora
A'P ei voi leikata sivua AT, ko(_sl><a talloin se leikkaisi suoraa jﬁ kahdessa pisteessi
(toinen leikkauspiste @). Siis AP leikkaa sivua CT C C?, ja vastaavasti kuten ta-
pauksessa A’ € A_) voidaan osoittaa, ettd leikkauspiste on puolisuoralla ﬁ Néin
ollen puolisuora A’B’ on asymptoottisesti yhdensuuntainen puolisuoran @ kanssa.

Kohta (2). Osoitetaan, ettd puolisuora ﬁ leikkaa puolisuoraa C’'D" kaikilla pis-
teillda P € £(C'AB). Jaetaan myos tdmé tarkastelu kahteen osaan.

Oletetaan ensin, ettd C' € @, jolloin lauseen 2.8 mukaan C' € L(CAB). Osoi-
tetaan, ettd P € £(CAB). Koska piste P on kulman £C"AB siséll4, niin PC'AB.
Vastaavasti C”C’@, silla C" € L(CAB). Néistd saadaan, ettéi PCAB. Koska C’ €

—
£(C'AB), niin puomilauseen nojalla on olemassa piste K € AC" siten, ettd B K = C.
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Kuva 2.9. Lause 2.9: kohta (1), A" ¢ AB.

Edelleen piste P on kulman £C'AB = £ K AB sisilld, joten on olemassa myos piste
L e ﬁ siten, ettd Bx Lx K. Tiedoista Bx K *C ja B* L K saadaan, ettd Bx L*C),
joten BL% . Lisdksi PL% , koska piste L on puolisuoralla ﬁ Néin ollen PB% .
Koska lisdaksi PC’;@, on piste P kulman £CAB sisilla.

Kuva 2.10. Lause 2.9: kohta (2), ¢’ € CD.

Koska P € £L(CAB) ja 1@ on asymptoottisesti yhdensuuntainen puolisuoran
C"ﬁ kanssa, niin puolisuora zﬁ leikkaa puolisuoraa C"ﬁ, ol@n leikkauspiste M. Nyt
M € L(C'AB),silli M € AP ja P € £(C'AB). Titen MBAC". Koska C' € £(CAB),
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— ——
niin puomilauseen perusteella puolisuora AC” leikkaa janaa C'B. Néin ollen CAC'B.
Liséiksi%BAC”, joten CAC”]\?._{OS piste M ei<0_1e> puolisuoralla C'D’" eli M xC" % D',
niin M AC"D’. Koska liséiksi CAC’" M, niin C D' AC". Toisaalta C" € @ ja puolisuorat

'Y s ? ; ; | D’ ? a
C'D" ja C'D ovat samansuuntaiset, joten lemman 2.4 nojalla C'D" C CD. Téten
lemman 2.2 perusteella C' x C" x D’ eli CAC'D’, miké on ristiriita, silld aiemmin
saatiin, ettd CD’AC’. Nain ollen M € C'D’, joten puolisuora ﬁ on asymptoottisesti
yhdensuuntainen puolisuoran C’'D’ kanssa.

Tutkitaan sitten tapausta, jossa piste C’ on suoralla Cﬁ, mutta ei puolisuoralla
@. Nyt CC’ Zg , silla ¢" € CD ja suorat Zg ja @ ovat yhdensuuntaiset. Koska
myos PCQ@, niin aksiooman (H7) nojalla PC@. Nyt P%C’, Pe @ tai PC’%.

(1) PACC: Nyt C" ¢ C?ﬁ, joten piste C” ei ole kulman £C'AB sisilld lauseen 2.8
mukaan. Koska kuitenkin CC'AB , niin ¢’ 10 B. Aksicoman (H7) avulla saa-
daan, ettd PBAC, silli PACC!. Siis PCAD ja PBAC, joten piste P on kul-
man £CAB sisélla. Néin ollen puolisuora 1@ leikkaa puolisuoraa @, silla
puolisuora B on asymptoottisesti yhdensuuntainen puolisuoran C'D kans-
sa. Koska C" ¢ @, niin puolisuora CTD>’ ei ole puolisuoran @ osajoukko,
mutta koska puolisuorat ovat kuitenkin samansuuntaiset, niin @ cCD.
Siis puolisuora 1@ leikkaa puolisuoraa CTD>’ .

a) A b) .
/N M
¢ c K D D c /u c D D

Kuva 2.11. Lause 2.9: kohta (2), C" ¢ CD. a) pPaCC. b) PCAC.

(2) P e 1C: Koska nyt PCAB , niin C' € AP. Niiin ollen puolisuora AP leikkaa
puolisuoraa CTD>’ pisteessa C'.

(3) PC”(@: Koska C' € CTD>/7 niin C' € £(C'AB) lauseen 2.8 peruste(?lﬁ). Télloin
CBAC'. Koska myos piste P on kulman %AB sisélld, niin PBAC’. Naista
seuraa aksiooman (H7) mukaan, ettd PCAC". Siis P € £L(C"AC), silld my0s

PC’ j@ . Néin ollen puomilau—sgen nojalla on olemassa piste U € AP siten,
etta C"« U x C, jolloin U € C'C' = C'D’.



2.2. ASYMPTOOTTINEN YHDENSUUNTAISUUS 17

Saatiin siis, etté jokaisessa tapauksessa puolisuora ﬁ leikkaa puolisuoraa
C'D’, eli puolisuora AB on asymptoottisesti yhdensuuntainen puolisuoran
C'D’ kanssa. O

LAusge 2.10. Olkoon 1@ ja @ puolisuoria. Jos zﬁ on asymptoottisesti yhden-
suuntainen puolisuoran C'D kanssa, niin myos CD on asymptoottisesti yhdensuun-
tainen puolisuoran z@ kanssa.

Tobistus. Olkoon W suoran @ normaali siten, ettd C’ € @ Nyt lemman
2.3 mukaan on olemassa puolisuora C’'D’; joka on samansuuntainen puolisuoran C
kanssa. Télloin lauseen 2.9 perusteella puolisuora AB on asymptoottisesti yhdensuun-
tainen puolisuoran C’D’ kanssa. Jos puolisuora C’'D’ on asymptoottisesti yhdensuun-
tainen puolisuoran /@ kanssa, niin edelleen lauseen 2.9 perusteella puolisuora C
on asymptoottisesti yhdensuuntainen puolisuoran AB kanssa. Riittaé siis osoittaa,
ettd puolisuora C'D’ on asymptoottisesti yhdensuuntalnen puohsuoran E kanssa.
Oletetaan, ettd néin ei ole. Koska f@][@ ja C’D’ @ niin C”D’H/Tg Siis on
olemassa piste P € L(AC'D’) siten, ettd puohsuora C’ P ei leikkaa puolisuoraa E
Olkoon jﬁ suoran CW’ normaali siten, ettd E € C' )

Piste P on kulman LAC'D’ sisilld, joten (LAC'P)° < (LAC'D")° = 90. Jos
E x C" x P, niin kulma £LAC'FE on kulman £AC’'P tiaydennyskulma, joten t&lloin
(LAC'E)° > 90. Toisaalta (LAEC") ° = 90, joten kolmiossa AAC’Egl_iii (LAC'E)°+
(LAEC")° > 180, mika on ristiriita. Siis piste E on puolisuoralla C'P. Piste E on
myos samalla puolella suoraa Zg kuin piste C’, silld muuten puolisuora CT]g leikkaisi

suoraa AB. Nyt kulma £ AEC" on suora kulma, joten kulma £ AC'FE on sité pienem-
pi, mista seuraa, etti AE < AC’. Niin ollen on olemassa piste F’ siten, etti A x F'x(C'

ja AE = AF. Koska P € L(AC'D’), niin PD'/W Lauseen 2.7 nojalla BD AC’ jo-

< = — —
ten PBAC". Myos EPAC’, silla E € C'P, joten EBAC” Siis EC"AB ja EBAC', eli
E on kulman £ BAC' 81salla Néin 0@ KBAE < LBAC".

Olkoon G piste siten, etta GEAC' ja LGAC" = ABAE Talloin LGAC" =
ABAE < LBAC". Lisiksi GEAC”Ja EBAC', joten GBAC’ Néin ollen G € £(BAC").
Koska G on kulman Q)AC" siséllé ja puolisuora 1@ on asymptoottisesti yhdensuun-
tainen puolisuoran C’D’ kanssa, niin puolisuora 1@ leikkaa puolisuoraa C’D’, olkoon
leikkauspiste H. Valitaan suora [ siten, ettd se on suoran AC’ normaali, joka kulkee
pisteen F kautta. Koska A x F' % (', Paschin lauseen mukaan suora [ leikkaa myos
ainakin toﬁ)a kolmion AAC'H si\&> Liséksi suora [ ei kulje pisteen C” kautta, jo-
ten [ # <C’_/ZQ’ . Koska [ on suoran C’D’ normaalin normaali, se on yhdensuuntainen
suoran C'D’ kanssa. Suoran [ taytyy siis leikata kolmion sivua AH C zﬁ = zﬁ,
olkoon leikkauspiste I. Olkoon piste J € AB siten, ettd AJ = Al. Nyt AF = AFE,
LIAF = AGAC' 2 {BAE = {JAF ja Al = AJ, joten SKS-sdédnnon nojalla kolmiot
ANAFI ja AAEJ ovat yhtenevit. Néin ollen L AEJ on suora kulma, joten se on yh-
tenevé kulman £ AEP kanssa. Jos PJAE , niin aksiooman (H11) mukaan EJ = EDP
Kulman £ AEP téaydennyskulma on kuitenkin myos yhtenevé kulman £ AFE.J kanssa,
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—
joten joka tapauksessa ﬁ = ﬁ’ Siis puolisuora C’'P leikkaa puolisuoraa 1@ pis-
teessé J, miké on ristiriita. Siis puolisuora C'D on asymptoottisesti yhdensuuntainen
puolisuoran AB kanssa. O

Kuva 2.12. Lause 2.10: asymptoottisen yhdensuuntaisuuden symmetrisyys.

Téasté lahtien voidaan sanoa, ettd “puolisuorat ovat asymptoottisesti yhdensuun-
taiset” ja puhua “ asymptoottisista puolisuorista”, silld relaatio on symmetrinen. Puo-
lisuorien mainitsemisjirjestyksellé ei siis ole valia.

LAUSE 2.11. Olkoon fﬁ, @ ja ﬁ puolisuoria siten, ettd /@ + ﬁ Jos 1@ on
asymptoottisesti yhdensuuntainen puolisuoran CD kanssa ja C D on asymptoottisesti
yhdensuuntainen puolisuoran EF kanssa, niin AB on asymptoottisesti yhdensuuntai-
nen puolisuoran EF kanssa.

TobisTus. Oletetaan aluksi, ettd pisteet A, C' ja E ovat samalla suoralla. Nyt
pisteet B, D ja F ovat kaikki samalla puolella suoraa j@ : Koska puolisuorat E ja
C'D ovat asymptoottisesti yhdensuuntaiset, lauseen 2.7 mukaan BDAC'. Vastaavasti
DFAC. Niista saadaan, etti BFAC (HT).

Jos lisiksi A = F ja FC’;@, niin piste F' on kulman £CAB sisalld. Télloin
asymptoottisen yhdensuuntaisuuden perusteella puolisuoran /ﬁ = ﬁ pitéisi leikata
puolisuoraa C'D, miké on ristiriita, koska suorat ja ovat yhdensuuntaiset.
Jos Fﬁc, niin on olemassa piste G € 1@ siten, ettd F' x G x C. Néin ollen piste
G on kulman LCEF sisilla. Jalleen saadaan vastaava ristiriita siité, ettd puolisuora
ﬁ C ﬁ leikkaa puolisuoraa @, vaikka suorat ﬁ ja Cﬁ ovat yhdensuuntaiset.
Siis A#FE,jaA#C#E (ﬁn?ﬁnﬁ), eli pisteet A, C' ja E ovat eri pisteita.

Olkoon P € £(EAB). Tutkitaan mahdolliset tapaukset A x C' x E, Ax E x C tai
CxAxFE.

Tapaus 1: AxC*E. Osoitetaan ensin, ettéd suorat j@ ja ﬁ ovat yhdensuuntaiset.
Nyt kaikille pisteille H # A suoralla Zg patee, ettd H A@, silld suorat Zg ja

C'D ovat yhdensuuntaiset asymptoottisen yhdensuuntaisuuden mééaritelman nojalla.
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KUvA 2.13. Lause 2.11: A = E. a) FOAB. b) FABC.

Vastaavasti [ E(ﬁ kaikille pisteille I € W , I # FE. Jos on olemassa suorien jﬁ ja
FF 1eikkauspiste J, niin AJOD. Koska lisiksi ACDE (A%C E), niin ECD.J. Témé
on ristiriita, koska piste J on mydos suoralla ﬁ . Siis leikkauspistetté ei voi olla, joten
suorat AB ja ovat yhdensuuntaiset.

Koska puolisuorat 1@ ja C"ﬁ ovat asymptoottisesti yhdensuuntaiset ja P €
L(EAB) = £(CAB), niin puolisuora AP leikkaa puolisuoraa C@, olkoon leikkaus-
piste . Lemman 2.3 mukaan on olemassa puolisuora CTD>’ , joka on samansuuntai-
nen puolisuoran C? kanssa. Néin ollen se on my&s asymptoottisesti yhdensuuntainen
puolisuoran ﬁ kanssa lauseen 2.9 nojalla, silld puolisuorat C'D ja E'F ovat asymp-
toottisesti yhdensuuntaise&lkoon piste @) siten, ettd A x <i’;k Q. Télloin AC'D'Q,
ja koska Ax C * E, niin AC'D'E. Néii(ﬂsaadaan, ((ﬂ)i EQC'D’. Tiedoista AxC" % Q
ja(i;k C * E saadaan myos, ettda AC'EQ ja ACC'E, joista edell&saadaan, etta
CC'EQ. Nyt piste C’ on puolisuoralla @ ja puolisuorat @ ja C'D’" ovat saman-
suuntaiset, joten lemman 2.4 mukaan (C_’l})’ C C"ﬁ Tésta saad(aa_)n, etta C x ' (ﬁ))’
lemman 2.2 perusteella. Né£>ollen CC'ED’, ja koska myos CC'EQ, niin QD'C'E.
Tama yhdessa tiedon EQC”D’ kanssa antaa, ettéd piste Q on kulman £ EC'D’ sisallA.
Nyt puolisuora 55 siis leikkaa puolisuoraa ﬁ , silla CW ja ﬁ ovat asymptootti-
sesti yhdensuuntaiset. Siis myos puolisuora AP leikkaa puolisuoraa FF'.

Tapaus 2: Ax E % C. Suorien AB ja ﬁ yhdensuuntaisuuden todistamiseksi teh-
daan vastaviite ja oletetaan, ettd on olemassa leikkauspiste £’

Oletetaan, ettd £’ € EF \ {E}. Nyt on olemassa piste F” siten, ettd puolisuorat
E'F'ja EF ovat samansuuntaiset (lemma 2.3). Talloin puolisuora E'F” on asymptoot-

tisesti yhdensuuntainen puolisuoran @ kanssa lauseiden 2.9 ja 2.10 nojalla. Olkoon
R piste siten, ettd A x E' x R.
Osoitetaan seuraavaksi, ettd R € £L(CE'F’). Koska A x E'x C ja Ax E' % R, niin

—— —— ——
AFEC eli AEFC ja f(l—E;F’R, &ten RCFE'F'. Tiedoista A x E x C j<a_1>4 x B x R
saadaan myos, ettd AEE'C ja AE'CR, joista edelleen saadaan, ettd RE'C'E. Koska
E ¢ EF \ {E} ja puolisuorat E'F’ ja EF' ovat samansuuntaiset, niin lemman 2.2
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KuvaA 2.14. Lause 2.11: Tapaus 1, Ax C x E.

<~ <~ —
nojalla £ x E' x F”, joten<_E>E’CF’. Koska lisiksi RE'C'E, niin RF'E'C. Aiemmin
todettiin, ettda myos RCE'F’, joten piste R on kulman £CFE'F”’ sisélla.
Néin ollen puolisuora ﬂ% leikkaa puolisuoraa @, eli suorat 1@ ja @ leikkaavat,
miki on ristiriita. Jos £’ = E, niin /TE = jﬁ = jﬁ = j@, joten suorat Zg ja @
leikkaavat. Tamé& on ristiriita, joten £ ¢ ﬁ .

Kuva 2.15. Lause 2.11: Tapaus 2, A x FE x C'; suorien jﬁ ja ﬁ leik-
kauspiste E' € EF \{E}.

Oletetaan sitten, ettd E' ¢ EE oli E'+ E + F. Koska E' € /@, niin lemman 2.3
perusteella on olemassa piste B’ siten, ettd puolisuorat E'B’ ja E ovat samansuun-

taiset. Kuten edelld, puolisuorat E'B’ ja C"ﬁ ovat asymptoottisesti yhdensuuntaiset.
Osoitetaan vield, ettd piste £ on kulman LCFE’'B’ sisélld, jolloin saadaan ristiriita
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samaan tapaan kuin edelld siitd, ettd télloin puolisuoran E'E C pitéisi leikata

puolisuoraa C'D C .
Nyt Ax ExC| joten E € L(CE'A). Téytyy osoittaa vield, ettd L{CE'A = LCE'B,

—=
eli etth A € E'B’. Koska E' * E x F, niin E’jﬁF eli E’%F. Liséksi aiemmin
on todettu, etta BF@, joten E’ﬁB, mistd saadaan, ettd E' *x A x B. Niin ollen
E ¢ zﬁ, eli puolisuora E'B’ ei ole puolisuoran E osajoukko. Koska puolisuorat
ovat kuitenkin samansuuntaiset, niin 1@ C E'B’, joten A€ E'B'.
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Kuva 2.16. Lause 2.11: Tapaus 2, A x E *« C'; suorien j@ ja ﬁ leik-
kauspiste £’ ¢ EF.

Suorien z@ ja ﬁ yhdensuuntaisuus on siis osoitettu. Siirrytéén seuraavaksi tar-
kastelemaan asymptoottisen yhdensuuntaisuuden toista ehtoa.

Kuten edellisessd kohdassa, on olemassa puolisuorien ﬁ ja C"ﬁ leikkauspiste C”.
Nyt suora ﬁ leikkaa kolmion AACC" sivua AC, joten se leikkaa Paschin lauseen
mukaan myo6s ainakin toista sivua. Koska suorat ja ovat yhdensuuntaiset,
suoran ﬁ taytyy leikata sivua AC”, olkoon leikkauspiste K. Nyt A # K # C’, koska
ﬁ\\ﬁ ja C%Hﬁ Niin ollen A K % (", joten KC'"AC. Nyt C' # C' (muuten olisi
PeACeli P ¢ £(CAB)), joten D = CC'. Nyt puolisuorat AB ja CC" ovat asymp-
toottisesti yhdensuuntaiset, joten lauseen 2.7 nojalla BC'AC'. Koska myos KC' j@ ,
niin KB@. Liséksi aiemmin todettiin, etté BF@, joten KF% eli KFjﬁ. Siis
K e ﬁ , eli puolisuora 1@ leikkaa puolisuoraa ﬁ .

Tapaus 3: C'x A x E. Lauseen 2.10 mukaan nyt ﬁ on asymptoottisesti yhden-
suuntainen puolisuoran @ kanssa ja C'D on asymptoottisesti yhdensuuntainen puo-
lisuoran AB kanssa, joten tamé tapaus voidaan késitelld samoin kuin tapaus (2).

Saatiin siis, ettd puolisuora fﬁ’ leikkaa puolisuoraa ﬁ ja ettd A Hﬁ , joten

puolisuorat fﬁ ja ﬁ ovat asymptoottisesti yhdensuuntaiset.
Alussa oletettiin, etté pisteet A, C' ja E ovat samalla suoralla. Jos néin ei ole, niin

toimitaan seuraavasti. Nyt joko A%E tai AEC%. Jos A@E, niin on olemassa
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A
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C

Kuva 2.17. Lause 2.11: Tapaus 2, A x E' % C’; puolisuora ﬁ leikkaa
puolisuoraa ﬁ .

piste C" € @, jolle pétee, ettd A x C' % E. Télloin lemman 2.3 mukaan on olemassa
puolisuora CTD>’ , joka on samansuuntainen puolisuoran @ kanssa. Nyt puolisuora
@ voidaan korvata puolisuoralla C'D’ ja tehdd sama pédttely kuin edelld, silld
lauseen 2.9 nojalla C’ D" on myos asymptoottisesti yhdensuuntainen puolisuorien f@

ja E'F kanssa.

Tarkastellaan sitten tapausta, jossa AE@. Jos kulmat L AC'D ja L EC'D olisivat
yhtenevit, niin pisteet A, C' ja E olisivat samalla suoralla, joten kulmat ovat eri ko-

koiset. Voidaan olettaa, ettdi LEFCD < LACD, jolloin E € £(ACD). Koska CD on
asymptoottisesti yhdensuuntainen puolisuoran z@ kanssa, niin puolisuora ﬁ leik-
kaa puolisuoraa AB. T&lloin on olemassa leikkauspiste A’, ja puolisuora @ voidaan
korvata samansuuntaisella puolisuoralla A’ B’ samaan tapaan kuten edellA. U

2.3. Rajayhdensuuntaisuus

Kootaan lopuksi yhteen edelld osoitetut tiedot. Maéaritelladan rajayhdensuuntai-
siksi sellaiset puolisuorat, jotka ovat joko samansuuntaisia tai asymptoottisesti yh-
densuuntaisia, ja osoitetaan aiempien tulosten avulla, ettd rajayhdensuuntaisuus on
ekvivalenssirelaatio.

MAARITELMA 2.12. Puolisuora 1@ on rajayhdensuuntainen puolisuoran C? kans-
sa eli puolisuoran CD rajapuolisuora (merkitédén AB|||CD), jos se on samansuuntai-
nen tai asymptoottisesti yhdensuuntainen puolisuoran CA‘ﬁ kanssa.

LAUSE 2.13. Rajayhdensuuntaisuus on ekvivalenssirelaatio.

TobpIsTUS. Samansuuntaisille puolisuorille timé on osoitettu lauseessa 2.5. Eri-
tyisesti samansuuntaisuuden refleksiivisyydesté seuraa myos rajayhdensuuntaisuuden
refleksiivisyys. Asymptoottisislle puolisuorille symmetrisyys on osoitettu lauseessa
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2.10 ja transitiivisuus lauseessa 2.11. Riitté4 siis osoittaa transitiivisuus siiné tapauk-
sessa, ettd kaikki puolisuorat eivét ole samansuuntaisia tai asymptoottisia. Jos A
ja C'D ovat samansuuntaiset ja @ ja EF asymptoottiset, niin AB|||EF lauseen 2.9

perusteella, samoin, jos 1@ ja @ ovat asymptoottiset ja C'D ja ﬁ samansuuntai-
set. 0

Nyt kun rajayhdensuuntaisuus on osoitettu ekvivalenssirelaatioksi, puolisuorat
voidaan jakaa sen avulla ekvivalenssiluokkiin.

MAARITELMA 2.14. Puolisuoran AB padty on o = [1@] = {(73 cA: @|||E},
missid A = {1@ : 1@ on puolisuora}.
HuomAuTUs 2.15. Puolisuoran pééty kertoo yksikasitteisesti puolisuoran suun-

nan, joten sen avulla voidaan ottaa kayttoon uusi merkintd. Olkoon AB puolisuora
ja a sen padty. Télloin voidaan merkitda AB = Aa.

c
. E a
D
=)
R

Kuva 2.18. Puolisuorilla zﬁ, C@ ja ﬁ on yhteinen péadty a eli
jﬁ = Ac, @ = Caja ﬁ = Fa. Puolisuorilla f@ ja RS on yhteinen
piiity 3.

Yleistetdéan seuraavaksi padadyn késite koskemaan myos suoria.

MAARITELMA 2.16. Olkoon [ suora ja A« ja B puolisuorat suoralla [ siten, etté
a # (. Talloin « ja B ovat suoran | pdaddyt, ja voidaan merkitad [ = af3.
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Kuva 2.19. Suoralla [ on paddyt « ja (.



LUKU 3

Asymptoottiset kolmiot

Tamén luvun Lauseiden 3.5 ja 3.14 todistukset on otettu Hartshornen kirjasta,
samoin kéyttdmaéani hyperbolinen aksiooma. Lauseiden 3.6 ja 3.7 todistukset ovat
Trudeaun kirjasta, ja seuraus 3.12, lauseet 3.15 ja 3.18 sekéd lemma 3.26 ovat omia
aputuloksiani. Muut todistukset ovat ratkaisujani Hartshornen tehtaviin.

Téahan mennessa kaikki esitetyt tulokset ovat olleet neutraalin geometrian tu-
loksia. Seuraavan hyperbolisen aksiooman kayttodn ottaminen tekee tarkasteltavasta
geometriasta hyperbolista.

(HYP) Olkoon [ = af ja piste P ¢ [. T&lloin on olemassa yksikésitteiset puolisuorat Pa
ja Pf siten, ettd ne eivit ole samalla suoralla.

Kuva 3.1. Hyperbolinen aksiooma: Pisteen P kautta kulkee ainakin
kaksi suoran [ kanssa yhdensuuntaista suoraa.

HuomAauTus 3.1. Hyperbolisessa geometriassa, jossa suoran [ kanssa yhdensuun-
taisia ja tietyn pisteen kautta kulkevia suoria on useampia kuin yksi, asymptoottiset
puolisuorat ovat néistéd suorista lahimpéné suoraa [ ja lahestyvét sitd nimensa mukai-
sesti asymptoottisesti. Euklidisessa geometriassa kaikki suoran [ kanssa yhdensuuntai-
set suorat ovat asymptoottisia méadritelmien 2.6 ja 2.16 mukaan. Ne eivit kuitenkaan
lahesty suoraa [ asymptoottisesti, kuten nimesté voisi padtella. Siksi on kyseenalaista
puhua asymptoottisista suorista tai puolisuorista euklidisessa geometriassa.

3.1. Yksinkertaiset asymptoottiset kolmiot

Maaritellddn aluksi yksinkertainen asymptoottinen kolmio, joka muodostuu asymp-
toottisista puolisuorista.

25
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MAARITELMA 3.2. Olkoon A« ja Ba puolisuoria siten, etté piste B ei ole samalla
suoralla kuin Ac. Téll6in jana AB ja puolisuorat A« ja Ba muodostavat (yksinkertai-
sen) asymptoottisen kolmion ANABa. Puolisuoria Aa ja Ba sanotaan asymptoottisen
kolmion sivuiksi, ja janaa AB sanotaan sivuksi tai kannaksi.

Kuva 3.2. Asymptoottinen kolmio AABa.

HuoMAuTUs 3.3. Samaan tapaan kuin aiemmin puolisuoralle otettiin kayttoon
uusi merkinté, voidaan myos kulmalle ottaa uusia merkintdtapoja paddyn avulla.

Olkoon £ BAC' kulma ja « puolisuoran 1@ péaaty ja [ puolisuoran AC' péaity. Nyt
voidaan merkiti £ BAC = LaAC = ABAfS = £LaAB. Néin ollen asymptoottisen
kolmion AABa kaksi kulmaa ovat L BAa ja £ ABa.

a

¢ B
Kuva 3.3. Kulma LaAp.

Todistetaan seuraavaksi erditéd asymptoottisia kolmioita koskevia tuloksia, muun
muassa ulkokulmaepéyhtélon vastine asymptoottiselle kolmiolle ja kaksi yhtenevyys-
lausetta.

—

LAUSE 3.4. Olkoon NABa asymptoottinen kolmio ja puolisuorat A'C' = A'd/ ja
B'D" siten, ettd {BAa = LB'A'a’, LABa = LA'B'D" ja AB = A'B'. Jos lisiksi
C'D'A'B', niin B'D' = B'o/.

Tobistus. Olkoon piste P’ kulman £ A’ B’ D’ sisélla, jolloin L A'B'P' < L A’B'D" =
£ABa. Niin ollen on olemassa piste P € £(ABa) siten, ettd LABP = LA'B'P'.
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Asymptoottisen yhdensuuntaisuuden méaritelmén mukaan télléin puolisuora ﬁ leik-
kaa puolisuoraa Aa. Merkitaén leikkauspistetté kirjaimella E' ja valitaan puolisuoralta
A’ piste E' siten, ettd A'E' = AF. Lisiksi oletusten mukaan £ BAE = { BAa =
AB'A'a/ = AB'A'E" ja AB =2 A'B’, joten SKS-sddnnon nojalla kolmiot NABE
ja AA'B'E’ ovat yhtenevit. Téastd saadaan, ettd LA'B'E’ =2 L{ABE = {ABP =
LA'B'P . Koska E' € Ao = A'C’, niin C"E’'A'B’, ja oletuksen perusteella C'D'A’B’,
joten D'E'A'B’. Nyt piste P’ on kulman £A'B'D’ sisélla, joten D'P'A’B’. Lisiksi
D'E'A'B’, jolloin E'P'A'B’. Koska L{A'B'E' = LA'B'P' ja E'P'A’B’, niin piste E’
on puolisuoralla B'P’, jolloin puolisuorat B'P’ ja A'a/ siis leikkaavat.

—
Kuva 3.4. Lause 3.4: puolisuora B’ P’ leikkaa puolisuoraa A'«/’.

—— —

Osoitetaan vield, ettd suorat B'D’ ja A’C" ovat yhdensuuntaiset. Tehddin V&_S_t_)&-
véite ja oletetaan, ettd on olemassa leikkauspiste F”. Oletetaan aluksi, ettd [’ € A'a/.
Olkoon nyt piste F' € Aq siten, ettd A'F’ =2 AF. Talloin kuten edelld SKS-saénnon
nojalla ANABF = NA'B'F’, josta saadaan, ettd {ABF = LA'B'F' = LA'B'D" =
£ ABa. Olkoon piste D puolisuoralla Ba, jolloin lauseen 2.7 perusteella DF f@ . Nyt
siis {ABF %ﬁBa = LABD ja DF@, joten F' € %, mik& on ristiriita.

Jos F' ¢ A’d/, niin valitaan piste F' siten, ettd F'x A x FE ja AF = A'F’. Olkoon
liséiksi piste G siten, ettd G * B x D. Nyt kulmat £ BAF ja £ B'A'F’ ovat yhtenevien
kulmien £ BA« ja £ B’ A'a/ vieruskulmina yhtenevit. Vastaavasti L ABG = L A'B'F’,
silla KABD = £LA'B'D’. Kuten aiemmin, SKS-lauseen mukaan kolmiot AABF' ja
ANA'B'F’ ovat yhtenevét, jolloin {ABF = L A'B'F' =2 L ABG. Koska F'x A x E, niin
FABE. Lisiksi DEAB (lause 2.7), joten FABD. Tiedosta G * B * D saadaan, etti
GABD, jolloin FGAB. Nyt siis {ABF = {ABG ja FGAB, joten F € BD, miki
on ristiriita. . N

Puolisuorat A’/ ja B'D’ ovat siis asymptoottisesti yhdensuuntaiset, eli B’D" =
B'd. 0

LAUSE 3.5. (Ulkokulmaepdyhtils) Olkoon ANABa asymptoottinen kolmio ja piste
C siten, ettd Ax BxC'. Tdlloin kulma £C Ba on aidosti suurempi kuin kulma £ BAao.
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b)

S S .
Kuva 3.5. Lause 3.4: suorat B'D’ ja A'C" ovat yhdensuuntaiset. a)
— -
Fre Ad/.b) F' ¢ Ad.

TobisTus. Olkoon pisteet D € Aa, E € Ba ja F siten, ettd F' x B x E. Talloin
kulmat L{CBE = £CBa ja £ ABF ovat ristikulmina yhtenevét. Olkoon liséksi ﬁ
puolisuora siten, ettdi L BAG = L{ABF ja DG@ . Talloin vuorokulmalauseen mu-

kaan suorat AG ja ovat yhdensuuntaiset. Néin ollen piste G ei voi olla kulman
ABAa = £BAD sisilld, koska télloin asymptoottisen yhdensuuntaisuuden mééri-

telmén mukaan puolisuora AG leikkaisi puolisuoraa BFE. Koska kuitenkin DGAB,
taytyy olla GADB tai G € E Jos GADB, niin on olemassa piste H € jﬁ si-
ten, ettd B x H x G. Talloin HGZg, ja koska myds DGZg, niin DH/Tg eli piste H
on puolisuoralla ﬁ Tiedosta B * H * G saadaan myos, ettd H € £(BAG), jolloin

{BAD = {BAH < £{BAG. Jos G € AD, niin {BAD — £BAG. Saatiin siis, etti

({BA«)° = ({BAD)° < ({BAG)° = ({ABF)° = ({CBE)° = ({CBa)°.
Oletetaan, ettd L BAa = £C Ba. Olkoon piste I siten, ettd I * A * D. Osoitetaan

seuraavaksi lauseen 3.4 avulla, ettd puolisuorat ﬁ ja BE sekd jana AB muodostavat

asymptoottisen kolmion. Olkoon S puolisuoran BF' paity. Nyt L BAD = L BAa =
L£CBa = £CBE = LABF, jolloin myts £ BAI =2 L ABFE. Lisiksi AB = BA. Koska

FxBxFEjalxAxD ja, niin FABE ja ]j@D. Lauseen 2.7 nojalla DE@, misté
yhdessé tiedon FjﬁE kanssa saadaan, ettd F}@D. Liséksi [f@D, joten Fljﬁ.
Lauseen 3.4 ehdot siis tayttyvét, joten ﬂ = Af. Taméi on kuitenkin ristiriita hy-

perbolig aksiooman kanssa, silld puolisuorat ﬁ ja Al ovat samalla suoralla ja
= : O
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A G

D
L a
B E
c
Kuva 3.6. Lause 3.5: ({BA«a)° < (£CBa)°.
N A D
B a

Kuva 3.7. Lause 3.5: LBAa = £C Ba.

LAUSE 3.6. (Kulma-sivu, KS) Olkoon AABa ja AA'B'o’ asymptoottisia kolmioita
siten, ettd L ABa = LA'B'a’ ja AB = A'B’. Tilloin {BAa = AB'A'd/.

TobisTus. Tehdéddn vastaviite ja oletetaan, ettd kulmat £ BAa ja £ B'A'a’ ei-
véit ole yhtenevit. Voidaan olettaa, etti L BAa > A B'A'a’. Talléin on olemassa
piste C' € L(BAa«) siten, etti L{BAC = AB'A'a’. Koska puolisuorat Aa ja Ba

ovat asymptoottisesti yhdensuuntaiset, puolisuora 1@ leikkaa puolisuoraa Ba. Ol-
koon leikkauspiste D ja piste D' € B’a/ siten, ettd BD = B'D’. Nyt AB = A'B’,
£ABD = {ABa = LA'B'o/ = L{A'B'D’ ja BD = B'D’, joten kolmiot AABD ja
AA'B'D' ovat yhtenevit (SKS). Néin ollen L B'A’D' 2 {BAD = {BAC = AB'A'd.
Olkoon E’ € A'd/, jolloin siis Ao/ = A'E’. Koska D' € B'a/, niin B'a’ = B'D’. Nyt
puolisuorat A’E’ ja B'D’ ovat asymptoottisesti yhdensuuntaiset, joten lauseen 2.7
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mukaan D'E’'A'B’. Lisiksi AB'A'D' =2 L B'A'a’ = L{B'A'F’, joten A'E' = A'D’. Té-
mé on ristiriita, silld puolisuora A'E’ = A’a’ ei leikkaa puolisuoraa B’«’, kun taas
puolisuora A'D’ leikkaa. Néin ollen kulmat £ BA«a ja £ B’ A’a’ ovat yhteneviit. O

Kuva 3.8. Lause 3.6: Kulma-sivu-séanto (KS).

LAuse 3.7. (Kulma-kulma, KK) Olkoon ANAB«a ja AA'B'o’ asymptoottisia kol-
mioita siten, ettd L ABa = LA'B'a’ ja {BAa = L B'A'd’. Talloin AB = A'B'.

TobpisTus. Tehddin vastaviite ja oletetaan, ettd janat AB ja A’B’ eivit ole yh-
tenevit. Voidaan olettaa, ettd AB < A’B’. Télloin on olemassa piste C” siten, etté
A'x C"x B ja A/C" = AB. Edelleen on olemassa puolisuora C’o/, jolloin AA'C'o/
on asymptoottinen kolmio. Kolmioissa AAB«a ja AA'C'a’ on L BAa = LB'A'd =
LC'A'd ja A/C" =2 AB, joten KS-lauseen mukaan £ A'C'a/ &2 LABa = LA'B'd.
Toisaalta myos AB'C'a’ on asymptoottinen kolmio, joten lauseen 3.5 perusteella
LA'C'd' > LA'B'a/, miké on ristiriita. Siis janat AB ja A’B’ ovat yhtenevit. O

Kuva 3.9. Lause 3.7: Kulma-kulma-sianto (KK).

3.2. Kaksinkertaiset asymptoottiset kolmiot

Siirrytédn seuraavaksi tarkastelemaan kolmioita, joiden kérkipisteista kaksi on d&-
rettomyyspisteita, eli kaksinkertaisia asymptoottisia kolmioita. Téllaiset kolmiot muo-
dostuvat kulmasta ja suorasta, joka ldhestyy kulman molempia kylkid asymptootti-
sesti. Téllaisen niin sanotun kulman sulkevan suoran olemassaolon todistusta varten
tarvitaan muutamia mééritelmia ja aputuloksia.
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a

B

Kuva 3.10. Kaksinkertainen asymptoottinen kolmio AAa/3 ja kulman
£LaAp sulkeva suora [.

MAARITELMA 3.8. Olkoon [ = af ja m yhdensuuntaisia suoria. Jos suoralla m on
padty « tai 8, suorat [ ja m ovat asymptoottisesti yhdensuuntaiset. Muuten ne ovat
normaalisti yhdensuuntaiset.

a) b)

Kuva 3.11. a) Asymptoottisesti yhdensuuntaiset suorat [ ja m. b)
Normaalisti yhdensuuntaiset suorat [ ja m.

HuomAuTUs 3.9. Méaritelméa 3.8 siis yleistdd asymptoottisen yhdensuuntaisuu-
den koskemaan suoria. Huomaa my0s, ettd suoralla m ei voi olla molempia péaatyja
a ja (: Jos piste P € m jam = «f, niin P ¢ [ (I||m) ja puolisuorat Pa ja Pf
ovat samalla suoralla m. Tdmé ei kuitenkaan hyperbolisen aksiooman mukaan ole
mahdollista.

LEMMA 3.10. Olkoon | ja m normaalisti yhdensuuntaiset suorat. Tdlloin on ole-
massa tasmdlleen yksi suora n, joka on normaali molemmille suorille | ja m.

TobisTtus. Todistuksessa hyodynnetdén niin sanottuja Saccherin nelikulmioita ja
niihin liittyvad tulosta. Olkoon JABC'D nelikulmio. Jos kulmat L BAD ja £LABC
ovat suoria kulmia ja AD = BC|, niin JABCD on Saccherin nelikulmio. Tallaiselle
nelikulmiolle pétee, ettd janojen AB ja C'D keskipisteet yhdistdva suora on normaali
molemmille suorille AB ja C'D.

Valitaan nyt pisteet P, (0, R ja S siten, etté pisteet P ja R ovat suoralla [, pisteet
Q@ ja S ovat suoralla m, 1m ja 1Im. Jos PQ = RS, niin OOPQSR on Sacche-
rin nelikulmio, jolloin janojen PR ja QS keskipisteet yhdistdva suora on normaali n.



32 3. ASYMPTOOTTISET KOLMIOT

Jos janat P(Q ja RS eivit ole yhtenevét, niin todistuksessa konstruoidaan yhtenevét
janat E'F' ja HG siten, ettd muodostuu Saccherin nelikulmio, johon edelld mainittua
tulosta voidaan kayttaa. Yksikasitteisyys perustuu siithen, etté jos olisi kaksi yhteis-
td normaalia, niin muodostuisi suorakulmio, miké ei ole mahdollista hyperbolisessa
geometriassa. Katso yksityiskohdat [1,s. 377-378], [3,s. 215-217]. O

-t I/

Kuva 3.12. Lemma 3.10: normaalisti yhdensuuntaisilla suorilla on tés-
mélleen yksi yhteinen normaali.

LEMMA 3.11. Olkoon LJABCD nelikulmio, jossa kulmat L BAD ja £ ABC' ovat
suoria kulmia. Talloin LBCD < £LADC' jos ja vain jos AD < BC.

ToDISTUS. Sivuutetaan, ks. [1,s. 307]. O

A D

]

Kuva 3.13. Lemma 3.11: £BCD < LADC jos ja vain jos AD < BC.
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SEURAUS 3.12. Olkoon OABC D nelikulmio, jossa kulmat L BAD ja £ ABC' ovat
suoria kulmia. Jos £ BCD = LADC', niin AD = BC'.

TobisTtus. Tehdéddn vastaviite ja oletetaan, ettd AD < BC'. Télloin lemman 3.11
mukaan £ BCD < £LADC, miké on ristiriita. Jos BC' < AD, niin £ ADC < £BCD,
mikéd on myos ristiriita, joten AD = BC. U

Nyt voidaan méaéritelld kulman sulkeva suora ja todistaa sen olemassaolo ja yksi-
késitteisyys.

MAARITELMA 3.13. Suora [ = af on kulman £aAS sulkeva suora.

Kuva 3.14. Kulman £aAf sulkeva suora [.

LAusE 3.14. On olemassa tdsmdlleen yksi kulman £aAB sulkeva suora.

Tobistus. Olkoon B € Aa ja B’ € AfS siten, ettd AB = AB’, ja pisteet C
ja C' siten, ettd A x B x C' ja A x B’ x C'. Nyt hyperbolisen aksiooman mukaan
on olemassa puolisuorat B ja B'«, jolloin muodostuvat kulmat £CBf ja £C'B'a.
Olkoon puolisuora Eﬁ kulman £C Bf puolittaja ja puolisuora B’D’ kulman £C'B’«a
puolittaja. Aymptoottisissa kolmioissa AABS ja AAB'a on {BAS = AB'Aa ja
AB = AB', joten KS-yhtenevyyslauseen perusteella kulmat £ ABf ja L AB'a ovat
yhtenevat. Néin ollen myos ﬂi}en vieruskulmat LCBf ja C'B’'a ovat yhtenevit.
Edelleen puolisuorat Eﬁ ja B'D’ ovat nédiden yhtenevien kulmien puolittajat, joten
kaikki nelja kulmaa £{CBD, £ DB, £C'B'D’ ja £ D' B’ ovat yhtenevit. Nyt on nelji
vaihtoehtoa: ﬁ = W, suorat ﬁ ja B'D’ leikkaavat yhdessd pisteessi, ne ovat
asymptoottisesti yhdensuuntaiset tai ne ovat normaalisti yhdensuuntaiset. Tutkitaan
kaikki nelja tapausta.

Tapaus 1: % = W Olkoon piste £ € Bf. Nyt puolisuora ﬁ on kulman
£LCBf = £CBE puolittaja, joten se on kyseisen kulman sisélld. Néin ollen DE
eli DE;@. Liséksi lauseen 2.7 nojalla C/Ej@, joten C’D%Tg. Koska B’C’jﬁ (A *
B’ ("), niin B’ Dj@, joten piste B’ on puolisuoralla BD. Nyt siis myos piste B’ on
kulman £C'BFE sisélli. Lisdksi A BxC, joten I € £(ABB’). Puomilauseen mukaan
talloin puolisuora ﬁ leikkaa janaa AB’ C ;4—5’ , miké on ristiriita, silla puolisuorat

AB' = Ap ja lﬁ = Bf ovat asymptoottisesti yhdensuuntaiset. Tapaus 1 ei siis ole
mahdollinen.
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B

Kuva 3.15. Lause 3.14: kulmat £CBD, LADBp, £C'B'D’ ja £D'B'«
ovat yhtenevit.

—
Kuva 3.16. Lause 3.14: Tapaus 1, % =B'D.

Tapaus 2: Suorat % ja B'D' leikkaavat yhdessa pisteessia. Olkoon leikkauspiste

P, ja oletetaan, ettd se on puolisuoralla B Osmtetaan ettd se on talléin myos
—> —

puolisuoralla (ﬂ)' Koska P € ﬁ niin DP(B_B’> Nyt A * B x C, joten ABB'C, ja
vastaavasti ABB’C’ Naistd saadaan, ettd CC’BB’ Koska A*B'«(C", niin lemman 2.2
perusteella B'C" C AB’ joten puolisuorat AB’ Ap ja B'C" ovat samansuuntalset
Nain ollen B'C" = B'p. Nyg € B'fjaFE € Bp, Jotenﬁseen 2.7 mukaan C’EBB’
Tama yhdessi tiedon CC’'BB’ kanssa antaa, ettd C EBB’. Aiemmin todettiin, ettd
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puolisuora ﬁ on kulman £C'BE sisélla. Télloin puomilauseen mukaan on olemassa
piste F' € Eﬁ siten, ettd C' x F' x E. Jos Cﬁ)’F, niin on olemassa &)e G e ﬁ
siten, ettd C'x G x F'. Koska lisdksi C' F*&niin CxGxE. Téil(ﬂn CBB'E, mika on
ristiriita, silld edelld néytettiin, ettd CEBB’. Nain ollen CFBB’. Koska piste F' on
puolisuoralla lﬁ, niin lisaksi DF ﬁ , joten CD?R . Vastaavasti voidaan osoittaa,
<~ <~ <~ —
etté (C’_’l))’BB’. Koska CC’BBJL C’DBB’,(EH}l C'DBB'. Lisdksi C'D'BB’, joten
DD'BB’. Edelleen, koska DPBB’, niin D'PBB’. Siis piste P on myos puolisuoralla
BD.

Kolmio AABB’ on tasakylkinen, joten £ ABB’ = £ AB’'B, ja alemmin todet-
tiin, ettd L ABS = L AB'a. Koska piste B’ # A on puolisuoralla AS, niin lauseen
2.8 nojalla B" € £(ABf). Vastaavasti B € £(AB'a). Nyt siis {ABB' = £AB'B,
LABB = LAB'a, B' € L(ABp) ja B € L(AB'a), joten £B'Bf = {BB'«.

Osoitetaan, etté piste £ on kulman £ B’ BD sisélla. Edelld naytettiin, etti C’DB<—>B’

<~ < —
ja CEBB', jolloin EDBB'. Koska puolisuorat AB’ ja lﬁ ovat asymptoottisesti yh-
densuuntaiset, jTB’ ||ﬁ Nain ollen AB’ ﬁ . Liséiksi A*x BxC, jolloin Aﬁ(j, Niistéa
saadaan, etté B’ﬁC, joten on olemassa piste H € ﬁ siten, ettd B’ « H x C. Nyt
H € BE \ {B}, mikd ndhdddn seuraavasti: Jos H * B x E, niin EBB'H. Lisiksi
B'x H xC, joten C’Hé?B’. Néin ollen CLWE, miké on ristiriita. Siis H € ﬁ Lisék-
si H # B, koska muuten AB = 4H = CH = B'C = AB'. Koska H € BE \ {B} ja
puolisuora ﬁ on kulman £CBE = £CBH puolittaja, on puomilauseen perusteella
olemassa piste I € @ siten, ettd H * [« C'. Liséksi B'x H xC, joten B’ x I xC, jolloin
B’%C’. Piste F' € Eﬁ valittiin siten, ettd C' % F' x E, joten C BDE. Tésta ja siit,
<
ettii B'BDC saadaan, etti EB'BD.Koska EDBB' ja EB'BD, niin E € £(B'BD).

Olkoon piste E’ € B'«. Télloin voidaan vastaavasti osoittaa, ettd £’ € £(BB'D'").
Nyt {DBE = ADBf = LD'B'a = {D'B'E', {BBE = A{B'Bf = {BB'a =
ABB'E'|FE € £(B'BD) ja E' € £(BB'D'"). Niisté saadaan, etti { B'BP = {B'BD =~
ABB'D' = {BB'P. Nyt siis {B'BP = {BB'P, BB’ = B'B ja {BB'P = {B'BP,
joten KSK-lauseen nojalla ABB'P = AB'BP. Talloin BP = B'P. Koska lisdksi
£ PBa = £ PB'a, niin asymptoottisissa kolmioissa ABPa ja AB'Pa kulmat £ BPa
ja £ B'Pa ovat yhtenevat KS-lauseen perusteella.

Olkoon J € Pa. Osoitetaan seuraavaksi, ettd BB’ ff? Koska AxBx(C', niin lemman
2.2 perusteella B? - zﬁ , joten puolisuorat AB = A« ja B? ovat samansuuntaiset.
Tillsin BC = Ba. Nyt C € Ba ja J € Pa, joten CJBP eli CJBD lauseen 2.7
perusteella. Lisiksi B'BDC, joten B’BD.J. Néin ollen on olemassa piste K €
siten, etta B % K # J, jolloin B'KID ja JKB'P. Jos BIPK, niin B * P x K, jolloin

— —— —— —
BB'PK. Lisiksi JKB'P, joten BB'P.J. Toisaalta F' € B'aja J € Pa, joten E’J(B—’f
(lause 2.7). Edelleen, piste E’ on kulman £ BB’ D’ sisélla, jolloin BE'B'D’ eli BE'B'P.

R
Néiis%saadaan, ettd BJB'P, mika on ristiriita. Siis BKf]_}%, ja lisiksi B’Kf]_}%, joten
BB'JP.
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—
Nyt {BPJ = {BPa =~ {B'Pa — £B'PJ ja BB'JP, joten PB — PB'. Niin

ollen = B’D’, miké on ristiriita. Siis leikkauspiste P ei voi olla puolisuorilla B

ja B'D’.

Kuva 3.17. Lause 3.14: Tapaus 2; suorien % ja B'D’ leikkauspiste
P on puolisuorilla ﬁ ja B'D'".

Tutkitaa}ﬂ)ielé tapauMssa piste P ei ole puolisuoralla gﬁ Télloin DB_<—B;’ P, ja
lisiaksi DD'BB’, joten D'BB'P. Siis piste P ei ole myoskéaéin puolisuoralla B’D’. Nyt
ABDC (Ax BxC) ja B'BDC (tdhén ei tarvittu oletusta P € ﬁ), joten AB'BD
eli AB’ ﬁ’ Koska tilanne on symmetrinen, myos AB<BT>D, joten piste A on kulman
£ BPB' sisilla. Talloin puomilauseen perusteella on olemassa piste ) € P—1>4 siten,
ettd B x Q x B’ (jolloin Q € L(BAB")).

Osoitetaan seuraavaksi, ettd puolisuora @ on kulman £BAB’ puolittaja. Nyt
AxBxC' ja PxBxD, joten kulmat L ABP ja £C BD ovat ristikulmina yhtenevit. Vas-
taavasti LAB'P = LC'B'D’, ja lisiksi LCBD = LC'B'D’, joten 41213;}; = 4(14_B>’P.
Osoitetaan sitten, ettd A € £(B'BP). Edella on osoitettu, ettd CDBB' ja ABB'C,

< — —
joten ABB'D. Lisét(kiif ¢ Eﬁ, joten PBB'D. Tama yhdessa tiedon ABB'D kans-
sa antaa, ettdi APBB’. Piste A on siis kulman £B'BP sisilld, koska AB’E’ on
osoitettu jo aiemmin. Vastaavasti voidaan nayttdd, ettd A € £(BB'P). Nyt siis
KLABP = LAB'P, {ABB" = LAB'B, A € L(B'BP) ja A € A(BB'P), joten
AB'BP = ABB'P. Tasta seuraa, ettd BP = B'P. Lisdksi {ABP = {AB'P ja
AB = AB’, joten SKS-sdannon nojalla kolmiot AABP ja AAB'P ovat yhteneviét.
Naiin ollen £ BAP = £ B'AP. Osoitetaan sitten, ettd P * A x (). Koska P ei ole puoli-

suoralla B?, niin P@D. Liséksi aiemmin on osoitettu, etta B/D/ﬁ, joten B'ABP.
Koska B * Q * B', niin B'QAB, joten PABQ. Siis P+ A% Q ja {BAP =~ {B'AP,
joten £ BAQ = £ B'AQ). Saatiin siis, ettd puolisuora @ puolittaa kulman £ BAB’.
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Merkitédén (£LCBD)° = (£LABP)° = 6 ja ({BAQ)° = ¢. Nyt P x A% @, jo-
ten ulkokulmaepéyhtilo sovellettuna kolmioon AABP antaa, ettd § = ({ABP)° <
(LBAQ)° = . Néin ollen ({CBE)° = 20 < 2p = ({BAB’)°. Tamé on kuiten-
kin ristiriita asymptoottisen ulkokulmaepéyhtélon kanssa, jonka mukaan £ BAB' =
ABAP < £CBf = LCBE (sovellettuna asymptoottiseen kolmioon AABf).

Suorat ja B'D’ ovat siis yhdensuuntaiset.

Kuva 3.18. Lause 3.14: Tapaus 2; suorien @ ja B'D’ leikkauspiste
P on puolisuorien Eﬁ ja B'D’ vastakkaisilla puolisuorilla.

Tapaus 3: Suorat ﬁ ja E’—ﬁ)’ ovat asymptoottisesti yhdensuuntaiset. Olkoon pis-
te L' siten, ettd L'« B' x D', ja oletetaanﬂé puolisuorat Eﬁ ja ﬁ ovat asymip-
toottisesti yhdensuunta(isitg Talloin DL' BB’ lauseen 2.7 nojalla. Lisdksi D'BB'L’
(L'« B'x D'), joten DBB'D’. Taméi on ristiriita, silli aiemmin on osoitettu, etti
DD'BB’. Nain ollen puolisuora ﬁ ja puolisuoran ﬁ vastakkainen puolisuora ei-
vét voi olla asymptoottisesti yhdensuuntaiset. Vastaavasti voidaan néayttaa, ettd puo-

lisuora B’D’ ja puolisuoran ﬁ vastakkainen puolisuora eivit ole asymptoottisesti
yhdensuuntaiset.
—

Oletetaan sitten, ettd puolisuorat ﬁ ja B'D' ovat asymptoottisesti yhdensuun-
taiset ja olkoon 7 niiden yhteinen péadty. Aiemmin todettiin, ettd on olemassa piste
I € BD siten, ettd B« I xC, mista seuraa, etta piste I on kulman £ B'BC = {B’'Ba
sisélld, joten B—[> = Eﬁ leikkaa puolisuoraa B’a. Olkoon leikkauspisﬂ/[ , ja ol-
kooﬂ ja O pisteet siten, ettd B x M * N ja B' « M % O, jolloin MO = M«
ja MN = M~. Nyt AMBa = ADBC = AD'B'a = £D'B’'M ja ristikulmina
ABMa = ABMO' =2 KB'MN = AB'M~. Néin ollen BM = B'M KK-lauseen
nojalla sovellettuna asymptoottisiin kolmioihin ABMa ja AB’'M~. Nyt siis kolmio
ABB'M on tasakylkinen, joten £ BPBM = {BB'M = {BB'a = £B'Bf. Toisaalta
AB'Bf = 4AB'BE < AB'BD = £B'BM, koska FE € £(B'BD). Saatiin siis ristiriita,
joten puolisuorat ﬁ ja ﬁ eivit ole asymptoottisesti yhdensuuntaiset.



38 3. ASYMPTOOTTISET KOLMIOT

B

Kuva 3.19. Lause 3.14: Tapaus 3, puolisuorat BD ja B'D’ ovat asymp-
toottisesti yhdensuuntaiset.

Oletetaan vield, ettd puolisuorien BD ja B’ D’ vastakkaiset puolisuorat ovat asymp-
toottisesti yhdensuuntaiset ja ettd niiden yhteinen pééty on d. Hyperbolisen aksioo-

man mukaan on olemassa puolisuora AR = Ad. Nyt A x B % C, joten ulkokulmae-
payhtélo sovellettuna kolmioon AABJ§ antaa, etti L BA) < LCB6. Olkoon S, T ja
T’ pisteiti siten, ettd R* Ax S, T* B*x D jaT x B x D'.

Osoitetaan, ettd puolisuora ﬁ on kulman £ BAB’ puolittaja. Ensinndkin S €
£(BAB'): Symmetrian perusteella riittdd osoittaa, ettd B'’SAB. Lauseen 2.7 mukaan
RT@, ja lisiksi RfﬁS (Rx AxS), joten SI@T. Koska T+ B* D, niin Df@T. Nain

ollen DSAB. Lisiiksi aiemmin on osoitettu, ettéd B’D%ﬁ, joten B'SAB. Nyt AxBxC
jaT*BxD, joten kulmat L ABT ja £CBD ovat ristikulmina yhtenevit. Vastaavasti
LAB'T" = LC'"B'D’. Naista saadaan, ettd LAB) = L{ABT = LCBD = LC'B'D' =
LAB'"T" = LAB'). Lisidksi AB = AB’, joten KS-lauseen perusteella asymptoottiset
kolmiot AABJ ja AAB'S ovat yhtenevit. Néin ollen A BAR = ABA0 = AB'Aj =
£B'AR, jolloin my6s £ BAS = £B'AS (RxAxS). Puolisuora B siis puolittaa kulman
£ABAB'. Nyt {BAR = {BA) < LCB§ = £CBT, R« Ax S jaT«B=xD, joten p =
£BAS > LCBD = 0. Tésta seuraa ristiriita asymptoottisen ulkokulmaepéyhtélon
kanssa kuten edell. PN

Tapaus 4: Suorat % ja B'D’ ovat normaalisti yhdensuuntaiset. Nyt lemman
3.10 mukaan on olemassa yksikésitteinen suora [ siten, etté se on normaali molemmil-

— —
le suorille % ja B'D'. Olkoon U suorien ﬁ ja [ leikkauspiste ja U’ suorien B'D’ ja
[ leikkauspiste. Osoitetaan, ettd [ on kulman £aApS sulkeva suora. Riittda osoittaa,
ettd puolisuora U« on suoralla [, silld symmetrian vuoksi vastaavasti voidaan osoit-
taa, ettd myos puolisuora U’ on suoralla [. Tehdddn vastaviite ja oletetaan, etté
puolisuora U« ei ole suoralla [. Jos puolisuorat U« ja U'« olisivat samansuuntaiset,
niin ne olisivat samalla suoralla [, joten ne ovat asymptoottisesti yhdensuuntaiset.
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Kuva 3.20. Lause 3.14: Tapaus 3, puolisuorien BD ja B’'D’ vastak-
kaiset puolisuorat ovat asymptoottisesti yhdensuuntaiset.

Koska maaritelmén mukaan puolisuorat U« ja U’'a ovat yhdensuuntaisilla suorilla,
puolisuora U’« ei voi olla suoralla [, koska U € [. Siis kumpikaan puolisuorista U« ja
U'« ei ole suoralla [. PN

Oletetaan, ettd U = B ja U’ # B’. Koska suorat ﬁ) ja B'D’ ovat yhdensuun-
taiset, niin BU'BD. Jos ({B'BD)° < 90, niin L{B'BD < LU'BD, joten B' €
L(U'BD). Téllsin puomilauseen mukaan on olemassa piste V' € BB’ siten, ettéd
DV xU', eli D<B—B>’U’. Liséksi DD’W, joten D'BB'U" eli U’ x B’ x D'. Koska
kolmio ABB'U’ on suorakulmainen, niin ({BB'U’)° < 90, jolloin (£BB'D’")° > 90
(vieruskulmat). Aiemmin on osoitettu, ettd kulmat £B'BD ja £ BB'D’ ovat yhtene-
viit, joten (LB'BD)° = ({BB'D')° > 90, miki on ristiriita. Jos (4B'BD)° > 90,
niin piste U’ on kulman £B'BD sisilld. Télloin U’D<B—>B’, ja liséksi DD’@, joten
DU’ <B—B>’ . Néin ollen piste U’ on puolisuoralla B’—D>’ . Kuten edelld, suorakulmaisessa
kolmiossa ABB'U on ({BB'U)° < 90, joten ({BB'D')° = ({BB'U)° < 90. Toisaal-
ta ({BB'D")° = ({B'BD)° > 90. Saatiin siis jalleen ristiriita.

Oletetameuraavaksi, ettd U’ = B’. Alemmin on osoitettu, ettd puolisuorilla Eﬁ
ja B'a = B'E’ on leikkauspiste M, ja valittu piste N siten, ettd B * M x N. Nyt
suorakulmaisessa kolmiossa ABB'M on ({BB'M)° + (£ BM B’)° < 90. Piste M on
kulman £ BB'D' sisélla, koska B’ € £L(BB'D') ja M € B'E’. Niiin ollen (LBB'M)°+
(LD'B'M)° = 90. Téasté saadaan, ettd (LBMB')° < 90 — ({BB'M)° =90 — (90 —
(LD'B'M)°) = (LD'B'M)° = (£D'B'a)° = 6. Nyt kulmat <BMB' ja £NMa
ovat ristikulmina yhtenevit. Toisaalta £ NMa on asymptoottisen kolmion ABM«
ulkokulma, joten lauseen 3.5 nojalla ({BM B')° = ({NM«)° > (£ M Ba) = 6, mika
on ristiriita.
_S>iis U # B ja U # B'. Oletetaan ensin, etta U € Bz>ja U ¢ W Tapaus U’ €
B'D"ja U ¢ @ kasitelladn vastaavasti. Nyt siis D’BB'U’, ja alemmin osoitettiin,
ettd DD’B(&Qoten DBB'U'. Lisiksi DUBB’, joten UBB'U’. Niin ollen on olemassa
piste X € BB’ siten, ettd U « X « U'. Koska U # B ja U’ # B’ , niin B # X # B/,
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b)
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Kuva 3.21. Lause 3.14: Tapaus 4, suorat % ja B'D’ ovat normaa-
listi yhdensuuntaiset; U = B ja U # B'. a) ((B'BD)° < 90. b)
({B'BD)° > 90.

Kuva 3.22. Lause 3.14: Tapaus 4, suorat @ ja B'D’" ovat normaalisti
yhdensuuntaiset; U = B ja U’ = B'.

joten X * Bx B', Bx X * B’ tai Bx B' x X. Jos X * B x B, niin B’@X. Liséksi
Ux X «U’', joten U’Xﬁ. Niisté saadaan, etti B’%U’, miké on ristiriita, silla suorat

ja B'U’ ovat yhdensuuntaiset. Tapauksessa B x B’ x X saadaan vastaava ristiriita.
Tutkitaan sitten tapausta B x X x B’. Nyt £ BUX on suora kulma, joten kolmiossa
ABUX on (LUBX)° < 90. Toisaalta my6s kolmiossa AB'U’X on ({LU'B'X)° < 90.
Lisdksi U’ « B x D', joten kulmat LU'B'X ja £D'B’'X ovat vieruskulmat. T&ll6in
(LUBX)° = ({DBB')° = ({D'B'B)° = (LD'B'X)° > 90, miké on ristiriita.
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Kuva 3.23. Lause 3.14: Tapaus 4, suorat m ja B'D’ ovat normaalisti
yhdensuuntaiset; U € BD jaU' ¢ B'D'".

Néin ollen joko U € BD ja U € BD tai U ¢ BD ja U ¢ BD. Tutki-
taan ensin vaihtoehto U ¢ BD ja U’ ¢ BD. Nyt on olemassa konveksi nelikulmio
OB'U'UM, jolle pétee, etta (L M B'U")°+(LB'U'U)°+(LMUU")°+(LB'MU)° < 360
eli (L{B'"MU)° <180 — (LM B'U")°, silla kulmat £ B'U'U ja A MUU’ ovat suoria kul-
mia. Koska U" % B’ x D', niin (LM B'U")° 4+ (LD'B'M)° = 180, jolloin ({B'MU)° <
180 — (LMB'U')° = 180 — (180 — (K D'B'M)°) = (4D'B'M)° = 6. Toisaalta kul-
ma £ NMa on asymptoottisen kolmion ABMa ulkokulma, joten 6 = (LM Ba)° <
(ANMa)° = (£B'MU)° ({NMa ja £B'MU ristikulmat). Saatiin siis ristiriita, joten
UcBDijal ¢ BD.

Koska £ B'BD = £ BB’D’, niin seurauksen 3.12 perusteella nelikulmion OBB'U'U
sivut BU ja B'U’ ovat yhtenevit. Nyt siis BU = B'U’ ja AUBa = {DBC =
£AD'B'a = LU'B'a, joten KS-yhtenevyyslauseen nojalla £ BU«a = £ B'U’«. Olkoon
Y € Ua ja Z' € U'a, jolloin C’Y?()] ja B'Z'B'U’ lauseen 2.7 mukaan. Olkoo(g_él)l
piste siten, ettd U’ x U x A;. Osoitetaan seuraavaksi, etti YAlﬁ] jaettd Z'A1B'U’.
Aiemmin on osoitettu, etté B’ﬁC ja B’U’%, joten C’@U’ eli C’?[}U’. Kos-
ka U" « U * Ay, niin U’?UAL Néistd saadaan, etté C’AI?U. Liséksi C’Y?U), joten
YAlﬁ]. Tiedosta U’ x U x A; saadaan myos, etté UAlw. Lisédksi F()]HW, joten
BU <£_3’—U_>’ Néistd saadaan edelleen, ettéd B@’—lj’ . Aiegl_rgn on néytetty,(_gﬁ;i piste
E’ on kulman £BB'D’ sisilla, joten BE'B'D'" eli BE'B'U’. Liséksi E'Z'B'U’, joten

— _ — —

BZ'B'U’. Tama yhdesséa tiedon BA; B'U’ kanssa antaa, ettd Z’A; B'U’.

Koska puolisuora U« ei ole suoralla [, joko LBUY < £BUA; tai LBUY >
£ BUA;. Oletetaan, ettd £ BUY < LBU A;. Liséksi YAlﬁ], joten piste Y on kulman
£BUA; sisdlla. Koska kulmat £ BUA; ja £B'U’A; ovat suoria kulmia, ({BUA;)° =
(LB'U'Ay)°. Liséksi £ BUa = £B'U’«v, joten (LBUY)° = ({BU«)° = ({B'U'a)° =
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Kuva 3.24. Lause 3.14: Tapaus 4, suorat % ja B'D’ ovat normaalisti
yvhdensuuntaiset; U ¢ BD ja U’ ¢ B'D’.

(LB'U'Z")°. Néin ollen myos (£LB'U'Z")° < (LBUA,)° = ({B'U’A;)°. Liséksi on
Z’Alg’—[j}’, joten piste Z' on kulman £B'U’'A; sisélla. Siis Y € L(BUAy), Z' €
L(B'U'Ay), LBUY = LB'U'Z" ja KBUA; = AB'U’'A;, joten kulmat £LA;UY ja
LA U Z" ovat yhtenevéit. Tama on kuitenkin ristiriita ulkokulmaepayhtélon kanssa,
joka sovellettuna asymptoottiseen kolmioon AUU’« antaa, etta LA UY = LA U >
LUU a = LAU'Z'. Jos £BUY > £BUA;, niin vastaavalla paittelylla kuin edelld
saadaan, ettd kulmat £ A;UY ja LA U'Z’ ovat yhtenevit, mikéa on jilleen ristiriita
ulkokulmaepéyhtélon kanssa.

Todetaan vield lopuksi, etté [ on yksikésitteinen. Jos olisi toinenkin kulman £aAp
sulkeva suora m = [, niin suoralla m olisi vastakkaiset puolisuorat A'a ja A’S. Hyper-
bolinen aksiooma kuitenkin sanoo, ettd puolisuorat A'a ja A’ ovat yksikésitteiset
eivatkd ne voi olla samalla suoralla. Nain ollen [ on ainoa kulman £LaAfS sulkeva
suora. U

Osoitetaan seuraavaksi, etté jokainen kulman sulkevan suoran piste on sen kulman
siséllé, jonka se sulkee. Taté tulosta tullaan tarvitsemaan kaksinkertaisten asymptoot-
tisten kolmioiden yhtenevyyslauseen todistuksessa.

LAUSE 3.15. Kulman £LaAB sulkevan suoran jokainen piste on kulman £aAS
sisdalld.

Tobistus. Olkoot pisteet B, B, C', D, E ja U kuten lauseen 3.14 todistuksessa.
Todistuksesta nahdéén, ettd piste D on kulman £C BFE sisilla, ja etta U € EB, joten
my0s piste U on kyseisen kulman sisdlla. Néin ollen EU % eli EU j@ . Lauseen 2.7
nojalla lisaksi B’E/ﬁ, joten B’Ufﬁ. Olkoon piste P € af siten, ettd P # U. Koska
suorat ﬁ] ja f@ ovat yhdensuuntaiset, PUAB. Tamé yhdessi tiedon B'U f@ kanssa
antaa, ettd B’ Pjﬁ. Siis kaikki suoran «f pisteet ovat samalla puolella suoraa j@
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Kuva 3.25. Lause 3.14: Tapaus 4, suorat @ ja B'D’ ovat normaalisti
yvhdensuuntaiset; U € BD jaU" € B'D'.

<
kuin piste B’. Symmetrian vuoksi vastaavasti voidaan osoittaa, ettdi BPAB’ kaikilla
P e ap. O

Kuva 3.26. Lause 3.15: Jokainen kulman £aAfS sulkevan suoran piste
on kulman £aAp sisalla.

Maéaritelladn sitten kaksinkertainen asymptoottinen kolmio ja todistetaan yhte-
nevyyslause téllaisille kolmioille sekéd puomilauseen vastine kulmalle ja sen sulkevalle
suoralle.
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MAARITELMA 3.16. Kulma £aAf ja sen sulkeva suora [ muodostavat (kaksinker-
taisen) asymptoottisen kolmion AAaf, jonka sivut ovat puolisuorat Aa ja AS sekd
suora | = af ja kdrk: piste A. Suoraa [ = a3 sanotaan myos kannaksi.

a

Kuva 3.27. Kaksinkertainen asymptoottinen kolmio AAaf.

LAUSE 3.17. Olkoon NAap ja NA'Q'B' kaksinkertaisia asymptoottisia kolmioita
ja pisteet B € aff ja B' € o'’ siten, etta ABLaf ja AB'Ld/F. Kulmat £aApB ja
L' A" ovat yhtenevit jos ja vain jos AB = A'B’.

TobisTus. Tarkastellaan yksinkertaisia asymptoottisia kolmioita AABa ja AABS.
Koska AB_laf, niin kulmat £ ABa ja £ ABf ovat suoria kulmia, joten £ ABa =2
£LABp. Lisiksi AB = AB, joten KS-lauseen mukaan kolmiot AAB«a ja AABf
ovat yhtenevit eli K BAa = ABAfS. Vastaavasti L B'A'o/ = LB'A'f’, ja oletuk-
sen nojalla LaAp = Ld’A'f. Koska lauseen 3.15 mukaan B € L(aAp) ja B €
L(a’A'F"), niin 2(LBA«)° = (£BA«a)® + ({BAB)° = (LaAp)° = (Ld'A'B')° =
({B'A'd’)° + (AB'A'F')° = 2(4B'A'd’)°. Saadaan siis, ettd ({BA«a)® = (LB'A'd/)°
eli {BAa = LB'A’a’. Suorina kulmina myos kulmat £ ABa ja L A’B’a’ ovat yhte-
nevit, joten KK-lauseen perusteella AB = A’B’. Vastaavasti, jos AB = A’'B’, niin
KS-lauseen mukaan £ BAa = £B'A'd/. Télloin (LaAB)° = ({BA«a)° + (£LBAP)° =
2(dBAq)° = 2(AB'A'd’)° = ({B'A'd/)° + (AB'A'p')° = (Lo’ A'B')°. Kulmat LaAS
ja Lo/ A" ovat siis yhteneviit. d

LAUSE 3.18. Olkoon piste P kulman LaAp sisdlld. Tdalloin puolisuora ﬁ letkkaa

suoraa af3.

TobisTus. Olkoon piste (@ € af, jolloin @ € £L(aAf) lauseen 3.15 nojalla. Ol-
koon lisiiksi pisteet B € Aa ja B’ € AB. Nyt pisteet P ja @ ovat kulman LaA
sisdlléd, joten B’Pﬁ ja B’Qjﬁ, jolloin PQAB. Vastaavasti saadaan, ettd PQAB’.
Jos Q € AP, niin () on puolisuoralla AP. Jos () ei ole suoralla jﬁ, niin P ¢ j@
Talloin BPAQ) tai BAQP. Jos BPAQ), niin piste P on kulman £QAB = £Q A« sisél-
14, silld lisiksi PQAB. Téten asymptoottisen yhdensuuntaisuuden méaritelman mu-

kaan puolisuora fﬁ’ leikkaa puolisuoraa Qo C af. Jos BmP, niin P € L(QAB’),
mikd ndhdaan seuraavasti: piste (Q on kulman £ BAB’ sisilld, joten puomilauseen

mukaan on olemassa piste R € AQ) siten, ettd B x R x B’. Nain ollen BAQB’, ja
liséiksi oletettiin, etta BmP, jolloin B’Pm. Nyt siis B’P/<1—C>2 ja PQ@, joten pis-
te P on kulman{QAB’ = £QAp sisalla. Talloin puolisuora AP leikkaa puolisuoraa
QB C ap. d
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a a

Kuva 3.28. Lause 3.17: kolmiot AAaf ja AA'o/ 5" ovat yhteneviit.

Kuva 3.29. Lause 3.18: puolisuora ﬁ leikkaa suoraa af. a) Q € 1@
b) BPAQ. ¢) BAQP.



46 3. ASYMPTOOTTISET KOLMIOT

3.3. Kolminkertaiset asymptoottiset kolmiot

Kulman sulkevan suoran olemassaolosta seuraa suoraan, ettd on olemassa myos
kolminkertaisia asymptoottisia kolmioita. Seuraavaksi mééritelladn kolminkertainen
asymptoottinen kolmio ja todistetaan sellaisten olemassaolo.

MAARITELMA 3.19. Suorat af, ay ja Sy muodostavat kolminkertaisen asymp-
toottisen kolmion Aaf~y. Suoria af, ay ja By sanotaan télldin kolmion Aoy sivuik-
St

/—\a

B
Kuva 3.30. Kolminkertainen asymptoottinen kolmio A«af7.

LAUSE 3.20. Olkoon | = aff ja m = avy eri suoria. Talléin on olemassa suora
n = gv.

TobisTtus. Olkoon piste A € m, jolloin hyperbolisen aksiooman nojalla on ole-
massa puolisuora AfS. Lauseen 3.14 mukaan on olemassa kulman £ A~ sulkeva suora

n = [. O

Kuva 3.31. Lause 3.20: Kolminkertaisen asymptoottisen kolmion olemassaolo.

Kolminkertaisten asymptoottisten kolmioiden yhtenevyyden tutkimiseksi méaéri-
telladn seuraavaksi yleistetty kulma ja sille yleistetty kulmanpuolittaja. Téllaisilla



3.3. KOLMINKERTAISET ASYMPTOOTTISET KOLMIOT 47

kolmioilla ei ole aitoja kulmia tai sivujanoja, joita voisi verrata keskenéén, mutta voi-
daan osoittaa, ettd niiden yleistetyt kulmanpuolittajat leikkaavat samassa pisteessi
ja ettd tdmaé piste on yhté etdilld kolmion kaikista sivuista. Tété etdisyytta voidaan
kéayttdad yhtenevyyden méarittamiseen.

Yleistetty kulma on asymptoottisen kolmion kulma, jonka kérkipiste on &déretto-
myydessd. Kulmanpuolittajan ominaisuuksia ovat, ettd se on yksikésitteinen ja peilaa
kulman kyljen toiseksi kyljeksi. Yleistetty kulmanpuolittaja tekee samoin: se peilaa
asymptoottisesti yhdensuuntaiset suorat toisikseen ja on yksikésitteinen. Néité asioita
ja yleistetyn kulmanpuolittajan olemassaoloa tarkastellaan seuraavaksi.

MAARITELMA 3.21. Suorat af ja ay muodostavat yleistetyn kulman £ Bary.
HuomAuTUS 3.22. Yleistetty kulma voidaan merkitd myos pisteiden avulla: jos
A€ afja B € ay, niin Lfay = LAaB = LAay = LfaB.

MAARITELMA 3.23. Olkoon suora [ ja piste A ¢ [. Olkoon lisiksi n suoran [
normaali, joka kulkee pisteen A kautta, ja piste B néiden suorien leikkauspiste. Jos
A’ € n on piste siten, ettd A’'B = AB ja A" x B x A, niin A’ on pisteen A peilaus
suoran [ suhteen.

Al

Kuva 3.32. Pisteen A peilaus A’ suoran [ suhteen.

MAARITELMA 3.24. Olkoon £ Sa~y yleistetty kulma ja suora [ # a3, jolla on pééty
a. Olkoon piste A € af3. Jos pisteen A peilaus A’ suoran [ suhteen on suoralla a-y,
niin suora [ on kulman £ Sa~y yleistetty kulmanpuolittaja.

Seuraava tulos osoittaa, ettd méaritelmé 3.24 ei riipu pisteen A valinnasta.

LEMMA 3.25. Olkoon £ fBary yleistetty kulma ja suora | # af3, jolla on pidty o.
Olkoon lisdksi pisteet A € aff ja B € aff siten, ettd A # B. Jos pisteen A peilaus
A’ suoran | suhteen on suoralla oy, niin myds pisteen B peilaus suoran | suhteen on
suoralla oy.
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Kuva 3.33. Yleistetty kulma £Say ja sen kulmanpuolittaja I.

<
TobisTus. Olkoon C suorien AA’ ja [ leikkauspiste. Nyt asymptoottisissa kol-
mioissa AACa ja NA'Ca on LACa =2 LA'Ca ja AC = A'C, joten KS-lauseen

mukaan £CAa = £LCA’a. Olkoon piste D € [ siten, etta %u. Koska A # B, niin
D # C. Oletetaan aluksi, ettd B € A« ja osoitetaan, ettd télloin D € C'a tekemélld
vastaviite. Olkoon piste £ € C'a ja oletetaan, ettd D x C' x E. Koska B € Aq, niin
lauseen 2.8 perusteella piste B on kulman £ AC« sisélld, joten kulma £ BC'« on pie-
nempi kuin kulma £ AC«. Nain ollen ({BCa)° < 90, jolloin ({BCD)° > 90. Koska
£BDC on suora kulma, kolmiossa ABCD on nyt ({BCD)°+(£BDC)° > 180, mika
on ristiriita. Siis D € Ca.

Valitaan piste B’ € A'« siten, ettd AB = A'B’. Lisiksi LCAB = £CAa =
LCA'B'a = LCA'B’ ja AC = A'C', joten SKS-sdénnon nojalla kolmiot AABC ja
ANA'B'C ovat yhteneviit. Néin ollen LACB = LA'C'B' ja BC = B'C. Vastaavasti
kuin piste B on kulman £ACq« sisalld, myos piste B’ on kulman £A'Ca sisillA.
Lisdksi LACD = LACa = LA'Ca= LA'CD ja LACB = LA CB', joten {BCD =
AB'CD. Lisiksi BC = B'C' ja CD = CD, joten SKS-lauseen nojalla ABCD =
AB'CD. Taten BD = B'D ja kulma £ BDC on suora kulma, joten piste B’ € ay on
pisteen B peilaus.

Tapaus B ¢ Aa voidaan kisitelld vastaavasti. Nyt kulmien £CAa ja LCA«
vieruskulmat ovat yhtenevit. Valitaan piste B’ tilla kertaa siten, ettéd se ei ole puo-
lisuoralla A’a.. Kuten edelld SKS-lausetta kahteen kertaan kayttamalld saadaan, ettd
piste B’ € oy on pisteen B peilaus. Pisteen B oleminen kulman £ AC'D sisilla taytyy
kuitenkin perustella toisin, silla lausetta 2.8 ei voida kéayttda. Valitaan piste F' € [
siten, ettd F' ¢ Ac, ja osoitetaan, ettd piste B on kulman L AC'F sisilld: koska suorat

l=CFja /@ ovat yhdensuuntaiset, niin ABW. Olkoot pisteet G ja H siten, ettd
BxAxGja F+xCxH. Talloin G € Aa ja H € Ca, joten lauseen 2.7 nojalla GHZ&
Tiedoista B x A x G ja F' x C' * H saadaan, etti B%G ja FZ@H. Koska GHZ&
ja BACG, niin BACH. Lisiksi FACH, joten BFAC. Siis ABOFE ja BFAC, joten
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piste B on kulman LACF sisilld. Télloin vastaavasti kuin edelld voidaan néyttaé,

ettd D ¢ Ca, joten LACF = LACD. O

a)B

. Y.

Kuva 3.34. Lemma 3.25: mééritelmé 3.24 ei riipu pisteen A valinnas-
ta. a) B € Aa. b) B ¢ Aa.

Y

Seuraavaa aputulosta tarvitaan lauseiden 3.27 ja 3.31 todistuksissa.

LEMMA 3.26. Olkoon yhtenevit asymptoottiset kolmiot NABa ja AC'Ba ja suora
l siten, ettd Ba C . Oletetaan lisdiksi, ettd AlC. Tdlldin suora l on yleistetyn kulman
£LAaC puolittaja.

TobisTus. Lemman 3.25 perusteella riittdéd osoittaa, ettd piste C' on pisteen A

peilaus suoran [ suhteen. Olkoon piste E € [ siten, ettd AE Ll. Todistus jakaantuu
eri tapauksiin sen mukaan, onko piste E puolisuoralla Ba vai ei.

Oletetaan, ettd £ € Ba \ {B}. Télloin {ABE = {ABa = £CBa = LCBE.
Lisiksi BE = BE ja AB = CB, joten kolmiot AABFE ja ACBE ovat SKS-sdénnon
perusteella yhtenevét. Néin ollen AE = CFE ja £ BEC on suora kulma, joten piste
C' on pisteen A peilaus. Jos E ¢ Ba, niin kulmat L ABFE ja £CBE ovat kuitenkin
kulmien L AB« ja £C' Ba vieruskulmina yhtenevét. Talloin AABE = ACBFE kuten
edelld. Tapauksessa E = B viite seuraa suoraan oletuksesta, ettd asymptoottiset
kolmiot AAB« ja AC Ba ovat yhteneviét. l

LAUSE 3.27. Yieistetylle kulmalle £ AaB on olemassa yksikdsitteinen yleistetty
kulmanpuolittaja 1.

Tobistus. Olkoon puolisuora 1@ kulman £ BA« ja ﬁ kulman £{ABa puo-
littaja. Koska piste C' on kulman £ BAa« sisélld, asymptoottisen yhdensuuntaisuu-

den mééaritelmén mukaan puolisuora /@ leikkaa puolisuoraa Ba. Olkoon leikkauspis-
te E. Nyt piste D on kulman £ ABa = {ABF sisilld, joten puomilauseen nojalla
on olemassa piste F' € @ siten, ettd A x F' x E. Olkoon lisdksi pisteet G € Aa,
H € Zé siten, etté jﬁj_ﬁ, ja I € 1@ siten, ettd Al = AH. Osoitetaan, ettd
piste H kuuluu puolisuoralle Aa tekemilld vastaviite eli oletetaan, ettd H x A x G.
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3

L]
Q

Cc

Kuva 3.35. Lemma 3.26: suora [ on yleistetyn kulman £ AaC' puolit-
taja. a) £ € Ba\{B}.b) F ¢ Ba.c) E = B.

Nyt kolmiossa AAFH on (LFAH)® < 90, jolloin ({FA«a)® = (LFAG)° > 90. Ta-
mé on ristiriita, silld téalloin ({BAG)° = 2(LFAG)° > 180. Nyt siis AH = Al,
AFAH = AFAa = LFAB = LFAI ja AF = AF, joten SKS-sd&nnoén mukaan
kolmiot AAFH ja AAFI ovat yhtenevit. Nain ollen FH = F'[ ja LAIF on suora
kulma.

Tehd&dan vastaava konstruktio myos kulmalle £ ABa. Olkoon J € Ba siten, ettd

BJ = BI. Niytetédén, ettd [ € BA \ {B}. Piste I ei voi olla B koska kulman
£ ABF téytyy olla terdvi. Jos [ x B x A, niin (L FBI)° < 90, joten ({FBA)° > 90,
miké on ristiriita. Koska I € BA \ {B}, niin vastaavasti kuin edellé saadaan, etté
ABFI = ABFJ, jolloin FJ = FI = FH ja suorina kulmina kulmat { FHa ja
£F Jo ovat yhteneviit. Néin ollen AFHoa = AF Jo. Kun valitaan piste K € Fa\{F},
niin lemman 3.26 nojalla suora l = ﬁ( on kulman £ Aa B yleistetty kulmanpuolittaja.

Osoitetaan viela yleistetyn kulmanpuolittajan yksikésitteisyys. Tehdain vastavéi-
te ja oletetaan, ettd on olemassa toinenkin kulman £ AaB yleistetty kulmanpuolitta-
ja I’ # 1. Olkoon pisteet L € A ja M € [ siten, etta W/[J_l T&lloin on olemassa
suorien ﬁ ja ﬁ lelkkausp1ste N siten, ettd LM = N M. Olkoon vastaavasti pis-
teet M’ € I’ siten, ettd LM’ L!’, ja suorien E ja LM’ leikkauspiste N’ siten, ettd
LM' = N'M’'. Jos N = N’ niin M = M’, koska M on janan LN keskipiste ja M’
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A

Kuva 3.36. Lause 3.27: yleistetyn kulmanpuolittajan olemassaolo.

janan LN’ keskipiste. Ta4mé& on kuitenkin ristiriita, koska suorat [ ja I’ ovat asymp-
toottisesti yhdensuuntaiset. Oletetaan sitten, ettd N’ € Na. Nyt LLMa =2 L NMa
ja LM = NM, joten KS-lauseen perusteella L NLa = LM La =2 A MNa = £LNa.
Vastaavasti £ N'La =2 ALN'a. Nyt £ LN'a on kolmion ALN N’ ulkokulma, joten
ALN'ao > KLNN' = £LNa. Toisaalta, koska N’ € Na, niin lauseen 2.8 mukaan
piste N' on kulman £ N L« sisélla, joten £ LNa = ANLa > AN'La = LALN'«a. Saa-
tiin siis ristiriita. Jos N ¢ Na, niin £ LN« on kolmion ALN N’ ulkokulma, jolloin
saadaan vastaava ristiriita. Yleistetty kulmanpuolittaja on siis yksikésitteinen. 0

Kuva 3.37. Lause 3.27: yleistetyn kulmanpuolittajan yksikésitteisyys.
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HuoMmAuTUs 3.28. Lauseen 3.27 todistuksesta ndhdéén, ettd yksinkertaisen asymp-
toottisen kolmion kulmanpuolittajat leikkaavat samassa pisteessé.

Seuraava lemma on lauseen 3.30 aputulos.

LEMMA 3.29. Olkoon AABa asymptoottinen kolmio. Jos L ABa on suora kulma,
niin kulma £ BAa on terdvd.

TobisTus. Olkoon piste C siten, ettid A * B x C. Télloin ({C'Ba)° = 90, joten
asymptoottisen ulkokulmaepayhtilon mukaan (£ BA«)° < 90. O

Kuva 3.38. Lemma 3.29: kulma £ BA« on teravé, jos £ ABa on suora kulma.

LAUSE 3.30. Olkoon Aaf~y kolminkertainen asymptoottinen kolmio ja suora I
kulman £ Ba~y yleistetty kulmanpuolittaja. Tdlloin 1LG~.

TobisTus. Osoitetaan ensin, etté suora [ leikkaa suoraa 3. Olkoon piste A € af3,

A’ sen peilaus suoran [ suhteen, ja P suorien AA’ ja [ leikkauspiste. Olkoon lisdksi
pisteet Q € Pa ja R siten, ettd @ x P x R. Osoitetaan, ettd piste R on kulman £ 3P~y
sisélla. Olkoon pisteet B € P ja B’ € P~. Symmetrian vuoksi riittdd osoittaa, ettd

BR?P. Koska [ on yleistetMulmanpuolittaja, piste P on janan AA’ keskipiste, jol-
loin Ax Px A’. Nain olleMB’ PA. Lau&n 3.15 perus}c;e}la piste A" € ary on kulman
AaP&iEéllé, joten A'QB’'P. Lisdksi AB'PA’, joten AB’'P(). Téten on olemassa piste
C' € B'P siten, ettd A x C x Q. Talloin C' € L(APQ). Asymptoottisen yhdensuun-
taisuuden nojalla puolisuora ﬁ leikkaa siis puolisuoraa Acq; olkoon leikkauspiste D.
Olkoon liséksi pisteet £ € Da ja F' € Df, jolloin EB“HPF . Liséiksi lauseen 2.7 nojalla
EQ% eli EQ<BT}>7, joten FF)PQ. Edelleen saman lauseen mukaan BF@, jolloin
saadaan, ettéi BB<T>PQ. Koska liséksi QWR (Q * P % R), niin BR<BT>P. Piste R on

siis kulman £ 3 P~ sisélld, joten lauseen 3.18 perusteella puolisuora ﬁ% leikkaa suoraa
B~. Olkoon leikkauspiste G.
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B

Kuva 3.39. Lause 3.30: yleistetty kulmanpuolittaja [ leikkaa suoraa /.

Osoitetaan sitten, ettd suora [ on kohtisuorassa suoraa (3 vastaan. Olkoot pisteet

H € af ja H' € avy siten, etté ﬁj_aﬁ ja H<—>’PJ_ory. Nyt kulma £ PAa on lemman
3.29 mukaan terdvi, joten H # A. Oletetaan, ettd H ¢ Aa. Tallin kulma £ PAa on
kolmion AAH P ulkokulma, joten se on suurempi kuin suora kulma £ AHP. Taméi
on ristiriita, joten H € A«. Vastaavasti H' € A’a. Suorina kulmina kulmat £ AP«
ja L A'Pa ovat yhtenevit ja AP = A’'P, joten KS-lauseen nojalla £ PAa =2 L PA'«.
Talloin AP =2 AP, {PAH = {PAa = {PAa = {PA'H" ja {AHP = LA'H'P,
joten SKK-sdannon perusteella kolmiot AAHP ja AA’H'P ovat yhtenevit. Téten
HP = H'P, mistd seuraa lauseen 3.17 mukaan, etti LaPf = LaP~. Talloin myos
ndiden kulmien vieruskulmat £GP ja £GP~y ovat yhtenevit. Lisiksi GP = GP,
joten KS-yhtenevyyslauseen nojalla L PG = £ PG, jolloin suora [ on kohtisuorassa
suoraa (3 vastaan. O

LAUSE 3.31. Olkoon AapBy kolminkertainen asymptoottinen kolmio ja I, m ja n
sen yleistetyt kulmanpuolittajat siten, ettd suoralla | on pddty o, suoralla m pddty
B ja suoralla n pddty . Olkoon lisiksi pisteet A, B ja C siten, etti I N fy = {A},
mNay = {B} jannNap = {C}. Tdilloin yleistetyt kulmanpuolittajat leikkaavat
samassa pisteessd P ja AP = BP = CP.

TobisTus. Olkoot pisteet D € BB, E € AB, F € Ay, G € By ja H € Ba. Osoi-
tetaan, ettd piste D on kulman £ AB« sisalld. Koska piste E on puolisuoralla AS ja F

on puolisuoralla A~, niin EjﬁF . Liséksi lauseen 2.7 mukaan DEI@ , joten DﬁF .
Saman lauseen perusteella myos F' szlg , mista saadaan edelleen, etté D@ G. Liséksi
G@H , joten DH j@ . Koska lauseen 3.15 nojalla piste A on kulman £ B~ sisilli,
niin AD eli ADWI. Saatiin siis, etté DH%@ ja ADW, joten D € L(ABa).
Néin ollen puolisuora B? leikkaa puolisuoraa Ac; olkoon leikkauspiste P.
Osoitetaan, ettd myos kolmas yleistetty kulmanpuolittaja n kulkee pisteen P kaut-
ta. Olkoon piste I € Pa, jolloin H[ﬁ. Liséksi GBPH, joten Gﬁ]. Koska piste A
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Kuva 3.40. Lause 3.30: yleistetty kulmanpuolittaja [ on kohtisuorassa
suoraa [3y vastaan.

on kulman £ D BG siséllé, niin AG@ eli AG@. Téasté ja tiedosta Gﬁ] saadaan,

ettéd Aﬁ[, jolloin A * P x I. Vastaavasti, jos valitaan piste J € P, niin B x P x J.
Talloin kulmat L APJ = LAPS ja £ BPI = £BPa ovat ristikulmina yhteneviit.
My6s kulmat £ PAS ja £ PBa ovat yhtenevit (suorat kulmat, lause 3.30), joten KK-
lauseen nojalla AP = BP. Tasta seuraa, ettd asymptoottiset kolmiot AP~y ja BP~y
ovat yhtenevit KS-sdannon mukaan, sillda L PAy = £ PB~. Taten lemman 3.26 perus-
teella yleistetty kulmanpuolittaja n kulkee pisteen P kautta. Lisiksi £ APy = LC P«
(ristikulmat) ja LPAy =2 L PCa, joten KK-lauseen mukaan CP = AP = BP. O

LAUSE 3.32. Olkoon Aafy kolminkertainen asymptoottinen kolmio, I, m ja n
yleistetyt kulmanpuolittajat ja pisteet A, B, C ja P kuten lauseessa 3.31. Olkoon
vastaavasti kolminkertainen asymptoottinen kolmio Aa/B'~" I/, m' jan’ sen yleistetyt
kulmanpuolittajat sekd pisteet A', B', C' ja P" vastaavalla tavalla. Tdlloin AP = A'P’.

Tobistus. Olkoot pisteet D € Pa, E € Pp ja F € Pv. Nyt lauseen 3.30
perusteella kulmat £ PAS ja L PCf ovat suoria kulmia ja niin ollen my6s yhtene-
vit. Lisdksi lauseen 3.31 mukaan AP = CP, joten KS- lauseen nojalla L APE =
LAPB = LCPP = LCPE. Vastaavasti myos kulmat L APFE ja LCPD ovat yhte-
nevit. Néin ollen LCPE = LAPFE = LCPD. Lisdksi piste £ on kulman £ APC

sisdlla, mikd ndhdddn seuraavasti: symmetrian vuoksi riittdd osoittaa, ettd AECP.
Lauseen 3.15 mukaan A € L(FPF), joten AEFP eli AECP. Niin ollen (LAPC)° =
(LAPE)° 4+ (LCPFE)°. Osoitetaan, ettd A x P x D, jolloin kulmat L APC ja £CPD
ovat vieruskulmia. Olkoot pisteet G € Ba ja H siten, ettd G « B x H, jolloin DG
ja GﬁH. Taten DﬁH. Koska piste A on kulman £ EFBH sisilla, niin AH

eli AHW’. Tésté ja tiedosta DW’H saadaan, etti Aﬁ?D, jolloin A x P x D. Saa-
daan siis, ettd ({APE)° 4+ ({CPE)° + ({LCPD)° = ({APC)° 4+ (£CPD)° = 180.
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Kuva 3.41. Lause 3.31: yleistetyt kulmanpuolittajat leikkaavat samas-
sa pisteessé, joka on yhté etdilld kaikista kolmion Aaf~y sivuista.

Koska kulmat LAPE, L{CPE ja LCPD ovat yhtenevii, niin 3({APFE)° = 180, jo-
ten (LAPFE)° = 60. Vastaavasti voidaan osoittaa, ettd (LA'P'E’')° = 60. Télloin
LAPS = LAPE = LA'P'E' = LA'P'S ja LPAS = LP'A’' (suorat kulmat, lause
3.30), joten KK-lauseen nojalla AP = A’P’. O

Kuva 3.42. Lause 3.32: kolmiot Aafy ja Ad’F'v" ovat yhtenevét.

HuomAuTUs 3.33. Lauseen 3.32 perusteella voidaan siis sanoa, ettd kaikki kol-
minkertaiset asymptoottiset kolmiot ovat yhtenevié.






LUKU 4

Merkintoja

Merkintd Selitys

Ax Bx(C  Piste B on pisteiden A ja C vilissa

ABI Pisteet A ja B ovat samalla puolella suoraa [
AlB Pisteet A ja B ovat eri puolilla suoraa [

P € £(ABC)Piste P on kulman £ ABC sisélla
AB H|C"ﬁ Puolisuorat A ja OD ovat rajayhdensuuntaiset

Aa Puolisuora f@ , jonka péadty on «

af Suora, jonka paddyt ovat « ja

AAB« Asymptoottinen kolmio, jonka sivut ovat AB, Aa ja Ba

LaApB Kulma, jonka kyljet ovat A« ja A

ANAaf Kaksinkertainen asymptoottinen kolmio, jonka sivut ovat A« ja AS ja af
Aafry Kolminkertainen asymptoottinen kolmio, jonka sivut ovat af, avy ja v
Lafy Yleistetty kulma, joka muodostuu suorista a3 ja (v
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