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Tiivistelma: Tutkielmassa esitellddn Poissonin yhtélo sekd sen diskretointi. Lisdksi
kdydaan lapi kaksi nopeaa numeerista menetelméd yhtalon ratkaisemiseksi. Yksin-
kertaisuuden vuoksi rajoitutaan kaksiulotteisiin tehtdviin, joissa on voimassa Di-
richle’t reunaehto. Ensimméinen menetelmistd on monihilamenetelm4, joka on ite-
ratiivinen menetelmd, ja toisena syklinen reduktio, joka on suora menetelma. Mo-

lemmat menetelmaét ovat hyvin tehokkaita sekéd helposti rinnakkaistuvia.
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Abstract: In this thesis we introduce Poisson’s equation and its discretization. In ad-
dition we go through two fast numerical methods for solving the equation. The the-
sis is limited only to two-dimensional cases with Dirichlet boundary condition. The
first method is the multigrid method which is an iterative method and the second
method is the cyclic reduction which is a direct method. Both methods are very ef-

ficient and parallel.
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1 Johdanto

Poissonin yhtdldo kuuluu elliptisten osittaisdifferentiaaliyhtidldiden ryhméaan. Sen
avulla voidaan mallintaa esimerkiksi sdhkostatiikkaa, konetekniikkaa ja teoreettis-
ta fysiikkaa. Sovelluskohteesta riippuen yhtdlolle voidaan asettaa erilaisia reunaeh-
toja, joiden avulla muodostetaan Poissonin reuna-arvotehtdvia. Télle tehtdvalle on
harvoin mahdollista laskea tarkkaa ratkaisua, jonka vuoksi sille halutaan numee-
risesti laskea approksimaatio. Jotta numeerinen ratkaiseminen tietokoneella olisi
mahdollista, taytyy Poissonin yhtélo ensin diskretoida eli jakaa tietokoneen ym-
maértdmiin osiin. Luvussa 2 esitellddn Poissonin yhtélo ja sen diskretointi viiden pis-
teen menetelmadlld. Saatavan diskeretoidun muodon ratkaisemista varten on kehi-
tetty useita eri menetelmisd, joista tehokkaita ovat esimerkiksi nopea Fourier muun-
nosmenetelmd, syklinen reduktio -menetelmd, FACR-menetelmd, PSCR-menetelma
(Rossi, Heikkola ja Toivanen [1998) sekd monihilamenetelma. Tédssa tutkielmassa esi-
tellddn monihilamenetelma sekd syklinen reduktio. Syklinen reduktio -menetelma
kdydaan lapi melko lyhyesti ja monihilamenetelmddn keskitytadn yksityiskohtai-
semmin, koska se tiedetddn erittdin tehokkaaksi seki tieteellisen tutkimuksen kan-

nalta mielenkiintoiseksi.

Monihilamenetelmd on yksi tehokkaimmista iteratiivisista menetelmista elliptisille
yhtdldille. Se on ainut tunnettu menetelmd, jossa iteraatioiden méaéra voidaan pi-
tdd vakiona riippumatta yhtdloryhméan koosta (Trottenberg, Oosterlee ja Schiiller
2001). Monihilamenetelm&a on viime aikaisessa tutkimuksessa hyddynnetty muun
muassa vaatteiden simulointiin (Jeon ym. 2013), kuvankaésittelyyn (Stiimer, Kostler
ja Riide 2007), seismiseen tomografiaan (Kamath ym. 2015) sekd meriveden lampoti-
lan ennustamiseen (Wei ym. 2008). Menetelmd perustuu siloittamiseen ja ratkaisua
approksimoivan korjauksen laskemiseen vain vdhdn laskentaresursseja vaativalla
harvalla diskretointihilalla. Monihilamenetelmdn kédyttoon on useita erilaisia stra-
tegioita, jotka perustuvat harvempien ja tiheampien hilojen sopivaan vuorotteluun.
Menetelma kdydaan lapi luvussa 3. Monihilamenetelmét voidaan jakaa geometri-

siin ja algebrallisiin, joista tdssé tutkielmassa algebrallinen esitellddn luvussa 3.4 se-



ka sithen pohjautuva graafipohjainen monihilamenetelma luvussa 3.5.

Syklinen reduktio on suora menetelma Poissonin diskretoidun muodon ratkaisemi-
seksi suorakulmaisessa alueessa. Se on hyvin tunnettu menetelmaé tridiagonaalis-
ten yhtdloryhmien ratkaisemiseksi. Viimeaikaisessa tutkimuksessa syklinen reduk-
tio -menetelméa on hyddynnetty esimerkiksi ohjelmoitaviin ndytonohjaimiin (Myl-
lykoski 2011) sekd kokoonpuristuviin viskooseihin virtasimulaatiohin (Esfahanian
ym. 2008). Menetelmé perustuu parittomien rivien eliminointiin, kunnes jiljelld on
vain yksi rivi. Tdmaén jdlkeen palataan askeleet takaisinpdin ratkaisten kunkin vai-
heen parittomat rivit. Luvussa 4 esitellddn syklinen reduktio -menetelméan peruspe-

riaate.

Myllykoski on opinndytetdissdan (2010, 2011) esitellyt Poissonin yhtdlon seké sil-
le eri ratkaisumenetelmid, esimerkiksi Fourier-muunnosmenetelméan seka syklisen
reduktion. Tdssd tutkielmassa on esitetty syklinen reduktio -menetelmaéstd versio,
joka hyodyntéda laskemiseen matriisin polynomien juuria ja kdyttaa tata kautta va-
hemman tietokoneen muistia. Lisdksi syklinen reduktio -menetelmé&a on verrattu
tassd tutkielmassa monihilamenetelméadn, koska se on erittiin tehokas, kiinnosta-
va ja ajankohtainen menetelmd. Luvussa 5 menetelmid vertaillaan niiden aikavaa-
tivuuden, rinnakkaistettavuuden sekd muistin tarpeen suhteen. Molemmat mene-
telmat todetaan tehokkaiksi sekd hyvin rinnakkaistuviksi. Viimeinen luku sisaltaa
yhteenvedon, jossa perustellaan mikd menetelmé kannattaa valita tietyssd sovellus-

tilanteessa.



2 Poissonin yhtilo

Osittaisdifferentiaaliyhtdloa
Viu = f (2.1)

kutsutaan Poissonin yht&loksi. Oikean puolen funktio f on voimatermi ja u on rat-
kaistava funktio. Derivaattaoperaattori nabla, V, tarkoittaa gradienttia, esimerkiksi
kaksiuloitteisessa avaruudessa sen toinen potenssi, V2, on

9>  9?

v L2
ax% 8x%

(2.2)

Téta toista potenssia kutsutaan myos Laplace-operaattoriksi ja merkitddn A. Kirjoit-

tamalla tdma auki saadaan Poissonin yhtdlé muotoon

2?  9?
(8_x%+8_x%) u(xy,x2) = f(x1,%2). (2.3)

2.1 Poissonin reuna-arvotehtava

Poissonin yhtilolle voidaan tilanteesta riippuen asettaa erilaisia reunaehtoja. Yksin-
kertaisuuden vuoksi asetetaan yhtalolle Dirichlet'n reunaehto, u = 0, jolloin avaruu-

dessa R" yhtdlo saa muodon
Viu=f, VYxeQ, (2.4)

u=g, VxeoiQ, (2.5)

jossa © on avaruuden R” avoin osajoukko, dQ senreunaja f: Q - Rja g: dQ - R
jatkuvia funktioita. Téassa tutkielmassa rajoitutaan kaksiulotteisiin tapauksiin, joissa

on voimassa Dirichlet'n reunaehto u(x;,x;) = 0, kun (x1,x;) € Q.

2.2 Poissonin yhtdlon diskeretoitu muoto

Poissonin tehtédvélle on harvoin mahdollista laskea tarkkaa ratkaisua, joten sille tay-
tyy laskea likimdardinen ratkaisu, eli approksimaatio, numeerisesti. Jotta yhtalo voi-

taisiin numeerisesti ratkaista, tulee se ensin diskretoida eli jakaa tehtdvé ja alue
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osiin. Ndin se saadaan muunnettua tietokoneen ymmaértimaan muotoon. Poisso-
nin yhtélo voidaan diskretoida esimerkiksi differenssi-, elementti- tai tilavuusme-
netelmalld. Naistd differenssi- ja tilavuusmenetelmid kdytetddn perinteisesti sdan-
nollisille suorakulmaisille alueille, kun taas elementtimenetelméa kaytetddn usein

epasaannollisen alueen tapauksessa (Trottenberg, Oosterlee ja Schiiller 2001).

Sutmann, Gibbort ja Lippert (2010) esittdvdt Poissonin tehtdvan diskretoinnin vii-
den pisteen differenssimenetelmélld suorakulmion muotoisessa tasavilisessa hilas-
sa. Talloin laskenta-alueeseen muodostetaan hila eli verkko, jonka pisteissd ratkai-
sua tarkastellaan ja ratkaisu tietyssd verkon pisteessd riippuu solmun nelinaapurus-
tosta. Verkon solmut numeroidaan x;-suunnassa indeksilld i ja xj-suunnassa indek-

silld j (ks. kuvio 1).

- L L L L L L
b » » -
& - » L]
= L L] L
- L] - L ] [ ] L ] -

Kuvio 2.1. Laskenta-alue jaettuna tasavéliseksi pisteistoksi. Kuvassa solmun (i,j) ne-

linaapurusto.

Sijoittamalla toisen asteen keskeisdifferenssiapproksimaatio

2 . _ . L
(a8x2> _ u(x;+h) 2uh(;c,) + u(x; h)7 =12, 2.6)

Poissonin yhtdloon (2.3) saadaan esitettya se diskreetissda muodossa (Bolten 2010)

1
w2 (Uim1,j+ wipr,j+ i j—1 + i jo1 —4ui j) = fij, (2.7)

jossa u; j ja f; j ovat funktioiden u ja f arvot pisteessa (ih, jh), h pisteiden vélien pi-
tuus. Asetetaan yhtdlolle lisdksi Dirichlet'n reunaehto u = 0, kun (ih, jh) € Q. Tal-

16in Poissonin yhtdld voidaan muuttaa matriisimuotoon
Au=f, (2.8)
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jossa

D I uj S

a= |’ _I.) I | RN = N erVjar—w | ery, o)
i I D] iz N
(4 1 ] _Ui,l_ _fl,l_

p=|’ i4 1 e = ”’;’2 ER", = f2 eR",  (2.10)
| 1 —4] | Uin | | fin

jossa N =n x njal onn xnidenttinen matriisi.

2.3 Hairioalttius

Vaikka tehtdvd Au = f voidaan periaatteessa ratkaista tarkasti, niin kdytannossa nu-
meerinen ratkaisu on aina likiarvo. Parametreihin liittyy aina epatarkkuuksia ja liu-
kulukuja kédytettdessd aritmeettiset operaatiot eivit ole tarkkoja. Ratkaisun u suh-
teellista virhettd voidaan arvoida esimerkiksi yhtélolld (Quarteroni, Sacco ja Saleri
2007)

lel _ ) 1351 o

[l 1Al
jossa e = x — % on syntyva virhe, § f on f:n virhe ja lukua x(A) = ||A||[|A~!|| kutsutaan
matriisin A hdiridalttiudeksi. Poissonin yhtdlon tapauksessa saadaan hdiridalttius

laskettua yhtalosta

) = |

jossa Apax(A) ja Amin(A) ovat matriisin A suurin ja pienin ominaisarvo.

, (2.12)




3 Monihilamenetelma

Monihilamenelma hyddyntda ratkaisun laskentaan sekd harvempia ettd tiheampia
hilatasoja. Harvemmassa verkossa ratkaiseminen on nopeaa ja ttheimmalld verkolla
saadaan tarkkoja ratkaisuja. Menetelman ideana on kayttdaa harvoja ja tiheitd verk-
koja sopivasti vuorotellen. Ratkaisu haetaan tiheimmadlla tasolla ja ratkaisua har-

vemmilla tasoilla vastaa tiheammalla tasolla laskettu residuaali.

3.1 Monihilamenetelmin perusperiaate

Esitellaan monihilamenetelman perusidea yhtilolle (2.8), jossa u on etsitty ratkai-
su (Saraniti ym. 1996). Olkoon vk arvio w:lle k:nnen iteraation jilkeen. Méaéritelladan

residuaali 7* eli arvion v* poikkeama etsitystd arvosta u

k= f— AWk (3.1)
Seuraavaksi maéritellian korjaus ef arviolle v*
& =u—k (3.2)
Yhtaloistd (3.1) ja (3.2) saadaan
Ad =k, (3.3)

Kun ratkaistaan korjaus e* yhtilosta (3.3), saadaan
VL =k ek, (3.4)

Nyt voidaan esittdd yksinkertainen kahden tason monihila-algoritmi (Gholami ym.
2015, Siikonen 2014)).

1. Tasoitetaan arvio V* tasolla n.

2. Lasketaan residuaali yhtélostd (3.1) ja siirretddn se harvemmalle tasolle n — 1.
Siirtoa kutsutaan rajoittamiseksi, katso luku

3. Lasketaan korjaus ef yhtilostd (3.3) tasolla n — 1 ja siirretién se tiheimmalle

tasolle n. Siirtoa kutsutaan prolongaatioksi, katso luku
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4. Lasketaan vF! yhtilosta (3.4).

5. Tasoitetaan arvio v¥*! tasolla n.

Monihila-algoritmi voidaan laajentaa myos useammalle tasolle. Helpoin laajenta-
mistapa on ajatella toisen tason ratkaisua uutena ratkaistavana ongelmana (Siiko-
nen 2014). Sen sijaan, ettd saatu ratkaisu iteroitaisiin tarkaksi ja siirrettdisiin ensim-
mdiselle tasolle, voidaan soveltaa edelld esitettyd algoritmia toisen ja kolmannen

tason vilille ja niin edelleen.

Jokaisella tasolla voidaan tehda yll4 esitetystd kahden tason algoritmista y iteraatioi-
ta. Jos valitaan esimerkiksi y = 1, kutsutaan monihilasyklid V-sykliksi, kun taas va-
linnalla y = 2 paddytaan W-sykliin (Bolten 2010). Ajallisesti vaativinta monihilame-
netelméssa on tasoittaminen. Taméan vuoksi tasoitusta tiheimmalla tasolla kannattaa
tehdd mahdollisimman vdhan. Esimerkiksi V-syklissa (ks. kuvio 2) siirrytddn hilata-
so kerrallaan alaspdin ja sen jalkeen takaisin ylospédin. Toinen yleinen vaihtoehto on
W-syKkli, jossa tasoja harvemmilla hiloilla vaihdellaan kuvion 2 mukaisesti. Ndistd
W-sykli on paras kompromissi iteraatoiden mddrdn sekd yhteen iteraatioon liitty-
vén laskenta-ajan vélilld (Saraniti ym. 1996). W-sykli myos konvergoi nopeammin

kuin V-sykli (Trottenberg, Oosterlee ja Schiiller 2001).

Kuvio 3.1. Yleisimmét monihila rakenteet, V- ja W- syklit. Ympyradt S metkitsevat
tasoittamista, E tarkkaa ratkaisua. Tédssd esimerkissd hilatasoja on neljd, mutta peri-

aatteessa niitd voi olla enemman tai vihemman.



Tihea hila

=3 L i-2fi=1] 0 i i+2] i3

-1 | H M

'ﬂ—." Harva hila
Kuvio 3.2. Yksinkertainen esimerkki. (Siikonen, s. 144)

3.2 Rajoittaminen ja prolongaatio

Edellisen luvun algoritmissa haetaan approksimaatio korjaukselle ¢* kayttien har-
vempaa hilaa. Siikonen (2014) on luentomonisteessaan esitettdnyt yksinkertaisen
esimerkin rajoittamisesta eli residuaalin siirtdmisestd harvemmalle tasolle, yksiu-
lotteisessa tapauksessa. Yksinkertaisin tapa hilan harventamiseen on jdttaa pois joka
toinen solmukohta (ks. kuvio 3). Kirjoitetaan ensin yht&lo esimerkin kannalta

parempaan muotoon

1
(et —2ef +eiy) =1, (35)

Koska yksi harvan hilan vili peittdd yhden tihedn hilan vélin kokonaan ja sen vie-

reiset vélit puoleen viliin asti, voidaan ajatella yhtdl6d muodossa

1

(2]’1) ( 1+2 26 +el 2) (36)

joka voidaan kaavan (3.5) avulla kirjoittaa muodossa
1
(e =2rf i), (3.7)

Kéyttden harvan hilan merkintdja voidaan kaavat (3.6) ja (3.7) kirjoittaa nyt muo-

toon

1
72 (€ —2€f +€f 1) =1 (3.8)

Téstd saadaan kaava residuaalin siirtoa eli rajoittamista varten:
n 1 I‘k
= 4( i+1 21’ + ) (39)
Matriisimuodossa esitettynd tima on
1/4 —1/2 1/4|. (3.10)
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Vastaava kaava saadaan laskettua samoin myos korkeammilla dimensioilla. Esimer-
kiksi kaksiulotteisessa saatava kaava matriisimuodossa esitettyna olisi (Saraniti ym.
1996)
1/16 1/8 1/16
1/8 1/4 1/8]. (3.11)
1/16 1/8 1/16
Kun residuaali on siirretty harvemmalle hilalle, lasketaan korjaus e ja siirretdan se
takaisin tiheimmalle hilalle. T4t siirto kutsutaan prolongaatioksi tai takaisin inter-

poloinniksi. Talle vastaava kaava yksiulotteisessa tapauksessa olisi

1
ef = 5 (el —2€] +e ) (3.12)

ja matriisimuodossa esitettyna
1/2
—1 (3.13)
1/2
ja esimerkiksi kaksiulotteisessa tapauksessa (Saraniti ym. 1996)
1/4 1/2 1/4
/2 1 1/2]. (3.14)
1/4 1/2 1/4

3.3 Tasoittaminen

Tehokas monihilamenetelma vaatii tasoittamista, jotta ero tarkan ratkaisun, u ja val-
litsevan approksimaation v* vililld olisi tasainen. Tasoittamiseen voidaan kayttaa
esimerkiksi Gauss—Seidel- tai Jacobi-menetelméd, jotka ovat klassisia iteratiivisia
ratkaisumenetelmid (Trottenberg, Oosterlee ja Schiiller 2001). Ndistd menetelmistd

Jacobi on helpommin rinnakkaistettavissa (Yousef 2000).
Bolten (2010) esittdd Jacobi-menetelmaén, jossa
u ) = 40 —p=1(Au® £ b), k=1,2,...n, (3.15)

jossa u(®) on alkuarvaus ja n ratkaisemiseen tarvittavien iteraatioiden lukumaara.

Jacobi-menetelméan konvergoimista voidaan nopeuttaa vaimentamalla (Trottenberg,
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Oosterlee ja Schiiller 2001). T4lloin valitaan sopiva @ ja saadaan kaava muotoon
u) =4y — oD 1 (Au® +b), k=1,2,...n. (3.16)

Gauss-Seidel-menetelméin etu Jacobiin ndhden on, ettd se ei tyypillisesti tarvitse
vaimentamista (Goddeke ja Strzodka 2011). Rinnakkaistaminen on kuitenkin mo-

nimutkaisempaa kuin Jacobi-menetelmalla.

3.4 Algebrallinen monihilamenetelma

Monihilamenetelmét voidaan jakaa kahteen eri kategoriaan, geometrisiin ja algebral-
lisiin. Pddasiallinen ero ndiden vélilld on, ettd algebrallinen monihilaratkaisija ei tar-
vitse muuta tietoa kuin alkuperdisen yhtdloryhmén, kun taas geometrinen ratkaisija
riippuu my0s diskretoinnissa kdytettdvan verkon geometriasta (Gholami ym.2015).

Téssd luvussa esitellddan algebrallinen monihilamenetelma.

Algebrallisessa monihilamenetelméassd harvemmat tasot ja niiden operaattorit muo-
dostetaan kerroinmatriisin avulla. Tdimén vuoksi menetelmé on yksinkertainen, ei-
kéd tarvitse mitddn geometrista tietoa, ja eri hilatasoilla tarvitsee muodostaa vain
residuaalit sekd matriisi A. Olkoon n hilatasojen méérd, joilloin yhtédlo tiheim-
maélla tasolla n on siis

Agey =ry. (3.17)
Harvemmilla tasoilla yhtdlo tulee muotoon
Ap_mli—m =Ti—m m=1,...0—1. (3.18)

Merkitddn tarvittavaa rajoitusoperaattoria, eli kerroinmatriisia, R:11d ja muodoste-

taan harvemman tason matriisit Ay_,,. Kerrotaan ensin rajoitusoperaattorilla R
RAy_ep_y = Rry_,, m=1,..0—1. (3.19)

jonka jdlkeen siirretddn virhevektori harvemmalle tasolle prolongaatio-operaattorin
P avulla. Yksinkertaisin valinta prolongaatio-operaattoriksi on P = RT (Siikonen
2014)

RA/_,Pey_y_1=Rrp_,, m=1,....0—1. (3.20)
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MerkitaannytAy_,,—1 = RA;_,Pjari—y—1 = Rry_s, saadaan harvemman tason yhtalo
muodostettua.

Ag,meg,m =TVi—_m m = 2, ,g —1. (321)

3.5 Graafipohjainen monihilamenetelma

Graafipohjainen monihilamenetelmd on algebrallisen monihilamenetelmdn muun-
nos. Kickinger on esittanyt algebrallisen monihilamenetelmaén, jossa harvempien ta-
sojen muuttujat voidaan valita kerroinmatriisin naapuruusgraafin avulla. Pennanen
(2010) on kehittanyt menetelmaa ja esittdnyt vaitoskirjassaan graafipohjaisen moni-
hilamenetelmédn. Menetelmaéssa tdarkein parannus on Dirichlet'n reunehtojen elimi-
nointi yhtdloryhmaésta vasta kun kaikki harvempien tasojen matriisit on muodostet-
tu. Lisdksi harvemman tason muodostamiseen voidaan kdyttdd naapuruusgraafin
sijaan mitd tahansa tehtdvadn liittyvaa graafia. Pennasen viitoskirjassa on valittu
rajoitusmatriisiksi R, jonka komponentit ovat

(
1 jos tihedn tason piste j on harvan tason piste i,

jos tihedn tason piste j on harvan tason pisteen i naapuri
Rij= (3.22)

ja silld on k harvan tason naapuripistetta,

=

0 muuten

3.6 Menetelmin analysointia

Monihilamenetelma on yksi tehokkaimmista ratkaisijoista elliptisille yhtaloille (Gho-
lami ym. 2015). Monihila-algoritmilla iteraatioiden maara on mahdollista pitda va-
kiona, vaikka ratkaistavan ongelman koko kasvaisi. Tdmédn vuoksi menetelmd on
erittdin tarpeellinen ja hyodyllinen suurilla tehtdvilld. Tehtdvéan laskentaa voidaan
viedd harvemmille tasoille, joilla riittdvdn tarkan ratkaisun saavuttamiseen tarvi-

taan vahemman iteraatiokierroksia ja laskeminen on nopeampaa.

Menetelmaén eri vaiheita tarkastelemalla voidaan selvittdd, kuinka paljon laskennal-

lista tyotd tarvitaan. Laskennallinen tyo tarkoittaa ratkaisun laskemiseen tarvittavan
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tyon maarad, jota voidaan mitata esimerkiksi aritmeettisten operaatoiden méaaralla.
Monihilamenetelmén laskennallinen tyo W, tasolla /, voidaan maéaéritelld rekursiivi-

sesti (Trottenberg, Oosterlee ja Schiiller 2001)

Wi = W)+ Wo, Wiy1 = W2 +ymW,, m=1,..1—1, (3.23)

m

jossa W, | tarkoittaa tyotd, jota tarvitaan kahden tason, m ja m+ 1 viélilla, Wy tarkoit-
taa tyotd, jota tarvitaan tarkkaan ratkaisemiseen harvimmalla tasolla 0 ja y tarkoittaa

iteraatioiden maddraa tasolla. Jos y on riippumaton m:sta, voidaan maéritelld
!
Wi=Y Yrwet ey W, 1> 1 (3.24)
m=1

Arvioista W, ndhdéan, ettd aritmeettisten operaatioiden méaara yhdelld monihila-
syklilld on verrannollinen hilapisteiden maardan tiheimmalla tasolla kun y < 3. Téa-
maé tarkoittaa, ettd monihilamenetelmét saavuttavat riittdvan tarkan ratkaisun O(N)

operaatiolla, kun N on tuntemattomien muuttujien maara.

Ratkaistaessa harvan tason ongelmaa kayttden V-syklid tarvitaan kdytannossa vain
yksi iteraatio jokaisella tasolla, ja ongelma ratkaistaan tarkasti vain harvimmalla ta-
solla. Talloin ongelma on niin pieni, ettd sen ratkaisemiseen vaadittava tyd on mita-
ton. Erityisesti tiheilld tasoilla kannattaakin tehdd vain yksi iteraatiokierros. Ainut
vaadittava tyo on itse asiassa tasoittaminen eri tasoilla ja koska ndiden lukumaéaara
on suoraan verrannollinen laskentatasojen méddrdan, on aritmeettisten operaatioi-

den méddra O(N) (Yair 2008).
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4 Syklinen reduktio

Syklinen reduktio on numeerinen menetelmé yhtédléryhmien ratkaisemiseen. Sen

perusideana on joka askeleella eliminoida parittomat rivit yhtalosta

Yhtalo (2.8) matriisimuodossa

D I 1 [w]  [A]
I D I U

2 = fz , 4.1)
i 1 D_ | un | _fN_

jossa D on n x n tridiagonaalinen matriisi, / on n x n identtinen matriisi ja N = n x n.

Kirjoitetaan auki matriisitulo, jolloin saadaan yhtalot

ui—2+Dui_1+u;i = fi_1, (4.2)
ui—1+Du;+uiy = f;, (4.3)
ui+Duiy +uivo = fir1, (4.4)

jossai=2,4,...,.N—1jaup=uyy1 =0. Kerrotaan seuraavaksi yht&lo (4.3) matriisilla
—D ja lasketaan rivit yhteen. Ndin saadaan uusi yhtéloryhméa kokoa 25~! — 1, josta

on eliminoitu pois kaikki parittomat rivit (Sweet|1977).

g +DWuy o u; = f,-(_l)z, (4.5)
i+ DWW+ upy = fi(l), (4.6)
wi+ D Wi o+uis = f,-(+1)27 (4.7)

jossai=4,8,....N—4jakoskaT =1
pY =21 - D2, (4.8)
fV = fii =Dfi+ fisr. (49)

Kun jatketaan parittomien rivien eliminointia samoin, saadaan kaavat (Rossi, Heik-

kola ja Toivanen 1998)

DY) =21 — (D" r =1,k (4.10)



r r—1
£ = fi(,zh) _fz A f;+h +f1+2h)
O A T 2 Y i D),

jossa h = 272, Lisaksi fl.(o) = fija DY) = D. Saadulla kaavalla voidaan eliminoida

(4.11)

pois parittomia rivejd, kunnes jdljelld on endd yksi rivi. Tamén jdlkeen aloitetaan
takaisinsijoitusvaihe, jossa vaiheita edetddn toiseen suuntaan, ratkaisten jokaisella

askeleella parittomat rivit. Ratkaisemalle u; kaavasta (4.3) saadaan
i =D""(fi—ui—1 — ui1), (4.12)

josta voidaan johtaa kaava parillisien rivien ratkaisemiseksi

1 r r r)\— r
U = Q(f( 2hl +fz+2h) _fz( )) + (D( )) l(fl — Ui 4 — uj+4h). (4.13)
Muodostetut matriisit D) ovat polynomeja astetta 2" alkuperaisests matriisista D
(Rossi, Heikkola ja Toivanen 1998). Merkitadan nyt polynomien juuria A, 0, jolloin
jakamalla D") tekijoihin, voidaan kirjoittaa yhtlo (4.10) muodossa
2r
p") = —TI(0-2"1) (4.14)
i=1
Nyt ratkaisemalla x,r yhtdlosta
D-A"Dx=xi_y, i=12,.2 (4.15)

saadaan etsitty ratkaisu xpr = u.

Tatd menetelmédd kutsutaan pariton-parillinen-menetelméksi. Kyseisessd menetel-
missi ei tarvitse laskea ja tallentaa matriiseja D", vaan ainoastaan polynomien juu-
ret tarvitaan. Jos matriisin A rivien maarda on N = 27, tarvitaan p reduktio-askelta,
jotta saadaan yhtilo, jossa on vain yksi tuntematon uy. Tdmén ratkaisemiseksi pitda
ratkaista N yhtdlod. Jokaisella reduktio-askeleella syntyy N/2 yhtédlod. Vastaavasti
takaisinsijoitus-askeleita on p ja jokaisella askeleella ratkaistaan N /2 yhtalod. Télloin
ratkaistavien yhtdldiden madrd on yhteensd N(p+ 1) = Nlog, N +N. Matriisin D~ ! jo-
kaisella rivilld on ei-nollia alkioita huomattavasti rivien lukumaardaa vihemman. Jos
matriisin D rivien médédrd on M = 2', niin aritmeettisten operaatioiden maééra jokai-
sen u; ratkaisemiseen kaavasta (4.12) on kertaluokkaa M. Talloin menetelméan arit-

meettisten operaatioiden méddrd on kertaluokkaa MNlog, N (Swarztrauber ja Sweet
1996).
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5 Menetelmien vertailua

Luvussa 3 todettiin, ettd monihilamenetelmén aikavaativuus on luokkaa O(N), kun
N on tuntemattomien muuttujien maara. Monihila-menetelmén osat, joita ovat resi-
duaalin laskeminen, rajoittaminen ja prolongaatio, ovat rinnakkaistettavissa (McBry-
an ym. 1990). Myos tasoittamiseen kdytetyt perusmenetelmit, kuten Jacobi, ovat
luonnostaan rinnakkaistuvia (Goddeke ja Strzodka 2011). Monihilamenetelma ei
vaadi tietynlaista verkkoa, vaan sitd voidaan soveltaa esimerkiksi kolmioelement-
teihin (Mavriplis, Martinelli ja Jameson [1989) tai kokonaan rakenteettomille, epa-
saannollisille hiloille. Se ei myodskéddn vaadi mitddn tiettyd diskretointimenerelméaa
ja sitd voidaan soveltaa myds suoraan epélineaarisille ongelmille (Trottenberg, Oos-

terlee ja Schiiller 2001).

Luvussa 4 esitellyn syklinen reduktio -menetelman aikavaativuus on luokkaa

O(N?log, N). Laskettaessa matriiseja D\") kaavasta muisti tdyttyy nopeasti,
vaikka D on tridiagonaalinen. Kayttimalld parillinen—pariton-menetelméd, sadste-
tadn muistin tilaa, koska vain polynomien juuret taytyy tallentaa muistiin matriisien
sijaan. Télloin menetelmdn muistiin tallentamiseen tarvitaan vektori, jonka pituus

on N.

Koska jokaisella rekursioaskeleella tapahtuvat parittomien rivien eliminoinnit ovat
toisistaan riippumattomia, syklinen reduktio soveltuu helposti rinnakkaistettavak-
si. Tassd menetelmdssa esitellyt versiot ovat rannakkaistettavuuden kannalta koh-
talaisen hyviad. Rivien méaara kuitenkin puolittuu jokaisella askeleella, mutta tehta-
vd ty0 pysyy kokoajan ldhes samana. Tamaé tuottaa ongelmia, koska kunkin rivin
laskemiseksi ratkaistavat yhtdloryhmait ratkaistaan perdkkiin ja siten rinnakkaisten
tehtdvien méddrd puolittuu rivien médran puolittuessa (Myllykoski 2010). Alun pe-
rin syklinen reduktio -menetelmd on rajoitettu suorakulmaiselle alueelle, mutta on
sittemmin laajennettu huomattavasti laajemmille ongelmille (Swarztrauber (1977),
kuten tietyille epasaannollisille alueille (Buzbee ym. 1971). Sitd voidaan my6s hyo-

dyntda epédlineaaristen ongelmien ratkaisemisessa (Bini ja Golub 2009).
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6 Yhteenveto

Tutkielmassa esiteltiin Poissonin yhtdlo sekd sen diskretointi. Diskretoitu muoto
voidaan ratkaista erilaisilla numeerisilla menetelmilld, joista kadytiin ldpi tdssa tut-
kielmassa kaksi. Monihilamenetelmé& on iteratiivinen, nopea ja hyvin rinnakkais-
tettavaksi soveltuva. Monihilamenetelmé perustuu tihedampien ja harvempien taso-
jen hyodyntdmiseen laskennassa ja on yksi tehokkaimmista ratkaisijoista elliptisil-
le yhtéloille. Menetelmén asymptoottinen aikavaativuus on O(N). Monihilamene-
telmat voidaan jakaa geometrisiin ja algebrallisiin, joista tdssd tutkielmassa on esi-
telty algebrallinen monihilamenetelméd sekd sen muunnos, graafipohjainen moni-
hilamenetelmd. Algebralliselle monihilaratkaisijalle ei tarvitse vieda tietoa verkon
geometriasta vaan se tarvitsee vain alkuperdisen yhtdaloryhmaén. Syklinen reduktio
-menetelmd on suora, nopea ja my6s melko hyvin rinnakkaistettavaksi soveltuva.
Menetelmén asymptoottinen aikavaativuus on O(N*log,N). Ensimmdisend esitelty
versio kdyttdd paljon tietokoneen muistia, mutta toisessa versiossa hyddynnettiin

polynomien juuria ja muistia tarvitsee kdyttdd vain N pituisen vektorin verran.

Nopean Fourier-muunnos -menetelmé on sekéd syklistd reduktiota, ettd monihila-
menetelmdd hitaampi. My0s Fourier-muunnoksiin perustuvat menetelmaét ovat hel-
posti rinnakkaistettavia. Monihilamenetelmé&a kannattaa kayttda ratkaistaessa suu-
ria tehtdvid, silld laskentaa voidaan helposti viedd harvemmille tasoille ja sen iteraa-
tioiden méddrd voidaan pitdd vakiona riippumatta yhtaloryhmén koosta. Sykliseen
reduktioon perustuvaa pariton-parillinen -menetelméa voidaan hyodyntaa esimer-

kiksi jos halutaan sddstda tietokoneen muistia.
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