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Téamén tutkielman tarkoitus on tutustua epélineaarisiin ominaisarvo-
ongelmiin p-Laplacen operaattorin ominaisarvo-ongelman kautta. p-Laplacen
operaattori A, = div(|Vu[’"* Vu) on Laplacen operaattorin eriis yleistys ja
tarkastelun kohteena oleva ominaisarvo-ongelma Ayu + A |uf’ >u = 0 on
Dirichletin ominaisarvo-ongelman yleistys.

Tutkielmassa kerrataan ensin tarvittavia taustatietoja Sobolevin avaruuk-
sista ja funktionaalianalyysisté, ja keskitytdin sitten itse ongelmaan. Pai-
tulokset koskevat ensimmaiistd ominaisarvoa, ja ne ovat ensimméisen omi-
naisarvon olemassaolo, ensimmaéisen ominaisarvon karakterisointi Rayleighin
osamadran avulla, ensimmaéisen ominaisfunktion yksinkertaisuus, ja se, ettd
ensimméinen ominaisfunktio on ainoa ominaisfunktio, joka ei vaihda merk-
kid. Muita tuloksia ovat ominaisfunktioiden jatkuvuus ja rajoittuneisuus seké
se, ettd ominaisarvojen joukko on suljettu. Lisdksi tutkielmassa kiydaan lapi
lineaarista erikoistapausta p = 2, jossa p-Laplacen operaattori on tavallinen
Laplacen operaattori.

Avainsanat: Laplace, harmoninen, osittaisdifferentiaaliyhtdlot, Sobolevin
avaruus, ominaisarvo
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1 Johdanto

Jos 1 < p < 00, niin p-harmoninen (tai p-Laplacen) operaattori
Ay = div(|Vul?~* Vu)

on harmonisen operaattorin eriis yleistys: Sobolevin funktio u € W'P(Q)
minimoi Dirichletin integraalia [, |Vul? dz joukossa {v:u—v € W;?(Q)}
tasan silloin, kun A,u = 0 heikossa mielessd (ks. [19, lause 2.7]). Siis kun
p =2, on A, tavallinen Laplacen operaattori.

Tutkielmassa tarkastelemme p-harmoniseen operaattoriin liittyvaa epéli-
neaarista ominaisarvo-ongelmaa

Apu+ N ufP?u =0, (1.1)

missi A € R, 1 < p < 0o, @ € RY on rajoitettu ja u € W,”(Q). Arvoja
A, joilla yhtalolld (1.1) on ratkaisuja, kutsumme ominaisarvoiksi ja niité vas-
taavia funktioita ominaisfunktioiksi. Naistd arvoista pienintd kutsumme en-
simmaiseksi ominaisarvoksi ja sitd vastaavia ominaisfunktioita ensimmaéisiksi
ominaisfunktioiksi.

Ominaisarvo-ongelma (1.1) on Dirichletin ominaisarvo-ongleman yleistys,
ja palautuu siihen, kun p = 2. Analogisesti Dirichletin ominaisarvo-ongelman
kanssa, voidaan ongelman (1.1) ensimméinen ominaisfunktio karakterisoida
Rayleighin osaméiran J(u) = [, |[Vul” dz/ [, |u” dz minimoijana. Ongelma
(1.1) ei kuitenkaan ole lineaarinen eiké sen tutkiminen siksi ole yhté helppoa.
Téasté on esimerkkind se, ettd lineaaritilanteessa kaikki ominaisarvot voidaan
karakterisoida suoraan Rayleighin osamairdn avulla, mutta yleisessd tilan-
teessa tdma onnistuu vain ensimmadiselle ominaisarvolle.

Tutkielman pédituloksia ovat ensimmadisen ominaisarvon olemassaolo ja
sen karakterisointi Rayleighin osaméirin avulla, sekd ensimmadisen ominais-
funktion yksinkertaisuus. Osoitamme myo0s, ettd ominaisfunktiot ovat rajoi-
tettuja ja ettd vain ensimmaéinen ominaisfunktio on positiivinen. Kappaleessa
7 kiymme 1api lineaaritilannetta p = 2. Lisdksi kdsittelemme tarkemmin joi-
takin p-harmonisen operaattorin kannalta oleellisia taustatietoja: todistam-
me Rellicin ja Kondrachovin lauseen, osoitamme Alaoglun lauseen avulla,
ettd LP-avaruudet ovat heikosti kompakteja, ja esittelemme p-ohuuden kisit-
teen.

Tutkielman tarkeimmét ldhteet ovat Lindqvistin p-Laplacen operaatto-
rista ja sen ominaisarvo-ongelmasta kertovat tekstit [19] ja [18], sekd Lind-
qvistin ja Kawohlin artikkeli [15], jossa on todistettu ensimmaéisen ominais-
funktion yksinkertaisuus ja se, ettd vain ensimméinen ominaisarvo on yksi-
merkkinen. Térkeitd funktionaalianalyysiin ja Sobolevin avaruuksiin liittyvid
lahteitd ovat [4], [21], [12] ja [10].



2 Esitietoja ja lauseita

Ellemme toisin mainitse, oletamme tiissi kappaleessa, ettd Q C R on avoin
ja N > 1.

Maiadritelmi 2.1 (Konveksit ja konkaavit funktiot). Olkoon V' vektoriava-
ruus ja £ C V konveksi, eli sellainen, ettd {tx + (1 —t)y:t € [0,1]} C E
kaikilla =,y € E. Funktio f : £ — R on konwveksi, jos kaikille x # y € E ja
t € (0,1) pitee

flz+Q—=t)y) <tf(z)+(1—1t)f(y)

Jos ylla oleva epédyhtdld on aito, sanomme ettd f on aidosti konveksi.
Sanomme, ettd f on (aidosti) konkaavi, mikili —f on (aidosti) konveksi.

Huomautus. Jos I on vili ja f € C'(I) sellainen, ettd f’ on kasvava, niin
f on konveksi. Tamén perustelemiseksi olkoon a < b vilin I pisteitéd ja t €
(0,1). Valiarvolauseen nojalla on olemassa pisteet ¢ € (a,ta + (1 — t)b) ja
d € (ta+ (1 —t)b, b) siten, ettd

flta+ (1 —1)b) — f(a) .

f(b) — f(ta+ (1 —1)b)
ta+(1—t)b—a '

b— (ta+ (1—)b)

f'(e) = a f'(d) =

Koska f'(¢) < f'(d), saamme yll& olevasta

flta+ (1 —1)b) — fla) _ f(b) = flta+ (1 —1)b)
(1—1t)(b—a) - t(b—a) ’

misté edelleen f(ta+ (1 —1)b) < tf(a)+ (1 —1t)f(b). Epiyhtalot ovat aitoja,
jos f" on aidosti kasvava, joten télléin f on myos aidosti konveksi.

Esimerkki. Edellisen huomautuksen mukaan kuvaus [0, 00) — RY : 2+ 2P
on aidosti konveksi, kun p > 1. Tésté seuraa, ettd myds kuvaus RY — R :
2+ |z|” on aidosti konveksi: jos a # b € RY ja t € (0,1), niin

[ta + (1 —t)b]P < (t]a| + (1 —t) |b))P < t|a|’ + (1 —¢t) [b]".

Miéritelma 2.2 (Hélder-jatkuvuus). Olkoon D C RY ja 0 < a < 1. Sa-
nomme, ettd funktio f : D — R on Hdélder-jatkuva eksponentilla o joukossa
D, jos on C' > 0 siten, etti

f(x)— fly)| <Cle—y|* Vaz,yeD.

Kaytamme lisdksi merkintda

C%(Q) = {f € C() : fon Holder-jatkuva eksponentilla a joukossa Q} .



Oletamme, etté lukijalla on perustiedot Lebesgue’in avaruuksista, eli LP-
avaruuksista. Seuraavassa esitdmme joitakin niihin liittyvié, tutkielmassa tar-
vittavia tuloksia.

Miiritelma 2.3 (Funktion kantaja). Jos u :  — R on mitallinen, niin sen
oleellinen kantaja, tai vain kantaja, on

suppu::Q\U{ACQ:Aon avoin ja u(z) =0 mk. x € A}.

Jos E C RY ja suppu € E, niin sanomme, ettd u on kompaktisti kannetiu
joukossa E. Huomaa, ettd jos u on jatkuva, niin sen oleellinen kantaja on
sama kuin sen suljettu kantaja, ts. suppu = {z € Q: f(x) # 0}.

Maéiritelmi 2.4 (Lebesgue’in avaruudet). Olkoon p > 1. Tilléin Lebesgue-
mitallisen funktion v : Q — R LP-normi on

[l = llull Loy = {

Lebesgue’in avaruus on

(fQ\u|pdx)%, 1<p< o

esssup |u, p = 00.

LP(Q)) := {u : {0 — R : funktio u on Lebesgue-mitallinen ja ||ul|, < oo} :

missd samaistamme funktiot, jotka eroavat vain nollamittaisessa joukossa.
Kun sanomme, ettd funktiolla v € LP(Q) on jokin ominaisuus (esim. jatku-
vuus), niin tarkoitamme, ettd on olemassa funktio «’, jolla on tdmé ominai-
suus, ja jolle pitee

' (z) = u(z) mk. x € Q.

Liséksi, jos on olemassa nollamittainen joukko E ja piste xq € 0f2 siten, ettd

lim u(z) = a,
T—T0
z€Q\E

niin merkitsemme u(zq) = a.

Holderin epiyhtéld on aivan keskeinen osa LP-avaruuksien teoriaa. Viit-
taamme sitd varten teokseen [13, lause 15.8].

Lause 2.5 (Holderin epayhtilo). Olkoon 1 < p < oo, u € LP(Q) ja v €

LP(Q), missi p/ = z% on luvun p duaalieksponentti. Talloin

fuvlly < Jlull, lofl,, -



Seuraus 2.6 (Yleistetty Holderin epayhtéls). Olkoot uq, ..., u, € LPi(Q),
missd Y o~ = 1. Tallsin

furug - - unlly < lJually, [luzlly, - lunll,, -

Todistus induktiolla. Oletamme, ettd viite péatee, kun funktioita u; on n — 1
kappaletta. Télloin, jos uy, ..., u, ovat kuten ylla, saamme

||U1U2"'Un||1 < ||U1U2||% ||U3Hp3 T ||Un||pn-

. ” ps . g e .
Toisaalta, koska i T o, = 1, patee Holderin epédyhtédlon nojalla

P1P2 p;;1;2
izl zizy. = (|| (w255 ) 7™ <l fl,-
Né&in on néhty, ettd viite pitee myos, kun funktioita on n kappaletta. O

LP-normi on nimensd mukaisesti normi joukossa LP(2), joka LP-normilla
varustettuna onkin taydellinen normiavaruus eli Banachin avaruus. L”-normin
kolmioepayhtdlod kutsutaan Minkowskin epéiyhtéloksi ja avaruuden LP(€)
taydellisyys tunnetaan toisinaan Rieszin ja Fischerin lauseena. Naita tulok-
sia varten viittaamme teokseen [13, lauseet 15.9 ja 15.14].

Lebesgue’in avaruuksien rakenteeseen liittyen mainitsemme vield, etta ne
ovat separoituvia, kun 1 < p < 0o, ja refleksiivisid, kun 1 < p < oo (ks. [13]
tai [4]). Lisdksi L*(Q) on Hilbertin avaruus, kun se varustetaan sisitulolla

(u|v) 12(q) ::/uvda:.
Q
Seuraavat epayhtilot ovat usein hyodyllisid LP-normien yhteydessa.
Lemma 2.7. Olkoon p > 0. Tdlléin on olemassa C = C(p) > 0 siten, ettd
Cla+b)P<a’ 4+ <Clat+b)P.
kaikilla a,b > 0.

Todistus. Merkint6ja tarvittaessa vaihtamalla voimme olettaa, ettd a > b.
Talléin

(a+b)P < 2PaP < 2P (aP + bP) < 2PT1aP < 2P%h (a + b)P,

joten viite pétee vakiolla C' = max(2?,2). O



Lemma 2.8. Olkoot a,b > 0. Tdilléin
la? — bP| < |a — Db, kun 0 <p <1,

Jja
la —b" < |a? —bP|, kunp > 1.

Todistus. Merkintja tarvittaessa vaihtamalla voimme olettaa, ettd a < b.
Jos p > 1, niin

b—a b—a b
la — b = / ptr~tdt < / p(t +a)P ' dt = / pt?~tdt = |a? — b7 .
0 0 a

Tilanne 0 < p < 1 menee vastaavasti. ]

Lemma 2.9. Olkoon || < 00, 0 < g < p < o0 ja u: Q — R mitallinen
funktio, jolle [, |ul’ dz < co. Tdlldin
( / Jul? dx>p.
Q

(/ al? dx)q <l
Q

Erityisesti siis LP(Q2) C L1(QY), kun 1 < ¢ <p < 00 ja || < oco.

=
D=

Todistus. Koska ’% + ]% = 1, saamme Holderin epayhtalosta

(/Q\uwd;y>é§ (/{21dx)w(/52|u|v; dx)fq:m’ (/Q’“‘p dx);.

Q=
S =

3 LP-avaruuksien heikko kompaktius

Todistamme, ettd LP-avaruudet ovat heikosti kompakteja, silli todistus en-
simméisen ominaisarvon olemassaololle (lause 6.11) nojaa oleellisesti tdhéin
tietoon. Tédssa kappaleessa E' on mielivaltainen normiavaruus.

Miaritelmé 3.1 (heikko topologia).

1. Olkoon FE normiavaruus, I kokoelma sen lineaarimuotoja ja N kaikkien
muotoa

pf():|<f7>|7f61



olevien seminormien joukko. T&llin pariin (F,I) liittyva heikko topo-
logia on karkein sellainen topologia, jonka suhteen kaikki semipallot

By, (x,7) ovat avoimia, ts.

ACE:Vr e Adr > 0 ja éddrellinen B C N s.e. ﬂ B, (x,7) C A

prEB

Kéaytamme télle topologialle merkintdd o(E, I).

2. Topologiaa o(F, E*) kutsumme avaruuden E heikoksi topologiaksi eli
w-topologiaks.

3. Kun samaistamme normiavaruuden F sen biduaalinsa E** aliavaruu-
deksi kéyttden luonnollista upotusta = — (f — f(z)) (ks. esim. [13,
huomautus 22.7]), antaa kohdan 1. mukainen méérittely topologian
o(E*, E). Tétd topologiaa kutsumme duaalin E* heikoksi tihtitopo-
logiakst eli w*-topologiakst.

Merkintd 3.2. Jos jono (z,) C E suppenee kohti pistettd = € E topologiassa
o(E, E*), sanomme, ettéd (x,) suppenee heikosti kohti pistetti x avaruudessa
E, ja merkitsemme x,, — x.

Seuraava on yksinkertainen, mutta oleellinen heikon suppenemisen karak-
terisointi.

Lause 3.3. Jono (z,) C E suppenee heikosti kohti pistettd x € E jos ja vain
jos
(f,zn) = (f,z) V[feE"

Todistus. Ehdon vilttdmattomyytta varten, olkoot f € E* ja ¢ > 0 annet-
tuina. Koska x, — z, on topologian o(E, E*) avoimelle joukolle B, (,¢)
olemassa N siten, etti

Ty € By (v,e) ={y € E:|[(f,x—y)|<e} Vn>N.

Siis |(f, zn) — (f, x)| < € suurilla n.

Ehdon riittdvyyttd varten oletamme, ettd A on pisteen x mielivaltainen
ympéristd topologiassa o(FE, E*). Télldin on olemassa r» > 0 ja &dérellinen
B C E” siten, ettd (\;c5 By, (z,7) C A. Koska B on &irellinen, voimme
oletuksen nojalla valita luvun N siten, ettd |(f, z, — )| < r kaikilla f € B
jan > N.Siispd z, € (;cp By, (z,7) C A suurilla n. O



Huomautus 3.4 (Heikko LP-suppeneminen). Kun 1 < p < oo, avaruuden
LP(€2) duaali on L(Q2), missd ¢ on p:n duaalieksponentti, ts. jokainen ava-
ruuden LP(£2) lineaarinen funktionaali on muotoa

(. 9) z/Qfgdx Vg e I(9),

missd f € LP(Q)* = L9(Q2) (ks. esim. [13], seuraus 24.20). Soveltamalla tdhin
tietoon lausetta 3.3, saamme heikolle LP-suppenemiselle seuraavan esityksen:
jono (u,) C LP(2) suppenee heikosti kohti funktiota u € LP(Q2) jos ja vain
jos

/unvdx%/uvdx Vv e L1Q).
Q Q

Alaoglun lause

Johdamme [LP-avaruuksien heikon kompaktiuden Alaoglun lauseen avulla,
jonka mukaan duaalin £* suljettu yksikkopallo on w*-topologiassa kompakti.
Alaoglun lause perustuu ideaan siitd, ettd w*-topologialla varustettu duaali
E* on itse asiassa tuloavaruuden R¥ topologinen aliavaruus. T&lloin kom-
paktius seuraa Tihonovin lauseesta.

Maarittelemme tulotopologian ja muotoilemme Tihonovin lauseen, mutta
emme kisittele niitd sen tarkemmin. Tulotopologian ominaisuuksia voi kerra-
ta kirjasta [25]. Tihonovin lauseen todistus 16ytyy mm. lahteista [25] ja [13].
Esittdimamme Alaoglun lauseen todistus on otettu teoksesta [13].

Maiaritelmi 3.5 (Topologian kanta ja alkukanta). Topologian T osajoukko
K C T on topologian T kanta, jos mikd tahansa joukon 7T alkio voidaan
esittdd yhdisteend joukon /C alkioista.

Topologian T osajoukko A C 7T on topologian T alkukanta, jos sen al-
kioiden aéarelliset leikkaukset muodostavat jonkin 7:n kannan.

Maéaritelma 3.6 (Topologinen aliavaruus). Olkoon X topologinen avaruus
varustettuna topologialla T ja olkoon A C X. Talléin topologian T joukkoon
A indusoima aliavaruustopologia on Tja ={VNA:V €T},

Huomautus 3.7. Jos topologisella avaruudella X on alkukanta A, niin aliava-
ruustopologian 74 erds alkukanta on muotoa {V NA:V € A}.

Miééritelmé 3.8 (Tulotopologia). Olkoon J jokin indeksijoukko ja X;,j € J
kokoelma topologisia avaruuksia. T&ll6in tulojoukon X = Hje ;X alkioita
ovat sellaiset kuvaukset = : J — X, joilla z(j) € X; kaikilla j € J. Tulo-
joukkoon maééritelldén projektiokuvausten m; : X — X, mx = x(j),j € J

7



indusoima topologia, eli suppein sellainen topologia, jonka suhteen kaikki
kyseiset projektiokuvaukset ovat jatkuvia. Kutsumme tétd topologiaa tulo-

topologiaksi. Jos X; = Y kaikilla j, niin kiytdmme tulojoukolle merkintia
Y.

Huomautus 3.9. Tulotopologian alkukannan muodostaa avoimien joukkojen
alkukuvat projektiokuvauksissa, ts. joukot 7T]-_1V, missa j € J jaV C X; on
avoin.

Lause 3.10 (Tihonovin lause). Jos X;,j € J ovat kompakteja topologisia
avaruvuksia, nitn myos tulo HJEJ X; on kompakti.

Lemma 3.11. Normiavaruuden E duaali E* varustettuna topologialla
o(E*, E) on tuloavaruuden RE topologinen aliavaruus.

Todistus. Ainakin E* C R¥. Tehtiviiksi ji#i osoittaa, ettd topologia o(E*, F)
on sama kuin tuloavaruuden R” osajoukkoonsa E* indusoima aliavaruusto-
pologia, jota merkitsemme symbolilla 7.

Todistamme ensin, ettd o(E*, E) C T. Tulotopologian méaritelmén no-
jalla projektiokuvaukset 7, : R¥ — R, 7,(f) = f(x) ovat jatkuvia ja siten
joukot

m, B(f(x),r) = {g € R" : [g(x) — f(a)| <7}
ovat tuloavaruudessa RE avoimia kaikille z € F ja f € RF. Niin ollen
semipallot
By, (f,r)={9 € E" : [g(z) — f(z)] <r}
ovat avoimia joukkoon E* indusoidussa aliavaruustopologiassa 7. Koska ky-
seiset semipallot muodostavat topologian o(E*, E') alkukannan, ovat kaikki
topologian o(E*, F) avoimet joukot avoimia myds 7 :ssé.

Siirrymme osoittamaan, ettd 7 C o(E*, E). Jos A on topologian T alku-
kantajoukko, on se muotoa A = E* N7 'V, missi VV C R on avoin jaz € E.
Koska avoimet pallot muodostavat R:n kannan, saa A esityksen

A=Enm' | JB= ] Enn'B
BcV Bcv
Riittda siis todeta, ettd joukko E* N7, 'B on avoin topologiassa o(E, E*),
kun B = B(a,r) C R on mielivaltainen avoin pallo. Téta varten valitsemme
sellaisen funktionaalin g € E*, jolle g(z) = a. T&ll6in
E*nn'Bla,r) ={f € E* . |f(z) —a| <r}
={fe £ :|f(x) —g(x)] <r} = By, (g,7).

Joukko E* N7, ' B on siis itse asiassa semipallo, ja siten avoin topologiassa
o(E* E). ]



Lause 3.12 (Alaoglun lause). Normiavaruuden E duaalin E* suljettu yksik-
kdpallo

By ={f € E*: ||f]
on kompakti topologiassa o(E*, E).

g <1}

Todistus. Lemman 3.11 nojalla riittdi osoittaa, ettd By- on kompakti tuloa-
varuudessa R”. Huomaamme, etté joukko-opillisesti

Bp-={f € B": |f(@)| < |all vz € B} < [] Bal0, 2l)) < R®.

zeFE

Tihonovin lauseen nojalla tuloavaruus [] ., Br(0, ||z]|) on kompakti, joten

z€E
B on kompaktin avaruuden aliavaruus. Siten sen kompaktiuteen riitti
osoittaa, etts se on suljettu. Oletamme tiité varten, ettd f € R¥ on yksikko-
pallon Bp- sulkeumassa. Talloin f on lineaarinen: jos z,y € E ja o, € R,
niin huomautuksen 3.9 nojalla on olemassa f. € Bg-, jolle | f(2) — f-(2)| < ¢,

kun z € {z,y, ax + By}. Koska f. on lineaarinen, seuraa kolmioepdyht#losta

|f(ax + By) — (af (x) + Bf ()] <[flaz + By) — fe(ax + By)| + (e + |8])
<e(1+[al +15]).

Aivan vastaavasti niemme, ettd || f|| ;. < 1. Siispi f € Bp-. O

Seuraus 3.13. Olkoon E refleksiivinen normiavaruus. Tdlloin duaalin E*
suljettu yksikkopallo on kompakti E*:n heikossa w-topologiassa.
Erityisesti Lebesgue’in avaruuden LP(QY) yksikkdpallo on heikosti kompakti.

Todistus. Koska E on refleksiivinen, topologiat o(E*, E**) ja o(E*, E') yhty-
vat. Ensimmaéinen véite seuraa téllin Alaoglun lauseesta.

Toista viitettd varten olkoon ¢ p:n duaalieksponentti. Koska L7(2) on
refleksiivinen, sen duaalin yksikkopallo on edellisen nojalla heikosti kompakti.
Toisaalta tdmé duaali on juuri LP(S2). O

4 Sobolevin avaruudet

Esittelemme Sobolevin avaruudet ja niihin liittyvia perustuloksia, jotka ovat
tutkielman kannalta oleellisia. Oletamme, etté lukijalla on perustiedot Sobo-
levin avaruuksista emmeké kiy niiden teoriaa tarkasti lapi. Annamme kui-
tenkin viitteet niihin todistuksiin, jotka sivuutamme. Sobolevin avaruuksien
teoriaa voi lukea esim. teoksista [4], [12] ja [7].



Ellemme toisin mainitse, oletamme tiissi kappaleessa, etti Q C RY on
alue, eli avoin ja yhtendinen joukko, N > 2ja 1l <p < oc.

Merkinnilld LP(Q2)Y tarkoitamme normiavaruuden LP(Q2) N-kertaista tu-
loa itsensa kanssa, eli joukkoa

{(fi.....f~): fi € LP(Q),i=1,...,N}

varustettuna komponenttaisilla vektoriavaruuslaskutoimituksilla ja sopivalla
tulonormilla. Kun p < oo ja f € LP(Q)V, valitsemme normiksi

1Al = 1 e = ( [t dx)” |

joka on ekvivalentti normin || f|| = S_~ | fill,, kanssa. Kun p = oo, kiiytdmme
jilkimmaistd normia. Huomaa, ettd avaruuden LP(Q)Y jono ((f7',...f%)),
suppenee (heikosti) kohti pistettd (fi,..., fn) jos ja vain jos f!* suppenee
(heikosti) kohti funktiota f; avaruudessa LP(Q) kaikilla i € {1,..., N}.

Miiritelmi 4.1 (Heikko osittaisderivaatta). Olkoot w,v € LP(Q), k €
1,..., N. Sanomme, ettd v on funktion w k:nnes heikko osittaisderivaatta,
jos

/u@kgodx: —/vgodx Ve Cxr(0).

Q Q

Talloin merkitsemme v = Jyu.

Huomautus 4.2. Variaatiolaskennan peruslauseesta, eli tiedosta

{QCRN avoin,uELlloc(Q)ja/ucpdm:O VoeCX(Q)| = u=0,
Q

seuraa valittomasti, ettd jos heikko osittaisderivaatta on olemassa, niin se
on yksikésitteinen (ks. |7, sivu 243|). Niin ollen, jos v € C'(Q) N LP(Q)
ja tavallinen osittaisderivaatta Oyu on avaruudessa LP(S2), niin funktion u
k:nnes heikko osittaisderivaatta on Oju.

Variaatiolaskennan peruslauseesta seuraa myos, etté jos u € LP(2) ja sen
heikko osittaisderivaatta dyu € LP(Q2) on olemassa, niin supp dpu C supp u.

Miéiritelmi 4.3 (Sobolevin avaruus). Sobolevin avaruus W1?(€) on niiden

LP(Q)-funktioiden joukko, joilla jokainen heikko osittaisderivaatta on olemas-
sa, eli

WP(Q) = {u € LP(Q) : du € LP(Q) Vi€ {1,..,N}}.
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Funktion v € WP (Q) heikko gradientti on
Vu = (01, ..., Onu) € LP(Q)V.

Varustamme avaruuden W'?(Q) normilla

N
lellyan = llull, + D [1sull,
i=1

Avaruus W, ?(Q) on joukon C°(9) sulkeuma avaruudessa W?(Q).

Sobolevin avaruus on Banachin avaruus kaikilla 1 < p < oo |4, lause 9.1].
Jos p = 2, on se erityisesti Hilbertin avaruus, kun se varustetaan sisatulolla

(wv)wrr = (ulv)rz + Y (Ouldw) 2.

=1

Talloin merkitsemme H'(Q) := W12(Q) sekd sen aliavaruutta H}(Q) :=
We2(Q).

Jos 1 < p < oo, niin avaruuden W1P(Q) funktioita voi arvioida sileilld
funktioilla Sobolev-normin mielessi, ts. joukko C*(2) N W'P(Q) on tihei
avaruudessa W1P(Q). Tami tunnetaan Meyersin ja Serrinin lauseena (ks. [1,
lause 3.17]). Jos 9Q on C*°, niin jopa joukko {ujq :u € C°(RY)} on tihed
avaruudessa W'?(Q) (ks. [4, lause 9.8]).

Lahestymalld Sobolevin funktioita sileilla funktioilla voi johtaa tavallisten
derivointisddntojen kaltaisia tuloksia myos Sobolevin funktioille. Viittamme
alla olevien sdéntojen todistuksia varten teokseen [4, propositiot 9.4 ja 9.5].

Lause 4.4 (Tulon differentiointi). Olkoon u,v € WP(Q) N L>°(Q). Tdillin
w € W(Q) ja
V(uv) = uVv + vVu.

Lause 4.5 (Yhdistetyn kuvauksen differentiointi). Olkoon G € C1(R) siten,
etti G(0) = 0 ja |G'| < M. Tilldin jokaiselle u € WHP(Q) piitee

Goue W"(Q) ja V(Gou)= (G ou)Vu.

Sobolevin ja Morreyn epdyhtaldiden todistukset 10ytyvét esim. teoksesta
|7, kohdat 5.6.1 ja 5.6.2].
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Lause 4.6 (Sobolevin epéyhtils). Jos 1 < p < N, niin on olemassa C =
C(N, p) siten, etti jokaiselle u € W, P(Q) pitee

1

(/ M dx)p go(/\vuv’ da:)p,
Q Q
Y4

missa p* = n—fp on luvun p Sobolev-konjugaatti.

Jos p= N, on olemassa C = C(N,q) siten, ettd

(/Q |u|? dx)é <C (/Q |Vau|™ d;c)hlv

kaikilla uw € W™ (Q) ja q € [N, 00).

Lause 4.7 (Morreyn epéyhtéld). Jos p > N, niin WyP(Q) € C%*(Q), missd
o =1— N/p. Lisiksi jokaiselle u € WyP(Q) ja pallolle B, pitee

S“)““@—“@NSCW(A]vmmM){

z,y€ BN
missd C' = C(N,p).

Seuraavan tuloksen todistus perustuu teoksen [21| lauseen 1.62 todistuk-
sen loppuosaan.

Seuraus 4.8. Olkoon Q rajoitettu, w € Wy*(Q) ja p > N. Tilloin u = 0
joukossa 0S.

Todistus. Jos jono (f,) C LP(£2) suppenee LP-mielessi kohti funktiota g €
LP(€2), niin silld on osajono, joka suppenee pisteittdin kohti funktiota ¢
m.k. joukossa Q (ks. [4, lause 4.9]). Témén nojalla voimme valita jonon
(up) C C(Q) N W, P(Q) siten, ettd se suppenee pisteittiin kohti funktiota
u m.k. joukossa €2. Jos nyt x € €, niin valitsemme sellaisen pisteen y € 0S2,
ettdi |v — y| = dist (x,CQ). Tillvin funktioiden (u,) Hélder-jatkuvuus antaa
arvion

[Un(@)] = [ (@) = ()] < C |z — y|* = Cdist (z,02)°.
N&in ollen m.k. z € € on voimassa

u(@)| < fu(@) = un(@)] + [un(2)] < |u(z) = ua(2)] + Cdist (2, CQ)*,
N—————

— 0
n—r oo

mistéd seuraa, ettd u = 0 joukossa 0f). L]
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Sobolevin ja Morreyn epayhtéloista seuraa melko suoraan Poincarén epayh-
talo.

Seuraus 4.9 (Poincarén epiyhtilo). Jos Q2 on rajoitettu alue ja p < oo, niin
on olemassa C = C(n,p) siten, ettd

lull, < 1™ [[Vull,

kaikille u € Wy (Q).

Osittain jérjestettyd joukkoa (A, <), jossa jokaisella kaksiolla {a,b} C A
on olemassa suurin ja pienin yliraja, kutsutaan hilaksi. On hyodyllista tietaé,
ettd Sobolevin avaruudet WP(Q) ja W, (Q) ovat hiloja, kun ne varustetaan
relaatiolla u < v <= u(zr) < v(zr) m.k. z € Q. Seuraava lause sanoo tdmén
lisdksi muutakin. Viittaamme sitd varten teokseen [12, lauseet 1.20 ja 1.23].

Lause 4.10. Funktiot (u,v) — min(u,v) ja (u,v) — max(u,v) ovat jatkuvia
kuvauksia avaruudesta WHP(Q) x WLP(Q) avaruuteen WP(Q). Niille pitee

<
V min(u,v)(x) = Vul@), ulz) < v(a) :
Vo(z), v(x) < u(x)

Vu(z), u(x) > ( )
Vo(z), v(x)>u

Lisiksi, jos u,v € WyP(Q), niin min(u, v),max(u,v) € Wol’p(Q). Erityisesti
siis funktion u positiivi- ja negatiwiosat ut = max(u,0) ja u~ = min(u,0)
ovat Sobolevin funktioita.

V max(u,v)(x) = {

Seuraavassa on vield lemmoja, joiden avulla voi pdételld avaruuden WP (Q)
funktion kuuluvuuden joukkoon W,"(€2).

Lemma 4.11. Jos u € WYP(Q) on kompaktisti kannettu joukossa S, niin
u € W,?(Q).

Todistus. Olkoon (u,) C C*°(2) N W1P(Q) jono, joka suppenee funktioon u
avaruudessa W1'P?(Q). Koska suppu on kompakti, voimme esim. ykkdseno-
situksen (ks. [1, lause 1.44]) nojalla valita funktion ¢ € C°(Q) siten, ettd
0 < ¢ <1ja¢=1 joukossa supp u. Talléin ¢u, € C>(Q) ja

/\u—gbun]p dx:/ lu — u,|” dx—i—/ |pu, " dx — 0
[¢) supp u Q\supp u
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seka

19~ V(6ul, < [V~ 6Fuall, + 76l

< </ |Vu — Vu,|” dx +/ YV, |” dx) ’
supp u Q\supp u

1
+ (/ 1, V| dx> "0,
Q\suppu

joten ¢u, — u avaruudessa W1P(Q). O

Lemma 4.12. Olkoon v € W'(Q) ja v € Wy (Q) siten, etti 0 < u < v.
Tillgin u € Wy P(Q).

Todistus. Perustelu on helppo, jos jo tieddmme, ettd lause 4.10 péatee. Olkoon
v, € C°(Q) s.e. v, — v avaruudessa W, 7(Q). Talléin w, = min(u,v,) €
WP(Q) on kompaktisti kannettu ja siis kuuluu joukkoon W,”(Q). Koska
toisaalta min(u,v,) — min(u, v) = u, niin u € Wy*(Q). O

Lemma 4.13. Olkoon ) rajoitettu, 1 < p < oo ja u € WP(Q) N C(Q)
sellainen, ettd u = 0 joukossa Q. Tallgin u € W,P(Q).

Todistus. Olkoon u, = max(u — =,0) + min(u + +,0). Lauseen 4.10 nojalla
u, € WH(Q) ja u, — u avaruudessa W5HP(Q). Koska u € C(2), 9Q on
kompakti ja u = 0 joukossa 02, niin jokaiselle n on olemassa avoin joukko
A, D 09 siten, ettd |u| < % joukossa A,. Talloin suppu, C Q\ A,, eli u,
kompaktisti kannettu ja siis kuuluu joukkoon W,"(€2). O

5 Rellicin ja Kondrachovin lause

Todistamme Rellicin ja Kondrachovin lauseen kidyttadmailla Kolmogorovin ja
Rieszin lausetta, joka on erdinlainen “LP-versio” Ascolin lauseesta. Erikois-
tapauksessa p > NN, jossa avaruuden VVO1 P(Q2) funktiot ovat jatkuvia, Rellicin
ja Kondrachovin lause seuraakin helposti Ascolin lauseesta. Kolmogorovin
ja Rieszin sekd Ascolin lause on todistettu artikkelissa [11], jossa molemmat
johdetaan erdin yksinkertaisen topologisen lemman avulla.

Esittdmédmme todistus Rellicin ja Kondrachovin lauseelle tilanteessa p <
N on otettu kirjasta [4].

Maéritelmd 5.1. Sanomme, ettd joukko U on suhteellisen kompakti topo-
logisessa avaruudessa F, jos U C E ja U on kompakti.
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Lause 5.2 (Ascolin ja Arzelan lause). Olkoon F C C(S2) pisteittiin rajoitettu
joukko, joka on yhtdjatkuva, eli kaikille o € Q ja € > 0 on olemassa r > 0

siten, etta
sup | f(zo) — f(z)| <e.

z€B(zq,r)N2
feFr

Tillsin F subteellisen kompakti avaruudessa (C(Q), ||||..)-
Merkinti. Asetamme 7, f(z) = f(x + h), missid z, h € RY.

Lause 5.3 (Kolmogorovin, Rieszin ja Fréchetin lause). Olkoon 1 < p < o0
ja olkoon F C LP(RY) rajoitettu joukko siten, ettd

I _ = 0.
Jim sup 170 f = fll ooy

Tilléin, jos Q C RN on mitallinen ja ddrellismittainen, niin Fio on suhteel-
lisen kompakti avarvudessa LP(S).

Lemma 5.4. Olkoon u € WyP(RY) ja 1 < p < oo. Tillgin kaikille h € RN

palee
|7hu — UHLp(RN) < |n| HVUHLP(RN) :

Todistus. Olkoon u € C5°(RY). Maérittelemme
v(t) = u(x + th),
jolloin v/(t) = h - Vu(x + th) ja siten
1
(@ + h) — u(z) = v(1) — v(0) = / b V(e + th) dt.
0
Talloin Holderin epédyhtélon nojalla
1
imu(z) — u(@)P < [BP / V(e + th)[? dt,
0

joten

1
/ |Thu(x) — u(z)|” de < |h|p/ / |Vu(x + th)|? dt dx
RN rN Jo

1
:w’// V()| da dt
0 RN

— |1 [Vl o,
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Olkoon sitten u € W, (RY) ja (u,) C C3°(RN) sité Sobolev-normin mielessé
ldhestyva jono. Talloin kolmioepdyhtalon ja todistuksen alun nojalla péitee

ITh = ull @y < 1wt = Thtin| oy + 1u = tnll Loy + 1700 = wnl| o vy
< 2l = tall o, + 1 IVl
= R [[Vull 1o gy -

]

Maaritelma 5.5. Banachin avaruuksien vélinen lineaarinen operaattori 71" :
X — Y on kompakti, jos se kuvaa X:n yksikkopallon avaruuden Y suhteelli-
sen kompaktiksi osajoukoksi.

Lause 5.6 (Rellicin ja Kondrachovin lause). Seuraavat upotukset, jotka So-
bolevin ja Morreyn lauseiden nojalla ovat jatkuvina olemassa, ovat kompak-
teja:

1. WyP(Q) € LY(Q) Vqel,p*), missi z% = kun p < N,

1_ 1
p N’

2. WM (Q) € LYQ) Vg€ [N, o0),
3. WyP(Q) € C(Q), kun p > N.
Erityisesti siis upotus W, ?(Q) C LP(Q) on kompakti.

Todistus. Todistamme aluksi kohdan 1, jossa p < N ja g € [1,p*). Olkoon
P W, P(Q) — Wy P (RN) operaattori, joka nollajatkaa funktion u € Wy (Q)
joukkoon RY. Merkitsemme avaruuden VVO1 () yksikkopalloa symbolilla H
ja sen kuvaa operaattorissa P symbolilla F. Télloin Fio = H, joten viite
seuraa lauseesta 5.3, jos osoitamme, ettid F on rajoitettu avaruuden L9(RY)
osajoukko, ja ettd patee

li — =0. 5.1

i, sup 7t =l o) (5.1)
Olkoon u € F mielivaltainen. Koska ¢ < p*, pétee lemman 2.9 ja Sobolevin
epayhtalon nojalla

||U||Lq(RN) = ||U||Lq((z) <C ||UHLP*(Q) <C ||vu||LP(Q) <C-1,

joten ainakin F on rajoitettu. Jos ¢ < p, niin ehto (5.1) seuraa suoraan
lemmoista 2.9 ja 5.4, silla talldin

| Thu — UHL‘Z(]RN) < Cmu - UHLP(]RN) < C|hl ||Vu||LP(]RN) < Clhl.
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Jos ¢ > p, niin 1% <=-< 110, ja siten on olemassa « € (0, 1], jolle

1
q

1 a 11—«

qg p p*

Talloin Holderin epiyhtélon, lemman 5.4 sekd Sobolevin epayhtédlon avulla
saamme

Qe

ITht = ull Loy = (/ e — | [ — |7 d;c>
RN
l—«

< (/ |Thu — ul? dac)p </ IThu — ul” da:) ’
RN RN

< |h|* ||vu||%p(RN) (2 ||u||Lp*(RN))
< CR" [Vl o @y
< C|h|*.

Ehto (5.1) seuraa tésté.

Siirrymme tarkastelemaan kohtaa 2. Jos ¢ € [N,00), niin on olemassa
p < N siten, ettd ¢ < A’;—i = p*. Koska p < N ja ) on rajoitettu, niin
WyN(Q) € WyP(Q). Toisaalta kohdan 1 nojalla avaruus W,"(€) uppoaa
kompaktisti avaruuteen L9(€2).

Jaljelld on todistaa kohta 3. Olkoon H avaruuden W,?(Q) yksikkopallo.
Ainakin # on yhtijatkuva, silli Morreyn lauseen nojalla W, 7(Q) ¢ C%*(Q),
kun p > N. Toisaalta, Morreyn lause antaa myd&s arvion

sup  |u(z) — u(y)| < Cr® (/Q |Vul? dx); :

x,y€BrNQ

missi u € Wy (Q) ja B, on mikii tahansa pallo. Koska Q on rajoitettu ja
u = 0 joukon €2 reunalla, saamme ylld olevasta

sup |u(z)| < Cdiam(92)”
z€Q

kaikille u € H, joten perhe H on pisteittdin rajoitettu. Niin se on Ascolin ja
Arzelan lauseen nojalla suhteellisen kompakti avaruudessa (C(Q2), ||-[|..). O

Kirjaamme kaksi tulosta, jotka ovat hyoddyllisid tutkittaessa Sobolevin
avaruuksien jonoja ja niiden raja-arvoja. Ensimméiinen on seuraus Lebes-
gue’in avaruuksien heikosta kompaktiudesta, ja toinen on tidmé yhdistettyné
Rellicin ja Kondrachovin lauseeseen.
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Seuraus 5.7. Olkoon 1 < p < oo, u € LP(Q) ja (u,) C W'P(Q) jono siten,
ettd u, — u avaruudessa LP(QY) ja sup,, [|Vu,||, < oo. Tdllginu € WHP(Q) ja
on olemassa jonon (uy,) osajono (uy, ), jolle Vu,, — Vu heikosti avaruudessa
LP(Q)N.

Todistus. Koska [[Vu,||, on rajoitettu ja LP(S2) on heikosti kompakti, on
olemassa osajono (u,, ) ja funktio v € LP(Q)" siten, ettd Vu,, — Vv heikosti
avaruudessa LP(Q)V. Tésti seuraa, ettd u € WP(Q) ja Vu = v, silli heikon
LP-suppenemisen nojalla jokaiselle ¢ € C2°(£2) pétee

/u@z«pdx = lim/ Up, Oip dx = —lim/ @Oy, dr = —/gpvi dx.
Q k- Ja k- Ja Q

]

Seuraus 5.8. Olkoon 1 < p < co ja u, € Wy ?(Q) jono siten, ettd IV,

on rajoitettu. Tallgin on olemassa u € WyP(Q) ja jonon (u,) osajono (uy,)

siten, ettd u,, — u avaruudessa LP(Q) ja Vu,, — Vu heikosti avaruudessa
LP(Q)N.

Todistus. Poincarén epiyhtilon nojalla (u,,) on rajoitettu avaruudessa W, 7(Q).
Siten Rellichin ja Kondrachovin upotuslauseen nojalla on olemassa jonon (u,,)
osajono (uy,) ja funktio u € LP(Q2), jolle u,, — u avaruudessa LP(S2). Viite
seuraa talloin soveltamalla seurausta 5.7 jonoon (u,, ). O

6 p-Laplacen ominaisarvo-ongelma

Tutkimme p-harmoniseen operaattoriin liittyvia ominaisarvo-ongelmaa
div(|Vul > Vu) + Xuf/ % u =0, (6.1)

missi u = 0 rajoitetun alueen Q C RY reunalla ja 1 < p < oo. Tulkitsem-
me yhtélon heikossa mielessé ja kutsumme sen ratkaisuja ominaisfunktioiksi.
Tarkemmin:

Maééiritelmi 6.1. Sanomme, ettd u € Wol’p(Q), u Z 0, on ominaisfunktio,
jos on X\ € R siten, ettd

/ \Vu|P > Vu - Vnde = /\/ lulP~% un dx (6.2)
Q

Q

jokaiselle n € C2°(Q2). Lukua A sanomme ominaisarvoksi. Pienintd ominai-
sarvoa kutsumme ensimmdiseksi ominaisarvoksi ja merkitsemme symbolilla
A1 = A (€). Sitd vastaavia ominaisfunktioita sanomme ensimmdisiksi omi-
naisfunktioiksi. Kaikkien ominaisarvojen joukkoa kutsumme spektriksi.
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Huomautus 6.2. Tiheyden nojalla voimme edellisessd madritelméassa yhta hy-
vin olettaa, etti testifunktioiden joukko on avaruuden C°(Q) sijasta W, (1)
ja ettd A > 0 (ks. lauseen 6.4 todistus ja sitd seuraava huomautus).

Ensimmaisen ominaisarvon olemassaolo ja Rayleighin osa-
maara

Kuten lihteen [18] kappaleessa 4 on todettu, ensimmaéisen ominaisarvon ole-
massaolo voidaan todistaa alla mééritellyn Rayleighin osaméaéréin avulla. To-
distamme tdmén toteamalla ensin, ettd Rayleighin osaméaédrin minimoija, jos
olemassa, on aina ensimmainen ominaisfunktio. Osoitamme sitten, ettd Rel-

lichin ja Kondrachovin lauseen nojalla on aina olemassa funktio, joka minimoi
Rayleighin osamiaraa.

Miiritelmi 6.3 (Rayleighin osaméird). Funktion u € WP(Q), u # 0,
Rayleighin osamddrd on suhde
Jo IVul? da
J(u) =2 ——
W=
Lause 6.4. Olkoon u ominaisfunktio ja X sitd vastaava ominaisarvo. Tdlloin

X on u:n Rayleighin osamddra, ts. A = J(u).

Todistus. Koska C2°(Q) on tihed avaruudessa W, (), voimme valita jonon
N € C°(Q) siten, ettd n, — u ja Vn, — Vu heikosti avaruudessa LP(Q)".
Talloin
/ \Vul"~? Vu -V, do — / Vul"™* Vu - Vudr = / |Vu|” dx
QS Q Q
eLr (N

ja vastaavasti
/|u]p2unnd$—>/\u|p2uudx:/|u]p dr.
0 0 0

Huomautus 6.5. Lauseesta 6.4 seuraa, ettd ominaisarvot ovat aidosti posi-
titvisia, silld Poincarén epéyhtilon nojalla funktion u € WyP(Q), u # 0,
Rayleighin osamé&ird on aidosti positiivinen:

O

ol Vul” dr C19Q7 [y lul? dx

J(u) —
(u) fQ |ul’ de — fQ lul” dx
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Lemma 6.6. Olkoon I C R avoin vili ja u : Q x I — R, sellainen, etti
1. kuvaus x — u(x,t) on integroituva joukossa Q kaikilla t € I,
2. kuvaus t — u(x,t) on derivoituva joukossa I kaikilla x € €2,
3. on g e L'Q) s.e. |Su(x,t)| < g(x) kaikilla (z,t) € Q x I.
Talloin kuwvaus t — [, u(z,t) dz on derivoituva ja kaikilla t € I pétee

d d
7 Qu(amf) dw-/ﬂau(x,t) dx.

w jat € I. Koska limj_,oup(x,t) =

Todistus. Olkoon up(x,t) =
4y(x,t), seuraa ehdosta 3, ettdi |up(z,t)| < g(x) + ¢, kun h on pieni. Siten

Lu
dt
dominoidun konvergenssin lauseen nojalla

d d
%/Qu(a:,t) dx:}lgr(l)/ﬂuh(%t) dx:/ﬂllgr(l)uh(x,t) d:z:z/gau(a:,t) dx.
[

Lemma 6.7. Olkoot a,b € RM M > 1. Télloin kuvaus R — R : t

la + tb]” on derivoituva ja

%|a+tb|p:p|a+tb|pQb-(a—ktb).

Todistus. Jos a + tb # 0, niin

d p -1 d
E|a+tby =pla+ tb| E|a+tby

M 3
= pla+th"~" % (Z(ai + tbi)2>

=

1 M 7% M
= pla+tb]"™! 5 (Z (a; + tbi)2> (2 > aib + tbf)
=1

=1

= pla+th|" b (a+tb).

Jos a + tb = 0, niin
d p o Ja+(E+R)b —la+tb]” |hb]"
a1 = h T
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Lause 6.8. Josu € W;"(Q) minimoi Rayleighin osamdadrid joukossa Wy' (Q),
nwn se on ominaisfunktio ja sitd vastaava ominaisarvo on Ai.

Todistus. Jalkimméiinen viite seuraa heti lauseesta 6.4, jos osoitamme ensim-
miéisen véitteen oikeaksi. Olkoon siis 7 € C2°(§2) mielivaltainen testifunktio.
Méarittelemme apufunktion

Jo IVu+ eVl dz

2(6) = fQ |u+€n|p dr

Y

missd € on niin pieni, ettd jakaja ei havid. Lemmojen 6.6 ja 6.7 nojalla ¢ on
derivoituva ja

d. . _ L[ IVu+ eVl do B (i/ " dm) Jo [Vu+ eVl dz

P
Jo lu+enl” do (Jo [u+ enl? dz)
[y IVu+ eVl V- (Vu+ eVn) da
B Jo lu+enl” dx

Jo [Vu+eVn|? dz
(fo, lu—+enl? d:r)2

Koska u minimoi Rayleighin osaméiria, saavuttaa ¢ lokaalin minimin nol-
lassa, ja siten on oltava ’(¢) = 0. Yhdistdmalld tdmé& tieto i:n derivaatan
lausekkeeseen, saamme

- p/ lu+ en|”?n(u + en) dv
Q

9

P fo |VulP~> V- Vuds —p/| 2y fQ|Vu|p dr
Jo lul” da fQ|u|p d:zc)

misté edelleen

Vul’ d
/]Vu]p_QVn.Vudx Jo| up| x/|u]p *nu dz.
0 Jo [ul” dx

]

Seuraavaksi osoitamme, ettd ensimmaéinen ominaisarvo on olemassa. Teem-
me tdmén todistamalla, ettd on olemassa u, joka minimoi Rayleighin osa-
madrdd. Talloin olemassaolo seuraa edellisestd lauseesta. Tarvitsemme kah-
ta lemmaa, joista ensimméisen muotoilimme jo Rellichin ja Kondrachovin
upotuslauseen yhteydessd, ja toinen on yksinkertainen Banachin avaruuk-
sien ominaisuus.
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Lemma 6.9 (Normin heikko puolijatkuvuus). Olkoon E Banachin avaruus
ja olkoot x,x, € F siten, ettd x, — x heikosti avaruudessa E. Tdlloin

|z]| < liminf ||2,] .
Todistus. (Teoksesta [4]). Epéayhtélosta

[{Fren)l < Szl ¥ f € B

seuraa rajalla, ettd
[{fsa)] < [ fl[iminf ||z, ||V f e B

Nain ollen
[z|| = sup [(f,2)| < liminf[|z,]|.
llflI<1 "

Lause 6.10. Rayleighin osamddrdlld on minimoija joukossa Wol’p(Q).

Todistus. Pitdé osoittaa, ettd infimum

VolP d
inf J(v)= inof —fQ | Up| <
veW P (Q) vewdr@) o [vff dx

saavutetaan. Olkoon v, € W,7(Q) ylld olevaa Rayleighin osamirié mini-
moiva jono, joka on normitettu ehdolla [|v, ||, = 1. Tilléin lemman 5.8 nojalla

on olemassa osajono (merk. edelleen v,) ja u € Wy (Q), siten, etti
v, — u avaruudessa LP(2) (6.3)
ja
Vv, — Vu heikosti avaruudessa L?(Q)". (6.4)
Ehdosta (6.3) ja tiedosta [[v, |, = 1 seuraa, ettd |lul|, = 1. Ehdosta (6.4) ja

lemmasta 6.9 seuraa, ettd || Vul|, < liminf, [|[Vv,l,.
Néain saamme

Jo IVul? dx

Vo’ d
5 :/\Vu]p dxgliminf/ |Vu,|[" de = inf M
fQ lul” dx 0 n Q

vewdr(@)  Jo |v)” dx

missd viimeinen yhtidsuuruus seuraa siitd, ettd v, on Rayleighin osamé&a-
rid minimoiva jono, joka on normitettu ehdolla [[v,|, = 1. Siis J(u) <

inf, e q) J(v), eli u minimoi J:n joukossa W, (). O
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Nyt olemme siis osoittaneet, ettd A\; on olemassa ja ettd se voidaan karak-
terisoida Rayleighin osamédéran avulla. Muotoilemme tdméan vield lauseeksi.

Lause 6.11. Ensimmdinen ominaisarvo on olemassa, ja se on muotoa

Vol dx
A= min J(v)= min fQ|—p|.
vEW, P () vewyr@) Jolol” do

Vastaavat ominaisfunktiot ovat tasan ne, jotka minimoivat Rayleighin osa-
mddrad, ts. toteuttavat ehdon

J(u)= min J(v).

vEW,P(Q)

Todistus. Lauseiden 6.8 ja 6.10 nojalla A; on olemassa ja silld on haluttu

esitys. Jos u on sitd vastaava ominaisfunktio, niin lauseen 6.4 nojalla J(u) =
A1 = min, J(v). O

Huomautus 6.12. Edellisestd lauseesta saadaan jatkossakin hyddyllinen tie-
to: jos €1 C Qs ovat alueita, niin A\ (€2;) > A\ (€2). Epayhtélo on aito, jos
inkluusio on aito. Jos nimittdin A;(2;) = A1(£22), niin ominaisarvoa A;(€2;)
vastaavan ominaisfunktion nollajatko on ominaisarvoa A;(§22) vastaava omi-
naisfunktio. Téma ei ole mahdollista, jos ; C €2y aidosti, silli toteamme
myo6hemmin, ettd ensimmaéiset ominaisfunktiot ovat joko aidosti positiivisia
tai aidosti negatiivisia (ks. lause 6.26).

Huomautus 6.13. Poincarén vakio on on pienin luku C' = C(Q,p), jolla
Poincarén epéyhtélo

/ lul? dx < 0/ \Vul? dz Yu € WyP(Q)
Q Q

on voimassa. Lauseesta 6.11 seuraa, ettd jos {2 on rajoitettu alue ja 1 < p <
00, niin Poincarén vakio on A\;'.

Ominaisfunktioiden saannollisyydesta

Ominaisfunktiot ovat jatkuvia joukossa (). Tatd varten vetoamme Ladyz-
henskayan ja Ural’tsevan teokseen [16]. Kyseisessi kirjassa on sivulla 251 0soi-
tettu, ettd jokainen tietynlaisen kvasilineaarisen yhtalon ratkaisu on Hélder-
jatkuva silla ehdolla, ettd se on rajoitettu. Erityisesti 6.1 on tdménlainen
yvhtdlo ja ominaisfunktioiden rajoittuneisuuden todistamme lauseessa 6.18.
Lauseen 6.18 todistus on otettu tekstistd [18], ja se perustuu oleellisesti sa-
moihin ideoihin kuin kirjan [16] lause 7.1 sivulla 286.
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Lemma 6.14. Vihenevdilld funktiolla f : R — R wvot olla korkeintaan nu-
meroituvan monta epdajatkuvuuspistettd.

Todistus antiteesilld. Jos funktion f epdjatkuvuuspisteiden joukko D on yli-
numeroituva, niin on olemassa vili I := (a,b) C R siten, ettd I N D on
ylinumeroituva. Olkoon

a(r) =lim sup |f(z) = f(y)].

"0 yeB(a,r)

Talloin -

1
DnNni= rel:alx)>—;,,
U{ ©> 1)
joten joukon D NI ylinumeroituvuudesta seuraa, ettd on olemassa olemassa
keN,jolle A:={zel:afx)> 1} on direton.

Olkoon sitten z; < z < ... < =z, joukon A pisteitd ja olkoon z; €
(zj,2j41). Jos 1 < j < n—2, niin joukon A médritelmén nojalla voimme valita
pisteen y; € (zj,2j41) siten, ettd |f(zj41) — f(y;)] > 7. Téllsin funktion f
vihenevyydesta seuraa, etti

f(@j1) = fyg), Jos zj <y
zj) — J(zj+1) 2
Jea) = Jean) {f(yj) — f(@j41), Jos yj < xj

1
>—.
~k
Ketjuttamalla yll& olevaa arviota, saamme
1 n—2 n—2
fla) = f(z) 2 fz) + 7 2 2 flaa) + —— 2 f0) + —

Koska joukko A on d&reton, voimme antaa ylla n — oo. Tamaé johtaa risti-
riitaan. ]

Lemma 6.15. Olkoon a >k >0 ja 1 < p < oco. Tdlldin
aP~!t < 2p_1(a — k;)p_l + op=lpp=l,
Todistus. Voimme kirjoittaa

27" Y(a — k)P~ jos k < (a—k)
2r=1pp=1, jos k> (a—k)

@ = (a— k) + kY < {
Haluttu epéyhtélo seuraa tista, koska (a — k), k > 0. O]
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Seuraava lemma on hieman yksinkertaistettu versio kirjan [16] lemmasta
5.1 sivulla 71.

Lemma 6.16. Olkoon u € L'(Q). Jos on olemassa ko > 0 siten, eltd
/ (u—k)de < ~vk|A"™T VE > k, (6.5)
A
missd Ax = {u >k} ja v, >0 ovat vakioita, niin

1
esssupu < 2 (75 |wll, + k‘o> :

Todistus. Maarittelemme funktion

k) = /Ak(u— k) de — /:o A dt.

Kuvaus ¢ — |A;| on vihenevi, joten lemman 6.14 nojalla silld voi olla vain
numeroituvan monta epajatkuvuuspistettd. Siten m.k. k pétee f'(k) = — | Ay|.
Niin voimme kirjoittaa epayhtélon (6.5) muodossa

—f'(k) (f(k))_ﬁ > "k, mk. kg < k < esssup u.

Integroimalla tdma yli vélin [k, k|, k < esssup u, saamme

() oo s () o -4)

mistd edelleen kiyttden lemmaa 2.7

k< (7 S (ho) T + ) e (72 £ (ko) + ko )

Viite seuraa nyt antamalla k — esssupw, silld f(ko) < f(0) < ||ulf;. O

Lemma 6.17. Olkoon v € Wol’p(Q). Jos E C ) on mitallinen ja u, Vu = 0
m.k. joukossa L\ E, niin

/\U]p dng(N,p)|E]5/ Vol? da.
Q B

Todistus. Jos p < N, niin saamme Hélderin ja Sobolevin epdyhtéildiden avul-
la (huomaa, ettd 1 = £ + 1)

b

/w dz < |E| (/ ol dm)p < (J|E|z’%/ Vol? da.
Q E E
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Jos p > N, niin luvulle s := 22 < N piitee s* = p ja siten Sobolevin

.. se ] oo . N+p
epayhtélon nojalla

(/Q o dx); - (/Q o dﬂ”) <C (/Q V! azgz:)l |

Kayttamalla Holderin epayhtalod eksponentein % ja £ saamme edelleen

(/ IVul* dx)s < |E|¥ (/ Wl dx)p
Q Q

ja viitteen epayhtdlo seuraa. O

Lause 6.18. Ominaisfunktiot ovat oleellisesti rajoitettuja. Erityisesti pdtee
arvio

N
[ull o < C(N,p)A> [Jul];,
kun u on ominaisfunktio ja A\ sitd vastaava ominaisarvo.

Todistus. Tarkoituksena on johtaa funktiolle u epéyhtélon (6.5) kaltainen ar-
vio ja vedota sitten kyseiseen lemmaan. Voimme olettaa, ettd u on positiivi-
nen jossakin positiivimittaisessa joukossa. Méarittelemme funktion

v(x) = max {u(z) — k,0} .

Tallgin |v(z)| < |u(z)| kaikilla z € Q, joten lemman 4.12 nojallav € W, ?(Q).
Lauseen 4.10 mukaan pétee lisdksi,

Vo(z) u(z), € Ay
v =
0, x € \ Ay ’

missd Ay, = {u > k}. Kdyttamalld lemmaa 6.17 funktioon v, saamme
/ (u— k)P da = / P dz < C\AM/ IVl de. (6.6)

Koska v € W, (£2), voimme kiiyttii siti testifunktiona ominaisarvo-ongelman
madrittelevissd yhtdlossd 6.2. TAma johtaa yhtdloon

/ |Vul? de = )\/ uPHu — k) dx. (6.7)
Ak Ak

Lemman 6.15 avulla voimme vield hajottaa yhtilon (6.7) oikeanpuolisen in-
tegraalin seuraavasti:

/ WP u — k) dx < 2”_1/ (u— k)P dx + 2p_1/€p_1/ (u—k)dr. (6.8)
Ay, A A
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Yhdistadmilla epéayhtilot (6.6), (6.7) ja (6.8) paddymme arvioon

/ (u—Fk)Pdx < CA |Ak|% (2p_1/ (u— k)P dx + 2”_11{:”_1/ (u—k) dx) ,

miké tulee muotoon

(1 ) |Ak|%) /A

Jos k > ko := (22CA)? ||u]|,, niin

(u—k)pdxgczp—lkp—mAkﬁf/ (u—k) dz. (6.9)

k A

P

v full, \ | A
2PLON| ALY < 20710 (—1) < 2P0 N/l =2
k (22CN |Jul),

joten epéyhtilo (6.9) voidaan kirjoittaa edelleen muodossa

/ (u— k)P dz < C2PkP~'A \Ak\f@/ (u— k) dz, kun k > k.
Ag

Apg

Kayttamalla tdhan Holderin epdyhtilosta saatavaa tietoa

(/Ak(“ k) dx)” <1 [ (i

paddymme lopulta lemmassa 6.16 tarvittavaan epayhtaloon
/ (u—k)dx < C2P5 TN Tk |Ak|1+N<5—1> , kun k > ko, (6.10)
A

Téalloin kyseinen lemma antaa halutun rajan esssupu:lle. Menetteleméalla
vastaavasti funktiolle —u, saamme rajan myos essinf u:lle. O]

Lause 6.19. Ominaisfunktiot ovat Hélder-jatkuvia joukossa 2.

Todistus. Jos p < N, niin Holder-jatkuvuus seuraa edellisestd lauseesta ja
kirjan [16] tuloksesta 1.1 sivulla 251. Jos p > N, niin kaikki Sobolevin funk-
tiot ovat Morreyn lauseen 4.7 nojalla Holder-jatkuvia joukossa €. O]

Maiédritelmi 6.20. Sanomme, ettd z € 0N on sddnndllinen, jos jokaiselle
ominaisfunktiolle u pétee lim,_,, u(x) = 0. Joukkoa Q kutsumme séddinnélli-
seksi jos jokainen z € 0f) on sddnnollinen.
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Jos p > N, niin lauseen 4.8 nojalla kaikki rajoitetut alueet ovat siin-
nollisid. Tilanne p < N vaatii joukon () komplementilta lisdoletuksen, jota
kutsumme Wienerin kriteeriksi Norbert Wienerin mukaan, joka vuoden 1924
paperissaan [26] karakterisoi harmonisten funktioiden sédénnélliset reunapis-
teet. Wienerin alkuperdinen idea on sittemmin jalostettu varsin yleisille el-
liptisille yhtéloille. Voidaan osoittaa, ettd piste x € 02 on sdannéllinen, jos
ja vain jos 0 ei ole p-ohut tissd pisteessd, eli pitee

/1 (Cp (Can B(x,t)))l/(pl) dt
4
0

tN-p t

missd Cp(-) on Sobolevin p-kapasiteetti (ks. liite). Tétd varten viittaamme
ensinnékin artikkeliin [9], jossa on todistettu, ettd ylld mainittu Wienerin
kriteeri on riittavd ehto erdiden muotoa divA(x,u,Vu) = B(x,uVu) ole-
vien ratkaisujen reunasdannéllisyydelle. Toisekseen viittaamme julkaisuun
[20], jossa on osoitettu, ettd Wienerin kriteeri on myds vélttaméton. Kat-
tava esitys asiasta ja siihen liittyvistd késitteistd, kuten kapasiteetista, on
luettavissa teoksesta [21].

Olemme liitteessd p-kapasiteetin maarittelyn lisiksi késitelleet hieman p-
ohuita joukkoja. Toteamme, ettd ainakin mikd tahansa ns. ulkokartioehdon
toteuttava rajoitettu alue on sddnnoéllinen: jos x € 0€) ja on olemassa x-
kirkinen kartio K C CQ, niin CQ ei ole p-ohut pisteessd z. Taméan lisiksi
osoitamme, ettd miké tahansa rajoitettu alue voidaan tyhjentéé alueilla, jotka
toteuttavat Wienerin Kkriteerin reunapisteissdin. Siis vaikka () itsessdin ei
olisikaan sdannollinen, niin on olemassa sdanndélliset joukot 2, € 2y € --- Q2
siten, ettd 2 = U,Q.

Ominaisfunktioiden sddnnollisyyteen liittyen mainitsemme vield seuraa-
van Harnack-tyyppisen epiyhtélon, jota varten viittaamme Trudingerin ar-
tikkeliin [24].

Lause 6.21 (Harnackin epiyhtélo). Jos u on ei-negatiivinen ominaisfunktio,
nen
maxu < C'(N,p) minu

T T

kaikilla By, C €.

p-Laplacen operaattorin spektrista

Artikkelissa [8] on osoitettu, ettd ominaisarvojen joukko eli spektri on aina-
kin numeroituvasti diretén kaikille 1 < p < oo. Téamé on lineaaritapausta
p = 2 lukuun ottamatta vaikeahkoa ja vaatii tydkaluja, joita emme tissd
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tyossa kasittele. Osoitamme kuitenkin, ettd spektri on suljettu. Todistus on
ldhteestd [18] ja se on melko suoraviivainen, kunhan ensin esittelemme joita-
kin epdyhtaloita.

Lemma 6.22. Olkoon a,b € RY ja a # 0 # b. Tdlliin
(Ja 2 a =P 28) - (a =) > (= 1) la b (14 laf + )=,
kun 1 <p<2 ja
(lal"a—[p"™b) - (a—b) > 2* P |a — b,
kun p > 2.
Todistus. Suoraviivahko johto on esitetty lihteen [19] kappaleessa 10. O
Lemma 6.23. Olkoon a,b € RN, N > 1. Tdllsin

Ha“%r+m““4§{cm_ffl’_2 fun L <p =2
C(laf"+ ") |a—b|, kunp>2

Todistus. Todistamme ensin tilanteen 1 < p < 2 kiiyttden samoja argument-
teja, kuin mita on esitetty julkaisun |5| huomautuksessa 2.3. Voimme ylei-
syyttd menettdmétti olettaa, ettd 0 < |b] < |a|. Koska 0 < p—1 < 1, saamme
lemman 2.8 avulla

_ — _ a b b 1 1
lal” % a — [p]"*b :‘|a|p 1(-——) + (o — laf”
| | ol " T1) T ¢ )
a b
<laP ™= — |+ [P = |af
la| 0] | |
a b
<o | = | la = b
la| 0]
Edelleen
lafP~! a i‘ =lal’?|a—b+ L (la| — |b|)’ <2laf?la—b] (6.11)
a| 9] g

Oletuksesta 0 < |b| < |a| seuraa, ettd |a| > 2|a — b|, joten tiedon p —2 < 0
nojalla |al’™> < 2072 |a — b|’ . Témé yhdessi edellisten arvioiden kanssa
todistaa véitteen tilanteessa 1 < p < 2.
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Olkoon sitten p > 2. Menettelemme kuten ldhteen [19] kappaleessa 10.
Koska p > 2, kuvaus RN — RN:z — [z|" >z on differentioituva ja siten
voimme kirjoittaa

Yd
o0~ o 2a] = | [ 1o tlo= Ol * (@410 - aar
0

/0 (b—a)p—1)|a+tb—a) > (a+tb- a))dt'

1
g(p—1)|b—ay/ a4 10— a)l"? dt
0
<Clb—af (a2 + )
]

Lause 6.24. Olkoon (\;) ominaisarvojen jono siten, ettd A\, — A # oo.
Tdlléin X on ominaisarvo.

Todistus. Merkitsemme symbolilla u; ominaisarvoa A, vastaavaa ominaisar-
voa, joka on normitettu ehdolla [[u|, = 1. Télldin

Q Q
kaikilla 7 € W,?(Q). Normitusehdon ja lauseen 6.4 nojalla pitee lisiksi

/\k Z/ |Vuk|p dl‘,
Q

eli [Vug||, on rajoitettu. Siten seurauksen 5.8 nojalla on olemassa jonon (uy,)
osajono (merk. edelleen (uy)) ja sellainen funktio w € W, 7(Q), etté

u — u avaruudessa LP(QQ), (6.13)

Vuy — Vu heikosti avaruudessa LP()V. (6.14)

Haluamme osoittaa, ettd v on ominaisfunktio, jota vastaava ominaisarvo on
A. Kayttamalla yhtdlossa (6.12) testifunktiota uy, — u ja lisddmélla termi
—J5 IVu|' "> Vu - (Vuy — V) da yhtélon molemmille puolille, saamme

/ (|Vu;€|p_2 Vuy, — |[VulP™? Vu) - (Vuy — Vu) da
0

= )\k/ ]uk|p72 ug (up —u) dor — / |Vu|p*2 Vu - (Vu, — Vu) dz,
Q Q
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miké ehtojen (6.13) ja (6.14) nojalla johtaa raja-arvoon

lim [ (|Vul”> Vg, — [VuP? V) - (Vuy — V) do = 0. (6.15)

k—o0 0

Jos p <2, on olemassa C > 0 siten, ettd ||| ,q) < C |||l 12(q)- Lemman 6.22
nojalla patee télloin

</ |Vuy, — Vul? dx) ’ §C/ \Vuy, — Vul|* d
Q 0

SC/ Vg, — Vul” (14 |Vug|* + [Vuf?) 2 da
Q

gC/ (\Vuk]p_Q Vg, — |[VulP? Vu) - (Vuy, — Vu) dz.
0
Jos p > 2, pitee suoraan lemman 6.22 nojalla
/ |Vu, — Vu|” de < C’/ (|Vuk\p_2 Vuy, — |VulP ™ Vu) - (Vuy, — Vu) dz.
0 0

Y1l& olevat kaksi arviota yhdessi raja-arvon (6.15) kanssa antavat vahvan
suppenemisen

lim [ |Vur — Vul” dz = 0. (6.16)

Jj—o0 Q
Téama yhdessd lemman 6.23 kanssa mahdollistaa rajankdynnin yhtélossa (6.12).
Jos nimittdin 1 < p < 2, niin kyseisen lemman nojalla pétee

/ || Vur P2V — [VulP~? Vu| do gc/ Vuy, — Vul’™ da
Q Q

p—1

<C (/ |Vuy, — Vul? dx) )
Q

(6.17)

Toisaalta, jos p > 2, niin kdyttamalld edelld mainitun lemman 6.23 lisdksi
Holderin epayhtal6d, saamme

/HVUMPQ Vuy, — |VulP ™ Vu| dz
Q
< C’/ (]Vuk|p_2 + |Vu|p_2) |\Vup — Vul| dx
Q

< C (IVuell ) + IV Uy ) 9w = Vall, = 0.
(6.18)
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Raja-arvot (6.17) ja (6.18) osoittavat, etta
/ Vg’ > Vug - Vpde — / V| "> Vu - Vi da,
Q Q

kun k& — oo. Kéyttamalld ehtoa (6.13) ja lemmaa 6.23 vastaavasti kuin edelld
voimme todeta myos, etté

/\k/ |uk|p_2ukndx—>)\/ lulP~% un da.
0 0

Né&in on ndhty, ettd v on ominaisfunktio, jota vastaa ominaisarvo . O]

Vain ensimmaiinen ominaisfunktio on yksimerkkinen

Esitdmme P.Lindqgvistin ja B.Kawohlin artikkelista [15] perdisin olevan todis-
tuksen sille, etti ensimmaiset ominaisfunktiot ovat ainoita ominaisfunktioita,
jotka eivit vaihda merkkid. Todistus perustuu samoihin argumentteihin kuin
vastaava tulos julkaisussa |23], mutta vetoamatta ominaisfunktion normaa-
liderivaattoihin. Etuna on télldin, ettd meidén ei tarvitse olettaa joukon 02
olevan tyyppid C'* kuten julkaisun [23] tuloksessa.

Harnackin epéyhtédlostd seuraa, ettd ensimméinen ominaisarvo ei vaihda
merkkifd. Taémé mahdollistaa sen, ettd voimme usein olettaa, ettd tarkastele-
mamme ensimmaéainen ominaisfunktio on aidosti positiivinen.

Lemma 6.25. Olkoon u ei-negatiivinen ominaisfunktio. Talloin u > 0.

Todistus antiteesilld. Oletamme, ettd on olemassa xy € €2, jolle u(xy) = 0.
Olkoon 7y € 2 mielivaltainen. Koska 2 on polkuyhtenéinen, on olemassa
yhtendinen kompakti joukko K C €2, joka sisaltdd pisteet xg ja yy. Voimme
valita joukolle K direllisen peitteen By, ..., B, perheestd {B(z,r) : z € K},
missé r = 1dist (K, Q). Joukon K yhtenevyyden nojalla voimme olettaa,
ettd By N Byy1 # (0. Voimme myos olettaa, ettd xy € By. Talloin Harnackin
epayhtilon ja tiedon u(xg) = 0 nojalla pitee u = 0 joukossa Bj. Toisaalta,
koska By N By # (), patee myos u = 0 joukossa Bs. Induktiivisesti jatkamalla
tamé johtaa padtelmain u = 0 joukossa K, ja siis u(yo) = 0. Koska yo on mie-
livaltainen, seuraa u = 0 joukossa €2, mutta timéa on vastoin ominaisfunktion
méaritelméa. O]

Lause 6.26. Ensimmdinen ominaisfunktio e vathda merkkid.

Todistus. Olkoon u ensimméinen ominaisfunktio. Lauseen 6.11 nojalla v on
Rayleighin osaméidrin minimoija. T&ll6in myds |u| on minimoija, ja siis ei-
negatiivinen ominaisfunktio. Siten edellisen lemman nojalla |u| > 0. Koska u
on jatkuva, ei se ndin ollen voi vaihtaa merkkia. O]
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Lemma 6.27. Olkoon Q0 C Qy C ... @ §2 joukon Q) tyhjennys, ts. 2 = UQ;.
Talloin
lim s (€)= Mi(9).

J

Todistus. Huomautuksen 6.12 nojalla A1(€1) > A(€Qs) > ... > A\(9), joten
ainakin raja-arvo on olemassa. Koska lauseen 6.11 mukaan \;(Q2) = inf, J(v),
voimme tiheyden nojalla valita funktion ¢ € C§°(£2) siten, ettd

J(p) <M (Q) +e.
Koska supp ¢ on kompakti, patee ¢ € C5°(2;) riittdvin suurille j. Siten
M) < J(p) S () +e

kaikille suurille j. O]

Lemma 6.28. Olkoon a,b € RN a # 0 # b,a # b. Tdlldin
(laf’"2a — [bP"b) - (@ — b) > 0.

Todistus. Tama toki seuraa heti lemmasta 6.22, mutta myos suora johto on
helppo. Voimme olettaa, etté |a| < |b|. Talloin
(\a]p_z a— |bP? b) - (a—b) = |alP (|0L\2 —a-b)+ b|P—> (]b\z —a-b)
> |afP™? (|a\2 + |b* = 2a - b)
=la[""?|a— b > 0.

]

Lause 6.29. Positiivista ominaisfunktiota vastaava ominaisarvo on aina .
Toisin sanoen, ensimmdinen ominaisfunktio on ainoa ominaisfunktio, joka
et vathda merkkid.

Todistus antiteesilld. Oletamme, ettd on olemassa positiivinen ominaisfunk-
tio u € W,P(Q), jota vastaa jokin ominaisarvo A\ > A;(Q). Siadnnéllisen
joukon maéiritelmén yhteydessi totesimme, etti rajoitettu alue voidaan tyh-
jentdd sddnnollisilla joukoilla. TAma tieto yhdessa lemman 6.27 kanssa takaa,
ettd voimme valita sddnnollisen joukon w € 2 siten, etté

)\1 (W) < A

Olkoon v € Wy (w) ominaisarvoa \;(w) vastaava ominaisfunktio. Koska w
on sddnnollinen, pitee v € C(w) ja v = 0 joukon w reunalla. Néin ollen,
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koska v on lauseen 6.26 nojalla yksimerkkinen ja u € C'(2) on positiivinen,
voimme (tarvittaessa kertomalla v sopivalla vakiolla) olettaa, ettd

v < u joukossa w. (6.19)

eom (2D

Talléin ei-negatiiviselle testifunktiolle o € W, (w) pétee

Merkitsemme

/|Vv|p2 Vv -Vedr :Al(w)/vp_lgodx

w

§)\1(w)/up1<pdx
:)\/(/ﬁu)p_lgpdx
:/ IV (ku) [P~ V(ku) - Vo dr, (6.20)

missid (epd)yhtiloistd 1. seuraa siitéd, ettd v on positiivinen ominaisfunktio,
2. ehdosta (6.19), 3. vakion s valinnasta ja 4. siitd, ettd u on ominaisarvoa
A vastaava ominaisfunktio. Asetamme nyt ¢ := max(v — ku,0). Koska ¢ €
C(@)NW'P(w) ja ¢ = 0 joukossa Ow, niin lemman 4.13 nojalla ¢ € W,y ”(w).
Kun sijoitamme tadmén testifunktion epdyht&loon (6.20), saamme arvion

/{ R }(|Vv|p2 Vo — |V(ku)P? V(ku)) - (Vo — V (ku)) dz < 0,

mistd lemman 6.28 avulla seuraa, ettd Vv — kVu = 0 joukossa {v > ku}.
Poincarén epédyhtilostd saamme t&lloin

[max(v — ru, 0)[|7, ) < C’/ Vv — kVul? dz =0,
{v>ku}
eli on oltava v < ku joukossa w. Voimme nyt korvata ehdon (6.19) epayhté-
16114 v < Ku ja toistaa edellisen prosessin. Tamé johtaa epiyhtiloon v < k2u.
Néin jatkamalla saamme

v < lim k™u.
n—oo

Koska k < 1, seuraa tistd v = 0, mikd on mahdotonta. O

Kuten ldhteessi [18] on tehty, toteamme edellisen seurauksena, ettéd jos
ominaisfunktio rajoitetaan sen johonkin noodlialueeseen, tulee siitd ensim-
méinen ominaisfunktio kyseisessd noodlialueessa.
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Maaritelmi 6.30. Funktion u € C(Q2) noodlialue on joukon {u > 0} tai
{u < 0} yhteniisyyskomponentti.

Lemma 6.31. Olkoon u € Wy"(Q) N C(Q) ja N funktion u noodlialue.
Tillgin wy € Wy P(N).

Todistus. Voimme olettaa, ettd u > 0 joukossa N. Asetamme 1), = (u+ - %),
missd ut on funktion u positiiviosa, eli ut = max(u, 0). Koska u on jatkuva ja
u = 0 joukossa N N2, on olemassa alueen €2 avoin osajoukko A, D IN N,
jossa 1, = 0. Toisaalta, koska u € VVO1 (), voimme valita jonon funktioita
©n € C°(Q) siten, ettd ne approksimoivat funktiota u avaruudessa WP (Q).
Tallgin lauseen 4.10 nojalla ¢ € WyP(Q) ja ¢ — u™ avaruudessa W'?(Q).

Maéarittelemme nyt
Uy, := min(y,, o),

jolloin ainakin wu,, — u" avaruudessa WP(Q). Lisiksi suppu, C supp ¢, \
A,. Fanktio u,x on siten kompaktisti kannettu joukossa N, ja ndin ollen
kuuluu avaruuteen Wy (N). O

Lause 6.32. Olkoon u ominaisfunktio joukossa §2 ja E funktion u noodlia-
lue. Tdlloin wp on ensimmdinen ominaisfunktio joukon E suhteen, ts. se
ratkaisee yhtdlon (6.2) kaikilla ¢ € CP(E) ominaisarvolla X = A\ (F).

Todistus. Lemman 6.31 nojalla ujp € Wy (E). Lisiksi on selviid, etti u)p to-
teuttaa yhtélon 6.2 kaikilla n € C2°(F), joten up on ominaisfunktio. Koska
se on positiivinen joukossa F, on sen lauseen 6.29 nojalla oltava juuri ensim-
méinen ominaisfunktio. Huomaa, ettd lauseen 6.29 péitevyys mielivaltaisissa
alueissa on oleellista, silld meilld ei ole tietoa noodlialueen E mahdollisesta
sileydesta. O

Huomautus 6.33. Ominaisfunktiolla voi olla vain &déirellisen monta noodlia-
luetta. Perustelemme tdmén kuten ldhteessd [18]. Olkoon u ominaisfunktio,
A sitéd vastaava ominaisarvo ja N;, j € J, funktion u eri noodlialueita. Talloin
lemman 6.31 mukaan uy, € VVO1 P(N;) ja siten Poincarén epéyhtilon nojalla

el oo,

IN;|¥ > C(N, p)rg
’ ||Vu||Lp(Nj)

Koska u on ominaisfunktio joukossa €2, on u|y, ominaistfunktio joukossa Nj.
Lauseesta 6.4 seuraa siten yhtalo

HUHLP(Nj)
||Vu||Lp(Nj)

A

:A_
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Paddymme arvioon

Q=Y N = C(N.p) Y AT,

Jj€J Jj€J

joten indeksijoukon J on oltava &érellinen.

Ensimmaiisen ominaisfunktion yksinkertaisuus

Esitdmme M.Bellonin ja B.Kawohlin artikkelin [2] todistuksen ensimmé&isen
ominaisfunktion yksinkertaisuudelle, eli sille, ettd u = C'v, jos u ja v ovat en-
simmaéisid ominaisfunktioita. Todistus pohjaa artikkelin [14| huomioon siité,
ettd positiivisille funktioille funktionaali u — [, |[Vu|” dz on konveksi “muut-
tujan u? -suhteen”; eli tarkemmin sanottuna avaruuden LP(Q2) osajoukossa
{uP :u>0,u e W (Q)} madritelty kuvaus u? — [, |Vul” dz on konveksi.
Tama idea on periisin R.Bengurialta, ks. esim. [3], jossa kyseisen funktio-
naalin konveksius on todettu, kun p = 2.

Huomautus. Jos u € Wol’p(Q) on ei-negatiivinen, niin voimme valita sitd
approksimoivan jonon (u,) C C°(Q2) ei-negatiiviseksi. Tamén voi perustella
kiinnittamalla jonon (u,) C C°(Q), joka ldhestyy funktiota u avaruudessa
WP (Q) ja sitten silottamalla funktioita u;” € W,y (Q). Silotuksen avulla (ks.
esim. [1, kohdat 2.28 ja 3.16]) voimme nimittdin valita jokaiselle n sellaisen
ci-negatiivisen funktion (u}), € C(Q), ettd ||(u}), _“rerle,p(Q) < L
Tallsin [ju — (u,))., wis@) S lu = wf o) + 7 — 0, silld lauseen 4.10
nojalla u — ut = w.

Tarvittaessa voimme l&hestya ei-negatiivista funktiota u € VVO1 P(Q2) myos
positiivisilla C*-funktioilla: téllaisiksi kiy u, 4+ = € C(Q) NWP(Q), missi
up € C°(€2) on ei-negatiivinen ja [[u — tn||y1(q) — 0.

Lemma 6.34. Jos funktiot u ja v € Wol’p(Q) ovat positiivisia, nin
1
w = (u” +vP)r € WyP(Q) ja
Vw = (W’ Vu + 0P Vo) (1 + oP)r L (6.21)
Todistus. Koska u,v > 0, on olemassa positiivisista funktioista koostuvat jo-
not (uy,), (v,) C C*®(Q) siten, ettd u, — v ja v, — v avaruudessa WP (Q).
Koska LP-suppenevalla jonolla on pisteittdin samaan rajafunktioon suppene-

va osajono (ks. [4, lause 4.9]), voimme olettaa, etti

Up, — U, Vi, = Vu,v, — v ja Vv, — Vo pisteittdin m.k. x € Q. (6.22)
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Asetamme .
wy, = (ub +oh)r .

Tallsin w, € C*(Q) ja
Vw, = (¥ 'Vu, + 12 1Vu,) (ub + vﬁ)%_l : (6.23)
Jono |[Vw,||, on rajoitettu, silld kiiyttéen lemmaa 2.7 saamme

[uP~Vu, + v2~1Vu,["
(ub 4 oB)P~!
@ [+ 02 [T )Y
- (uh 4 oh)P!
C (uﬁ(p_l) |Vu,|” + phP~Y |an|p>
(ub + vh)P
< C(|Vun|” + |[Vua|?) .

|Vw,|” =

Toisaalta, lemman 2.8 avulla saamme

[ Js o - oy
Q

p
dx§/|uﬁ—up\ da:+/|vfl—vp| dr.
Q Q

Kayttamalld lemmaa 6.23 ja Holderin epdyhtilod, saamme edelleen

/ |ul — uP| do < C’/ (Jun P+ JulP ™) Jup — uf da
Q Q
-1 -1
< C (IlualZ™ + lul2™) lfn = ull, 0.

Vastaavasti [, [v] — v?| dz — 0, ja siis [Jw, —w|[? — 0. Seurauksesta 5.7
saamme nyt, ettd w € WHP(Q) ja ettd on olemassa jonon (w,,) osajono (wy, ),
jolle Vw,, — Vw heikosti avaruudessa LP(2)". Toisaalta, ehdoista (6.22) ja
(6.23) seuraa, ettd Vw,, — (uP~'Vu+ 0P~ 1Vo)(u? + vp)%fl pisteittdin m.k.
joukossa 2. Koska € on rajoitettu, ei jono (Vw,, ) voi supeta pisteittdin m.k.
eri funktioon, kuin mihin se suppenee heikosti avaruudessa LP(Q)" (ks. [6,
propositio 9.1c|). Siten on oltava Vw = (uw?~'Vu + vP~'Vo)(u? + vP)r .
Ehto w € WyP(Q) seuraa epiyhtilosti (a? 4 v*)/? < C(a + b) ja lemmasta
4.12. [

Lemma 6.35. Olkoot u,v € WP(Q) N C(Q) positiivisia ja w € Q alue.
Tillgin h := u/v € WP (w) ja Vh = (vVu — uVv)/v?. Jos lisiksi Y& = ¥
m.k. joukossa €, niin u = Cv.
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Todistus. Koska @w on kompakti ja v on jatkuva ja positiivinen, on kuvajouk-
ko v(w) joukon (0, 00) kompakti osajoukko. Néin ollen esimerkiksi ykkéseno-
situksen (ks. [1, lause 1.44]) nojalla on olemassa & € C1(R) siten, ettd £ =1
joukossa v(w) ja supp & C (0,00). Madrittelemme

G(l’) _ {g_1£<$)7 iig ’

jolloin lauseen 4.5 nojalla G ov € WP (w) ja V(G o v) = —Vuv/v? Ensim-
maéinen viite seuraa nyt soveltamalla lausetta 4.4 funktioilla G ow ja u.
Toista viitettd varten huomaamme, etti ehdosta Y% = Y¥ m k. joukossa
Q) seuraa, etti funktion h = u/v € Wh p( ) gradientti Vh = (vVu uVv)/v?
havidd m.k. joukossa w jokaisella w € (). Funktion h on siten oltava vakio,
eli u = Cw. O

Lause 6.36. Avaruuden L'(Q) konveksissa osajoukossa
K = {usu> 0, |lull gy = 1 jauw e W (@) N C9)}
mddritelty kuvaus u? — [ |Vu|” dz on aidosti konveksi.

1), u#veKjaw:= (tu’ + (1 — t)vp)%. Lemman
). Koska lisiksi w > 0 ja

Hpr: (/tup+(1—t)vpdx>p: (t/upd$+(1_t)/vpd$>p:1>
Q Q Q

niin tu? + (1 — t)v? € K. Siis ainakin K on konveksi.
1—¢)oP . . . .
Koska tup+tap_t)v,, +tu,f+(f)_”t)vp = 1ja funktio RN — R : 2 — |z|” on aidosti
konveksi, saamme

Todistus. Olkoot t € (0,
6.34 mukaan w € W,"(

[Vawl” = (tu” + (1 =)o) [tu?" 'V + (1 = "' Vol

tu? Vu (1—tp?  Vol?
= (tu? + (1 — )P - -
(b + )U)tup—i—(l—t)vpu tuP + (1 — t)oP v
P p 1 — )P p
< (tuP + (1 — t)vP) fu Vu (1=t Vo
tup 4 (1 —t)vl’ u tuP 4+ (1 —t)oP | v
p
e | Y = e |2
u v
=t|Vul’ + (1 —1¢)|Vo]”, (6.24)
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missi epéyhtéld on aito, kun ¥* # YU Lemmasta 6.35 ja ehdoista [ull, =
[v],, u # v, seuraa, etti ei voi olla Yu — YU m k. joukossa €. Arvion (6.24)

epayhtald on nain ollen aito jossakin positiivimittaisessa joukossa, ja siten

/\Vw|p <t/ Vuf? d:c+(1—t)/ Vol? da,
Q Q Q

eli vaitteen kuvaus on aidosti konveksi. O

Huomautus 6.37. Edellisen lauseen todistuksesta ndemme, etté funktionaali
w? — [, |Vul? dz on konveksi joukossa {u” : u > 0,u € Wy*(Q)}.

Lause 6.38. Ensimmdinen ominaisfunktio on yksinkertainen, ts. jos u ja v
ovat ominaisarvoa A1 () vastaavia ominaisfunktioita, niin u = Cv.

Todistus. Riittdd osoittaa viite tilanteessa |[ul|, = |lv||, = 1. Lauseen 6.26
mukaan ensimmaéinen ominaisfunktio ei vaihda merkkié, joten voimme olet-
taa, ettd u,v > 0. Lauseen 6.19 nojalla tiedimme, ettd u ja v ovat jatkuvia.
Niin ollen v?,v? € K, missa K on kuten lauseessa 6.36. Koska K on konveksi,

on funktio .
1 1 »

[ Z.,p L Z.p
w : (2u + 21} ) ,

joukossa Wy P(Q) ja [, |w[” dz = 1. Jos nyt olisi u # v, niin kilyttéien lauseen
6.36 funktionaalin aitoa konveksiutta ja tietoa siitd, ettd w ja v minimoivat
Rayleighin osamidarii, saisimme

1 1 Vul’ d
/]Vw|p dr < —/ |Vul? dx—I——/ |Vo|P de = inf fﬂ|—up\x’
Q 2 Q 2 0 ’U,EWOLP(Q) fQ |U| dﬂ?

mikéd on mahdotonta. On siis oltava u© = v. O

7 Lineaarinen tapaus p = 2

Tassé osassa tutkimme p-Laplacen ominaisarvo-ongelman 6.1 erikoistapausta
p = 2, eli tilannetta, jossa A, on tavallinen lineaarinen Laplacen operaattori.
Lineaaritilanteessa ominaisarvoja on numeroituvasti ddrettomin monta ja
voimme karakterisoida ne kaikki Rayleighin osaméirin avulla.

Kun téssid kappaleessa puhumme ominaisfunktiosta u € HJ (), tarkoi-
tamme, ettd se on ongelman 6.1 ratkaisu, missa p = 2. Eli siis sitd, ettd se
toteuttaa yhtalon

/Vu-Vnda::)\/undx (7.1)
Q Q
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jokaisella n € C'°(Q) jollakin A € R.

Kirjassa [10] on kappaleessa 8.12 késitelty yleisempéd lineaarista ominaisarvo-
ongelmaa, jossa Laplacen operaattorin sijasta esiintyy elliptisyysehdot to-
teuttava itseadjungoituva differentiaalioperaattori. Yleisen Hilbertin avaruu-
den itseadjungoituvista operaattoreista ja niiden ominaisarvoista voi lukea
teoksesta [4]. Artikkelissa [22] on yksityiskohtainen esitys liittyen tavallisen
Laplacen operaattorin ominaisarvoihin.

Lause 7.1. Olkoot uy ja us ominaisfunktioita sekd A # N niitd vastaavat
ominaisarvot. Tdlloin uy ja us ovat ortogonaalisia toistensa suhteen Hilbertin
avaruudessa Hy (), ts. (ur|uz)m = 0.

Todistus. Kayttamailla funktioita uq ja us toistensa testifunktioina yhtalossa
(7.1), saamme

/ Vu; - Vus dr = )\/ Uy dx (7.2)
Q Q
ja
/ Vs - Vu; dr = )\'/ Uguy d. (7.3)
Q Q

Néiden erotus antaa yhtalon

()\—A/)/ulqux = 0.
Q

Koska A # N, seuraa téstd (uj|ug)r2z = 0 ja télloin edelleen yhtélon (7.2)
nojalla (Vuy|Vug) 2 = 0. O

Huomautus 7.2. Avaruus L?(2) on separoituva ja siten silli on numeroi-
tuva Hilbertin kanta. Edellisen lauseen nojalla ominaisarvoja on néin ollen
korkeintaan numeroituvasti. Koska lauseen 6.24 mukaan spektri on suljettu,
voimme jirjestdd ominaisarvot aidosti kasvavaan jonoon Aj, Ao, . . ..

Lemma 7.3. Olkoot \{ < Ay < --+ < A\, n pienintd ominaisarvoa, uy, ..., Uy,
nditd vastaavat ominaisfunktiot ja V = span{us, ..., u,}. Tdlldin on olemas-
sa funktio u € HY(Q), joka minimoi Rayleighin osamddirdid joukon V ortogo-
naalikomplementissa, ts. pdtee

J(u) = vexilf{{()} J(v). (7.4)

Tamd funktio on ominaisfunktio, ja sitd vastaava ominaisarvo A = J(u) on
PIENIN 0MInaisarvo A\,:n jalkeen, ts. A = \,.1.
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Todistus. Ortogonaalikomplementti V- on Hilbertin avaruuden HJ () sul-
jettu aliavaruus, ja siis erityisesti Banachin avaruus. Siten ehdon (7.4) mu-
kaisen funktion u olemassaolo seuraa samasta péadttelystd kuin lause 6.10,
kunhan kyseisessi todistuksessa esiintyvi avaruus W,"(Q) korvataan ava-
ruudella V=,

Osoittaaksemme, ettd v on ominaisfunktio, olkoon n € C'2°(Q2) kiinnitetty.
Koska H{ on avaruuksien V' ja V+ suora summa, funktiolla 7 on esitys

n=v+uw,

missi v € V ja w € V*. Koska u € V*, funktio v hévidd yhtilossi (7.1).
Siten riittda osoittaa, etta

/Vu-dex—)\/uwdm (7.5)
Q Q

jollakin A € R. Jatkamme nyt samaan tapaan kuin lauseen 6.8 todistuksessa.
Maarittelemme apufunktion

() = Tl ew) = [ (Vu+ eVuw)? da
ife) = Jutew) = Jo (u+ ew)? du

missd € > 0 on niin pieni, etti jakaja ei hivii. Koska u 4+ ew € V4, ja
u minimoi Rayleighin osaméiiras joukossa V+, saavuttaa funktio i lokaalin
minimin pisteessd € = 0, ja siten i'(¢) = 0. Laskemalla auki ¢:n derivaatan
lauseke kuten lauseen 6.10 todistuksessa, paddymme sijoituksen e = 0 jilkeen

yhtaloon
/(Vu)2 da:/uwdx—/Vqudx/qua::O,
Q Q o) Q

misté ehto (7.5) seuraa ominaisarvolla A = J(u).

Ominaisarvo A on todellakin \,:std seuraava: jos A, < X' < X on omi-
naisarvo, on lauseen 6.4 mukaan olemassa ominaisfunktio u’ siten, ettd \' =
J(u'). Lauseen 7.1 nojalla on oltava v’ € V*+. Siten ehdosta (7.4) seuraa, ettd
AN = O

Lause 7.4. Lineaaritilanteessa p = 2 spektri on numeroituvasti ddreton ja
ominaisarvot ovat muotoa

A= J(u,) = min J(v), 7.6
() = _min_ J(0 (7.
missd V = span{us, ..., u,—1}. Ominaisarvoa \, vastaavan ominaisfunktion

uy, karakterisoi ehto (7.6).
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Todistus. Ensimméisen ominaisarvon olemassaolo on todettu jo lauseessa
6.11. Viite seuraa tilloin induktiivisesti lemmasta 7.3. O

Lause 7.5. Spektri on rajoittamaton, ts. lim,_,., A, = 00.

Todistus. Ominaisarvojen jono Aj, A9, ... on aidosti kasvava, joten joko viit-
teen ehto pitee tai kyseinen jono suppenee kohti jotakin lukua A. Jalkim-
méinen ei kuitenkaan tule kysymykseen, silld spektri on lauseen 6.24 nojalla
suljettu. O]

Lause 7.6. Ehdolla HunHHé = 1 normitetut ominaisfunktiot muodostavat
avaruuden H} Hilbertin kannan.

Todistus. Olkoon U = span{us,us, ...}, missi u, on ominaisarvoa \, vas-
taava normitettu ominaisfunktio. Viitteeseen riittii osoittaa, ettdi U+ = {0},
joten tehdiifin antiteesi: on olemassa u € U+ \ {0}. Koska spektri on rajoit-
tamaton, on olemassa ominaisarvo \, siten, ettd J(u) < A,. Lauseen 6.4
nojalla tdmé ominaisarvo on ominaisfunktion w, Rayleighin osaméiré, joten
patee J(u) < J(u,). Lauseen 7.4 mukaan u,, toteuttaa ehdon

J(uy,) = min J(v),

(1tn) veVE\{0} ()
missd V' = span {uq, ..., u,_1}. Funktion u valinnan nojalla pétee erityisesti
u € V1 ja siten ylld olevasta yhdessi tiedon J(u) < J(u,) kanssa seuraa,
ettd v = 0, mikd on mahdotonta. O

8 Liite: Sobolevin kapasiteetti ja p-ohuus

Ominaisfunktioiden reunakiyttdytymisen yhteydessa tarvitsemme p-ohuuden
késitettd. Ominaisfunktio nimittédin kiyttaytyy sddnnéllisesti joukon €2 reu-
napisteessé, jos 0 ei ole siind p-ohut. Toisaalta jokainen rajoitettu alue voi-
daan tyhjentidd alueilla, joiden komplementti ei ole missdan p-ohut, eli alueil-
la, joiden reunalla ominaisfunktio kiyttaytyy hyvin. Tdma tieto on oleellises-
sa osassa lauseen 6.29 todistuksessa ja siksi esitimme p-ohuuden ja Sobolevin
kapasiteetin kisitteet, sekd todistamme kyseisen viitteen. Tamén kappaleen
padasiallisena ldhteend on teos [12], mutta lisda kapasiteetista voi lukea myds
kirjasta [21].

Mééritelmi 8.1 (Sobolevin kapasiteetti). Joukon E C RY Sobolevin p-
kapasiteetiksi kutsumme arvoa

Cp(F) = inf lul” + |Vul? d,
UES(E) RN
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missi

S(E) = {ueWy?(R"): E Cint{u=1}}.

Miéritelmé 8.2 (p-ohuus). Sanomme, ettéi joukko E C RY on p-ohut pis-
teessd xg € E, jos

/1 <Op(E N B@,t)))l/(p‘” dt

tN_p 7 < Q.
Lemma 8.3. Kompaktille K C RN pitee

C(K) = inf/ ul? + |Vul? de,
So(K) JrN

Missa

So(K) = S(E) N CZ(RY).

Todistus. Olkoon u € S(K) annettuna ja U := int {u = 1}. Téll6in on ole-
massa jono (u,) C C°(RY), siten, etté u, — u avaruudessa W, ?(RY). Kos-
ka K on kompakti, voimme valita funktion 1 € C(R") siten, ettid ¢ = 1
joukossa CU ja 1 = 0 jossakin joukon K avoimessa ympiristossi. Talloin
U = 1= (1 —uy) € So(K) ja on helppo tarkistaa, ettd v, — u avaruudes-
sa Wy P (RN). n

Lemma 8.4. On olemassa C' = (N, p) siten, ettd

— Cri-r, kunp < N
Cp(B(z,7)) = N1-N

C’(log;) , kunp=N
kaikilla r < 1.

Todistus. Voimme olettaa, ettd x = 0. Lemma 8.3 mielessd, olkoon u €
S(B(0,7))NC>(RY) mielivaltainen. Valitsemme leikkausfunktion € C=(B(0, 2))
siten, etta

0<n<1,17=1joukossa B(0,1) ja |Vn| < 3.

Merkitsemme v := nu. Talloin epayhtalon 2.7 nojalla
/ Vol de gc/ ul? [P + [nff [Val? da (8.1)
B(0,2) B(0,2)

§3p(]/ lul” + [Vu|” dz.
RN
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Toisaalta, jos y € dB(0,1), niin funktion v méairitelmén ja Holderin epédyh-

talon nojalla patee
d 2N N
—v(ty)’ dtg/ tr tr |Vo(ty)| dt

2
1<
<[ |a
SR :
< ( / tp—ldt) ( / N1 Vo (ty) P dt)

Kun korotamme edellisen epayhtalon puolittain potenssiin p, laskemme au-

_N p—1
ki termin ( ff o1 dt) sekd jaamme sen vasemmalle puolelle, paddymme
arvioon

2
CA< / N1ty dt, (8.2)
missd C' = C(N, p) ja
rN-p, <N
A - 1 1—N p .
(log7) ", p=N

Integroimalla yht#lo 8.2 muuttujan y suhteen yli joukon 0B(0, 1), saamme

2
wN_lCAS/ / N Vo (ty)|P dtdy:/ |Vol? dz,
0B(0,1) Jr

B(0,2)
miké yhdesséd arvion (8.1) kanssa todistaa viitteen. O

Seuraavassa esittelemme konkreettisen ehdon jonka avulla voi péaétella,
ettd joukko ei ole p-ohut jossakin pisteessa.

Mééritelmi 8.5 (korkkiruuviehto). Sanomme, etté joukko £ C RY toteut-
taa korkkiruuviehdon (engl. corkscrew condition) pisteessdé x € OF, jos on
olemassa ¢ > 1 ja ry > 0 siten, ettd jokaiselle 0 < r < ry 16ytyy y, jol-
le B(y,r/c) C E N B(x,r). Mikili tdimi ehto péitee kaikille z € JF, niin
sanomme, ettd I toteuttaa korkkiruuviehdon.

Huomaa, ettd korkkiruuviehdon toteuttavassa alueessa ei voi olla jyrkasti
kapenevia piikkeja. Korkkiruuviehtoa hieman vahvempi ehto on ns. kartioehto
(engl. cone condition): on helppo todeta, etti mikili joukon £ C RY sisille
voidaan piirtda kartio siten, ettd sen kérki on pisteessi x € OF, niin télloin
E toteuttaa korkkiruuviehdon pisteessé x.

Lause 8.6. Jos [ toteuttaa korkkiruuviehdon pisteessi x € 052, niin se ei
ole p-ohut tdssd pisteessd.
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Todistus. Korkkiruuviehdon nojalla on ¢ > 1 ja 0 < ry < 1 siten, ettd
jokaiselle 0 < 7 < 79 on olemassa ¥, jolle B(y,r/c) C CQ N B(z,r). Téllsin
lemman 8.4 nojalla

B COrN-» kun p < N
o EQﬂB ’ >C (B 7 > ! _ ,
/620 Bz, ) 2C,(Bly T/C”—{caog%)l YL kmp =N

missd C' riippuu vain vakioista ¢, N ja p. Siis

/1 C,(CQ N Bla, 1)\ 7 dt _fely i kmp<N
0 tN-p t — C’foro @dt, kuan p= N

"o dt
o [T
o tlogs

=00,

eli Q2 ei ole p-ohut pisteessi . O

Lause 8.7. Jos ) on rajoitettu alue, niin on olemassa alueet 2 € Qs € - - -
siten, ettd UQ,; = Q ja CQ; ei ole missddn pisteessdidin p-ohut.

Todistus. Olkoot E; = {x € Q : dist (z,00) > %} Koska dist (E;,CE;,,) >
0, on kompaktille joukolle E; olemassa sellainen avoimista kuutioista koos-
tuva aarellinen peite Q;, ettd ) € F,;, kaikilla Q € Q;. Maarittelemme
2; = Ugeo, @, jolloin joukot €2; ainakin muodostavat 2:n tyhjennyksen. Toi-
saalta, koska €2; on kuutioiden darellinen yhdiste, on geometrisesti ilmeisté,
ettd 0Q); toteuttaa edelli mainitsemamme kartioehdon ja siten myds korkki-
ruuviehdon. Néin se ei lauseen 8.6 nojalla ole p-ohut. O
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