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Tämän tutkielman tarkoitus on tutustua epälineaarisiin ominaisarvo-
ongelmiin p-Laplacen operaattorin ominaisarvo-ongelman kautta. p-Laplacen
operaattori ∆p = div(|∇u|p−2∇u) on Laplacen operaattorin eräs yleistys ja
tarkastelun kohteena oleva ominaisarvo-ongelma ∆pu + λ |u|p−2 u = 0 on
Dirichletin ominaisarvo-ongelman yleistys.

Tutkielmassa kerrataan ensin tarvittavia taustatietoja Sobolevin avaruuk-
sista ja funktionaalianalyysistä, ja keskitytään sitten itse ongelmaan. Pää-
tulokset koskevat ensimmäistä ominaisarvoa, ja ne ovat ensimmäisen omi-
naisarvon olemassaolo, ensimmäisen ominaisarvon karakterisointi Rayleighin
osamäärän avulla, ensimmäisen ominaisfunktion yksinkertaisuus, ja se, että
ensimmäinen ominaisfunktio on ainoa ominaisfunktio, joka ei vaihda merk-
kiä. Muita tuloksia ovat ominaisfunktioiden jatkuvuus ja rajoittuneisuus sekä
se, että ominaisarvojen joukko on suljettu. Lisäksi tutkielmassa käydään läpi
lineaarista erikoistapausta p = 2, jossa p-Laplacen operaattori on tavallinen
Laplacen operaattori.

Avainsanat: Laplace, harmoninen, osittaisdi�erentiaaliyhtälöt, Sobolevin
avaruus, ominaisarvo
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1 Johdanto

Jos 1 < p <∞, niin p-harmoninen (tai p-Laplacen) operaattori

∆pu := div(|∇u|p−2∇u)

on harmonisen operaattorin eräs yleistys: Sobolevin funktio u ∈ W 1,p(Ω)
minimoi Dirichletin integraalia

´
Ω
|∇u|p dx joukossa

{
v : u− v ∈ W 1,p

0 (Ω)
}

tasan silloin, kun ∆pu = 0 heikossa mielessä (ks. [19, lause 2.7]). Siis kun
p = 2, on ∆p tavallinen Laplacen operaattori.

Tutkielmassa tarkastelemme p-harmoniseen operaattoriin liittyvää epäli-
neaarista ominaisarvo-ongelmaa

∆pu+ λ |u|p−2 u = 0, (1.1)

missä λ ∈ R, 1 < p < ∞, Ω ⊂ RN on rajoitettu ja u ∈ W 1,p
0 (Ω). Arvoja

λ, joilla yhtälöllä (1.1) on ratkaisuja, kutsumme ominaisarvoiksi ja niitä vas-
taavia funktioita ominaisfunktioiksi. Näistä arvoista pienintä kutsumme en-
simmäiseksi ominaisarvoksi ja sitä vastaavia ominaisfunktioita ensimmäisiksi
ominaisfunktioiksi.

Ominaisarvo-ongelma (1.1) on Dirichletin ominaisarvo-ongleman yleistys,
ja palautuu siihen, kun p = 2. Analogisesti Dirichletin ominaisarvo-ongelman
kanssa, voidaan ongelman (1.1) ensimmäinen ominaisfunktio karakterisoida
Rayleighin osamäärän J(u) =

´
Ω
|∇u|p dx/

´
Ω
|u|p dx minimoijana. Ongelma

(1.1) ei kuitenkaan ole lineaarinen eikä sen tutkiminen siksi ole yhtä helppoa.
Tästä on esimerkkinä se, että lineaaritilanteessa kaikki ominaisarvot voidaan
karakterisoida suoraan Rayleighin osamäärän avulla, mutta yleisessä tilan-
teessa tämä onnistuu vain ensimmäiselle ominaisarvolle.

Tutkielman päätuloksia ovat ensimmäisen ominaisarvon olemassaolo ja
sen karakterisointi Rayleighin osamäärän avulla, sekä ensimmäisen ominais-
funktion yksinkertaisuus. Osoitamme myös, että ominaisfunktiot ovat rajoi-
tettuja ja että vain ensimmäinen ominaisfunktio on positiivinen. Kappaleessa
7 käymme läpi lineaaritilannetta p = 2. Lisäksi käsittelemme tarkemmin joi-
takin p-harmonisen operaattorin kannalta oleellisia taustatietoja: todistam-
me Rellicin ja Kondrachovin lauseen, osoitamme Alaoglun lauseen avulla,
että Lp-avaruudet ovat heikosti kompakteja, ja esittelemme p-ohuuden käsit-
teen.

Tutkielman tärkeimmät lähteet ovat Lindqvistin p-Laplacen operaatto-
rista ja sen ominaisarvo-ongelmasta kertovat tekstit [19] ja [18], sekä Lind-
qvistin ja Kawohlin artikkeli [15], jossa on todistettu ensimmäisen ominais-
funktion yksinkertaisuus ja se, että vain ensimmäinen ominaisarvo on yksi-
merkkinen. Tärkeitä funktionaalianalyysiin ja Sobolevin avaruuksiin liittyviä
lähteitä ovat [4], [21], [12] ja [10].
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2 Esitietoja ja lauseita

Ellemme toisin mainitse, oletamme tässä kappaleessa, että Ω ⊂ RN on avoin
ja N ≥ 1.

Määritelmä 2.1 (Konveksit ja konkaavit funktiot). Olkoon V vektoriava-
ruus ja E ⊂ V konveksi, eli sellainen, että {tx+ (1− t)y : t ∈ [0, 1]} ⊂ E
kaikilla x, y ∈ E. Funktio f : E → R on konveksi, jos kaikille x 6= y ∈ E ja
t ∈ (0, 1) pätee

f (tx+ (1− t) y) ≤ tf(x) + (1− t)f(y).

Jos yllä oleva epäyhtälö on aito, sanomme että f on aidosti konveksi.
Sanomme, että f on (aidosti) konkaavi, mikäli −f on (aidosti) konveksi.

Huomautus. Jos I on väli ja f ∈ C1(I) sellainen, että f ′ on kasvava, niin
f on konveksi. Tämän perustelemiseksi olkoon a < b välin I pisteitä ja t ∈
(0, 1). Väliarvolauseen nojalla on olemassa pisteet c ∈ (a, ta + (1 − t)b) ja
d ∈ (ta+ (1− t)b, b) siten, että

f ′(c) =
f(ta+ (1− t)b)− f(a)

ta+ (1− t)b− a
ja f ′(d) =

f(b)− f(ta+ (1− t)b)
b− (ta+ (1− t)b)

.

Koska f ′(c) ≤ f ′(d), saamme yllä olevasta

f(ta+ (1− t)b)− f(a)

(1− t)(b− a)
≤ f(b)− f(ta+ (1− t)b)

t(b− a)
,

mistä edelleen f(ta+ (1− t)b) ≤ tf(a) + (1− t)f(b). Epäyhtälöt ovat aitoja,
jos f ′ on aidosti kasvava, joten tällöin f on myös aidosti konveksi.

Esimerkki. Edellisen huomautuksen mukaan kuvaus [0,∞)→ RN : x 7→ xp

on aidosti konveksi, kun p > 1. Tästä seuraa, että myös kuvaus RN → R :
x 7→ |x|p on aidosti konveksi: jos a 6= b ∈ RN ja t ∈ (0, 1), niin

|ta+ (1− t)b|p ≤ (t |a|+ (1− t) |b|)p < t |a|p + (1− t) |b|p .

Määritelmä 2.2 (Hölder-jatkuvuus). Olkoon D ⊂ RN ja 0 < α ≤ 1. Sa-
nomme, että funktio f : D → R on Hölder-jatkuva eksponentilla α joukossa
D, jos on C > 0 siten, että

|f(x)− f(y)| ≤ C |x− y|α ∀x, y ∈ D.

Käytämme lisäksi merkintää

C0,α(Ω) =
{
f ∈ C(Ω) : f on Hölder-jatkuva eksponentilla α joukossa Ω

}
.
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Oletamme, että lukijalla on perustiedot Lebesgue'in avaruuksista, eli Lp-
avaruuksista. Seuraavassa esitämme joitakin niihin liittyviä, tutkielmassa tar-
vittavia tuloksia.

Määritelmä 2.3 (Funktion kantaja). Jos u : Ω→ R on mitallinen, niin sen
oleellinen kantaja, tai vain kantaja, on

suppu := Ω \
⋃
{A ⊂ Ω : A on avoin ja u(x) = 0 m.k. x ∈ A} .

Jos E ⊂ RN ja suppu b E, niin sanomme, että u on kompaktisti kannettu
joukossa E. Huomaa, että jos u on jatkuva, niin sen oleellinen kantaja on
sama kuin sen suljettu kantaja, ts. suppu = {x ∈ Ω : f(x) 6= 0}.

Määritelmä 2.4 (Lebesgue'in avaruudet). Olkoon p ≥ 1. Tällöin Lebesgue-
mitallisen funktion u : Ω→ R Lp-normi on

‖u‖p := ‖u‖Lp(Ω) :=

{(´
Ω
|u|p dx

) 1
p , 1 ≤ p <∞

ess sup |u| , p =∞.

Lebesgue'in avaruus on

Lp(Ω) :=
{
u : Ω→ R : funktio u on Lebesgue-mitallinen ja ‖u‖p <∞

}
,

missä samaistamme funktiot, jotka eroavat vain nollamittaisessa joukossa.
Kun sanomme, että funktiolla u ∈ Lp(Ω) on jokin ominaisuus (esim. jatku-
vuus), niin tarkoitamme, että on olemassa funktio u′, jolla on tämä ominai-
suus, ja jolle pätee

u′(x) = u(x) m.k. x ∈ Ω.

Lisäksi, jos on olemassa nollamittainen joukko E ja piste x0 ∈ ∂Ω siten, että

lim
x→x0
x∈Ω\E

u(x) = a,

niin merkitsemme u(x0) = a.

Hölderin epäyhtälö on aivan keskeinen osa Lp-avaruuksien teoriaa. Viit-
taamme sitä varten teokseen [13, lause 15.8].

Lause 2.5 (Hölderin epäyhtälö). Olkoon 1 < p < ∞, u ∈ Lp(Ω) ja v ∈
Lp
′
(Ω), missä p′ = p

p−1
on luvun p duaalieksponentti. Tällöin

‖uv‖1 ≤ ‖u‖p ‖v‖p′ .

3



Seuraus 2.6 (Yleistetty Hölderin epäyhtälö). Olkoot u1, . . . , un ∈ Lpi(Ω),
missä

∑n
i=1

1
pi

= 1. Tällöin

‖u1u2 · · ·un‖1 ≤ ‖u1‖p1
‖u2‖p2

· · · ‖un‖pn .

Todistus induktiolla. Oletamme, että väite pätee, kun funktioita ui on n− 1
kappaletta. Tällöin, jos u1, . . . , un ovat kuten yllä, saamme

‖u1u2 · · ·un‖1 ≤ ‖u1u2‖ p1p2
p1+p2

‖u3‖p3
· · · ‖un‖pn .

Toisaalta, koska p1

p1+p2
+ p2

p1+p2
= 1, pätee Hölderin epäyhtälön nojalla

‖u1u2‖ p1p2
p1+p2

=
(∥∥∥(u1u2)

p1p2
p1+p2

∥∥∥
1

) p1+p2
p1p2 ≤ ‖u1‖p1

‖u1‖p2
.

Näin on nähty, että väite pätee myös, kun funktioita on n kappaletta.

Lp-normi on nimensä mukaisesti normi joukossa Lp(Ω), joka Lp-normilla
varustettuna onkin täydellinen normiavaruus eli Banachin avaruus. Lp-normin
kolmioepäyhtälöä kutsutaan Minkowskin epäyhtälöksi ja avaruuden Lp(Ω)
täydellisyys tunnetaan toisinaan Rieszin ja Fischerin lauseena. Näitä tulok-
sia varten viittaamme teokseen [13, lauseet 15.9 ja 15.14].

Lebesgue'in avaruuksien rakenteeseen liittyen mainitsemme vielä, että ne
ovat separoituvia, kun 1 ≤ p <∞, ja re�eksiivisiä, kun 1 < p <∞ (ks. [13]
tai [4]). Lisäksi L2(Ω) on Hilbertin avaruus, kun se varustetaan sisätulolla

(u|v)L2(Ω) :=

ˆ
Ω

uv dx.

Seuraavat epäyhtälöt ovat usein hyödyllisiä Lp-normien yhteydessä.

Lemma 2.7. Olkoon p > 0. Tällöin on olemassa C = C(p) > 0 siten, että

C−1 (a+ b) p ≤ ap + bp ≤ C (a+ b)p .

kaikilla a, b ≥ 0.

Todistus. Merkintöjä tarvittaessa vaihtamalla voimme olettaa, että a ≥ b.
Tällöin

(a+ b)p ≤ 2pap ≤ 2p (ap + bp) ≤ 2p+1ap ≤ 2p+1 (a+ b)p ,

joten väite pätee vakiolla C = max(2p, 2).
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Lemma 2.8. Olkoot a, b ≥ 0. Tällöin

|ap − bp| ≤ |a− b|p , kun 0 < p ≤ 1,

ja
|a− b|p ≤ |ap − bp| , kun p > 1.

Todistus. Merkintöjä tarvittaessa vaihtamalla voimme olettaa, että a < b.
Jos p > 1, niin

|a− b|p =

ˆ b−a

0

ptp−1 dt ≤
ˆ b−a

0

p(t+ a)p−1 dt =

ˆ b

a

ptp−1 dt = |ap − bp| .

Tilanne 0 < p ≤ 1 menee vastaavasti.

Lemma 2.9. Olkoon |Ω| < ∞, 0 ≤ q < p < ∞ ja u : Ω → R mitallinen
funktio, jolle

´
Ω
|u|p dx <∞. Tällöin(ˆ

Ω

|u|q dx
) 1

q

≤ |Ω|
1
q
− 1
p

(ˆ
Ω

|u|p dx
) 1

p

.

Erityisesti siis Lp(Ω) ⊂ Lq(Ω), kun 1 ≤ q ≤ p <∞ ja |Ω| <∞.

Todistus. Koska p−q
p

+ q
p

= 1, saamme Hölderin epäyhtälöstä

(ˆ
Ω

|u|q dx
) 1

q

≤
(ˆ

Ω

1 dx

) p−q
pq
(ˆ

Ω

|u|
pq
q dx

) q
pq

= |Ω|
1
q
− 1
p

(ˆ
Ω

|u|p dx
) 1

p

.

3 Lp-avaruuksien heikko kompaktius

Todistamme, että Lp-avaruudet ovat heikosti kompakteja, sillä todistus en-
simmäisen ominaisarvon olemassaololle (lause 6.11) nojaa oleellisesti tähän
tietoon. Tässä kappaleessa E on mielivaltainen normiavaruus.

Määritelmä 3.1 (heikko topologia).

1. Olkoon E normiavaruus, I kokoelma sen lineaarimuotoja ja N kaikkien
muotoa

pf (·) = |〈f, ·〉| , f ∈ I
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olevien seminormien joukko. Tällöin pariin (E, I) liittyvä heikko topo-
logia on karkein sellainen topologia, jonka suhteen kaikki semipallot
Bpf (x, r) ovat avoimia, ts.A ⊂ E : ∀x ∈ A∃r > 0 ja äärellinen B ⊂ N s.e.

⋂
pf∈B

Bpf (x, r) ⊂ A

 .

Käytämme tälle topologialle merkintää σ(E, I).

2. Topologiaa σ(E,E∗) kutsumme avaruuden E heikoksi topologiaksi eli
w-topologiaksi.

3. Kun samaistamme normiavaruuden E sen biduaalinsa E∗∗ aliavaruu-
deksi käyttäen luonnollista upotusta x 7→ (f 7→ f(x)) (ks. esim. [13,
huomautus 22.7]), antaa kohdan 1. mukainen määrittely topologian
σ(E∗, E). Tätä topologiaa kutsumme duaalin E∗ heikoksi tähtitopo-
logiaksi eli w∗-topologiaksi.

Merkintä 3.2. Jos jono (xn) ⊂ E suppenee kohti pistettä x ∈ E topologiassa
σ(E,E∗), sanomme, että (xn) suppenee heikosti kohti pistettä x avaruudessa
E, ja merkitsemme xn ⇀ x.

Seuraava on yksinkertainen, mutta oleellinen heikon suppenemisen karak-
terisointi.

Lause 3.3. Jono (xn) ⊂ E suppenee heikosti kohti pistettä x ∈ E jos ja vain
jos

〈f, xn〉 → 〈f, x〉 ∀ f ∈ E∗.

Todistus. Ehdon välttämättömyyttä varten, olkoot f ∈ E∗ ja ε > 0 annet-
tuina. Koska xn ⇀ x, on topologian σ(E,E∗) avoimelle joukolle Bpf (x, ε)
olemassa N siten, että

xn ∈ Bpf (x, ε) = {y ∈ E : |〈f, x− y〉| < ε} ∀n > N.

Siis |〈f, xn〉 − 〈f, x〉| < ε suurilla n.
Ehdon riittävyyttä varten oletamme, että A on pisteen x mielivaltainen

ympäristö topologiassa σ(E,E∗). Tällöin on olemassa r > 0 ja äärellinen
B ⊂ E∗ siten, että

⋂
f∈B Bpf (x, r) ⊂ A. Koska B on äärellinen, voimme

oletuksen nojalla valita luvun N siten, että |〈f, xn − x〉| < r kaikilla f ∈ B
ja n > N . Siispä xn ∈

⋂
f∈B Bpf (x, r) ⊂ A suurilla n.
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Huomautus 3.4 (Heikko Lp-suppeneminen). Kun 1 < p < ∞, avaruuden
Lp(Ω) duaali on Lq(Ω), missä q on p:n duaalieksponentti, ts. jokainen ava-
ruuden Lp(Ω) lineaarinen funktionaali on muotoa

〈f, g〉 =

ˆ
Ω

fg dx ∀ g ∈ Lp(Ω),

missä f ∈ Lp(Ω)∗ = Lq(Ω) (ks. esim. [13], seuraus 24.20). Soveltamalla tähän
tietoon lausetta 3.3, saamme heikolle Lp-suppenemiselle seuraavan esityksen:
jono (un) ⊂ Lp(Ω) suppenee heikosti kohti funktiota u ∈ Lp(Ω) jos ja vain
jos ˆ

Ω

unv dx→
ˆ

Ω

uv dx ∀ v ∈ Lq(Ω).

Alaoglun lause

Johdamme Lp-avaruuksien heikon kompaktiuden Alaoglun lauseen avulla,
jonka mukaan duaalin E∗ suljettu yksikköpallo on w∗-topologiassa kompakti.
Alaoglun lause perustuu ideaan siitä, että w∗-topologialla varustettu duaali
E∗ on itse asiassa tuloavaruuden RE topologinen aliavaruus. Tällöin kom-
paktius seuraa Tihonovin lauseesta.

Määrittelemme tulotopologian ja muotoilemme Tihonovin lauseen, mutta
emme käsittele niitä sen tarkemmin. Tulotopologian ominaisuuksia voi kerra-
ta kirjasta [25]. Tihonovin lauseen todistus löytyy mm. lähteistä [25] ja [13].
Esittämämme Alaoglun lauseen todistus on otettu teoksesta [13].

Määritelmä 3.5 (Topologian kanta ja alkukanta). Topologian T osajoukko
K ⊂ T on topologian T kanta, jos mikä tahansa joukon T alkio voidaan
esittää yhdisteenä joukon K alkioista.

Topologian T osajoukko A ⊂ T on topologian T alkukanta, jos sen al-
kioiden äärelliset leikkaukset muodostavat jonkin T :n kannan.

Määritelmä 3.6 (Topologinen aliavaruus). Olkoon X topologinen avaruus
varustettuna topologialla T ja olkoon A ⊂ X. Tällöin topologian T joukkoon
A indusoima aliavaruustopologia on T|A = {V ∩ A : V ∈ T }.

Huomautus 3.7. Jos topologisella avaruudella X on alkukanta A, niin aliava-
ruustopologian T|A eräs alkukanta on muotoa {V ∩ A : V ∈ A}.

Määritelmä 3.8 (Tulotopologia). Olkoon J jokin indeksijoukko jaXj, j ∈ J
kokoelma topologisia avaruuksia. Tällöin tulojoukon X =

∏
j∈J Xj alkioita

ovat sellaiset kuvaukset x : J → X, joilla x(j) ∈ Xj kaikilla j ∈ J . Tulo-
joukkoon määritellään projektiokuvausten πj : X → Xj, πjx = x(j), j ∈ J
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indusoima topologia, eli suppein sellainen topologia, jonka suhteen kaikki
kyseiset projektiokuvaukset ovat jatkuvia. Kutsumme tätä topologiaa tulo-
topologiaksi. Jos Xj = Y kaikilla j, niin käytämme tulojoukolle merkintää
Y J .

Huomautus 3.9. Tulotopologian alkukannan muodostaa avoimien joukkojen
alkukuvat projektiokuvauksissa, ts. joukot π−1

j V , missä j ∈ J ja V ⊂ Xj on
avoin.

Lause 3.10 (Tihonovin lause). Jos Xj, j ∈ J ovat kompakteja topologisia
avaruuksia, niin myös tulo

∏
j∈J Xj on kompakti.

Lemma 3.11. Normiavaruuden E duaali E∗ varustettuna topologialla
σ(E∗, E) on tuloavaruuden RE topologinen aliavaruus.

Todistus. Ainakin E∗ ⊂ RE. Tehtäväksi jää osoittaa, että topologia σ(E∗, E)
on sama kuin tuloavaruuden RE osajoukkoonsa E∗ indusoima aliavaruusto-
pologia, jota merkitsemme symbolilla T .

Todistamme ensin, että σ(E∗, E) ⊂ T . Tulotopologian määritelmän no-
jalla projektiokuvaukset πx : RE → R, πx(f) = f(x) ovat jatkuvia ja siten
joukot

π−1
x B(f(x), r) =

{
g ∈ RE : |g(x)− f(x)| < r

}
ovat tuloavaruudessa RE avoimia kaikille x ∈ E ja f ∈ RE. Näin ollen
semipallot

Bpx(f, r) = {g ∈ E∗ : |g(x)− f(x)| < r}
ovat avoimia joukkoon E∗ indusoidussa aliavaruustopologiassa T . Koska ky-
seiset semipallot muodostavat topologian σ(E∗, E) alkukannan, ovat kaikki
topologian σ(E∗, E) avoimet joukot avoimia myös T :ssä.

Siirrymme osoittamaan, että T ⊂ σ(E∗, E). Jos A on topologian T alku-
kantajoukko, on se muotoa A = E∗ ∩ π−1

x V , missä V ⊂ R on avoin ja x ∈ E.
Koska avoimet pallot muodostavat R:n kannan, saa A esityksen

A = E∗ ∩ π−1
x

⋃
B⊂V

B =
⋃
B⊂V

E∗ ∩ π−1
x B.

Riittää siis todeta, että joukko E∗ ∩ π−1
x B on avoin topologiassa σ(E,E∗),

kun B = B(a, r) ⊂ R on mielivaltainen avoin pallo. Tätä varten valitsemme
sellaisen funktionaalin g ∈ E∗, jolle g(x) = a. Tällöin

E∗ ∩ π−1
x B(a, r) = {f ∈ E∗ : |f(x)− a| < r}

= {f ∈ E∗ : |f(x)− g(x)| < r} = Bpx(g, r).

Joukko E∗ ∩ π−1
x B on siis itse asiassa semipallo, ja siten avoin topologiassa

σ(E∗, E).
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Lause 3.12 (Alaoglun lause). Normiavaruuden E duaalin E∗ suljettu yksik-
köpallo

BE∗ = {f ∈ E∗ : ‖f‖E∗ ≤ 1}

on kompakti topologiassa σ(E∗, E).

Todistus. Lemman 3.11 nojalla riittää osoittaa, että BE∗ on kompakti tuloa-
varuudessa RE. Huomaamme, että joukko-opillisesti

BE∗ = {f ∈ E∗ : |f(x)| ≤ ‖x‖ ∀x ∈ E} ⊂
∏
x∈E

BR(0, ‖x‖) ⊂ RE.

Tihonovin lauseen nojalla tuloavaruus
∏

x∈E BR(0, ‖x‖) on kompakti, joten
BE∗ on kompaktin avaruuden aliavaruus. Siten sen kompaktiuteen riittää
osoittaa, että se on suljettu. Oletamme tätä varten, että f ∈ RE on yksikkö-
pallon BE∗ sulkeumassa. Tällöin f on lineaarinen: jos x, y ∈ E ja α, β ∈ R,
niin huomautuksen 3.9 nojalla on olemassa fε ∈ BE∗ , jolle |f(z)− fε(z)| < ε,
kun z ∈ {x, y, αx+ βy}. Koska fε on lineaarinen, seuraa kolmioepäyhtälöstä

|f(αx+ βy)− (αf(x) + βf(y))| ≤ |f(αx+ βy)− fε(αx+ βy)|+ ε(|α|+ |β|)
≤ε(1 + |α|+ |β|).

Aivan vastaavasti näemme, että ‖f‖E∗ ≤ 1. Siispä f ∈ BE∗ .

Seuraus 3.13. Olkoon E re�eksiivinen normiavaruus. Tällöin duaalin E∗

suljettu yksikköpallo on kompakti E∗:n heikossa w-topologiassa.
Erityisesti Lebesgue'in avaruuden Lp(Ω) yksikköpallo on heikosti kompakti.

Todistus. Koska E on re�eksiivinen, topologiat σ(E∗, E∗∗) ja σ(E∗, E) yhty-
vät. Ensimmäinen väite seuraa tällöin Alaoglun lauseesta.

Toista väitettä varten olkoon q p:n duaalieksponentti. Koska Lq(Ω) on
re�eksiivinen, sen duaalin yksikköpallo on edellisen nojalla heikosti kompakti.
Toisaalta tämä duaali on juuri Lp(Ω).

4 Sobolevin avaruudet

Esittelemme Sobolevin avaruudet ja niihin liittyviä perustuloksia, jotka ovat
tutkielman kannalta oleellisia. Oletamme, että lukijalla on perustiedot Sobo-
levin avaruuksista emmekä käy niiden teoriaa tarkasti läpi. Annamme kui-
tenkin viitteet niihin todistuksiin, jotka sivuutamme. Sobolevin avaruuksien
teoriaa voi lukea esim. teoksista [4], [12] ja [7].
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Ellemme toisin mainitse, oletamme tässä kappaleessa, että Ω ⊂ RN on
alue, eli avoin ja yhtenäinen joukko, N ≥ 2 ja 1 ≤ p ≤ ∞.

Merkinnällä Lp(Ω)N tarkoitamme normiavaruuden Lp(Ω) N -kertaista tu-
loa itsensä kanssa, eli joukkoa

{(f1, . . . , fN) : fi ∈ Lp(Ω), i = 1, . . . , N}

varustettuna komponenttaisilla vektoriavaruuslaskutoimituksilla ja sopivalla
tulonormilla. Kun p <∞ ja f ∈ Lp(Ω)N , valitsemme normiksi

‖f‖p := ‖f‖Lp(Ω) :=

(ˆ
Ω

|f(x)|p dx
) 1

p

,

joka on ekvivalentti normin ‖f‖ =
∑N

i=1 ‖fi‖p kanssa. Kun p =∞, käytämme
jälkimmäistä normia. Huomaa, että avaruuden Lp(Ω)N jono ((fn1 , . . . f

n
N))n

suppenee (heikosti) kohti pistettä (f1, . . . , fN) jos ja vain jos fni suppenee
(heikosti) kohti funktiota fi avaruudessa Lp(Ω) kaikilla i ∈ {1, . . . , N}.

Määritelmä 4.1 (Heikko osittaisderivaatta). Olkoot u, v ∈ Lp(Ω), k ∈
1, ..., N . Sanomme, että v on funktion u k:nnes heikko osittaisderivaatta,
jos ˆ

Ω

u∂kϕdx = −
ˆ

Ω

vϕ dx ∀ϕ ∈ C∞c (Ω).

Tällöin merkitsemme v = ∂ku.

Huomautus 4.2. Variaatiolaskennan peruslauseesta, eli tiedosta[
Ω ⊂ RN avoin, u ∈ L1

loc(Ω) ja
ˆ

Ω

uϕ dx = 0 ∀ϕ ∈ C∞c (Ω)

]
=⇒ u ≡ 0,

seuraa välittömästi, että jos heikko osittaisderivaatta on olemassa, niin se
on yksikäsitteinen (ks. [7, sivu 243]). Näin ollen, jos u ∈ C1(Ω) ∩ Lp(Ω)
ja tavallinen osittaisderivaatta ∂ku on avaruudessa Lp(Ω), niin funktion u
k:nnes heikko osittaisderivaatta on ∂ku.

Variaatiolaskennan peruslauseesta seuraa myös, että jos u ∈ Lp(Ω) ja sen
heikko osittaisderivaatta ∂ku ∈ Lp(Ω) on olemassa, niin supp ∂ku ⊂ suppu.

Määritelmä 4.3 (Sobolevin avaruus). Sobolevin avaruus W 1,p(Ω) on niiden
Lp(Ω)-funktioiden joukko, joilla jokainen heikko osittaisderivaatta on olemas-
sa, eli

W 1,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω) : ∂iu ∈ Lp(Ω) ∀ i ∈ {1, ..., N}} .
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Funktion u ∈ W 1,p(Ω) heikko gradientti on

∇u = (∂1u, ..., ∂Nu) ∈ Lp(Ω)N .

Varustamme avaruuden W 1,p(Ω) normilla

‖u‖W 1,p := ‖u‖p +
N∑
i=1

‖∂iu‖p .

Avaruus W 1,p
0 (Ω) on joukon C∞c (Ω) sulkeuma avaruudessa W 1,p(Ω).

Sobolevin avaruus on Banachin avaruus kaikilla 1 ≤ p ≤ ∞ [4, lause 9.1].
Jos p = 2, on se erityisesti Hilbertin avaruus, kun se varustetaan sisätulolla

(u|v)W 1,p = (u|v)L2 +
N∑
i=1

(∂iu|∂iv)L2 .

Tällöin merkitsemme H1(Ω) := W 1,2(Ω) sekä sen aliavaruutta H1
0 (Ω) :=

W 1,2
0 (Ω).
Jos 1 ≤ p < ∞, niin avaruuden W 1,p(Ω) funktioita voi arvioida sileillä

funktioilla Sobolev-normin mielessä, ts. joukko C∞(Ω) ∩ W 1,p(Ω) on tiheä
avaruudessa W 1,p(Ω). Tämä tunnetaan Meyersin ja Serrinin lauseena (ks. [1,
lause 3.17]). Jos ∂Ω on C∞, niin jopa joukko

{
u|Ω : u ∈ C∞c (RN)

}
on tiheä

avaruudessa W 1,p(Ω) (ks. [4, lause 9.8]).
Lähestymällä Sobolevin funktioita sileillä funktioilla voi johtaa tavallisten

derivointisääntöjen kaltaisia tuloksia myös Sobolevin funktioille. Viittamme
alla olevien sääntöjen todistuksia varten teokseen [4, propositiot 9.4 ja 9.5].

Lause 4.4 (Tulon di�erentiointi). Olkoon u, v ∈ W 1,p(Ω) ∩ L∞(Ω). Tällöin
uv ∈ W 1,p(Ω) ja

∇(uv) = u∇v + v∇u.

Lause 4.5 (Yhdistetyn kuvauksen di�erentiointi). Olkoon G ∈ C1(R) siten,
että G(0) = 0 ja |G′| ≤M. Tällöin jokaiselle u ∈ W 1,p(Ω) pätee

G ◦ u ∈ W 1,p(Ω) ja ∇ (G ◦ u) = (G′ ◦ u)∇u.

Sobolevin ja Morreyn epäyhtälöiden todistukset löytyvät esim. teoksesta
[7, kohdat 5.6.1 ja 5.6.2].

11



Lause 4.6 (Sobolevin epäyhtälö). Jos 1 ≤ p < N , niin on olemassa C =
C(N, p) siten, että jokaiselle u ∈ W 1,p

0 (Ω) pätee(ˆ
Ω

|u|p
∗
dx

) 1
p∗

≤ C

(ˆ
Ω

|∇u|p dx
) 1

p

,

missä p∗ := pn
n−p on luvun p Sobolev-konjugaatti.

Jos p = N , on olemassa C = C(N, q) siten, että(ˆ
Ω

|u|q dx
) 1

q

≤ C

(ˆ
Ω

|∇u|N dx

) 1
N

kaikilla u ∈ W 1,N
0 (Ω) ja q ∈ [N,∞).

Lause 4.7 (Morreyn epäyhtälö). Jos p > N , niin W 1,p
0 (Ω) ⊂ C0,α(Ω), missä

α = 1−N/p. Lisäksi jokaiselle u ∈ W 1,p
0 (Ω) ja pallolle Br pätee

sup
x,y∈Br∩Ω

|u(x)− u(y)| ≤ Crα
(ˆ

Ω

|∇u|p dx
) 1

p

,

missä C = C(N, p).

Seuraavan tuloksen todistus perustuu teoksen [21] lauseen 1.62 todistuk-
sen loppuosaan.

Seuraus 4.8. Olkoon Ω rajoitettu, u ∈ W 1,p
0 (Ω) ja p > N. Tällöin u ≡ 0

joukossa ∂Ω.

Todistus. Jos jono (fn) ⊂ Lp(Ω) suppenee Lp-mielessä kohti funktiota g ∈
Lp(Ω), niin sillä on osajono, joka suppenee pisteittäin kohti funktiota g
m.k. joukossa Ω (ks. [4, lause 4.9]). Tämän nojalla voimme valita jonon
(un) ⊂ C∞c (Ω) ∩W 1,p

0 (Ω) siten, että se suppenee pisteittäin kohti funktiota
u m.k. joukossa Ω. Jos nyt x ∈ Ω, niin valitsemme sellaisen pisteen y ∈ ∂Ω,
että |x− y| = dist (x, {Ω). Tällöin funktioiden (un) Hölder-jatkuvuus antaa
arvion

|un(x)| = |un(x)− un(y)| ≤ C |x− y|α = Cdist (x, {Ω)α.

Näin ollen m.k. x ∈ Ω on voimassa

|u(x)| ≤ |u(x)− un(x)|+ |un(x)| ≤ |u(x)− un(x)|︸ ︷︷ ︸
−→
n→∞

0

+ Cdist (x, {Ω)α,

mistä seuraa, että u ≡ 0 joukossa ∂Ω.
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Sobolevin ja Morreyn epäyhtälöistä seuraa melko suoraan Poincarén epäyh-
tälö.

Seuraus 4.9 (Poincarén epäyhtälö). Jos Ω on rajoitettu alue ja p <∞, niin
on olemassa C = C(n, p) siten, että

‖u‖p ≤ C |Ω|
1
n ‖∇u‖p

kaikille u ∈ W 1,p
0 (Ω).

Osittain järjestettyä joukkoa (A,≤), jossa jokaisella kaksiolla {a, b} ⊂ A
on olemassa suurin ja pienin yläraja, kutsutaan hilaksi. On hyödyllistä tietää,
että Sobolevin avaruudetW 1,p(Ω) jaW 1,p

0 (Ω) ovat hiloja, kun ne varustetaan
relaatiolla u ≤ v ⇐⇒ u(x) ≤ v(x) m.k. x ∈ Ω. Seuraava lause sanoo tämän
lisäksi muutakin. Viittaamme sitä varten teokseen [12, lauseet 1.20 ja 1.23].

Lause 4.10. Funktiot (u, v) 7→ min(u, v) ja (u, v) 7→ max(u, v) ovat jatkuvia
kuvauksia avaruudesta W 1,p(Ω)×W 1,p(Ω) avaruuteen W 1,p(Ω). Niille pätee

∇min(u, v)(x) =

{
∇u(x), u(x) ≤ v(x)

∇v(x), v(x) < u(x)
,

∇max(u, v)(x) =

{
∇u(x), u(x) ≥ v(x)

∇v(x), v(x) > u(x)
.

Lisäksi, jos u, v ∈ W 1,p
0 (Ω), niin min(u, v),max(u, v) ∈ W 1,p

0 (Ω). Erityisesti
siis funktion u positiivi- ja negatiiviosat u+ = max(u, 0) ja u− = min(u, 0)
ovat Sobolevin funktioita.

Seuraavassa on vielä lemmoja, joiden avulla voi päätellä avaruudenW 1,p(Ω)
funktion kuuluvuuden joukkoon W 1,p

0 (Ω).

Lemma 4.11. Jos u ∈ W 1,p(Ω) on kompaktisti kannettu joukossa Ω, niin
u ∈ W 1,p

0 (Ω).

Todistus. Olkoon (un) ⊂ C∞(Ω) ∩W 1,p(Ω) jono, joka suppenee funktioon u
avaruudessa W 1,p(Ω). Koska suppu on kompakti, voimme esim. ykköseno-
situksen (ks. [1, lause 1.44]) nojalla valita funktion φ ∈ C∞c (Ω) siten, että
0 ≤ φ ≤ 1 ja φ ≡ 1 joukossa suppu. Tällöin φun ∈ C∞c (Ω) ja

ˆ
Ω

|u− φun|p dx =

ˆ
suppu

|u− un|p dx+

ˆ
Ω\suppu

|φun|p dx→ 0
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sekä

‖∇u−∇(φun)‖p ≤ ‖∇u− φ∇un‖p + ‖un∇φ‖p

≤
(ˆ

suppu

|∇u−∇un|p dx+

ˆ
Ω\suppu

|∇un|p dx
) 1

p

+

(ˆ
Ω\suppu

|un∇φ|p dx
) 1

p

→ 0,

joten φun → u avaruudessa W 1,p(Ω).

Lemma 4.12. Olkoon u ∈ W 1,p(Ω) ja v ∈ W 1,p
0 (Ω) siten, että 0 ≤ u ≤ v.

Tällöin u ∈ W 1,p
0 (Ω).

Todistus. Perustelu on helppo, jos jo tiedämme, että lause 4.10 pätee. Olkoon
vn ∈ C∞c (Ω) s.e. vn → v avaruudessa W 1,p

0 (Ω). Tällöin wn = min(u, vn) ∈
W 1,p(Ω) on kompaktisti kannettu ja siis kuuluu joukkoon W 1,p

0 (Ω). Koska
toisaalta min(u, vn)→ min(u, v) = u, niin u ∈ W 1,p

0 (Ω).

Lemma 4.13. Olkoon Ω rajoitettu, 1 ≤ p < ∞ ja u ∈ W 1,p(Ω) ∩ C(Ω)
sellainen, että u ≡ 0 joukossa ∂Ω. Tällöin u ∈ W 1,p

0 (Ω).

Todistus. Olkoon un = max(u − 1
n
, 0) + min(u + 1

n
, 0). Lauseen 4.10 nojalla

un ∈ W 1,p(Ω) ja un → u avaruudessa W 1,p(Ω). Koska u ∈ C(Ω), ∂Ω on
kompakti ja u ≡ 0 joukossa ∂Ω, niin jokaiselle n on olemassa avoin joukko
An ⊃ ∂Ω siten, että |u| < 1

n
joukossa An. Tällöin suppun ⊂ Ω \ An, eli un

kompaktisti kannettu ja siis kuuluu joukkoon W 1,p
0 (Ω).

5 Rellicin ja Kondrachovin lause

Todistamme Rellicin ja Kondrachovin lauseen käyttämällä Kolmogorovin ja
Rieszin lausetta, joka on eräänlainen �Lp-versio� Ascolin lauseesta. Erikois-
tapauksessa p > N , jossa avaruuden W 1,p

0 (Ω) funktiot ovat jatkuvia, Rellicin
ja Kondrachovin lause seuraakin helposti Ascolin lauseesta. Kolmogorovin
ja Rieszin sekä Ascolin lause on todistettu artikkelissa [11], jossa molemmat
johdetaan erään yksinkertaisen topologisen lemman avulla.

Esittämämme todistus Rellicin ja Kondrachovin lauseelle tilanteessa p ≤
N on otettu kirjasta [4].

Määritelmä 5.1. Sanomme, että joukko U on suhteellisen kompakti topo-
logisessa avaruudessa E, jos U ⊂ E ja U on kompakti.
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Lause 5.2 (Ascolin ja Arzelan lause). Olkoon F ⊂ C(Ω) pisteittäin rajoitettu
joukko, joka on yhtäjatkuva, eli kaikille x0 ∈ Ω ja ε > 0 on olemassa r > 0
siten, että

sup
x∈B(x0,r)∩Ω

f∈F

|f(x0)− f(x)| < ε.

Tällöin F suhteellisen kompakti avaruudessa (C(Ω), ‖·‖∞).

Merkintä. Asetamme τhf(x) = f(x+ h), missä x, h ∈ RN .

Lause 5.3 (Kolmogorovin, Rieszin ja Fréchetin lause). Olkoon 1 ≤ p < ∞
ja olkoon F ⊂ Lp(RN) rajoitettu joukko siten, että

lim
|h|→0

sup
f∈F
‖τhf − f‖Lp(RN ) = 0.

Tällöin, jos Ω ⊂ RN on mitallinen ja äärellismittainen, niin F|Ω on suhteel-
lisen kompakti avaruudessa Lp(Ω).

Lemma 5.4. Olkoon u ∈ W 1,p
0 (RN) ja 1 < p < ∞. Tällöin kaikille h ∈ RN

pätee
‖τhu− u‖Lp(RN ) ≤ |h| ‖∇u‖Lp(RN ) .

Todistus. Olkoon u ∈ C∞0 (RN). Määrittelemme

v(t) = u(x+ th),

jolloin v′(t) = h · ∇u(x+ th) ja siten

u(x+ h)− u(x) = v(1)− v(0) =

ˆ 1

0

h · ∇u(x+ th) dt.

Tällöin Hölderin epäyhtälön nojalla

|τhu(x)− u(x)|p ≤ |h|p
ˆ 1

0

|∇u(x+ th)|p dt,

joten
ˆ
RN
|τhu(x)− u(x)|p dx ≤ |h|p

ˆ
RN

ˆ 1

0

|∇u(x+ th)|p dt dx

= |h|p
ˆ 1

0

ˆ
RN
|∇u(x)|p dx dt

= |h|p ‖∇u‖p
Lp(RN )

.
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Olkoon sitten u ∈ W 1,p
0 (RN) ja (un) ⊂ C∞0 (RN) sitä Sobolev-normin mielessä

lähestyvä jono. Tällöin kolmioepäyhtälön ja todistuksen alun nojalla pätee

‖τhu− u‖Lp(RN ) ≤ ‖τhu− τhun‖Lp(RN ) + ‖u− un‖Lp(RN ) + ‖τhun − un‖Lp(RN )

≤ 2 ‖u− un‖Lp(RN ) + |h| ‖∇un‖Lp(RN )

→ |h| ‖∇u‖Lp(RN ) .

Määritelmä 5.5. Banachin avaruuksien välinen lineaarinen operaattori T :
X → Y on kompakti, jos se kuvaa X:n yksikköpallon avaruuden Y suhteelli-
sen kompaktiksi osajoukoksi.

Lause 5.6 (Rellicin ja Kondrachovin lause). Seuraavat upotukset, jotka So-
bolevin ja Morreyn lauseiden nojalla ovat jatkuvina olemassa, ovat kompak-
teja:

1. W 1,p
0 (Ω) ⊂ Lq(Ω) ∀ q ∈ [1, p∗), missä 1

p∗
= 1

p
− 1

N
, kun p < N ,

2. W 1,N
0 (Ω) ⊂ Lq(Ω) ∀ q ∈ [N,∞),

3. W 1,p
0 (Ω) ⊂ C(Ω), kun p > N .

Erityisesti siis upotus W 1,p
0 (Ω) ⊂ Lp(Ω) on kompakti.

Todistus. Todistamme aluksi kohdan 1, jossa p < N ja q ∈ [1, p∗). Olkoon
P : W 1,p

0 (Ω)→ W 1,p
0 (RN) operaattori, joka nollajatkaa funktion u ∈ W 1,p

0 (Ω)
joukkoon RN . Merkitsemme avaruuden W 1,p

0 (Ω) yksikköpalloa symbolilla H
ja sen kuvaa operaattorissa P symbolilla F . Tällöin F|Ω = H, joten väite
seuraa lauseesta 5.3, jos osoitamme, että F on rajoitettu avaruuden Lq(RN)
osajoukko, ja että pätee

lim
|h|→0

sup
u∈F
‖τhu− u‖Lq(RN ) = 0. (5.1)

Olkoon u ∈ F mielivaltainen. Koska q < p∗, pätee lemman 2.9 ja Sobolevin
epäyhtälön nojalla

‖u‖Lq(RN ) = ‖u‖Lq(Ω) ≤ C ‖u‖Lp∗ (Ω) ≤ C ‖∇u‖Lp(Ω) ≤ C · 1,

joten ainakin F on rajoitettu. Jos q < p, niin ehto (5.1) seuraa suoraan
lemmoista 2.9 ja 5.4, sillä tällöin

‖τhu− u‖Lq(RN ) ≤ C ‖τhu− u‖Lp(RN ) ≤ C |h| ‖∇u‖Lp(RN ) ≤ C |h| .
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Jos q ≥ p, niin 1
p∗
< 1

q
≤ 1

p
, ja siten on olemassa α ∈ (0, 1], jolle

1

q
=
α

p
+

1− α
p∗

.

Tällöin Hölderin epäyhtälön, lemman 5.4 sekä Sobolevin epäyhtälön avulla
saamme

‖τhu− u‖Lq(RN ) =

(ˆ
RN
|τhu− u|αq |τhu− u|q(1−α) dx

) 1
q

≤
(ˆ

RN
|τhu− u|p dx

)α
p
(ˆ

RN
|τhu− u|p

∗
dx

) 1−α
p∗

≤ |h|α ‖∇u‖αLp(RN )

(
2 ‖u‖Lp∗ (RN )

)1−α

≤ C |h|α ‖∇u‖Lp(RN )

≤ C |h|α .

Ehto (5.1) seuraa tästä.
Siirrymme tarkastelemaan kohtaa 2. Jos q ∈ [N,∞), niin on olemassa

p < N siten, että q < pN
N−p = p∗. Koska p < N ja Ω on rajoitettu, niin

W 1,N
0 (Ω) ⊂ W 1,p

0 (Ω). Toisaalta kohdan 1 nojalla avaruus W 1,p
0 (Ω) uppoaa

kompaktisti avaruuteen Lq(Ω).
Jäljellä on todistaa kohta 3. Olkoon H avaruuden W 1,p

0 (Ω) yksikköpallo.
Ainakin H on yhtäjatkuva, sillä Morreyn lauseen nojallaW 1,p

0 (Ω) ⊂ C0,α(Ω),
kun p > N . Toisaalta, Morreyn lause antaa myös arvion

sup
x,y∈Br∩Ω

|u(x)− u(y)| ≤ Crα
(ˆ

Ω

|∇u|p dx
) 1

p

,

missä u ∈ W 1,p
0 (Ω) ja Br on mikä tahansa pallo. Koska Ω on rajoitettu ja

u ≡ 0 joukon Ω reunalla, saamme yllä olevasta

sup
x∈Ω

|u(x)| ≤ Cdiam(Ω)α

kaikille u ∈ H, joten perhe H on pisteittäin rajoitettu. Näin se on Ascolin ja
Arzelan lauseen nojalla suhteellisen kompakti avaruudessa (C(Ω), ‖·‖∞).

Kirjaamme kaksi tulosta, jotka ovat hyödyllisiä tutkittaessa Sobolevin
avaruuksien jonoja ja niiden raja-arvoja. Ensimmäinen on seuraus Lebes-
gue'in avaruuksien heikosta kompaktiudesta, ja toinen on tämä yhdistettynä
Rellicin ja Kondrachovin lauseeseen.
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Seuraus 5.7. Olkoon 1 < p <∞, u ∈ Lp(Ω) ja (un) ⊂ W 1,p(Ω) jono siten,
että un → u avaruudessa Lp(Ω) ja supn ‖∇un‖p <∞. Tällöin u ∈ W 1,p(Ω) ja
on olemassa jonon (un) osajono (unk), jolle ∇unk ⇀ ∇u heikosti avaruudessa
Lp(Ω)N .

Todistus. Koska ‖∇un‖p on rajoitettu ja Lp(Ω) on heikosti kompakti, on
olemassa osajono (unk) ja funktio v ∈ Lp(Ω)N siten, että∇unk ⇀ ∇v heikosti
avaruudessa Lp(Ω)N . Tästä seuraa, että u ∈ W 1,p(Ω) ja ∇u = v, sillä heikon
Lp-suppenemisen nojalla jokaiselle ϕ ∈ C∞c (Ω) päteeˆ

Ω

u∂iϕdx = lim
k

ˆ
Ω

unk∂iϕdx = − lim
k

ˆ
Ω

ϕ∂iunk dx = −
ˆ

Ω

ϕvi dx.

Seuraus 5.8. Olkoon 1 < p < ∞ ja un ∈ W 1,p
0 (Ω) jono siten, että ‖∇un‖p

on rajoitettu. Tällöin on olemassa u ∈ W 1,p
0 (Ω) ja jonon (un) osajono (unk)

siten, että unk → u avaruudessa Lp(Ω) ja ∇unk ⇀ ∇u heikosti avaruudessa
Lp(Ω)N .

Todistus. Poincarén epäyhtälön nojalla (un) on rajoitettu avaruudessaW 1,p
0 (Ω).

Siten Rellichin ja Kondrachovin upotuslauseen nojalla on olemassa jonon (un)
osajono (unk) ja funktio u ∈ Lp(Ω), jolle unk → u avaruudessa Lp(Ω). Väite
seuraa tällöin soveltamalla seurausta 5.7 jonoon (unk).

6 p-Laplacen ominaisarvo-ongelma

Tutkimme p-harmoniseen operaattoriin liittyvää ominaisarvo-ongelmaa

div(|∇u|p−2∇u) + λ |u|p−2 u = 0, (6.1)

missä u ≡ 0 rajoitetun alueen Ω ⊂ RN reunalla ja 1 < p < ∞. Tulkitsem-
me yhtälön heikossa mielessä ja kutsumme sen ratkaisuja ominaisfunktioiksi.
Tarkemmin:

Määritelmä 6.1. Sanomme, että u ∈ W 1,p
0 (Ω), u 6≡ 0, on ominaisfunktio,

jos on λ ∈ R siten, ettäˆ
Ω

|∇u|p−2∇u · ∇η dx = λ

ˆ
Ω

|u|p−2 uη dx (6.2)

jokaiselle η ∈ C∞c (Ω). Lukua λ sanomme ominaisarvoksi. Pienintä ominai-
sarvoa kutsumme ensimmäiseksi ominaisarvoksi ja merkitsemme symbolilla
λ1 = λ1(Ω). Sitä vastaavia ominaisfunktioita sanomme ensimmäisiksi omi-
naisfunktioiksi. Kaikkien ominaisarvojen joukkoa kutsumme spektriksi.
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Huomautus 6.2. Tiheyden nojalla voimme edellisessä määritelmässä yhtä hy-
vin olettaa, että testifunktioiden joukko on avaruuden C∞c (Ω) sijastaW 1,p

0 (Ω)
ja että λ > 0 (ks. lauseen 6.4 todistus ja sitä seuraava huomautus).

Ensimmäisen ominaisarvon olemassaolo ja Rayleighin osa-

määrä

Kuten lähteen [18] kappaleessa 4 on todettu, ensimmäisen ominaisarvon ole-
massaolo voidaan todistaa alla määritellyn Rayleighin osamäärän avulla. To-
distamme tämän toteamalla ensin, että Rayleighin osamäärän minimoija, jos
olemassa, on aina ensimmäinen ominaisfunktio. Osoitamme sitten, että Rel-
lichin ja Kondrachovin lauseen nojalla on aina olemassa funktio, joka minimoi
Rayleighin osamäärää.

Määritelmä 6.3 (Rayleighin osamäärä). Funktion u ∈ W 1,p(Ω), u 6≡ 0,
Rayleighin osamäärä on suhde

J(u) :=

´
Ω
|∇u|p dx´

Ω
|u|p dx

.

Lause 6.4. Olkoon u ominaisfunktio ja λ sitä vastaava ominaisarvo. Tällöin
λ on u:n Rayleighin osamäärä, ts. λ = J(u).

Todistus. Koska C∞c (Ω) on tiheä avaruudessa W 1,p
0 (Ω), voimme valita jonon

ηn ∈ C∞c (Ω) siten, että ηn ⇀ u ja ∇ηn ⇀ ∇u heikosti avaruudessa Lp(Ω)N .
Tällöinˆ

Ω

|∇u|p−2∇u︸ ︷︷ ︸ ·
∈Lp′ (Ω)N

∇ηn dx→
ˆ

Ω

|∇u|p−2∇u · ∇u dx =

ˆ
Ω

|∇u|p dx

ja vastaavasti
ˆ

Ω

|u|p−2 uηn dx→
ˆ

Ω

|u|p−2 uu dx =

ˆ
Ω

|u|p dx.

Huomautus 6.5. Lauseesta 6.4 seuraa, että ominaisarvot ovat aidosti posi-
tiivisia, sillä Poincarén epäyhtälön nojalla funktion u ∈ W 1,p

0 (Ω), u 6≡ 0,
Rayleighin osamäärä on aidosti positiivinen:

J(u) =

´
Ω
|∇u|p dx´

Ω
|u|p dx

≥
C |Ω|

n
p
´

Ω
|u|p dx´

Ω
|u|p dx

> 0.
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Lemma 6.6. Olkoon I ⊂ R avoin väli ja u : Ω× I → R, sellainen, että

1. kuvaus x 7→ u(x, t) on integroituva joukossa Ω kaikilla t ∈ I,

2. kuvaus t 7→ u(x, t) on derivoituva joukossa I kaikilla x ∈ Ω,

3. on g ∈ L1(Ω) s.e.
∣∣ d
dt
u(x, t)

∣∣ < g(x) kaikilla (x, t) ∈ Ω× I.

Tällöin kuvaus t 7→
´

Ω
u(x, t) dx on derivoituva ja kaikilla t ∈ I pätee

d

dt

ˆ
Ω

u(x, t) dx =

ˆ
Ω

d

dt
u(x, t) dx.

Todistus. Olkoon uh(x, t) := u(x,t+h)−u(x)
h

ja t ∈ I. Koska limh→0 uh(x, t) =
d
dt
u(x, t), seuraa ehdosta 3, että |uh(x, t)| < g(x) + ε, kun h on pieni. Siten

dominoidun konvergenssin lauseen nojalla

d

dt

ˆ
Ω

u(x, t) dx = lim
h→0

ˆ
Ω

uh(x, t) dx =

ˆ
Ω

lim
h→0

uh(x, t) dx =

ˆ
Ω

d

dt
u(x, t) dx.

Lemma 6.7. Olkoot a, b ∈ RM ,M ≥ 1. Tällöin kuvaus R → R : t 7→
|a+ tb|p on derivoituva ja

d

dt
|a+ tb|p = p |a+ tb|p−2 b · (a+ tb).

Todistus. Jos a+ tb 6= 0, niin

d

dt
|a+ tb|p = p |a+ tb|p−1 d

dt
|a+ tb|

= p |a+ tb|p−1 d

dt

(
M∑
i=1

(ai + tbi)
2

) 1
2

= p |a+ tb|p−1 1

2

(
M∑
i=1

(ai + tbi)
2

)− 1
2
(

2
M∑
i=1

aibi + tb2
i

)
= p |a+ tb|p−2 b · (a+ tb).

Jos a+ tb = 0, niin

d

dt
|a+ tb|p = lim

h→0

|a+ (t+ h)b|p − |a+ tb|p

h
= lim

h→0

|hb|p

h
= 0.
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Lause 6.8. Jos u ∈ W 1,p
0 (Ω) minimoi Rayleighin osamäärää joukossaW 1,p

0 (Ω),
niin se on ominaisfunktio ja sitä vastaava ominaisarvo on λ1.

Todistus. Jälkimmäinen väite seuraa heti lauseesta 6.4, jos osoitamme ensim-
mäisen väitteen oikeaksi. Olkoon siis η ∈ C∞c (Ω) mielivaltainen testifunktio.
Määrittelemme apufunktion

i(ε) =

´
Ω
|∇u+ ε∇η|p dx´
Ω
|u+ εη|p dx

,

missä ε on niin pieni, että jakaja ei häviä. Lemmojen 6.6 ja 6.7 nojalla i on
derivoituva ja

d

dε
i(ε) =

d
dε

´
Ω
|∇u+ ε∇η|p dx´

Ω
|u+ εη|p dx

−
(
d

dε

ˆ
Ω

|u+ εη|p dx
) ´

Ω
|∇u+ ε∇η|p dx(´
Ω
|u+ εη|p dx

)2

=
p
´

Ω
|∇u+ ε∇η|p−2∇η · (∇u+ ε∇η) dx´

Ω
|u+ εη|p dx

− p
ˆ

Ω

|u+ εη|p−2 η(u+ εη) dx

´
Ω
|∇u+ ε∇η|p dx(´
Ω
|u+ εη|p dx

)2 .

Koska u minimoi Rayleighin osamäärää, saavuttaa i lokaalin minimin nol-
lassa, ja siten on oltava i′(ε) = 0. Yhdistämällä tämä tieto i:n derivaatan
lausekkeeseen, saamme

p
´

Ω
|∇u|p−2∇η · ∇u dx´

Ω
|u|p dx

− p
ˆ

Ω

|u|p−2 ηu dx

´
Ω
|∇u|p dx(´

Ω
|u|p dx

)2 = 0,

mistä edelleen
ˆ

Ω

|∇u|p−2∇η · ∇u dx =

´
Ω
|∇u|p dx´

Ω
|u|p dx

ˆ
Ω

|u|p−2 ηu dx.

Seuraavaksi osoitamme, että ensimmäinen ominaisarvo on olemassa. Teem-
me tämän todistamalla, että on olemassa u, joka minimoi Rayleighin osa-
määrää. Tällöin olemassaolo seuraa edellisestä lauseesta. Tarvitsemme kah-
ta lemmaa, joista ensimmäisen muotoilimme jo Rellichin ja Kondrachovin
upotuslauseen yhteydessä, ja toinen on yksinkertainen Banachin avaruuk-
sien ominaisuus.
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Lemma 6.9 (Normin heikko puolijatkuvuus). Olkoon E Banachin avaruus
ja olkoot x, xn ∈ E siten, että xn ⇀ x heikosti avaruudessa E. Tällöin

‖x‖ ≤ lim inf
n
‖xn‖ .

Todistus. (Teoksesta [4]). Epäyhtälöstä

|〈f, xn〉| ≤ ‖f‖ ‖xn‖ ∀ f ∈ E∗

seuraa rajalla, että

|〈f, x〉| ≤ ‖f‖ lim inf
n
‖xn‖ ∀ f ∈ E∗.

Näin ollen
‖x‖ = sup

‖f‖≤1

|〈f, x〉| ≤ lim inf
n
‖xn‖ .

Lause 6.10. Rayleighin osamäärällä on minimoija joukossa W 1,p
0 (Ω).

Todistus. Pitää osoittaa, että in�mum

inf
v∈W 1,p

0 (Ω)
J(v) = inf

v∈W 1,p
0 (Ω)

´
Ω
|∇v|p dx´

Ω
|v|p dx

saavutetaan. Olkoon vn ∈ W 1,p
0 (Ω) yllä olevaa Rayleighin osamäärää mini-

moiva jono, joka on normitettu ehdolla ‖vn‖p = 1. Tällöin lemman 5.8 nojalla
on olemassa osajono (merk. edelleen vn) ja u ∈ W 1,p

0 (Ω), siten, että

vn → u avaruudessa Lp(Ω) (6.3)

ja
∇vn ⇀ ∇u heikosti avaruudessa Lp(Ω)N . (6.4)

Ehdosta (6.3) ja tiedosta ‖vn‖p = 1 seuraa, että ‖u‖p = 1. Ehdosta (6.4) ja
lemmasta 6.9 seuraa, että ‖∇u‖p ≤ lim infn ‖∇vn‖p.
Näin saamme´

Ω
|∇u|p dx´

Ω
|u|p dx

=

ˆ
Ω

|∇u|p dx ≤ lim inf
n

ˆ
Ω

|∇vn|p dx = inf
v∈W 1,p

0 (Ω)

´
Ω
|∇v|p dx´

Ω
|v|p dx

,

missä viimeinen yhtäsuuruus seuraa siitä, että vn on Rayleighin osamää-
rää minimoiva jono, joka on normitettu ehdolla ‖vn‖p = 1. Siis J(u) ≤
infv∈W 1,p

0 (Ω) J(v), eli u minimoi J :n joukossa W 1,p
0 (Ω).
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Nyt olemme siis osoittaneet, että λ1 on olemassa ja että se voidaan karak-
terisoida Rayleighin osamäärän avulla. Muotoilemme tämän vielä lauseeksi.

Lause 6.11. Ensimmäinen ominaisarvo on olemassa, ja se on muotoa

λ1 = min
v∈W 1,p

0 (Ω)
J(v) = min

v∈W 1,p
0 (Ω)

´
Ω
|∇v|p dx´

Ω
|v|p dx

.

Vastaavat ominaisfunktiot ovat tasan ne, jotka minimoivat Rayleighin osa-
määrää, ts. toteuttavat ehdon

J(u) = min
v∈W 1,p

0 (Ω)
J(v).

Todistus. Lauseiden 6.8 ja 6.10 nojalla λ1 on olemassa ja sillä on haluttu
esitys. Jos u on sitä vastaava ominaisfunktio, niin lauseen 6.4 nojalla J(u) =
λ1 = minv J(v).

Huomautus 6.12. Edellisestä lauseesta saadaan jatkossakin hyödyllinen tie-
to: jos Ω1 ⊂ Ω2 ovat alueita, niin λ1(Ω1) ≥ λ1(Ω2). Epäyhtälö on aito, jos
inkluusio on aito. Jos nimittäin λ1(Ω1) = λ1(Ω2), niin ominaisarvoa λ1(Ω1)
vastaavan ominaisfunktion nollajatko on ominaisarvoa λ1(Ω2) vastaava omi-
naisfunktio. Tämä ei ole mahdollista, jos Ω1 ⊂ Ω2 aidosti, sillä toteamme
myöhemmin, että ensimmäiset ominaisfunktiot ovat joko aidosti positiivisia
tai aidosti negatiivisia (ks. lause 6.26).

Huomautus 6.13. Poincarén vakio on on pienin luku C = C(Ω, p), jolla
Poincarén epäyhtälö

ˆ
Ω

|u|p dx ≤ C

ˆ
Ω

|∇u|p dx ∀u ∈ W 1,p
0 (Ω)

on voimassa. Lauseesta 6.11 seuraa, että jos Ω on rajoitettu alue ja 1 < p <
∞, niin Poincarén vakio on λ−1

1 .

Ominaisfunktioiden säännöllisyydestä

Ominaisfunktiot ovat jatkuvia joukossa Ω. Tätä varten vetoamme Ladyz-
henskayan ja Ural'tsevan teokseen [16]. Kyseisessä kirjassa on sivulla 251 osoi-
tettu, että jokainen tietynlaisen kvasilineaarisen yhtälön ratkaisu on Hölder-
jatkuva sillä ehdolla, että se on rajoitettu. Erityisesti 6.1 on tämänlainen
yhtälö ja ominaisfunktioiden rajoittuneisuuden todistamme lauseessa 6.18.
Lauseen 6.18 todistus on otettu tekstistä [18], ja se perustuu oleellisesti sa-
moihin ideoihin kuin kirjan [16] lause 7.1 sivulla 286.
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Lemma 6.14. Vähenevällä funktiolla f : R → R voi olla korkeintaan nu-
meroituvan monta epäjatkuvuuspistettä.

Todistus antiteesillä. Jos funktion f epäjatkuvuuspisteiden joukko D on yli-
numeroituva, niin on olemassa väli I := (a, b) ⊂ R siten, että I ∩ D on
ylinumeroituva. Olkoon

α(x) = lim
r→0

sup
y∈B(x,r)

|f(x)− f(y)| .

Tällöin

D ∩ I =
∞⋃
k=1

{
x ∈ I : α(x) >

1

k

}
,

joten joukon D ∩ I ylinumeroituvuudesta seuraa, että on olemassa olemassa
k ∈ N, jolle A :=

{
x ∈ I : α(x) > 1

k

}
on ääretön.

Olkoon sitten x1 < x2 < . . . < xn joukon A pisteitä ja olkoon zj ∈
(xj, xj+1). Jos 1 ≤ j ≤ n−2, niin joukonAmääritelmän nojalla voimme valita
pisteen yj ∈ (zj, zj+1) siten, että |f(xj+1)− f(yj)| ≥ 1

k
. Tällöin funktion f

vähenevyydestä seuraa, että

f(zj)− f(zj+1) ≥

{
f(xj+1)− f(yj), jos xj+1 < yj

f(yj)− f(xj+1), jos yj < xj+1

≥1

k
.

Ketjuttamalla yllä olevaa arviota, saamme

f(a) ≥ f(z1) ≥ f(z2) +
1

k
≥ . . . ≥ f(zn−1) +

n− 2

k
≥ f(b) +

n− 2

k
.

Koska joukko A on ääretön, voimme antaa yllä n → ∞. Tämä johtaa risti-
riitaan.

Lemma 6.15. Olkoon a ≥ k ≥ 0 ja 1 < p <∞. Tällöin

ap−1 ≤ 2p−1(a− k)p−1 + 2p−1kp−1.

Todistus. Voimme kirjoittaa

ap−1 = ((a− k) + k)p−1 ≤

{
2p−1(a− k)p−1, jos k ≤ (a− k)

2p−1kp−1, jos k > (a− k)
.

Haluttu epäyhtälö seuraa tästä, koska (a− k), k ≥ 0.
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Seuraava lemma on hieman yksinkertaistettu versio kirjan [16] lemmasta
5.1 sivulla 71.

Lemma 6.16. Olkoon u ∈ L1(Ω). Jos on olemassa k0 > 0 siten, että
ˆ
Ak

(u− k) dx ≤ γk |Ak|1+ε ∀ k ≥ k0, (6.5)

missä Ak = {u > k} ja γ, ε > 0 ovat vakioita, niin

ess supu ≤ 2
(
γ

1
ε ‖u‖1 + k0

)
.

Todistus. Määrittelemme funktion

f(k) :=

ˆ
Ak

(u− k) dx =

ˆ ∞
k

|At| dt.

Kuvaus t 7→ |At| on vähenevä, joten lemman 6.14 nojalla sillä voi olla vain
numeroituvan monta epäjatkuvuuspistettä. Siten m.k. k pätee f ′(k) = − |At|.
Näin voimme kirjoittaa epäyhtälön (6.5) muodossa

−f ′(k) (f(k))−
1

1+ε ≥ γ−
1

1+εk−
1

1+ε , m.k. k0 ≤ k < ess supu.

Integroimalla tämä yli välin [k0, k], k < ess supu, saamme(
ε

1 + ε

)(
−f(k)

ε
1+ε + f(k0)

ε
1+ε

)
≥ γ−

1
1+ε

(
ε

1 + ε

)(
k

ε
1+ε − k

ε
1+ε

0

)
,

mistä edelleen käyttäen lemmaa 2.7

k ≤
(
γ

1
1+εf(k0)

ε
1+ε + k

ε
1+ε

0

) 1+ε
ε ≤ 2

(
γ

1
ε f(k0) + k0

)
.

Väite seuraa nyt antamalla k → ess supu, sillä f(k0) ≤ f(0) ≤ ‖u‖1.

Lemma 6.17. Olkoon v ∈ W 1,p
0 (Ω). Jos E ⊂ Ω on mitallinen ja u,∇u = 0

m.k. joukossa Ω \ E, niin
ˆ

Ω

|v|p dx ≤ C(N, p) |E|
p
N

ˆ
E

|∇v|p dx.

Todistus. Jos p < N , niin saamme Hölderin ja Sobolevin epäyhtälöiden avul-
la (huomaa, että 1 = p

N
+ p

p∗
)

ˆ
Ω

|v|p dx ≤ |E|
p
N

(ˆ
E

|v|p
∗
dx

) p
p∗

≤ C |E|
p
N

ˆ
E

|∇v|p dx.
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Jos p ≥ N , niin luvulle s := Np
N+p

< N pätee s∗ = p ja siten Sobolevin
epäyhtälön nojalla(ˆ

Ω

|v|p dx
) 1

p

=

(ˆ
Ω

|v|s
∗
dx

) 1
s∗

≤ C

(ˆ
Ω

|∇v|s dx
) 1

s

.

Käyttämällä Hölderin epäyhtälöä eksponentein N
s
ja p

s
saamme edelleen(ˆ

Ω

|∇v|s dx
) 1

s

≤ |E|
1
N

(ˆ
Ω

|∇v|p dx
) 1

p

ja väitteen epäyhtälö seuraa.

Lause 6.18. Ominaisfunktiot ovat oleellisesti rajoitettuja. Erityisesti pätee
arvio

‖u‖∞ ≤ C(N, p)λ
N
p ‖u‖1 ,

kun u on ominaisfunktio ja λ sitä vastaava ominaisarvo.

Todistus. Tarkoituksena on johtaa funktiolle u epäyhtälön (6.5) kaltainen ar-
vio ja vedota sitten kyseiseen lemmaan. Voimme olettaa, että u on positiivi-
nen jossakin positiivimittaisessa joukossa. Määrittelemme funktion

v(x) = max {u(x)− k, 0} .

Tällöin |v(x)| ≤ |u(x)| kaikilla x ∈ Ω, joten lemman 4.12 nojalla v ∈ W 1,p
0 (Ω).

Lauseen 4.10 mukaan pätee lisäksi,

∇v(x) =

{
u(x), x ∈ Ak
0, x ∈ Ω \ Ak

,

missä Ak := {u > k}. Käyttämällä lemmaa 6.17 funktioon v, saammeˆ
Ak

(u− k)p dx =

ˆ
Ω

|v|p dx ≤ C |Ak|
p
N

ˆ
Ak

|∇u|p dx. (6.6)

Koska v ∈ W 1,p
0 (Ω), voimme käyttää sitä testifunktiona ominaisarvo-ongelman

määrittelevässä yhtälössä 6.2. Tämä johtaa yhtälöönˆ
Ak

|∇u|p dx = λ

ˆ
Ak

up−1(u− k) dx. (6.7)

Lemman 6.15 avulla voimme vielä hajottaa yhtälön (6.7) oikeanpuolisen in-
tegraalin seuraavasti:ˆ

Ak

up−1(u− k) dx ≤ 2p−1

ˆ
Ak

(u− k)p dx+ 2p−1kp−1

ˆ
Ak

(u− k) dx. (6.8)
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Yhdistämällä epäyhtälöt (6.6), (6.7) ja (6.8) päädymme arvioon
ˆ
Ak

(u−k)p dx ≤ Cλ |Ak|
p
N

(
2p−1

ˆ
Ak

(u− k)p dx+ 2p−1kp−1

ˆ
Ak

(u− k) dx

)
,

mikä tulee muotoon(
1− 2p−1Cλ |Ak|

p
N

)ˆ
Ak

(u−k)p dx ≤ C2p−1kp−1λ |Ak|
p
N

ˆ
Ak

(u−k) dx. (6.9)

Jos k > k0 := (2pCλ)N/p ‖u‖1, niin

2p−1Cλ |Ak|
p
N ≤ 2p−1Cλ

(
‖u‖1

k

) p
N

≤ 2p−1Cλ

(
‖u‖1

(2pCλ)N/p ‖u‖1

) p
N

= 2−1,

joten epäyhtälö (6.9) voidaan kirjoittaa edelleen muodossa
ˆ
Ak

(u− k)p dx ≤ C2pkp−1λ |Ak|
p
N

ˆ
Ak

(u− k) dx, kun k ≥ k0.

Käyttämällä tähän Hölderin epäyhtälöstä saatavaa tietoa(ˆ
Ak

(u− k) dx

)p
≤ |Ak|p−1

ˆ
Ak

(u− k)p dx

päädymme lopulta lemmassa 6.16 tarvittavaan epäyhtälöön
ˆ
Ak

(u− k) dx ≤ C2
p
p−1λ

1
p−1k |Ak|1+ p

N(p−1) , kun k ≥ k0, (6.10)

Tällöin kyseinen lemma antaa halutun rajan ess supu:lle. Menettelemällä
vastaavasti funktiolle −u, saamme rajan myös ess inf u:lle.

Lause 6.19. Ominaisfunktiot ovat Hölder-jatkuvia joukossa Ω.

Todistus. Jos p ≤ N , niin Hölder-jatkuvuus seuraa edellisestä lauseesta ja
kirjan [16] tuloksesta 1.1 sivulla 251. Jos p > N , niin kaikki Sobolevin funk-
tiot ovat Morreyn lauseen 4.7 nojalla Hölder-jatkuvia joukossa Ω.

Määritelmä 6.20. Sanomme, että z ∈ ∂Ω on säännöllinen, jos jokaiselle
ominaisfunktiolle u pätee limx→z u(x) = 0. Joukkoa Ω kutsumme säännölli-
seksi jos jokainen z ∈ ∂Ω on säännöllinen.
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Jos p > N , niin lauseen 4.8 nojalla kaikki rajoitetut alueet ovat sään-
nöllisiä. Tilanne p ≤ N vaatii joukon Ω komplementilta lisäoletuksen, jota
kutsummeWienerin kriteeriksi Norbert Wienerin mukaan, joka vuoden 1924
paperissaan [26] karakterisoi harmonisten funktioiden säännölliset reunapis-
teet. Wienerin alkuperäinen idea on sittemmin jalostettu varsin yleisille el-
liptisille yhtälöille. Voidaan osoittaa, että piste x ∈ ∂Ω on säännöllinen, jos
ja vain jos {Ω ei ole p-ohut tässä pisteessä, eli pätee

ˆ 1

0

(
Cp
(
{Ω ∩B(x, t)

)
tN−p

)1/(p−1)
dt

t
=∞,

missä Cp(·) on Sobolevin p-kapasiteetti (ks. liite). Tätä varten viittaamme
ensinnäkin artikkeliin [9], jossa on todistettu, että yllä mainittu Wienerin
kriteeri on riittävä ehto eräiden muotoa divA(x, u,∇u) = B(x, u∇u) ole-
vien ratkaisujen reunasäännöllisyydelle. Toisekseen viittaamme julkaisuun
[20], jossa on osoitettu, että Wienerin kriteeri on myös välttämätön. Kat-
tava esitys asiasta ja siihen liittyvistä käsitteistä, kuten kapasiteetista, on
luettavissa teoksesta [21].

Olemme liitteessä p-kapasiteetin määrittelyn lisäksi käsitelleet hieman p-
ohuita joukkoja. Toteamme, että ainakin mikä tahansa ns. ulkokartioehdon
toteuttava rajoitettu alue on säännöllinen: jos x ∈ ∂Ω ja on olemassa x-
kärkinen kartio K ⊂ {Ω, niin {Ω ei ole p-ohut pisteessä x. Tämän lisäksi
osoitamme, että mikä tahansa rajoitettu alue voidaan tyhjentää alueilla, jotka
toteuttavat Wienerin kriteerin reunapisteissään. Siis vaikka Ω itsessään ei
olisikaan säännöllinen, niin on olemassa säännölliset joukot Ω1 b Ω2 b · · ·Ω
siten, että Ω = ∪kΩk.

Ominaisfunktioiden säännöllisyyteen liittyen mainitsemme vielä seuraa-
van Harnack-tyyppisen epäyhtälön, jota varten viittaamme Trudingerin ar-
tikkeliin [24].

Lause 6.21 (Harnackin epäyhtälö). Jos u on ei-negatiivinen ominaisfunktio,
niin

max
Br

u ≤ C(N, p) min
Br

u

kaikilla B2r ⊂ Ω.

p-Laplacen operaattorin spektristä

Artikkelissa [8] on osoitettu, että ominaisarvojen joukko eli spektri on aina-
kin numeroituvasti ääretön kaikille 1 < p < ∞. Tämä on lineaaritapausta
p = 2 lukuun ottamatta vaikeahkoa ja vaatii työkaluja, joita emme tässä
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työssä käsittele. Osoitamme kuitenkin, että spektri on suljettu. Todistus on
lähteestä [18] ja se on melko suoraviivainen, kunhan ensin esittelemme joita-
kin epäyhtälöitä.

Lemma 6.22. Olkoon a, b ∈ RN ja a 6= 0 6= b. Tällöin(
|a|p−2 a− |b|p−2 b

)
· (a− b) ≥ (p− 1) |a− b|2

(
1 + |a|2 + |b|2

) p−2
2 ,

kun 1 ≤ p ≤ 2, ja(
|a|p−2 a− |b|p−2 b

)
· (a− b) ≥ 22−p |a− b|p ,

kun p ≥ 2.

Todistus. Suoraviivahko johto on esitetty lähteen [19] kappaleessa 10.

Lemma 6.23. Olkoon a, b ∈ RN , N ≥ 1. Tällöin

∣∣|a|p−2 a− |b|p−2 b
∣∣ ≤ {C |a− b|p−1 , kun 1 < p ≤ 2

C
(
|a|p−2 + |b|p−2) |a− b| , kun p > 2

.

Todistus. Todistamme ensin tilanteen 1 < p ≤ 2 käyttäen samoja argument-
teja, kuin mitä on esitetty julkaisun [5] huomautuksessa 2.3. Voimme ylei-
syyttä menettämättä olettaa, että 0 < |b| < |a|. Koska 0 < p−1 ≤ 1, saamme
lemman 2.8 avulla∣∣|a|p−2 a− |b|p−2 b

∣∣ =

∣∣∣∣|a|p−1

(
a

|a|
− b

|b|

)
+

b

|b|
(
|b|p−1 − |a|p−1)∣∣∣∣

≤ |a|p−1

∣∣∣∣ a|a| − b

|b|

∣∣∣∣+
∣∣|b|p−1 − |a|p−1

∣∣
≤ |a|p−1

∣∣∣∣ a|a| − b

|b|

∣∣∣∣+ |a− b|p−1 .

Edelleen

|a|p−1

∣∣∣∣ a|a| − b

|b|

∣∣∣∣ = |a|p−2

∣∣∣∣a− b+
b

|b|
(|a| − |b|)

∣∣∣∣ ≤ 2 |a|p−2 |a− b| (6.11)

Oletuksesta 0 < |b| < |a| seuraa, että |a| ≥ 2 |a− b|, joten tiedon p − 2 ≤ 0
nojalla |a|p−2 ≤ 2p−2 |a− b|p−2. Tämä yhdessä edellisten arvioiden kanssa
todistaa väitteen tilanteessa 1 < p ≤ 2.
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Olkoon sitten p > 2. Menettelemme kuten lähteen [19] kappaleessa 10.
Koska p > 2, kuvaus RN → RN :x 7→ |x|p−2 x on di�erentioituva ja siten
voimme kirjoittaa∣∣|b|p−2 b− |a|p−2 a

∣∣ =

∣∣∣∣ˆ 1

0

d

dt
|a+ t(b− a)|p−2 (a+ t(b− a)) dt

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ˆ 1

0

(b− a)(p− 1) |a+ t(b− a)|p−3 (a+ t(b− a)) dt

∣∣∣∣
≤ (p− 1) |b− a|

ˆ 1

0

|a+ t(b− a)|p−2 dt

≤ C |b− a|
(
|a|p−2 + |b|p−2) .

Lause 6.24. Olkoon (λk) ominaisarvojen jono siten, että λk → λ 6= ∞.
Tällöin λ on ominaisarvo.

Todistus. Merkitsemme symbolilla uk ominaisarvoa λk vastaavaa ominaisar-
voa, joka on normitettu ehdolla ‖uk‖p = 1. Tällöin

ˆ
Ω

|∇uk|p−2∇uk · ∇η dx = λk

ˆ
Ω

|uk|p−2 ukη dx (6.12)

kaikilla η ∈ W 1,p
0 (Ω). Normitusehdon ja lauseen 6.4 nojalla pätee lisäksi

λk =

ˆ
Ω

|∇uk|p dx,

eli ‖∇uk‖p on rajoitettu. Siten seurauksen 5.8 nojalla on olemassa jonon (uk)

osajono (merk. edelleen (uk)) ja sellainen funktio u ∈ W 1,p
0 (Ω), että

uk → u avaruudessa Lp(Ω), (6.13)

∇uk ⇀ ∇u heikosti avaruudessa Lp(Ω)N . (6.14)

Haluamme osoittaa, että u on ominaisfunktio, jota vastaava ominaisarvo on
λ. Käyttämällä yhtälössä (6.12) testifunktiota uk − u ja lisäämällä termi
−
´

Ω
|∇u|p−2∇u · (∇uk −∇u) dx yhtälön molemmille puolille, saamme

ˆ
Ω

(
|∇uk|p−2∇uk − |∇u|p−2∇u

)
· (∇uk −∇u) dx

= λk

ˆ
Ω

|uk|p−2 uk (uk − u) dx−
ˆ

Ω

|∇u|p−2∇u · (∇uk −∇u) dx,
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mikä ehtojen (6.13) ja (6.14) nojalla johtaa raja-arvoon

lim
k→∞

ˆ
Ω

(
|∇uk|p−2∇uk − |∇u|p−2∇u

)
· (∇uk −∇u) dx = 0. (6.15)

Jos p ≤ 2, on olemassa C > 0 siten, että ‖·‖Lp(Ω) ≤ C ‖·‖L2(Ω). Lemman 6.22
nojalla pätee tällöin(ˆ

Ω

|∇uk −∇u|p dx
) 2

p

≤C
ˆ

Ω

|∇uk −∇u|2 dx

≤C
ˆ

Ω

|∇uk −∇u|2
(
1 + |∇uk|2 + |∇u|2

) p−2
2 dx

≤C
ˆ

Ω

(
|∇uk|p−2∇uk − |∇u|p−2∇u

)
· (∇uk −∇u) dx.

Jos p > 2, pätee suoraan lemman 6.22 nojallaˆ
Ω

|∇uk −∇u|p dx ≤ C

ˆ
Ω

(
|∇uk|p−2∇uk − |∇u|p−2∇u

)
· (∇uk −∇u) dx.

Yllä olevat kaksi arviota yhdessä raja-arvon (6.15) kanssa antavat vahvan
suppenemisen

lim
j→∞

ˆ
Ω

|∇uk −∇u|p dx = 0. (6.16)

Tämä yhdessä lemman 6.23 kanssa mahdollistaa rajankäynnin yhtälössä (6.12).
Jos nimittäin 1 < p ≤ 2, niin kyseisen lemman nojalla päteeˆ

Ω

∣∣|∇uk|p−2∇uk − |∇u|p−2∇u
∣∣ dx ≤C ˆ

Ω

|∇uk −∇u|p−1 dx

≤C
(ˆ

Ω

|∇uk −∇u|p dx
) p−1

p

→ 0.

(6.17)

Toisaalta, jos p > 2, niin käyttämällä edellä mainitun lemman 6.23 lisäksi
Hölderin epäyhtälöä, saamme

ˆ
Ω

∣∣|∇uk|p−2∇uk − |∇u|p−2∇u
∣∣ dx

≤ C

ˆ
Ω

(
|∇uk|p−2 + |∇u|p−2) |∇uk −∇u| dx

≤ C
(
‖∇uk‖p−2

p′(p−2) + ‖∇u‖p−2
p′(p−2)

)
‖∇uk −∇u‖p → 0.

(6.18)
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Raja-arvot (6.17) ja (6.18) osoittavat, ettäˆ
Ω

|∇uk|p−2∇uk · ∇η dx→
ˆ

Ω

|∇u|p−2∇u · ∇η dx,

kun k →∞. Käyttämällä ehtoa (6.13) ja lemmaa 6.23 vastaavasti kuin edellä
voimme todeta myös, että

λk

ˆ
Ω

|uk|p−2 ukη dx→ λ

ˆ
Ω

|u|p−2 uη dx.

Näin on nähty, että u on ominaisfunktio, jota vastaa ominaisarvo λ.

Vain ensimmäinen ominaisfunktio on yksimerkkinen

Esitämme P.Lindqvistin ja B.Kawohlin artikkelista [15] peräisin olevan todis-
tuksen sille, että ensimmäiset ominaisfunktiot ovat ainoita ominaisfunktioita,
jotka eivät vaihda merkkiä. Todistus perustuu samoihin argumentteihin kuin
vastaava tulos julkaisussa [23], mutta vetoamatta ominaisfunktion normaa-
liderivaattoihin. Etuna on tällöin, että meidän ei tarvitse olettaa joukon ∂Ω
olevan tyyppiä C∞ kuten julkaisun [23] tuloksessa.

Harnackin epäyhtälöstä seuraa, että ensimmäinen ominaisarvo ei vaihda
merkkiä. Tämä mahdollistaa sen, että voimme usein olettaa, että tarkastele-
mamme ensimmäinen ominaisfunktio on aidosti positiivinen.

Lemma 6.25. Olkoon u ei-negatiivinen ominaisfunktio. Tällöin u > 0.

Todistus antiteesillä. Oletamme, että on olemassa x0 ∈ Ω, jolle u(x0) = 0.
Olkoon y0 ∈ Ω mielivaltainen. Koska Ω on polkuyhtenäinen, on olemassa
yhtenäinen kompakti joukko K ⊂ Ω, joka sisältää pisteet x0 ja y0. Voimme
valita joukolle K äärellisen peitteen B1, . . . , Bn perheestä {B(x, r) : x ∈ K},
missä r = 1

2
dist (K, ∂Ω). Joukon K yhtenevyyden nojalla voimme olettaa,

että Bk ∩ Bk+1 6= ∅. Voimme myös olettaa, että x0 ∈ B1. Tällöin Harnackin
epäyhtälön ja tiedon u(x0) = 0 nojalla pätee u ≡ 0 joukossa B1. Toisaalta,
koska B1 ∩B2 6= ∅, pätee myös u ≡ 0 joukossa B2. Induktiivisesti jatkamalla
tämä johtaa päätelmään u ≡ 0 joukossaK, ja siis u(y0) = 0. Koska y0 on mie-
livaltainen, seuraa u ≡ 0 joukossa Ω, mutta tämä on vastoin ominaisfunktion
määritelmää.

Lause 6.26. Ensimmäinen ominaisfunktio ei vaihda merkkiä.

Todistus. Olkoon u ensimmäinen ominaisfunktio. Lauseen 6.11 nojalla u on
Rayleighin osamäärän minimoija. Tällöin myös |u| on minimoija, ja siis ei-
negatiivinen ominaisfunktio. Siten edellisen lemman nojalla |u| > 0. Koska u
on jatkuva, ei se näin ollen voi vaihtaa merkkiä.
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Lemma 6.27. Olkoon Ω1 ⊂ Ω2 ⊂ ... b Ω joukon Ω tyhjennys, ts. Ω = ∪Ωj.
Tällöin

lim
j
λ1(Ωj) = λ1(Ω).

Todistus. Huomautuksen 6.12 nojalla λ1(Ω1) ≥ λ1(Ω2) ≥ ... ≥ λ1(Ω), joten
ainakin raja-arvo on olemassa. Koska lauseen 6.11 mukaan λ1(Ω) = infv J(v),
voimme tiheyden nojalla valita funktion ϕ ∈ C∞0 (Ω) siten, että

J(ϕ) ≤ λ1(Ω) + ε.

Koska suppϕ on kompakti, pätee ϕ ∈ C∞0 (Ωj) riittävän suurille j. Siten

λ1(Ωj) ≤ J(ϕ) ≤ λ1(Ω) + ε

kaikille suurille j.

Lemma 6.28. Olkoon a, b ∈ RN , a 6= 0 6= b, a 6= b. Tällöin(
|a|p−2 a− |b|p−2 b

)
· (a− b) > 0.

Todistus. Tämä toki seuraa heti lemmasta 6.22, mutta myös suora johto on
helppo. Voimme olettaa, että |a| < |b|. Tällöin(
|a|p−2 a− |b|p−2 b

)
· (a− b) = |a|p−2 (|a|2 − a · b)+ |b|p−2 (|b|2 − a · b)

> |a|p−2 (|a|2 + |b|2 − 2a · b
)

= |a|p−2 |a− b|2 > 0.

Lause 6.29. Positiivista ominaisfunktiota vastaava ominaisarvo on aina λ1.
Toisin sanoen, ensimmäinen ominaisfunktio on ainoa ominaisfunktio, joka
ei vaihda merkkiä.

Todistus antiteesillä. Oletamme, että on olemassa positiivinen ominaisfunk-
tio u ∈ W 1,p

0 (Ω), jota vastaa jokin ominaisarvo λ > λ1(Ω). Säännöllisen
joukon määritelmän yhteydessä totesimme, että rajoitettu alue voidaan tyh-
jentää säännöllisillä joukoilla. Tämä tieto yhdessä lemman 6.27 kanssa takaa,
että voimme valita säännöllisen joukon ω b Ω siten, että

λ1(ω) < λ.

Olkoon v ∈ W 1,p
0 (ω) ominaisarvoa λ1(ω) vastaava ominaisfunktio. Koska ω

on säännöllinen, pätee v ∈ C(ω) ja v = 0 joukon ω reunalla. Näin ollen,
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koska v on lauseen 6.26 nojalla yksimerkkinen ja u ∈ C(Ω) on positiivinen,
voimme (tarvittaessa kertomalla v sopivalla vakiolla) olettaa, että

v ≤ u joukossa ω. (6.19)

Merkitsemme

κ :=

(
λ1(ω)

λ

) 1
p−1

.

Tällöin ei-negatiiviselle testifunktiolle ϕ ∈ W 1,p
0 (ω) päteeˆ

ω

|∇v|p−2∇v · ∇ϕdx =λ1(ω)

ˆ
ω

vp−1ϕdx

≤λ1(ω)

ˆ
ω

up−1ϕdx

=λ

ˆ
ω

(κu)p−1ϕdx

=

ˆ
ω

|∇(κu)|p−2∇(κu) · ∇ϕdx, (6.20)

missä (epä)yhtälöistä 1. seuraa siitä, että v on positiivinen ominaisfunktio,
2. ehdosta (6.19), 3. vakion κ valinnasta ja 4. siitä, että u on ominaisarvoa
λ vastaava ominaisfunktio. Asetamme nyt ϕ := max(v − κu, 0). Koska ϕ ∈
C(ω)∩W 1,p(ω) ja ϕ ≡ 0 joukossa ∂ω, niin lemman 4.13 nojalla ϕ ∈ W 1,p

0 (ω).
Kun sijoitamme tämän testifunktion epäyhtälöön (6.20), saamme arvionˆ

{v≥κu}
(|∇v|p−2∇v − |∇(κu)|p−2∇(κu)) · (∇v −∇ (κu)) dx ≤ 0,

mistä lemman 6.28 avulla seuraa, että ∇v − κ∇u = 0 joukossa {v ≥ κu}.
Poincarén epäyhtälöstä saamme tällöin

‖max(v − κu, 0)‖pLp(ω) ≤ C

ˆ
{v≥κu}

|∇v − κ∇u|p dx = 0,

eli on oltava v ≤ κu joukossa ω. Voimme nyt korvata ehdon (6.19) epäyhtä-
löllä v ≤ κu ja toistaa edellisen prosessin. Tämä johtaa epäyhtälöön v ≤ κ2u.
Näin jatkamalla saamme

v ≤ lim
n→∞

κnu.

Koska κ < 1, seuraa tästä v = 0, mikä on mahdotonta.

Kuten lähteessä [18] on tehty, toteamme edellisen seurauksena, että jos
ominaisfunktio rajoitetaan sen johonkin noodlialueeseen, tulee siitä ensim-
mäinen ominaisfunktio kyseisessä noodlialueessa.
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Määritelmä 6.30. Funktion u ∈ C(Ω) noodlialue on joukon {u > 0} tai
{u < 0} yhtenäisyyskomponentti.

Lemma 6.31. Olkoon u ∈ W 1,p
0 (Ω) ∩ C(Ω) ja N funktion u noodlialue.

Tällöin u|N ∈ W 1,p
0 (N).

Todistus. Voimme olettaa, että u > 0 joukossaN . Asetamme ψn =
(
u+ − 1

n

)
,

missä u+ on funktion u positiiviosa, eli u+ = max(u, 0). Koska u on jatkuva ja
u ≡ 0 joukossa ∂N ∩Ω, on olemassa alueen Ω avoin osajoukko An ⊃ ∂N ∩Ω,
jossa ψn ≡ 0. Toisaalta, koska u ∈ W 1,p

0 (Ω), voimme valita jonon funktioita
ϕn ∈ C∞c (Ω) siten, että ne approksimoivat funktiota u avaruudessa W 1,p(Ω).
Tällöin lauseen 4.10 nojalla ϕ+

n ∈ W
1,p
0 (Ω) ja ϕ+n → u+ avaruudessaW 1,p(Ω).

Määrittelemme nyt
un := min(ψn, ϕ

+
n ),

jolloin ainakin un → u+ avaruudessa W 1,p(Ω). Lisäksi suppun ⊂ suppϕ+
n \

An. Funktio un|N on siten kompaktisti kannettu joukossa N , ja näin ollen
kuuluu avaruuteen W 1,p

0 (N).

Lause 6.32. Olkoon u ominaisfunktio joukossa Ω ja E funktion u noodlia-
lue. Tällöin u|E on ensimmäinen ominaisfunktio joukon E suhteen, ts. se
ratkaisee yhtälön (6.2) kaikilla ϕ ∈ C∞c (E) ominaisarvolla λ = λ1(E).

Todistus. Lemman 6.31 nojalla u|E ∈ W 1,p
0 (E). Lisäksi on selvää, että u|E to-

teuttaa yhtälön 6.2 kaikilla η ∈ C∞c (E), joten u|E on ominaisfunktio. Koska
se on positiivinen joukossa E, on sen lauseen 6.29 nojalla oltava juuri ensim-
mäinen ominaisfunktio. Huomaa, että lauseen 6.29 pätevyys mielivaltaisissa
alueissa on oleellista, sillä meillä ei ole tietoa noodlialueen E mahdollisesta
sileydestä.

Huomautus 6.33. Ominaisfunktiolla voi olla vain äärellisen monta noodlia-
luetta. Perustelemme tämän kuten lähteessä [18]. Olkoon u ominaisfunktio,
λ sitä vastaava ominaisarvo ja Nj, j ∈ J , funktion u eri noodlialueita. Tällöin
lemman 6.31 mukaan u|Nj ∈ W

1,p
0 (Nj) ja siten Poincarén epäyhtälön nojalla

|Nj|
1
N ≥ C(N, p)

‖u‖Lp(Nj)

‖∇u‖Lp(Nj)

.

Koska u on ominaisfunktio joukossa Ω, on u|Nj ominaisfunktio joukossa Nj.
Lauseesta 6.4 seuraa siten yhtälö

‖u‖Lp(Nj)

‖∇u‖Lp(Nj)

= λ−
1
p .
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Päädymme arvioon

|Ω| ≥
∑
j∈J

|Nj| ≥ C(N, p)
∑
j∈J

λ−
N
p ,

joten indeksijoukon J on oltava äärellinen.

Ensimmäisen ominaisfunktion yksinkertaisuus

Esitämme M.Bellonin ja B.Kawohlin artikkelin [2] todistuksen ensimmäisen
ominaisfunktion yksinkertaisuudelle, eli sille, että u = Cv, jos u ja v ovat en-
simmäisiä ominaisfunktioita. Todistus pohjaa artikkelin [14] huomioon siitä,
että positiivisille funktioille funktionaali u 7→

´
Ω
|∇u|p dx on konveksi �muut-

tujan up -suhteen�, eli tarkemmin sanottuna avaruuden Lp(Ω) osajoukossa
{up : u > 0, u ∈ W 1,p(Ω)} määritelty kuvaus up 7→

´
Ω
|∇u|p dx on konveksi.

Tämä idea on peräisin R.Bengurialta, ks. esim. [3], jossa kyseisen funktio-
naalin konveksius on todettu, kun p = 2.

Huomautus. Jos u ∈ W 1,p
0 (Ω) on ei-negatiivinen, niin voimme valita sitä

approksimoivan jonon (un) ⊂ C∞c (Ω) ei-negatiiviseksi. Tämän voi perustella
kiinnittämällä jonon (un) ⊂ C∞c (Ω), joka lähestyy funktiota u avaruudessa
W 1,p(Ω) ja sitten silottamalla funktioita u+

n ∈ W
1,p
0 (Ω). Silotuksen avulla (ks.

esim. [1, kohdat 2.28 ja 3.16]) voimme nimittäin valita jokaiselle n sellaisen
ei-negatiivisen funktion (u+

n )εn ∈ C∞c (Ω), että
∥∥(u+

n )εn − u
+
n

∥∥
W 1,p(Ω)

< 1
n
.

Tällöin
∥∥u− (u+

n )εn
∥∥
W 1,p(Ω)

≤ ‖u− u+
n ‖W 1,p(Ω) + 1

n
→ 0, sillä lauseen 4.10

nojalla u+
n → u+ = u.

Tarvittaessa voimme lähestyä ei-negatiivista funktiota u ∈ W 1,p
0 (Ω) myös

positiivisilla C∞-funktioilla: tällaisiksi käy un + 1
n
∈ C∞(Ω)∩W 1,p(Ω), missä

un ∈ C∞c (Ω) on ei-negatiivinen ja ‖u− un‖W 1,p(Ω) → 0.

Lemma 6.34. Jos funktiot u ja v ∈ W 1,p
0 (Ω) ovat positiivisia, niin

w := (up + vp)
1
p ∈ W 1,p

0 (Ω) ja

∇w = (up−1∇u+ vp−1∇v)(up + vp)
1
p
−1. (6.21)

Todistus. Koska u, v > 0, on olemassa positiivisista funktioista koostuvat jo-
not (un) , (vn) ⊂ C∞(Ω) siten, että un → u ja vn → v avaruudessa W 1,p(Ω).
Koska Lp-suppenevalla jonolla on pisteittäin samaan rajafunktioon suppene-
va osajono (ks. [4, lause 4.9]), voimme olettaa, että

un → u,∇un → ∇u, vn → v ja ∇vn → ∇v pisteittäin m.k. x ∈ Ω. (6.22)
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Asetamme
wn := (upn + vpn)

1
p .

Tällöin wn ∈ C∞(Ω) ja

∇wn = (up−1
n ∇un + vp−1

n ∇vn) (upn + vpn)
1
p
−1 . (6.23)

Jono ‖∇wn‖p on rajoitettu, sillä käyttäen lemmaa 2.7 saamme

|∇wn|p =
|up−1
n ∇un + vp−1

n ∇vn|
p

(upn + vpn)p−1

≤ (up−1
n |∇un|+ vp−1

n |∇vn|)p

(upn + vpn)p−1

≤
C
(
u
p(p−1)
n |∇un|p + v

p(p−1)
n |∇vn|p

)
(upn + vpn)p−1

≤ C (|∇un|p + |∇vn|p) .

Toisaalta, lemman 2.8 avulla saamme
ˆ

Ω

∣∣∣(upn + vpn)
1
p − (up + vp)

1
p

∣∣∣p dx ≤ ˆ
Ω

|upn − up| dx+

ˆ
Ω

|vpn − vp| dx.

Käyttämällä lemmaa 6.23 ja Hölderin epäyhtälöä, saamme edelleen
ˆ

Ω

|upn − up| dx ≤ C

ˆ
Ω

(
|un|p−1 + |u|p−1) |un − u| dx

≤ C
(
‖un‖p−1

p + ‖u‖p−1
p

)
‖un − u‖p → 0.

Vastaavasti
´

Ω
|vpn − vp| dx → 0, ja siis ‖wn − w‖pp → 0. Seurauksesta 5.7

saamme nyt, että w ∈ W 1,p(Ω) ja että on olemassa jonon (wn) osajono (wnk),
jolle ∇wnk ⇀ ∇w heikosti avaruudessa Lp(Ω)N . Toisaalta, ehdoista (6.22) ja
(6.23) seuraa, että ∇wnk → (up−1∇u+ vp−1∇v)(up + vp)

1
p
−1 pisteittäin m.k.

joukossa Ω. Koska Ω on rajoitettu, ei jono (∇wnk) voi supeta pisteittäin m.k.
eri funktioon, kuin mihin se suppenee heikosti avaruudessa Lp(Ω)N (ks. [6,
propositio 9.1c]). Siten on oltava ∇w = (up−1∇u + vp−1∇v)(up + vp)

1
p
−1.

Ehto w ∈ W 1,p
0 (Ω) seuraa epäyhtälöstä (ap + bp)1/p ≤ C(a + b) ja lemmasta

4.12.

Lemma 6.35. Olkoot u, v ∈ W 1,p(Ω) ∩ C(Ω) positiivisia ja ω b Ω alue.
Tällöin h := u/v ∈ W 1,p(ω) ja ∇h = (v∇u− u∇v)/v2. Jos lisäksi ∇u

u
= ∇v

v

m.k. joukossa Ω, niin u = Cv.
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Todistus. Koska ω on kompakti ja v on jatkuva ja positiivinen, on kuvajouk-
ko v(ω) joukon (0,∞) kompakti osajoukko. Näin ollen esimerkiksi ykköseno-
situksen (ks. [1, lause 1.44]) nojalla on olemassa ξ ∈ C1

c (R) siten, että ξ ≡ 1
joukossa v(ω) ja supp ξ ⊂ (0,∞). Määrittelemme

G(x) =

{
x−1ξ(x), x 6= 0

0, x = 0
,

jolloin lauseen 4.5 nojalla G ◦ v ∈ W 1,p(ω) ja ∇(G ◦ v) = −∇v/v2. Ensim-
mäinen väite seuraa nyt soveltamalla lausetta 4.4 funktioilla G ◦ v ja u.

Toista väitettä varten huomaamme, että ehdosta ∇u
u

= ∇v
v

m.k. joukossa
Ω seuraa, että funktion h = u/v ∈ W 1,p(ω) gradientti ∇h = (v∇u−u∇v)/v2

häviää m.k. joukossa ω jokaisella ω b Ω. Funktion h on siten oltava vakio,
eli u = Cv.

Lause 6.36. Avaruuden L1(Ω) konveksissa osajoukossa

K =
{
up : u > 0, ‖u‖Lp(Ω) = 1 ja u ∈ W 1,p

0 (Ω) ∩ C(Ω)
}

määritelty kuvaus up 7→
´

Ω
|∇u|p dx on aidosti konveksi.

Todistus. Olkoot t ∈ (0, 1), u 6= v ∈ K ja w := (tup + (1− t)vp)
1
p . Lemman

6.34 mukaan w ∈ W 1,p
0 (Ω). Koska lisäksi w > 0 ja

‖w‖p =

(ˆ
Ω

tup + (1− t)vp dx
) 1

p

=

(
t

ˆ
Ω

up dx+ (1− t)
ˆ

Ω

vp dx

) 1
p

= 1,

niin tup + (1− t)vp ∈ K. Siis ainakin K on konveksi.
Koska tup

tup+(1−t)vp + (1−t)vp
tup+(1−t)vp = 1 ja funktio RN → R : x 7→ |x|p on aidosti

konveksi, saamme

|∇w|p = (tup + (1− t)vp)1−p ∣∣tup−1∇u+ (1− t)vp−1∇v
∣∣p

= (tup + (1− t)vp)
∣∣∣∣ tup

tup + (1− t)vp
∇u
u

+
(1− t)vp

tup + (1− t)vp
∇v
v

∣∣∣∣p
≤ (tup + (1− t)vp)

(
tup

tup + (1− t)vp

∣∣∣∣∇uu
∣∣∣∣p +

(1− t)vp

tup + (1− t)vp

∣∣∣∣∇vv
∣∣∣∣p)

= tup
∣∣∣∣∇uu

∣∣∣∣p + (1− t)vp
∣∣∣∣∇vv

∣∣∣∣p
= t |∇u|p + (1− t) |∇v|p , (6.24)
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missä epäyhtälö on aito, kun ∇u
u
6= ∇v

v
. Lemmasta 6.35 ja ehdoista ‖u‖p =

‖v‖p, u 6= v, seuraa, että ei voi olla ∇u
u

= ∇v
v

m.k. joukossa Ω. Arvion (6.24)
epäyhtälö on näin ollen aito jossakin positiivimittaisessa joukossa, ja siten

ˆ
Ω

|∇w|p < t

ˆ
Ω

|∇u|p dx+ (1− t)
ˆ

Ω

|∇v|p dx,

eli väitteen kuvaus on aidosti konveksi.

Huomautus 6.37. Edellisen lauseen todistuksesta näemme, että funktionaali
up 7→

´
Ω
|∇u|p dx on konveksi joukossa

{
up : u > 0, u ∈ W 1,p

0 (Ω)
}
.

Lause 6.38. Ensimmäinen ominaisfunktio on yksinkertainen, ts. jos u ja v
ovat ominaisarvoa λ1(Ω) vastaavia ominaisfunktioita, niin u = Cv.

Todistus. Riittää osoittaa väite tilanteessa ‖u‖p = ‖v‖p = 1. Lauseen 6.26
mukaan ensimmäinen ominaisfunktio ei vaihda merkkiä, joten voimme olet-
taa, että u, v > 0. Lauseen 6.19 nojalla tiedämme, että u ja v ovat jatkuvia.
Näin ollen up, vp ∈ K, missäK on kuten lauseessa 6.36. KoskaK on konveksi,
on funktio

w :=

(
1

2
up +

1

2
vp
) 1

p

,

joukossaW 1,p
0 (Ω) ja

´
Ω
|w|p dx = 1. Jos nyt olisi u 6= v, niin käyttäen lauseen

6.36 funktionaalin aitoa konveksiutta ja tietoa siitä, että u ja v minimoivat
Rayleighin osamäärää, saisimme

ˆ
Ω

|∇w|p dx < 1

2

ˆ
Ω

|∇u|p dx+
1

2

ˆ
Ω

|∇v|p dx = inf
u∈W 1,p

0 (Ω)

´
Ω
|∇u|p dx´

Ω
|u|p dx

,

mikä on mahdotonta. On siis oltava u = v.

7 Lineaarinen tapaus p = 2

Tässä osassa tutkimme p-Laplacen ominaisarvo-ongelman 6.1 erikoistapausta
p = 2, eli tilannetta, jossa ∆p on tavallinen lineaarinen Laplacen operaattori.
Lineaaritilanteessa ominaisarvoja on numeroituvasti äärettömän monta ja
voimme karakterisoida ne kaikki Rayleighin osamäärän avulla.

Kun tässä kappaleessa puhumme ominaisfunktiosta u ∈ H1
0 (Ω), tarkoi-

tamme, että se on ongelman 6.1 ratkaisu, missä p = 2. Eli siis sitä, että se
toteuttaa yhtälön ˆ

Ω

∇u · ∇η dx = λ

ˆ
Ω

uη dx (7.1)
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jokaisella η ∈ C∞c (Ω) jollakin λ ∈ R.
Kirjassa [10] on kappaleessa 8.12 käsitelty yleisempää lineaarista ominaisarvo-

ongelmaa, jossa Laplacen operaattorin sijasta esiintyy elliptisyysehdot to-
teuttava itseadjungoituva di�erentiaalioperaattori. Yleisen Hilbertin avaruu-
den itseadjungoituvista operaattoreista ja niiden ominaisarvoista voi lukea
teoksesta [4]. Artikkelissa [22] on yksityiskohtainen esitys liittyen tavallisen
Laplacen operaattorin ominaisarvoihin.

Lause 7.1. Olkoot u1 ja u2 ominaisfunktioita sekä λ 6= λ′ niitä vastaavat
ominaisarvot. Tällöin u1 ja u2 ovat ortogonaalisia toistensa suhteen Hilbertin
avaruudessa H1

0 (Ω), ts. (u1|u2)H1 = 0.

Todistus. Käyttämällä funktioita u1 ja u2 toistensa testifunktioina yhtälössä
(7.1), saamme ˆ

Ω

∇u1 · ∇u2 dx = λ

ˆ
Ω

u1u2 dx (7.2)

ja ˆ
Ω

∇u2 · ∇u1 dx = λ′
ˆ

Ω

u2u1 dx. (7.3)

Näiden erotus antaa yhtälön

(λ− λ′)
ˆ

Ω

u1u2 dx = 0.

Koska λ 6= λ′, seuraa tästä (u1|u2)L2 = 0 ja tällöin edelleen yhtälön (7.2)
nojalla (∇u1|∇u2)L2 = 0.

Huomautus 7.2. Avaruus L2(Ω) on separoituva ja siten sillä on numeroi-
tuva Hilbertin kanta. Edellisen lauseen nojalla ominaisarvoja on näin ollen
korkeintaan numeroituvasti. Koska lauseen 6.24 mukaan spektri on suljettu,
voimme järjestää ominaisarvot aidosti kasvavaan jonoon λ1, λ2, . . ..

Lemma 7.3. Olkoot λ1 < λ2 < · · · < λn n pienintä ominaisarvoa, u1, ..., un
näitä vastaavat ominaisfunktiot ja V = span {u1, ..., un}. Tällöin on olemas-
sa funktio u ∈ H1

0 (Ω), joka minimoi Rayleighin osamäärää joukon V ortogo-
naalikomplementissa, ts. pätee

J(u) = inf
v∈V ⊥\{0}

J(v). (7.4)

Tämä funktio on ominaisfunktio, ja sitä vastaava ominaisarvo λ = J(u) on
pienin ominaisarvo λn:n jälkeen, ts. λ = λn+1.
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Todistus. Ortogonaalikomplementti V ⊥ on Hilbertin avaruuden H1
0 (Ω) sul-

jettu aliavaruus, ja siis erityisesti Banachin avaruus. Siten ehdon (7.4) mu-
kaisen funktion u olemassaolo seuraa samasta päättelystä kuin lause 6.10,
kunhan kyseisessä todistuksessa esiintyvä avaruus W 1,p

0 (Ω) korvataan ava-
ruudella V ⊥.

Osoittaaksemme, että u on ominaisfunktio, olkoon η ∈ C∞c (Ω) kiinnitetty.
Koska H1

0 on avaruuksien V ja V ⊥ suora summa, funktiolla η on esitys

η = v + w,

missä v ∈ V ja w ∈ V ⊥. Koska u ∈ V ⊥, funktio v häviää yhtälössä (7.1).
Siten riittää osoittaa, että

ˆ
Ω

∇u · ∇w dx = λ

ˆ
Ω

uw dx (7.5)

jollakin λ ∈ R. Jatkamme nyt samaan tapaan kuin lauseen 6.8 todistuksessa.
Määrittelemme apufunktion

i(ε) := J(u+ εw) =

´
Ω

(∇u+ ε∇w)2 dx´
Ω

(u+ εw)2 dx
,

missä ε > 0 on niin pieni, että jakaja ei häviä. Koska u + εw ∈ V ⊥, ja
u minimoi Rayleighin osamäärää joukossa V ⊥, saavuttaa funktio i lokaalin
minimin pisteessä ε = 0, ja siten i′(ε) = 0. Laskemalla auki i:n derivaatan
lauseke kuten lauseen 6.10 todistuksessa, päädymme sijoituksen ε = 0 jälkeen
yhtälöön

ˆ
Ω

(∇u)2 dx

ˆ
Ω

uw dx−
ˆ

Ω

∇u∇w dx
ˆ

Ω

u2 dx = 0,

mistä ehto (7.5) seuraa ominaisarvolla λ = J(u).
Ominaisarvo λ on todellakin λn:stä seuraava: jos λn < λ′ ≤ λ on omi-

naisarvo, on lauseen 6.4 mukaan olemassa ominaisfunktio u′ siten, että λ′ =
J(u′). Lauseen 7.1 nojalla on oltava u′ ∈ V ⊥. Siten ehdosta (7.4) seuraa, että
λ′ = λ.

Lause 7.4. Lineaaritilanteessa p = 2 spektri on numeroituvasti ääretön ja
ominaisarvot ovat muotoa

λn = J(un) = min
v∈V ⊥\{0}

J(v), (7.6)

missä V = span {u1, . . . , un−1}. Ominaisarvoa λn vastaavan ominaisfunktion
un karakterisoi ehto (7.6).
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Todistus. Ensimmäisen ominaisarvon olemassaolo on todettu jo lauseessa
6.11. Väite seuraa tällöin induktiivisesti lemmasta 7.3.

Lause 7.5. Spektri on rajoittamaton, ts. limn→∞ λn =∞.

Todistus. Ominaisarvojen jono λ1, λ2, . . . on aidosti kasvava, joten joko väit-
teen ehto pätee tai kyseinen jono suppenee kohti jotakin lukua λ. Jälkim-
mäinen ei kuitenkaan tule kysymykseen, sillä spektri on lauseen 6.24 nojalla
suljettu.

Lause 7.6. Ehdolla ‖un‖H1
0

= 1 normitetut ominaisfunktiot muodostavat

avaruuden H1
0 Hilbertin kannan.

Todistus. Olkoon U = span {u1, u2, . . .}, missä un on ominaisarvoa λn vas-
taava normitettu ominaisfunktio. Väitteeseen riittää osoittaa, että U⊥ = {0},
joten tehdään antiteesi: on olemassa u ∈ U⊥ \ {0}. Koska spektri on rajoit-
tamaton, on olemassa ominaisarvo λn siten, että J(u) < λn. Lauseen 6.4
nojalla tämä ominaisarvo on ominaisfunktion un Rayleighin osamäärä, joten
pätee J(u) < J(un). Lauseen 7.4 mukaan un toteuttaa ehdon

J(un) = min
v∈V ⊥\{0}

J(v),

missä V = span {u1, . . . , un−1}. Funktion u valinnan nojalla pätee erityisesti
u ∈ V ⊥ ja siten yllä olevasta yhdessä tiedon J(u) < J(un) kanssa seuraa,
että u = 0, mikä on mahdotonta.

8 Liite: Sobolevin kapasiteetti ja p-ohuus

Ominaisfunktioiden reunakäyttäytymisen yhteydessä tarvitsemme p-ohuuden
käsitettä. Ominaisfunktio nimittäin käyttäytyy säännöllisesti joukon Ω reu-
napisteessä, jos {Ω ei ole siinä p-ohut. Toisaalta jokainen rajoitettu alue voi-
daan tyhjentää alueilla, joiden komplementti ei ole missään p-ohut, eli alueil-
la, joiden reunalla ominaisfunktio käyttäytyy hyvin. Tämä tieto on oleellises-
sa osassa lauseen 6.29 todistuksessa ja siksi esitämme p-ohuuden ja Sobolevin
kapasiteetin käsitteet, sekä todistamme kyseisen väitteen. Tämän kappaleen
pääasiallisena lähteenä on teos [12], mutta lisää kapasiteetista voi lukea myös
kirjasta [21].

Määritelmä 8.1 (Sobolevin kapasiteetti). Joukon E ⊂ RN Sobolevin p-
kapasiteetiksi kutsumme arvoa

Cp(E) = inf
u∈S(E)

ˆ
RN
|u|p + |∇u|p dx,
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missä
S(E) =

{
u ∈ W 1,p

0 (RN) : E ⊂ int {u = 1}
}
.

Määritelmä 8.2 (p-ohuus). Sanomme, että joukko E ⊂ RN on p-ohut pis-
teessä x0 ∈ E, jos

ˆ 1

0

(
Cp(E ∩B(x, t))

tN−p

)1/(p−1)
dt

t
<∞.

Lemma 8.3. Kompaktille K ⊂ RN pätee

Cp(K) = inf
S0(K)

ˆ
RN
|u|p + |∇u|p dx,

missä
S0(K) = S(E) ∩ C∞c (RN).

Todistus. Olkoon u ∈ S(K) annettuna ja U := int {u = 1}. Tällöin on ole-
massa jono (un) ⊂ C∞0 (RN), siten, että un → u avaruudessa W 1,p

0 (RN). Kos-
ka K on kompakti, voimme valita funktion ψ ∈ C∞(RN) siten, että ψ ≡ 1
joukossa {U ja ψ ≡ 0 jossakin joukon K avoimessa ympäristössä. Tällöin
ψn := 1− (1−un)ψ ∈ S0(K) ja on helppo tarkistaa, että ψn → u avaruudes-
sa W 1,p

0 (RN).

Lemma 8.4. On olemassa C = (N, p) siten, että

Cp(B(x, r)) ≥

{
CrN−p, kun p < N

C
(
log 1

r

)1−N
, kun p = N

kaikilla r ≤ 1.

Todistus. Voimme olettaa, että x = 0. Lemma 8.3 mielessä, olkoon u ∈
S(B(0, r))∩C∞c (RN) mielivaltainen. Valitsemme leikkausfunktion η ∈ C∞c (B(0, 2))
siten, että

0 ≤ η ≤ 1, η ≡ 1 joukossa B(0, 1) ja |∇η| ≤ 3.

Merkitsemme v := ηu. Tällöin epäyhtälön 2.7 nojalla
ˆ
B(0,2)

|∇v|p dx ≤C
ˆ
B(0,2)

|u|p |∇η|p + |η|p |∇u|p dx (8.1)

≤3pC

ˆ
RN
|u|p + |∇u|p dx.
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Toisaalta, jos y ∈ ∂B(0, 1), niin funktion v määritelmän ja Hölderin epäyh-
tälön nojalla pätee

1 ≤
ˆ 2

r

∣∣∣∣ ddtv(ty)

∣∣∣∣ dt ≤ ˆ 2

r

t
1−N
p t

N−1
p |∇v(ty)| dt

≤
(ˆ 2

r

t
1−N
p−1 dt

) p−1
p
(ˆ 2

r

tN−1 |∇v(ty)|p dt
) 1

p

Kun korotamme edellisen epäyhtälön puolittain potenssiin p, laskemme au-

ki termin
(´ 2

r
t

1−N
p−1 dt

)p−1

sekä jaamme sen vasemmalle puolelle, päädymme
arvioon

CA ≤
ˆ 2

r

tN−1 |∇v(ty)|p dt, (8.2)

missä C = C(N, p) ja

A =

{
rN−p, p < N(
log 1

r

)1−N
, p = N

.

Integroimalla yhtälö 8.2 muuttujan y suhteen yli joukon ∂B(0, 1), saamme

ωN−1CA ≤
ˆ
∂B(0,1)

ˆ 2

r

tN−1 |∇v(ty)|p dt dy =

ˆ
B(0,2)

|∇v|p dx,

mikä yhdessä arvion (8.1) kanssa todistaa väitteen.

Seuraavassa esittelemme konkreettisen ehdon jonka avulla voi päätellä,
että joukko ei ole p-ohut jossakin pisteessä.

Määritelmä 8.5 (korkkiruuviehto). Sanomme, että joukko E ⊂ RN toteut-
taa korkkiruuviehdon (engl. corkscrew condition) pisteessä x ∈ ∂E, jos on
olemassa c ≥ 1 ja r0 > 0 siten, että jokaiselle 0 < r < r0 löytyy y, jol-
le B(y, r/c) ⊂ E ∩ B(x, r). Mikäli tämä ehto pätee kaikille x ∈ ∂E, niin
sanomme, että E toteuttaa korkkiruuviehdon.

Huomaa, että korkkiruuviehdon toteuttavassa alueessa ei voi olla jyrkästi
kapenevia piikkejä. Korkkiruuviehtoa hieman vahvempi ehto on ns. kartioehto
(engl. cone condition): on helppo todeta, että mikäli joukon E ⊂ RN sisälle
voidaan piirtää kartio siten, että sen kärki on pisteessä x ∈ ∂E, niin tällöin
E toteuttaa korkkiruuviehdon pisteessä x.

Lause 8.6. Jos {Ω toteuttaa korkkiruuviehdon pisteessä x ∈ ∂Ω, niin se ei
ole p-ohut tässä pisteessä.
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Todistus. Korkkiruuviehdon nojalla on c ≥ 1 ja 0 < r0 < 1 siten, että
jokaiselle 0 < r < r0 on olemassa y, jolle B(y, r/c) ⊂ {Ω ∩ B(x, r). Tällöin
lemman 8.4 nojalla

Cp({Ω ∩B(x, r)) ≥Cp(B(y, r/c)) ≥

{
CrN−p, kun p < N

C
(
log 1

r

)1−N
, kun p = N

,

missä C riippuu vain vakioista c,N ja p. Siis

ˆ 1

0

(
Cp({Ω ∩B(x, t))

tN−p

) 1
p−1 dt

t
≥

{
C
´ r0

0
1
t
dt, kun p < N

C
´ r0

0
1

t log 1
t

dt, kun p = N

≥C
ˆ r0

0

dt

t log 1
t

=∞,

eli {Ω ei ole p-ohut pisteessä x.

Lause 8.7. Jos Ω on rajoitettu alue, niin on olemassa alueet Ω1 b Ω2 b · · ·
siten, että ∪Ωi = Ω ja {Ωi ei ole missään pisteessään p-ohut.

Todistus. Olkoot Ei =
{
x ∈ Ω : dist (x, ∂Ω) > 1

i

}
. Koska dist (Ei, {Ei+1) >

0, on kompaktille joukolle Ei olemassa sellainen avoimista kuutioista koos-
tuva äärellinen peite Qi, että Q b Ei+1 kaikilla Q ∈ Qi. Määrittelemme
Ωi = ∪Q∈QiQ, jolloin joukot Ωi ainakin muodostavat Ω:n tyhjennyksen. Toi-
saalta, koska Ωi on kuutioiden äärellinen yhdiste, on geometrisesti ilmeistä,
että {Ωi toteuttaa edellä mainitsemamme kartioehdon ja siten myös korkki-
ruuviehdon. Näin se ei lauseen 8.6 nojalla ole p-ohut.
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