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Téamén tutkielman tarkoituksena on tutustua neljadn eri tapaan arvioida ava-
ruuden R"™ Borel-joukkoihin kuuluvien osajoukkojen kokoja ja ymmértdéa ndiden eri
tapojen valisid yhteyksid. Aluksi tutustutaan numeroituvuuteen ja ylinumeroituvuu-
teen, joihin liittyen ideana on arvioida joukon alkioiden lukuméaréé. Numeroituvissa
joukoissa on vihemmaén alkioita kuin ylinumeroituvissa, joten numeroituvat joukot
ovat ylinumeroituvia pienempia.

Tutkielmassa esitelldén liséiksi numeroituvuutta hyodyntéva tapa arvioida joukon
kokoa, mihin liittyen méaéritetdin, mitd Bairen kategoriaa tarkasteltava joukko on
avaruudessa R". Bairen kategorioita on kaksi, joista ensimmaéistd oleva joukko voi-
daan esittdd numeroituvana yhdisteend joukoista, joiden alkiot ovat tarpeeksi har-
vassa toisiinsa néhden eli joukoista, jotka ovat ei-missédén tiheitd. Toisen kategorian
joukko on ensimmaéisen kategorian joukon komplementti eli residuaalijoukko ja sité
kuvastaa tiheys, jolloin ideana on, ettd joukon alkiot ovat erittdin ldhelld toisiaan.
Toisen kategorian joukot voidaankin tulkita suuriksi joukoiksi avaruudessa R™ ja néin
ensimmaisen kategorian joukot ovat kooltaan pienié.

Joukon kokoa tarkastellaan myo6s mittateorian kautta. Télloin tuodaan esille Le-
besguen mitta, joka yksinkertaisessa tilanteessa kertoo mitan ulottuvuudesta riippuen
joukosta sen pituuden, pinta-alan tai tilavuuden. Liséksi tutustutaan monipuolisem-
paan Hausdorff-dimensioon, joka arvioi joukon ulottuvuutta. Toisin kuin Lebesguen
mitta, se voidaan maéaarittaa kaikille joukoille. Liséksi se pystyy erottelemaan toisis-
taan joukkoja, joiden Lebesguen mitaksi saadaan nolla.

Esille tuotavat tavat arvioida joukon kokoa liittyvat keskeisesti toisiinsa, mutta ei-
vét aina anna samansuuntaisia arvioita joukon koosta. Tutkielmassa tarkastellaankin
esille nostettujen késitteiden vilisid yhteyksid ja huomataan, ettd aina késitteiden
vililtéd ei téallaisia ole loydettavissa. Keskeisin tulos liittyy Bairen kategoriaan, Le-
besguen mittaan ja niin sanottuun duaalisuusperiaatteeseen. Duaalisuusperiaatteen
mukaan lause, jossa esiintyy Bairen kategoriaan liittyvéa késite, pdtee myos tapaukses-
sa, jossa Baire kategorian késite korvataan vastaavalla Lebesguen mittaan liittyvalla
kasitteelld. Sama pétee myos toisin péin.

Avainsanat: metrinen avaruus, Borel-joukko, numeroituvuus, Baire kategoria, Le-
besguen mitta, Hausdorff-dimensio, duaalisuusperiaate.
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Johdanto

Tamén tutkielman tarkoituksena on tutustua neljaan 1800- ja 1900-lukujen tait-
teessa kehitettyyn tapaan mitata joukon kokoa. Tavoitteena on huomata, ettd joukon
kokoa voidaan arvioida usealla tavalla, joista toiset ovat kesken&ddn samankaltaisem-
pia kuin toiset ja jotkut saattavat olla jopa téysin vastakkaisia. Tarkasteltava joukko
itsesséddn vaikuttaa siihen, miké arviointitapa on missékin tilanteessa mielekkéin.

Ensimmaisessé luvussa tehdéan lyhyt kertaus, jossa keskitytéadn tutkielmassa oleel-
lisiin metrisiin avaruuksiin seké késitteisiin Borel-joukko, perfekti joukko ja itsesimi-
laari joukko. Luvussa esitellidn myo6s Cantorin 1/3-joukko, jota tarkastellaan sen
mielenkiintoisten ominaisuuksien vuoksi lapi tutkielman.

Seuraavien lukujen alussa tutustutaan aina lyhyesti luvun késitteitd kehittédnee-
seen matemaatikkoon. Tarkoituksena on johdatella lukijaa aiheeseen ja tarkastella
tutkielman kannalta keskeisid asioita, joten kyseessé eivét ole tédydelliset henkil6his-
toriat. Halutessaan voi lisédtietoa hakea esimerkiksi Boyerin Tieteiden kuningatar II-
teoksesta [8] ja O’Connorin ja Robertsonin kirjoittamilta sivustoilta [26], [27].

Historiaosuuden jélkeen jokaisessa luvussa tutustutaan yhteen tai kahteen tapaan
mitata joukon kokoa. Aiheista nostetaan esille vain tutkielman kannalta oleelliset
asiat, joten niihin voi halutessaan tutustua tarkemmin luvuissa mainittujen lahdema-
teriaalien kautta. Ensimmaéisend tutkielmassa tarkastellaan saksalaisen Georg Can-
torin (1845-1918) kehittamé&é teoriaa joukon numeroituvuudesta, joka liittyy joukon
alkioiden lukuméaaraan. [6] Tété aihetta lahestytadn Cantorin luoman késitteen mah-
tavuus kautta ja tdydennetdén lopuksi tutkimalla numeroituvuuteen liittyvid ominai-
suuksia, kuten perfektien joukkojen ylinumeroituvuutta. Keskeisté luvussa on havaita,
ettd numeroituvasta joukosta loytyy injektio luonnollisten lukujen joukkoon N, kun
ylinumeroituvasta joukosta ei téallaista ole 16ydettéavissd. Numeroituva joukko on siis
pienempi kuin joukko, joka on ylinumeroituva. Luvussa tuodaan esille muun muassa
pienelti vaikuttavan Cantorin 1/3-joukon ylinumeroituvuus.

Kolmannessa luvussa tarkastellaan Cantorin joukko-oppiin tutustunutta ranska-
laista René-Louis Bairea (1874-1932) ja hénen teoriaansa Bairen kategorioista. [26]
Kyseiseen teoriaan liittyvét keskeisesti késitteet ei-misséén tiheé joukko ja tihed jouk-
ko, joiden tarkasteluista lahdetaén liikkeelle. Téhén liittyen ei-missédén tihed joukko
on joukko, joka on tdynné reikid, kun taas tiheéssd joukossa téllaisia reikid ei ole.
Varsinaisesti Bairen kategoriaa koskevassa alaluvussa esitelldén ensimméisen ja toi-
sen kategorian joukot seké residuaalijoukot. Ensimmaéisen kategorian joukot voidaan
esittdd numeroituvana yhdisteené ei-missédén tiheisté joukoista, kun toisen kategorian
joukot ovat joukkoja, jotka eivit ole ensimméistd kategoriaa. Residuaalijoukot taas
ovat ensimmaéisté kategoriaa olevien joukkojen komplementteja. Keskeinen lause ky-
seisessé luvussa on Bairen kategoria-lause, joka liittyy residuaalijoukkojen tiheyteen.



2 JOHDANTO

Sen pohjalta saadaan, ettd ensimméisen kategorian joukot ovat kooltaan pienii ja toi-
sen kategorian joukot suuria. Luvussa tullaan muun muassa perustelemaan, kuinka
Cantorin 1/3-joukko on ensimméisen kategorian joukkona pieni.

Tutkielman neljannessd luvussa siirrytdén mittateoriaan. Ensimmaéisenéd luvus-
sa tutustutaan Bairen kanssa yhteydesséd olleeseen ranskalaiseen Henri Lebesgueen
(1875-1941), joka Cantorin joukko-opin pohjalta kehitti viihitellen teorian Lebesguen
mitasta. [27] Kyseisessd mitassa avaruuden R” joukon kokoa arvioidaan peittdméalla
joukko mahdollisimman yksinkertaisilla joukoilla. Ndin Lebesguen mitta vastaa yksin-
kertaisissa tapauksissa joukon geometrista mittaa. Téssé luvussa esitelladn muutamia
Lebesguen mittaan liittyvid ominaisuuksia ja huomataan, ettd Cantorin 1/3-joukon
Lebesguen mitta on nolla eli kyseessd on nollamittainen joukko. Kuten tésséd luvus-
sa huomataan, arvioi Lebesguen mitta monen joukon mitaksi nollan. Tadmé& motivoi
tarkastelemaan vield Hausdorff-dimensiota, joka kykenee selittdmééan, miksi néin ta-
pahtuu.

Neljannen luvun lopussa tarkastellaankin Cantoria suuresti ihannoinutta saksa-
laista Felix Hausdorffia (1862-1942) ja Hausdorff-dimensiota. [28] Aiheen ymmaérté-
miseksi tutustutaan ensin Hausdorff-mittaan, joka on yleistys Lebesguen mitasta. Sii-
né tarkasteltava joukko peitetdédn mielivaltaisella joukolla ja arvioidaan néin joukon
kokoa. Hausdorff-mitasta esitelliin muutamia ominaisuuksia ja kiinnitetdan huomio
sithen, kuinka tietylld arvolla s Hausdorff-mitan arvo hyppédé nollasta darettéméaan.
Tamé kyseinen arvo s on nimittdin joukon Hausdorff-dimensio. Kyseiseen kisittee-
seen liittyen tutkitaan muutamia sen ominaisuuksia ja havaitaan, ettéa itsesimilaarille
joukolle sen méadrittdminen on yksinkertaista. Lisdksi huomataan, kuinka Cantorin
1/3-joukon Hausdorff-dimensio on }ggg ~ 0,63 eli Hausdorff-dimensio voi olla desi-
maaliluku. Tadméan ominaisuutensa vuoksi Hausdorff-dimensio kykeneenkin erottele-
maan nollamittaiset joukot toisistaan toisin kuin Lebesguen mitta.

Viimeisessé luvussa tuodaan esille, miksi jotkut tavat arvioida joukkojen kokoja
antavat joskus samansuuntaisia vastauksia ja jotkut eivat. Tahén liittyen tarkastel-
laan, 16ytyyko eri késitteiden vélilta yhteyksid. Aluksi tarkastellaan Lebesguen mitan
ja Hausdorff-dimension yhteytté, joka on helposti 16ydettavissa tutkimalla, miké yh-
distda Hausdorff-mittaa ja Lebesguen mittaa. Tamén jalkeen nostetaan lyhyesti esille,
kuinka numeroituvuus liittyy toisaalta Hausdorff-dimensioon ja toisaalta sekéd Bairen
kategoriaan ettd Lebesguen mittaan. Loydettavit yhteydet esimerkiksi numeroituvan
joukon nollamittaisuudesta ja kuulumisesta ensimméiseen kategoriaan ovat suoravii-
vaisia ja seuraavat tutkielmassa aiemmin esitellyistd tuloksista. Tutkielman lopuksi
perehdytéddn vield Lebesguen mittaan ja Bairen kategoriaan ja kyseisten késitteiden
mahdolliseen yhteyteen. Yhteytté ei ole 16ydettavissi, vaan Bairen ensimmaéinen ka-
tegoria ja nollamittaisuus voivat joissain tapauksissa olla taysin vastakkaisia késit-
teitd. Aihetta viela tarkemmin tarkastellessa huomataan, kuinka késitteiden vélilta
16ytyy yhteyksien sijaan yhdenmukaisuuksia, joita selittdd duaalisuusperiaate. Ky-
seisen periaatteen mukaan lause, jossa on késite ensimmaéisen kategorian joukko tai
nollamittaisuus, péatee, vaikka ensimmaéisen kategorian joukon késitteen tilalle kirjoi-
tetaan késite nollamittaisuus ja pédin vastoin. Téhén keskeiseen havaintoon tutkielma
paatetaan.




LUKU 1
Kertausta

Tutkielman alkuun muistellaan metriseen avaruuteen liittyvia asioita sekéd palau-
tetaan mieliin Borel-joukkojen késite, koska téssd tyossa tarkasteltavat joukot ovat
Borel-joukkoja. Téamén jélkeen tarkastellaan, mitd ovat perfektit ja mitd toisaalta
itsesimilaarit joukot. Osa tutkielman Borel-joukoista on nimittéin téllaisia.

1.1. Metrinen avaruus

Taméan tutkielman kannalta on riittavai muistaa kaksi metriseen avaruuteen liit-
tyvaa maaritelmas.

MAARITELMA 1.1. Metrinen avaruus on pari (X, d), missd X on joukko ja
d: X x X — X kuvaus, joka tayttda kaikille z,y, 2 € X seuraavat ehdot:
(i) d(z,y) > 0, d(z,x) = 0,

(i) d(z,y) = d(y, ©),
(i) d(zx, z) < d(z,y) + d(y, z) (kolmioepdyhtilo),

(iv) d(x,y) = 0, jos ja vain jos x = y.

MAARITELMA 1.2. Metrinen avaruus on tdydellinen, jos jokainen Cauchy jono
suppenee.

ESIMERKKI 1.3. Avaruus R” varustettuna normaalilla euklidisella metriikalla on
(tdydellinen) metrinen avaruus.

Tassa tutkielmassa ollaankin kiinnostuttu monille tutusta metrisestd avaruudesta
R™. Témén vuoksi myhemmaét lauseet on muotoiltu avaruuteen R™ sopiviksi, vaikka
moni patisi yleisestikin metrisissd avaruuksissa.

1.2. Borel-joukot

Tutkielman kiinnostuksen kohteena olevat joukot ovat Borel-joukkoja, joiden méaéa-
ritelméa ldhestytddn o-algebran maaritelméan kautta.

MAARITELMA 1.4. Kokoelma I' joukon X osajoukkoja muodostaa avaruuden X
o-algebran, jos seuraavat ehdot toteutuvat:

(i) eT,



4 1. KERTAUSTA

(ii) Jos A € T', niin X\A €T,

(iii) Jos Ay, Ay, --- €', niin |J A, €T
=1

J

Néin saadaan méariteltyd Borel-joukot.

MAARITELMA 1.5. Joukkokokoelmaa
B ={T : I on o -algebra, joka sisdltda avaruuden R" avoimet joukot}

sanotaan avaruuden R™ Borel-joukkojen o-algebraksi ja sen joukkoja Borel-joukoiksi.

Joukkokokoelma B on siis suppein avaruuden R"™ avoimet joukot sisaltava o-
algebra. Yksinkertaistettuna Borel-joukot ovat pienin kokoelma avaruuden R™ osa-
joukkoja, johon kuuluvat kaikki avoimet ja suljetut joukot sekd Borel-joukkojen &é-
relliset ja numeroituvat yhdisteet ja leikkaukset. Téllaisia joukkoja on siis hyvin pal-
jon.

ESIMERKKI 1.6. Joukot Q" ja R™\Q™ ovat Borel-joukkoja.

1.3. Perfektit joukot

Osa tutkielman Borel-joukoista on perfekteja joukkoja, mikd vaikuttaa muun
muassa joukon numeroituvuuteen. Perfektien joukkojen késitteen ymmaéartamiseen liit-
tyy keskeisesti kasautumispisteen késite, jonka méaritelmén kautta padstdan lopulta
itse perfektien joukkojen méaaritelméaén.

MAARITELMA 1.7. Piste p € R" on osajoukon A C R" kasautumispiste, jos kaikille
r > 0 on olemassa piste ¢ € A siten, ettd 0 < d(p,q) <.

Kasautumispisteen késitettd avaavat seuraavat havainnot.

LAUSE 1.8. Jos piste p € R™ on joukon A C R" kasautumispiste, jokainen avoin
pallo B(p,r), missd r > 0, sisdltid ddrettomdan monta joukon A pistettd.

TobpisTus. Oletetaan, ettd on olemassa avoin pallo B(p, ), joka siséltdd vain &&-

rellisen méaran joukon A pisteitd. Olkoot nyt pisteet ¢q,qo, ..., ¢, ne leikkauksen
B(p,r) N A pisteet, joille g, # p kaikilla m € N ja merkitdén s = 1Lr]1€1<n d(p, qr)-

Selvisti s > 0. Avoin pallo B(p,r) ei sisilla pisteitd ¢ € A, joille 0 < d(p,q) < s,
joten piste p ei ole joukon A kasautumispiste. Tdmé on ristiriidassa lauseen oletuk-
sen kanssa, joten jokainen avoin pallo B(p,r) sisdltda ddrettomén monta joukon A
pistetta. 0

SEURAUS 1.9. Adrelliselli joukolla A C R™ ei ole kasautumispisteitd.

LAUSE 1.10. Joukko A C R"™ on suljettu, jos ja vain jos se sisdltid kasautumis-
pisteensd.

Tobistus. Oletetaan, ettd joukko A on suljettu eli ettd sen komplementtijoukko
A° on avoin joukko. Oletetaan liséksi, etté piste p on joukon A kasautumispiste siten,
ettd p ¢ A. Koska joukko A¢ on avoin, on nyt olemassa r > 0 siten, ettd B(p,r) C A°.
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Téll6in ei siis ole olemassa pistettd g € A, jolle 0 < d(p,q) < r. Tamé on ristiriidassa
Madritelmén 1.7 kanssa, joten suljettu joukko A siséltda kasautumispisteensé.
Oletetaan nyt, ettd joukko A siséltdé kaikki kasautumispisteensé. Télloin mikdan
piste p ¢ A ei ole joukon A kasautumispiste. Niin ollen on olemassa r > 0 siten, etté
joukko B(p,r) ei sisilld joukon A pisteitd, joten joukko B(p,r) C A° kaikilla pisteilld
p ¢ Ajajollain r > 0. Néin ollen joukko A¢ on avoin ja joukko A sen komplementtina
suljettu. 0

Néin padstdan madrittelemédn perfektien joukkojen kasite.

MAARITELMA 1.11. Joukko A C R™ on perfekti, jos se on epétyhji, suljettu ja
sen jokainen piste on kasautumispiste.

ESIMERKKI 1.12. (a) Joukot @, [0, 1]™ ja R™ ovat perfekteji joukkoja.

(b) Joukko [0, 1]U{2} on selvisti suljettu, mutta piste {2} ei ole sen kasautumispiste.
Kyseessi ei siis ole perfekti joukko.

Liséiksi tdmén tutkielman kannalta keskeinen Cantorin 1/3-joukko on perfekti
joukko. Tarkastellaan nyt kyseisen joukon méaérittelemiseksi reaaliakselin vélia Cy =
[0, 1]. Poistetaan kyseisesté vilistd keskimméinen kolmannes, jolloin saadaan joukko

Cy =[0,3 U3, 1].

)3 3
Jatketaan vastaavasti poistamalla jéljelle jadneesta joukosta C' sen siséltdmien vélien
keskimmaéiset kolmannekset, joiden pituudet ovat siis é. Néin saadaan joukko

Cy = [07 %] U [é’ %] U [%v g] U [g’ 1]'

Jatketaan tété periaatetta induktiivisesti poistamalla joukon C,,_; sisiltdmistd 27!
suljetusta vilistd avoimia keskikolmanneksia, jolloin joukko C), koostuu 2" kappaleesta
erillisid suljettuja vélejd, joiden pituudet ovat 3% Télloin

Ci20;,2---2C,120C, 2+

Cantorin 1/3-joukoksi sanotaan joukkoa

C=()Cn
n=1
mita havainnollistetaan Kuvassa 1.1.

[0,1]
| |
| | | |
| || || - | [ ] ] ||
| N | | N | | N | N | N | | N | | N | | N |

Kuva 1.1. Cantorin 1/3-joukko muokattuna ldhteesté [29].

LAUSE 1.13. Cantorin 1/3 -joukko on perfekti joukko.
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TobisTus. Merkitdan Cantorin 1/3-joukon C' kasautumispisteitd joukolla C”.
Osoitetaan, ettd C” = C.

Joukko C on nyt selvésti suljettu joukko muodostuessaan suljettujen joukkojen
leikkauksena. Niin ollen C" C C.

Osoitetaan, ettd C' C C” valitsemalla aluksi miké tahansa piste x € C. Olkoon
lisdksi € > 0. T&lloin on olemassa n € N siten, etta 3% < € ja joukon C' mééritel-
méan mukaisesti piste z € C),. Piste  kuuluu télldin tdsmélleen yhteen 2" erillisesté
suljetusta valistd pituudeltaan % Olkoon tamé vali I,, = [a,, b,]. Koska % < €, pis-
teelle a, péitee 0 < d(z,a,) < € tai vastaava pétee pisteelle b,. Seké piste a, ettd
b, kuuluvat joukkoon C, joten kaikille ¢ > 0 on siis olemassa piste ¢ € C siten, ettd
0 < d(x,q) < e. Néin ollen piste z on joukon C' kasautumispiste eli z € C” ja siten

ccc. O
1.4. Itsesimilaarit joukot

Osaa tutkielman Borel-joukoista kuvaa myos itsesimilaarien joukkojen késite, jo-
hon péistddn yksinkertaisimmin kiinni tutkimalla Cantorin 1/3-joukkoa vield aiem-
paa tarkemmin.

Tarkastelemalla Cantorin 1/3-joukon méaéritelméd huomataan, ettd miké tahansa
koko Cantorin 1/3-joukon osa on geometrisesti samanlainen kuin koko joukko. Canto-
rin 1/3-joukko on siis selviisti yhdiste pienemmisté itsensé kopioista. Tamé havainto
on térked, koska kyseinen ominaisuus kuvaa itseasiassa kaikkia itsesimilaareja jouk-
koja.

Léahdetadnkin seuraavaksi madritteleméén itsesimilaarin joukon késitettd, johon
liittyen tulee ensin ymmaértaa kasitteet similaari kuvaus ja muuttumattomuus.

MAARITELMA 1.14. Olkoon A avaruuden R”™ epétyhja ja suljettu osajoukko.

(a) Kuvausta S: A — A sanotaan piennenndkseksi joukolla A, jos on ole-
massa suhdeluku ¢ siten, ettd 0 < ¢ < 1 ja |S(z) — S(y)| < c|x — y| kaikilla
x,y € A.

(b) Jos |S(x) — S(y)| = ¢|x — y|, missd 0 < ¢ < 1, ovat joukot A ja S(A)
geometrisesti samanlaisia ja kuvausta S sanotaan similaariksi kuvaukseksi.

MAARITELMA 1.15. Olkoot kuvaukset Si,...,S,, pienennoksiia. Joukon A osa-

joukkoa B sanotaan muuttumattomaksi, jos B = |J S;(B).
j=1

Néin padstdadn itsesimilaarin joukon késitteeseen.
MAARITELMA 1.16. Olkoot kuvaukset Si,...,95,,: R® — R" similaareja. Jouk-

koa, joka on muuttumaton néiden similaarien kuvausten kokoelmalle, sanotaan itse-
similaarikst joukoksi.

Similaareihin joukkoihin liittyy seuraava térked ominaisuus, jota hyodynnetdén
mychemmin luvussa 4.

MAARITELMA 1.17. (Avoimen joukon ehto) Olkoot kuvaukset Sy, ..., S, : R" —
R"™ similaareja. Sanotaan, ettd kuvaukset S; toteuttavat avoimen joukon ehdon, jos
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on olemassa epétyhjé, rajoitettu ja avoin joukko A, jolle A D |J S;(A), kun yhdisteen
j=1
joukot ovat erillisié.

ESIMERKKI 1.18. Cantorin 1/3-joukko on itsesimilaari joukko, jolle pitee avoimen
joukon ehto. Itsesimilaarius seuraa tarkastelemalla kuvauksia S7,S5;: R — R, joille
patee

1 1 2

Si(z) = 3% ja Sa(z) = 3% + 3
ja joiden suhdeluku on 1/3. Kuvauksille S; ja Sy nimittédin péatee S;([0,1]) = [0, %] ja
52([07 1]) = [%7 1]7 jOHOiH

S1([0,1]) U Sy([0, 1)) = C.
Lisiiksi kuvauksille S ja Sy pétee S1(Cy) = S1([0, 3]U[2,1]) = [0, $]U[3, 3] ja S2(Ch) =
S2([0,3] U[5.1]) =[5, ] U [5, 1], joten
S1(Ch) U Sy (Cy) = Cs.
Niin jatkamalla saadaan lopulta, ettd koko joukolle C' pétee
C' = 51(C)U Sy (C)

ja kyseessé on siten itsesimilaari joukko.

Avoimen joukon ehto puolestaan pétee, kun valitaan joukko A = (0,1). Tallin
2
nimittdin pitee S1(A) = (0,3) ja S2(A) = (3, 1), joten selvisti A D |J S;(A).
=1

=






LUKU 2
Numeroituvuus ja ylinumeroituvuus

Téssé luvussa tutustutaan siithen, miten joukon kokoa voidaan arvioida numeroitu-
vuuden ja ylinumeroituvuuden késitteiden kautta. Kyseiset késitteet ovat matemaa-
tikko Georg Cantorin (1845-1918) kehittdmié ja vaikuttivat oleellisesti joukko-opin
kehittymiseen. Historiallisen nédkokulman jilkeen tutkielmassa esitelldén varsinaisesti
tarkasteltavaan aiheeseen liittyvit matemaattiset késitteet aloittaen joukkojen mah-
tavuudesta ja siirtyen joukkojen numeroituvuuteen ja ylinumeroituvuuteen ja néihin
liittyviin ominaisuuksiin.

Lauseiden todistukset jatetddn padosin esittdmétté, koska kyse on jokaiselle ma-
tematiikkaa opiskelleelle tutusta aiheesta. Todistuksiin voi kuitenkin halutessaan tu-
tustua muun muassa Rudinin Principles of Mathematical Analysis [2], Denlingerin
Elements of Real Analysis [22] ja Simovicin ja Tenneyn Theory of Formal Language
with Applications [13] teosten kautta.

2.1. Georg Cantor (1845-1918)

Yksi nykyisen joukko-opin kehittdjistd on Vendjalla syntynyt, mutta suurimman
osan elamastaan Saksassa vaikuttanut Georg Cantor (1845-1918). Hén oli aikansa tai-
tavimpia ja omaperaisimpid matemaatikkoja, jonka keskeisimmaét saavutukset liittyi-
véat ddrettomien joukkojen tutkimiseen. Cantorin innostukseen joukko-opista vaikut-
tivat osaltaan hénen tutkimuksensa koskien padttymattomia trigonometrisia sarjoja,
kontinuumia ja reaalilukuja. [6], [8], [9]

Cantor aloitti joukko-oppia koskevien kirjoitustensa sarjan vuonna 1874 julkais-
ten Crellen Journalissa yhden merkittdvimmisté artikkeleistaan On a Property of the
Collection of All Real Algebraic Numbers liittyen darettomiin joukkoihin. Kyseisessd
artikkelissa hén nosti esille keskeisen havaintonsa siité, kuinka kaikki darettomét jou-
kot eivit olekaan samanlaisia. Esimerkiksi rationaaliluvut ja reaaliluvut oli huomat-
tu erilaisiksi ddrettomiksi joukoiksi. Tdhén havaintoon Cantor péétyi joukon mahta-
vuuteen eli kardinaliteettiin liittyvien késitteiden numeroituvuus ja ylinumeroituvuus
kautta, jotka hén itse maaritteli. Namé& merkittdvat havainnot reaali- ja rationaali-
lukujen joukkojen erilaisuudesta toimivat pohjana Cantorin tuleville tutkimuksille,
joiden kautta hén 1&hti kehittdméaén joukko-oppia. [6], [§]

Cantor julkaisikin vuosien 1874 ja 1897 vilisené aikana useita artikkeleita joukko-
oppiin liittyen. Néiden artikkelien kautta hén vakiinnutti asemansa joukko-opin luo-
jana ja huomasi, ettd ddrettoméit joukot voidaan laittaa tdsmélliseen jarjestykseen,
kuten &érellisetkin joukot. Lisdksi Cantor muun muassa mééritteli joukko-opin ke-
hittymisen kannalta oleelliset transfiniitti luvut eli luvut, jotka eivit ole &dérellisia.
Téllaisia lukuja olivat jéarjestystd ilmaisevat ordinaaliluvut ja kokoa ilmaisevat kardi-
naaliluvut. Kardinaalilukuihin liittyen Cantor muun muassa mééritteli kontinuumin
eli reaalilukujen joukon kardinaaliluvun. Hén ei harmikseen pééssyt missédén vaiheessa

9
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elamédnsi kuitenkaan lopputulemaan siitéd, voiko kaikkia kardinaaliteetteja vertailla
vai ei. Hanen olettamuksensa mukaan kaikki joukot olivat hyvin jarjestettyjd, mista
seuraisi véitteen paikkansapitdvyys. Mitddn todisteita asian puolesta ei kuitenkaan
esitetty. [6], [§]

Cantor esitteli myos muun muassa késitteet perfekti joukko, tihed joukko ja Can-
torin joukko, joihin palataan tutkielman muissa osissa. Samalla hén yritti kuumeisesti
ratkaista nykyisin kuuluisaa kontinuumihypoteesia. Kontinuumihypoteesin mukaan ei
ole olemassa joukkoa, joka olisi mahtavuudeltaan kokonaislukujen joukkoa suurempi
ja samalla pienempi kuin reaalilukujen joukon mahtavuus. Kyseistd kontinuumihypo-
teesid ei ole vieldkd#dn todistettu tai kumottu ja se kuuluukin Hilbertin 23 ratkaise-
mattoman matemaattisen ongelman listaan. [6], [25]

Elaménsé aikana Cantor ei saanut haluaamansa tunnustusta ansioistaan, vaan sai
osakseen pikemminkin vastustusta. Yksi hdnen vastustajistaan oli Leopold Kronec-
ker. Osalla Cantorin vastustajista oli puhtaasti ennakkoluuloja uutta teoriaa kohtaan,
mutta joukon késitteen epdmaédriisyys oli osaltaan aiheellinen syy epéluuloisuuteen.
Cantorin nékokulmasta joukko oli yksinkertaisesti vain "miké tahansa ajateltu ob-
jektien kokoelma”. Lopulta Cantor ei endé kestdnyt saamaansa kritiikkiéd ja erinéis-
ten hermoromahdusten ja depressiokausien jélkeen hén kuoli Hallen mielisairaalassa
vuonna 1918. [6], [8], [25]

Nykyisin Cantor on kuitenkin saavuttanut aseman yhtenid matematiikan historian
keskeisimmisté henkiloistéd. Loihanhan hén joukko-opista matemaattisesti tayspainot-
teisen teorian, jolla oli lisdksi myShemmin suuri vaikutus matematiikan opetukseen.
8], [24

2.2. Adsrellisten ja tiettyjen #iirettémien joukkojen mahtavuus

Seuraavaksi tarkastellaan niin dérellisten kuin muutamien darettomien joukkojen
mahtavuutta. Tétd kautta padstddan késiksi luvun keskeisiin mahtavuuteen liittyviin
késitteisiin numeroituvuus ja ylinumeroituvuus.

MAARITELMA 2.1. Joukko A C R" on dérellinen ja sen kardinaliteetti eli mahta-
vuus on m, jos on olemassa bijektio f: A — {1,2,3,4,...,m} C N.

Toisin sanoen joukon A C R"™ mahtavuus on m, jos joukon A alkiot voidaan
jarjestad yksi yhteen -vastaavasti joukon {1,2,3,4, ..., m} C N alkioiden kanssa. N&in
ollen dérellisen joukon mahtavuus vastaa siis joukon alkioiden lukumé&araé.

ESIMERKKI 2.2. Joukon A = {2,4,6,8,10} C R mahtavuus eli alkioiden luku-
méidrd on 5, koska on olemassa bijektio f: A — {1,2,3,4,5}, f(x) = z/2.

Ei ole kuitenkaan mielekéstd tarkastella pelkastaan darellisid joukkoja, joten siir-
rytadn seuraavaksi darettomiin joukkoihin ja niiden mahtavuuteen.

MAARITELMA 2.3. Jos joukko ei ole dérellinen, se on silloin &areton.

Kuten &aérellisillekin joukoille, osalle dérettomistéd joukoista voidaan méaarittaa
mahtavuus.

MAARITELMA 2.4. Adrettomin joukon A C R” mahtavuus on Xy (luetaan: aleph-
nolla), jos on olemassa bijektio f: A — N.
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Adrettomén joukon A C R™ mahtavuus on siis X, jos joukon A alkiot voidaan lue-
tella siten, ettd A = {ay, as, as, ...}. Kyseiseen méaaritelméén palataan vield seuraavas-
sa luvussa. Myohemmin tullaan muun muassa osoittamaan, kuinka rationaalilukujen
joukon @Q mahtavuus on Nj.

Muut kuin yll& esitellyt mahtavuudet eivéit ole tamén tutkielman kannalta oleel-
lisia, mutta niihin voi tutustua esimerkiksi Simmonsin teoksen Introduction to Topo-
logy and Modern Analysis [1] avulla.

Kaydaan nyt lyhyesti 1dpi, milloin joukot ovat yhtd mahtavat.

MAARITELMA 2.5. Kaksi epétyhjéda joukkoa A, B C R" ovat keskendén yhtd mah-
tavat, merkitddn A ~ B, jos on olemassa bijektio f: A — B.

Kahden yhtd mahtavan, epétyhjian joukon alkiot voidaan siis jarjestdd keskenddn
yksi yhteen-vastaavasti.

ESIMERKKI 2.6. (a) Luonnollisten lukujen joukko N C R on yhtd mahtava osa-
joukkonsa A = {2,4,6,...,2n, ...} kanssa, A ~ N, koska joukkojen vililld on olemassa
bijektio f: N — A, f(z) = 2z. Itseasiassa jokaiselle dédrettomaélle luonnollisten lukujen
osajoukolle A patee A ~ N.

(b) Joukoille N ja N? pitee N ~ N2, Joukkojen vililli on nimittiin olemassa bijektio
f: N’>N, f(m,n)= qum [13, Esimerkki 1.6.22, s. 43].

Tilanteessa, jossa ei 16ydy bijektiota f: A — B ja on loydettéivissd ainakin yksi
injektio f: A — B, sanotaan, ettd joukko B on mahtavampi kuin joukko A.

2.3. Joukkojen numeroituvuus ja ylinumeroituvuus

Seuraavaksi maéaritellasn, milloin joukon voidaan sanoa olevan numeroituva tai
vastaavasti ylinumeroituva. Maarittaméalla kumpi késite kuvaa tarkasteltavaa jouk-
koa, saadaan kisitys siitd, onko tarkasteltava joukko tietylld tapaa pieni vai suuri.
Numeroituvat joukot voidaan nimittédin tulkita kooltaan ylinumeroituvia joukkoja
pienemmiksi.

MAARITELMA 2.7. Joukko A C R™ on numeroituva, jos sen mahtavuus on #érel-
linen tai Ng.

Itseasiassa epétyhjin joukon A C R™ sanotaan olevan numeroituvasti aéreton, jos
sen mahtavuus on Ny. Néin ollen joukko on siis numeroituva, jos se on &dérellinen tai
numeroituvasti adreton.

ESIMERKKI 2.8. (a) Luvun N, mééritelméstd seuraa suoraan, ettd luonnollisten
lukujen joukko N on numeroituvasti ddreton ja siten myos numeroituva. Sama pétee
mydos joukolle N? Esimerkin 2.6b nojalla.

(b) Positiivisten rationaalilukujen joukko Q. on numeroituvasti déreton ja siten nu-
meroituva. Tamé perustuu siihen, ettd joukko Q. , jossa nyt jokainen mahdollisimman
yksinkertaiseksi sievennetty luku huomioidaan vain kerran, on yhtd mahtava joukon
N2 kanssa eli muotoa (m,n) olevien luonnollisten lukujen jirjestettyjen parien joukon
kanssa. Néin on, koska kaikki positiiviset rationaaliluvut ovat muotoa =, missi n,m
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€ N. Joukosta N? tiedetiifin Esimerkin 2.6b perusteella, etti se on yht# mahtava jou-
kon N kanssa. Néin ollen voidaan paételld, ettd joukot Q. ja N ovat yhtd mahtavat,
kuten haluttiinkin.

Myos koko rationaalilukujen joukko @ on numeroituva, koska Q=Q~U{0}UQ™.
Liséksi joukko Q™ on numeroituva, mihin palataan seuraavassa alaluvussa.

Néin on saatu késiteltyd numeroituvat joukot ja voidaan siirtyéd ylinumeroituvuu-
teen.

MAARITELMA 2.9. Joukko A C R"™ on ylinumeroituva, jos se on ddreton ja sen
mahtavuus ei ole ;.

Voidaan siis sanoa, ettd joukko A C R™ on ylinumeroituva, jos se ei ole numeroitu-
va. Téhén liittyen Cantor toi aikanaan esille muun muassa reaalilukujen joukon R ja
sen ylinumeroituvuuden. Viitteen perusteleminen tapahtuu vastaavasti kuin joukon
R™ kohdalla. Tahén perehdytdén seuraavassa alaluvussa.

2.3.1. Numeroituvuuteen ja ylinumeroituvuuteen liittyvid ominaisuuk-
sia. Seuraavaksi tarkastellaan numeroituvuuteen ja ylinumeroituvuuteen liittyvid omi-
naisuuksia, jotta késitteet ymmaérrettéisiin syvallisemmin. Suurin osa luvussa esitet-
tavistd lauseista on tuttuja matematiikan aineopinnoista, joten todistuksiin voi halu-
tessaan tutustua ldhdemateriaalien avulla.

Aloitetaan aiemmista Maaritelmista 2.1 ja 2.4 seuraavasta havainnosta.

SEURAUS 2.10. Joukko A C R™ on numeroituva, jos ja vain jos on olemassa

mjektio f: A — N.
TobisTus. [13, Lause 1.6.9, s. 40] O

Kyseisen seurauksen kohdalla on oltava tarkkana, koska siind EI voida olettaa,
etté olisi olemassa bijektio f: A — N. Bijektiota ei nimittédin ole olemassa, jos joukko
A C R"™ on &érellinen.

Edellisen seurauksen lisiksi seuraava lause on hyoddyllinen joukon numeroituvuu-
den kannalta.

LAUSE 2.11. Olkoot A, B C R"™ joukkoja siten, ettd joukko A on numeroituva. Jos
on olemassa surjektio f: A — B, niin joukko B on numeroituva.

Tobistus. [13, Lause 1.6.12i, s. 40-41] O

Kyseistd lausetta padstdin viela myohemmin hyodyntdméan Lauseen 2.16 todis-
tuksessa.
Tarkastellaan nyt kuitenkin lausetta numeroituvien joukkojen osajoukoista.

LAUSE 2.12. Olkoon joukko A C R™ numeroituva. Tdlloin joukko B C A on
numeroituva.

TobisTus. [2, Lause 2.10, s. 23] O

Néin ollen ylinumeroituva joukko B C R™ ei voi olla numeroituvan joukon A C R"
osajoukko.
Liséksi ddrettomien joukkojen osajoukoista osataan sanoa seuraavaa:



2.3. JOUKKOJEN NUMEROITUVUUS JA YLINUMEROITUVUUS 13

LAUSE 2.13. Olkoon joukko A C R™ ddreton. Tdlloin on olemassa joukko B C A
siten, ettd joukko B on numeroituvasti ddreton.

TobisTus. [22, Lause 2.8.4, s. 126] O

Tastid seuraa itseasiassa se, etté luonnollisten lukujen joukko N on "pienin” déretdn
joukko. Jokaisella dédrettomaélla joukolla taytyy nimittédin olla osajoukko, joka on yksi
yhteen-vastaava luonnollisten lukujen joukon N kanssa.

Osajoukkojen tarkastelusta siirrytdéan vield joukkojen yhdisteen ja karteesisen tu-
lon tarkasteluun.

LAUSE 2.14. Olkoot Ay, As, ..., A,, CR™ ddrellinen mdadrd numeroituvia joukko-
ja. Tdlloin karteesinen tulo Ay X Ag X -+ X A,, on numeroituva.

Tobistus. [13, Lause 1.6.16, s. 41] O

ESIMERKKI 2.15. Joukot N"=N x N x --- x N ja Q"=Q x Q x --- x Q ovat nu-
meroituvia. !

On térked huomata, ettd karteesisen tulon numeroituvuus pétee vain darelliselle
madrélle joukkoja. Seuraava lause pétee puolestaan numeroituvan monelle joukolle.
LAUSE 2.16. Olkoon joukko A; C R"™ numeroituva kaikilla j € N. Tdlloin yhdiste

o0

A; on numeroituva.
i=1

TobisTus.
(1) Oletetaan aluksi, ettd joukot A; C R™ ovat pareittain pistevieraita kaikilla j € N.

(o]
Jotta yhdiste |J A; saadaan nyt osoitettua numeroituvaksi, yritetddn Seurauksen
j=1

2.10 mukaisesti muodostaa injektiivinen funktio f: |J A; — N.
j=1
Koska joukko A; on numeroituva, on olemassa injektiivinen funktio f;: A; — N.
Luetteloidaan nyt alkuluvut, joita on #ddrettémén monta, siten, ettd p; = 2,py =
3,p3 = b,... ja madritellddn funktio f: (J A; — N siten, ettd f(z) = pfj(x) € N.
j=1
Riittaé osoittaa, ettéd funktio f on injektiivinen.
Olkoot pisteet x, y € |J A; siten, ettd = # y.
j=1
(i) jos x € Aj jay € Ay, siten, ettd k # 7, niin télloin
flz) = p;-cj @) + pi’“(w) = f(y), koska p; # py ja voidaan hyodyntid aritme-
tiikan peruslausetta.

(ii) jos z ja y kuuluvat samaan joukkoon A;, niin t&lléin
fi(x) # fi(y), koska funktio f;: A; = N on injektiivinen. Témén ja
aritmetiikan peruslauseen vuoksi pétee
fi(x i(z
fa) =/ # 9P = f(y).
Néin ollen funktio f on injektiivinen ja siten myds yhdiste |J A; on osoitettu

7j=1
numeroituvaksi, kun joukot A; C R" ovat pareittain pistevieraita.
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(2) Oletetaan nyt, ettd joukot A; C R™ eiviit ole pareittain pistevieraita kaikilla
j € N ja midritetddn joukot A} siten, ettd A} = A; x {j}. Kyseiset joukot ovat
o0
selvésti pareittain pistevieraita, joten joukko A" = [ A’ on numeroituva. Merkitéin
j=1
o0
nyt A = |J A;. Télléin projektio Py: A’ — A on surjektio ja siten joukko A on
j=1
Lauseen 2.11 nojalla numeroituva. (l
Néin ollen siis numeroituvan monen numeroituvan joukon yhdiste on numeroituva
riippumatta siitéd, ovatko joukot pareittain pistevieraita vai eivit.
Tarkastellaan seuraavaksi vield perfekteja joukkoja ja niiden numeroituvuutta.

LAUSE 2.17. Jokainen epdtyhjd, perfekti joukko A C R™ on ylinumeroituva.

TobisTtus. Olkoon joukko A C R"™ epétyhjia ja perfekti. Koska joukolla A on
talloin kasautumispisteité, joukon taytyy olla ddreton.

Oletetaan nyt, ettd joukko A on numeroituvasti dareton ja merkitdin A = {ay, as, . . .

Olkoon joukko V; avoin ja rajoitettu joukko siten, ettd a; € Vi. Télloin pétee
Vi N A # (. Jatkamalla tétd induktiivisesti saadaan joukot Vj, j € N, joille pétee siis
ViN A # (. Koska jokainen joukon A piste a; on joukon A kasautumispiste, on nyt
olemassa avoin joukko Vji; siten, ettd

(1) Vj+1 C ‘/ja
(i) a; Vi1,
(i) Vier N A 0.

Olkoon nyt K; = Vj N A. Joukko K; on suljettuna ja rajoitettuna joukkona
kompakti. Liséksi leikkaukseen [ Kj ei sisélly joukon A pisteitd, koska a; ¢ K4

j=1
Koska K; C A, seuraa tésté, ettd ﬁ K; = (. Kuitenkin jokaiselle K pitee, ettd
K; # 0 (iii) ja K; D Kjq (i). Néiist]éi:ilavainnoista seuraa ristiriita, koska tiedetéén,
ettd epétyhjille, kompakteille joukoille, joille K; D Kj 4, pétee ﬁ K; #1012, s. 33].
Néin ollen joukko A on ylinumeroituva. -

O

ESIMERKKI 2.18. Cantorin 1/3-joukko ja reaalilukujen joukko R ovat ylinumeroi-
tuvia, koska kyseiset joukot ovat perfektejd joukkoja.

Vastoin mahdollista alkuvaikutelmaa Cantorin 1/3-joukko ei siis koostu pelkés-
tadn poistettujen vilien padtepisteisté, joita on numeroituva médri, vaan sen sisalté-
mien pisteiden lukumééra on suuri. Cantorin 1/3-joukko voidaankin tulkita numeroi-
tuvuuden kannalta suureksi joukoksi siind missé esimerkiksi joukko R ja vastaavasti
joukko R™.

Nyt saadaan perusteltua myos irrationaalilukujen joukko R\Q ylinumeroituvaksi.



2.3. JOUKKOJEN NUMEROITUVUUS JA YLINUMEROITUVUUS 15

ESIMERKKI 2.19. Todetaan joukko R\Q ylinumeroituvaksi huomaamalla aluksi,
ettd joukko R voidaan esittdd yhdisteend R = Q U (R\Q). Liséksi tiedetaén, etté
joukko @ on numeroituva ja joukko R ylinumeroituvia. Jos joukko R\Q olisi nume-
roituva, seuraisi tésté, ettd myos joukko R olisi numeroituva kahden numeroituvan
joukon yhdisteené. Néin ollen joukko R\Q on vélttaméttd ylinumeroituva.

On hyva huomata, ettd kyseinen esimerkki ei suoraan yleisty joukkoon (R\Q)",
vaan joukkoon R™\Q". On kuitenkin selvéd, ettd myos joukko (R\@Q)" on ylinumeroi-
tuva, koska kyseinen joukko muodostuu ylinumeroituvien joukkojen R\Q karteesisena

tulona, jolle patee R\Q x --- x R\Q > R\Q x {0} x {0} x --- x {0} ~ R\Q.

-~

n n—1

Néin on viimein saatu tutkittua esimerkiksi joukkojen Q™ ja R™ kokoja ja todettua
odotusten mukaisesti, ettd joukko Q™ on numeroituvana joukkona pienempi ylinume-
roituvaa joukkoa R™. Liséksi vastaavasti on havaittu joukon (R\Q)" olevan joukkoa
Q™ suurempi.

Mielenkiintoisena tuloksena reaaliavaruudesta R on myos havaittu, kuinka pienel-
ta vaikuttava Cantorin 1/3-joukko on ylinumeroituvana joukkona rationaalilukujen
joukkoa QQ suurempi.

Ylinumeroituvien joukkojen kokojen vertailuun ei téssé tyossé ole tarkemmin pe-
rehdytty, koska on riittdvad ymmértdd ylinumeroituvat joukot suuriksi. Aiheeseen
voi halutessaan tutustua esimerkiksi Brucknerin, Brucknerin ja Thomsonin teoksesta
Real Analysis [11].






LUKU 3

Bairen kategoria

Cantorin numeroituvuuteen liittyvéisté teoriasta siirrytadn seuraavaksi osittain ky-
seiseen aiheeseen liittyvéaan Bairen kategoriaan. Kyseinen késite on René-Louis Bairen
(1874-1932) kehittdmé, joten sitéd ldhdetédén ldhestymééin Bairen henkilohistorian ja
sithen liittyvien ei-missédén tiheiden joukkojen kautta.

3.1. René-Louis Baire (1874-1932)

René-Louis Baire (1874-1932) on erityisesti Bairen kategoria-lauseesta tunnettu
ranskalainen matemaatikko. Hén oli opinnoissaan erittdin menestyksekés ja péadsi pro-
fessoriksi muun muassa Bar-le-Ducin lycéehen, jossa hin tyoskenteli funktioteorian
parissa. [26]

Baire vaikutti elaménsé aikana Ranskan liséksi [taliassa, jossa ollessaan hén aloit-
ti vuonna 1898 kirjeiden kirjoittamisen Emile Borelin kanssa. Viiden vuoden kirjeen-
vaihdon aikana Baire keskusteli Cantorin joukko-opista ja toi esille muun muassa en-
simmaéisen ja toisen kategorian joukot, joista ollaan seuraavaksi kiinnostuneita.Tané
aikana Baire myds véitteli tohtoriksi epédjatkuvista funktioista. Vuonna 1899 hyvék-
sytysséa vaitoskirjassaan Baire todisti ensimmaéisté kertaa Bairen kategoria-lauseen ja
esitteli ei-missdén tiheét joukot. [10], [26]

Tamén jalkeen Bairen heikko terveys vaikutti hédnen eldmé&dnsi niin, ettei hén
pystynyt edistdmédn matematiikka kuin lyhyissé jaksoissa. Han oli myos tyytyméaton
matala tasoiseen tyohonsa lycéissa. Onnekseen hén kuitenkin péési tyoskentelméan
Montpellierin yliopistoon vuonna 1901 ja téné aikana hén keskittyi muun muassa ir-
rationaalilukuihin. Heikon terveytensa vuoksi Baire kuitenkin luopui téistdan vuonna
1914. [26]

Yhdeksi syyksi Bairen heikkoon terveyteen epéiltiin opiskeluaikaista ylirasitusta.
Toiseksi syyksi esitettiin suurta turhautumista, jonka oli aiheuttanut se, ettd akatee-
miset auktoriteetit eivit olleet tunnustaneet hdnen saavutuksiaan. Baire oli kokenut
itsensd kaltoinkohdelluksi muun muassa, koska ei saanut professuuria Pariisissa. Té-
mén vuoksi hén lopulta masentui. Lisdksi Baire koki, ettd hénen kanssaan kokonais-
luvuista kirjeenvaihtoa kaynytté, hdntd nuorempaa Lebesgueta suosittiin epéreilusti.
He kiistelivit esimerkiksi vuonna 1904 oikeudesta eréén kurssin opettamiseen. [9], [26]

Vuoden 1918 jélkeen matemaattinen yhteiso havahtui Bairen kohteluun ja yritti
hyvittda hidnen ansioidensa tunnustumattomuuden. Héanelle suunniteltiin oppituolia
Collége de Franceen, mutta suunnitelmat eivat koskaan toteutuneet. Hén sai kuitenkin
arvostetun kunniamerkin Chevalier de la Legion d’Honneur ja liséksi hanet valittiin
vuonna 1922 vaikuttavan Academy of Sciencen jéseneksi. [26]

Elaménsd aikana Baire otti ratkaisevia askelia siirtyessddn pois funktioiden ja
jatkuvuuden intuitiivisesta ideasta ja ndhdessdén ddarettoméat joukot oleellisena osana
tasmallista reaalianalyysia. [26]
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3.2. Ei-missién tiheit joukot

Seuraavaksi tutustutaan Bairen kehittdmédn teoriaan ei-missédn tiheistd joukois-
ta, joka on keskeisessd osassa myShemmin esiteltdviassd Bairen kategoria -teoriassa.

MAARITELMA 3.1. Joukko A C R"™ on ei-missddn tihed avaruudessa R™, jos jokai-
selle avoimelle pallolle B(x,r) joukossa R™ on olemassa avoin pallo B(z,d) C B(z,r)
siten, ettd AN B(z,d) = 0.

Ei-missédén tihedn joukon méédritelméa kannattaa verrata madritelméan tihedsta
joukosta. Kyseisen mééritelmédn mukaan joukko A C R™ on tihed avaruudessa R",
jos A = R" tai yhté pitivisti, jos jokaiselle avoimelle pallolle B(x,r), missid z € R,
péitee B(x,r) N A # (.

Téssé vaiheessa on téarked huomata, etté jos joukko A C R™ ei ole ei-misséén tiheé,
se ei tarkoita, ettéd joukko olisi tihed. Myoskaéan siité, ettd joukko A C R™ ei ole tihed,
el seuraa, ettd se olisi ei-misséén tihed. Tétd havainnollistetaan vield mychemmin
Esimerkissé 3.3c.

Tarkastellaan nyt, miten ei-misséén tihedn joukon voi tunnistaa suhteellisen yk-
sinkertaisesti.

LAUSE 3.2. Joukko A C R™ on ei-missddin tihed, jos ja vain jos int(A) = ().

TopisTUS. Oletetaan aluksi, ettd int(A) = (. Téllsin joukolla A ei ole sisépisteiti
z eli ei ole olemassa sidettd r > 0 siten, ettd B(x,r) C A. On siis olemassa piste
z € B(z,r) siten, etté z ¢ A. Koska piste z € A°, missi joukko A on suljetun joukon
A komplementtina avoin joukko, on olemassa § > 0 siten, etti B(z,d) C B(z,7) ja
B(z,6) N A = (). Koska A C A, seuraa tisti, etti on olemassa § > 0 siten, etti
B(z,0) C B(x,r) ja B(z,d) N A = (. Niin ollen joukko A on ei-missidén tiheé.

Oletetaan sitten, ettd joukko A on ei-misséddn tihed ja tehdédédn antiteesi, jonka
mukaan int(A) # ). Télléin joukolla A on ainakin yksi siséipiste eli on olemassa piste
r ja side r > 0 siten, ettd B(x,r) C A. Talléin kaikille pisteille z ja siteille § > 0,
joille B(z,6) C B(x,r), pitee ANB(z,8) # 0. Koska 6 > 0, seuraa téstd vilttamaitta,
ettd kaikille pisteille z ja séteille 6 > 0, joille B(z,d) C B(x,r), pitee AN B(z,0) # (.
Tamaé on vastoin joukon A ei-misséén tiheytté, joten antiteesi on vaérin ja siten pétee

int(A) = 0. O

Edellisesté lauseesta seuraa, etté jos joukko A C R™ on ei-missééin tihed, niin myos
joukko A on ei-missddn tihed. Tité tietoa hyodynnetdin myohemmin esiteltdessi
Bairen kategoria-lause.

On myos hyvé havaita, ettd avaruudessa R Lause 3.2 on selvésti yhtapitava lauseen
kanssa, jonka mukaan joukko A C R on ei-misséén tihes, jos ja vain jos sen sulkeuma A
ei sisdlla epatyhjid, avoimia vélejéd. Tata tietoa hyodynnetdén seuraavassa esimerkissé
tarkasteltaessa Cantorin 1/3-joukon ei-misséaén tiheytté.

ESIMERKKI 3.3. (a) Joukko N™ on ei-misséén tihed avaruudessa R™.

(b) Avaruuden R™ jokainen yksittédinen piste {x} on ei-misséén tihed avaruudessa R™.

(c) Joukko A = ]0, 1[" i ole ei-missién tihed avaruudessa R", koska int(A) = int([0,1]") =
10, 1[™ # (. Kyseinen joukko ei ole mydskéiin tihed, koska A = [0, 1]™ # R".
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(d) Cantorin 1/3-joukko C' = [ C,, on ei-missidén tihed reaaliavaruudessa R. Koska

n=1
Cantorin joukko C' on suljettu, tdmén osoittamiseksi riittda nédyttéd, ettd kyseinen
joukko ei sisilld avoimia vileja. Olkoon siis J avoin vili valilla [0, 1] ja olkoon sen
pituus A. Valitaan nyt luku n € N siten, ettd 1/3" < \. Jokaisen joukon C,, siséltdmé&n
vélin pituus on Cantorin joukon mééaritelmén pohjalta 1/3" < A. Lisdksi kyseisen
médritelmén perusteella tiedetédédn, ettd joukon C), sisdltdamét vélit ovat pareittain
pistevieraita. Néin ollen joukko C), ei voi siséltda valid J ja siten ei myoskédan Cantorin
o0
joukko C' = [ C,. Cantorin joukko ei siis sisilld avoimia vileji ja on siten ei-misséén
n=1
tihed.
Seuraavan lauseen kautta on joskus helppo ldhestyé tarkasteltavan joukon mah-
dollista ei-missédén tiheytta.
LAUSE 3.4. Olkoot Ay, As, ..., A, C R"™ ei-missddn tiheitd joukkoja. Tdlloin

U A; on ei-missddn tihed.
j=1

Tobistus. Olkoot joukot A; ja As ei-missédén tiheitd joukkoja. Osoitetaan, etta
A U Ay on ei-missdan tihed. Tata kautta viite saadaan patemédn kaikille aérellisille
yhdisteille ei-misséén tiheitd joukkoja.

Olkoot siis joukot A; ja Ay ei-missédén tiheitd joukkoja ja olkoon joukko A =
Ay U Ay, Tallosin A = A; U Ay, joten tiytyy osoittaa, ettd int(A) = (), kun tiedetisn,
ettd int(A4;) = int(Ay) = 0. Olkoon nyt B avoin joukko siten, ettid B C A; U A,. Jos
piste x € B, niin miké tahansa pisteen  ympéroivé pallo joukossa B siséltéé pisteité
joukoista A; ja A,. Jos niin ei olisi ja pallo ei sisdltiisi esimerkiksi joukon A; pisteits,
pallo sisiltyisi joukkoon Ay, miké on vastoin oletusta int(As) = (. Niin ollen miké
tahansa avoin joukko B joukossa A; U A, siséltyy joukkoon A; N A, ja siten pitee
B = 0. O

On téarkedd huomata, ettd Lauseessa 3.4 puhutaan vain #érellisestd yhdisteesta.
Kyseinen viite ei nimittdin pdde numeroituvalle yhdisteelle, kuten néhdédén seuraa-
vasta esimerkista.

ESIMERKKI 3.5. Joukko Q" on numeroituva yhdiste ei-missédén tiheitd joukkoja,
koska jokainen yksittdinen piste {q} € Q" on ei-missdén tihed avaruudessa R™ ja
toisaalta Q" = |J {q}. Kuitenkin piitee int(Q") = int(R") = R™ # (. Niin ollen

qeQn
joukko Q" ei ole ei-missdén tihed joukossa R™. Itse asiassa kyseinen joukko on nyt

tihed avaruudessa R”, koska Q" = R™.

3.3. Bairen kategoria

Seuraavaksi péadstadn hyodyntdméadn tietoa ei-missdéan tiheistd joukoista tutus-
tuttaessa Bairen kehitteleméén teoriaan, jonka mukaan joukot voidaan jakaa kahteen
erilaiseen kategoriaan.

MAARITELMA 3.6. Joukko A C R"™ on ensimmdistd kategoriaa, jos on olemassa

[e.9]
ei-missdédn tiheédt joukot A; C R™ siten, ettd A = (J A;.
j=1
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Jos joukko A ei ole ensimmaéistd kategoriaa, se on toista kategoriaa. Liséksi en-
simmaistd kategoriaa olevan joukon A komplementtia R™\ A sanotaan residuaali-
joukoksi.

ESIMERKKI 3.7. (a) Cantorin 1/3-joukko on ei-missddn tihedné joukkona ensim-
méistd kategoriaa avaruudessa R.

b) Joukko N" on ei-missdédn tihednd joukkona ensimmaisté kategoriaa avaruudessa
J g
R™,

(c) Joukko Q" on ei-misséén tiheiden joukkojen numeroituvana yhdisteend ensim-
méistd kategoriaa avaruudessa R™.

(d) Reaaliavaruudessa R rationaalilukujen joukko @ on ensimméisté kategoriaa, joten
irrationaalilukujen joukko R\Q on residuaalijoukko.

On kuitenkin téarked huomata, ettéd joukon kategoria voi vaihdella valitun metrisen
avaruuden mukaan [ks. 20, s. 619]. Néin ollen téssé luvussa esiteltévid esimerkkejé ei
tule suoraan yleistdd muihin avaruuksiin.

Seuraavaksi esitellddn vield muutama lause, joita voi hyodyntdd luokiteltaessa
joukkoja eri kategorioihin. Naistd lauseista jélkimméinen on Bairen kategoria-lause
avaruudessa R™.

LAUSE 3.8. Jos joukot A; C R" ovat ensimmdistd kategoriaa kaikilla j € N, on

joukko A = |J A; ensimmdistd kategoriaa.

7j=1
TobpisTUS. Koska jokainen joukko A; on ensimméisen kategorian joukkona nu-

(0.0
meroituva yhdiste ei-missddn tiheistd joukoista, on my6s joukko (J A; numeroituva

7j=1
oo
yhdiste ei-misséén tiheitd avaruuden R™ osajoukkoja. Néin ollen joukko A = J A,
j=1
on ensimmaéistéa kategoriaa. U

LAUSE 3.9. (Bairen kategoria-lause avaruudessa R™)
Olkoon A numeroituva yhdiste ei-missddn tiheitd joukkoja avaruudessa R™. Til-
loin joukko R™\ A on tihed avaruudessa R™.

TobisTus. Olkoon A = |J A;, missé joukko A; on ei-misséén tihed kaikilla j € N
j=1

ja olkoon By epityhji, avoin pallo avaruudessa R™. Osoitetaan, ettd (R™\ A)N By # ().

Koska joukko A; on ei-missdén tihed, on olemassa piste x1 € By ja side ry <
1 siten, ettd B(zy,71) C By ja B(xy,r) N A; = 0. Vastaavasti, koska joukko A,
on ei-missddn tihed, on olemassa piste xo € B(x1,71) ja sidde r9 < 1/2 siten, ettd
B(xg,75) C B(xy,71) ja B(xa,75) N Ay = (. Niin jatkamalla ja merkitsemalls, etts
B(z;,r;) = B, kaikilla j € N, saadaan pallot By D By D By D ... siten, ettidr; < 1/j
ja ettd pitee B; N A; = (.

Jono {z;} on nyt Cauchy-jono, koska d(x;, ) < d(x;,zn) + d(zn,zk) < 2N,
kun 7,k > N. Koska avaruus R" on tédydellinen, on olemassa piste x € R" siten, etté
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x; — x. Nyt piste ;41 € Ej kaikilla j € N, joten z € ﬂlﬁj C By ja siten x € Ej
]:

oo
kaikilla j € N. Jos nyt z € A = [J A;, niin valttaméattd z € A; jollain j € N. Olkoon
j=1
tdmé joukko nyt Ay, jolloin z € A,. Koska x € Ej kaikilla 5 € N, voidaan valita k
siten, ettd x € Ekﬂ, jolloin siita, etta EkH C By seuraa, ettd x € By. Télloin olisi
siis olemassa piste x siten, ettd x € Ay ja r € By. Tamaé on vastoin sité, ettd aiemmin
todettiin kaikille j € N pétevin B; N A; = (). Ei siis voi olla olemassa indeksid j € N
siten, ettd x € A;. Néin ollen on olemassa piste x siten, ettd = € (R"\A) N By ja siten
(R™\A)N By # 0. 0

Bairen kategoria-lauseesta seuraa siis, ettd avaruudessa R™ residuaalijoukot ovat
tiheitd. Liséksi kyseisesté lauseesta saadaan péételtyd avaruuden R™ kategoria, kuten
seuraavasta esimerkistd nahd&én.

ESIMERKKI 3.10. Joukko R" on toista kategoriaa avaruudessa R™. Jos néin ei olisi,
joukko R"™ olisi ensimmiiisti kategoriaa ja sen komplementtijoukko () olisi residuaali-
joukko. Tilloin Bairen kategoria-lauseesta seuraisi, ettd joukko @) olisi tihed, miké ei
ole totta. N&in ollen joukon R"™ on oltava toista kategoriaa avaruudessa R".

Kun tiedetaén joukon R™ kategoria, saadaan Bairen kategoria-lauseen avulla viel&
padteltyé, etté residuaalijoukot ovat paitsi tiheitd, myos toista kategoriaa avaruudessa
R™. Jos jokin residuaalijoukko olisikin nimittdin ensimmaéistd kategoriaa, voitaisiin
joukko R™ esittdd yhdisteend ensimméisen kategorian joukoista A ja R\ A. Talloin
Lauseesta 3.8 seuraisi, ettd myos joukko R™ olisi ensimmaéistd kategoriaa, mikd on
vastoin Esimerkkid 3.10. Néin ollen avaruuden R"™ residuaalijoukot ovat vilttaméatta
toista kategoriaa.

ESIMERKKI 3.11. Joukko R\@Q on avaruuden R residuaalijoukkona toista katego-
riaa avaruudessa R.

Vaikka edellinen esimerkki yleistyykin vain joukkoon R™\Q", on toisaalta myos
joukko (R\Q)" toisen kategorian joukko. On nimittdin uskottavaa, ettd jos joukkoa
R\Q ei voida esittdd yhdisteend ei-misséén tiheistd joukoista, ei ndin voida tehda
myoskian joukon karteesiselle tulolle (R\Q)™ [ks. tarkemmin 3, Lause 15.3, s. 57].

Néin on esimerkkien kautta tutustuttu Bairen kategorioihin ja voidaan nostaa
esille tdhan tyohon keskeisesti liittyva aihe joukon koosta. Téydellisissé metrisissa
avaruuksissa ensimmaéisen kategorian joukot voidaan tulkita kategoriamielesséd "pie-
niksi”, kun taas residuaalijoukot ovat tdssd mielessd "suuria”’. Residuaalijoukot ovat
nyt “suuria”, koska ne ovat tiheitd ja jokainen residuaalijoukkojen jonojen leikkaus on
edelleen tihed. Néin ollen ensimmaéisen kategorian joukot ovat "pienid”, koska niiden
komplementtijoukot ovat aina tiheité ja milld tahansa ensimmaéisen kategorian jouk-
kojen yhdisteelld on tihed komplementti. Talla periaatteella aiempien esimerkkien
pohjalta voidaan todeta, etté esimerkiksi rationaalilukujen joukko Q ja Cantorin 1/3-
joukko ovat kategoriamielessé "pienid” ja vastaavasti joukko R\Q "suuri” avaruudessa
R.

Itse asiassa taydellisisséd metrisisséd avaruuksissa myos toisen kategorian joukot ovat
"suuria”, koska ne ovat residuaalijoukkoja. Néin on esimerkiksi joukon R\@Q suhteen.
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Vastaava ei kuitenkaan péde, jos liikutaan epitédydellisessd metrisessid avaruudessa.
Tamén vuoksi tulee aina olla tarkkana sen suhteen, miké avaruus on kyseessa.



LUKU 4

Joukon mitta

Cantorin pohdinnat liittyen joukon kokoon eivit vaikuttaneet vain Baireen, vaan
myohemmin muun muassa my6s Henri Lebesgueen (1875-1941) ja Felix Hausdorffiin
(1862-1942). Seuraavaksi tarkastellaankin téhén liittyen joukon kokoa mitan késitteen
kautta. Tarkoituksena on tutustua Lebesguen ja Hausdorffin henkilotarinoiden kautta
sithen, miten joukon kokoa voidaan arvioida Lebesguen mitan ja Hausdorff-mittaan
liittyvén Hausdorff-dimension avulla.

Lebesguen mitta on ldhelld monille tuttua Jordan mittaa, joten siihen liittyvit to-
distukset jéatetddn téssé esittamatta. Todistuksiin voi kuitenkin halutessaan tutustua
muun muassa Burken teoksen Lebesgue Measure and Integration - An Introduction
[12] kautta. Hausdorff-dimensio ja siihen liittyvd Hausdorff-mitta ovat monille puo-
lestaan hieman tuntemattomampia késitteitd, joihin pyritddn tutustumaan paremmin
muutamien todistuksien kautta.

4.1. Henri Lebesgue (1875-1941)

Cantorin kehittdméa joukko-oppi johti vihitellen uusiin teorioihin liittyen mitalli-
suuteen ja integroimiseen. Muun muassa néitd aiheita tutki ranskalainen Henri Le-
besgue (1875-1941), jota on tituleerattu jopa “jatkoajan Arkhimedeeksi”. Hén oli niin
opettajana kuin tutkimustoissd toiminut etevd matemaatikko, joka ehti elaménsé ai-
kana kirjoittaa monta kirjaa ja artikkelia mittateorian lisdksi muun muassa joukko-
opista. [8], [27]

Teorian mitasta Lebesgue muotoili vuonna 1901 artikkelissaan Sur une générali-
sation de lintégrale définie ja sité seuraavana vuonna vaitoskirjassaan tahén liittyen
maédritelmén Lebesguen integraalista mullistaen integraalilaskennan. Osaltaan tdhén
olivat vaikuttaneet Lebesguen vuosien 1898-1899 tutkimukset Bairen téista liittyen
epdjatkuviin funktioihin. Hén oli nimittdin havahtunut siihen, kuinka paljon tdhén
aiheeseen liittyen voisi vield saada aikaiseksi. Lebesguen ty6 kuitenkin erosi yleises-
ti hyviksytyistd ndkemyksistd niin paljon, ettd hdn sai Cantorin tapaan osakseen
laajasti niin ulkoista kritiikkid kuin sisdistd epéilyé. [27]

Lebesguen taitavuudesta matemaatikkona kertovat kuitenkin muun muassa hénen
saavutuksensa liittyen Fourier analyysiin, josta hén kirjoitti véitostyossédan integraa-
lin liséksi. Lebesgue myos kutsuttiin jo nuoressa iéssé ja vieldpa kahdesti pitdmé&aan
Cours Peccot Collége de Franceen. Kyseessa oli lyhyen luentosarjan pitdminen omista
tutkimusaiheista. Kunnian tdhén saivat kuitenkin vuosittain vain muutama edistynyt
matemaatikko. [27]

Itseasiassa juuri Cours Peccotin aikana Lebesgue tutustui Baireen henkiloné ja
ajautui tdman kanssa riitoihin liittyen siihen, kenelld oli suurin oikeus opettaa ky-
seistéd kurssia. Kurssien pohjalta Lebesgue kirjoitti vield muun muassa primitiivisten
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funktioiden integroinnista ja trigonometrisistd sarjoista, mutta sai jilleen osakseen
vastustusta, kuten moni muukin matemaatikko aikanaan. [27]

Ajoittaisesta vastustuksesta huolimatta Lebesguen nidkemyksié alettiin vihitellen
hyvéaksya vuoden 1910 tienoilla. Hanet valittiinkin eldménsé aikana moniin arvostet-
tuihin akatemioihin, kuten Academy of Scienceen. Liséksi héin sai useita kunniatoh-
torin arvoja ja voitti lukuisia palkintoja. [27]

4.2. Lebesguen mitta

Lebesguen kehittdmén Lebesguen mitan avulla saadaan méariteltyd avaruuden
R™ osajoukon A mitta, joka yksinkertaisissa tapauksissa vastaa geometrista mittaa.
Niin ollen avaruuden R! janan Lebesguen mitta vastaa janan pituutta, avaruuden R?
suorakaiteen mitta sen pinta-alaa, avaruuden R? suorakulmaisen laatikon mitta sen
tilavuutta ja niin edelleen. Tapauksessa n puhutaan yleensé n-ulotteisesta tilavuudes-
ta.

MAARITELMA 4.1. Jos joukko A = {(x1,29,...,2,) € R" : a; < x; < b;} on
avaruuden R" suuntaissarmio, niin

vol™(A) = (b — a1)(bz — az) -+ (by — an)
madritellddn joukon A n-ulotteiseksi tilavuudeksi.
Néin padstaan Lebesguen mitan késitteeseen.

MAARITELMA 4.2. Olkoon A avaruuden R" osajoukko ja olkoot joukot A; ava-
ruuden R™ suuntaissarmioita. Lukua

L'(A) = inf{i vol"(A;): A C G A}

sanotaan joukon A n-ulotteiseksi Lebesquen (ulko)mitaksi.

Lebesguen mitalla pyritdéan siis méarittdmasan joukon koko peittamalléd tarkastel-
tava joukko ulkoapéin yksinkertaisilla joukoilla, kuten suorakulmioilla, joiden mitta
tiedetéddn ja tehden siten mahdollisimman hyvéa arvio.

Lebesguen mitta ei voi saada negatiivisia arvoja, joten 0 < L£"(A) < co. Kyseessi
onkin joukkofunktio £" : P(R") — [0, oc], missd P(R") = {A: A C R"} on joukon
R™ potenssijoukko.

ESIMERKKI 4.3. Jokaiselle pisteelle {p} C R™ pétee L"({p}) = 0. Témé& ndhdaén
valitsemalla € > 0 ja joukot A; = |py —€,p1 +€[ X |po — €, p2 +€[ X -+ X |p, — €, p + €]

ja Ag = Az =--- = (). Talloin {p} C |J A; ja Maéritelmén 4.2 perusteella
j=1

L"({p}) < ivol"(Aj) = vol"(Ay) =2"" — 0,

kun € — 0. Néin ollen £"({p}) = 0.

Kun joukolle A C R™ pétee L™"(A) = 0, sanotaan, ettd joukko A on nollamittainen.
Kaikki téllaiset joukot voidaan ymmaéartaéd hyvin pieniksi.
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ESIMERKKI 4.4. Cantorin 1/3-joukolle C' pétee C' = ﬂ C,,, missé jokainen joukko

C, 51saltaa 2" kappaletta vilejd, joiden pituudet ovat 1 /3" Kun n — oo, pitee
2" 55 — 0, joten L1(C') = 0 [ks. tarkemmin 22, lause 3.4.21, s. 170-171]. Kyse on siis
Lebesguen mitan kannalta pienestd joukosta.

Lebesguen mitalle patee seuraava tédrked ominaisuus, jota hyodynnetddn muun
muassa Esimerkissa 4.6.

LAUSE 4.5. Olkoon I C R"™ n-vali. Talloin L™(1) = vol™(I).
Tobistus. [12, Lause 3.1, s. 95-96] O

ESIMERKKI 4.6. Olkoon n = 2. Tarkastellaan janaa tasossa eli joukkoa A =
{(2,0): a <z < b} CR2 Olkoon nyt € > 0 ja A; = |a —€,b+ €| X |—¢, e[ C R? avoin
2-vili ja Ay = A3 = -+ = (). Néin ollen joukko A C |J A, ja Mééritelmén 4.2 nojalla

j=1

2(A) < ZUO[Z(AJ') = vol?(A;) = 2e(b— a+ 2¢) — 0,

kun € — 0. Téllsin L2(A) = 0. Sama piitee kaikille Lebesguen mitoille £"(A), kun
ACR" n>2janeN.

Jos taas joukko A ajatellaan reaaliakselin R osajoukoksi, se on muotoa [a,b] ja
télloin Lauseen 4.5 perusteella £'(A) = b —a # 0.

Kuten edellisestéd esimerkistd ndhdéddan, Lebesguen mitta on siis dérellinen, posi-
tiivinen luku korkeintaan yhdelld arvolla n.

Kyseiseen mittaan liittyy lisdksi vield muutama tdmén tutkielman kannalta oleel-
linen ominaisuus, joita tarkastellaan ennen viimeisia esimerkkejé.

LAUSE 4.7. Joukkofunktiolla L™ : P(R™) — [0, 00] on ominaisuudet:

(i) £"(0) =

(ii) Jos A C B C R", niin L"(A) < L™*(B). (monotonisuus)

“

(iii) Jos Ay, Ag,--- C R™, niin L™( Ej Aj) <

Jj=1 J

L(A;). (subadditiivisuus)
1

Tobistus. [12, Lause 3.1, s. 95-99] O

Lauseen 4.7 ominaisuudet pétevit kaikille avaruuden R™ osajoukoille ja osoitta-
vat, ettd Lebesguen mitta on mitta avaruudessa R"™. Kun rajoitutaan tutkielmassa
keskeisiin Borel-joukkoihin, saadaan péateméian myos seuraava térked ominaisuus:

LAUSE 4.8. Jos joukot A; ovat erillisidé Borel-joukkoja, niin

E"(U Aj) Z L"(A;). (taysadditiivisuus)

Tobistus. [17, Lause 3.2, s. 19-2()] O
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Taysadditiivisuus patee muillekin joukoille kuin Borel-joukoille, mutta tassa tut-
kielmassa riittaa keskittya Borel-joukkoihin.

Néin paastddan tarkemmin tutkimaan avaruuden R™ ja muutamien sen osajoukko-
jen Lebesguen mittaa.

ESIMERKKI 4.9. (a) Joukolle R™ pitee £"(R") = co. Tamé nahdaén valitsemalla
jono sisékkéaisia avoimia n-vélejd Ay C Ay C -+, joille A; = (—7,7)", kunj = 1,2, ...
Talloin nimittdin Lauseesta 4.7ii ja 4.5 seuraa, ettd

L"(R") > lim L"(A;) = lim vol"(4;) = lim (25)" = oc.
j—00 j—00 j—o00

(b) Joukolle N ja joukolle Q™ patee L"(N™) = L"(Q") = 0. Téhén palataan tarkem-

min luvussa 5.3.

(c) Ratinaalilukujen joukko @ ja irrationaalilukujen joukko R\Q sen komplementtina
ovat erillisid Borel-joukkoja, jolloin Lauseen 4.8 ja tdmén esimerkin a ja b -kohtien
mukaan

00 = L(R) = L(QUR\Q) = £1(Q) + £ (R\Q) = L' (R\Q).

Esimerkin 4.9 c-kohta yleistyy joukkoon R™\Q", joten kyseiselle joukolle pitee
LR\ Q") = oco. My6s joukolle (R\Q)™ pétee L"((R\Q)") = oo, mutta tamé pe-
rustuu sithen, kuinka Lebesguen mitta késittelee karteesista tuloa [ks. tarkemmin 15,
Lause 14, s. 375-376].

Lebesguen mitan perusteella on néin saatu, etté esimerkiksi Cantorin 1/3-joukko
seké joukot N" ja Q" ovat nollamittaisina joukkoina pienid, kun taas joukot R"™ ja
(R\Q)" ovat suuria niiden mitan ollessa ddreton. Seuraavaksi voidaankin siirtyd Fe-
lix Hausdorffin elamé&én ja siihen, mitd uutta Hausdorff-mitta ja -dimensio tuovat
Lebesguen mittaan verrattuna.

4.3. Felix Hausdorff (1862-1942)

Saksalaista Felix Hausdorffia (1862-1942) pidettiin aikansa Cantorilaisena numero
1 ja hén olikin yksi joukko-opin jatkajista Cantorin jattéytyessa elidkkeelle. Cantorin
joukko-opista kiinnostuneena hin jatkoikin Cantorin jalanjéljissd kehittden joukko-
opista matematiikan oman haaran, joka tuki niin yleistd topologiaa kuin mittateo-
riaakin. Lisdksi hédn aloitti yleisen topologian muotoilun siihen muotoon, missé se
nyky#ddn ymméarretddn ja myotdavaikutti merkittdvésti mittateorian kehitykseen. [9],
19

Hausdorff olikin yksi 1900-luvun alun etevimpia saksalaismatemaatikkoja, vaikka
hén olikin etenkin nuorempana kiinnostuneempi kirjallisuudesta kuin matematiikas-
ta. Kirjallisuuden kiinnostuksen ohella héan kuitenkin véaitteli tohtoriksi matematii-
kan astronomiaan soveltuvista sovelluksista ja vuonna 1904 hén aloitti tyoskentele-
méan topologian ja joukko-opin parissa, mitéd kautta hianesta tuli kuuluisa. Han esit-
teli muun muassa osittain jarjestetyt joukot. Han toimi myo6s professorina ja julkaisi
vuonna 1914 kuuluisan teoksensa Grundziige der Mengenlehre, jossa luotiin teori-
aa topologiasta ja metrisistd avaruuksista. Kyseinen teos toimi perustana modernille
joukko-opille. Vuonna 1919 Hausdorff liséksi esitteli artikkelissa Dimension und dusse-
res Mass Hausdorff -mitan ja Hausdorff -dimension, joka oli yleistys Carathéodoryn



4.4. HAUSDORFF -MITTA JA -DIMENSIO 27

alemmin kehitteleméstéa teoriasta ja Lebesguen teoriaa monipuolisempi. Kyseisessé
artikkelissa Hausdorff esitteli kuuluisan tuloksen Cantorin joukon dimensiosta, johon
palataan tdmén tutkielman viimeisessd luvussa. [19], [28]

Hausdorff jatkoi tutkimuksiaan matematiikan parissa eldménsi loppuun asti ja
tutki monipuolisesti niin mittateoriaa, topologiaa kuin esimerkiksi todennékoisyys-
teoriaakin. Juutalaisen taustansa vuoksi hdn kuitenkin péétyi lopulta itsemurhaan
vilttadkseen natsien ylldpitdmén keskitysleirin. [19], [28]

Hausdorffista ehti ansioidensa vuoksi kuitenkin tulla tarked matemaatikko, jonka
tyot ovat sdilyneet nykypéivaéan asti relevantteina ja vaikutusvaltaisina. [28]

4.4. Hausdorff -mitta ja -dimensio

Hausdorffin kehitteleméd Hausdorff-mitta on yleistys aiemmin esitellystd Lebes-
guen mitasta. Se on siitd merkittdavé, ettd se on maédritettavissa kaikille joukoille.
Toisin kuin Lebesguen mitassa, jossa joukko peitetdén esimerkiksi suorakulmioilla,
Hausdorff-mitassa joukko peitetddn mielivaltaisella joukolla, kuten esimerkiksi pal-
loilla.

Hausdorff-mitan késitteen avulla péadstaan késiksi luvun keskeisimpéén asiaan eli
Hausdorff -dimensioon. Kyseinen késite on tarkeé, koska toisin kuin Lebesguen mitta,
se pystyy erottelemaan nollamittaisia joukkoja toisistaan.

Maaritelladan kuitenkin aluksi Hausdorff-mitta, joka on tdmén tutkielman kannalta
riittava madritella vain avaruudessa R”™.

MAARITELMA 4.10. (a) Olkoon E epétyhja avaruuden R™ osajoukko. Téll6in
|E| =sup{lz —y|: 2,y € E}

on joukon FE halkaisija.

(b) Olkoon {E;} numeroituva kokoelma joukkoja, joille A C |J E; ja 0 < |E;| < ¢
j=1

kaikilla j € N. Télloin {E;} on joukon A §-peite.

MAARITELMA 4.11. Olkoon A avaruuden R" osajoukko ja s > 0. Méaritellaan
kaikille 6 > 0

H5(A) = inf{z |E;|* - {E;} on joukon A ¢ — peite}.
j=1
Talloin Hausdorff -mitta on raja-arvo H*(A) = <lsincl) Hi(A).
—

HUOMAUTUS 4.12. Sovitaan jatkoa varten, etté |0|* = 0 ja |[{z}|° = 0° = 1 kaikilla
0<s<oojaxrCR™

Ajatuksena Hausdorff-mitassa on siis minimoida halkaisijoiden s:nsistd potens-
seista saatu summa, kun tarkastellaan sellaisia joukon A peittdvid joukkoja, joiden
halkaisija on korkeintaan . Luvun § pienetessi joukon A mahdollisten peitteiden
lukuméaéra véhenee, joten H3(A) kasvaa saavuttaen raja-arvon, kun § — 0.

ESIMERKKI 4.13. Yksittéiselle pisteelle {z} C R" piitee H°({z}) = 1, koska piste
{x} voidaan peittdd yhdelld d-peitteelld Ei, jolle |E1|® = 1. Joukoiksi E;, missd j =
2,3,..., valitaan E; = (), jolloin Huomautuksen 4.12 nojalla |Ey| = --- = |E,| = 0.
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ESIMERKKI 4.14. Similaarikuvaukselle S, jolla on skaalauskerroin A > 0 ja joukolle
A C R” patee H*(S(A)) = NH?(A). Jos nimittdin {E;} on joukon A é-peite, niin
vastaavasti {S(E;)} on kuvauksen S(A) Aé-peite. Talloin

Z IS(E)I" =N |Bl°,

j
joten ottamalla infimum saadaan H3;(S(A)) < A¥H3(A). Kun 6 — 0, niin H*(S(A)) <
NH#(A). Késnteinen epiyhtild saadaan muuttamalla S = S~ jolloin A = A1 ja
A=S(A).

Hausdorff-mitalle patevat Lebesguen mitan tapaan Lauseen 4.7 vaatimukset mu-
kaan lukien erillisten Borel-joukkojen taysadditiivisuuden.

LAUSE 4.15. Hausdorff-mitta H*(A) on mitta.
TobisTus. [11, s. 326-327] O

Jatkon kannalta on tédrkedd huomata, ettd Hausdorff-mitta on positiivinen ja &&-
rellinen korkeintaan yhdelld eksponentin s arvolla:

LAUSE 4.16. Olkoon A C R™.
(a) Jos H¥(A) < oo, niin HP(A) = 0 kaikilla 8 > s.
(b) Jos H*(A) > 0, niin H*(A) = oo kaikilla 0 < a < s.

[o.¢]
TobisTus. Todistetaan kohta a. Olkoon joukot E; siten, ettd A C |J E;, missd

j=1
1B, <6 ja Y |E;l* < Hi(A) + 1. Tillsin

J=1

HI(A) <Y IE1P < BB
j=1 j=1

<P BT < 6P (H(A) + 1),
j=1
Viite seuraa, kun 6 — 0, koska 8 — s > 0. O

Lauseen 4.16 kohta b seuraa kohdasta a, eiké sitd siten todisteta tésséa erikseen.
Kyseinen kohta on tésséd tuotu erikseen esille, koska sitd kautta pédstdén keskeiseen
aiheeseen, Hausdorff-dimensioon.

Tarkastellessa Hausdorff-mittaa H*(A) kuvaajana, jonka muuttuja on s, voidaan
kuvaajasta nimittdin huomata kriittinen arvo s, jonka kohdalla H*(A) hyppé4 arvosta
oo arvoon 0 (Kuva 4.1).

Seuraavaksi keskitytddn tédhén kriittiseen arvoon s, joka tunnetaan Hausdorff-
dimensiona. Se kuvaa, kuinka paljon tilaa tarkasteltava joukko vie ja sisdltdéd paljon
tarkedd tietoa joukon geometrisista ominaisuuksista.

MAARITELMA 4.17. Joukon A C R™ Hausdorfl-dimensio on
dimy(A) = sup{a > 0: H*(A) = oo} = inf{8 > 0: H’(A) = 0}.
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0 I I15
0 dim,(A) n

Kuva 4.1. Joukon A C R™ Hausdorff-mitan kuvaaja.

Jos siis 0 < H*(A) < oo, niin s = dimg(A). Jos taas ei ole olemassa sellaista
arvoa s > 0, jolle H*(A) = oo, niin télloin dimy(A) = 0.
ESIMERKKI 4.18. Yhden pisteen joukolle {z} C R" pitee dimy({z}) = 0.
Hausdorff-dimensioon liittyy seuraavia hyodyllisid ominaisuuksia.
LAUSE 4.19. Olkoot A ja B C R™ joukkoja siten, ettd A C B. Tdalldin
dimy(A) < dimg(B). (monotonisuus)
TobisTus. [18, s. 32] O
LAUSE 4.20. Numeroituvalle yhdisteelle joukkoja A; C R™ pdtee
dz'mH(U A;) = sup dimy(A4;).
j=1

TobpisTus. [18, s. 32] O
ESIMERKKI 4.21. (a) Joukolle R™ pétee dimpy (R™) = n.

(b) Jos joukko A C R™, niin dimpy(A) € [0, n] kohdan a ja monotonisuuden perusteel-
la.

(c) Lauseesta 4.20 seuraa, ettd joukolle Q" péatee dimpy(Q") = 0. Tdhén palataan
tarkemmin alaluvussa 5.2.

Seuraavaksi tutustutaan Cantorin 1/3-joukon Hausdorff-dimensioon, joka on poik-
keuksellisen yksinkertainen méaérittaa. Tama liittyy lukuun 1.4, jossa todettiin, kuinka
Cantorin 1/3-joukko on itsesimilaari ja toteuttaa avoimen joukon ehdon.

LAUSE 4.22. Olkoot kuvaukset S; sellaisia similaareja kuvauksia avarvudessa R™,
joiden suhdeluvut ovat cj, missé 1 < j < 'm, ja joille pitee avoimen joukon ehto. Jos

joukko A on muuttumaton eli toisin sanoen A = |J S;(A), niin dimy(A) = s, missd
j=1
luku s saadaan yhtdlostd
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TobisTus. Todistus on monimutkainen, joten téssa riittdd ymmartaa todistuksen
idea. Tarkemmat yksityiskohdat voi katsoa Falconerin teoksesta Fractal Geometry [18,
Lause 9.3, s. 130-132].

m
Ideana on siis, ettd joukko A voidaan esittdd muodossa A = |J S;(A), missd
j=1
kuvaukset S; ovat ldhes erillisié (avoimen joukon ehto). Tall6in nimittéain Hausdorff-
mitan skaalausominaisuudesta (Esimerkki 4.14) ja similaarin kuvauksen mééritelmés-

téa 1.14b seuraa, etté

Olettamalla nyt, ettd arvolla s = dimg(A) péatee 0 < H*(A) < oo, saadaan luvulle
s pitemddn ) c; = 1. Todistus siitd, ettd s = dimpy(A) seuraa yli- ja alarajojen

7=1
tarkastelun kautta, mihin voi tutustua ldhdekirjallisuudesta. U

ESIMERKKI 4.23. Cantorin 1/3-joukon Hausdorff-dimensio saadaan Lauseen 4.22
avulla, koska kyseinen joukko on todettu jo aiemmin itsesimilaariksi ja avoimen jou-
kon ehdon téayttaviksi. Ndiden aiempien havaintojen perusteella tiedetédan, etta simi-
laareja kuvauksia on kaksi, S ja Sy ja suhdeluku ¢ = 1/3. Néin ollen

S s s s log1/2 o
Yo=1e@)r+3)r=1e0G)=1ss=E3 = Z~0,6

Siispd dimg(C) ~ 0, 63.

Néin ollen Cantorin 1/3-joukon dimensioksi saadaan desimaaliluku, joka on al-
le yksi. Témé osaltaan selittdd, miksi sen Lebesguen yksiulotteiseksi mitaksi saatiin
ailemmin nolla ja mink& vuoksi joissain tilanteissa Hausdorff-dimensio pystyy kuvaa-
maan joukon kokoa paremmin kuin Lebesguen mitta. Hausdorff-dimensio voi nimit-
tain olla muutakin kuin vain kokonaisluku.

Méaaritetdan vield lopuksi vastaavalla idealla hieman monimutkaisemman joukon,
Von Kochin kdyran (Kuva 4.2), Hausdorff-dimensio.

Aloitetaan tarkastelemalla janaa Ky = [0, 1], jonka pituus on yksi. Poistetaan til-
td janalta keskimmaéinen kolmannes ja korvataan se tasasivuisen kolmion kahdella
sivulla, joiden pituudet méaérdytyvét poistetun kolmanneksen mukaan. Ndin saadaan
joukko K7, joka muodostuu neljéstd yhtapitkéstd janasta, joiden pituudet ovat 1/3.
Toistamalla sama menettely kaikille joukon K; janoille saadaan vastaavasti muodos-
tettua joukko K3, joka muodostuu 42 = 16 janasta, joiden pituudet ovat 372 = 1/9.
Niin jatkamalla saadaan joukko K korvaamalla joukon Kj_; jokaisen janan keskim-
méinen kolmannes tasasivuisen kolmion kahdella sivulla. T&ll6in joukko K} siséltaé
4* janaa, joiden pituudet ovat (1/3)*. Kun iteraatiota jatketaan #iirettémiin, joukko
K}, lahestyy joukkoa, jota kutsutaan Von Kochin kdyrdiks.

ESIMERKKI 4.24. Von Kochin kéyré voidaan siis esittdd muodossa

K = Sy(K) U So(K) U Sy(K) U Sy(K),
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KuvAa 4.2. Von Kochin kidyrdan neljd ensimmaéistd vaihetta ldhteesté
[30] yhdisteltyné.

=
==
-2

Kuva 4.3. Von Kochin kdyrén similariteetit muokattuna ldhteesté [30].

missd kuvauksille S;: R? — R? piitee
x x 1z . x
Si(z) = 3 Sa(x) = Pyt Sz(x) = p 15 + 8 ja Su(z) = 3T
kun p on origosta lihtevéd kulman 7/3 -suuruinen kierto ja pisteet a, 5 ja v nékyvét
Kuvassa 4.3. Kyseessé on siis itsesimilaari joukko.
Liséksi Von Kochin kéyrélle péatee avoimen joukon ehto, kun valitaan avoimeksi,
rajoitetuksi joukoksi A kolmio, jonka kirjet ovat pisteissi (0,0), (1/2,v/3/2) ja (1,0).

4
Kyseiselle joukolle A nimittdin patee A D |J S5;(A).
j=1
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Néin ollen Von Kochin kdyrian dimensio saadaan siis hyodyntamalla Lausetta 4.22.

4
Von Kochin kdyrén kuvausten suhdeluku ¢; on 1/3 ja, koska K = |J S;(K), onm = 4.
=1

J

Nain ollen )

. 1\s 1 _ logl/4 _ log4 .
Z( ) =1%(3) _1@8_1021/3_10§3N1’26

Wl

j=1

ja dimy(K) = 1, 26.

Von Kochin kéyréa on siis Hausdorff-dimension mukaan yli yksiulotteinen (onhan
sen pituus klim (4/3)F = ), mutta toisaalta alle kaksiulotteinen ollessaan vain kéyri,
— 00

jolla ei ole pinta-alaa.

Néin voidaan yhteenvetona todeta, kuinka Hausdorff-dimension mukaan esimer-
kiksi joukko R™ on suhteellisen iso ja vastaavasti joukko Q", Cantorin 1/3-joukko ja
Von Kochin kéyra pienié. Lisdksi on hyva muistaa, ettd néistéd joukoista kaksi jalkim-
maistd ovat siitd erikoisia, ettd niiden dimensiot eivit ole kokonaislukuja.
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Kisitteiden viliset yhteydet

Néin on tutustuttu neljdaén eri tapaan arvioida joukon kokoa perustuen pohjimmil-
taan Cantorin innostukseen aihetta kohtaan. On huomattavaa, ettd eri tavat mitata
joukon kokoa eivit aina anna keskenddn samankaltaisia tai yhta tarkkoja vastauksia.
Esimerkiksi Cantorin 1/3-joukko on numeroituvuuden kannalta suuri, Bairen katego-
rian ndkokulmasta pieni, Hausdorff-dimension mukaan suhteellisen pieni ja Lebesguen
mitan nakokulmasta erittdin pieni.

Seuraavaksi tarkastellaankin esille nostettujen késitteiden véalisid yhteyksié, jotta
saataisiin kasitys siitd, mika néditd eri kéasitteitd yhdistdd ja miké toisaalta erottaa
toisistaan. Tarkastelu aloitetaan jatkamalla edelliseen lukuun liittyen mittateoriasta
ja siihen liittyen Lebesguen mitan yhteydestd Hausdorff-mittaan ja -dimensioon. Té-
mén jalkeen tarkastellaan vield lyhyesti, miten mittateoriaan liittyva késite Hausdorff-
dimensio liittyy numeroituvuuteen. Loppuhuipentumana péaéstddn mielenkiintoisim-
paan kokonaisuuteen, jossa tarkastellaan ensin numeroituvuuden yhteyttd Bairen ka-
tegoriaan sekéd Lebesguen mittaan ja lopulta verrataan niita kahta jalkimmaista kési-
tettd. Lopputulemana huomataan, kuinka yhteyksien sijaan ndiden kahden késitteen
vélilta 10ytyykin yhdenmukaisuuksia, joihin liittyy duaalisuusperiaate.

Luvussa liikutaan pédasiallisesti avaruudessa R™, mutta aivan tyon lopussa siirry-
taan avaruuteen R haastavan asian yksinkertaistamiseksi.

5.1. Lebesguen mitta sekd Hausdorff -mitta ja dimensio

Lebesguen mitan yhteys Hausdorff-mittaan voidaan joissain tapauksissa magrittasa
hyvinkin tarkasti kaavan avulla, kun taas Lebesguen mitan ja Hausdorff dimension
yhteys seuraa kyseisten késitteiden méaritelmista.

Seuraavaksi tarkastellaan lyhyesti Hausdorff-mitan ja Lebesguen mitan yhteytta,
koska tiatd kautta voidaan ymmértdd paremmin myos téssi tutkielmassa tarkedmpi
Hausdorff-dimension ja Lebesguen mitan vélinen yhteys.

LAUSE 5.1. Borel-joukolle A C R™ pdtee
H'(A) = ¢, L"(A),

missd ¢, = O‘Q(Zf) on n -ulotteisen pallon, jonka halkaisija 1, tilavuus ja edelleen a(n) =
F(%Q/_QH), missd I'(n) = fooo e~z tdx on tavallinen gammafunktio, kun 0 < n < co.
Tobistus. [7, Lause 2, s. 70-71] O

Hausdorff-mitta H°(A) mésrittii siis joukon A siséltdimien pisteiden lukuméiirin,
H'(A) joukon A pituuden, H*(A) = 2 x L2(A) ja vastaavasti H3(A) = & x L3(A).
Néin ollen, kun n on positiivinen kokonaisluku, Hausdorffin n-ulotteinen mitta ja
vastaava Lebesguen n-ulotteinen mitta eroavat siis toisistaan vain vakion verran.
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ESIMERKKI 5.2. Tarkastellaan yksikkokiekkoa A. Méiritetdin H?(A) Lauseen 5.1
tiedolla siité, ettd joukon R™ Borel-osajoukoille se saadaan kaavasta (4/m) x L2(A).
Nyt yksikkokiekon pinta-ala on 7r?, joten H?(A) = 2 x 7 = 4.

Néin paastadan myos Hausdorff -dimension ja Lebesguen mitan viéliseen yhteyteen,
jossa tdmén tutkielman riittéd tarkastella Borel-joukkoja. Viitteet péatevét kuitenkin
kaikille joukoille A C R™.

LAUSE 5.3. Jos Borel-joukolla A C R"™ on ddrellinen, positiivinen d-ulotteinen
Lebesgquen mitta, niin dimy(A) = d.

Tobistus. Viite seuraa Lauseesta 5.1 ja Hausdorff-dimension Maéritelmésta 4.17.
O

Lisaksi seuraava lause on ilmeinen seuraus edellisesta lauseesta.

SEURAUS 5.4. Olkoon A C R™ Borel-joukko. Jos dimensio dimy(A) < n, niin
Lebesguen mitta L™*(A) = 0.

ESIMERKKI 5.5. (a) Yksikkokiekolle A pitee L2(A) = 7 ja dimy(A) = 2, kuten
alunperin saattoi kiekosta olettaakin.
(b) Cantorin 1/3-joukolle pétee dimg(C) < 1 ja L}(C) = 0.
5.2. Hausdorff-dimensio ja numeroituvuus

Tarkastellaan seuraavaksi lyhyesti, kuinka Hausdorff-dimensiolla on Lebesguen mi-
tan lisdksi yhteys numeroituvuuteen.

LAUSE 5.6. Olkoon A C R™ numeroituva joukko. Tdalldin dimy(A) = 0.
TobisTus. Viite seuraa suoraan Esimerkistd 4.18 ja Lauseesta 4.20. U
ESIMERKKI 5.7. Joukolle Q" pétee dimy(Q™) = 0.

SEURAUS 5.8. Olkoon A C R" joukko. Jos dimg(A) # 0, niin joukko A on ylinu-
meroituva.

On kuitenkin hyvd huomata, ettd seurauksen kéédnteinen véite ei pade. Téahén
liittyen kannattaa tutustua viitteen [3] lukuun 2.

5.3. Numeroituvuuden yhteys Bairen kategoriaan ja Lebesguen mittaan

Jatketaan numeroituvuuteen liittyen tarkastelemalla nyt numeroituvuuden yh-
teyttd Bairen kategoriaan ja Lebesguen mittaan. Yhteys selvidéd véhitellen tarkaste-
lemalla numeroituvien ja ylinumeroituvien joukkojen kategorioita ja mittoja.

Aloitetaan suoraviivaisesta havainnosta liittyen Bairen kategoriaan:

LAUSE 5.9. Jos joukko A C R"™ on numeroituva, niin se on Bairen ensimmdistd
kategoriaa avaruudessa R™.

TobisTus. Viite seuraa suoraan ensimmaisen kategorian joukon mééritelméasta,

o

koska numeroituvalle joukolle A C R" pétee A = |J{z;}, missd yksittaiset pisteet
j=1

{z;} ovat ei-missdén tiheita. O
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On térked kuitenkin huomata, ettéd lauseen ki#nteinen véite ei pade.
LAUSE 5.10. Kaikki ensimmdistd kategoriaa olevat joukot eivdt ole numeroituvia.

Té#hén liittyen esimerkiksi Cantorin 1/3-joukko on jo aiemmin todettu ensimméi-
sen kategorian joukoksi avaruudessa R ja liséksi ylinumeroituvaksi.

Néin on loydetty selkeitéd yhteyksid numeroituvuuden ja Bairen ensimméisen kate-
gorian vélille. My6s ylinumeroituvuuden ja Bairen toisen kategorian viélille on helposti
16ydettéavissa yhteys, joka itseasiassa seuraa suoraan Lauseesta 5.9.

SEURAUS 5.11. Jos joukko A C R™ on toista kategoriaa avaruudessa R™, niin
joukko A on ylinumeroituva.

Vastaavat yhteydet on loydettivisséd Lebesguen mitan ja numeroituvuuden valilta.
N&améa yhteydet saadaan Lauseista 5.9-5.11 korvaamalla nyt ensimmaéisen kategorian
késite nollamittaisuudella.

LAUSE 5.12. Jos joukko A C R™ on numeroituva, niin L"(A) = 0.

TobISTUS. Viite seuraa suoraan subadditiivisuudesta ja yksittdisen pisteen {x;} C
R™ Lebesguen mitasta, koska

£r(4) = (o)) £ 3L (fayh) =

Vieldkédn ei kddnteinen véite pade.
LAUSE 5.13. Kaikki nollamittaiset joukot ewdt ole numeroituvia.

Téhén liittyen jdlleen hyvand esimerkkind toimii Cantorin 1/3-joukko, joka on
nollamittainen, mutta silti ylinumeroituva joukko.

Liséksi positiivimittaisuuden ja ylinumeroituvuuden viéliltd 10ytyy seuraava yh-
teys:

SEURAUS 5.14. Jos L"(A) > 0, missi A C R™, on joukko A ylinumeroituva.

Jatkoa varten on tarked muistaa, ettd numeroituvat joukot siis sisdltyvét sekéd Bai-
ren ensimmaéisen kategorian joukkoihin ettd nollamittaisiin joukkoihin ollen siten jos-
sain mielesséd pieniéd. Bairen ensimmaistéd kategoriaahan voidaan arvioida ei-missdén
tiheilld joukoilla, jotka ovat geometrisessa mielesséd pienié ollessaan reikien ympéroi-
miéd. Nollamittaiset joukot ovat taas metrisessd mielessé pienid, koska ne voidaan
peittdd mielivaltaisen pienilla véleilla.

5.4. Lebesguen mitta ja Bairen kategoria

Seuraavaksi tutustutaan o-ideaalin kéasitteen kautta siihen, ovatko Bairen ensim-
méinen kategoria ja Lebesguen nollamittainen joukko yhteydessé toisiinsa. Téaté kaut-
ta pédstadn lopulta myos duaalisuuden késitteeseen ja Bairen toisen kategorian ja
positiivimittaisen joukon mahdolliseen yhteyteen.

Luvun ideaan pa#stadn kdtevimmin kiinni avaruuden R kautta, joten seuraavassa
luvussa pysytddn avaruudessa R yksinkertaisuuden vuoksi. Yleistyksistd voi lukea
Morganin teoksesta Point Set Theory [5].
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MAARITELMA 5.15. Joukkojen kokoelma on o-ideaali, jos se siséltdd jdseniensi
numeroituvat yhdisteet ja mielivaltaiset osajoukot.

Aiemmin esitellyn Lauseen 3.8 perusteella numeroituva yhdiste ensimmaéisen kate-
gorian joukkoja on ensimmaéistd kategoriaa ja liséksi selvisti ensimméisen kategorian
joukon osajoukko on ensimméistd kategoriaa, joten Bairen ensimmaéisen kategorian
joukot muodostavat o-ideaalin. Liséksi Lauseen 4.7 pohjalta vastaavat ominaisuudet
patevit Lebesguen nollamittaisille joukoille. N&in ollen myos nollamittaiset joukot
muodostavat siis oman o-ideaalinsa.

Bairen ensimmaéistéd kategoriaa ja nollamittaisuutta yhdistéavit siis muun muassa
o-ideaalin késite seké se, ettd molemmat o-ideaalit sisdltdvat numeroituvat joukot
[ks. lisdd 3, s. 74].

Koska Bairen ensimméisen kategorian ja nollamittaisuuden vélilté 16ytyy téllaisia
pienid samankaltaisuuksia, herdéd kysymys, millaisia yhteyksid niilld kahdella kasit-
teelld on. Sisdltyyko esimerkiksi toinen luokitteluista toiseen?

Néin ei ole, mikd ndhddan muun muassa seuraavasta esimerkisté.

ESIMERKKI 5.16. (a) Olkoon Q = {ry,rs,... }. Mééritellddn joukko U; siten, ettd

U1 = U(T’j—Q_j,’f’j—f—Q_j).

=1

Talloin joukko U; on avoin ja tihed, joten sen komplementti on ei-missdédn tihea.
Kyseinen komplementti ei kuitenkaan ole nollamittainen. Oletetaan nimittiin, etté se
voitaisiin peittaa valeilla I, I5, . . ., joiden pituuksien summa on <1. Liséksi tiedetédan,
ettd joukko U; voidaan mééritelménsd mukaisesti peittdd véleilld, joiden pituuksien
summa on 2. Niin ollen joukko R voitaisiin peittdd numeroituvan monella vélilla,
joiden pituuksien summa on <3. TAm# on vastoin sité, ettd joukolle R pétee L}(R) =
oo. Nain ollen tarkasteltava komplementti on ei-missdén tihed, eikéd kuitenkaan ole
nollamittainen.

(b) Olkoon Q = (rq,7s,...) ja olkoon joukko Ui, kuten edellisessid kohdassa. Maari-
tellddan joukot Us, ..., U, ... siten, ettd
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Talloin U; D Uy D - -+ D Q ja tarkasteltavat joukot ovat avoimia ja tiheita. Joukko

U = (N U; on nyt nollamittainen, koska joukko U,, on yhdiste vileisté, joiden pituuk-
j=1
sien summa on < 27"*2, Lisiksi joukolle R\U pitee deMorganin lauseen perusteella
R\U =R\ [ U; = [J®R\V)),
j=1 j=1
joten R\U on ensimmiistd kategoriaa ei-missdén tiheiden joukkojen yhdisteend ja
siten joukko U on toista kategoriaa.

[tseasiassa Bairen ensimmaéinen kategoria ja nollamittaisuus voivat joskus olla
taysin vastakkaisia.

LAUSE 5.17. Suora voidaan jakaa kahteen komplementtijoukkoon A ja B siten,
ettd joukko A on ensimmdistd kategoriaa ja joukko B on nollamittainen.

Lauseen todistus vastaa esimerkkié 5.16b, koska kyseisen esimerkin joukolle U
pitee R = U U (R\U), missi joukko U on nollamittainen ja joukko R\U ensimmaéista
kategoriaa. Néin ollen todistusta ei esiteté téssd uudestaan.

Kyseisen lauseen perusteella jokainen suoran osajoukko voidaan esittaé yhdisteené
nollamittaisesta joukosta ja ensimméisen kategorian joukosta.

Ensimmaisen kategorian ja nollamittaisuuden késitteiden vélilta ei siis nayta 16y-
tyvén suoria yhteyksid, mutta muutamia yhdenmukaisuuksia on, joita selittda duaa-
lisuusperiaate.

LAUSE 5.18. (Sierpinski-Erdos duaalisuusperiaate)

Olkoon P mikd tahansa lause, joka sisdltdd ainoastaan kasitteet nollamittaisuudes-
ta, ensimmdisesti kategoriasta ja litttyen puhtaaseen joukko-oppiin. Olkoon P* lause,
joka saadaan lauseesta P vaihtamalla termit "nollamittaisuus™a “ensimmdisen kate-
gorian joukko”. Tdlloin jokaisesta lauseesta P ja P* seuraa toisensa, jos oletetaan,
ettd kontinuumaihypoteesi pitee.

Esimerkkeind duaalisuudesta toimivat Bairen ensimméisen kategorian ja nolla-
mittaisuuden kohdalla muun muassa Lauseet 5.9 ja 5.12 sekéd Lauseet 5.10 ja 5.13.
[tseasiassa duaalisuusperiaate péatee myos Bairen toiselle kategorialle ja positiivimit-
taisuudelle. Tdhén liittyen kannattaa tutustua tarkemmin viitteen [3] lukuun 3.
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