Pintojen perusryhmista

Matematiikan pro gradu -tutkielma

Tekiji:
Timo Mikael Schultz

Ohjaaja:
Pekka Pankka

11. 2015

Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Jyvaskylan yliopisto






Tiivistelma

Schultz, Timo Mikael

Pintojen perusryhmista

Matematiikan pro gradu -tutkielma

Matematiikan ja tilastotieteen laitos, Jyvaskylén yliopisto, 2015, 73 sivua

Tassa tutkielmassa osoitetaan ennestadan tunnettu pintoihin liittyva tu-
los, jonka mukaan epakompaktin pinnan perusryhmé on vapaa. Todistus
pohjautuu tietoon siita, etté jokaisella pinnalla on olemassa niin sanottu
kolmiointi. Pinnan kolmiointia hyodyntéen pinta tyhjennetdan sopivilla
sisdkkaisilla kompakteilla reunallisilla pinnoilla siten, ettd pinnan perus-
ryhmé saadaan naiden kompaktien reunallisten pintojen sisakkaisten pe-
rusryhmien yhdisteend. Kompakti reunallinen pinta osoitetaan homotopia-
ekvivalentiksi graafin kanssa deformaatioretraktoimalla reunallinen pinta
graafiksi reunallisen pinnan kolmiointia hy6édyntiaen. Koska homotopiaekvi-
valenttien avaruuksien perusryhmat ovat isomorfiset, saadaan kompaktin
reunallisen pinnan perusryhmaé osoitettua vapaaksi osoittamalla, ettd graa-
fin perusryhma on vapaa ryhmé. Graafin perusryhmé osoitetaan vapaaksi
ryhméksi kéyttéen tietoa niin sanotun maksimaalisen puun olemassaolosta.
Todistuksessa kéytetaan lisaksi Van Kampenin teoreemaa, joka myos todis-
tetaan. Tutkielman tulos sanoo, ettd esimerkiksi poistamalla kompaktilta
pinnalta topologinen Cantorin joukko saadaan pinta, jonka perusryhmé
on vapaa, mika itsessadn ei ole intuitiivisesti selvaa.

Avainsanat: pinta, graafi, perusryhmé, vapaa ryhmé, homotopia, topologia,
algebrallinen topologia
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Johdanto

Tassa tutkielmassa todistetaan seuraava lause, jonka todistuksen lienee
ensimmaisena esittanyt Johansson kirjassaan Topologische Untersuchungen
iiber unverzweigte Uberlagerungsfliche [6)].

Lause. Olkoon F' epikompakti pinta, jonka topologialla on numeroituva
kanta. Tdlloin perusryhmda m (F) on vapaa ryhmd, jolla on ddrellinen tai
numeroituvasti daareton kanta.

Todistus rakentuu kolmesta osasta. Aluksi osoitetaan, ettd yhtenaisen
graafin perusryhmé on vapaa. Tamén jilkeen osoitetaan, ettd kompakti
reunallinen pinta on homotopiaekvivalentti graafin kanssa ja siten kom-
paktin reunallisen pinnan perusryhma on vapaa. Lopuksi osoitetaan, etta
epakompakti No-pinta voidaan tyhjentaa sisakkaisilla kompakteilla reu-
nallisilla pinnoilla siten, ettd epakompaktin pinnan perusryhmé voidaan
néhda kyseisten epdkompaktien pintojen (sisdkkéisten) perusryhmien yh-
disteené. Nain saadaan osoitettua, etta epakompaktin pinnan perusryhma
on vapaa.

Kyseinen tulos todistuksineen 16ytyy muun muassa Stillwellin kirjasta
Classical topology and combinatorial group theory [6]. Tassa tutkielmas-
sa esitetty todistus mukailee Masseyn kirjassaan Algebraic topology: an
introduction esittamaa runkoa [4].

Yhtendisen graafin perusryhméa osoitetaan vapaaksi ryhméksi seuraa-
valla tavalla. Aluksi osoitetaan, ettd jokainen yhtendinen graafi sisaltaé
maksimaalisen puun. Tama tehdaédn laajentamalla mielivaltainen graafin
sisaltama puu maksimaaliseksi puuksi. Kun tiedetdan, ettd yhtenaisella
graafilla X on olemassa maksimaalinen puu 7', niin osoitetaan, etté graafi
X on homotopiaekvivalentti tekijaavaruuden X /T kanssa. Intuitiivisesti ta-
mé tuntuu selvalta, silld tekijakuvauksessa X — X /T luhistetaan graafista
yvhdeksi pisteeksi sellainen osa, jossa ei ole “epétriviaaleja silmukoita”. Tark-
ka todistus tehddin hyoédyntdmalla parin (X,T) niin sanottua homotopian
laajennusominaisuutta. Tekijaavaruus X /T osoitetaan homeomorfiseksi
tason ympyroiden yhden pisteen yhdisteen kanssa. Kun namé vaitteet on
todistettu, jaljelle jaa osoittaa, ettd ympyroiden yhden pisteen yhdisteen
perusryhma on vapaa ryhma. Soveltamalla Van Kampenin teoreemaa ky-
seiseen yhden pisteen yhdisteeseen sopivalla tavalla saadaan osoitettua,



Sisélto

ettd ympyroiden yhden pisteen yhdisteen perusryhmé on isomorfinen ko-
konaislukujen additiivisen ryhméan kopioiden vapaan tulon kanssa, joka
edelleen on vapaa ryhméa. Myos Van Kampenin teoreema todistetaan.

Kompakti reunallinen pinta osoitetaan homotopiaekvivalentiksi graafin
kanssa. [tseasiassa kyseessa ei ole mika tahansa graafi, vaan graafi, joka
muodostuu reunallisen pinnan kolmioinnin 0- ja 1-simplekseista. Todistus
on suoraviivainen deformaatioretraktion konstruktio.

Epakompaktin pinnan tyhjennyksessia hyodynnetdan tietoa pinnan kol-
mionnin olemassaolosta [1]. Kolmionnin olemassaoloa ei téssé tutkielmassa
todisteta. Pinnan tyhjennys tehdaan induktiivisesti lahtien liikkeelle yk-
sittéisestd kolmiointiin sisdltyvésta 2-simpleksista ja yhdistamalla sithen
sopivasti ympéroivia 2-simplekseja kolmioinnin hienonnuksesta. Tyhjennyk-
sessa pidetadn huoli siité, ettd konstruoidut sisdkkéiset reunalliset pinnat
sopivat perusryhmén mielessé hyvin yhteen eli ettd pienemmaén reunallisen
pinnan perusryhmén kanta on osa suuremman reunallisen pinnan perusryh-
mén kantaa. Tasmaéllisemmin sanottuna todistetaan seuraava lause, joka
varmistaa, ettd edelld mainittu perusryhmien yhteensopivuus toteutuu.
Pinnan kolmiointi (K,A) méaaritelldén luvussa 3.2.

Lause. Olkoon F' epikompakti pinta, jolla on kolmiointi (K,A). Tdlldin
on olemassa sellaiset kompaktit reunalliset pinnat {F;}ien, joille patee

(Z) F = UieN F;,
(ii) F; < intF kaikilla i € N,

(iii) jokainen joukon F; 1 \ F; komponentti kohtaa joukon F;iy reunan
kaikilla 1 € N, ja

(iv) jokaisella reunallisella pinnalla F; on olemassa sellainen kolmiointi
(K;,A\;), jolle pitee Ay < Ajiq.

Tutkielman paatulos on itsessadn hyvin mielenkiintoinen, ehké osin sik-
si, ettei vaite ole mitenkaédn intuitiivisesti selvia. Kun tietaa, etta kerran
punkteeratun tason R? \ {0} perusryhmé on kokonaislukujen ryhmé — siis
yvhden alkion virittdméa vapaa ryhma — ja kahdesti punkteeratun tason
perusryhmé on kahden alkion virittdmé vapaa ryhmé, on helppo uskoa,
etta poistamalla tasosta aarellinen maéra pisteita, saadaan avaruus, jonka
perusryhma on vapaa ryhma. Jatkamalla pisteiden poistoa edelleen on
jokseenkin helppo uskoa, ettd avaruus R? \ Z on numeroituvasti ddretto-
méan joukon suhteen vapaa ryhmaé. Tutkielman péaatulos kuitenkin sanoo
jotain vield enemmain. Soveltamalla tulosta avaruuteen R? \. C', missia C' on
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topologinen Cantorin joukko, saadaan, ettd avaruuden R? \. C' perusryhms
on vapaa ryhma. Itseasiassa kyseinen perusryhmé on vieldpd numeroituvan
joukon virittama. Vastaavaan tapaan on helppo keksid muita mielenkiin-
toisia esimerkkeja poistamalla sopivia suljettuja joukkoja milta tahansa
pinnalta.

Tassa tutkielmassa osoitetaan niin epakompaktin pinnan kuin kompaktin
reunallisen pinnan perusryhmét vapaiksi. Onkin luonnolista kysya, onko
my6s kompaktin (reunattoman) pinnan perusryhmé aina vapaa. Néin ei
kuitenkaan ole, silld esimerkiksi toruksen S' x S perusryhmé on Z x Z,
joka ei ole vapaa ryhma.

Tutkielma on jaettu kolmeen lukuun. Ensimmaisessa luvussa esitellaan
tutkielmassa kaytettdvia merkintoja ja kasitteita seka tarvittavaa topo-
logista ja algebrallista teoriaa. Siind maérin kuin on ollut mahdollista
on keskeiset maaritelmét ja niitd koskevat aputulokset kuitenkin esitelty
vasta juuri ennen niiden kayttoa. Kuten todettu, todistus rakentuu kol-
mesta osasta. Luvussa 2 esitetddn ndistd ensimmainen, eli todistus graafin
perusryhmén vapaudesta. Myos Van Kampenin teoreema todistetaan lu-
vussa 2. Koska todistus epdkompaktin pinnan perusryhmén vapaudesta
nivoutuu vahvasti todistukseen kompaktin reunallisen pinnan perusryhmén
vapaudesta, niin kummatkin naisté on esitetty luvussa 3.






1 Merkintoja ja esitietoja

1.1 Merkintoja ja termeja

Tassé tutkielmassa kaytetadn enimmékseen standardimerkintoja. Mate-
maattisissa merkintdtavoissa on kuitenkin jonkin verran vaihtelua, jo-
ten esitelldan joitakin keskeisimpia merkintoja. Euklidisen avaruuden R”
avointa yksikkopalloa merkitdéan symbolilla B" = {x € R" : |z| < 1}.
Vastaavaa suljettua yksikkopalloa merkitdin B" ja yksikkopallon reunaa
St = {z e R": |z|= 1}. Tassa tutkielmassa yksikkovilia [0,1] merkitdén
symbolilla .

Joukko-opin merkinnoéista kéytetaén standardisymboleja. Merkinta A <
B kuitenkin pitaé sisalladn tapauksen, jossa A = B. Samaan tapaan al-
gebrallisella merkinnalld H < G tarkoitetaan, ettd H on ryhmén G aliryh-
ma, mutta ei valttamatta aito aliryhmé. Vastaavasti normaalin aliryhmén
merkintd H < G pitda sisdllaan tapauksen H = G. Lisaksi merkinnéalla
X U, en Yo tarkoitetaan joukkoa X U (|, cp Ya)-

Tutkielmassa kasitellaén topologisten avaruuksien perusryhmia. Taman
vuoksi késitteet homeomorfisuus, homotopiaekvivalenttius ja isomorfisuus
ovat oleellisia. Merkitdén A ~ B, jos topologinen avaruus A on homeo-
morfinen avaruuden B kanssa, A ~ B, jos A on homotopiaekvivalentti
avaruuden B kanssa ja G =~ @', jos ryhmé G on isomorfinen ryhméan G’
kanssa. Merkitdan edelleen ryhméan G neutraalialkiota 14 tai lyhyemmin
1.

Topologian termeistd mainittakoon, etté pisteen ymparistolla tarkoite-
taan avointa joukkoa, joka sisaltda kyseisen pisteen.

1.2 Esitiedoista

Lukijan oletetaan tuntevan topologian peruskésitteet, kuten jatkuvuus,
topologia ja kompaktisuus. Myos perustiedot algebrasta, kuten ryhmén ja
aliryhman maéaaritelmat, oletetaan tunnetuiksi. Tassa alaluvussa esitellaan
tutkielman kannalta keskeisimpia maaritelmia muun muassa algebrallisen
topologian ja ryhméteorian alueilta. Naita ovat muun muassa perusryhmén
ja vapaan ryhméan késitteet. Joitakin tutkielman kannalta oleellisia tuloksia
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1 Merkintoja ja esitietoja

esitellaan ja todistetaan. Téssé tutkielmassa valinta-aksioomaa kaytetaan
sita erikseen mainitsematta.

1.2.1 Yleista topologiaa

Kuten todettu, lukijan oletetaan tuntevan topologian peruskésitteet. Naité
lukija voi halutessaan kerrata esimerkiksi J. Vaisaldn kirjasta Topolo-
gia II [8]. Esitellddn kuitenkin tekijatopologian méaritelma.

Olkoon X topologinen avaruus ja olkoon ~ ekvivalenssirelaatio joukossa
X. Ekvivalenssirelaatio maérittelee joukon X osituksen seuraavasti. Olkoon
x € X. Alkion = ekvivalenssiluokka on joukko [z] = {y € X: x ~ y}.
Olkoon O < P(X) ekvivalenssiluokkien joukko. Kokoelmalle O pétee, etta
X =Uuc0A, A# D ja An A" = @ kaikilla A,A"e O, A+ A’ Siis O on
joukon X ositus.

Maéritellddn kuvaus 7: X — O, x — [z]. Mééritelladn joukkoon O ku-
vauksen 7 (ko)indusoima topologia, toisin sanoen joukko U < O on avoin,
jos ja vain jos 71U on avoin avauudessa X. Kuvauksen 7 indusoimaa
topologiaa sanotaan tekijdtopologiaksi ja nain saatua topologista avaruut-
ta X /~:= O avaruuden X tekijdavaruudeksi. Usein myds sanotaan, etta
pisteet, jotka kuuluvat samaan ekvivalenssiluokkaan samaistetaan tekija-
kuvauksessa 7.

Jos osituksessa ainoastaan yhdessa ekvivalenssiluokassa A € O on enem-
méan kuin yksi alkio, merkitdan tekijaavaruutta usein X /A = X /~. Edelld
tekijaavaruus madriteltiin lahtien liikkeelle ekvivalenssirelaatiosta. Ekviva-
lenssirelaatiolla ja joukon X osituksilla on kuitenkin yksi-yhteenvastaavuus,
joten myos jokainen joukon X ositus madrittelee tekijaavaruuden. Tekijé-
topologia on méaaritelménsé perusteella hienoin topologia, jolla kuvaus m
on jatkuva. Tekijatopologian toteaminen topologiaksi jatetaan lukijalle [8].

Esimerkki 1.1. Seuraavat avaruudet ovat esimerkkeja tutuista avaruuksis-
ta, jotka ovat (homeomorfismia vaille) tekijaavaruuksia. Homeomorfisuuden
tarkastaminen jatetdan lukijalle. Mikali tekijaavaruudet eivat ole lukijalle
tuttuja, on homeomorfisuuksien tarkastaminen suositeltavaa.

1. Ympyra S* on homeomorfinen tekijiavaruuden I/{0,1} kanssa.

2. Pallo B? on homeomorfinen avaruuden (I x S')/ ({0} x S') kanssa.

w

. Pallopinta S? on homeomorfinen avaruuden B?/S! kanssa.

4. Torus S x S! saadaan avaruuden I x I tekijaavaruutena seuraavasti.
Maéritellaan joukkoon I x I ekvivalenssirelaatio asettamalla (0,z) ~

12



1.2 Esitiedoista

(1,2) ja (x,0) ~ (z,1) kaikilla x € I.! Talloin torus on homeomorfinen
avaruuden (I x I) /~ kanssa.

Huomautus 1.1. Topologisessa kontekstissa merkinnalld X /A tarkoitetaan
edelld esiteltyd tekijaavaruutta. Algebrassa vastaavaa merkintaéd kiytetdaan
vasempien sivuluokkien joukosta {xA},cx, kun A on ryhmén X aliryhma.
Erityisesti, kun A on ryhmén X normaali aliryhma, merkinnall& tarkoi-
tetaan sivuluokkien muodostamaa tekijaryhméa. On hyva huomata, etta
sivuluokat muodostavat luonnollisella tavalla ryhméan X osituksen. Nain
ollen mikéli ryhmésséd X on myos topologia, on tekijairyhma X /A myo6s to-
pologisen avaruuden X tekijaavaruus. Tassa tutkielmassa merkintaa X /A
kaytetaan seké algebrallisessa ettd topologisessa merkityksessa.

1.2.2 Homotopia, homotopiaekvivalenssi ja perusryhma

Homotopia muuntaa kuvauksen toiseksi jatkuvalla tavalla. Homotopian
avulla tarkasteltavaa kysymystéd voidaan mahdollisesti helpottaa siirtymalla
vaikeasti kasiteltdvasta kuvauksesta helpommin késiteltavadn kuvaukseen
homotooppisesti. Esimerkiksi kompleksianalyysissa analyyttisen funktion
integraalit yli homotooppisten (suoristuvien) polkujen ovat yhtésuuret.
Téssé tutkielmassa homotopiaa kaytetddn muun muassa osoittamaan, etta
avaruus on homotopiaekvivalentti jonkin aliavaruutensa kanssa. Homoto-
pian késite antaa siis keinon samaistaa eri objekteja keskendén tietyissa
konteksteissa.

Maaritelma 1.1 (Homotopia). Olkoot X ja Y topologisia avaruuksia ja
olkoot f: X — Y sekd g: X — Y jatkuvia kuvauksia. Kuvaus H: X x I —
Y on homotopia kuvauksesta f kuvaukseen g, jos se on jatkuva ja jos
lisaksi H(-,0) = f ja H(-,1) = g. Sanotaan, ettd kuvaukset f ja g ovat
homotooppisia, f ~ g, jos on olemassa homotopia kuvauksesta f kuvaukseen
g.

Huomautus 1.2. Homotopia maéarittelee ekvivalenssirelaation jatkuvien
kuvausten C'(X)Y) == {f : X - Y : f jatkuva} joukkoon.

Esimerkki 1.2. (1) Jatkuvat kuvaukset f ja g topologiselta avaruudelta
X normiavaruudelle Y ovat homotooppisia.

(2) Identtinen kuvaus idgz. (o) ja kuvaus f : R?* \ {0} — R?* \ {0}, 2 — &
ovat homotooppisia.

ITarkemmin sanottuna haluttu ekvivalenssirelaatio on tdmén relaation virittama
ekvivalenssirelaatio.

13



1 Merkintoja ja esitietoja

Joissain tapauksissa kuvausten homotooppisuus on liian lieva vaatimus
sille, etta saataisiin jotain tietoa tarkasteltavista avaruuksista. Esimerkik-
si kaikki polut ovat keskendan homotooppisia. Homotopialle voidaankin
asettaa lisivaatimuksia, esimerkiksi etté se pitad jotkin pisteet paikallaan.
Seuraavassa mééaritellaan erikoistapauksina téllaisista rajoituksista polku-
ja silmukkahomotopiat.

Maaritelma 1.2 (Polku- ja silmukkahomotopia). Olkoot f.g: I — X
polkuja siten, ettda f(0) = ¢g(0) ja f(1) = g(1). Téll6in homotopia H: I x
I — X on polkuhomotopia, jos H(0,t) = f(0) ja H(1,t) = f(1) kaikilla
t € I. Kun sanotaan, ettid polut ovat homotooppisia, ja merkitdan f ~ g,
tarkoitetaan, ettd ne ovat polkuhomotooppisia. Jos edelleen f ja g ovat
silmukoita, toisin sanoen f(0) = f(1), niin talloin H on silmukkahomotopia
ja sanotaan, etta f ja g ovat homotooppisia silmukoita.

Huomautus 1.3. Polkuhomotopia maarittelee ekvivalenssirelaation jouk-
koon {v: I — X : 7 jatkuva, v(0) = a,7(1) = b}. Vastaavasti silmuk-
kahomotopia méarittelee ekvivalenssirelaation joukkoon {y: I — X :
v jatkuva, v(0) = a = y(1)}. Kyseisten ekvivalenssirelaatioiden maéraa-
mia ekvivalenssiluokkia sanotaan homotopialuokiksi ja polun v homotopia-
luokkaa merkitdén symbolilla [7].

Usein polkuja on luonnollista ketjuttaa. Jos f: I — X on polku pis-
teestéd a pisteeseen b ja g: I — X on polku pisteesté b pisteeseen d, niin
maéaritellddn yhdistetty polku fg: I — X,

y { f(2t), kun ¢ € [0,1/2],
T g2t —1), kunte[1/2.1].

Vastaava maaritelmé toimii myos silmukoiden tapauksessa. On syytéa huo-
mauttaa, ettd polun parametrisoinnilla ei ole merkitysta homotopian kan-
nalta. Esimerkiksi polut (af)y ja a(fv) ovat homotopisia keskendéan. Yh-
distetyn polun maaritelmassa siis silla, ettd polut kulkevat kaksinkertaisella
nopeudella ei ole merkitysta. Yhta hyvin voitaisiin méaritella esimerkik-
si ensimméinen polku kulkemaan kolminkertaisella nopeudella ja toinen
polku puolitoistakertaisella nopeudella.

Silmukoiden tapauksessa edelld méaaritelty polkujen yhdistdminen indusoi
laskutoimituksen homotopialuokkien joukkoon.

Maaritelma 1.3 (Perusryhmé). Olkoon X topologinen avaruus ja zg € X.
Avaruuden X perusryhmd kantapisteessd xo on homotopialuokkien joukko
m(X,z9) = {[] : @ on silmukka avaruudessa X, jolle a(0) = zo = (1)}
varustettuna laskutoimituksella [a][8] = [a/].

14



1.2 Esitiedoista

Esitellaan seuraavaksi joitakin perusryhmén ominaisuuksia, joiden todis-
taminen jatetddn lukijalle (ks. esim. [3]).

Huomautus 1.4. Olkoon 7 (X,z¢) avaruuden X perusryhmé kantapisteessé
X € X.

(1) Perusryhmén m(X,z0) laskutoimitus [a][8] = [af] on hyvin maari-
telty. Lisdksi perusryhmé on ryhmé.

(2) Vakiosilmukan e,,, t — xy, homotopialuokka on perusryhmén neut-
raalialkio.

(3) Homotopialuokan [a] € 7 (X,z¢) kidnteisalkio on luokka [a]™! =

[a™].

(4) Jos X on polkuyhteniinen ja x € X, niin m(X,zq) = m (X,z). Polku-
yhtenéisen avaruuden tapauksessa kantapiste saatetaan jattad merkit-
sematta.

(5) Olkoon f: X — Y jatkuva kuvaus. Talloin kuvaus f indusoi (hyvin
madritellyn) homomorfismin fy: 7 (X, z9) — m(Y,f(x0)), jolle pétee
fula] = [f o a] kaikilla silmukoilla a: I — X, joilla a(0) = zo.

Maaritellaan seuraavaksi homotopiaekvivalenssi. Homotopiaekvivalens-
sin késite on tarked, silla keskenaédn homotopiaekvivalenttien avaruuksien
perusryhmat ovat isomorfiset. Nain ollen monien avaruuksien perusryh-
mé voidaan selvittda loytdamaélla homotopiaekvivalentti avaruus, jonka
perusryhma on jo tunnettu.

Maaritelma 1.4 (Homotopiaekvivalenssi). Olkoot X ja Y topologisia
avaruuksia. Jatkuva kuvaus f: X — Y on homotopiaekvivalenssi, jos on
olemassa jatkuva kuvaus g: Y — X jolle pétee seké fog ~ idy ettd go f ~
idy. Kuvausta g sanotaan kuvauksen f homotopiakddnteiskuvaukseksi ja
avaruuksia X ja Y homotopiaekvivalenteiksi. Talloin merkitdan X ~ Y.

Avaruuksien vélinen homeomorfismi on aina homotopiaekvivalenssi.
Kééanteinen tulos ei kuitenkaan péde. Esimerkiksi avaruudet S* ja R? \ {0}
ovat keskendan homotopiaekvivalentteja, mutteivat homeomorfisia.

Lause 1.1. Olkoot X ja'Y homotopiaekvivalentteja topologisia avaruuksia
ja olkoon f: X — Y homotopiaekvivalenssi. Tdlloin kuvauksen f indusoi-
ma homomorfismi fy: m(X,x0) — m(Y,f(x0)) on isomorfismi.
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1 Merkintoja ja esitietoja

Todistus. Olkoon f: X — Y homotopiackvivalenssi, g : ¥ — X homo-
topiakaanteiskuvaus ja H: X x I — X homotopia kuvauksesta g o f
kuvaukseen idyx. Olkoon « : I — X silmukka pisteessia zy. Merkitdan
yo = f(zo). Madritelldén polku ~v : I — X, t — H(x,t). Talloin
7(0) = go f(xo) = go foa0) jary(l) =z = a(0).

Maaritelladan F': I x I — X kaavalla F' = H o (o x idy). Nyt F(s,0) =
H(a(s),0) = go foa(s) ja F(s,1) = H(a(s),1) = a(s) kaikilla s € I.
Siten F' on homotopia (muttei silmukkahomotopia) kuvauksesta go f o«
kuvaukseen . Osoitetaan, ettd g o f o a ja yay™! ovat homotooppisia
silmukoita. Olkoon A := {(s,t) € [ x I : s € [1/3t,1 — 1/3t]}. Maaritelldan
1: A — I kaavalla

(s — 51)

(1-3t)

ja edelleen kuvaus h: A — I x I, (s,t) — (1(s,t),t). Nain mééritelty kuvaus
h on homeomorfismi. Liséksi patee, ettd h(s,0) = (s,0) ja F(h(s,1)) =
a(3(s — 1/3)) kaikilla s € I. Edelleen F(h(1/3t,t)) = ~(t) ja F(h(1 —
1/3t,t)) = ~(t) kaikilla t € I. Méaritellddn nyt G: I x I — X kaavalla

(s,t) =

v(3s), kun s € [0,1/3t],
(s,t) — 1 F(h(s,t)), kun s € [1/3t,1 — 1/3¢],
v 13(s—1)+1), kun se [l —1/3t1].

Kuvaus on jatkuva, silld se on paloittain jatkuva ja hyvin maaritelty
joukossa {(s,t) e I x I : s =1/3t tai s = 1 — 1/3t}. Liséksi patee

G(0,t) = zp = G(1,1),
G(s,0) = F(s,0) =go foa(s) ja
G(s.1) = yay"'(s).

Niin ollen kuvaus G' on homotopia silmukasta g o f o a silmukkaan yay .
Polun v médritelmé ei riippunut silmukasta a, joten [go f o a] = [yay™]
kaikilla silmukoilla av: I — X pisteessid xq. Erityisesti siis kuvauksen g o f
indusoima homomorfismi on kantapisteen siirron indusoima homomorfis-
mi, joka on isomorfismi. Siis homomorfismi (g o f)s = g4 © fi on iso-
morfismi. Néin ollen g4 on surjektio ja fi on injektio. Toisaalta, koska
myo6s g : Y — X on homotopiaekvivalenssi, jolle f on homotopiakaén-
teiskuvaus, saadaan vastaavalla paéttelylla, ettd fy, o g4: m(Yyo) —
m1(Y,f(g(yo))) on isomorfismi, missi fy, on kuvauksen f indusoima homo-
morfismi perusryhmélta 7 (X,g(yo)) perusryhmélle 71 (Y, f(g(yo))). Néin
ollen fy, : m(X,9(yo)) — m1(Y,f(9(yo))) on surjektio. Toisaalta kaikilla
[a] € m1(X,z0) pétee
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1.2 Esitiedoista

(fog)i' o feolgo Nelal = (fogi'[fego foal
= (fog);' (fog)lfeoal
=[foa] = fila],

joten fs = (£ 0 9)5" © fus © (9.0 f)y. Koska kuvaukset (f o g)5', fa, ja
(g o f) ovat surjektioita, on my6s kuvaus fy surjektio. Néin ollen fy on
isomorfismi.

]

Kuten jo aiemmin todettiin, avaruus S* ja punkteerattu taso R? \ {0}
ovat keskenaan homotopiaekvivalentteja. Edellisen lauseen nojalla niiden
perusryhmat ovat siten isomorfisia. Nain ollen selvittamalla ensin ympyran
S1 perusryhmi, joka on isomorfinen kokonaislukujen additiivisen ryhmén
kanssa, saadaan, ettd m(R? \ {0}) = Z. Téassi tutkielmassa oletetaan
ympyran perusryhma tunnetuksi. Lukija voi halutessaan 16ytaa tuloksen
71(S1) =~ Z todistuksen esimerkiksi kirjasta [3].

Erés erikoistapaus homotopiaekvivalenssista saadaan niin sanotun defor-
maatioretraktion avulla. Deformaatioretraktio on homotopia, joka kutistaa
avaruuden joksikin aliavaruudekseen. Télloin kyseinen aliavaruus on ho-
motopiaekvivalentti alkuperaisen avaruuden kanssa. Itseasiassa ympyra
St = {x e R? : |z] = 1} on punkteeratun tason R? \ {0} deformaatioret-
rakti.

Maaritelma 1.5 (Deformaatioretraktio). Olkoon X topologinen avaruus,
A c X aliavaruus ja t: A — X inkluusiokuvaus. Jatkuva kuvausr: X — A
on retraktio, jos r|a = ids. Jos edelleen ¢ o r ~ idy, niin avaruus A
on avaruuden X deformaatioretrakti. Vastaavaa homotopiaa sanotaan
deformaatioretraktioksi.

Huomautus 1.5. (1) Kirjallisuudessa saatetaan deformaatioretraktiolla tar-
koittaa edellisessd méaaritelmassa esiintyvaa retraktiota r.

(2) Mikéli A < X on deformaatioretrakti, on retraktio r homotopiaekviva-
lenssi.

(3) Edellisesséd maaritelméssa voidaan yhta hyvin retraktion maaliavaruu-
deksi valita koko avaruus X ja vaatia, ettd r(X) < A. Téalloin defor-
maatioretraktio méariteltéisiin vastaavasti homotopiana kuvauksesta
idx kuvaukseen r.
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1 Merkintoja ja esitietoja

(4) Jossakin kirjallisuudessa (esim. [3]) deformaatioretkraktiolta H : X x
I — X vaaditaan lisdksi, ettd H(-,t)|4 = ids kaikilla ¢ € I. Téalla
lisiominaisuudella varustettua deformaatioretraktiota voidaan myos
kutsua vahvaksi deformaatioretraktioksi. On syyta huomata, ettd de-
formaatioretraktion ja vahvan deformaatioretraktion méaritelmien ero
on merkittiva. Seuraava esimerkki ndyttad, ettd on olemassa defor-
maatioretrakteja, jotka eivat ole vahvoja deformaatioretrakteja.

Esimerkki 1.3. Olkoon X = ([0,1] x {0})u({0} x [0,1]) U, .exy ({1/n} x [0,1])
ja olkoon A = {0} x [0,1]. Madritelladn kuvaus d: X x I — X kaavalla

(x1,(1 = 3t)xs), kun ¢ € [0,1/3],
(x,t) — < ((1—=3(t—1/3))x1,0), kunte[1/3,2/3] ja
(0,3(t — 2/3)x2), kun ¢ € [2/3,1].

Kuvaus d on deformaatioretraktio avaruudesta X avaruuteen A.

0

Kuva 1.1: Avaruus X = ([0,1] x {0}) u ({0} x [0,1]) |, ,en ({1/n} x [0,1])

Olkoon nyt d’ mielivaltainen deformaatioretraktio avaruudesta X ava-
ruuteen A. Osoitetaan, ettd d’ ei ole vahva deformaatioretraktio. Olkoon
0 # a = (0,a2) € A ja olkoon i € N. Maaritelladan x; = (1/i,az). Tél-
16in jono (z;) suppenee pisteeseen a. Kuvaukset ¢t — d'(z;,t) ovat polkuja
pisteestd x; pisteeseen d'(x;,1) € A, joten jokaisella i on olemassa t; si-
ten, ettd d'(z;,t;) = 0. Koska véli I on kompakti, on olemassa osajono
t;, siten, ettd t;;, — t jollakin ¢ € I. Talloin (z;,,t;;) — (a,t), kun j — oo.
Erityisesti siis d'(a,t) = lim;_ d'(x;,,t;;) = 0 # a. Siis d’ ei ole vahva
deformaatioretraktio.

Maaritelma 1.6 (Kutistuva avaruus). Avaruus X on kutistuva, jos on
olemassa piste xg € X siten, ettd {xo} on avaruuden X deformaatioretrakti.
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1.2 Esitiedoista

Koska deformaatioretraktio indusoi homotopiaekvivalenssin kutistuvan
avaruuden ja pisteen vélille, on kutistuvan avaruuden perusryhma trivi-
aali?. Kuitenkaan kaikki avaruudet, joiden perusryhmé on triviaali, eivét
ole kutistuvia. Esimerkiksi pallopinta S? on yhtendinen avaruus, jonka
perusryhmé on triviaali, mutta joka ei ole kutistuva [3].

1.2.3 Vapaa ryhma

Tassa alaluvussa esitellaan eri méaritelmia vapaalle ryhmélle. Lisdksi tut-
kielmassa kaytettaviat maaritelmat osoitetaan ekvivalenteiksi. Maéaritellaan
ensin vapaa ryhma hyvin luonnollisella, joskin konstruktiivisella tavalla
aakkoston ja sen aakkosista muodostettujen sanojen kautta [2].

Esimerkiksi kahden alkion vapaa ryhma voidaan maéritella seuraavalla
tavalla. Olkoon S = {a,b} aakkosto. Kaikkia muotoa s; - -- s, olevia for-
maaleja tuloja, missi s; € {a,b,a™t,b~1}, sanotaan sanoiksi. Kirjainta a ja
symbolia a™! sanotaan toistensa vastakirjaimiksi. Vastaavasti b ja b~1 ovat
toistensa vastakirjaimia. Sanaa sanotaan supistetuksi, jos siiné ei esiinny
kahta vierekkéista kirjainta, jotka ovat toistensa vastakirjaimia. Mikéli
sana ei ole supistettu, voidaan se aina palauttaa supistettuun muotoon
supistamalla sanassa esiintyvéit kirjain-vastakirjainparit. Kahden alkion
vapaa ryhma on laskutoimituksella varustettu joukko, joka sisdltda kaik-
ki kirjaimista a ja b seké niiden vastakirjaimista muodostuvat supistetut
sanat. Lisdksi niin sanottu tyhja sana kuuluu vapaaseen ryhmaéaan. Sita
merkitdin symbolilla 1. Tyhji sana on muun muassa sanojen a™‘a ja bb~!
supistettu muoto. Supistettujen sanojen joukkoon méaritelldan laskutoi-
mitus seuraavalla tavalla. Olkoot s; - - s, ja s} --- s/ supistettuja sanoja.
Talloin niiden tulo (s1---8,)(s} -+ s),) on sanan sy - - - 5,8} - - - s/ supistet-
tu muoto. Nain maaritelty kahden alkion vapaa ryhma on ryhma. Sita
merkitadn symbolilla F.

Maéaritellaan seuraavaksi mielivaltaisen joukon virittdma vapaa ryhma.
Tama tehddan kuten edelld kahden alkion vapaan ryhmaéan tapauksessa,
mutta tdsmallisemmin. Ennen varsinaista maéritelmaa esitelldén tarvitta-
via merkint6jé, joukkoja ja kuvauksia.

Olkoon S mielivaltainen joukko ja olkoon k € N. Maéritellidn Ay =
{1,...,k}, jos k > 0, ja Ay = @. Kuvausta s : A, — S sanotaan sa-
naksi, jonka pituus on k. Joukkoa S sanotaan aakkostoksi ja sen alkioita
kirjaimiksi. Merkitadn s; := s(j) jokaisella j € Ay. Merkintdd s; - - - 55, kut-
sutaan sanan s: Ay — S esitykseksi. Tyhjan sanan ¢J: @ — S esitykseksi

2Ryhmié, jossa on vain yksi alkio, sanotaan triviaaliksi ryhméksi
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1 Merkintoja ja esitietoja

asetetaan 1.

Mééritelldén joukkoon W (S) == J,en{s: Ar — S} luonnollinen lasku-
toimitus, joka on sanojen yhdistdminen. Olkoot s: A, — S jat: A, — S
sanoja. Télloin st on sana st: Ay, — S, joka méaritelladn kaavalla

ir—>{ si, kunti <k ja (1.1)

ti—p, kuni> k.

Toisin sanoen st = (Sy---Sg)(t1 - ty) = 1+ Spty -ty Kaava (1.1)
madrittelee laskutoimituksen joukkoon W (S). Kyseisella laskutoimituksella
on neutraalialkio ¢ = 1. Vaikka laskutoimitus on liitdnnéinen, W (S) ei
kuitenkaan ole ryhmé (paitsi tapauksessa S = &), silld neutraalialkio on
ainoa alkio, jolla on kaénteisalkio.

Jotta saataisiin maariteltya ryhma, taytyy joukon W (S) alkioille mééa-
ritelld kdanteisalkiot. Olkoon ¢ : S — S x {0} = S’ bijektio ja olkoot
vt € W(S|JY') sanoja. Sana v on sanan t supistuma, jos on olemassa
kirjain s € S ja sanat uy,us € W(SJ5’), joilla on seuraavat ominaisuudet

(i) v =wus ja
(il) t = uystp(s)us tai t = ugtp(s)sus .

Huomaa, ettd supistuman v pituus on pienempi kuin sanan t. Sana v
on sanan t supistettu muoto, jos sanalla v ei ole olemassa supistumaa,
ja jos on olemassa sanat {w;}?, < W(S|JS’), joille w; on sanan w;;;
supistuma kaikilla i < n, ja jos lisiksi v = wy ja t = w,. Jos sanalla ei
ole supistumaa, on se itsensé supistettu muoto. Osoitetaan, ettd jokaisella
sanalla on yksikasitteinen supistettu muoto.

Apulause 1.2. Olkoon t € W(S|JS’) sana. Tdlldin on olemassa tdsmdl-
leen yksive W(S|JS'), joka on sanan t supistettu muoto.

Todistus. Olkoon t € W(S|JS’) sana ja olkoot w,w € W(S|JS') sen
supistettuja muotoja. Osoitetaan, ettd v = w induktiolla sanan t pituuden
suhteen. Merkitdian st = 1)(s) kaikilla s € S ja ¥(s)™' = s kaikilla
P(s) e s

Olkoon sanan t pituus 0 tai 1. Télloin sanalla t ei ole supistumaa ja
sanan t ainoa supistettu muoto on sana t itse. Oletetaan seuraavaksi, etté
jokaisella sanalla ¢, jonka pituus on £, on yksikésitteinen supistettu muoto.
Olkoon t = ty ---t;49 sana, jonka pituus on k + 2, ja olkoot w ja v sen
supistettuja muotoja. Olkoot wy, ..., w,, sanoja, joille patee, ettd w; on
sanan t supistuma ja sana w;,; on sanan w; supistuma kaikilla 1 < m, ja
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Wy, = w. Olkoon (vy, .. .,v,) jono supistumia sanasta ¢ sanaan v vastaavalla
tavalla. Jos v; = wy, niin talloin v ja w ovat sanan v; supistettuja muotoja.
Lisdksi sanan vy pituus on k, joten silla on yksikésitteinen supistettu muoto.
Siis v = w.

Olkoon nyt v; = vjvh # wiwh = wy, joille t = vihhy ') = wihyhy w)
jollain hq,he € S|JS". Nyt hy = t; jollakin ¢ < k + 2 ja hy = t; jollakin
J < k + 2. Voidaan olettaa, ettd ¢ < j. Talloin ¢+ < 7 — 1, silla muuten
vy = wy. Siis ¢; siséltyy sanaan v} ja t; sisdltyy sanaan wj. Siispa sana y =
t1--tisitiya - -tj_1tji2- - - tp42 On sanojen v; ja w; supistuma. Toisaalta
sanan ¥y supistettu muoto on myos sanan vy supistettu muoto, joten se on
yksikasitteinen. Néin ollen sanojen v; ja w; supistetut muodot v ja w ovat
samat. [

Koska jokaisella joukon W (S| JS”) sanalla on yksikésitteinen supistettu
muoto, voidaan samaistaa sanat, joilla on sama supistettu muoto. Maéri-
telldén ekvivalenssirelaatio ~ asettamalla sanat s,t € W (S| JS’) ekvivalen-
teiksi, s ~ ¢, jos niilla on sama supistettu muoto. Nain méaritelty relaatio
on ekvivalenssirelaatio. Merkitdan sanan t ekvivalenssiluokkaa symbolilla
[t]. Mééritelladn seuraavaksi joukon S virittdmé vapaa ryhmaé.

Maaritelma 1.7A (Vapaa ryhmé). Olkoon S mielivaltainen joukko. Jou-
kon S wirittamd vapaa ryhmd on joukko Fg := W(S|JS")/~ varustettuna
laskutoimituksella [s][t] = [st].

Huomautus 1.6. 1. Edellda méaaritelty laskutoimitus on hyvin maéritelty.
2. Vapaa ryhma Fg on ryhma.

3. Maaritelma ei riipu bijektiosta 1, vaan eri bijektioilla saadut va-
paat ryhma ovat keskendédn isomorfiset. Taméa seuraa myohemmin
todistettavista lauseista 1.3 ja 1.4.

4. Alkion [s] kadnteisalkio on [s7].

5. Kuten usein samankaltaisten tekijaavaruuksien tapauksissa, saate-
taan merkita s € Fy, vaikka todella tarkoitetaan, ettd s € [s] € Fg.

6. Jos joukko S on &darellinen, merkitdan yleensa F,g. Esimerkiksi
merkitaan [Fy = Fy, 4.

Edella esitetty vapaan ryhman maéritelma on hyvin luonnollinen. Ensin
valitaan aakkosto, muodostetaan niista sanat ja maaritellaan laskutoimi-
tukseksi sanojen yhdistaminen. Lisétyota vaatii se, etta esimerkiksi sanojen
aa~'b ja b halutaan edustavan samaa ryhmén alkiota.
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Seuraava mééritelméa (ks. [7]) on ekvivalentti madritelmén 1.7A kanssa.
Néaiden maédritelmien ekvivalenttius osoitetaan mychemmin.

Maaritelmad 1.7B (Vapaa ryhmé). Ryhméa F' on wvapaa ryhmd, jos on
olemassa joukko S ja kuvaus ¢: S — F, jolla on seuraava ominaisuus.
Olkoon G mielivaltainen ryhmé ja olkoon ¢: S — G kuvaus. Talloin on
olemassa yksikésitteinen homomorfismi h: F' — G, jolle ¢ = h o 1,

Talloin sanotaan, ettd F' on vapaa joukon S suhteen.

Huomautus 1.7. Téssé tutkielmassa joukkoa S < F' sanotaan vapaan ryhmé
F kannaksi, mikali F' on vapaa joukon .S suhteen siten, ettd inkluusiokuvaus
S — F' on maaritelman 1.7B mukainen kuvaus .

On hyvéd huomata, ettd mééritelma 1.7B pitda sisallaédn tapauksen, jossa
F' on yksio. Talloin valitaan joukoksi S tyhja joukko ja kuvaus 1 tyhjaksi
kuvaukseksi.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd maaritelmén joukko S itseasiassa karakteri-
soi tdysin ryhmén [, toisin sanoen osoitetaan, etta kaikki ryhmat, jotka
ovat vapaita joukon S suhteen ovat isomorfisia.

Lause 1.3. Olkoon S joukko ja olkoot F' ja F' ryhmid, jotka ovat vapaita
joukon S suhteen. Tdlloin I ja F' ovat keskenddn isomorfisia.

Todistus. Olkoot F' ja F’ vapaita ryhmid joukon S suhteen, ja olkoot
S — Fjavy' :S— F' maaritelman 1.7B mukaiset kuvaukset. Talloin
on olemassa yksikésitteiset homomorfismit h: ' — F’ ja h': F' — F joille
kaaviot

F F

SV i SV
RN RN

F’ F’
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1.2 Esitiedoista

kommutoivat. Koska ) = h' ot/ = h' oh o ja ¢ = hoh' o4/, niin
homomorfismit A’ o h ja hoh' ovat vapaan ryhmén mééritelman perusteella
yksikasitteiset homomorfismit, joille kaaviot

F F’
% 4
S Koh  ja S hoh!
N N
F F’

kommutoivat. Toisaalta edelld olevat kaaviot kommutoivat myos, jos h' o h
ja hoh' korvataan homomorfismeilla idr ja idg. Néin ollen homomorfismin
yksikésitteisyydesta seuraa, ettd h' o h = idp ja ho h' = idp. Siis h on
haluttu isomorfismi ja A’ sen kdanteiskuvaus. O

Edellisen tuloksen nojalla tiedetaén, etta saman joukon suhteen vapaat
ryhmét ovat keskendédn isomorfiset. Lause ei kuitenkaan sano mitdan
siitd, milloin kahden eri joukon suhteen vapaat ryhmét ovat keskenaan
isomorfisia. Osoittautuu, ettd kahden eri joukon S ja S’ suhteen vapaat
ryhmét ovat keskendén isomorfisia tasmélleen silloin, kun joukkojen S ja
S’ mahtavuudet ovat samat [4].

Maaritelmastd 1.7B tai lauseesta 1.3 ei suoraan seuraa, ettd mielival-
taisella joukolla S olisi olemassa ryhmaé, joka on vapaa tdmén joukon S
suhteen. Osoitetaan seuraavaksi, ettd maéritelmén 1.7A vapaa ryhméa Fg
on vapaa joukon S suhteen. Néain saadaan osoitetuksi lausetta 1.3 hyo-
dyntaen, etta kyseiset maaritelmat ovat ekvivalentteja. Nain ollen myo6s
jokaiselle joukolle S 16ytyy ryhmad, joka on joukon S suhteen vapaa.

Lause 1.4. Olkoon S joukko ja Fg joukon S wvirittamd vapaa ryhmd.
Tdlloin Fs on vapaa joukon S suhteen.

Todistus. Olkoon S mielivaltainen joukko ja olkoon Fg joukon S virittdma
vapaa ryhméa. Tapaus S = & on selva, joten oletetaan, ettd S # O.
Maaritellaén kuvaus ¢: S — Fg kaavalla s — s. Osoitetaan, ettd ¥
toteuttaa maédritelméan 1.7B ehdon.

Olkoon G ryhmaé ja olkoon ¢: S — G kuvaus. Jokaisella [w] € Fg on
yksikésitteinen supistettu esitys w = sj'---stm, jossa m € N, s; € S ja

m )

g; € {1} kaikilla 7 € {1,...,m}. Madritellian kuvaus h: Fg — G kaavalla

[w] = [+ ] 1, kun s =1 ja
S " d(s1)% -+ d(smm)°™, muuten.
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Kuvaus on hyvin mééritelty homomorfismi, silla edellisen kaavan mukainen
kuvaus kuvaa samoiksi alkioiksi sanat, joilla on sama supistettu muoto.
Lisaksi ¢ = h o).

Osoitetaan, ettd homomorfismi A on ainoa, jolle kaavio

Fg

kommutoi. Olkoon A': F — G homomorfismi, jolle ¢ = h’ 04, ja olkoon
[w] = s7* - s&m € Fg. Talloin

W ([w]) = B (s3) - W' (sir) = B (s1)" - ()™
= (W otp(s1))™ - (W o tp(sm))™
= ¢(s1)7 - d(sm)™ = h([w]) .

Siis h = h’. Néin ollen ryhmé Fg on vapaa joukon S suhteen. O
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2 Graafin! perusryhmi

Tassé luvussa osoitetaan, ettd yhtenaisen graafin perusryhmé on vapaa.
Aluksi osoitetaan, ettd jokaisesta graafista 16ytyy maksimaalinen puu.
Samaistamalla maksimaalisen puun pisteet saadaan tekijaavaruus, joka on
homotopiaekvivalentti alkuperdisen graafin kanssa. Tamé tekijaavaruus
on edelleen homeomorfinen ympyroiden yhden pisteen yhdisteen kanssa.
Soveltamalla Van Kampenin teoreemaa osoitetaan, etta ympyroiden yhden
pisteen yhdisteen perusryhma on ympyran perusryhmien vapaa tulo. Koska
ympyran perusryhmd on isomorfinen kokonaislukujen additiivisen ryhméan
kanssa, on graafin perusryhmé téaten vapaa ryhma. Myos Van Kampenin
teoreema todistetaan. Taman luvun todistukset mukailevat Hatcherin
kirjassaan esittamia todistuksia [3].

Intuitiivisesti ajateltuna graafi on joukko pisteitéd, jotka yhdistetadn
viivoilla. Tasmaéllisemmin sanottuna (topologinen) graafi on CW-kompleksi,
joka on enintdan 1-ulotteinen.

Maiaritelma 2.1 (CW-kompleksi). Topologinen Hausdorff-avaruus X on
CW-kompleksi?, mikili on olemassa osajoukot X° < X! < X% < .-, joilla
on seuraavat ominaisuudet:

i) Avaruus X on joukkojen X°, X! ... vhdiste eli X = X",
neN
(ii) Joukko X on diskreetti joukko?.

(iii) Jokaisella n € N on olemassa perhe jatkuvia kuvauksia {1, : B” —
X}aea,, jotka toteuttavat seuraavat ehdot:

a) X" = X", el missi €], = Yu(B"),

1Usein graafi eli verkko mééritelldin puhtaan kombinatorisesti parina (V,E), jossa
V' on mielivaltainen joukko, ns. kdrkipisteiden joukko, ja E on kokoelma karkipisteista
muodostuvia pareja. Kokoelman FE alkioita kutsutaan sivuiksi. Téssi tutkielmassa
kuitenkin lahestytddn graafia topologisesta nidkokulmasta, toisin sanoen graafi on
topologinen avaruus. Topologisessa graafissa abstraktit sivut saavat rakenteen: ne ovat
homeomorfisia avoimen vélin (0,1) kanssa.

2Tasmaillisemminen sanottuna topologinen avaruus X yhdessé kiinnitetyn solura-
kenteen X% X! ... kanssa muodostaa CW-kompleksin.

3Topologisen avaruuden X osajoukko A on diskreetti, jos avaruudelta X periytyvi
relatiivitopologia on diskreetti topologia.
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2 Graafin perusryhmé

b) rajoittuma t,|pn: B™ — € on homeomorfismi,
¢) Ya(0B") < X",
d) e X" =g, sekd

e) eafles =02
kaikilla o, B € A, ja o # 3.

(iv) Avaruuden X topologialle pétee, ettd joukko A < X on suljettu, jos
ja vain jos A[) X" on suljettu kaikilla n € N.

Joukon XY alkioita sanotaan 0-soluiksi. Joukkoa X" sanotaan n-rangoksi
ja avaruudessa X" avoimia joukkoja el n-soluiksi.

Huomautus 2.1. CW-kompleksin maaritelma on mielekés; sellaisia on ole-
massa. Monet tutut topologiset avaruudet ovat CW-komplekseja. Esimer-
kiksi yksikkoympyrd S* < R? saadaan valitsemalla joukoksi X piste (—1,0)
ja l-soluksi avoimen vélin (—1,1) kuva kuvauksessa t — (cos(wt), sin(7t)).

Ympyrd S voidaaan myds konstruoida seuraavalla tavalla kiyttden te-
kijdavaruuksia. Olkoon X° = {z¢} yksi6. Maaritelldin kuvaus ¢: S® — X
ja asetetaan X' = X°| |[-1,1]/~, jossa ekvivalenssirelaatio ~ méadrdytyy
samaistamalla pisteet = € d[—1,1] kuvapisteidensé kanssa. Toisin sanoen
pisteet xg, —1 ja 1 samaistetaan. Talloin S* ~ X*!. Tekijaavaruudet antavat
keinon konstruioida (abstrakteja) CW-komplekseja.

Vastaava patee yleisemmin CW-kompleksille. CW-kompleksin n-ranko
on homeomorfinen tekijéavaruuden (X[ |, BZ) /~ kanssa, missé pallon
B reunapisteet samaistetaan kuvapisteidensa kanssa jatkuvissa kuvauk-
sissa ¢q: S"1 — X"~ Niitd kuvauksia vastaa edellisessi méaritelméssa
kuvausten 1, rajoittuma pallon B” reunalle.

Seuraava aputulos antaa useisiin tilanteisiin luonnollisen tavan késitella
CW-kompleksin topologiaa. Sen sijaan, ettd joukon sulkeutuneisuutta
tarkastellaan n-rangoissa, voidaan sita tarkastella suljetuissa n-soluissa

e = en. Lisdksi osoitetaan, ettd &' = ¢, (B") kaikilla n e N ja a e A,,.

Apulause 2.1. Olkoon X = |, .y X" CW-kompleksi. Téllgin e = b, (B"™)

kaikilla n € N ja kaikilla o € A,,. Lisdksi seuraavat ehdot ovat yhtdapitdvid:
(i) Joukko A < X on suljettu.

(it) Joukko A(e™ on suljettu avaruudessa € kaikilla n € N ja a € A,,.
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Todistus. Osoitetaan ensin, ettd €' = 1, (B") kaikilla n € N ja kaikilla
a € A,. Olkoon n € N ja a € A,. Kuvaus ¢,: B" — X on jatkuva,
joten joukko C' = 1o (B") on kompakti. Koska X on Hausdorff-avaruus,
joukko C' on my6s suljettu. Siten e < C. Riittaéd siis osoittaa, etté
jokainen piste y € ¥, (0B™) on joukon e kasautumispiste. Olkoon z € 0B"
ja olkoon U < X pisteen ¢, (x) ymparist6. Koska 1, on jatkuva, on
olemassa pisteen x ympéaristo V siten, ettd ¢, (V) < U. Erityisesti, koska
x € 0B™, on olemassa a € V [ B", jolle 1, (a) € U. Siis ¥4(x) on joukon
e kasautumispiste. Néin ollen ¢, (B") = &”.

Olkoon n € N ja a € A,. Jos joukko A < X on suljettu, niin téalléin
joukko A[) €2 on suljettu avaruudessa e relatiivitopologian maaritelman
perusteella.

Olkoon A[)e” suljettu kaikilla n € N ja « € A,,. Osoitetaan, ettd A < X
on suljettu eli osoitetaan, ettd A[) X™ < X™ on suljettu avaruudessa X"
kaikilla n € N.

Joukko A n X° on suljettu avaruudessa X°, koska X° on diskreetti.
Oletetaan, ettd A n X" ! on suljettu avaruudessa X" !. Olkoon a €
X" joukon A n X" kasautumispiste. Jos a € X" !, niin @ on joukon
An X" ! kasautumispiste avaruudessa X" 1. Télloin a € An X"~ induktio-
oletuksen nojalla. Oletetaan nyt, ettd a ¢ X" !. Talloin a € e jollakin
a € A,. Olkoon U pisteen a ymparistoé avaruudessa e:. Koska e on avoin
avaruudessa X", on joukko V' = U n e avoin joukko avaruudessa X".
Liséksi a € V. Néin ollen on olemassa piste t € AnV < An U, joka ei ole
piste a. Siis @ on joukon A ne! kasautumispiste avaruudessa e. Oletuksen
nojalla A n el on suljettu avaruudessa e}, joten a € A. Siis A n X" on
suljettu. O

Mikali avaruus X on CW-kompleksi, jolle X = X" jollain n € N ja
X # X'™ kaikilla m < n, niin sanotaan, ettd X on n-ulotteinen CW-
kompleksi.

Graafi on siis oleellisesti yhdiste eristetyista pisteista ja valeista I,
a € A, missé jokainen véalin pddtepiste samaistetaan jonkin edelld mainitun
eristetyn pisteen kanssa. Erityisesti graafi on muotoa X J,, €q, jossa X? on
diskreetti joukko, jokainen e, on avoin ja e, on homeomorfinen joko vélin
[0,1] tai ympyrdn S kanssa. Joukon X° pisteitd kutsutaan kdrkipisteiksi
ja avoimia joukkoja e, sivuiksi.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd jokaisella yhtendisella graafilla on maksi-
maalinen puu. Tata varten tarvitaan aligraafin, puun ja maksimaalisen
puun késitteet. Graafin X = X°( J, e, osajoukkoa Y kutsutaan aligraafik-
si, jos ehdosta e, [ Y # O seuraa, ettd e, < Y. Puu on kutistuva graafi.
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2 Graafin perusryhmé

Jos puu sisiltyy graafiin X ja sisdltda graafin jokaisen kérkipisteen, sita
sanotaan maksimaaliseksi puuksi.

Apulause 2.2. Olkoon X graafi ja Yy < X puu, joka on graafin X aligraafi.
Talloin on olemassa graafin X maksimaalinen puu T, joka sisdltdd puun
YoeliYoo T.

Todistus. Olkoon X = X[ J ., €a yhtendinen graafi ja olkoon Y, < X
aligraafi, joka on puu. Maéaritellaan Y; = Yy U/BEJ1 ég, missd J; = {fe A:
es € X N\ Yy jaYo[es # @}. Maaritellaan induktiivisesti J, = {f € A :
esc X\Y,q1jaY, 1 (eg#2}jaY, =Y, Upgey, €5 jokaisella n > 2.

Osoitetaan, ettd joukko Y = [ J, Y, on avoin. Olkoon z € Y ja joukko
U = {2} U,y o, missé U = {a € A : x € e,}. Talléin U on pisteen z
ymparisto graafissa X ja lisiksi U c Y.

Osoitetaan, ettd Y on myos suljettu. Olkoon x joukon Y kasautumispiste
avaruudessa X . Téalloin on olemassa piste y € Y siten, ettd y € e, ja x € e,
jollakin indeksilla v € A. Joukon Y konstruktiosta seuraa, etté e, < Y,
jollakin n € N. Erityisesti siis x € Y,, € Y. Nain ollen Y on suljettu. Koska
X on yhtendinen ja Y on epéatyhja, avoin ja suljettu, niin X =Y.

Konstruoidaan seuraavaksi maksimaalinen puu, jonka deformaatioret-
rakti Yy on. Olkoon Ty, = Y. Maaritellian jokaisella n € N joukko
A, = XN (Y, \Y,_1). Toisin sanoen A, on niiden kirkipisteiden joukko,
jotka lisatadn joukkoon Y, _; joukkoa Y, maéaariteltdessa. Maaritellaan T,
induktiivisesti seuraavalla tavalla. Jokaiselle a € A, valitaan sivu e,, si-
ten, ettd a € €y, ja €a, [\ Th1 # D. Asetetaan T, = T,_1 ,ep, €a,- Néin
jatkamalla saadaan graafin X aligraafi T' =, T,.

Craafin T konstruktiosta seuraa, ettd X° < T eli T sisaltiaéd kaikki
alkuperdisen graafin kérkipisteet. Néin ollen 7" on maksimaalinen puu,
mikéli se on puu. Osoitetaan, ettd 7" on kutistuva.

Olkoon n € N ja a € A,,. Olkoon kuvaus h,: €,, — [ homeomorfismi,
jolle hq(a) = 1 ja olkoon H : [0,1] x [0,1] — [0,1] homotopia kuvauksesta
idpo,1) vakiokuvaukseen z — 0. Mééritelldén kuvaus H,: T, x [0,1] — T,
kaavalla

x, kun z € T, _4

(28 = { holo H(ha(z)t), kun z € ég,

Néin maaritelty kuvaus H, maédrittad homotopian identtisesté kuvaukse-
sesta idg, retraktioon 7: T, — T,

x, kun z € T, _4
T — 1 —
h,'(x), kun x € é,,,
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jonka kuvajoukko on T}, ;.
Haluttu deformaatioretraktio joukosta 7' joukkoon Tj saadaan asetta-
malla H: T x [0,1] — T kaavalla

(l‘,t) — Hn( o (Hm—l(HM(x>1)71)7 e )72n(t - 2_n>>7
kun z € T),, t € [27",27"] ja m > n, seki kaavalla
(x,t) — x,

kun z € T, ja t < 27". Nain maaritelty kuvaus oleellisesti ketjuttaa
homotopioita H,: joukko T, pysyy paikoillaan aikavélilla ¢ € [0,27"], jonka
jalkeen aikavililla [277,27""!] se kutistuu joukoksi T},_; homotopiassa H,,,
siita edelleen joukoksi T}, 5 ja niin jatkaen lopulta puuksi Tj.

Osoitetaan, ettd kuvaus H on jatkuva. Olkoon x € T ja t € (0,1].
Osoitetaan, ettd H on jatkuva pisteessi (z,t). Olkoon V pisteen H(x,t)
ymparisto. Olkoon m € N pienin luonnollinen luku jolle patee, ettd x € T,,,
ja olkoon n € N pienin luonnollinen luku jolle pétee, etté t € [277,27"H1].
Jos n = m, niin tdll6in on olemassa pisteen (z,2"(t — 27") ympéaristo
U' =U., x ((¢,b) n[0,1]) siten, ettd H,(U") = V. Olkoot ¢, :==2""¢c+ 27"
ja b, == 27"b+ 27", Talloin on olemassa korkeintaan yksi a € A, ;1 siten,
ettd = € e,,. Jos tallainen a on olemassa, asetetaan

U = (ea, v Up) x (((en,bn) n[27",27"H]) U (27771,277)
muuten asetetaan
U:=U,x (((ca,bn) n[27",27" ) U (27"71,27M)).

T&lloin joukko U on avoin ja lisiksi H(U) < V. Tapaukset m > n saadaan
vastaavaan tyyliin hyodyntéden induktiota luvun m suhteen.

Jos m < n, niin talléin V on pisteen (x,t) ymparistd. Talloin joukko
U:=((VnT,) uey,) x [0,27™) on avoin ja patee HU) =V nT, c V.
Siis H on jatkuva pisteessa (x,t).

Osoitetaan, ettd kuvaus H on jatkuva pisteessd (x,0) € T' x {0}. Olkoot
x € T jan € N siten, ettd z € T,. Valitaan t; < 272 ja pisteen z
ympéristd U siten, ettd U < T,,,;. Néin saadaan pisteen (z,0) ympéristod
V =U x [0,ty), jolle H(y,t) = z kaikilla (y,t) e V.

Kuvaus H on siis jatkuva ja méarda deformaatioretraktion avaruudesta
T avaruuteen Ty. Graafi T' on siis maksimaalinen puu, jonka deformaatio-
retrakti puu Yy = T} on. O
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2 Graafin perusryhmé

Esimerkki 2.1. Kokonaislukuhila X = (Z x R) u (R x Z) on yhtenainen
graafi. Sen erds maksimaalinen puu on T = (Z x R) u (R x {0}).

Edella osoitettiin, ettd jokainen graafin aligraafi, joka on puu, sisaltyy
maksimaaliseen puuhun. On kuitenkin hyvd huomata, ettd mikédan mak-
simaalinen puu ei sisélla kaikkia graafin puita, jos graafi ei itsessdén ole
puu.

Tavoitteena on tarkastella graafin perusryhméa hyodyntamaélla tietoa
maksimaalisen puun olemassaolosta. Sitd varten tarvitaan kaksi teknista
aputulosta, joiden avulla voidaan osoittaa, ettd graafi ja tekijaavaruus,
jossa maksimaalisen puun alkiot samaistetaan yhdeksi pisteeksi, ovat ho-
motopiaekvivalentteja.

Ensimmaéinen aputuloksista antaa tiedon, ettd parilla (X,77), jossa X on
graafi ja T" on maksimaalinen puu, on niin sanottu homotopian laajennuso-
minaisuus.

Mairitelma 2.2 (Homotopian laajennusominaisuus). Olkoon X topo-
loginen avaruus ja A < X. Parilla (X,A) sanotaan olevan homotopian
laajennusominaisuus, jos jokaisella jatkuvalla kuvauksella H: (X x{0})u
(AxI) - Y on olemassa jatkuva kuvaus H: X x I — Y siten, etta

H|x xqopoaxn = H.

Huomautus 2.2. Edellisessa méaritelméassa on todella kyse homotopian
laajentamisesta. Olkoon H: AxI—>Y homotopia kuvauksesta f1: A - Y
kuvaukseen fy: A — Y. Jos lisdksi on olemassa jatkuva kuvaus g;: X — Y,
jolle g|4 = f1, niin talloin parin (X,A) homotopian laajennusominaisuuden
nojalla on olemassa homotopia H: X x I — Y kuvauksesta g kuvaukseen
H(-1), jolle rajoittumakuvaus H|4x; = H. Siis H on homotopian H
laajennus.

Osoitetaan viela ennen varsinaisia aputuloksia seuraava tulos, joka ker-
too, milloin avaruudella ja sen aliavaruudella on homotopian laajennusomi-
naisuus.

Apulause 2.3. Parilla (X,A) on homotopian laajennusominaisuus, jos ja
vain jos (X x {0}) u (A x I) on avaruuden X x I retrakti.

Todistus. Olkoon X topologinen avaruus ja A < X osajoukko siten, etté
parilla (X,A) on homotopian laajennusominaisuus. Olkoon id: (X x {0})u
(AxI)— (X x{0})u (AxI), z— x Talléin homotopian laajennuso-
minaisuudesta seuraa, ettd on olemassa jatkuva kuvaus H: X x [ —
(X x{0}) U (A x I), jolle H|(xxfopu(axr = id. Siis avaruus (X x {0}) u
(A x I) on avaruuden X x [ retrakti.
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Olkoon nyt (X x {0}) u (A x I) avaruuden X x I retrakti ja olkoon
r: X x I - (X x{0}) u (A x I) retraktio. Olkoon lisdksi Y topologinen
avaruus ja H: (X x {0}) u (Ax I) — Y jatkuva kuvaus. Nyt kuvaus
Hor: X xI—Y on jatkuvien kuvausten yhdisteena jatkuva ja siten

parilla (X,A) on homotopian laajennusominaisuus. ]

Seuraavaa tulosta varten tarvitaan CW-parin méaritelmé. Olkoon X
CW-kompleksi ja A = X suljettu joukko. Pari (X,A) on CW-pari, jos A
on yhdiste CW-kompleksin X soluista.

Apulause 2.4. Olkoon (X,A) CW-pari. Talloin (X x {0}) u (A x I) on
kompleksin X deformaatioretrakti. Erityisesti parilla (X,A) on homotopian
laajennusominaisuus.

Todistus. Osoitetaan aluksi, etté joukko (B" x {0}) u (S"~! x I) on ava-
ruuden B"™ x I deformaatioretrakti, toisin sanoen osoitetaan, ettd on
olemassa retrakti r: B" x I — B"™ x I avaruudesta B™ x I avaruuteen
(B™ x {0}) U (S"™! x I) ja homotopia H: (B" x I) x I — B™ x I kuvaus-
ten r ja idgn,; valilld. Avaruudet B™ ja [—1,1]" ovat homeomorfisia, joten
B"xI ~ [~1,1]"xI. Homeomorfismi h: B"x I — [—1,1]"x I voidaan valita
siten, ettd h ((B™ x {0}) u (S"7! x 1)) = ([-1,1]" x {0})u(I[—1,1]" x I).
Néin ollen riittaa osoittaa, ettd ([—1,1]" x {0}) u ([—1,1]" x I) on ava-
ruuden [—1,1]" x I deformaatioretrakti.

Maéaritellaan kuvaus ry: [-1,1]" x I — [—1,1]" x [ kaavalla (z,t) —
(2,t|7|00,n), missa ||, on avaruuden R” maksiminormi. Maéritellaan ku-

vaus 75: (R" x R) \ {(0,1)} — R™! kaavalla 2 > (0,1) + =55 .

Kuvaukset r, ja ro ovat jatkuvia ja yhdisetty kuvaus r = r, ory; on retrakti
avaruudesta [—1,1]" x I avaruuteen ([—1,1]" x {0}) u (d[—1,1]" x I). Edel-
leen méarittelemalla H,: ([-1,1]" x I) x I — ([-1,1]" x I) x I kaavalla

(x,t) — (1 - tﬁd([—l,l]”xl)(x) + tr(x)

saadaan haluttu deformaatioretraktio. Nain maédritelty kuvaus todella on
mielekés, koska joukko [—1,1]" x I on konveksi.

Olkoon X = [ J, . X™ CW-kompleksi ja olkoon A < X alikompleksi, eli
suljettu osajoukko, joka koostuu kompleksin X soluista. Osoitetaan ensin,
etta kaikilla n € N joukko (X™ x {0})u (X"t U A") x I) on joukon X x [
retrakti.

Olkoon n € N. Avaruuden X n-rangolle patee X" = X" 1 J _ A, €o =
X" Uaen, Ya(BT), jossa kuvaukset {1q }aca, ovat kuten CW-kompleksin
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2 Graafin perusryhmé

madritelméssa. Olkoon A" ' = A n X" L. Talloin on olemassa indeksi-
joukko A, A, siten, ettd A" = A" Uaei, @ = A" Uper, Ya(B™).
Maaritellaan kaikilla o € A kuvaus ®,: B® x I — X" x I kaavalla
(x,t) — (o(z),t). Talloin patee

X" x [ = (X" < {0} (Xt o A7) x I) ) @a(B") x 1)

aEN, \/~\n

_ (X” < {0} J (X" o AT x 1) ) (@u(B" x 1))

acAn~Arn
Maaritelladn kuvaus d,,: (X" x I) x I — X" x [ kaavalla
(2.4.5) { (x,t), kun (x,t) € (X™ x {0}) |J (X"t U A™) x 1)
™ O, (Hy(y,s)), kun (x,t) = u(y).

Kuvaus on hyvin méaritelty, silla kaikilla y € 0B™ x I ja kaikilla s € I
patee H,(y,s) = (y,s). Néin ollen kuvaus d,, on myos jatkuva, silld se on
jatkuvien kuvausten (&érellisend) paloittaisena yhdisteend paloittain jatku-
va ja méaaritelméat yhtenevat eri méarittelyjoukkojen yhteisilla reunoilla.
Liséksi patee

dp(+,+,0) = idxnxr,
A (-, 1) | xnxqoy Uxn—toamyx1 = idxn oy oxn—toan)xr
ja
do () € <X" x {0} ] (X"t 0 A7) x 1) ) ®u(B"x {0} JoB" x 1)
aeAn\j\n
c (X" x o (X"t uAY) x 1)
kaikilla (x,t) € (X" x {0}) J (X"t U A") x I). Kuvaus d,, on néin ollen
vahva deformaatioretraktio avaruudesta X" x I avaruuteen

(X" x {0})U (X" oA x1).

Ketjuttamalla homotopiat d,, maaritellaan kuvaus dy: X x I x I — X x [
seuraavalla tavalla. Olkoot z € X x [ ja t € I. Méaritelladn m = min{n €
N: z e X™ x I} ja asetetaan

(2,8) x, kunt <27 ja
' dm(z,2™t — 1), kun t € [27™ 27 ™H].
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Oletetaan nyt induktiivisesti, etté
Ayt = Qg1 (- (A1 (A (2,1),1), -+ ), 1) € X™7F x I
Asetetaan talloin
() = dops (il 1,1),27 = 1),
kun ¢ € [2777F 1 27 Ga dpy g (d gy, 1) € X X T seka

($,Zf) = A (d;c,m—k’+1 ) 1)’

kun t € [277"7F 1 27 Ga dyy_(d,  gyqn 1) # XTTRTU XL

Nain maamtellyn kuvauksen dy jatkuvuus seuraa kuvausten d,, jatku-
vuudesta ja siita, ettd joukot X" x [ ovat suljettuja; joukon U € X x [
alkukuvan leikkaus joukon X™ x I x I kanssa on d'(U) n (X" x [ x I) =
UL, di7'(Un X x I).

Osoitetaan, etta nain saatu homotopia on deformaatioretraktio avaruu-
desta X x I avaruuteen (X x {0}) u ((X° U A) x I). Olkoon z € X x [

ja olkoon n siten, ettd x € X” x I. Nyt d (2,2~ D) e (X" x {0}) U

(X" 1 U A")x). Jos dy (2,2~ D) ¢ X1 x I, niin talldin dy(z,1) =
doo (2,27 D) € (X x {0}) U (A x I). Jos taas dy(z,2~™ _))eX”_1 x I,
niin talléin d (2,272 e (X1 x {0}) U ((X"2 U A"1) x I). Niin jat-

kamalla saadaan, ettd dy(x,1) € (X x {0}) u ((X° U A) x I). Osoitetaan
edelleen do(z,t) = x kaikilla = e (X x {0}) U ((X° U A) x I). Tarkastel-
laan kolmea tapausta:

(i) Olkoon z € X x {0} ja olkoon m = min{n e N:z e X" x I'}. Tallin
r e X" x I kaikilla n > m ja siten dy(z,t) = 2, kun ¢t < 270771,
Toisaalta = ¢ X" x [ milladn n < m, joten dy(z,t) = x, kun t >
2-(m=1),

(ii) Olkoon x € X° x I. Talloin kaikilla n € N pétee z € X" x I, joten
do(2,t) =  kaikilla ¢ € 1.

(iii) Olkoon z € A x I. Jos x € X™ x I, niin z € A" x I. Siten dy(z,t) = x
kaikilla ¢t € 1.

Siis kuvaus d., on vahva deformaatioretraktio avaruudesta X x [ aliava-
ruuteen (A x {0})u((X° U A) x I). Edelleen X°x {0} on avaruuden X°x I
deformaatioretraktio esimerkiksi kuvauksella r : (X° x I) x [ — X% x I,
(x,8,t) — (z,8(1 —t)). Ketjuttamalla edelleen kuvaukset d., ja r saadaan
deformaatioretraktio avaruudesta X x I avaruuteen (X x {0}) u (A x I).

[l
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2 Graafin perusryhmé

Seuraava aputulos kertoo, etté jos parilla (X,A) on homotopian laajen-
nusominaisuus ja lisiksi A on kutistuva, niin talloin avaruudet X ja X /A
ovat homotopiaekvivalentteja. Erityisesti siis graafi X, jolla on maksimaali-
nen puu 7', on homotopiaekvivalentti tekijaavaruuden X /T kanssa ja siten
niiden perusryhmat ovat isomorfiset.

Apulause 2.5. Olkoon (X,A) pari, jolla on homotopian laajennusominai-
suus. Olkoon lisiksi A kutistuva. Talloin tekijikuvaus m: X — X /A on
homotopiaekvivalenssi.

Todistus. Olkoon Hi: A x I — A homotopia identtisestd kuvausesta
id, vakiokuvaukseen zy. Maaritelliin Hy: (X x {0}) u (AxI) — X,
Hy(z,t) = Hi(x,t), kun x € A ja Hy(x,t) =  muuten. Homotopian laa-
jennusominaisuudesta seuraa, ettd on olemassa kuvauksen H, laajennus
H: X x I — X. Joukon A x I kuva sisiltyy joukkoon A kuvauksessa H,
joten mo H(A,t) = m(A) kaikilla t € I. Néin ollen voidaan maéritella ku-
vaus G: X/A x I — X /A asettamalla G(n(z),t) = mo H(x,t), kun x ¢ A,
ja G(z,t) = m(A), kun x = 7(A). Talléin 7o H(x,t) = G(w(z),t) kaikilla
(x,t) € X x I. Osoitetaan, ettd G on jatkuva. Olkoon U < X /A avoin.
Joukon U alkukuva kuvauksessa G on G~1(U) = (7 x id)(H ' (=1(U))).
Olkoon t € I. Jos leikkaus (A x {t}) n H~}(7=*(U)) on epétyhji, on se
silloin koko joukko A x {t}. Siten 7= (x(H ' (7=1(U)))) = H (== }(U))
ja joukko G7(U) on avoin, jos ja vain jos H~'(7~1(U)) on avoin. Kuvaus
G on siis jatkuva, silld kuvaukset H ja m ovat jatkuvia. Kuvauksen G
madritelmén perusteella kaavio

XxI-—H . x

]

kommutoi. Koska H(-,1)|4 on vakiokuvaus zy, on H(A,1) = x¢ ja siten
oytyy kuvaus g: X/A — X jolle gom = H(-,1). Kuvauksen g jatkuvuus
saadaan vastaavalla paattelylla kuin kuvauksen G tapauksessa. Nyt kaikilla
re X/A

mog(x) =mogom() =moH(%,1) =G(n(%),1) = G(z,1),
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2.1 Van Kampenin teoreema

missi & € 771 (). Téten kaavio

x 2O,y

| )
kommutoi. Siis 7o g = G(+,1). Kuvaus ¢g on kuvauksen 7 homotopiakéén-
teiskuvaus, silla 7o g = G(-,1) ~ G(-,0) = idx/a ja gom = H(-,1) ~
H(-,0) = idx. Kuvaus 7 on siis homotopiaekvivalenssi. O

Tahénastisten tulosten avulla voimme jo osoittaa, ettd graafin X perus-
ryhmé on isomorfinen tekijaavaruuden X /T perusryhmén kanssa, missé
T on graafin X maksimaalinen puu. Jotta voimme osoittaa, etté graafin
perusryhmé on vapaa, tdytyy vield tunnistaa, mika avaruus X /T on, ja
osoittaa, ettd sen perusryhmé on vapaa ryhma.

2.1 Van Kampenin teoreema

Van Kampenin teoreema antaa yhteyden topologisen avaruuden perusryh-
méan ja sen osien perusryhmien vapaan tulon vélille. Sen avulla esimerkiksi
kahdesti punkteeratun tason perusryhman selvittaminen saadaan palautet-
tua kerran punkteeratun tason perusryhmaén selvittamiseen. Van Kampenin
teoreeman muotoilemiseksi tarvitaan ryhmien vapaan tulon késite.

Olkoon {G}aen kokoelma ryhmia. Maéritelldén S = | | ) Go. Kuten
vapaan ryhmén tapauksessa méaéritellaan kaikkien sanojen joukkoon W (.S)
ekvivalenssirelaatio seuraavalla tavalla.

Olkoot wy,wq € W(S) sanoja ja olkoot g1,92 € G, alkioita jollakin a € A.
Merkitaén h = g192 € G, ja sanotaan, ettd sana wihwsy on sanan wi g, gawWs
supistuma. Edelleen sana wyw, on sanan w;1lg, wy supistuma kaikilla v €
A. Sana v on supistetussa muodossa, mikéali ei ole olemassa sanaa, joka
olisi sanan v supistuma. Muokkaamalla hieman apulauseen 1.2 todistusta
voidaan osoittaa, ettd jokaisella sanalla v € W(S) on yksikésitteinen
supistettu muoto.

Kuten vapaan ryhméan tapauksessa, asetetaan joukkoon W (S) ekviva-
lenssirelaatio ~4, jossa kaksi sanaa ovat ekvivalentteja, mikéli niilla on
sama supistettu muoto. Nyt voidaan maaritelld ryhmien vapaa tulo.

Maaritelma 2.3 (Vapaa tulo). Olkoon {G,}aea kokoelma ryhmid. Ryh-
mien {Ga}aen vapaa tulo *qen Go on joukko W (||, cn Ga)/ ~4 varustet-
tuna laskutoimituksella [v][t] = [vt].
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2 Graafin perusryhmé

Huomautus 2.3. Vapaan tulon maéritelmassa esiintyvé laskutoimitus on
hyvin méaritelty. Tama seuraa yksikasitteisen supistetun muodon olemas-
saolosta.

Huomautus 2.4. Ryhmien vapaa tulo voidaan myos nahda eraana va-
paan ryhmén tekijaryhméné. Olkoon S := (J,_, Ga. Sanotaan, etté sa-
na vy Uy 1hvgie -+ Uy € W(S) on saatu sanasta vy -« U Uy 1 Uy €
W (S) supistamalla, jos v,,v,+1 € G, jollakin o € A ja h = v,v,,1 1. Mééritel-
ldéan edelleen joukko S < S valitsemalla jokaisesta alkio-vasta-alkioparista
toinen. Liséksi vaaditaan, ettd 1, ¢ S milldin o € A. Asetetaan kaksi sa-
naa ekvivalenteiksi ryhmassa Fg, * ~ y, jos  saadaan sanasta y aarellisella
maéralla supistuksia ja sen kdénteisoperaatioita. TAlloin skpep Go = Fg/~.
On hyva huomata, etté ekvivalenssirelaation ~ méaaritelmassa taytyy kayt-
tad apuna joukkoa W (S), jotta esimerkiksi sanat 1 ja abc ovat ekvivalent-
teja, mikali a=! = be.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd ryhmien vapaan tulon maaritelma on mie-
lekas, eli se todella méaarittelee ryhman. Todistuksessa kaytetadn hyodyksi
niin sanottua permutaatioryhmad, joka maéritellian seuraavasti. Olkoon
S epétyhja joukko. Téalléin joukko Perm(S) = {f: S — S : f on bijektio}
varustettuna kuvausten yhdistamisella on permutaatioryhma. Permutaa-
tioryhma on todella ryhma, kuten lukija voi helposti tarkistaa.

Apulause 2.6. Ryhmien vapaa tulo on ryhmd.

Todistus. Olkoon {G,}aen kokoelma ryhmid ja olkoon sk,ep G, niiden
vapaa tulo. Tyhja sana 1 on laskutoimituksella varustetun joukon sk,cp G
neutraalialkio. Jokaisella alkiolla (g; - gn) € skaen Go on kadnteisalkio
(9" 91") € *aer Ga-

Osoitetaan, ettd laskutoimitus on assosiatiivinen. Todistetaan assosia-
tiivisuus kdyttaen hyodyksi tietoa, etté joukon k,cp G, permutaatioiden
joukko varustettuna kuvausten yhdistamiselld muodostaa ryhméan. Kaikilla
a € A ja kaikilla g € G, maaritelladn kuvaus Ly: *aep Go — *aen Ga,
(g1 gn) — g(g1- - gn). Koska G, on ryhma kaikilla o € A, patee kaikille
9,9 € Gy, ettd LyoLy = Lgg. Siten LyoL,1 = idy _, ¢, = Lg—10L, kaikil-
la a € A ja kaikilla g € G,. Siis kuvaus L, € Perm(skoep G ). Méadritelldan
kuvaus L: skaen Go — Perm(skaepn Go), (61 9n) — Lg, -+ Ly, . Osoite-
taan, ettd L on injektiivinen kuvaus, jolle patee L(ww') = L(w)L(w’) kai-
killa w,w’ € skaep Ga, jolloin assosiatiivisuus periytyy permutaatioryhmén
assosiatiivisuudesta.

Olkoot g1 -+ gn # g - - - gl, joukon sk.ep G, eri alkioita. Koska
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2.1 Van Kampenin teoreema

L(gi+ga)(1) = g1+ gn # g1+ G = L(g1 -+ 9,) (1),
niin L(gy -+ gn) # L(g} - - ¢.,). Néin ollen kuvaus L on injektio. Osoite-
taan edelleen, ettd L(ww') = L(w)L(w') kaikilla w,w" € skaep Go. Tadmé
seuraa tiedosta Ly, = L,L, kaikille g,¢' € G,. Olkoot g1 - - - G, by - - by, €
*aen G supistettuja sanoja seka

91"'9m—kfh1+k"'hn=(91"'gn)(h1"‘hm)

supistettu muoto, missi f € G, jollakin o € A. Téssi g,."; = hy4; kaikilla
0 < i < k,ja f on kirjain g,_rr1hk. JOS Gm_pi1hey = 1, jitetdan f
merkisemattd. Nyt Ly = L Ly,. Koska h; = g, 1, _; kaikilla i <k —1,

Im+k+1
niin patee
L ((91 .. ~gn)(h1 S hm)) = L(g1 .. 'gm—kfh1+k S hn)
Ly -++Ly, L¢Ly,, L,
=Lg - Ly, L vorLnyLny,, - Ln,
=Lg, Ly, Lo Ly oy Lo, Ly1-- Lg;l_k+2LhkLh1+k oLy,

:L<gl o 'gn)L(hl T hmm) :

Kuvaus L on siis injektio, jolle pitee L(ww') = L(w)L(w') kaikilla w, w' €
*aep Go. Siten joukon sk.cp G, laskutoimitus on assosiatiivinen. Néin ollen
*aer Go on ryhma. n

Vapaan tulon muodostuksessa esiintyvit ryhmét Gg € {G4}aea voidaan

samaistaa aliryhmiksi Gz < *%,ep G, samaistamalla alkio g € Gg, g # 1,
yksikirjaimiseksi sanaksi g € *,epn G, ja neutraalialkio 1¢, tyhjéksi sanaksi
L cn G-
Huomautus 2.5. Ryhmien vapaa tulo maariteltiin samankaltaisesti kuin
vapaa ryhma. Néin ollen on luonnollista kysyé, onko ryhmien vapaa tulo
myo6s vapaa. Néin ei kuitenkaan ole. Esimerkiksi vapaa tulo Z/27Z % Z./27
ei ole vapaa ryhma. Tama ndhdéan esimerkiksi seuraavasta huomiosta.
Olkoot 7 ja G ryhmii, jotka ovat isomorfisia ryhméan Z/27 kanssa ja
olkoot a € G ja b € G4 niiden virittajat. Téalloin ryhmaéssa 7Z/27 *k 7 /27
pitee, ettd a* = 1 = b%. Niin ollen Z/27Z % Z/27 ei ole vapaa ryhmé, silla
a # lz/97.%2/22 # .

Kuitenkin ryhmén Z mielivaltainen vapaa tulo itsenséa kanssa on vapaa;
olkoon A joukko. Talloin sk,cp Z =~ Fj. Taméan todistaminen jatetdan
lukijalle.
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2 Graafin perusryhmé

Ennen Van Kampenin teoreeman muotoilua tarvitaan viela yksi vapaan
tulon ominaisuus.

Apulause 2.7. Olkoon {1, : Go — H}oen kokoelma ryhméahomomorfisme-
ja. Talloin on olemassa yksikdsitteinen ryhmdhomomorfismip: kaen Go —

H, jolle pdtee |q, = q.

Todistus. Olkoon {1,: G, — H}a.epn kokoelma ryhmédhomomorfismeja.
Maaritelladn kuvaus ¢: sk,ep Go — H kaavalla

V(g1 gn) = ¢a1(91) Vo, (gn),

missa g; € Gg,. Olkoot g1 - - - gn, g1 - - - g}, € *kaen Go sanoja, joille g,,g] € G,
samalla o € A. Talloin

V(g1 9a)¥(91 Gm)
= ¢a1 (91) co wan (gn)wal (gi) co wam (g;n)
= ¢a1 (91) o '@Zjoznq(gn—l)d]an (gngi)@bcm (gé) o '@Z)am (g7ln>

Néin ollen induktiolla sananpituuden suhteen saadaan, ettd kuvaus 1
homomorfismi. Yksikéasitteisyys seuraa valittomasti homomorfisuudesta ja
ehdosta ¥|g, = 1, kaikilla a € A. O

Van Kampenin teoreeman asetelmana on topologinen avaruus, joka on
peitetty polkuyhtenéisilla avoimilla joukoilla siten, etta jokainen joukoista
sisaltda saman kantapisteen.

Maéaritelladn Van Kampenin teoreemaa varten kuvauksia. Olkoon X
topologinen avaruus ja kokoelma {A,},.en avoimia ja polkuyhtenéisia
joukkoja A, < X siten, ettd X = [J ., Aa- Olkoon lisiksi kantapiste
ro € X siten, ettd zy € A, kaikilla o € A. Inkluusiokuvaus ¢,: A, —
X indusoi homomorfismin tay : m1(Aa, o) — m (X, 20). Apulauseen 2.7
vapaan tulon ominaisuuden nojalla homomorfismit {t,4}aer laajenevat
homomorfismiksi ®: kaep m1(Aq, z0) — 7 (X, 20). Merkitaan edelleen
taps: T (Ao N Apg, o) — m1(Aa, o) inkluusion A, N A — A, indusoimaa
homomorfismia.

Van Kampenin teoreeman muotoilu ja vaitteiden todistukset ovat melko
teknisid, joten se on purettu lauseiksi 2.8A ja 2.8B. Lause 2.8A sanoo, etta
jokainen silmukka voidaan homotopiaa vaille ndhda tulona silmukoista, jois-
ta jokainen on silmukka jossakin edelld mainittuun avoimeen peitteeseen
kuuluvassa joukossa. Lause 2.8B taas karakterisoi avaruuden perusryh-
mén taysin, kun avoimelta peitteeltd vaaditaan tiettyja lisdominaisuuksia
lauseeseen 2.8A verrattuna.
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Lause 2.8A. Olkoon X topologinen avaruus ja {Aa}een avaruuden X
avoin peite polkuyhtendgisilla joukoilla, jolle patee (), Aa # @. Olkoon
lisiksi kantapiste xq € X, joka sisdltyy jokaiseen joukkoon A,. Olkoon
edelleen leikkaus A, N Ag polkuyhtendinen kaikilla o, € A. Tdlloin homo-
morfismi ®: skaepn T (Ao, o) — m (X, x20) on surjektio.

Kuvauksen @ surjektiivisuuden todistuksen ideana on ensin jakaa mieli-
valtainen silmukka darellisen moneen osaan siten, etté jokainen osapolku
sisiltyy kokonaan johonkin joukoista A,. Tamén jalkeen jokainen osapolku
laajennetaan silmukaksi samaan osajoukkoon A,. Ensin paétepiste yhdis-
tetédén polulla avaruuden X kantapisteeseen sopivien joukkojen A, N Ag
sisalld. Kun osapolun ldhtopisteeseen liitetdan edellisen osapolun paétepis-
teen kantapisteeseen yhdistavin polun kaénteispolku, saadaan aikaiseksi
silmukka, joka on homotooppinen alkuperaisen silmukan kanssa, ja joka
on tulo silmukoista, joista jokainen sisiltyy kokonaisuudessaan johonkin
joukkoon A,.

Lauseen 2.8A todistus. Osoitetaan, ettd kuvaus ® on surjektio. Olkoon
f: I — X silmukka ja olkoon s € I. Nyt f(s) € A,, jollakin ay € A.
Koska A, on avoin ja f jatkuva, niin on olemassa pallo B(s,rs) siten,
ettd f(B(s,rs)) © Aa,. Koska {B(s,rs)}ser on vilin I avoin peite ja I
on kompakti, on olemassa dérellinen kokoelma palloja {B(s;,r;)}; <
{B(s,rs)}ser, jotka peittévit vilin I. Valitsemalla pallojen B(s;,r;) = (s; —
T, + 1;) padtepisteet, saadaan vélin [ ositus 0 =t <ty <--- <t,, =1
siten, ettd f ([ti,tis1]) © Ag, kaikilla i e {1,--- ,m — 1} ja a; € A.

Merkitédén jokaisella i € {1,...,n} A; = A,, ja fi: I — X polkua
fi(t) = f (t(siz1 — s;) + ;). Toisin sanoen f; on polku, joka vastaa silmu-
kan f rajoittumaa vilille [s;,s;41]. Oletuksen nojalla joukko A; N A;,1 on
polkuyhtenéinen, joten kaikilla i € {1,---,m — 2} on olemassa polku g;
joukossa A; N Ay siten, ettd ¢;(0) = x¢ ja g;(1) = f(si41) € Ai N Aiyq.
Yhdistetty polku

(frgr ) (g1fa9s )92 fs95 ") -+ (gt o fm—1)

on homotooppinen polun f kanssa. Siten

[f] = [(frgr ) (g1S295 ) (g2f395") - (gimofm—1)]
= [(frgr (g1 f292 )[(g2f395 )] - - - [(gmto fin—1)]-

Siis [f] on tulo kuvausten tq,4: m(A4;,x0) — m(X,x0) kuvia ja siten
[f] € P(skaer m1(Ay)). Kuvaus @ on néin ollen surjektio. O
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Lause 2.8B. Olkoot X, xg ja {Aa}aen kuten lauseessa 2.8A. Oletetaan
lisiksi, ettd Ay N Ag N A, on polkuyhtendinen kaikilla o,3,y € A. Olkoon

N = taps()tpas () 1,8 €A, E€m(Aan Aﬁ,xo)}>*aeAﬂ1(Aawo)

ryhman sk aepn T (Ao, To) pienin normaali aliryhma, joka sisdltad kaikki
alkiot, jotka ovat muotoa taps(§)ipas(§). Tdlloin lauseen 2.84 homo-
morfismille ®: kqepn m1(An, o) — m1(X, 20) pdtee ker(®) = N. Erityisesti
¢ indusoi isomorfismin m (X, xg) = *aen m1(Aq, o) /N.

Kuvauksen ® surjektiivisuuden todistuksesta nahdaén, etta kaikilla [ f] €
71 (X, xo) on olemassa luokat {[ f;] € m1(A;, o)}, (ja niille edustajat) siten,
ettéd silmukka f on homotooppinen silmukan f; - - - f,, kanssa avaruudessa X.
Sanotaan, ettd [fi] - [fn] € W(Uep m1(Aa, 20)) on luokan [f] tekijointi.

Asetetaan kaksi luokan [f] tekijointia ekvivalenteiksi, [fi]---[fn] ~
[fi]---[fL]s jos [ f1] - - - [f}],] saadaan tekijoinnista [fi]-- - [f.] toistamalla
aarellinen maara seuraavia operaatioita tai niiden kaénteisoperaatioita:

1. Kaksi perakkaista termiéd [f;][fir1] yhdistetdan yhdeksi termiksi
[fifi+1]a jOS [fz]7[fz+1] € (AO” l’o) jollakin a € A.

2. Vaihdetaan tekija [fi] € m1(Aq, o) tekijaksi [fi] € m(Ag, xo), jos
jollakin f; € [fi] patee, ettd f; on silmukka avaruudessa A, N Ag.

Apulause 2.9. Olkoon [f] € m (X, zo) ja olkoot [f1]---[ful,[f1]- - [fh] €
W (U, en m1(Aa, 20)) luokan [f] ekvivalentteja tekijointejd. Olkoot

©: W (g\ﬂ-l(Ame)) - ;5\77'1(14&71‘0)

ja U koen m1 (A, o) = ¥aen (A, 20) /N tekijikuvavksia. Tdlldin

Vo O(LA] - [fal) = Yo OS] [fr])-

Todistus. Mikali [f1]--- [fu]ja [f1]- - [f},] ovat ekvivalentteja operaation 1

kaUttav niin [fl] e [fn] ik [f{] T [frln] jOUkOSS& W(UaeA T (Aom l’o))7 silla
perusryhman laskutoimituksena on polkujen yhdistaminen. Néain ollen

O(Lf1]- - [fnl) = O(Lf1]-- - [fiu]), Ja erityisesti siis W o O([f1] - [fu]) =
o O([fi]--- [fn))-

Oletetaan, ett [f1] -+ [fila- - [fu] ja [fil-++ [fels - - [fn] ovat ekviva-
lentteja operaation 2 kautta eli fi on silmukka avaruudessa A, N Ag ja
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liséksi [fk]a € m (Aa, ZE()) ja [fk]ﬁ € M (Aﬁ, 1‘0). Koska [fk]gl[fk]g € N, niin

Vo O(fil - [fela- - [fm]) = W{LAD - O fr]a) - - U([fm])
= U([Ai]) - ([ felo) U (Lla ils) - W ([ fn])

= U([Ai]) - (i) ULl VY (L felg) - ([ fin])

= U(LAD W fels) - W (Lfm])

= VoO(lfi]---[fls- - [fm])-

Siis ekvivalentit tekijoinnit kuvautuvat samaksi alkioksi kuvauksessa ¥ o
0. O

Osoitetaan seuraavaksi, etté jokaisen [f] € m1 (X, xo) kaikki tekijéinnit
ovat ekvivalentteja. Konstruoidaan ensin apujoukkoja.

Olkoon [f] € m(X,zo) ja olkoot [fi]---[fm], [fi] - [f,] luokan [f]
tekijointejd. Talloin silmukat f--- f,, ja f] - - fn ovat homotooppisia ava-
ruudessa X. Olkoot P = (ay,...,am1) ja P = (by,...byy1) valin [0,1]
jakoja siten, ettd P antaa tulon f;--- f,, ja vastaavasti P’ tulon f{--- f’.
Olkoon H: I x I — X homotopia silmukasta f; - - - f,, silmukkaan fj--- f/.
Koska I x I on kompakti, kuvaus H jatkuva ja joukot A, avoimia jokaisella
« € A, niin on olemassa vélin [0,1] jaot S = (s1,...,sk) ja T = (t1,...,))
siten, ettd kaikilla 7 € {1,... k — 1} ja kaikilla j € {1,...,l — 1} on olemas-
sa a € A, jolle patee H([si,si+1] x [tj.tj11]) © Aq. Koska jaon hienonnus
sdilyttda kyseisen ominaisuuden, voidaan olettaa, etta jako S on jakojen
P ja P’ yhteinen hienonnus. Samasta syystéd voidaan olettaa, ettd jako T
koostuu vihintédn neljéstd pisteestd. Merkitain Rj; = [s;, si11] x [t,t11]
jokaisella (i,5) € {1,...,k—1} x {1,...,l — 1} ja valitaan A;; = A, sellai-
sella v € A, jolle H(R;;) < A,. Jokaisella R;; on ympéristé Uj; siten, ettd
H(U;;) < A;j. Siten kaikilla j # 1 ja j # [—1 on olemassa ¢; > 0 siten, etté
gj # €j11 kaikilla j € {2,...,1—-2} ja H(R];) < Ay kaikilla j € {2,...,1-2}
ja kaikilla @ < k — 1, missd R}, := [s; + €, 811 + &5] x [t;,t;41]. Néin tulo
I x I on jaettu suorakulmioihin Rj; siten, ettd jokainen joukon I x I piste
kuuluu enintédan kolmeen téllaiseen suorakulmioon. Numeroidaan suora-
kulmiot vield uudelleen kuvan 2.1 esimerkkitapauksen (kK = 8 ja [ = 5)
mukaisesti merkiten Ry, = Rj;, kun h = (k —1)(j — 1) + 4.

Olkoon r € {0,...,(k—1)(I—1)}. Maaritelldan polku ~,: I — I x [ siten,
ettd 7, (I) jakaa joukon I x I kahteen osaan A ja B, joille A = |Ji_, R; ja
B = Ugi;i)l(lfl) R;. Tarkemmin sanottuna 7, on yhdistetty polku poluista
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2 Graafin perusryhmé

VA" A" I — I x I, jotka toteuttavat ehdot

Ve (@Siete),
Vi w e (sivn(t = )T £ 154a) Ja

V" (sip + (1= si1)a, t),
kun R, = Rj;. Lisiksi jos i = k — 1, niin v = 7 ja 7 mééritelldan
kuvaukseksi z — (¢,0). Nain méaritellylle polulle 7, patee ~,.(0) € {0} x[0,1]
ja v-(1) € {1} x [0,1], joten H o, on silmukka avaruudessa X.

Ry | Roz| Roy| Ros Ry | Ror|  Ros

Ris | Rig| Rir| Ris Ry | Ry| Ra

Ry | Ry |Ry| Ru Ryy | Riz| Ru

R Ry| B3| R, Rs | Rs| R:

Kuva 2.1: Tulon I x I jako suorakulmioihin Rj,.

Apulause 2.10. Olkoon X topologinen avaruus, joka toteuttaa Van Kam-
penin teoreeman 2.8 B oletukset ja olkoon [f] € m (X, x). Tdlldin kaikki
luokan [f] tekijoinnit ovat ekvivalentteja.

Todistus. Olkoon [fi]---[fm] ja [fi]---[f.] luokan [f] € m (X, zo) teki-
jointeja. Olkoon H: I x I — X homotopia silmukasta f; - - - f,,, silmukkaan
fi-- fl. Olkoot edelleen S = (s1,...,sx) ja T = (t1,...,t) vilin I jakoja
kuten edelld ja olkoon vastaavasti kaikilla r € {0,..., (k—1)({ — 1)} polku
Yo I — I x I kuten edellé.

Osoitetaan ensin, ettéd silmukat H o+, ja H o,,, ovat homotooppisia
kaikilla 7 € {0,...,(k — 1)(l — 1) — 1}, jolloin on mielekésta tarkastella
ovatko jotkin luokkien [H o ,] ja [H o v.11] tekijoinnit ekvivalentteja
keskendan. Uudelleenparametrisoimalla polut ~, voidaan olettaa, etta
kaikilla w € v,.(I) N ~v,.11(I) pétee v,.(x) = w = y,41(x) jollakin x € I.

Olkoon 7 € {0,..., (k —1)(I — 1) — 1}. Maéaritellddn H,: [ x [ — I x I
kaavalla (x,y) — (1 — y)y () + yYrs1(z). Talloin kuvaus H, madrittas
homotopian kuvauksesta v, kuvaukseen ~, ;. Edelleen patee, etté ﬁr([ X
I) < ~-(I) Uv41(I) U R.41, toisin sanoen homotopia H, tyontéa polun
v, poluksi 7,1 pitkin suorakaidetta R,.;. Nyt H o H:IxI— X on
silmukkahomotopia kuvauksesta H o v, kuvaukseen H o 7,1.
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2.1 Van Kampenin teoreema

Tarkastellaan seuraavaksi luokkien [H o .| ja [H o 7,41] erdita tekijoin-
tejd. Olkoon r € {0,...,(k —1)(I — 1) — 1}. Olkoon v € (S x T) n ~,.(I).
Nyt v € Rj, enintdén kolmella h € {1,...,(k — 1)(l — 1)}. Edelleen jo-
kaista tallaista joukkoa Rj vastaa joukko A;;. Oletuksen nojalla néista
joukoista A;; muodostuva enintaan kolmen joukon leikkaus on polkuyhte-
néinen, joten voidaan maéritella polku g,: I — X pisteesté xy pisteeseen
H(v). Olkoon nyt Q = (t},...,t;) vilin [0,1] jako siten, ettd jokaista
pistettd v € (S x T') n 7,(I) vastaa tédsmaélleen yksi piste ¢, € @, jolle
pétee 7,.(t,) = v. Olkoon ~,,: I — I x I polku, joka vastaa rajoittu-
maa Yy, 1. Merkitddn vield v; = 7,(t;). Kuten surjektiivisuuden to-
distuksessa havaitaan, ettd polku 7, on homotooppinen yhdistetyn polun
(H0%,195.") (oo (HoYr2)931) -+ - (gu,_, H 0%y p—1) kanssa. Edelleen jokainen
polku v, ; kuuluu kahteen suorakaiteeseen R?;; ja siten polkua 7, ; tulossa
vastaava silmukka g, (H o v,)9,, 11 (tdssd g,, = w9 = gu,) vastaaviin jouk-
koihin A;;. Néin saadaan polun [H o+,] tekijointi. Riippuen siitd, kumpaan
edelld mainituista joukoista A;; silmukka ajatellaan kuuluvan, saadaan
eri tekijoinnit, jotka kuitenkin ovat keskenaén ekvivalentit. Edelleen luok-
kien [H o .| ja [H o 7,11] nédin saadut tekijoinnit ovat ekvivalentteja:
vaaditaan kaikille v, 5 ja 7,414, jotka kuuluvat suorakaiteeseen R, 1, ettd
[H oY s],[H 0 Y1) € m1(Asj, x0), missd A;; vastaa suorakaidetta R,.q.

Riittaa osoittaa, ettéd polkua 7y, vastaava tekijointi on ekvivalentti teki-
joinnin [f1]-- - [fm] kanssa ja vastaavasti polkua 7(_1)q—1) vastaava teki-
jointi on ekvivalentti tekijoinnin [f1]---[f;] kanssa. Koska kaikilla z € [
pétee vo(z) € Ry, enintddn kahdella h, voidaan kuvaukselta g, vaatia, etté
se sisdltyy lisdksi kuvausta f; vastaavaan joukkoon A, eli joukkoon A,
jolle tekijoinnissa esiintyvélle kirjaimelle [ f;] pétee, etta [ f;] € m1(Aq, o).
Nain ollen jokainen [f;] saadaan luokan [H o 7] tekijoinnissa esiintyvisté
tekijoista (mahdollisesti useammasta kuin yhdestd) operaatioiden 1 ja 2
avulla. Samalla tavalla ndhdaan, ettéd tekijointi [f]---[f!] on ekvivalentti
tekijoinnin [H o y—1)q—1)] kanssa. Siten luokan [ f] kaikki tekijoéinnit ovat
ekvivalentteja. O]

Lauseen 2.8B todistus. Olkoon [f] € m(X,zo). Téll6in on olemassa vé-
hintddn yksi luokan [f] tekijointi. Apulauseen 2.10 nojalla luokan [f]
kaikki tekijoinnit ovat ekvivalentteja. Nain ollen voidaan maaritella kuvaus
T: (X, 20) = *aea T1(Aa, 20)/N kaavalla [f] — W([f1]- - [fm]), missa
[f1] -+ [fm] on jokin luokan [f] tekijointi. Nain maaritellylle kuvaukselle
kaavio
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2 Graafin perusryhmé

*aen T1(Aa, o) 2 - (X, zo)

T

*aeA T (Aou .170)/N

kommutoi.

Nyt jos T([f]) = 1, niin luokalla [ f] on tekijointi [f1]---[f.] € IV, koska
ker U = N. Luokalla 1 € m1(X, zg) on tekijointi, joka kuuluu aliryhméan
N, joten ker® = ® o Y 1(1) = ker U = N. Toistaalta kaikille tekijoinneille
patee, ettd ([ f1]---[fn]) = [f], joten normaalin aliryhmén N virittaja-
joukko {tap(&)tpas(§) ™ s a,f € A, € € m(Ay N Ag, 1)} siséltyy aliryh-
méén ker &. Edelleen ker ® < sk ep m1(Aq, 79). Néin ollen N < ker ®. Siis
ker ® = N ja siten m1(X) = *kaen m1(Aq, 20)/N.

O

2.2 Graafin perusryhma

Osoitetaan seuraavaksi Van Kampenin teoreeman avulla, ettd ympyroiden
ST mielivaltaisen yhden pisteen yhdisteen perusryhmé on vapaa. Taté
varten madaritellian avaruuksien yhden pisteen yhdiste.

Maaritelma 2.4 (Yhden pisteen yhdiste). Olkoon {X,}aen kokoelma
topologisia avaruuksia ja olkoon jokaisella o € A kantapiste z, € X,.
Olkoon edelleen A = {z,, : x, € X,, 7, kantapiste} kantapisteiden joukko.
(Kantapiste)avaruuksien {X,},ca yhden pisteen yhdiste on topologinen

VX <|_|Xa) /4

ael ael
Merkitédéan to: Xo = V 4ep Xo luonnollista inkluusiota.
Apulause 2.11. Olkoon A mielivaltainen indeksijoukko. Talloin 1 (\/ oy S*)

on vapaa ryhmd.

Todistus. Olkoon a € A ja ey € S! kantapiste. Olkoon edelleen h: [0,1]/{0,1} —
S homeomorfismi, jolle pitee 0 — e;. Méadritellain

Uu=1a8" | wsoh ([o,i) U (i,l]) |

BeA, B#a
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2.2 Graafin perusryhma

Talloin S' on homotopiaekvivalentti avaruuden U, kanssa, silld U, defor-
maatioretraktoituu avaruudeksi ¢,.51, joka on homeomorfinen avaruuden
S* kanssa. Lisiksi U, on avoin ja joukot U, n U ja U, n Ug n U, ovat
polkuyhtendisia kaikilla a, 3,7 € A. Edelleen \/,__, S* = J,cp Ua. Néin
ollen Van Kampenin teoreeman nojalla

m(\/ 5" > & m(Ua) = m(SYH = % Z.

ael aeN

aeN

aelA
Siis 71 (\/ 4ep ') on joukon A suhteen vapaa ryhmé. O

Esimerkki 2.2. Apulauseen 2.11 tapaan voidaan méarittda myos muiden
vhden pisteen yhdisteiden perusryhmié. Esimerkiksi avaruudelle S \/ S?
voidaan valita Van Kampenin teoreeman mukaiset joukot U; ja Us si-
ten, ettd w1 (Uy) = m(S') ja m(Uz) = m(S?). Néin ollen (ST\/ S?) =~
71 (SY) sk 71(S?). Koska perusryhmé m;(S?) on triviaali, saadaan yhden
pisteen yhdisteen perusryhméksi 7 (S*\/ S?) =~ m(S1) =~ Z.

Avaruuden S'\/ S? perusryhmén avulla voidaan nyt selvittda avaruu-
den R? . S! perusryhmé. Avaruus S'\/ S? upotettuna avaruuteen R? on
avaruuden R? \ S1 deformaatioretraktio [3, s. 46-47]. Erityisesti avaruu-
det ST\/ S? ja R® \ S ovat keskendan homotopiaekvivalentteja. Siten
(RPN SY) = m (ST S?) = Z.

Osoitetaan vield viimeinen aputulos ennen graafin perusryhméan maarit-
tamista. Aputulos sanoo, ettd graafi, jonka maksimaalisen puun pisteet
samaistetaan, on homeomorfinen yksikkéympyroiden yhden pisteen yhdis-
teen kanssa. Yhdisteessa jokainen ympyra vastaa yhta graafin sivua, joka
ei sisally maksimaaliseen puuhun. Nain 16ydetdan myos ne silmukat, jotka
virittdvat graafin perusryhmaén; silmukat, jotka siséltyviat muuten mak-
simaaliseen puuhun, mutta kulkevat kerran jonkin graafin sivun kautta,
joka ei sisdlly maksimaaliseen puuhun.

Apulause 2.12. Olkoon X graafi, jolla on maksimaalinen puu T siten,
etti X # T. Tdlloin tekijiavaruus X /T on homeomorfinen ympyréiden S*
yhden pisteen yhdisteen kanssa.

Todistus. Olkoon X = X°J .\
simaalinen puu. Merkitdan A" = A ~ A, jolloin e, < X ~ T kaikilla
aelNja X \NT =, € Olkoon m: X — X /T tekijakuvaus. Olkoon
a € N ja olkoon v,: [0,1] — €, kuten graafin méaaritelméssi. Olkoon
edelleen h: [0,1] — S', ¢t — (cos(27t),sin(27t)). Méaaritelladn kuvaus
he: €, — S, hy = ho . Kuvaus on hyvin mééritelty ja jatkuva, silld

eq graafi ja T = X°J _ieq # X mak-

ael
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2 Graafin perusryhmé

h(0) = h(1). Maaritelldéan edelleen kuvaus f: X/T — \/, ., S* kaavalla
T — Ly © he(z), kun = € €,. Kuvaus on hyvin maéaritelty, silld kaikilla
a e N pitee ho(X°? ne,) = e € ST

Osoitetaan, ettd ndin maaritelty kuvaus on homeomorfismi. Kuvaus
on selvésti bijektio. Liséksi se on jatkuva ja avoin joukossa X /T~ m(T).
Riittd4 siis osoittaa, ettd f on jatkuva pisteessd v = 7(T) ja etta pisteen
v avoimet ymparistot kuvautuvat avoimiksi joukoiksi.

Olkoon U pisteen f(v) ympéristo. Talloin U = |J ps taUas jossa U, < S*
on pisteen e; ympéristé avaruudessa S* kaikilla o € A’. Nyt (fom) 1 (U) =
T Upen hat(Uy), joka on avoin, koska ¢, o b, on jatkuva kaikilla v € A
Siten f~1(U) on avoin ja f on jatkuva pisteessi e;.

Olkoon nyt V' pisteen v ympéaristo. Talloin V' = 7(T |, cn Vo), jossa
V., < e, on avoin joukko, joka sisiltaa joukon e, \ e,. Siis (X/T) \
V' = Uuer Fas jossa F, sisiltyy joukkoon e, ja on suljettu joukossa e,
kaikilla « € A. Koska 1, on jatkuva, on v '(F,) suljettu. Lisiksi h
on suljettu kuvaus, joten f ((X/T) V) = U,cp ta © ha(F,) on suljettu
tekijaavaruuden maaritelméan nojalla avaruudessa \/ ., S*. Néin ollen
kuvaus f on homeomorfismi.

[]

Todistuksen homeomorfismi on hyvin luonnollinen: graafissa X jokainen
suljettu sivu on homeomorfinen joko suljetun vélin [0,1] tai ympyrin S?
kanssa. Tekijakuvauksessa X — X /T kaikki sivut, jotka kuuluvat maksi-
maaliseen puuhun, luhistetaan yhdeksi pisteeksi. Sivuista, jotka eivat kuulu
tahdn maksimaaliseen puuhun, samaistetaan péaatepisteet, jolloin niista
tulee ympyroitd. On kuitenkin hyvd huomata, ettd homeomorfisuus on
seurausta graafin ja yhden pisteen yhdisteen topologioiden yhteensopivuu-
desta. On esimerkiksi helppo todeta, ettd yhden pisteen yhdiste \/;_, R on
homemorfinen avaruuden R™ koordinaattiakselien yhdisteen kanssa, mutta
kuitenkaan \/, R ei ole homeomorfinen avaruuden RN vastaavan jou-
kon kanssa. Vastaavasti esimerkiksi niin sanottu havaijilainen korvarengas
muistuttaa numeroituvaa ympyroéiden yhden pisteen yhdistetta, mutta ei
ole homeomorfinen tdmén kanssa. Itseasiassa havaijilaisen korvarenkaan
perusryhma on ylinumeroituva ryhma, kun taas numeroituvan ympyréiden
yhden pisteen yhdisteen perusryhmé on numeroituva [3].

Osoitetaan seuraavaksi, ettd graafin perusryhma on vapaa.

Lause 2.13. Olkoon X yhtendinen graafi. Tdlloin perusryhmd w1 (X) on
vapaa ryhmd.

Todistus. Olkoon X = X°|J ., € yhtendinen graafi. Jos X on puu, on

aeN
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2.2 Graafin perusryhma

perusryhmé 71 (X) triviaali ja siten vapaa. Voidaan siis olettaa, ettd X
ei ole puu. Apulauseen 2.2 nojalla on olemassa maksimaalinen puu T
X. Apulauseiden 2.4 ja 2.5 nojalla graafi X ja tekijaavaruus X /T ovat
homotopiaekvivalentteja. Apulauseen 2.12 perusteella X /T ~ \/ ., S*,
missd A’ = {a € A : e, © X \T}. Néin ollen m(X) = m(\V en SY)-
Edelleen apulauseen 2.11 nojalla 71 (\/ ., S') on vapaa ryhmaé. Siis 71 (X)
on vapaa ryhma. O]

Huomautus 2.6. Graafin perusryhméan vapauden todistamisessa ei oteta
kantaa siihen, mik& on tamén vapaan ryhman virittdjien joukko. Kuiten-
kin apulauseiden 2.12 ja 2.11 todistuksista ndhdaan, ettda perusryhméan
virittavit ne silmukat, jotka vastaavat silmukoita, jotka kiertava jonkin
ympyroistd 1, ST < \/ o St kerran. Erityisesti siis jokaista v € A’ vastaa
tasmalleen yksi virittédja perusryhméssa m (X), eli m1(X) on joukon A’
suhteen vapaa ryhma.
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3 Epakompaktin No-pinnan perusryhma

Téssé luvussa osoitetaan, ettd epakompaktin pinnan perusryhmé on vapaa.
Lisavaatimuksena pinnalta oletetaan, ettd se on N,. Todistus mukailee
Masseyn kirjassaan esittdméd runkoa [4]. Todistuksen idea on seuraava.
Epiakompakti pinta tyhjennetaan sisdkkaisilla kompakteilla reunallisilla
pinnoilla siten, ettd jokainen inkluusiokuvauksen indusoima homomorfismi
on injektio. Téallaisen tyhjennyksen konstruktiossa hyodynnetédan tietoa
siita, ettd pinnalla, jonka topologialla on numeroituva kanta, on olemassa
niin sanottu kolmiointi. Kolmioinnin olemassaoloa ei tassa tutkielmassa
todisteta, mutta lukija 16ytaé halutessaan todistuksen esimerkiksi Ahlforsin
ja Sarion kirjasta Riemann surfaces [1].

Todistuksessa on nelja osaa. Jokainen tyhjennykseen valitun kompak-
tin reunallisen pinnan perusryhma voidaan nahda epdkompaktin pinnan
perusryhman aliryvhmaéana. Itseasiassa epidkompaktin pinnan perusryhmaé
on naiden aliryhmien yhdiste. Osoittamalla edelleen, ettéd kompakti reu-
nallinen pinta voidaan deformaatioretraktoida graafiksi, havaitaan, etté
kompaktin reunallisen pinnan perusryhmé on vapaa luvussa 2 osoitettu-
jen tulosten nojalla. Lopuksi osoitetaan, ettd nédiden aliryhmien vapaus
periytyy epakompaktin pinnan perusryhmalle.

Todistus antaa itseasiassa hieman vahvemman tuloksen, etté epdkompak-
tin pinnan perusryhmé on vapaa numeroituvan (darellisen tai dérettémén)
joukon suhteen.

3.1 Pinnan maaritelmat

Madritellddn seuraavaksi sekéd pinté ettd reunallinen pinta. Pinta on topo-
loginen avaruus, joka joka on lokaalisti homeomorfinen tason R? kanssa.
Pintoja ovat esimerkiksi pallopinta S? ja torus S* x S!. Toisaalta taas esi-
merkiksi sylinterin pinta I x S* ei ole pinta, silld joukon {0,1} x S* pisteissi
avaruus ei ole lokaalisti homemorfinen tason R? kanssa. Itseasiassa niissé
pisteissa sylinterin pinta on lokaalisti puolitaso, joten sylinterin pinta on
esimerkki reunallisesta pinnasta.

Maéritelméd 3.1 (Pinta). Yhtendinen Hausdorff-avaruus X on pinta, jos
se on lokaalisti homeomorfinen tason R? kanssa.
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3 Epédkompaktin Ny-pinnan perusryhma

Huomautus 3.1. Vaikka pinta on méairitelméinséi nojalla lokaalisti R?, voi
pinnan ja tason topologiat olla melko erilaiset. On esimerkiksi olemassa
pintoja, joiden topologioilla ei ole numeroituvaa kantaa [5].

Pelkké lokaali homeomorfisuus tason kanssa ei takaa, ettd topologinen
avaruus olisi Hausdorff, kuten seuraava esimerkki osoittaa. Tamén vuoksi
oletus Hausdorffiudesta on siséllytetty maéritelméaan. Kirjallisuudessa pin-
nan eri maaritelmat saattavat erota juuri siiné, ettd vaaditaanko avaruuden
olevan Ny, Hausdorff tai yhtenéinen.

Esimerkki 3.1. Olkoon X := (R~ {0}) x R. Mééritellaén ekvivalenssire-
laatio ~ joukkoon X samaistamalla pisteet (z,y) € X ja (—x,y) € X, jos
|z| < 1. Osoitetaan, etta télloin tekijaavaruus X/~ on lokaalisti homeo-
morfinen tason R? kanssa, mutta X /~ ei ole Hausdorff-avaruus.

Osoitetaan, ettéd tekijakuvaus 7: X — X/~ on avoin. Olkoon A < X
joukko. Merkitdadn talloin A~ = {(z,y) € X : (—z,y) € A}. Olkoon U < X
avoin. Talléin 7! (7 (U)) = Uu(U ~ ((0,1) x R))"u(U n ((—=1,0) x R)),
joka on avointen joukkojen yhdisteend avoin. Siis tekijakuvaus 7 on
avoin kuvaus. Merkitaan X; = {(z,y) € X: £ 2 > 0}. Talléin ku-
vaukset 7|y, : Xy — X/~ ovat injektioita. Néin ollen kuvaukset m|x,
ovat homeomorfismeja kuvilleen. Edelleen X | ~ R? ja X_ ~ R?. Lisiksi
(X)) =X, cX/~jan(X_)=X_c X/~ Koska X/~= X, uX_,on
X lokaalisti homeomorfinen tason R? kanssa.

Osoitetaan, ettd X/~ ei ole Hausdorff-avaruus. Olkoon (z,y) € {1} x
R < X/ ~. Olkoon U c X/~ pisteen (z,y) ymparisté ja olkoon V
pisteen (—z,y) ympéristoé. Talloin on olemassa 1/2 > r > 0 siten, et-
ta (B ((z,y),r)) < U ja 7 (B((—z,y),r)) < V. Toisaalta nyt pisteet
(") € ((0,1) x R) n B ((z,y),r) ja (—2',y') € B((—x,y),r) kuvautuvat
tekijakuvauksessa samaksi pisteeksi. Siis U NV # @. Néin ollen X/~ ei
ole Hausdorff-avaruus.

Laajennetaan seuraavaksi pinnan méaritelméa reunalliselle pinnalle. On
luonnollista ajatella, ettéd esimerkiksi suljettu yksikkopallo B2 < R? on
pinta, jolla on reuna S*. Vastaavasti jo aiemmin esiin tullut sylinterin pinta
I x S' on esimerkki reunallisesta pinnasta.

Maiaritelméd 3.2 (Reunallinen pinta). Olkoon X yhtendinen Hausdorft-
avaruus, joka ei ole pinta. Téll6in X on reunallinen pinta, jos avaruuden X
jokaisella pisteelld on ympéristo, joka on homeomorfinen joko puolitason
R?2 = {(z,y) € R?: y > 0} tai tason R? kanssa.

Huomautus 3.2. Pisteita x € X, joilla on ympéristo, joka on homeomorfi-
nen puolitason R? kanssa, mutta ei ole ympéristod, joka on homeomorfinen
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3.2 Pinnan kolmiointi

tason R? kanssa, sanotaan reunapisteiksi. Vastaavasti pisteitd, joilla on
tason R? kanssa homeomorfinen ympéristd, sanotaan sisdpisteiksi. Reu-
napisteiden joukkoa merkitddn 0X ja sisdpisteiden joukkoa int X . Mikali
mahdollisuus sekaannukseen topologisen reunan ja sisuksen kanssa on ole-
massa, puhutaan moniston (tai pinnan) reunasta ja moniston (tai pinnan)
sisuksesta. Yleensé kuitenkin kontekstista selviaa kumpaa tarkoitetaan.

3.2 Pinnan kolmiointi

Tassa alaluvussa maéaéritelladn, mita tarkoitetaan pinnan kolmioinnilla.
Intuitiivisesti kolmioinnilla tarkoitetaan, ettd pinta jaetaan osiin, jotka
ovat homeomorfisia kolmion kanssa siten, ettd ndma osat liimataan yhteen
riittdvan siististi. Téssa siisteydelld tarkoitetaan, ettd kaksi eri osaa ovat
joko erilliset tai ne leikkaavat toisiaan niin, etta leikkausjoukko kuvautuu
vastaavissa homeomorfismeissa joko kolmion sivuksi tai kérkipisteeksi. On
helppo uskoa, etté esimerkiksi kiekon B? saa kolmioitua yhdelld kolmiolla ja
pallopinnan S? neljilla kolmiolla muodostamalla niisté tetraedrin. Taméan
alaluvun maaritelmét ja tulokset mukailevat Ahlforsin ja Sarion kirjaa [1].

Téasmallistd méaritelmaa varten tarvitaan abstraktin kompleksin ja
topologisen kompleksin kasitteet [1].

Maaritelméa 3.3 (Abstrakti kompleksi). Olkoon K joukko ja A kokoelma
joukon K adrellisia osajoukkoja. Talloin pari (K,A) on abstrakti kompleksi,
mikéli seuraavat ehdot toteutuvat:

Nk

(i) Jokaisella k € K on olemassa luku ny, € Nx {0} ja joukot {4;};*, < A,
joille k € A; kaikilla ¢ € {1,...,n}. Lisdksi £ ¢ A millddn A €
ANC{AE.

(ii)) Jos Ae Aja A c A, niin A’ € A.

Joukkoa A € A sanotaan simpleksiksi. Sanotaan edelleen, ettd simp-
leksi A on n-ulotteinen, lyhyemmin A on n-simpleksi, jos siind on n + 1
alkiota. Jos simpleksien joukosta A ei ole epéselvyytté, tai jos silli ei
ole erityistd merkitysta, saatetaan sanoa yksinkertaisemmin, ettd K on
kompleksi. Kompleksi K on n-ulotteinen, jos n on suurin simpleksien A € A
ulottuvuuksista. Jos suurinta ulottuvuutta ei ole, sanotaan, ettd K on
adretonulotteinen.

Edelld maaritelty abstrakti kompleksi on téysin kombinatorinen objekti.
Kuten graafin tapauksessa, myos tassa halutaan kasitelld topologista ava-
ruutta, joka vastaa abstraktia kompleksia. Olkoon K abstrakti kompleksi.
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3 Epédkompaktin Ny-pinnan perusryhma

Olkoon joukko G(K) vektoriavaruuden F := {f: K — R} suurin osajouk-
ko, jolla on seuraavat ominaisuudet:

1. f(k) > 0 kaikilla k € K,
2. f740,00) € A, seki
3. e f(B) =1

Kohdan 3 ehdossa summattavia on vain aérellinen maéara, silla kohdan 2
nojalla on olemassa sellainen A € A, ettd >, .- f(k) = >4 f(K).

Olkoon nyt A € A. Mééritelladn joukko G(A) == {f € G(K) : f~(0,0) =
A}. Néin méaritelty joukko ei ole tyhja, silla esimerkiksi kuvaus f: K — R,

b 0, kun k ¢ A ja
1/#A, kunke A

kuuluu joukkoon G(A). Kohdasta 2 seuraa, ettd G(K) = |J,cp G(A).
Olkoon nyt A = {ay, ..., a,+1} n-ulotteinen simpleksi. Maaritelldan kuvaus
Fa: G(A) - R"! kaavalla

n+1

[ 2 flae:

Nyt F4(G(A)) on pisteiden {e;}?_, konveksi verho. Erityisesti siis ta-
pauksessa n = 2 joukko F4(G(A)) on kolmio, jonka kérkipisteet ovat
e1, ez ja ez. Kuvaus F4 on lisdksi bijektio. Maaritelldaan joukon G(A)
topologia asettamalla, ettd joukko U < G(A) on avoin tdsmélleen sil-
loin, kun Fa(U) < F4(G(A)) on avoin avaruudessa F4(G(A)). Talloin
Fyu: G(A) - F4(G(A)) on homeomorfismi. Maaritelldén edelleen avaruu-
den G(K) topologia vaatimalla, ettd joukko £ < G(K) on suljettu, jos ja
vain jos £ n G(A) on suljettu avaruudessa G(A) kaikilla A € A.

Kuvaus F4 riippuu siitd, miten joukko A on jarjestetty. Tama jarjes-
tys ei kuitenkaan vaikuta joukon G(A) topologian mééarittelyyn. Edelleen
jos A1,As € A ja Ay n Ay € A, niin G(A;) n G(A3) = G(A; n Ay). Vas-
taavasti jos A1 N Ay = @, niin G(A;) n G(A2) = @. Néin maariteltya
avaruutta G(K) sanotaan topologiseksi kompleksiksi. Vastaavasti joukkoja
G(A) varustettuna edelld maaritellylld topologialla sanotaan topologisiksi
simplekseiksi.

Maaritelladn seuraavaksi pinnan kolmiointi.

Maaritelma 3.4 (Pinnan kolmiointi). Olkoon F' pinta, joko reunaton tai
reunallinen. Pinnalla F' on kolmiointi, jos on olemassa 2-kompleksi (K ,A)
ja kuvaus o: A — P(F), joilla on seuraavat ominaisuudet:

92



3.2 Pinnan kolmiointi

(1) O'(A1 N AQ) = O'(Al) N O'(AQ) kaikilla Al,AQ e A.

(ii) Jokaiselle A € A on olemassa homeomorfismi hy : G(A) — o(A),
jolle pétee, ettd ha(G(A’)) = o(A) kaikilla A’ < A.

(ili) Avaruus F' on yhdiste simpleksien kuvista eli F' = (., 0(A).

(iv) Jokaisella pisteelld x € F' on olemassa ympéristo U siten, ettd U n
o(A) # & ainoastaan darellisen monella simpleksilld A € A.

Talloin sanotaan, ettd pinnalla F' on kolmiointi kompleksin K suhteen.
Mikali pinnalla on olemassa kolmiointi, sanotaan, etté pinta on kolmioituva.

Esimerkki 3.2. Osoitetaan, etté kiekko B? voidaan kolmioida komplek-
silla (K,A), K = {ay,a2,a3} ja A = P(K) ~ {@}. Olkoon j € {0,1,2}.
Maiéritellidn B; = e2™/3 € B2 b; = {x € B*: x = 2003 ¢ € [0,1]} ja
Bj = {z € B?: x = re2Ut0m3 ¢ € [0,1], r € [0,1]}. Médritelliéin kuvaus
o: A — P(B?) kaavalla

a; = B, {a1, as} — by, {ag, az} — by, {az, a1} — b3 ja K — B>.

Néin mééritelty kuvaus tayttaa selvisti madritelman 3.4 ehdot (i), (iii) ja
(iv). Osoitetaan, ettd myds ehto (ii) toteutuu. Olkoon E joukon {f;}3_,
konveksi verho avaruudessa R?. Mééritelldéin kuvaus h': G(K) — E kaa-
valla

f—

(2

3
f(ai)B;.

=1

Miéritellddin edelleen kuvaus g: E — B? seuraavasti. Olkoon z € E ~ {0}.

Talléin puolisuora {tz/|z| € R? : t > 0} leikkaa joukon E reunaa tédsmélleen

yhdessé pisteessd. Olkoon [, = t,z/|z| tamé leikkauspiste. Mééritelldén g
pisteessa x € E kaavalla

Asetetaan lisdksi g(0) = 0. Nain maaritellyt kuvaukset A’ ja g ovat homeo-
morfismeja. Midritelldin edelleen homeomorfismi h: G(K) — B? kaavalla
h = g o h'. Homeomorfismin h konstruktiosta seuraa, ettd kaikilla A € A
kuvaus ha = hlga): G(A) — o(A) tayttaa ehdon (ii).
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3 Epédkompaktin Ny-pinnan perusryhma

Edellinen maéaritelmé voidaan helposti yleistda tapauksiin, jossa pin-
nan sijaan kasiteltava avaruus on korkeampiulotteinen. Téassa tutkielmassa
pitdaydytaan 2-ulotteisessa tapauksessa. Seuraava tulos sanoo, etté pinta,
jolla on kolmionti kompleksin K suhteen, on homeomorfinen vastaavan
topologisen kompleksin G(K) kanssa. Néain ollen pinnan perusryhmén
méadrittaminen voidaan palauttaa kompleksin G(K') perusryhmén méaéarit-
tamiseen.

Apulause 3.1. Olkoon F pinta, jolla on kolmionti kompleksin K suhteen.
Tadlloin on olemassa homeomorfismi h: G(K) — F.

Todistus. Olkoon F' pinta, jolla on kolmiointi kompleksin K suhteen. Maa-
ritelliin homeomorfismi i : G(K) — F vaiheittain. Olkoon k € K, merki-
tadn Ay = {k}. Nyt joukko G(Ag) on yksio. Mééaritellidn h(G(Ag)) = o(k)
kaikilla £ € K. Olkoon nyt A € A 1-simpleksi. Maéritelmén 3.4 koh-
dan (ii) nojalla on olemassa homeomorfismi hs: G(A) — o(A). Méaritel-
ladn h(z) = ha(z) kaikilla z € G(A).

Olkoon nyt A € A 2-simpleksi ja olkoot Aj,As,A3 < A sen sisaltdmat
1-simpleksit. Ehdon (i) nojalla kuvaus h on jo mééritelty homeomorfisesti
joukon G(A) reunalla 0G(A) = G(A;1) u G(A2) U G(A3).

Olkoon B := B?(0,1) suljettu kiekko ja olkoon G: G(A) — B homeo-
morfismi, joka kuvaa joukot G(A;), G(Az) ja G(A3) pallon B suljetuiksi
kaariksi By, By ja Bs, joiden sisustat ovat pistevieraita ja joille patee
0B = By u By U Bj (ks. esimerkki 3.2). Olkoon g: G(A) — o(A) koh-
dan (ii) mukainen homeomorfismi ja olkoon 7: B \ {0} — 0B projektio
x — z/|z|. Mééritellddn kuvaus f: B — B kaavalla

lz| (GogtohoG™) (r(x)) kunz #0
€T —>
0, kun z = 0.

Kuvaus on jatkuva, silld |f(z)| = |z| — 0, kun 2 — 0. Edelleen kuvaus on
bijektiivinen. Kuvaus f|p. o} on selvésti avoin. Siten kuvaus f on avoin,
silla se kuvaa origokeskeiset r-siteiset pallot origokeskeisiksi r-sateisiksi
palloiksi ja siten origon avoimet ympéristot origon avoimiksi ymparistoiksi.
Siis f on homeomorfismi.

Maaritellaan kuvauksen f: B — B avulla homeomorfismi f/: G(A) —
o(A) kaavalla

v goG o foG(x).

Talloin kaikilla 7 € {1,2,3} ja kaikilla x € G(A;) patee
fa@) = ha,(z).
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3.2 Pinnan kolmiointi

Kuvaukset f/ voidaan siis laajentaa kuvaukseksi h: G(K) — F siten, etta
kaikilla 2-simplekseilld A € A péatee h|g(A) = f). Kuvaus on paloittain
jatkuva ja koska maaritelméat yhtyvét simpleksien reunoilla, se on myos
jatkuva. Kohdan (i) nojalla se on injektio. Kuvaus on kohtien (iii) ja (iv)
nojalla homeomorfismi. Pinta F' ja topologinen kompleksi G(K’) néin ollen
ovat homeomorfisia. O

Edellisen apulauseen perusteella kolmioituvan pinnan perusryhma on
isomorfinen kolmiointia vastaavan topologisen kompleksin perusryhmaéan
kanssa. Osoitetaan seuraavaksi, ettd kompaktin reunallisen pinnan perus-
ryhméa on vapaa. Téata varten tarvitaan seuraava apulause, joka sanoo,
ettd 2-ulotteinen topologinen simpleksi voidaan deformaatioretraktoida
sivukseen (1-ulotteinen alikompleksi) tai kahden sivunsa yhdisteeksi.

Apulause 3.2. Olkoon A abstrakti 2-simpleksi ja olkoot Ay, Ay ja Asz sen
L-ulotteiset alisimpleksit. Talloin aliavaruudet G(A;) < G(A) ja G(A1) U
G(A2) € G(A) owvat topologisen simpleksin G(A) deformaatioretrakteja.

Todistus. Olkoon A 2-simpleksi ja olkoot A;, As ja As sen l-ulotteiset
alisimpleksit. Olkoon B < R? kolmio, jonka sivut ovat B, By ja Bs.
Olkoon f: G(A) — B homeomorfismi, jolle patee f(G(A;)) = B; kaikilla
i € {1,2,3}. Sivu Bj ja yhdiste By u By ovat kolmion B retrakteja. Olkoot
ri: B— By jary: B— By u By vastaavat retraktiot. Koska kolmio B on
konveksi joukko, on kuvaus d;: B x I — B, (z,t) — tr; + (1 — t)idp, hyvin
madaritelty ja jatkuva, kun ¢ € {1,2}. Toisaalta d;(-,0) = idp ja d;(-,1) =,
joten kuvaus d; on deformaatioretraktio.
Maaritellaan nyt D: G(A) x I — G(A) kaavalla

(l‘,t) = f_l © d,(f(l‘),t)

Kuvaus D on jatkuvien kuvausten yhdisteena jatkuva. Lisaksi péatee
D(-,0) = idgy ja D(-,1) = f~tor;o f. Edelleen f~'or; o f on jat-
kuva kuvaus ja lisiksi f~tor; o flaa) = idg(a,) ja vastaavasti floryo
flaayoeas) = idaa)uaa,)- Siis joukot G(A;) ja G(A1) u G(A;) ovat
avaruuden G(A) deformaatioretrakteja. O

Seuraava apulause antaa pinnan kolmionnille joitakin hyddyllisia ominai-
suuksia. Apulauseen todistus sivuutetaan. Todistus on esitetty kirjassa [1].
Ominaisuus (i) kertoo oleellisesti sen, ettd kolmionnissa enintddan kaksi
"kolmiota” voivat jakaa yhteisen "sivun”. On intuitiivisesti uskottavaa, ettei
kolmioita voi olla enempééd, koska avaruuden taytyy nayttaa lokaalisti
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3 Epédkompaktin Ny-pinnan perusryhma

tasolta R? my6s néiden sivujen pisteissd. Ominaisuus (ii) kertoo, etté jokai-
sessa kolmiointia vastaavan kompleksin K pisteissa topologinen kompleksi
on oleellisesti kuvan 3.1 ndkoinen.

X

Kuva 3.1

Apulause 3.3. [1, Theorem 22E] Olkoon (K,A) reunallisen tai reunat-
toman pinnan F kolmiointi, o: A — P(F) madritelmdn 3.4 mukainen
kuvaus ja f: G(K) — F homeomorfismi, jolle f (G(A)) = o(A) kaikilla

A e A. Tdilloin kompleksilla K on seuraavat ominaisuudet.

(i) Jokainen 1-simpleksi A € A sisdltyy joko yhteen tai kahteen 2-simp-
leksiin. Jos A sisdltyy yhteen 2-simpleksiin, niin G(A) < 0G(K).
Jos A sisdltyy kahteen 2-simpleksiin, niin intG(A) < G(A) sisdltyy
kompleksin G(K) sisdpisteiden joukkoon intG(K).

(ii) Jokaisella pisteelli k € K, jolle G(k) € intG(K), on olemassa m >
3 ja 1-simpleksit {a;}™, sekd 2-simpleksit {A;}", siten, ettd k €
o (ai Ay, ja k ¢ A kaikilla muilla 1- ja 2-simplekseilld. Lisdksi
a1 = A1 n A, jaa; = A; 0 Ay kaikilla 1 = 2.
Jokaisella pisteelli k € K, jolle pitee G(k) € 0G(K), on olemassa
m =1 ja 1-simpleksit {a;}7", sekd 2-simpleksit {A;}7, siten, ettd
ke ammﬂ?:ll (a; N Ay), ja k ¢ A kaikilla muilla 1- ja 2-simplekseilld.
Lisdksi a; = A; 0 A;_q kaikilla m > i > 2.

Seuraus 3.4. Olkoon (K,A\) pinnan F kolmiointi, o: A — P(F) mdd-
ritelman 3.4 mukainen kuvaus ja f: G(K) — F homeomorfismi, jolle
o(A) = f(G(A)) kaikilla A € A, ja olkoon k € K. Olkoon {A;}1, niiden
2-simpleksien joukko, johon k sisdltyy. Olkoon j € {1,...,m} ja mddri-
tellddan b; = el e R2. Madritellidn edelleen B; = {tb; + (1 —t)bj41 €
R? : t € [0,1]}. Tdlloin on olemassa bijektio g: {1,...,m} — {1,...,m}
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3.3 Pinnan perusryhma

ja homeomorfismi h: | JI*, G(A;) — UL, B < R?, jolle h(G(Ay@))) = Bi
kaikilla i € {1,... ,m}.

Todistus. Olkoon k € K. Apulauseen 3.3 nojalla on olemassa m > 3 ja
1-simpleksit {a;}"; sekd 2-simpleksit {A;}7,, joille k € ()", (a; N A;) ja
k ¢ A kaikilla muilla 1- ja 2-simplekseilld A € A. Lisdksi a; = A; n A, ja
= A; n A;_; kaikilla ¢ > 2. Néin ollen on olemassa pisteet {a;}*, < K,
Joﬂle pétee a; = {k,o;} kaikilla i € {1,...,m}.
Olkoon i € {1,...,m}. Talloin A; = {k,;, @41} , missé a1 = .
Maaritellaan kuvaus f;: G(A;) — B; kaavalla

filg) = g(i)bi + g(viy1)bit1.

Joukon G(A4;) topologian madritelmén nojalla f; on selvasti homeomorfismi.
Edelleen fi|ganncan,) = firtlaa)naa,,) kaikilla i e {1,. — 1} ja
fmlg(A )AG(A1) f 1l¢(am)nG(a;)- Nain ollen voidaan maarltella kuvaus
h: Ut G(A;) — U, B; kaavalla

g — fi(g),

kun g € G(A;). Kuvaus h on selvésti bijektio. Avaruuden G(K) mééri-
telmén perusteella kuvaus h on selvésti jatkuva ja suljettu, joten se on
homeomorfismi. O

3.3 Pinnan perusryhma

Seuraavan lauseen seurauksena saadaan tulos, ettéd kolmioituvan kompak-
tin reunallisen pinnan perusryhmé on &aérellisen joukon suhteen vapaa
ryhma. Erityisesti mikéli kolmioinnin niin sanottu Eulerin karakteristika
tunnetaan, tiedetadn myos vapaan ryhmaéan virittajien lukumaéra. FEulerin
karakteristika on hyvin hyodyllinen avaruuteen liitettava luku, silld se on
topologinen — ja jopa homotopinen — invariantti.! Taméi tulos itseasiassa
antaa keinon méarittdd pinnan perusryhmé suoraan pinnan Eulerin karak-
teristikan avulla. Téssa tutkielmassa ei kuitenkaan todisteta tata tulosta
ja siksi sita ei myoskaan todistuksissa kéayteta, vaan tarkastelut tehdaan
pintaa vastaavan kolmioinnin Eulerin karakteristikaa kayttamalla. [4]

!Topologisella invariantilla tarkoitetaan ominaisuutta, joka sailyy homeomorfis-
missa. Vastaavasti homotopisella invariantilla tarkoitetaan ominaisuutta, joka sailyy
homotopiaekvivalenssissa.
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3 Epédkompaktin Ny-pinnan perusryhma

Maaritelma 3.5 (Eulerin karakteristika). Olkoon K &drellinen abstrakti
2-kompleksi. Kompleksin K Eulerin karakteristika on luku x(K) = k—s+t,
missd k on O-simpleksien lukuméara, s on 1-simpleksien méaaré ja t on
2-simpleksien maara.

Olkoon X adrellinen graafi. Graafin X Eulerin karakteristika on luku
X(X) =k — s, missd k on 0-solujen maara ja s on 1-solujen maara.

Lause 3.5. Olkoon F' kolmioituva kompakti reunallinen pinta ja olkoon
(K,A) kolmiointia vastaava abstrakti kompleksi. Tdlloin on olemassa graafi
X c G(K), jolla on seuraavat ominaisuudet:

(1) X = Uuen G(A), missi N < A koostuu 0- ja 1-ulotteisista simplek-
seista (el valttamatta kaikista).

(ii) Graafi X on topologisen kompleksin G(K) deformaatioretrakti.
(iii) Graafilla X on sama Eulerin karakteristika kuin kompleksilla K.

Todistus. Olkoon F' kolmioituva kompakti reunallinen pinta ja olkoon
(K,A) kolmiointia vastaava abstrakti kompleksi.

Olkoon A € A 2-simpleksi siten, etta jokin 1-alisimplekseja A;,A5,A3 < A
vastaava joukko G(A;) sisdltyy ainoastaan yhteen 2-simpleksiin. Olkoon
kyseinen alisimpleksi A;. Ainakin yksi tédllainen A 16ytyy, silla F' on reu-
nallinen pinta. Nyt joukon A, ¢ K pisteet sisaltyvat simpleksi A mukaan
lukien joko yhteen tai useampaan 2-simpleksiin. Vastaavasti joukko Aj sisél-
tyy joko yhteen tai useampaan 2-simpleksiin. Olkoon ds: G(A) x I — G(A)
apulauseen 3.2 mukainen deformaatioretraktio joukosta G(A) joukkoon
G(A3) ja vastaavasti dyz deformaatiorektraktio joukosta G(A) joukkoon
G(A3) UG(A3). Jos sekd joukon A, ettd joukon Aj kaikki pisteet siséltyvit
useampaan kuin yhteen 2-simpleksiin, niin méaaritelldan d: G(K) x I —
G(K) kaavalla

das(z,t), kun x € G(A) ja
(z,t) = { x?3 kun z ¢ G(A).

T&ll6in d on deformaatioretraktio joukosta G(K') joukkoon (G(K) \ G(A))u
(G(A2) U G(A3)). Jos taas toisen simpleksin A, tai Az, olkoon Aj, toinen
piste sisdltyy vain yhteen 2-simpleksiin, niin mééritellaan d: G(K) x I —
G(K) kaavalla

dz(x,t), kun z € G(A) ja
(z.t) = { xij kun z ¢ G(A).
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Talloin d on deformaatioretraktio joukosta G(K) joukkoon (G(K) \
G(A)) U G(A3). Saatu deformaatioretrakti on topologinen kompleksi, joten
merkitdan deformaatioretraktia G(Kj).

Jatketaan néin saadun avaruuden deformaatioretraktointia induktii-
visesti. Olkoon C; < A k:nnessa vaiheessa deformaatioretraktoitujen 2-
simpleksien joukko ja olkoon G(Kj) kmnen vaiheen deformaatioretrak-
ti. Toisin sanoen G(K}) on saatu joukosta G(Kj_1) deformaatioretrak-
toimalla simpleksit G(A) kaikilla A € Cy. Olkoon A € C} ja olkoon
Q4 = G(Ky) n G(A). Olkoon A’ ¢ A 1-simpleksi siten, ettd G(A’) < Qa.
Nyt G(A’) sisiltyy enintdan yhteen 2-simpleksiin, joka siséltyy joukkoon
G(K}). Jos G(A’) kuuluu yhteen tallaiseen 2-simpleksiin, niin toistetaan
kyseiselle simpleksille ensimmaéinen vaihe, toisin sanoen maaritellaan defor-
maatioretraktio da : G(Kj) x I — G(K}). Maaritellaan nyt

G(Kk+1) = ﬂ dA/(G(Kk)) .
G(A)cQy
Aecy,
Talloin G(K.1) on avaruuden G(K}) deformaatioretrakti. Deformaatio-
retraktio saadaan ketjuttamalla deformaatioretraktiot d4/, joita on vain
aarellinen maara.

Osoitetaan, ettd G(K,) on graafi jollakin indeksilla n € N. Yhtendisyys
seuraa deformaatioretraktion jatkuvuudesta. Néain ollen riittda osoittaa, et-
ta G(K,) ei sisalla yhtaan 2-simpleksia jollakin n € N. Merkitaan symbolilla
Ag 2-simpleksii, joka deformaatioretraktoidaan ensimmaéisessé vaiheessa.
Olkoon A 2-simpleksi. Osoitetaan, ettd on olemassa m € N ja 2-simpleksit
{A;}i™, siten, ettd A; = Ay, A, = A ja A; n A;41 on 1-simpleksi kaikilla
i <m. Olkoon F = {A,}aes © A ne 2-simpleksit, joilla on ylla mainittu
ominaisuus.

Osoitetaan, ettd joukko C = | J,.; G(A,) on avoin ja suljettu. Apu-
lauseen 3.3 nojalla G(K) on yhdiste 2-simplekseista. Merkitdan 0-,1- ja
2-simpleksien kokoelmia Ag,A;,Ay = A vastaavasti. Jokaiselle 2-simpleksille
A € Ay valitaan piste x4 € intG(A). Talloin joukko S := {24} sep, on sul-
jettu. Siten kokoelma {G(K) ~\ S} U {intG(A)} scp, on avaruuden G(K)
avoin peite. Koska G(K') on kompakti, on talla darellinen osapeite. Néin
ollen G(K) on &érellinen yhdiste 2-simpleksejé. Siten my6s C on dérellinen
yhdiste 2-simplekseji. Koska 2-simpleksit ovat suljettuja, on myos C sul-
jettu. Osoitetaan, ettd C on myos avoin. Olkoon ¢ € C ja olkoon G niiden
2-simpleksien A joukko, joille péatee ¢ € G(A). Télloin on olemassa pisteen
¢ ympéristd U < | J . G(A). Néin ollen, jos G < E, niin U < C. Jos
G ¢ E | niin talloin on olemassa 2-simpleksit A’ € G, A’ ¢ F ja A" € E,
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joille pétee, ettd c € G(A') nG(A”). Koska A’ € G, niin G(A')nG(A") = c.
Toisaalta apulauseen 3.3 kohdan (ii) nojalla 16ytyy 2-simpleksit {A4;}7,
siten, ettd Ay = A’} A, = A", ja A; n A;;1 on 1-simpleksi kaikilla i < n.
Néin ollen A’ ¢ F, miké on ristiriita. Siis G < E ja siten C on avoin. Koska
G(K) on yhtendinen, pétee C = G(K).

Deformaatioretraktion d méaritelmésté seuraa, etta kaikilla 2-simplekseill&
A € E patee, ettd G(A) ¢ G(K,,) jollakin n € N. Siis G(K,,) on 1-ulotteinen
topologinen kompleksi ja siten graafi jollakin n € N. Erityisesti tdma graafi
X = G(K,) on avaruuden G(K) deformaatioretraktio. Nain ollen kohdat
(i) ja (ii) on todistettu.

Osoitetaan, etta graafilla X on sama Eulerin karakteristika kuin komp-
leksilla K. Deformaatioretraktion maéritelmasta nahdaan, ettd FEulerin
karakteristikalle patee x (K1) = x(K;). Néin ollen graafilla X on sama
Eulerin karakteristika kuin kompleksilla K. O

Seuraus 3.6. Olkoon F kompakti reunallinen pinta, jolla on kolmiointi
K. Talloin perusryhmda mi(F) on 1 — x(K) alkion virittamd vapaa ryhmd
Fi_y(x), missi x(K) on kompleksin K Eulerin karakteristika.

Todistus. Lauseen 3.5 nojalla on olemassa yhtendinen ja darellinen graafi
X < F'siten, ettd F' ~ X ja x(K) = x(X). Toisaalta tiedetaan, ettéd graafin
perusryhmé on 1 — y(X/T') alkion virittdmé vapaa ryhmé, missa 7' c X
on maksimaalinen puu. Néin ollen riittdd osoittaa, etta x(X) = x(X/T).

Olkoon A := {e; = X' : ¢; on 1-solu ja ¢; ¢ T}. Koska T' on maksimaa-
linen, patee x(X) = x(T) — #A. Toisaalta apulauseen 2.12 todistuksesta
seuraa, ettd X /T" on homeomorfinen ympyréiden yhden pisteen yhdisteen

fﬁ S' kanssa. Néin ollen (X /T) = 1 — 4A. Riittda siis osoittaa, etti
yhtenédisen aarellisen puun Eulerin karakteristika on 1.

Kiinnitetddn maksimaalinen puu 7' < X. Jos puu T on yksi6, on sen
Eulerin karakteristika 1. Oletetaan nyt, ettd puu 7' ei ole yksi6. Puu 7" on
adrellinen ja yhtendinen, joten se voidaan kirjoittaa muodossa T = | JI_, €,

misséa e; on suljettu 1-solu siten, etta e; N (U;;ll éj> # & kaikilla 7 > 1.
Koska T on puu, on leikkaus e; N <U;_:11 éj> yksio kaikilla ¢+ > 1. Néin ollen
v (Ui ) = x (UiZ &) kaikilla i > 1. Siis \(T) = x(@) = 1. O

Edellisen tuloksen nojalla tiedetdan, etta kompaktin reunallisen pinnan

perusryhmé on vapaa. Lisaksi tulos antaa keinon selvittda kuinka monta
virittajaad talld ryhmalla on. Seuraavaa aputulosta kaytetddn osoittamaan,
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ettd kaksi sopivasti sisikkéistd kompaktia reunallista pintaa sopivat perus-
ryhmén mielessé hyvin yhteen, toisin sanoen pienemmén avaruuden pe-
rusryhma voidaan nahda suuremman avaruuden perusryhméan aliryhmana
inkluusiokuvauksen indusoiman injektiivisen homomorfismin kautta.

Apulause 3.7. Olkoon X yhtendinen graafi ja 'Y sen yhtendinen aligraafi.
Olkoon v € Y. Tdlloin on olemassa perusryhmdan m (Y,v) kanta S < m (Y v)
ja perusryhmdn m (X ,v) kanta S < m (X ,v) siten, ettd inkluusiokuvauksen
t: X =Y indusoima homomorfismi iy : 7(Y,v) — m(X,0) on injektio ja
lisiksi 14 (S) = 5.

Todistus. Olkoot X = | J,., €« yhtendinen graafi, Y = J .,/ €a sen yhte-
niinen aligraafi, missi A’ c A ja e, on suljettu 1-solu kaikilla o € A. Olkoon
Ty < Y graafin Y maksimaalinen puu siten, ettd v € Ty . Télloin Ty < X on
puu myo6s avaruudessa X. Nédin ollen lemman 2.2 nojalla on olemassa maksi-
maalinen puu Ty < X siten, ettd Ty on puun Tx deformaatioretrakti. Kos-
ka Ty on maksimaalinen graafissa Y, niin pétee, ettd (Tx N Ty) nY = @.
Olkoon {e,} .4 niiden avointen 1-solujen kokoelma, jotka siséltyvit jouk-
koon X \ Ty, ja vastaavasti {e,} .4 niiden avointen 1-solujen kokoelma,
jotka sisiltyvit joukkoon Y \Ty. Téllsin A’ < A. Olkoon ¢4: ST — \/_ 3 S”
luonnollinen inkluusio. Apulauseen 2.12 todistuksesta seuraa, ettd on ole-
massa homotopiaekvivalenssi h: X — \/, 3 S' siten, ettd h(e,) < 1,5?
ja h(ea) = taS* kaikilla ov e A. Nyt h(Y) = Ve ST €V, eq S*- Valitse-
malla perusryhmien 71 (X) ja (V) kannoiksi silmukat ¢ — 1,e"™ € 1,5,
nahdaan, ettd inkluusiokuvauksen indusoima homomorfismi kuvaa perus-
ryhmén 7 (Y') kannan perusryhmén 71 (X) kannalle injektiivisesti, josta
my6s homomorfismin injektiivisyys seuraa. O]

Apulause 3.8. Olkoot F' ja F' kompakteja reunallisia pintoja siten, ettd
F' < intF ja ettd jokainen joukon F ~ F' komponentti kohtaa joukon
F reunan. Olkoot edelleen(K,A) ja (K',A") reunallisia pintoja F ja F’
vastaavat kolmionnit siten, etta A" = A. Talldin on olemassa perusryhmien
w(F) ja w(F') kannat S ja S’ siten, ettd inkluusiokuvauksen v: F' — F
indusoima homomorfismi vy on injektio, ja lisiksi 14(S") < S.

Todistus. Riittda osoittaa haluttu tulos pintoja F' ja F’ vastaaville to-
pologisille komplekseille G(K) ja G(K'). Merkitaan A; < A ja A, <
A’ i-simpleksien joukkoja kaikilla ¢ € {0,1,2}. Olkoon {C;}"; joukon
G(K) ~ G(K’) komponenttien kokoelma. Tall6in on olemassa 2-simpleksit
{A}7, < Ay siten, ettd G(A;) N 0G(K) # @ ja G(A;) n C; # @ kaikilla
ie{l,...n}.

61



3 Epédkompaktin Ny-pinnan perusryhma

Olkoon nyt k € {1,...,n} ja olkoon Ay € Ay . A}, 2-simpleksi siten, etta
G(Ag) n Cy, # @. Télloin simpleksi Ag voidaan yhdistad 2-simplekseilla
simpleksiin A, komponentissa C}, toisin sanoen on olemassa 2-simpleksit
{AVm, © A~ A siten, ettd Ay = Ay, Ay = A, G(A) n Cr # O ja
G(A;) n G(Ai41) on 1-simpleksi kaikilla i € {1,...,m}. Néin ollen voi-
daan lauseen 3.5 deformaatioretraktion konstruktiossa maéritelld jolla-
kin 7 € N 7 ensimmadista deformaatioretraktiota siten, ettd ainoastaan
2-simpleksit, jotka leikkaavat komponenttia C} retraktoituvat, lahtien
liikkeelle 2-simpleksista G(Ay).

Toistamalla sama muille komponenteille C; saadaan kaikki ne 2-simpleksit
G(A) retraktoitua, joille A ¢ Af. Edelleen jatkamalla mistd tahansa 2-
simpleksistd A € A, joka kohtaa joukon G(K’) reunan, lauseen 3.5 todis-
tuksen tapaan, saadaan kompleksi G(K') deformaatioretraktoitua graafiksi
X. Toisaalta edellisesta konstruktiosta seuraa, ettd G(K') saadaan defor-
maatioretraktoitua graafiksi Y, joka on graafin X aligraafi.

Apulauseen 3.7 nojalla 16ytyy perusryhmien 7 (X) ja m1(Y) kannat Sy
ja Sy siten, ettd inkluusiokuvauksen ¢: Y < X indusoima homomorfismi
on injektio ja kuvaa kannan alkiot kannan alkioksi. Koska graafit X ja Y
saadaan saman deformaatioretraktion seurauksena, méarittelevit vastaavat
silmukat kannat my6s avaruuksiin G(K) ja G(K'). Toisin sanoen voidaan
mééritelld S = {[toa] € m(G(K)) : [a] € Sx} ja S = {[toa] €
m(G(K')) : [a] € Sy}. O

Osoitetaan seuraavaksi, ettd epidkompakti pinta voidaan tyhjentaé si-
sakkaisilla kompakteilla reunallisilla pinnoilla siten, ettd pinnat tayttavat
pareittain apulauseen 3.8 oletukset. Téllaisen tyhjennyksen avulla osoite-
taan edelleen taman tutkielman paétulos, eli ettd epakompaktin pinnan
perusryhma on vapaa.

Apulause 3.9. Olkoon F epikompakti pinta, jolla on kolmiointi (K,A).
Talloin on olemassa kompaktit reunalliset pinnat {F;}ien siten, ettd

(Z) F = UieN F;,
(ii) F; < intFq kaikilla i € N,

(iii) jokainen joukon Fi 1 \ F; komponentti kohtaa joukon F;iy reunan
katkilla 1 € N, ja

(iv) jokaisella reunallisella pinnalla F; on olemassa kolmiointi (K;,\;)
siten, etta A; < N;jiq.
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Todistus. Riittda osoittaa, ettéd tulos patee topologiselle kompleksille G(K).
Konstruoidaan reunalliset pinnat induktiivisesti lahtien liikkeelle yhdestéa
2-simpleksista ja liittdmalla jokaisessa vaiheessa jo saatuun reunalliseen
pintaan lisda 2-simpleksejé. Jotta valtyttéisiin tilanteelta, jossa konstruoitu
yhdiste 2-simpleksejé ei olekaan reunallinen pinta, taytyy 2-simplekseja
hieman suurentaa O-simpleksien ymparilta.

Koska G(K) on Na-pinta, koostuu se numeroituvasta maéarasta 2-simp-
leksejéi. Néain ollen my6s 0-simplekseja on numeroituva méara. Olkoon

= {ki}ien. Pisteelle ky € K on olemassa 2-simpleksit {A;}" , siten, etté
G (kl) e int i, G(4;). Seurauksen 3.4 nmalla on olemassa homeomorfis-
mi H: J;_ 1G( i) = Uj_y Bj, missé B; := B} := {tye! 4 et Gt
0 <tyh+1t < 1} Liséksi homeomorﬁsmllle patee H(G(A;)) = B, kai-
kille j € {1 .,n}. Olkoon j e {1,...,n} ja A; = {z1,29,k1} siten, ettd
H(xp) = %7 ja H(xg) = el U+ Olkoon edelleen y; == H'(1e%7) ja
yo = H N (LU, Polut 4 [ — By, t — tH(yi) + (1 — t)H(y), ja
Yo: I — Bj, t — tH(y1) + (1 —t)H (x2), jakavat kolmion B; kolmeen osaan
kuvan 3.2 mukalsestl Joukko {0, H(z1), H(x2), H(y1), H(y2)} muodostaa
kolmion B; kolmioinnin, kun 2-simplekseiksi valitaan kuvan mukaisesti
jOUkOt {07 H(y1)7 H(yQ)}> {H(yl)v H(y2)7 H(J:?)} ja {H(lj), H(yl)v H(x2>}
Nain ollen edelleen joukko {k1,x1, x2,v1, Y2} muodostaa joukon G(A;) kol-
mioinnin. Toistamalla sama kaikille 2-simplekseille G(A;) saadaan avaruu-
delle G(K) uusi kolmionti (K;,A;) siten, ettd K < Kj.

Olkoon E joukon {%ei%ﬂj "'_1 konveksi verho ja merkitaén Uy, == H~' (E).
Kéaymaélla induktiivisesti lapi kaikki pisteet k; ja toistamalla edellinen pro-
sessi kaikille pisteen k; sisaltaville 2-simplekseille A; € A;_; saadaan avaruu-
delle G(K) uusi kolmiointi ja joukot Uy, = H; '(E), missa H;: U, G(4%) —
UjZ, B;* on konstruktiossa kéytettivd homeomorfismi pisteen G( ;) si-
saltav1en 2-simpleksien G(A?), A} € A1, yhdisteelta joukolle [ J7", B
Merkitaan néin saatua kolmlomtla (K", \).

Olkoon nyt A = {aj,as,a3} € A 2-simpleksi ja G(A) sitd vastaava to-
pologinen 2-simpleksi. Maéritelladn laajennettu 2-simpleksi A’ kaavalla
A = G(A) U?:I Us, -

Konstruoidaan seuraavaksi halutut reunalliset pinnat kayttiden hyodyk-
si laajennettuja 2-simplekseja A’. Olkoon Ag 2-simpleksi. Maaritelldan
F) == G(Ap). Oletetaan induktiivisesti, ettd luvulla n > 1 on olemassa
reunalliset pinnat F, ..., F),, jotka toteuttavat ehdot (i7)-(iii). Oletaan
lisdksi, ettd jokainen F; on yhdiste laajennetuista 2-simplekseista A’ ja ettéa
mikidn joukon G(K)~ F},, komponenteista ei ole relatiivikompakti?. Olkoon

2Joukko on relatiivikompakti, jos sen sulkeuma on kompakti.
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H (x) H (x9)

Kuva 3.2: Kolmioinnin hienonnus

{A! }ocs niiden laajennettujen 2-simpleksien joukko, jotka eivét sisélly jouk-
koon F),, mutta jotka leikkaavat sitd. Maaritellaan F) ; = F,|J,c; Ah-
Olkoon nyt C joukon F'\ F _; niiden komponenttien kokoelma, jotka ovat
relatiivikompakteja ja méaritellaan

Fopi=F U C.
CceC

Koska F;, 1 on aarellinen yhdiste suljettuja ja kompakteja joukkoja, on se
suljettu ja kompakti. Nain ollen F}, .1 # F'. Erityisesti siis 10ytyy 2-simpleksi
G(A) siten, ettd G(A) N 0F,11 # @ ja G(A) N (F \ F,+1) # @. Néin ollen
F,, 1 ei ole pinta. Konstruktiossa tehdysta 2-simpleksien laajennuksesta
kuitenkin seuraa, ettd F},,; on reunallinen pinta.

Osoitetaan, ettd joukot Fi, ..., F,; toteuttavat ehdot (ii)-(ii7), ja li-
séksi lisdehdot, ettd F,, 1 on yhdiste laajennetuista 2-simplekseisté, ja etta
mikadn joukon F'~\ F,; komponentti ei ole relatiivikompakti. Ensimmaéi-
nen lisaehdoista seuraa suoraan konstruktiosta. Toisaalta joukon F'~ Fj, 11
komponentit ovat ne joukon F' ~\ F ., komponentit, jotka eivét sisélly
kokoelmaan C. Nain ollen my6s toinen lisiehdoista toteutuu. Olkoon nyt
x € F,. Talloin joukko F,, ; sisaltda kaikki ne 2-simpleksit, joihin x siséltyy.
Néin ollen x € intF},, ;. Siis ehto F,, < intF},,; toteutuu. Edelleen jokainen
joukon Fj, 1 ~ F, komponentti B sisaltyy johonkin joukon F' ~\ F}, kompo-
nenttiin D. Koska joukon F'\ F,, komponentit eivit ole relatiivikompakteja,
joukko D ~ B on epatyhja. Toisaalta nyt B on avoin avaruudessa F), 1 ja
suljettu avaruudessa £, 11 \ F,. Nain ollen komponentti B kohtaa joukon
F, .1 reunan, silld muuten D voitaisiin jakaa kahteen pistevieraaseen ja
avoimeen joukkoon, miké on ristiriita joukon D yhtenéisyyden kanssa. Siis
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ehto (i7i) toteutuu. Ehto (iv) seuraa kolmioinnin (K’,A’) konstruktiosta.

Osoitetaan, ettd G(K) = J, oy Fn- Koska 2-simpleksejé on vain nu-
meroituva méara, on avaruuden G(K) yhtendisyyden nojalla jokaisel-
la 2-simpleksillda G(A) on olemassa 2-simpleksit {G(A;)}l, siten, ettd
G(Al) = G(A()), G(Am) = G(A) ja G(Al) M G(A/L+1) # @ kaikilla i < m.
Néin ollen G(A) < |, on Fr ja siten edelleen G(K') = |, .oy Fn- O

Osoitetaan viela yksi tekninen aputulos ennen tdmén tutkielman péai-
tulosta. Seuraavan apulauseen nojalla apulauseet 3.8 ja 3.9 sopivat hyvin
yhteen, toisin sanoen naiden kahden apulauseen avulla voidaan maarittaa
epakompaktin pinnan perusryhma.

Apulause 3.10. Olkoot G1,G5 ja Gz vapaita ryhmid ja olkoot S1 < Gy,
S2,55 < Gy ja S < G niiden ddrellisia kantoja. Olkoot edelleen joukot Sy
ja S bijektiivisia. Olkoot lisiksi v1: G1 — Gy ja 1o Gy — G3 injektiivisid
homomorfismeja, joille patee 11(S1) < Sa ja 12(Sh) < Si. Talloin joukko
Sy = (55 N 12(5%)) U 12(S2) on ryhmdn Gy kanta. Erityisesti pdtee, ettd
LQ(SQ) C S3.

Todistus. Osoitetaan ensin, ettd {195y = (125%). Olkoon s € S,. Talléin
on olemassa {s;}I' | < S} siten, ettd s = (s7)° -+ - (s),)°", missa ¢; € {£+1}.
Nyt

128 = (1981)" - (128),)" € (12S5).

Siis {1295) < (155%). Olkoon nyt g = (198))%1 - - - (198),)%n € (1555). Kos-
ka joukko Sy virittdd ryhmén Go, on jokaisella i € {1,...,n} olemassa
{ski}pe, < Sy siten, ettd s = (s1,;)° - -+ (Sm,.)"me*. Néin ollen

/

g = (0287)1 - (1287,
= ((t251,2)™" -+ (128my 1)) - ((281,0) 77 -+ (128 )™ ) 7 € (195,
Siis (1955 < (1255). Nyt

Gs = (S3) = (S5 N 1255) U 1295) = (S5 \ 1253) U (1253))
= (S5~ 1255) U (1952)) = {(S5 \ 1255) U 1252) = {S3).

Osoitetaan, ettd S3 on kanta. Olkoon G ryhmé ja olkoon v¥: S3 — G
kuvaus. Koska Sy on vapaan ryhmén (1555) < G35 kanta, on olemassa
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yksikésitteinen homomorfismi h: (1252) — G siten, ettéd kaavio

(L2S2)

kommutoi. Médritelldéan kuvaus ¢: S5 — G seuraavasti. Olkoon s € S
Talloin s € Gy, joten s voidaan esittaéd yksikésitteisesti tulona sy - - - s,
missé s; € Sy tai 57! € Sy kaikilla i € {1,...,n}. Asetetaan o(s) =
W(s1) -+ - 1(sy,). Asetetaan lisiksi ¢(s) = (s), kun s € Sy . S).

Joukko S} on vapaan ryhméan G kanta, joten on olemassa yksikésitteinen

homomorfismi h': Gz — G siten, ettd seuraava kaavio kommutoi.

Osoitetaan, ettd homomorfismi A’ on homomorfismi, jolle h/(s) = 1 (s)
kaikilla s € S3. Olkoon s € Sy. Talloin on s voidaan esittéa yksikésitteisesti
tulona s = s} ---s/,, missa s, € S} tai (s;)~! € S} kaikilla i € {1,...,m}.
Edelleen s; voidaan esittéé yksikésitteisesti tulona s} --- i, kaikilla i €

{1,...,m}. Néin ollen

W (s) = H(sy - sp) = 0(s1) - D(s,)
= P(s1)(sn,) (T (s
= h(sy) - h(sp,) - h(sT) - h(sy)
= h((s1 "+ 8p,) (578 )
= h(s) = 9(s)

Liséiksi jos s € S5 ~\ Sy, niin s € S5 \ Sh, joten A (s) = (s) = 1(s). Siis 1’
on homomorfismi, jolle /'(s) = ¢(s) kaikilla s € Ss.

Osoitetaan, ettd homomorfismi A’ on yksikéasitteinen. Olkoon H: G35 — G
homomorfismi, jolle H(s) = ¢ (s) kaikilla s € S3 ja olkoon g € G5. Koska
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G35 = (S3), voidaan g esittdd tulona s;---s,, jossa s; € S5 tai s; ' € Ss
kaikilla ¢ € {1,...,n}. Talloin

H(g) = H(s1---sn) = H(s1)--- H(sn)

= 1(s1) - h(sn) = W' (s1) - W (sn)
=N (s1-8,) = h(g).

Siis H = k' ja néin ollen S3 on vapaan ryhméan (3 kanta. m

Lause 3.11. Olkoon F epdikompakti pinta, jonka topologialla on numeroi-
tuva kanta. Tdlloin perusryhmd m (F') on vapaa ryhmd, jolla on ddrellinen
tai numeroituvasti aareton kanta.

Todistus. Olkoon F' epakompakti pinta, jonka topologialla on numeroituva
kanta. Télloin F' on kolmioituva pinta [1]. Olkoot nyt {F;},cny apulauseen
3.9 mukaiset kompaktit reunalliset pinnat. Osoitetaan aluksi aputulos.

Olkoon K < F kompakti joukko. Télloin on olemassa n € N siten,
ettda K < F,,. Méaritelldan joukolle K avoin peite seuraavasti. Olkoon
k e K. Talloin k € F,, jollakin n, € N. Erityisesti k£ € intF,, ;. Siten
kokoelma {intF),, 1 }rex on joukon K avoin peite. Koska K on kompakti
16ytyy &arellinen osapeite {intF,,, 11} ,. Madritelladn n = max{ny, +1}7,.
Koska joukot F; ovat sisikkisid, pitee ettd Uis, intFy 11 < Uisy Foy, 41 ©
F,.

Olkoon xy € F; kantapiste ja merkitdan m (F;) = m1(F;, o) ja m(F) =
1 (F, xo) kaikilla i € N. Merkitédén edelleen (¢,) 4 : m1(F),) — 71 (F') inkluusio-
kuvauksen i,: F,, < F indusoimaa homomorfismia ja (tpm)4: m(F,) —
m(F) inkluusiokuvauksen iy, F,, < F,, indusoimaa homomorfismia
kaikilla m = n ja m,n € N. Osoitetaan, etta

Wl(F) = U(”n)#ﬂl(Fn)-

neN

Selvasti |, en(tn)em (Fy) < m(F). Olkoon nyt ~y silmukka avaruudessa
F. Koska v on jatkuva, on sen kuva kompakti. Siten se sisiltyy edella
osoitetun ominaisuuden nojalla avaruuteen £}, jollakin m e N. Néain ollen
[v] € Im () 5. Siis 11 (F) < ,,en(tn) em1(Fr).

Osoitetaan seuraavaksi, ettd jokainen homomorfismi (¢,,)4 on injektio.
Olkoon n € N ja olkoon [y] € m1(F,) siten, ettd (i,)4[7] = 1. Téll6in on
olemassa homotopia H: I x I — F polusta ~ vakiopolkuun e. Koska H on

jatkuva, on H (I x I) kompakti. Néin ollen on olemassa m > n siten, ettéd
H(I x I) ¢ F,,. Maaritelldan H,,: I x I — F,,, H,,(s,t) == H(s,t). Nain
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3 Epédkompaktin Ny-pinnan perusryhma

maaritelty kuvaus H,, on homotopia silmukoiden ~ ja e vililla avaruudessa
F,.. Siten (tpm)4[7] = 1. Edelleen apulauseesta 3.8 seuraa, ettd (tym)4 on
injektio, ja siten [y] = 1. Siis (,)4 on injektio.

Apulauseen 3.6 nojalla pintojen F; perusryhmét ovat aérellisen joukon
virittamia vapaita ryhmié Fi_,(x,), missé x(K;) on reunallista pintaa
F; vastaavan kolmionnin K; Eulerin karakteristika. Toisin sanoen 7y (F;)
on joukon S; := {1,...,1 — x(K;)} suhteen vapaa ryhma kaikilla i € N.
Olkoon v;: S; — m1(F;) mééritelman 1.7B mukainen kuvaus. Soveltamalla
induktiivisesti apulauseita 3.8 ja 3.10 voidaan kuvaukset 1); valita siten,
ettd (Lii11))s © ¥i(n) = Vi1 (n) kaikilla ¢ € N ja kaikilla n € S;.

Osoitetaan, ettd perusryhmaé 7 (F') on joukon S := (o i suhteen vapaa
ryhmda. Maaritelladn kuvaus 1: S — 7 (F) kaavalla n — (i,,)3 0 ¥y, (n),
kun n € S,,. Osoitetaan, ettd kuvaus on hyvin maéaritelty. Olkoon n € S
ja m,k € N siten, ettd n € S,, n S,. Voidaan oletetaan, ettd k < m. Nyt

(k)4 = (tm)# © (tkm)4. Toisaalta ¥, (n) = (trm)s © Yr(n). Siis
(tk) 4 0 Yr(n) = (tm) 4 © (tkom) 4 © Yr(n) = (L) © Y(n),

ja siten kuvaus ¢ on hyvin maéaritelty.

Osoitetaan, ettd kuvaus ¢» on maaritelméan 1.7B mukainen kuvaus. Ol-
koon G ryhmé ja olkoon ¢: S — G kuvaus. Olkoon i € N. Koska 7 (F;) on
joukon S; suhteen vapaa ryhmé, on olemassa yksikasitteinen homomorfismi
hi: m(F;) — G siten, ettd kaavio

7Tl(Fz')

w/’

S; hi

dls;
G

kommutoi. Koska kuvaus (¢;)4: 7 (F;) — 71 (F) on injektiivinen homomor-
fismi, indusoi homomorfismi h; yksikésitteisen homomorfismin Al : (i;) 4 (F;) —
G, jolle kaavio

(¢i)m(F3)

(W%’

S; ",

Bls,
G
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3.3 Pinnan perusryhma

kommutoi. Maaritelladn h: m(F) — G kaavalla a@ — hl(a), kun a €
(ti)4m1(F;). Osoitetaan, ettd kuvaus h on hyvin médritelty. Olkoon « €
(ti)em1(F;) N (1) em(F;) joillakin 4,5 € N, i < j. Koska (¢;)gm(F;) ja
(tj)m1(F;) ovat ryhmén 7 (F') aliryhmid, voidaan kirjoittaa o = af* - - - a5,
missi a; € (1;)4 0¥ (S;), ja e € {£1}. Merkitdén ay = (1;)4 0 1¥;(sk) jokai-
sella ke {1,...,n}. Nyt

hia) = hi(on)™ - - hi(om)™
= hi((1i)s © %(81))“ i ((4) 0 1bi(sn))™
= cb( D) d(sa)™
Pi(()4 0 i (s1))° - - 15 ((45) 4 0 5(sn))™"

= R (1) (@5 (s1))7 -+ (1) 4 (1(80))°")

= R (1) (i(s1))7 -+ (1) 5 (Yi(s0))™)

= Ij(a).
Kuvaus h on siis hyvin maéaritelty. Kuvauksen h homomorfisuus seuraa
kuvausten h; homomorfisuudesta. Edelleen kaavio

kommutoi. Kuvauksen h yksikésitteisyys seuraa kuvausten h, yksikésit-
teisyydesté. Néin ollen 71 (F") on joukon S suhteen vapaa ryhmé. Liséksi
joukko S on numeroituvana yhdisteena darellisia joukkoja numeroituva. [J
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