Tomi Lundberg

Liukulukujen vaihtoehtoisia esitystapoja

Tietotekniikan kandidaatintutkielma

16. joulukuuta 2015

Jyvaskylan yliopisto

Tietotekniikan laitos



Tekija: Tomi Lundberg

Yhteystiedot: tomi.t.lundberg@student. jyu.fi

Ohjaaja: Sanna Monkola

Tyon nimi: Liukulukujen vaihtoehtoisia esitystapoja

Title in English: Alternative representations for floating-point numbers
Tyo: Kandidaatintutkielma

Sivumadara: 19+0

Tiivistelma: Tassd tyossd tarkastellaan IEEE:n liukulukustandardista poikkeavia
liukulukujen esitystapoja. Tarkastelun kohteina ovat yksinkertainen murtolukujar-
jestelma ja erikoiskdyttoon hyvin soveltuva logaritmijarjestelmd. Edelld mainittuja
lukujdrjestelmid verrataan standardiin ja lopuksi tarkastellaan erdstd standardijar-

jestelmad sekd logaritmijarjestelmda hyodyntavaa hybridilukujarjestelméaa.
Avainsanat: Liukuluku, lukujdrjestelméd, murtoluku, logaritmi

Abstract: This work inspects the floating-point representations which deviate from
the IEEE standard for floating-point numbers. Subjects of investigation are a simple
slash number system and a logarithmic number system designed for special aplica-
tions. The two systems are compared agains the standard system and finally a case

of hybrid number system is inspected.

Keywords: Floating-point number, number system, fraction, logarithm



Sisalto

1 JOHDANTO ..o e e e il
2 MURTOLUKUESITYS ..ttt et e Bl
3 LOGARITMIESITYS . .ottt e e ettt e e
4 VERTAILU A . e 10

4.1 Desimaaliesitys vs. murtolukuesitys ....................oo [10]

4.2 Desimaaliesitys vs. logaritmiesitys .................coooiii 11l
5 HYBRIDIESITYS ..o e e 13
6  YHTEENVETO ... e
KIRJALLISUUTTA ...t 16

ii



1 Johdanto

Téana paivand suurin osa liukulukulaskennasta tapahtuu sellaisilla laitteistoilla, oh-
jelmilla tai niiden yhdistelmilld, jotka noudattavat ainakin osittain vuonna 1985 jul-
kaistua ja vuonna 2008 péivitettyd standardia IEEE-754 (IEEE 7852008) liukuluvuis-
ta ja niiden aritmetiikasta. Ennen standardia olemassaoloa useat eri tahot, erityisesti
laitevalmistajat, méadarittelivat oman liukulukuaritmetiikkansa. Nama erilaiset liuku-
lukuaritmetiikat eivét ole olleet yhteensopivia, eivdtka aina edes valttamatta tarkko-

ja.

Reaalilukujen esitys tietokoneessa on ollut erés tietotekniikan peruskysymyksistd jo
vuosikymmenid. Miten esittdd mahdollisimman hyvin ddrellisessd muistissa lukuja,
joille ei ole olemassa pddttyvaa tai edes jaksollista desimaalikehitelmdd? Mika laske-
taan riittdvaksi tarkkuudeksi, kun tiedetdin, ettd lukua ei voida mitenkdan esittda
tarkasti tietokoneessa? Entd miten toimitaan sellaisten aritmeettisten operaatioiden
jalkeen, kun tulos paattyy kahden vierekkdisen luvun vilille? Edelld mainitut kysy-

mykset ovat vain osa liukulukuihin liittyvistd ongelmista.

Liukulukulaskenta on vaativaa niin teoreettisesti kuin kdytannon kannalta, kuten
edellisessd kappaleessa esitetyt kysymykset osoittavat. Teoreettisesti liukuluvut
pohjautuvat reaalilukuihin ja monet tulokset johdetaankin reaalianalyysistd. Reaa-
lilukujen joukko on kuitenkin ddrettoman suuri ja tastd syystd tietokoneessa darel-
liselld tallennustilalla ei ikind kyetd esittdméaan kaikkia reaalilukuja. Monimutkai-
semmaksi asian tekee vield se, ettd reaalilukujen liitdntalait ja osittelulaki eivit pade
yleisesti liukuluvuille. Laskujdrjestykselld saattaa siis olla huomattavaa merkitysta

sovelluksissa, mikéili asiaa ei osata ottaa huomioon.
Standardi IEEE-754 maarittelee:

e viisi perustavaa liukulukuesitystd, kaksikantaisen 32-, 64- ja 128- bittisen esi-
tystavan sekd kymmenkantaisen 64- ja 128-bittisen esitystavan.
e Aritmeettisia operaatioita niille esitystavoille, kuten yhteen-, vdhennys-, ker-

to- ja jakolaskun, nelidjuuren, suuruuden vertailun ja muita.



e Muunnokset kokonaislukujen ja liukulukujen valilld, eri liukulukuesitysten
valilla seka liukulukujen ja merkkijonojen valilla.

e Liukulukujen poikkeukset.

Asioiden nimitykset hieman vaihtelevan englannin kielen ja suomen kielen vililla,

joten tdssd tutkielmassa kdytetddn seuraavia nimedmiskdytanteita:

e desimaaliesitys, engl. floating-point
e murtolukuesitys, engl. slash number system

e logaritmiesitys, engl. sign/logarithm number system

Erityisesti termi floating-point tuottaa kddntamisessa hankaluuksia, silld kun voidaan
tarkoittaa niin liukulukuja reaalilukujen osajoukkona kuin IEEE:n standardin méaa-
rittelemad liukulukuesitystd. Termid liukuluku kaytetadn ensimmadisessd tarkoituk-
sessa ja termid desimaaliesitys jalkimmaisessa tarkoituksessa. Lisdksi termid murto-
luku kaytetadn silloin, kun kyseessd on murtolukuesityksen mukaisesti esitettdava
luku ja termid rationaaliluku silloin, kun kyse on rationaaliluvusta matemaattisessa

merkityksessa.

Edelld esitetyt esitystavat eivit ole ainoita mahdollisia liukulukuesityksid. Taman
tyon ulkopuolelle jadvat esimerkiksi kiintolukuesitys (engl. fixed-point) ja jaannoslu-

kuesitys (engl. residual number system).

Taman tyon tarkoituksena on tutkia kirjallisuuskatsauksella kahta standardista
poikkeavaa liukulukujen esitystapaa yleisluonteisesti. Lisdksi haetaan vastausta ky-
symykseen, miksi IEEE valitsi standardikseen juuri tdiman nykyisen esitystavan.

Téssa tyossa keskitytddn ensisijaisesti matalan tason (ns. bittitason) toteutuksiin.

Tama tutkielma rakentuu seuraavasti. Luvussa [2| tarkastellaan murtolukuihin poh-
jautuvaa esitystd. Luvussa 3| tarkastellaan, miten liukulukuja voidaan esittdd loga-
ritmin avulla. Luvussa {4 vertaillaan yleiselld tasolla nditd kahta esitystd desimaalie-
sitykseen. Luvussa 5| kdydédan lapi maininnan tasolla muita esitysmuotoja. Lopuksi

luku [f] tiivistaa tutkielman 16ydokset.



2  Murtolukuesitys

Téssd luvussa esitellddn murtolukuesityksen kaksi variaatiota silld tavalla kuin ne
on alunperin madritelty artikkelissa (Matula 1975, s. 90). Esitysten aiottuja toteu-
tuksia kdydaan ldpi yleisluontoisesti, mutta padpaino on esitysten yleisissda ominai-

suuksissa.

Mielivaltaista reaalilukua voidaan approksimoida rationaaliluvulla, koska niin ra-
tionaali- kuin reaaliluvuilla on tiheysominaisuus. Esimerkiksi kahden rationaalilu-
vun vélissd on aina rationaaliluku. Tiheysominaisuus on reaalilukujen yksi keskei-

simmistd ominaisuuksista ja matemaattisen analyysin kulmakivia.

Murtolukuesitystd on méaaritelty kahdenlaista, staattista (engl. fixed-slash) ja dynaa-
mista (engl. floating-slash) (Matula|[1975; Matula, Kornerup [1978, s. 90; s. 30 ja 32).
Molemmissa esityksissa liukuluku esitetddan kahden kokonaisluvun avulla, yksi lu-
ku osoittajana ja yksi nimittdjana. Esitystavat eroavat toisistaan sisdiseltd toteutuk-

seltaan esim. lukualueiltaan, mutta niissd on samoja matemaattisia ominaisuuksia.

Staattisessa murtolukuesitysessd luku esitetddn 2N + 2 bitilld, missa N € N, N > 2 ja
N ilmaisee osoittajaa tai nimittdjda esittdvan kokonaisluvun bittien médaran (Matu-
la, Kornerup|[1978, s. 30). Yhtd bittid kdytetddn etumerkille ja yhtd bittid kdytetdaan
tarkistusbittina. Yksi tarkistusbitin tehtdvista on se, ettd ndin luku on esitettdavissa
parillisella méaéaralla bittejd riippumatta luvun N valinnasta (Matula, Kornerup|1978,
s. 31).

Esitys on tdysin yhteensopiva kokonaislukujen kanssa tdsmaélleen siin tilanteessa,
kun nimittdjdssd on luku yksi (Matula, Kornerup 1978, s. 31 ja 32). Télloin staattista
murtolukuesitystd voidaan kdyttdd esittdiméddn N bittistd kokonaislukua ja murto-
lukuesitystd voikin siten pitdd kokonaislukujen laajennoksena (Matula, Kornerup

1978, s. 31 ja 32).

Staattisessa murtolukuesityksessa on mahdollista bittitasolla suorittaa oikealle siir-

toa samanaikaisesti osoittajassa ja nimittdjassd niin kauan, kunnes vahintaan osoit-



tajassa tai nimittdjdssa on vahiten merkitsevan bitin kohdalla nollabitti (eli vahin-
tadn toinen luvuista on pariton) (Matula, Kornerup|[1978, s. 30). Tama oikealle siir-
to vastaa kakkosella supistamista. Tama ei luonnollisestikaan riitd supistamisessa,
mutta se on nopea tapa supistaa kaksikantaisessa lukujarjestelmédssd luvun kaksi

monikerrat.

Dynaaminen murtolukuesitys toimii staattisen murtolukuesityksen laajennoksena.
Se on rakenteeltaan monimutkaisempi ja samalla ilmaisuvoimaisempi staattiseen
murtolukuesitykseen verrattuna. Se kasittdd ne murtoluvut, joille patee p+¢g =N —
1, kun p on osoittajan bittien lukumééard, g on nimittdjan bittien lukumaééra ja esi-
tyksessd on kaytetty yhteensd N bittid, joista yksi on varattu etumerkille (Matula,

Kornerup|1978, s. 32)

Etumerkin, osoittajan ja nimittdjan kenttien lisdksi sanaan on varattava tilaa myos
[log, (N —1)] bitin verran murtoviivan paikan esittimiseen (Matula, Kornerup|1978,
s. 32). Merkintd [X | tarkoittaa ns. kattofunktioa eli pienintd kokonaislukua, joka on
suurempi kuin X. Vaikka dynaamiessa murtolukuesityksessd joudutaankin kaytta-
madan bittejd murtoviivan esittdmiseen, se tarjoaa mahdollisuuden esittda staattiseen
esitykseen verrattuna itseisarvoltaan suurempia ja pienempid lukuja. Esimerkiksi
kun N = 8 jdd merkille yksi bitti, ja murtoviivan osoittamiseen [log,(8 —1)] = 3)
bittid. Talloin jaa nelja bittid itse luvulle, mika riittdd kaikkien neljabittisten koko-
naislukujen esittdmiseen, jolloin kahdeksan bitin dynaamisella esitykselld voidaan
esittdd samat kokonaisluvut kuin yhteensd kymmenella bittid sisdltavalld staattisel-

la murtolukuesityksella.

Esitetyt murtolukuesitykset eivdt kuitenkaan ole tdysin tasa-arvoisessa asemassa
keskenddn. Vaikka edelld huomattiinkin, ettd samalla bittimaaralla staattinen ja dy-
naaminen esitys kykenevit esittdmaan samat kokonaisluvut, ei vastaava tulos pade
endd esitettdaville murtoluvuille. Oletetaan esimerkiksi, ettd kdytossa on kymmenen
bittid kummallakin esitykselld. Staattisessa esityksessd ndistd kymmenestd bitistd
yksi on etumerkille ja toinen tarkastusbitille, jattden siten neljd bittid osoittajalle ja

neljd bittid nimittdjélle. Siten staattisella esitykselld on mahdollista esittdd esimer-

kiksi luku H(l)(l)i = %. Dynaamisessa esityksessd on myos yksi bitti varattu etumer-
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kille, mutta murtoviivalle kuuluu [log,(9)] = 4 bittid. Koska tdmaén jdlkeen on kay-
tossd endd viisi bittid (teoriassa kuusi, silld nimittdjassa on implisiittisesti aina joh-
tava ykkosbitti), ei ole mahdollista saada aikaiseksi sekd osoittajaan ettd nimittdjaan

yhtdaikaa neljabittisid lukuja.

Yksi murtolukuesityksen silmiinpistdva ominaisuus on mahdollisuus tuottaa mille
tahansa nollasta poikkeavalle luvulle tarkka kddnteisluku nopeasti. Staattisessa esi-
tyksessa riittdd osoittajan ja nimittdjan lukujen vaihtaminen keskenddn. Dynaami-
sessa esityksessd joudutaan lisdksi ottamaan huomioon murtoviivan paikka (Matu-

la, Kornerup|1978, s. 30 ja s. 31).

Murtolukuesitysten aritmeettisille operaatioille (yhteen-, vihennys-, kerto- ja jako-
laskulle) voidaan taata tarkat tulokset kdytettdessd laskennassa kaksoistarkkuudel-
lisia rekisterejd, eli rekisterejd, joissa sanan pituus on 2N, kun osoittajan ja nimitta-
jan sanan pituus on N bittid (Matula, Kornerup| /1978, s. 29). Kaksoistarkkuus pitda
huolen siitd, osoittajan ja nimittdjan kokonaislukuaritmetiikalla saavutetaan tarkko-
ja tuloksia, joista sitten saattaa olla mahdollista “toipua” sievennyksen myotd niin,

ettei yli- tai alivuotoa tapahdu itse murtoluvulle.

Molemmissa murtolukuesityksissda on mahdollisuus esittdd poikkeuksia, kuten
NaN ja £eo (positiivinen ja negatiivinen ddrettomyys). Esimerkiksi staattisessa mur-
tolukuesityksessd ddrettomyys esitetddn asettamalla nimittdjan kaikki bitit nollaksi
ja osoittajan vdhiten merkitsevdn bitti asetetaan pdille (Matula, Kornerup, 1978, s.
). Etumerkkibitilld saadaan selvitettyd, onko kyseessd negatiivinen vai positiivinen
ddrettomyys. Vastaavasti vaihtamalla osoittajan ja nimittdjan rooleja saadaan aikaan
nolla kun halutaan ilmaista alivuotoa, eli laskutoimituksen tulos jdd niin ldhelle nol-
laa, ettd tarkkuus ei riitd erottamaan lukua nollasta poikkeavaksi (Matula, Kornerup
1983, s. 10). Poikkeus NaN saadaan vastaavalla tavalla, mutta vahiten merkitsevan

bitin tilalle asetetaan nolla.

Seka yli- ettd alivuodon dédrettomyys ja nolla sekd NaN mahdollistavat lisdksi vies-
tin kuljettamisen. Esimerkiksi alivuodon tapauksessa kun osoittajan kaikki bitit ovat

nollia, niin nimittdjassa vahiten merkitsevaa bittid lukuunottamatta voidaan muilla



biteilld tuoda esille erilaisia tarpeelliseksi katsottuja (debug)viestejda (Matula, Kor-

nerup|1983, s. 11). Nama viestit kuitenkin ovat tdysin toteutusriippuvaisia.

Yksi molempien murtolukuesityksien heikkouksista on turha toisto esitettavissa lu-

vuissa. Rationaalilukujen luonteeseen kuuluu, ettd esimerkiksi

1
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Téalloin murtolukuesitys toistaa samoja lukuja useasti ja esityksen ilmaisuvoima kér-
sii. On kuitenkin osoitettu, ettd tdma lukujen toistaminen vie kummaltakin murto-
lukuesitykseltd arviolta yhden bitin ilmaisuvoimaa pois, tappion pienentyessa kay-
tetyn tietokoneen sanan koon kasvaessa (Matula, Kornerup|[1978, s. 31, teoreema 1

ja seuraus 1.1; s. 31, teoreema 2 ja seuraus 2.1).

Aritmeettisten operaatioiden jalkeen joudutaan sieventdmaéén. Sieventdminen vaatii
osoittajan ja nimittdjan yhteisten tekijoiden etsimistd ja vaikka tehtdvaan onkin kehi-
tetty toimivia algoritmeja (esimerkiksi Eukleideen algoritmi kahden luvun suurim-
man yhteisen tekijan hankkimiseen), niin tekijdiden etsiminen on silti operaationa

aikaa vievéa erityisesti, kun kysesséd olevat numerot ovat itseisarvoltaan suuria.

Valitettavasti ldhdemateriaali ei kdsittele monimutkaisempia laskutoimituksia, ku-
ten nelidjuurta tai potenssiin korotuksia. Nelidjuuri ja potenssiin korotus tuottavan
vastaavia ongelmia kuin muiden lukujdrjestelmien kanssa, silld esimerkiksi nelit-
juuren ottaminen kokonaisluvusta ei useinkaan tuota kokonaislukua. Téllin jou-
dutaan turvautumaan erilaisiin likiarvoihin, jolloin perusoperaatioiden eli yhteen-,

vdhennys-, kerto- ja jakolaskun lupaamat tarkat tulokset karsivit.



3 Logaritmiesitys

Tassa luvussa esitetddn kaksi erilaista toteutusta logaritmiesitykselle. Vaikka ldh-
teend kdytetyt artikkelit on kirjoitettu kolmenkymmenen vuoden erolla toisistaan,
niissd on huomattavia samankaltaisuuksia. Lisdksi molemmissa esityksissd on sisdi-
sestd toteutustavasta riippumattomia yleisid ominaisuuksia, jotka ovat timén kirjoi-

telman kannalta kiinnostavia.

Logaritmiesitykseen ei ole olemassa standardia. Eri esityksen toteutustavoilla on
yhteisid piirteitd, kuten logaritmifunktion ominaisuuksien hyodyntdminen nopean
kerto- ja jakolaskun saavuttamiseksi. Logaritmiesitystd ei ole suunniteltu muunlais-
ten liukulukuesitysten korvaajaksi, vaan tiettyjen sovellusalueiden (kuten hahmon-

tunnistuksen) vaatimaan laskentaan (Swartzlander, Alexopoulos|1975, s. 1238).

Logaritmilld on aina kantaluku. Yleisimmat logaritmifunktiot ovat niin sanottu lu-
onnollinen logaritmi, jonka kantalukuna on irrationaalinen Neperin luku, ja kym-
menkantainen (Gribbsin) logaritmi. Tassa tyossa kasiteltavassa logaritmiesityksessa
on kantalukuna luku kaksi. Kaksikantainen logaritmi on luonnollinen valinta kak-

sikantaisessa lukujarjestelméssd, jollaisella tietokone sisdisesti toimii.

Yleisen logaritmifunktion ldhtéjoukko on positiivisten reaalilukujen joukko ja maa-
lijoukona on reaalilukujen joukko. Logaritmifunktio on siis mééaritelty ainoastaan
positiivisille reaaliluvuille, riippumatta kantaluvun valinnasta. Koska mys nega-
tiiviset luvut ovat laskennan kannalta merkityksellisid, on eri toteutuksessa otet-
tu negatiiviset luvut huomioon padsaantoisesti erillisen etumerkkia esittdvan bitin
avulla. Artikkelissa (Swartzlander, Alexopoulos|1975) esitellddn toteutus, missa etu-
merkin avulla méaéritetddn, onko luku positiivinen vai negatiivinen. Lisédksi kysei-
sessd toteutuksessa kédytetddn toteutuskohtaista vakiota varmistamaan, ettei joudu-
ta ongelmiin negatiivisten logaritmien kanssa. Artikkelissa (Lee, Lever|2003) esitelty
toteutus kdyttdd myos etumerkkid desimaaliesityksen tavoin, mutta siind on luovut-
tu hankalan toteutuskohtaisen vakion kédytostd. Sen sijaan mahdolliset negatiiviset

lukuarvot kuvataan arvoiksi, jotka ovat pienempia kuin yksi.



Aiemmin mainittu logaritmifunktion kertolaskun yksinkertaisuus ja nopea suoritus

perustuvat logaritmifunktion ominaisuuteen
log(XY) =log(X)+1log(Y), (3.1)

missd X ja Y ovat positiivisia kokonaislukuja.Tdméan ominaisuuden vuoksi kertolas-
ku palautuu yksinkertaiseksi yhteenlaskuksi. Tulon merkki saadaan kertojan ja ker-
rottavan merkkien biteistd bittitason XOR(poissulkeva looginen tai)-operaatiolla.
Kaavan 3.1| yhteenlasku on tarkka operaatio, mutta siind on mahdollisuus ylivuo-
toon(Lee, Lever 2003, kappale 3.1). Ylivuoto on kuitenkin mahdollista havaita ja
asettaa tarvittavat liput darettomyydelle, jota yleensd kadytetddn ylivuodon tapah-

tuessa.

Jakolasku on hyvin samankaltainen kertolaskun kanssa, silld erolla ettd

log(%) = log(X) ~ log(¥),

missd X,Y € R. Kuten kertolaskussa, myos jakolaskussa tuloksen merkki saadaan
jaettavien lukujen XOR-operaatiosta. Muuten erona on, ettd ylivuodon sijasta voi

tapahtua alivuoto (Lee, Lever 2003, kappale 3.2).

Logaritmifunktion suuri vahvuus kerto- ja jakolaskun liséksi on potenssiin korotuk-

sen yksinkertaisuus. Logaritmifunktion laskusdannoistd saadaan
log(X") =axlog(X).

Télla viattoman nékoiselld kaavalla on suuri vaikutus potenssiin korotukseen ja si-
ten juurenottoon (seurausta siitd, ettd juurenotto voidaan muuntaa murtopotens-
siksi). Esimerkiksi n. juuren ottaminen logaritmista saadaan muotoon log(v/X) =

log(X%) =L xlog(X).

Logaritmin luonteen vuoksi logaritmiesitys on aritmeettisista operaatioista nimeno-
maan kertolaskun suhteen tehokas. Valitettavasti ndin ei ole yhteenlaskun suhteen.

Yhteenlasku maaritelldadnkin logaritmiesityksessd kertolaskun avulla.

Maéritelldan lukujen A ja B olevan logaritmiesitykselld esitettdvid lukuja, jolloin nii-



den yhteenlasku on maéaéritelty kaavalla:
A+B=A(1+2)
= o)
joka vield voidaan esittdd muodossa

A W(_)7 (32)

missd funktio y maddritellddn kaavalla y(X) = 1 + X (Swartzlander, Alexopoulos
1975, s. 1240). Kahden logaritmiesitykselld esitettdvan luvun summan laskemiseen
kuuluu siis kaavan [3.2] nojalla jakolasku, funktion y arvon laskeminen ja vield lo-

puksi kertolasku.

Yhteen- ja vihennyslaskussa kaytettava funktio y voidaan laskea usealla eri taval-
la. Yksi vaihtoehto on kédyttdid ROM-muistia, mutta se on epdkédytannollisté tieto-
koneen kdyttamén sanan koon kasvaessa nopeasti kasvavan muistin tarpeen vuok-
si (Swartzlander, Alexopoulos|1975, s. 1941). ROM-muistin liséksi funktion arvo on
myos mahdollista laskea interpoloimalla epélineaarista funktiota (Lee, Lever|2003,
kappale 3.3). Vahennyslaskussa on myos huomioitava se, ettd laskun tulos voi olla
nolla. Logaritmifunktio on médritely vain positiivisille reaaliluvuille, joten tarvitaan
jonkinlainen erityisjdrjestely asian hoitamiseksi. Nollan logaritmiksi voidaan sopia
esimerkiksi —eo, mutta kyseinen erikoistapaus on kyettdvd huomaamaan laskennan

aikana.

Logaritmiesitys ei sovellu hyvin pelkdstddn kokonaisluvuilla suoritettaviin lasku-
toimituksiin vakioidun suhteellisen virheen takia (Swartzlander, Alexopoulos|1975,
s. 1941). Tastd syystd logaritmiesitysta ei ole tarkoitettu yleiskdyttdiseen (kokonais-
luku)laskentaan, vaan se on parhaimmillaan laskutoimituksissa, joissa on runsaasti

kertomista, jakamista, nelidjuuren ottamista sekd potenssiin korottamista.



4 Vertailua

Téssd luvussa tarkastellaan luvussa2|esitettya murtolukuesitysta ja luvussa 3lesitet-
tyd logaritmiesitystd desimaaliesitykseen. Koska erityisesti logaritmiesityksesta ei
ole yksikdsitteistd esitystapaa, niin vertailussa pysytddn esitysten yleisissd ominai-
suuksissa. Kuitenkin ldahdeartikkelien toteutuskohtaiset analyysit osoittavat suunta-
antavasti yleisid piirteitd ja eroja esitysten vililld, joten joihinkin toteutuskohtaisiin

yksityiskohtiin on pakko tutustua.

4.1 Desimaaliesitys vs. murtolukuesitys

IEEE:n standardi méérittdd, ettd kantaluvun kaksi desimaaliesitys on yksikésittei-
nen, eli jokainen desimaaliesityksen luku kuvautuu eri luvuksi. Néin ei kuitenkaan
murtolukuesityksessd ole, vaan useat bittiyhdistelmét tuottavat tulkittuna (ja sie-
vennettynd) saman luvun. Vaikka murtolukuesitysksessd kyetddn osoittamaan ta-
méan hdvion ldhenevian yhtd bittid sanan koon kasvaessa, niin silti desimaaliesityk-
sessd kyetddn esittimddn suurempaa lukualuetta, kun molemmilla esityksilld on

kdytossd saman verran bitteja.

Murtolukuesityksen peruslaskutoimitukset tarvitsevat laskennalliseti vihemman
resursseja kuin desimaaliesityksen peruslaskutoimitukset, johtuen murtolukuesi-
tykseen liittyvien algoritmien olevan operaatioita kokonaisluvuilla. Kuitenkin ldh-
deartikkelista puuttuvat edistyneemmait laskutoimitukset kuten nelidjuuren ottami-

nen, joten ndiden operaatioiden suhteen ei pystytd tekemédan reilua vertailua.

My6s laskutoimitusten tarkkuuksissa on eroja. Desimaaliesityksessd saattaa kdyda
niin, ettd suureen luvun ja verrattain pienen luvun yhteenlaskussa voi pieni luku
hévitd tuloksesta. Tamé johtuu laskentatarkkuudesta, koska desimaaliesityksessa
lukujen vilit kasvavat suuriin lukuihin mentdessd, joten pienet lisdykset saattavat
pyoristdd tuloksen toisena operandina olevaan lukuun eikd todelliseen tulokseen.
Murtolukuesityksessa ei peruslaskutoimitusten kohdalla ole ndin, kun oletetaan, et-

tei tulos johda poikkeuksiin, vaan pienen ja suuren luvun yhteenlasku tuottaa aina

10



oikean tuloksen.

Laskutoimitusten nopeudesta on sen sijaan hankalaa sanoa mitddn yleispéatevaa.
Desimaaliesityksestd tiedetdédn, ettd kaukana toisistaan olevien lukujen laskutoimi-
tukset saattavat viedd pitempdadn, kuin jos luvut olisivat ldhekkdin. Murtolukuesi-
tyksesséd sen sijaan saattaa eteen tulla sievennys seka sitd kautta osoittajan ja nimit-
tdjan suurimman yhteisen tekijan laskeminen vastaan. Murtolukuesityksessdakdaan
ei pystytd lupaamaan etukdteen operaatioiden kestoja juurikan sieventdmisen ta-
kia, silld hyvassa tapauksessa se ei vie pitkddn, mutta todella huonossa tapauksessa

kohdataan pitkid sievennysoperaatioita useasti laskennan aikana.

Kéanteislukujen kanssa toiminen on desimaaliesityksesséd ylldttavan hankalaa. Esi-
merkiksi luvun 10 kddnteisluku 11—0 ei ole esitettdvissda desimaaliesityksessd tarkasti.
Yleisesti aina kun kyseessd ei ole jokin luvun kaksi potenssi joudutaan desimaa-
liesityksessd turvautumaan likiarvioon. Kuitenkin murtolukuesityksessd luvun 10
kdanteisluvun hankkiminen on hyvinkin yksinkertaista. Staattisessa murtolukuesi-
tyksessa riittdd osoittajan ja nimittdjan vaihtaminen keskevaan. Dynaamisessa mur-
tolukuesityksessd joudutaan tekemddn hieman enemmén tyotd murtoviivan paikan
laskemisen vuoksi, mutta kyseinen laskutoimitus on hyvin yksinkertainen. Murto-
lukuesityksen kdanteislukuoperaatio ei ole pelkéstdaan helppo ja nopea suorittaa,

vaan lisdksi se tuottaa aina tarkan kaanteisluvun.

4.2 Desimaaliesitys vs. logaritmiesitys

Desimaaliesitys ja logaritmiesitys voidaan muotoilla ylldttdvan samankaltaisella ta-
valla. Periaatteessa logaritmiesityksen voidaan ajatella olevan desimaaliesityksen
erityistapaus, kun mantissa on aina 1 (Lee, Lever|2003, kappale 2.2). Tdhdn seikkaan
verrattuna onkin yllattavad, miten erilaiset laskennalliset ominaisuudet esityksilld

on.

Logaritmiesityksesta on laskettu operaatioiden aikavaatimukset verrattuna vastaa-
vaan desimaaliesitykseen (Swartzlander, Alexopoulos (1975, s. 1241, taulukko 1).

Vertailussa kdy ilmi, ettd logaritmiesityksen kerto- ja jakolasku vie kaksinkertaisen
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ajan vastaavan desimaaliesityksen yhteen- ja vahennyslaskuun verrattuna. Kuiten-
kin logaritmiesityksen yhteen- ja vdhennyslasku vie nelinkertaisen ajan desimaalie-

sityksen yhteen- ja vihennyslaskuun verrattuna.

Kerto- ja jakolaskun tapauksessa tilanne kdantyykin toisinpdin. Desimaaliesityksen
kertolasku vie sen omaan yhteenlaskuun verrattuna seitseménkertaisen ajan. Siten
logaritmiesitys on yli kolme kertaa nopeampi kertolaskussaan kuin vastaava desi-
maaliesitys. Kun vertailu siirretddn jakolaskuun, niin logaritmiesitys onkin jo nelja
kertaa vastaavaa desimaaliesitystd nopeampi. Vaikka ldhdeartikkeleissa ei vertailtu
tilannetta esimerkiksi nelijuuren ottamisessa, logaritmiesitys saattaa olla desimaa-
liesitykseen verrattuna vield jakolaskuakin nopeampi, kun otetaan huomioon miten
yksinkertaisesti logaritmiesitys muuttaa nelidjuuren jakolaskuksi, kun desimaalie-

sityksessd joudutaan turvautumaan iteratiivisiin algoritmeihin.

Desimaaliesitys on yleiskdyttdinen, mitd logaritmiesitys sen sijaan ei ole. Tastd syys-
td logaritmiesitys ei tule saavuttamaan sitd kdyttoastetta mitd desimaaliesitys on
nyt varsinkin standardoituna saavuttanut. Kuitenkin nédiden esitystapojen yhteises-
ta kaytostd voi tulevaisuudessa tulla suurikin sovellusala. Tatd mahdollisuutta tut-

kitaan luvussa Bl
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5 Hybridiesitys

Tutkittaessa desimaali- ja logaritmiesityksid huomattiin molempien esitysten toi-
mivan tehokkaasti eri laskutoimituksille, desimaaliesityksen yhteen- ja vahennys-
laskuille ja logaritmiesityksen muille aritmeettisille perusoperaatioille. Tastd syys-
ta onkin kiinnostavaa tutkia, voisiko nditd esitystapoja soveltaa samaan laskentaan
yhdessd, eikd erikseen kuten on totuttu. Télldistda useampaa kuin yhtd esitystapaa

laskennan aikana kdyttavaa jarjestelmaa kutsutaan hybridiesitykseksi.

Vaikka kahdella eri esitystavalla olisi molemmilla kdytettdvissd sama maara bittejd,
ne silti kdayttavat bittejd eri tavalla, eri kohdista (esimerkiksi toinen jarjestelma voisi
kayttdad “oikeimmanpuolista” bittid esittdmadn etumerkkid, toinen jarjestelma taas
“vasemmanpuoleisinta”), eri operaatioilla ja niin edelleen. Tastd johtuen eri esitys-
tavat eiviat kykene suoraan operoimaan eri esitystapojen lukuja, vaan luku on kadan-

nettdava toisen esitystavan ymmartdmaan muotoon.

Artikkelissa (Lee, Lever 2003, kappale 3.5.1) esitetddn erds algoritmi luvun muu-
tamiseen normalisoidusta desimaaliesityksestd logaritmiesitykseen ja pdinvastoin.
Kaantaminen desimaaliesityksestd logaritmiesitykseen vaatii kolme askelta: Ensin
tarkastetaan onko kyseessa jokin desimaaliesityksen poikkeustapauksista. Toisek-
si lasketaan kdaannos log, (1.xxx x 297) = log, (1.xxx) + log, (2¢7) = log, (1.xxx) + exp.
Kolmanneksi lasketaan arvo log,(1.xxx). Kolmas askel voidaan suorittaa eri tavoin.
Esimerkiksi pienelle tietokoneen sanan koolle voidaan kayttda yksinkertaisesti tau-
lukkoa, yksinkertaisen tarkkuuden (32-bittid) sanan koolle voidaan kayttaa likiar-
von tuottamaa ROM-muistiin perustuvaa algoritmia ja kaksoistarkkuudelliseen (64-
bittid) sanan kokoon voidaan kédyttdd mantissaan tekijoihin jakamiseen perustuvaa

iteratiivista algoritmia.

Muunnos logaritmiesityksestd desimaaliesitykseen tapahtuu myos kolmessa vai-
heessa. Aluksi tarkastetaan, onko kyseessé jokin logaritmiesityksen poikkeustilan-
teista. Toiseksi otetaan logaritmiesityksen eksponentin kokonaislukuosa ja siirre-

tadn se desimaaliesityksen eksponentiksi. Siirtoon kuuluu ns. biaksen lisdédminen,
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koska logaritmin kokonaislukuosa on sdilotty kahden komplementtina. Kolman-
neksi kokonaisluku muunnetaan desimaaliesityksen mantissaksi. Tdssd muunnok-
sessa kdytetddn taulukkoa arvojen etsimiseksi, joten sanan koon kasvaessa kaytet-
tavan taulukon koko kasvaa liian suureksi muistiin, joten ensin suoritetaan ensin
luvun hajotelma kdyttden samankantaisten potenssien kertolaskun ominaisuutta
2% x 2¥ = 2*Y. Niin kiytetddn useampaa, mutta pienempid taulukkoa. Hajotelman
kdantdpuolena on, ettd suorittaessa hajotelma k kertaa, joudutaan suorittaman k — 1

kertolaskua.

Edellen artikkelissa (Lee, Lever 2003, taulukot 2,3,4 ja 5) tarkastellaan, millaisissa
olosuhteissa kannattaa valita kdytettava esitystapa. Tarkastelu suoritettiin vertaa-
malla kdytettdvan piirin kokoa, joka riippuu laskennan operaatioiden jakaumasta.
Tarkastelu jakaantuu kahteen vaiheeseen riippuen siitd, onko mahdollista suorittaa
kdantamistd lukujdrjestelméstd toiseen kesken laskennan vai onko kéytetddnko ai-

noastaan yhté esitystapaa koko laskennan aikana.

Artikkelin (Lee, Lever 2003) mukaan méaritellyn logaritmiesityksen tapauksessa ha-
vaittiin, ettd jos ei suoriteta kddntamistd, niin kertolaskuja pitdisi olla yksinkertaisen
tarkkuuden kanssa vahintddn 71% ja kaksinkertaisen tarkkuuden kanssa vahintaan
73%, jotta logaritmiesitys kannattaa valita (Lee, Lever|2003| kappale 5.1). Vastaavasti
jakolaskuja pitdisi olla vahintddn 49% yksinkertaisen tarkkuuden kanssa ja 44% kak-
soistarkkuuden kanssa, jotta kannattaa valita logaritmiesitys (Lee, Lever 2003, kap-
pale 5.1). Mikili vaihtaminen lukujérjestelméstd toiseen on mahdollista laskennan
aikana, yksinkertaisen tarkkuuden tapauksessa pitdisi olla vdhintdén 2, 5 ja kaksois-
tarkkuuden kanssa vidhintddn 8 logaritmiesitykseen sopivaa operaatioita, ettd kan-
nattaa valita logaritmiesitys kddntdmisen kanssa, muuten kannattaa pitdytya pel-

kdstdan desimaaliesityksessd (Lee, Lever 2003, kappale 5.2).
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6 Yhteenveto

Tassa tutkielmassa on esitetty kaksi erilaista tapaa esittdd liukulukuja IEEE:n stan-
dardin desimaaliesityksen lisdksi. Murtolukuesitys on mukana yksinkertaisuuten-
sa ja historiallisen kuriositeettinsa suhteen esimerkkina siitd, miten yksinkertaista
liukulukujen toteuttaminen niin laitteistoon kuin ohjelmointikieliin olla, vaikka ne
eivét tarjoaisi talldistd mahdollisuutta suoraan. Logaritmiesitys taas osoittaa talla
tutkimusalalla olevan vield tarjottavaa johonkin erityistarpeeseen vastaavien esitys-

tapojen myota.

Vaikka desimaaliesitys onkin murtolukuesitystd monimutkaisempi, niin desimaa-
liesityksen ilmaisuvoimaa ei voi kiistd. Logaritmiesitykseen verrattuna desimaalie-
sitys on yleiskdyttdisempi, joten sen valitseminen on helpompaa ja varmempaa eri
sovellusalueilla, mikali ei olla tdysin varmoja laskennan soveltumiselta juurikin lo-
garitmiesitykselle. Desimaaliesitys on luultavasti valikoitunut standardiksi juurikin

sen yleiskdyttdisyyden takia.

Laitteistotasolla padadytddn todenndkoisesti joskus siihen pisteeseen, ettei suoritti-
mille endd mahdu lisda fyysisid laskentaa suorittavia komponentteja. Silloin joudu-
taan laskentaa nopeuttamaan muilla keinoin. Kun muunnokset esitystapojen vilille
saadaan riittdvan tehokkaiksi varsinaiseen kdyttoon, laskentaa voidaan nopeuttaa
kehittamalla sellaisia algoritmeja, jotka tunnistavat laskennasta esitystapojen vaih-

toon liittyvat osat. Tadstd syystd tutkimus alalla on edelleen oleellista.

Tama tutkimus ei syventynyt muihin esitystapoihin mitenkdan syvallisesti. Jatko-
tutkimukseen on aihetta nimenomaan edelld mainituissa muunnosalgoritmeissa,

kuin my6s uusien mahdollisten esitystapojen etsimisessa.
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