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Odottelua pysakilla

Juha Karvanen ja Antti Luoto
Matematiikan ja tilastotieteen laitos

Jyvaskylan yliopisto

9. syyskuuta 2015

Kiirehdit bussipysékille. Saapuessasi paikalle kello on 8.04. Arvelet, ettd bussi ei
ole vield mennyt, mutta et ole tdysin varma asiasta. Bussi ldhtee padtepyséakiltaan
klo 8.00 ja télle pysékille matka kestaé yleensd noin kahdeksan minuuttia. Jaat odot-
telemaan bussia, jonka uskot saapuvan pian. Kymmenen minuutin odottelun jalkeen
mieleesi nousee aavistus siitéd, ettd bussi on sittenkin ehtinyt jo ohittaa pysékin ennen
kuin tulit paikalle. Odoteltuasi viela viisi minuuttia olet hyvin varma siita, etté olet

myohéstynyt bussista. Seuraava bussi ldhtee klo 8.30 ja siihen ainakin ehdit hyvin.



Odottelu pysékilla jatkuu.

Edella esitettyé arkipaivan tilannetta voi tarkastella todennékéisyyslaskennan kei-
noin. Tieddmme siis, etta bussi lahtee klo 8.00, matkustaja saapuu pysékille klo 8.04 ja
seuraava bussi lahtee klo 8.30. Kiinnostuksen kohteena oleva kysymys kuuluu: "Mika
on jaljella oleva keskiméarainen odotteluaika, jos matkustaja on odottanut pysékil-
& jo s minuuttia?" Téasmallisempi todennékoisyyslaskennan termi keskiméaraiselle
odotteluajalle on odotteluajan odotusarvo.

Jotta tehtdvin voisi ratkaista, tarvitsemme tiedon ajasta 7', joka bussilla kuluu
paatepysakiltd odottelupysékille. Téma aika ei ole vakio, vaan se vaihtelee riippuen
mm. matkustajien ja muun liikenteen maérasta. Kerddmalla systemaattisesti havain-
toja bussin saapumisajoista saamme tietoa satunnaismuuttujan 7' jakaumasta. Ha-
vaintoaineiston perusteella matka-ajan jakaumalle voi sovittaa jonkin sopivan mallin,
kuten esimerkiksi gamma-jakauman tai log-normaalijakauman.

Oletamme nyt, ettéd tieddmme tdméan matka-ajan jakauman olevan log-normaalijakauma.
Sanotaan, ettd 7' on log-normaalijakautunut parametrein p jao > 0, T ~ log N (i, o),

mikali tiheysfunktio on
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0, muulloin.

missd ® on standardinormaalijakauman N(0,1) kertyméfunktio. Tyypillinen tapa
johtaa log-normaalijakauma on tarkastella muunnosta T' = g(X) = e, missi satun-
naismuuttuja X noudattaa normaalijakaumaa, X ~ N (u, o), jolloin tiheysfunktio
fr ratkeaa muuttujanvaihdon avulla. Siis T ~ log N (i, o) mikéli logT ~ N (u, o).
Parametri @ kuvaa jakauman sijaintia ja o > 0 on skaalaparametri. Jatkuvan, vain
positiivisia arvoja saavan satunnaismuuttujan odotusarvo ja varianssi madritelladn

kaavoilla

E[T]:/Oooth(t)dt ja  Var[T] :/Ooo(t—E[T])QfT(t)dt.



Log-normaalijakauman log N (u, o) tapauksessa odotusarvoksi ja varianssiksi saadaan

E[T] = e""2%°  ja  Var[T] = (¢7 — 1)e*+7°,

Kun parametrien arvoiksi kiinnitetddn g = 2 ja o = 0.3, saadaan bussin matka-
ajan odotusarvoksi e27203° &~ 7.73 minuuttia, joka pyéristettyni on edelld mainittu
kahdeksan minuuttia. Jakauman tiheysfunktion kuvaaja on esitetty kuvassa 1. Ku-
vasta ndhddan, ettd matka-ajan jakauma on vino. Jakauman moodi eli tiheysfunk-

2703% ~ 6.75 minuuttia. Kolmas jakauman sijaintia kuvaava

tion huippukohta on e
tunnusluku on mediaani, jonka arvo e? ~ 7.39 minuuttia. Mediaanin kohdalla kerty-

mafunktio saa arvon 0.5. Yksihuippuisen symmetrisen jakauman tapauksessa ndiden

kolmen tunnusluvun arvot olisivat samat, mutta koska log-normaalijakauma on vino

jakauma, kaikki kolme tunnuslukua eroavat toisistaan.

Bussin matka-ajan jakaumamallin ollessa selvilld voimme laskea sen perusteella
meité kiinnostavia todennakdisyyksid. Numeerisiin laskutoimituksiin voi kiyttaa esi-
merkiksi avoimen lihdekoodin R-ohjelmistoa, joka on saatavilla osoitteesta www.r-
project.org. Todennédkéisyys sille, ettd bussi ohittaa pysdkin ennen kuin kello on
8.04 vastaa todennékoisyyttd, ettd matka-aika on alle neljd minuuttia. Taméa las-
ketaan R-ohjelman komennolla plnorm(4,meanlog=2,sdlog=0.3) ja tulokseksi saa-
daan P(T" < 4) ~ 0.02. Bussista myohéstyminen on siis mahdollista, mutta ei kovin
todennakoistd, kun pysékille saavutaan klo 8.04.

Vastaavalla tavalla voidaan laskea todennékoisyys sille, ettd matka-aika on enem-
man kuin 4+s minuuttia. Tamén voi tehdé R-komennolla 1-plnorm(4+s,meanlog=2,sdlog=0.3).
Koska tehtéavéan tilanteessa tieddmme, etta bussi ei ole saapunut siné aikana, kun mat-
kustaja odottelee pysakilla, taytyy pated joko T' < 4 tai T' > 4+s. Néista jalkimmaisen
mahdollisuuden todennédkéisyys pienenee, kun odotteluaika s kasvaa.

Jos klo 8.00 lahtenyt bussi on jo mennyt, pysikilla odottelua kestda siithen saakka
kunnes klo 8.30 ldhtevé bussi saapuu. Odotteluajan W) odotusarvoksi saadaan tél-
16in E(W®)) =30 — (4 + s) + E(T) ~ 33.8 — s. Tarkastelussa rajoitutaan tapauksiin,
joissa pysdkilla on odoteltu korkeintaan klo 8.30 asti eli s < 26.

Jos klo 8.00 ldhtenyt bussi ei ole vield mennyt, jiljelld olevan odotteluajan odo-
tusarvo on ehdollinen odotusarvo E[T | T > s + 4]. Tdmé& odotusarvo voidaan laskea

analyyttisesti tai simuloimalla. Analyyttinen ratkaisu edellyttda integrointia, sopi-
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Kuva 1: Bussin saapumisaikaa kuvaavan log-normaalijakauman tiheysfunktio.



van muuttujanvaihdon ja nelioksi tdydentamista. Lopuksi paddytdan tulokseen, joka
on ilmaistavissa normaalijakauman kertyméafunktion avulla. Simulointiratkaisu taas
edellyttaa, ettd klo 8.00 ja klo 8.30 ldhtevien bussien saapumisaikoja generoidaan
esimerkiksi R-ohjelmiston avulla suuri joukko, jonka avulla odotteluajan odotusarvo
voidaan madarittad likiméaaraisesti. Tulos on sitd tarkempi, mitd enemmén saapumi-

saikoja on generoitu.

Ongelman ratkaiseminen analyyttisesti

Ongelma keskimaéraisen odotteluajan ratkaisemiseksi voidaan muotoilla matemaat-
tisesti todennakoisyyslaskennan késitteiden avulla. Tasmallisyyden vuoksi esityksessa
kiytetddan todenndkoisyysavaruuden ja Borel-mitallisuuden késitteitéd, joiden syvélli-
nen ymmartdminen ei kuitenkaan ole valttdméatonta esityksen seuraamiseksi. Aihees-
ta kiinnostunut lukija voi tutustua todennékoisyyslaskennan teoreettisiin perusteisiin
tarkemmin esimerkiksi Wikipedia-sivulla "Todennékdisyysteoria”.

Olkoot T3, T, riippumattomia log N (u,o)-jakautuneita satunnaismuuttujia ab-
straktilla todennékoisyysavaruudella (€2, F,P). Satunnaismuuttujat 7; ja 75 tulki-
taan klo 8.00 (bussi 1) ja klo 8.30 (bussi 2) lahtevien bussien matka-ajoiksi, ja ndmé
oletetaan siis toisistaan riippumattomiksi. Tieddmme, ettd matka-ajalle 77 pétee joko
Ty <4 tai Ty > 4+ s. Mikéli T7 > 4 + s, seuraavaksi pysékille saapuu bussi 1. Téssa
tapauksessa joudutaan odottelemaan vield T} — (4 4+ s) minuuttia. Mikéli puolestaan
Ty < 4, pysékille saapuu seuraavaksi bussi numero 2, joka saapuu paikalle T, + 30
minuuttia yli kahdeksan. Odoteltavaa jaa siten To +30 — (4+s) = To + 26 — s minuut-
tia. On téten luontevaa madritells jiljelld oleva odotusaika W () deterministisen ajan
s ja satunnaisten aikojen T7 ja T funktiona seuraavalla tavalla: annetulle s € [0, 26]

asetetaan

To(w)+30—(4+s), josTi(w)<4
W (w) := f(s, Ty(w), Ta(w)) :== {0, jos4<Ti(w) <d+s
Ti(w) — (4+ s), jos T1(w) >4+ s.

Niin médriteltynd W) on satunnaismuuttuja avauudella (€2, F,P), miki seuraa ku-
vauksen (t1,ts) — f(s,t1, ty) Borel-mitallisuudesta. Koska ongelman kannalta on mer-

kityksetontd, mitd arvoja W) saa joukossa {4 < T} < 4 + s}, valittiin yksinkertai-



suuden vuoksi vakioarvo 0.
Nailld merkinnoin keskiméédrdinen odotteluaika, josta kiytetddn merkintdé e(s),
on tarkalleen ottaen muuttujan W) ehdollinen odotusarvo ehdolla tapahtuma {7} ¢ [4,4 + s]}.
Koska P(T} ¢ [4,44 s]) > 0, edelld mainittu ehdollinen odotusarvo mééritellédén klas-
sista ehdollista todennékoisyyttd muistuttavalla kaavalla

E[W® 11, ¢14414]
P(Ty ¢ [4,4+s]) ’

e(s) =E[WW|Ty ¢ 4,4+ 5]] :=
missé 14 tarkoittaa indikaattorifunktiota,

1, jos t; kuuluu joukkoon A
Huea = 0 muuten

Todennékoisyyslaskennan laskusédantoja noudattaen voidaan kirjoittaa

missd Fr on kaavassa (1) méaritelty log-normaalijakauman kertyméfunktio. Edelleen,
odotusarvon lineaarisuuden ja muuttujien 77 ja 75 riippumattomuuden nojalla pétee

toinen yhtédsuuruus

E[W L nguarsy] = E[WOLncy] + EWOLins000)]
=E[(T2+30— (4+9)) Lynicqy] + E[(T1 — (4 + 9)) 1z 54443
=E[T5+30— (4+3)|P(Th <4) +E[T11(7, 5115 — 4+ )P(Th > 4+ 5)
= (E[T3] 4+ 26 — ) Fr(4) + E[T11{7y>0051] — (44 5) (1 — Fr(4 + s)).

Nain ollen

(E[T3] 4+ 26 — ) Fr(4) + E[T1 {115 — (44 5) (1 — F(4 + 5))

e(s) = Fr(4) +1— Fr(4+s) - @

Tekemélld muuttujanvaihto ¢ = e¥ ndhdéan, etta

& 1 (logt u) & 1 —(y=mw3+202y
E|Ti1 1| = / e dt = / e 202 dy. 3
[ AT >4+ }] 445 V 2o log(4+s) V 2mo? ( )

Neli6ontaydennys muuttujan y suhteen puolestaan antaa

2
~(y—n)’+20%y = ~(y— (n+0%)" +2u0" + 0%,



(pto?)

lea

joten kaavan (3) oikea puoli yksinkertaistuu lopulta muuttujanvaihtoa x = ¥ —

ja symmetriaa ®(z) = ®(—=z) soveltaen muotoon

o0 —(y—w)? 202 o0 — u+o 2
/ 1 T ydy—e“+"2/2/ 1 e (=(uto)) dy
log(4+s) V 2mo? log(4+s) 27TO'2

00

2
_ e“+”2/2/ 1 e AT )/0)? oo /2/ 1 e
log(4+s) V 2mo? log(4-5)— (te?) /o o

_ €u+02/2q)<_10g(4+3) +pt+o’ )
o

Siis E[Tll{T1>4+s}} = e“*”Q/QQD(w). Koska lisiksi E[Ty] = e“+%"2, kaa-
vaan (2) sijoittamalla saadaan lopulta

Fwﬂﬂ+a6—4ﬁﬂ®+ﬁwwm@ciﬂﬁ§ﬂif)—m+sx1—Eﬂ4+g)
Fr) +1— Fr(4 ts) '

e(s) =

Annetuilla parametrien arvoilla g = 2 ja 0 = 0.3 keskimééréiseksi odotusajaksi saa-

daan siten esimerkiksi

(324 s=3

627, s=T
e(s) =

18.07, s=15

| 8.73, s=25.

Ongelman ratkaiseminen simuloimalla

Samaan tulokseen voidaan paéstd myos simuloimalla. Téll6in log-normaalijakaumasta
generoidaan suuri maéra saapumisaikoja klo 8.00 ja 8.30 lahteville busseille. Olkoon
T} ensimmaéisen ja 75 toisen bussin matka-aika pysékille. Tarkastelusta poistetaan ne
tapaukset, joissa ensimméinen bussi saapuu aikavalilla [4, 4+ s]. Jokaiselle jéljelle jaa-
neelle n tapaukselle lasketaan odotteluaika generoitujen saapumisaikojen perusteella.
Jos T1 > 4+ s eli ensimmaéinen bussi ei ole vield mennyt, jiljelld oleva odotteluaika on
W) =T, —4 —s. Jos taas Ty < 4 eli ensimmiéinen bussi on jo mennyt, jiljelld oleva
odotteluaika on W = 30 + T, — 4 — s. Simuloiduista tapauksista laskettu muuttu-
jan W) keskiarvo estimoi odotteluajan odotusarvoa. Tuloksen numeerinen tarkkuus
riippuu tapausten lukuméarasta n, joka puolestaan riippuu simuloinnissa kiytettyjen
toistojen lukumé&arasta.

Simuloinnin voi toteuttaa esimerkiksi alla olevalla R-koodilla:



n <- 100000 #toistojen lkm

mu <- 2
sigma <- 0.3
r <- 4

interval <- 30
T1 <- rlnorm(n,mu,sigma)
T2 <- interval + rlnorm(n,mu,sigma)
svec <- 0:30 #odotteluaikojen vektori
wn <- rep(NA,length(svec)) #tarkasteltavien tapausten lkm
wmean <- rep(NA,length(svec)) #odotteluajan odotusarvo
wmedian <- rep(NA,length(svec)) #odotteluajan mediaani
wql0 <- rep(NA,length(svec)) #odotteluajan 10 % kvantiili
wq90 <- rep(NA,length(svec)) #odotteluajan 90 % kvantiili
for(i in 1:length(svec)) #tehdd&dn laskenta erikseen jokaiselle s:n arvolle
{
s <- svec[i]
valid <- (T1>(s+r) | Ti<r) #indikaattori: kuuluuko tarkastelujoukkoon
wn[i] <- sum(valid)
intime <- (r < T1[valid]) #indikaattori: bussi ei ole vield mennyt
wtime <- intime*(T1[valid]-r-s)+(!intime)*(T2[valid]-r-s)
wmean[i] <- mean(wtime)
wmedian[i] <- median(wtime)
wql0[i] <- quantile(wtime,0.1)
wq90[i] <- quantile(wtime,0.9)

#Vertaillaan analyyttisesti johdettuun odotusarvoon, jonka
#arvoja voi laskea seuraavalla funktiolla
waitingtime <- function(s,alpha=2,sigma=0.3,r=4,interval=30)
{

sr <- 1-plnorm(s+r,alpha,sigma)

fr <- plnorm(r,alpha,sigma)



El <- exp(alpha+sigma~2/2)/sr*xpnorm((-log(s+r)+alpha+sigma~2)/sigma)-(s+r)
E2 <- interval-r-s+exp(alphat+sigma~2/2)
E <- sr/(sr+fr)*El+fr/(sr+fr)*E2

return(E)

#Piirretdan tuloksista kuva
s <- 0:30
plot(s,waitingtime(s,r=4),type="0",ylim=c(0,26),
xlab="Pysdkillad odoteltu aika (min)",
ylab="Jdljelld oleva odotteluaika (min)")
lines(svec,wmean,col="red",lwd=2)
lines(svec,wmedian,col="blue",1ty=2,1lwd=2)
lines(svec,wql0,col="blue",1ty=2,1wd=2)
lines(svec,wq90,col="blue",1ty=2,1wd=2)
legend ("topright",legend=c("odotusarvo (analyyttinen kaava)",
"odotusarvo (simulointi)","10 %, 50 % ja 90 % kvantiilit"),
1ty=c(1,1,2),1wd=c(1,2,2) ,pch=c(1,NA,NA),col=c("black","red","blue"))
text (4,22,"90%",col="blue")
text (8,20,"50%",col="blue")
text(14.5,2,"10%",col="blue")

Odotteluajan odotusarvon lisdksi R-koodissa estimoidaan myos odotteluajan me-
diaani, 10 % ja 90 % kvantiilit. Mediaani eli 50 % kvantiili tarkoittaa havaintoa, jota
pienempia on 50 % havainnoista. Vastaavasti 10 % ja 90 % kvantiilit tarkoittavat
havaintoja, joita pienempid on 10 % ja 90 % havainnoista. Kvantiilien ratkaiseminen
ei onnistu helposti analyyttisesti, mutta simuloinnissa ne saadaan laskettua yhden
koodirivin lisdyksella.

Tulokset on esitetty graafisesti kuvassa 2, joka on luotu edella esitetylla R-koodilla.
Kuvasta nahdadn, ettd analyyttisesti laskettu odotusarvo ja simuloimalla laskettu
odotusarvo ovat hyvin lahella toisiaan. Aluksi odotteluajan odotusarvo pienenee, kun
s kasvaa, mutta kolmen minuutin odottelun jélkeen (klo 8.07) odotusarvo alkaa kas-

vaa. Maksimi saavutetaan 14 minuutin odottelun jilkeen (klo 8.18) , jonka jélkeen
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Kuva 2: Jaljelld olevan odotteluajan odotusarvo, mediaani seki 10 % ja 90 % kvantiilit

pysékilld odotellun ajan funktiona.

odotusarvo alkaa pienentya ldhes lineaarisena funktiona. Mediaanin ja muiden kvan-
tiilien hyppéykset ovat seurausta jakauman kaksihuippuisuudesta. Todennéakdisyys,
ettd ensimmainen bussi on jo mennyt ylittdd 10 % noin kuuden minuutin odottelun
jalkeen (klo 8.10), 50 % noin kymmenen minuutin odottelun jilkeen (klo 8.14) klo ja
90 % noin 13 minuutin odottelun jélkeen (klo 8.17).

Esimerkin tarkoituksena on ollut havainnollistaa sitd, kuinka ldheisesti todenné-
koisyyslaskenta liittyy arkipéivan tapahtumiin. Lisdksi tavoitteena on ollut esittéa,
kuinka jakaumiin liittyvid tehtavid voidaan ratkaista sekd analyyttisesti ettd simuloi-
malla. Analyyttinen ratkaiseminen ja simulointi tdydentévét toinen toistaan. Ratkai-

su, joka saadaan kahdella toisistaan riippumattomalla tavalla, on todennédkéisemmin
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oikein kuin vain yhdella tavalla saatu ratkaisu.

(Esimerkkié on kéytetty harjoitustehtavina Jyviskyldan yliopiston kurssilla Elinaika-

mallit.)
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