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Téasséd tutkielmassa perehdytédn ympyradynamiikkaan, jota tutkitaan kiertojen
avulla. Kiertojen analysointiin kidytetdédn pisteiden ratoja ja jaksollisia pisteita. Tut-
kielmassa tutustutaan myos nostoihin ja kiertolukuihin. Homeomorfismien kayttéay-
tymisté tutkitaan kiertoluvun avulla. Jos kiertoluku on rationaalinen, radan kayttay-
tyminen on jaksollista. Jos taas kiertoluku on irrationaalinen, niin pisteen rata on
tihed tai Cantorin joukko.

Tutkielmassa todistetaan Poincaren luokittelulause, joka kuvailee ympyrdahomeo-
morfismien ratojen kédyttdytymistd. Poincarén luokittelulauseen mukaan homeomor-
fismi f, jonka kiertoluku p on irrationaalinen, on topologinen konjugaatti kierron R,
kanssa, jos homeomorfismi on transitiivinen. Jos homeomorfismi ei ole transitiivinen,
niin kierto ja homeomorfismi ovat topologisia tekijoita. Toisessa luvussa tutustutaan
Denjoyn esimerkkiin ja lauseeseen. Denjoyn lause liittyy diffeomorfismeihin. Sen mu-
kaan diffeomorfismi on transitiivinen, jos sen kiertoluku on irrationaalinen ja derivaat-
ta on rajoitetusti heilahteleva. Denjoyn esimerkisséd niytetdéan, kuinka modostetaan
ilman jaksollisia pisteitd ympyréadiffeomorfismi, joka ei ole transitiivinen. Kolmannes-
sa luvussa tutustutaan Cantorin joukkoon, pirunporrasfunktioon ja Arnoldin kieliin
ympyridiffeomorfismiperheiden kautta.

Avainsanoja: kierto, nosto, kiertoluku, jaksollinen piste, rata, homeomorfismi,
diffeomorfismi, Cantorin joukko, pirunporrasfunktio, Arnoldin kielet
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Johdanto

Téssé kirjoitelmassa tutkitaan ympyradynamiikkaa. Dynamiikkaa tutkitaan kier-
tojen R, avulla, joiden analysoimiseksi tarkastellaan ratojen kdyttdytymistd. Ympy-
riahomeomorfismin ratojen rakennetta tarkastellaan jaksollisten pisteiden avulla. Pis-
teiden jérjestysten tutkiminen on myds tarpeellista. Tutkielmassa tarkastellaan liséksi
nostoja ja kiertolukuja.

Tutkielmassa kéytetdan kierrolle ja yksikkGympyrélle sekéd additiivista ettd mul-
tiplikatiivista ajattelutapaa. Olkoon a € R. Kierto on multiplikatiivisesti merkittyné
muotoa

R,z = xe’™@

ja additiivisesti merkittynd muotoa
R,z =z+ o (mod1).
Yksikkoympyra taas on multiplikatiivisessa tapauksessa
St={z€C:|z| =1} = {¥¥ : p € R}
ja additiivisessa tapauksessa
S'=R/Z =1[0,1]/ ~,  missi 0~ 1.

Pisteen x rata on kokoelma kuvauksen f: St — St iteraatteja {f*(x) : k € Z}. Kier-
toluku p(f) € R/Z mittaa keskiméériisen kiertokulman suuruutta funktion f radal-
la. Kiertoluvun méaéarittelemiseen tarvitaan nostoa, joka on jatkuva kuvaus F': R —
R. Kuvaus F' on homeomorfismin f: S' — S! nosto, jos on olemassa peitekuvaus
7: R — S, joka vie noston reaaliakselilta ympyrille St eli for =mo F.

Kirjoitelmassa tutkitaan miten homeomorfismit kayttaytyvét, kun kiertoluku on
rationaalinen tai irrationaalinen. Irrationaalisen ja rationaalisen kiertoluvun omaavien
kuvausten ratojen kayttdytymiset eroavat toisistaan. Rationaalisen kiertoluvun ta-
pauksessa kaikki radat ovat joko jaksollisia tai asymptoottisia jaksollisen radan kans-
sa. Irrationaalisen kiertoluvun tapauksessa kaikki radat ovat joko tiheitéd tai asymp-
toottisia Cantorin joukon kanssa. Kun kiertoluku on irrationaalinen, niin ympyréa-
kuvauksen f rata on samassa jérjestyksessi, kuin kierron R,y rata. Tdmin avulla
tutkitaan homeomorfismeja joilla ei ole jaksollisia pisteita.

Ensimmaisesséd luvussa tutkitaan Poincarén luokittelulausetta, joka kuvailee ym-
pyrahomeomorfismien ratojen kéyttaytymistd. Poincarén luokittelulauseen mukaan
homeomorfismi f: S' — S!, jonka kiertoluku p on irrationaalinen, on topologinen
konjugaatti kierron R, kanssa, jos homeomorfismi on transitiivinen. Homeomorfismin
f transitiivisuus tarkoittaa, ettd on olemassa piste x € S*, jonka rata {f*(z): k € Z}
on tihe# joukossa S*. Jos homeomorfismi ei ole transitiivinen, kierto ja homeomorfismi
ovat topologisia tekijoitd. Tama siis tarkoittaa, ettd on olemassa jatkuva monotoninen
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2 JOHDANTO

kuvaus h: ST — S siten, ettd ho f = R, o h. Ympyrilld jirjestys "<” mééritelldan
siten, etta
m(x) <m(y) <= y—2x€(0,1/2) (mod 1),

missd z,y € R. Siis kuvauksen h: S' — S* monotonisuudessa kiytetiin edelli esitel-
tyé jarjestystd. Transitiivisessa tapauksessa h on homeomorfismi, mutta kun kuvaus
f ei ole transitiivinen, niin h ei ole kddntyva. Jalkimmaisessd tapauksessa kuvaus h
on esimerkki pirunporrasfunktiosta eli Cantorin funktiosta, johon perehdytédan kol-
mannessa luvussa.

Toisessa luvussa tutkitaan diffeomorfismeja. Denjoyn lauseen mukaan diffeomorfis-
mi f: S — S! on transitiivinen, kunhan sen kiertoluku on irrationaalinen ja derivaat-
ta on rajoitetusti heilahteleva. Denjoyn esimerkissa nédytetdédn, kuinka muodostetaan
ilman jaksollisia pisteitd ympyradiffeomorfismi, joka ei ole transitiivinen. Kyseisen esi-
merkin todisti ranskalainen matemaatikko Arnaud Denjoy 1900-luvun alkupuolella.

Kolmannessa luvussa tutkitaan ympyréadiffeomorfismiperheitd esimerkin avulla.
Tarkastelussa on ympyrikuvausperhe f, (6) = 0 + 27w + esin(f). Kiinnitetylld e-
arvolla tdmén kuvausperheen kiertoluku on Cantorin funktio. Esimerkissa tutkitaan,
mitd tapahtuu kiinnitetylla rationaaliarvoisella kiertoluvulla, kun w- ja e-arvot muut-
tuvat. Kun kiertoluku p(f,) kuvataan € —w tasoon, syntyy bifurkaatiodiagrammi, jo-
ka tuottaa Arnoldin kielen. Téma ilmi6 tapahtuu kaikilla kiinnitetyilla rationaalisilla
kiertoluvun arvoilla. Nain syntyvét Arnoldin kielet on nimetty venéldisen matemaa-
tikon Vladimir Igorevich Arnoldin mukaan.

Kirjoitelmassa esiintyvat kuvat on piirretty joko GeoGebra-ohjelmalla tai késin.



LUKU 1

Ympyrian homeomorfismit

Téssé luvussa tarkeimpid lahteita ovat [1], [2] ja [5]. Luvun 1.1 médritelmét ja
peruskésitteet ovat padasiassa lihteestéd [2]. Luvun 1.2 tulokset on koottu teosten [1],
[2] ja [5] avulla. Luvussa 1.3 on ldhteen [5] tukena kéytetty lahdetté [3]. Padsdantoi-
sesti tulosten todistusten rungot on esitelty lahdekirjoissa. Olen lisénnyt vélivaiheita
ja johtopaatoksid todistuksiin. Lauseiden 1.17-1.21 vélisten tulosten todistukset olen
muotoillut itse. Olen muotoillut myos esimerkin 1.35 ja esimerkin 1.36 ilman l&hde-
kirjallisuutta.

1.1. Maaritelmia ja peruskésitteita

Diskreetti dynaaminen systeemi muodostuu epéatyhjiasta joukosta X ja kuvauk-
sesta f: X — X. Diskreetilld dynaamisella systeemilld tarkoitetaan kuvauksen f ite-
raattien f" ja eri pisteiden = € X ratojen tarkastelua, kun n € N ja n — oco. (Jos f
on bijektio, niin n € Z.)

MAARITELMA 1.1. Pisteen x positiivinen rata on jono pisteiti =, f(x), f2(x), ...,
josta kédytetddn merkintdd

OF (z) = {f*(z): k € N}.
Jos funktio f on homeomorfismi, voidaan maéritelld pisteen = taysi rata

Oy(x) = {fH(a) - k € 7},
joka sisdltad positiivisen radan liséksi negatiivisen radan

Of (z) = {f"(z): k e N}.
Negatiivinen rata on siis muotoa z, f~*(z), f*(x),....

MAARITELMA 1.2. Pistettd = sanotaan funktion f kiintopisteeksi, jos f(x) = x.
Piste = on jaksollinen piste jaksolla n, jos f"(z) = x. Pienintéd positiivista lukua n,
jolle f™(z) = x kutsutaan pisteen z jaksoksi.

MAARITELMA 1.3. Funktio f: X — Y on jaksollinen, jos ja vain jos on olemassa
reaaliluku a # 0 siten, ettd f(z) = f(z + a) kaikilla € X. Talloin funktion f jakso
on a.

ESIMERKKI 1.4. Kuvauksilla voi olla useampi kiintopiste. Esimerkiksi identtiselld
kuvauksella Id(z) = z kiintopisteitd ovat kaikki reaaliluvut R. Toisaalta taas kuvauk-
sella f(x) = —z on vain yksi kiintopiste, origo, ja kaikki muut pisteet ovat jaksollisia
jaksolla 2.
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1.2. Kiertoluku

Téassé luvussa tutkitaan kiertolukua ja sen ominaisuuksia. Kiertoluvun mééaritte-
lemiseksi tarvitaan noston késite. Liséksi tutkitaan kiertoja ja niiden ominaisuuksia.
Yksikkoympyrille kiytetddn multiplikatiivista merkintéaa

St={2€C:|z| =1} = {¥¥ : p € R}
tai additiivista merkintédtapaa
S'=R/Z=[0,1]/ ~,

missi © ~ ¥, jos ja vain jos x —y € Z. Tamé tarkoittaa, ettd R/Z on reaalilukujen
tekijdjoukko. Edelld ~ siis samaistaa arvot 0 ja 1. Luonnollinen etdisyysmitta valilla
[0,1] indusoi etidisyyden joukkoon S*, siis

Kahden edeltdvan merkintatavan yhdistava tekija on kuvaus
Q> 2P = 2,

avaruudelta R/Z avaruudelle S! C C. Tami kuvaus on isometria, jos multiplika-
tiivisen ympyrin kaarenpituus jaetaan luvulla 27. Siis, kun ympyrid S ajatellaan
additiivisesti, sen kehén pituus on yksi ja multiplikatiivisesti ajateltuna kehén pituus
on 27.

MAARITELMA 1.5. Olkoon o € R. Kéytetddn merkintdd R, tarkoittamaan kiertoa
kulman 27a verran. Multiplikatiivisesti merkittyné,

R,x = xe®™

ja additiivisesti merkittyna kierto on
R,x=x+a (mod 1).

Kokoelma {R,, : o € [0,1)} on kommutatiivinen ryhmé kuvausten yhdistamisen
suhteen eli R, o Rg = R, missd 7 = a + 8 mod 1. Huomataan mydos, ettd R, on
isometria. Se siis sdilyttda etdisyyden d.

Jos a = § on rationaaliluku, niin R? = Id, silla

Ri(r)=RiIYz+a)=RL*(x+a+a)=-=1+q-a
::E—i—q-]—?:qup:x (mod 1)
q
Toisaalta jos o on irrationaalinen, niin jokainen positiivinen rata on tihei joukossa S*.

Tama tulos on muotoiltu lauseeksi 1.9. Ennen taméan tuloksen todistamista esitellaan
muutama maaritelma.

MAARITELMA 1.6. Topologinen dynaaminen systeemi f: X — X on topologisesti
transitiivinen, jos on olemassa piste x € X, jonka rata Of(z) = {f*(z) : k € Z} on
tihed joukossa X.

MAARITELMA 1.7. Topologinen dynaaminen systeemi f: X — X on minimaali-
nen, jos jokaisen pisteen z € X rata on tihed joukossa X.
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MAARITELMA 1.8. Olkoon A C X ja t € Z. Olkoon f*(A) joukon A kuvajoukko
kuvauksella f* ja

fHA) ={z e X f'(z) € A}

joukon A alkukuva. Osajoukko A C X on f-invariantti, jos f*(A) C A kaikilla ¢t € Z;
positivisesti f-invariantti, jos f'(A) C A kaikilla t > 0 ja negatiivisesti f-invariantti,
jos f7H(A) C A kaikilla ¢ > 0.

Huomaa, ettd A C f~'(f*(A)), mutta yleisesti dynaamiselle systeemille, joka ei
ole invariantti, f~*(f*(A)) ei ole yhtdsuuri kuin A.

Kéytetddn jatkossa merkintdd |z] := max{k € Z : k < z} reaaliluvun kokonais-
osalle.

LAUSE 1.9. Kierto R, on minimaalinen eli kierron R, kaikki radat ovat tihedssd
joukossa S*, jos o on irrationaalinen.

TobisTus. Olkoon z,z € S'. Osoitetaan, ettéd z on pisteen z positiivisen radan
sulkeumassa. Pisteen z radan alkiot ovat erillisid, koska ehdosta RI(z) = R (z)
saadaan, ettd (n —m)a € Z vain silloin, kun n = m.

Jokaisella ddrettomaélla joukolla ympyran pisteitd on kasautumispiste.

Olkoon € > 0 mielivaltainen. Nyt koska kasautumispiste on olemassa, niin on olemassa
my0s kokonaisluvut m ja n siten, etté | R} (z) — R (x)| < €. Olkoon k = n—m. Télléin
|RE(z) — x| < ¢, koska R, on isometria. Etdisyys d (RE(x),z) = |RE(z) — 2| ei riipu
pisteen x valinnasta ja tdmé nihddédn seuraavasti: Olkoon y € S*. Talloiny = R,_,(x)
ja

d (Ri(y),y) = d (RL(Ry—o(2)), Ry—2(2)) = d (Rpasy—o(w), Ry—o(2))
= d (Ryo(Ri(@)), Ryo(2)) 2 d (R (), 7).

missd kohdassa (¢) kilytetdén tietoa R, , on isometria eli sailyttéé etédisyydet. Ndin
on naytetty ettd m ja n voidaan valita riippumatta pisteen x valinnasta.

Olkoon § € [—1, 1] siten, ettd § = (n — m)a (mod 1). T&llsin R?™™ = Ry ja

p:=10=|(n—m)a|=|r+n—m)a—=z|=|R"(x) —z| <e (mod 1).

Olkoon N = |1/¢]| + 1. Nyt pisteen x positiivisen radan osajoukko {Rj(z) : i =
0,1,..., N} jakaa ympyran véleihin, joiden pituudet ovat pienempéi tai yhtdsuurta
kuin ¢ < e. Jos z on jokin pisteen x radan pisteisté, niin viite on selvi. Oletetaan
siis, ettd z ei ole radan piste eli se on radan pisteiden vilissd. T&ll6in on olemassa
indeksi s € {0,1,..., N — 1} siten, ettd z € (R§(z), Ry (z)). Nyt

|Ry(z) — R (=) = 16] < e,

joten |Rj(x) — z| < e. Nyt koska Rj(x) = RU™™2 (), niin |[RY™*(2) — 2| < e. Siis
z on pisteen x radan sulkeumassa kierrolla R,. N&in véite on saatu osoitettua. U

Tissd luvussa tarkastellaan suunnansiilyttivii homeomorfismeja joukossa St eli
homeomorfismeja f: S — S!, jotka sdilyttivit pisteiden jarjestyksen ympyralld. Ym-
pyrian dynamiikkaa tutkiessa noston késite on keskeisessé osassa. Seuraavaksi médri-
telladn peitekuvaus, jota tarvitaan nostoa méaériteltaessa.
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MAARITELMA 1.10. Olkoon kuvaus 7: R — S! siten, ettd
7(z) = exp(2mwiz) = cos(2mx) + i sin(27x)
tai additiivisesti ajateltuna
m(z) =z + Z.

Siis m(x) on pisteen = ekvivalenssiluokka. Kaytetddn jatkossa padasiassa additiivista
ajattelutapaa.

Olkoot x,y € S* kaksi eri pistetti. Télloin vililld [z, y] C S tarkoitetaan joukkoa
7([Z,9]), missi & € 71 (z) jag =7 (y) N [E, T+ 1).

Kuvaus 7 on peitekuvaus, nimittiin se kietoo joukon R ympyrikaarelle St taitta-
matta sitd. Jokaiselle pisteelle z € S on olemassa ympéristo

Uy =z — €,z + €,
missi € > 0. Olkoon xy € 7~ 1(x). Pisteelli 2y on nyt olemassa ympéristd
V =lxg — €,x0 + €],
joka kuvautuu kuvauksella 7|y homeomorfisesti joukkoon U,. Jokaisella joukon
T z) = {zo+i: i €Z}

pisteelld on olemassa ympéristo, joka kuvautuu homeomorfisesti joukkoon U,. Jat-
kossa, kun puhutaan peitekuvauksesta, tarkoitetaan nimen omaan kuvausta .

MAARITELMA 1.11. Jatkuva kuvaus F: R — R on homeomorfismin f: S' — S!
nosto, jos

fom=molF.
Funktion f aste on deg(f) := F(x + 1) — F(x). Jos f on homeomorfismi, niin
| deg(f)| = 1.

MAARITELMA 1.12. Oletetaan, ettd funktio f on kddntyvi. Jos deg(f) = 1, niin
kuvausta f kutsutaan suunnansiilyttiviksi. Jos taas deg(f) = —1, niin kuvausta f
kutsutaan suunnank&intavaksi.

LAUSE 1.13. Homeomorfismin f: S' — S nosto F: R — R on yksikdisitteinen
lukuunottamatta nostoon lisattivid kokonaislukuvakiota (m(F(x)) = F(x) +7Z).

TobisTus. Olkoon F kuvauksen f toinen nosto. Talldin kaikilla 2 € R
m (F(x)) = f(r(z)) = 7 (F(2)).

Siispd, F — F on aina kokonaisluku. Nyt koska F' ja F ovat nostoina jatkuvia, niin
F — F on myo6s jatkuva. Niin ollen funktion F — F on oltava vakio. Siis on osoitet-
tu, ettd kuvauksen f nosto on yksikésitteinen lukuunottamatta nostoon lisdttavas
kokonaislukuvakiota. ]

HUOMAUTUS 1.14. Edeltdviin lauseen nojalla homeomorfismin f: S' — S* nostot
eroavat toisistaan kokonaisluvulla.

ESIMERKKI 1.15. Kayd&an ldpi esimerkkejd kiertojen nostoista.
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(1) Olkoon R,: S — S R, (0) = 0+ w kierto. Osoitetaan, etti jokaiselle k € Z
kuvaus T, ;: R — R; T, x(z) = v + w + k on kierron R, nosto. Oletetaan,
ettd k € Z. Talloin

T(Top(x) =m(z+w+k)=mlz+w)=r+w+Z
ja
R,(n(z))=7n(z)+w=0+2Z+w,
joten mo T, = R, o.

(2) Olkoon f: St — S siten, ettéd f(0) = 6 + esin(f). Témiin kuvauksen nosto
on Fi.: R — R siten, ettd

Fre(z) =2+ 2i sin(2mzx) + k,
T
missd k € Z. Palataan tdhén esimerkkiin myhemmin tarkemmin.

HuomauTus 1.16. (1) Edella olevassa esimerkissé on samankaltaisuutta ku-
vausten ja niiden nostojen vélilld. On kuitenkin tdrkedd huomata, ettd naméa
kuvaukset on maéritelty eri joukoissa ja siten niilla on erilaiset dynamiikat.
Jos w on rationaalinen, niin kaikki joukon S! pisteet ovat jaksollisia kierrolla
R,,, mutta mikdén joukon R piste ei ole jaksollinen nostolla T, (paitsi kun
w=0).

(2) Oletetaan, etta F' on funktion f nosto. Téssa luvussa oletetaan, ettd suunta
sédilyy nostossa. Siispd noston F' on oltava kasvava, ettd reaaliakseli kierret-
tyné yksikkokiekolle sailyttad kulkusuuntansa.

(3) Jokaiselle zy € 7w (f(0)) on olemassa yksikdsitteinen nosto F siten, etti

LAUSE 1.17. Olkoon F(x) nosto. Nostolle pdtee, etti F(x+k) = F(x)+k kaikilla
kokonaisluvuilla k.

TobisTus. Funktion asteen médritelmésta saadaan homeomorfismille f| etta
(1.1) Flx+1)=F(x)+ 1.
Todistetaan viite induktiolla. Tapaus k& = 2

(L.1) (L)

Flz+2)=F(zx+1+1) Flz+1)+1 = F(x)+2.
Oletetaan, ettd viite pétee tapauksessa k—1eli F(z+ (k—1)) = F(z)+ (k—1). Nyt
Fa+k) =Fa+k-D+D)"L ratrk-1)+1"" P)+k O
Homeomorfismilla f: S* — ST on olemassa aina ##rettémén monta nostoa.

LAUSE 1.18. Jos kuvaus F: R — R on kuvauksen f: S* — S nosto, niin myés
kuvaus Fy,: R — R, Fi(z) = F(z) + k on kuvauksen f nosto, kun k € Z.

TobisTus. Olkoon F: R — R siten, ettd Fy(z) = F(z) + k. Osoitetaan, ettéi
Fe(z+1) = Fe(x) + 1
kaikilla € Z. Nyt

)

Fla+D)=Fa+)+kLF@)+1+k% F)+1,
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missé kohdassa (i) kéytetaan lausetta 1.17 ja kohdassa (ii) kéytetddn madritelmés.
Nyt halutaan osoittaa, ettd 7(Fg(z)) = f(n(z)). Oletetaan, ettd k € Z. Talloin

7(Fu(2)) = 7(F(@) + k) © x(Fa + k) Y f(r(e + k) = f(x(x)),

missé (i47) seuraa lauseesta 1.17 ja (iv) oletuksesta F' on funktion f nosto eli mo F' =
f om. Siis annetulla funktiolla f on olemassa dédrettoméan monta nostoa. U

LAUSE 1.19. Kuvaus F™ on funktion f" nosto, kun F on funktion f nosto.

ToDISTUS. Pitad siis ndyttdd, ettd f" om = mo F™. Nyt koska F' on funktion f
nosto, niin f om = 7o F. Siis saadaan, ettéd

mo kN z) =m(Fo. .- oF(z)) =moF(Fg. - oF(x)) = for(Fg. o(F(z)))

~——
n—1kpl n—2kpl n—2kpl
= forofom(F(@)) = f" o m(a). .
n—2kpl

SEURAUS 1.20. Olkoon 1d identtinen kuvaus. Kuvaukset F' — 1d ja F™ — Id ovat
jaksollisia jaksolla 1.

TobDISTUS. Lauseesta 1.17 saadaan, etta
Fz+1)—(z+1)=Flx)+1—(z+1)=F(z) —z.

Tama siis tarkoittaa, ettd kuvaus F' — Id on jaksollinen jaksolla 1. Osoitetaan viela,
ettd F™ — Id on jaksollinen jaksolla 1. Nyt koska F™ on funktion f™ nosto, niin lause
1.17 nojalla F™(z + k) = F™(z) + k, joten

Flla+1)—(z+1)=F"(z)+1—(z+1) = F"(x) — .

Siis myos F™ — Id on jaksollinen jaksolla 1. ([l

LAUSE 1.21. Olkoot z,y € R ja F nosto. Jos |x —y| < 1, niin

[F"(z) — F"(y)| < L.

Tobistus. Olkoon y > z. Oletuksen |z — y| < 1 nojalla y < x + 1. Seuraus 1.20

antaa, ettd I — Id on jaksollinen jaksolla yksi eli
F'lz+1)—(z+1)=F"(z) —z <= F"(x+1)—-F"(z) =1
Nyt koska nosto on kasvava, niin F"(z) < F"(y) < F"(z + 1). Tésté saadaan
|F™"(z) — F™"(y)| < |[F"(z) — F"(z + 1)] = 1. O

PROPOSITIO 1.22. Jos jono (a,)nen toteuttaa ehdon apyn < ap+amir+ L kaikille

m,n € N ja joillekin k ja L, niin lim,_ %> € RU {—o00} on olemassa.
Tobistus. Todistus 16ytyy lahteesta [5] sivulta 374. O

LAUSE 1.23. Olkoon f: S* — S' suunnansdilyttivi homeomorfismi ja olkoon
funktion f nosto F': R — R. Nyt kaikilla x € R raja-arvo

p(F) = lim a)-a

n—00 n

on olemassa ja riippumaton pisteesti x. Kutsutaan lukua p(F') noston kiertoluvuksi.
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MAARITELMA 1.24. Lukua p(f) := 7(p(F)) kutsutaan funktion f kiertoluvuksi.

Kiertoluku on térked késite, joka liittyy ympyrdkuvauksiin. Kiertoluku p(f) €
R/Z mittaa intuitiivisesti keskiméériisen kiertokulman suuruutta pitkin funktion f
rataa. Koska S' = [0,1] mod 1, usein kiytetisin harhaanjohtavaa merkintid p(f) =
x jollakin z € [0, 1]. Kuvauksen f kiertoluku on riippumaton nostosta, koska lauseen
1.13 nojalla nostot eroavat toisistaan kokonaisluvulla.

Todistetaan nyt edellé esitelty lause 1.23.

TobisTus. (Lause 1.23) Osoitetaan aluksi, ettd p(F') on riippumaton pisteesta x.
Oletuksen mukaan f on suunnanséilyttava homeomorfismi, joten F(x+1) = F(z)+1.
Olkoot x,y € [0,1). Talloin lauseen 1.21 mukaan |F™(y) — F™(x)| < 1. Nyt edeltévéin
huomion ja kolmioepéyhtalon avulla saadaan

F ) — ol — - [F(y) ]| < - (F7(@) ~ F) — 4y

1 n mn
< — | [F"(@) = F"(y)| + |z — 9]
no\N ~~ A
<1 <1
2
<=
n
Talloin
i | @) =) = (W) =) | 2
n—oo n n—oo 1,
ja edelleen
F(x) — F(y) —
g @) — o Wy
n—00 n n—00 n

Néin ollen kiertoluku on riippumaton pisteen valinnasta.
Osoitetaan seuraavaksi, ettéd kiertoluku on olemassa. Olkoon = € R ja x, = F™(x).
Merkitdan a, := x, — x ja k := |a,] eli kokonaislukuosa. Nyt
Umin = F"(2) — 2= F"(F"(2)) —2 = F™(2,) — T + Tp — T
=F"™a,) —xpnt+ax,—c+F"(x+k)—F"(x+k)+(x+k)— (z+ k)
= (F™(z+k)—(z+k)+ (xp —2) + (F™(z,) — F™(x + k) — (2, — (x + k
(F™ @+ k) — (@ + k) + (g0 — 2) + (F™(2,) = F™(2 4 k)) — (22 — (2 + k)

/

-~ -~ -

=Fm(z)—z=am =an <1 >0

(i)
<am+a,+1

Kohta (i) saadaan tiedosta F™(y) — F™(z) < 1, kun y — z < 1. Edelld siis y := z,, ja
z =z + k jolloin
y—z=ax,—x—k=F'(x)—x—|[F"(z)—xz| <1
ja
r, —x—k=a,—|a,| >0.
Nyt koska

i
L

S|

(F(z:) = 2;) > min F(y) -y,

0<y<1

=LY () - Fa) =

-
I
o
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niin “* on alhaalta rajoitettu. Lauseen 1.22 nojalla raja 2* on olemassa, joten raja-
arvo on reaaliluku p(F).

Osoitetaan vield, ettd p(F + k) = p(F) + k, kun k£ € Z. Tamén osoittamiseksi
médritelladn apufunktio Fi: R — R; Fp(z) = F(x) + k, jolle osoitetaan aputulos
Fl(z) = F™(z) 4+ nk. Todistetaan tdmé induktiolla. Tapaus n = 1 on selvd apu-
funktion maéaritelmén nojalla. Oletetaan, ettd viite toimii tapauksessa n — 1 siis
E}Yz) = F*Y(z) + (n — 1)k. Nyt

Fi(z) = Fy(F (2))

9 F(F"(2) + (n — 1)k)

@ F(F" Yz)+ (n—1)k)+k

(149

= F(F" Y2))+ (n—1Dk+k
= F"(z) + nk,

missé kohta (i) seuraa induktio-oletuksesta, (ii) apufunktion mééaritelmésta ja (iii)
Lauseesta 1.17. Témén avulla saadaan

Fp () — P k-
p(Fy(z)) = lim Ailw) -z = lim (z) +nk—z
n—00 n n—00 n
F*(x) —
i 2O T ey ok
n—00 n
Néin ollen p(F') on hyvin mééritelty (mod 1). O

PROPOSITIO 1.25. Olkoon f: S* — S' suunnansdilyttivi homeomorfismi. Télloin
kiertoluku p(f) € Q jos ja vain jos funktiolla f on jaksollinen piste.

TobisTus. Oletetaan ensin, ettéd funktiolla f on jaksollinen piste. Osoitetaan, etta
noston kiertoluku p(F') on rationaalinen. Jos funktiolla f on jaksollinen piste jaksolla
¢, niin F9(z) = x + p jollakin x € [0,1) ja jollakin p € Z. Néin on, sillda F: R — R
on funktion f: S' — S! nosto kuvauksella 7(x) = = + Z (additiivinen ajattelutapa).
Talloinhén siis ympyrédkaaren pituudeksi on méaritelty yksi. Jos nimetéén jaksolliseksi
pisteeksi 7(x), niin f9(mw(z)) = w(x) ja talloin kuvaus f on kiertdnyt ykkosenmittaista
ympyriakehdd p € Z kertaa ympéri. Siis téalloin realiakselilla F' on liikuttanut pistetta
x kokonaisluvun p verran eteenpéin. Nyt kun F9(z) = = + p ja k € N, saadaan

qu(l‘) —x 1 k-l . : kp p
_—_— = — Fq qu €T — qu r)=— = —.
g ) = P = =

Tami pitee, koska F*(x) = z + kp, silld
FM(z)=Fl0... 0o Fi(x) = F%0---0 Fi(z +p)

(1.2) k kpl k—1 kpl
k—2 kpl
Naéin ollen
Fka _ Fka _
p(F) = lim i)~ = lim i) — = 2
kq—o0 kq k—oo kq q
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Siis noston kiertoluku p(F') on olemassa ja on rationaalinen, kun funktiolla f on
jaksollinen piste.

Osoitetaan sitten kéénteinen tulos. Oletetaan, ettd p(F') on rationaalinen ja osoi-
tetaan, etti talloin funktiolla f on jaksollinen piste. Lauseesta 1.23 nostolle F' saadaan

(1.3) p(F™) = Jim SV @ =, M) e

n—o00 n n—00 mn

Nyt jos p(f) =p/q € Q, niin
(1.3)

p(f?) = m(p(F?)) "= =(ap(F)) =0,
koska gp(F') € Z. Nyt viite saadaan osoittamalla seuraava tulos: Jos p(f) = 0,
niin funktiolla f on kiintopiste. Oletetaan, ettd funktiolla f ei ole kiintopistetté eli
f(z) # z kaikilla z. Olkoon F' nosto siten, ettd F'(0) € [0,1). Nyt F(z) — 2z ¢ 7Z
kaikilla € R. Jos néin ei olisi, niin F'(z) —x = s, missd s € Z. Télloin

fx(@) = x(F (@) £ ().
missé kohdassa (i) kiytetdén tietoa m(x) = = + Z ja oletusta F(x) = x + s, joiden
nojalla F'(z) +7Z = x + s + Z = x + Z. Néin ollen m(z) olisi kiintopiste funktiolle
f. Siis F(x) — x ¢ 7Z kaikilla x € R, jolloin 0 < F(x) — 2 < 1. Koska F' — Id on
jatkuva ja jaksollinen (seuraus 1.20), se saavuttaa maksiminsa ja miniminsd. Talloin
on olemassa § > 0 siten, etti

0<i<Fx)—xz<1-6<1

kaikille z € R. Erityisesti voidaan valita z = F?(0), missd ¢ = 0,...,n — 1 ja niin
muodostuu epayhtalot

=mp(F).

J<F0)—0<1-96§
§< F*0)—F'(0)<1-9¢

§< F™0)— F"1(0)<1-4.
Laskemalla ndma epédyhtélot yhteen saadaan

nd < SF@'H(O) — F'(0) = F*(0) — 0 < n(1 - 9).

Siis
nd < F"(0) < (1—-46)n
tai .
0 < Fn(O) <1-6.
Nyt p(F) # 0, kun n — oo, silla
F™(0) — 0

1> p(F(0)) = lim

n—oo n
Tam& on vastoin oletusta p(f) = 0, koska 0 = p(f) = w(p(F)) jos ja vain jos p(F) € Z.
Néin on paadytty ristiriitaan. Siis jos p(f) = 0, niin funktiolla f on kiintopiste.
Soveltamalla tatéd tietoa funktioon f? ja kdyttdmalld aikaisemmin osoitettua tietoa
p(f?) = 0, saadaan, ettéd funktiolla f¢ on kiintopiste eli f(z) = x. Tadma tarkoittaa

>4 >0.
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myo0s sitéd, ettd kiintopiste z on funktion f jaksollinen piste jaksolla ¢. Siis funktiolla
f on jaksollinen piste, kun p(F") on rationaalinen. O

PROPOSITIO 1.26. Olkoon f: S* — S' suunnansdilyttivi homeomorfismi jonka
kiertoluku on rationaalinen. Tdlloin kaikilla jaksollisilla radoilla on sama jakso. Itse
asiassa, jos p(f) = 1507 missd p,q € Z, niin kuvauksen f nostolle F' pdtee, etti p(F') =
Eja Fi(z) =z +p.

Tobistus. Olkoon kiertoluku p(f) = § (mod 1), missé p,q € Z ovat keskenddn
jaottomia. Olkoon F' nosto ja m(z) € [0, 1) jaksollinen piste funktiolle f. T&lloin on
olemassa r, s € Z, joille F"(x) = x + s. Nyt

E:p(F):limF (x) —x . ns 57
koska p(f) = 7(p(F)) ja F™ (x) = z+ns (lauseen 1.25 todistuksessa perusteltiin timéa
yhtalolla (1.2)). Olkoon m pisteiden s ja r suurin yhteinen tekija. Talloin s = mp ja
r =mgq. Joten F™(z) = x + mp.

Halutaan osoittaa, ettd F9(z) —p = x. Tdmaén takia tarkastellaan mité tapahtuu,
jos F(x) —p >z tai F(x) — p < z. Jos F(x) — p > x niin monotonisuuden nojalla

F2(2) — 2p = F(F(z)) — p—p 2 FU(FU () —p) —p > Fi(x) —p > x,

>x

missé kohdassa (i) kdytetdédn tietoa F(x + k) = F9(x) + k. Induktiivisesti edellisen
nojalla saadaan, etté

F'(z) —s=F™(x) —mp > x,
joka on vastoin oletusta F"(z) = = + s. Néin ollen F™4(z) — mp < x ja vastaavasti
tapauksesta F'9(x)—p < x saadaan, ettd F9(z)—mp > x. Namé yhtélot yhdistamalla
saadaan, ettd F™4(x) — mp = x, miké todistaa véitteen. O

PROPOSITIO 1.27. Jos f,h: St — S ovat suunnansdilyttivii homeomorfismeja,
niin p(h™ fh) = p(f)-
TobisTus. Olkoot funktioiden f ja h nostot F'ja H eli moF = forw jamoH = hom.
Tité tietoa kiyttamélld saadaan, ettd H—' on funktion A~! nosto, silld
TH™' = wﬂH_l = h_lﬁéll{: = hlr
=T =1
Myoés H 'FH on funktion A~ fh nosto, silli
TH'FH =h'7FH =h™' fnH = h™ ' fhr.
Oletetaan, ettd nostolle H péatee H(0) € [0,1). Arvioidaan lauseketta
|H™'F"H(x) = F"(2)| = [(H™'FH)"(x) — F"(2)|.
(1) Kun = € [0,1) ja H on nostona kasvava, niin saadaan

(@) (b) ©
H(z)—2x>H0)—x>H0)—1>0-1
ja
(d) (¢)
H(z)—x < H(x) < H(1) < 2.
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Y14 kohta (a) seuraa oletuksista H(0) € [0,1), = € [0,1) ja noston H kasva-
vuudesta, jonka nojalla H(0) < H(x), kun 0 < z. Kohdassa (b) kéytetdin
oletuksia < 1 ja H(0) > 0. Epéyhtilo (c) toteutuu, koska H(0) € [0,1).
Toisen suunnan epayhtélo (d) saadaan tiedon = € [0,1) ja noston H kasva-
vuuden nojalla, silli H(x) < H(1), kun x < 1. Viimeinen kohta (e) seuraa
lauseesta 1.17, jonka mukaan H(z + k) = H(x) + k. TAmé#hén sanoo, ettd
pisteiden etéisyys séilyy nostolla kuvattaessa. Toisin sanoen nollan ja ykko-
sen vélinen etdisyys on sama kuin pisteiden H(0) ja H(1) eli yksi. Lisiksi
kun tiedetddn, ettd H(0) € [0,1) niin suurimmillaan H (1) < 2. Edeltdvéin
tarkastelun nojalla saadaan, etté

|H(z) — 2| < 2, kun z € R.
Samaan tapaan saadaan, etti
|H Y (x) — 2] < 2, kun z € R.
(2) Jos |y — x| < 2, niin |F"(y) — F™(z)| < 3, koska||y| — |z]] < 2 ja télloin
=3 <[yl —lz] =1=F"0)+ ly] - F(0) = =] =1

= F(0)+ Ly) —(F"(0) + o] + 1) L P (ly)) - F(la) + 1)
~—~ ~—

<F'y) - ) <Pl + ) = ()

LF0) + Lyl + 1= F(0) = 2] = ly) + 1 - |a] <3,

missd kohdissa (f) ja (g) kédytetddn lausetta 1.17.
Néiden kahden kohdan nojalla
\H'F"H(x) — F"(z)| < |H 'F"H(z) — F"H(x)| + |[F"H(z) — F"(x)| < 2+ 3,

joten
(H'FH)"(x) — F™(z)|/n < 5/n.
Lauseen 1.23 mukaan téstd saadaan, ettd p(H 'FH) = p(F), silld

|p(H™'FH) — p(F)| = | lim 1 (H7'FH)"(z) — z) — lim 1 (F"(z) — )

n—oo N, n—oo 1
1 5
= lim — |((H'FH)"(z) — F" lim — = 0.
Jim, o ((EZFE @) = @) < lim o
Tistéd padstisan viitteeseen p(h~1fh) = p(f), silld
p(f) = m(p(F))
ja
p(h™'fh) = 7(p(H™'FH)). O

MAARITELMA 1.28. (C°—topologia) Olkoon (X, 7) kompakti ja metrinen avaruus.
Olkoon

C(X,X)={f: X — X : fjatkuva}.
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Mééritetadn etdisyys d kuvausten f,g € C'(X, X) vilille asettamalla
d(f,g) = max7(f(z), g(x)).
Metriikan d madraamé topologia on C°- topologia.
PROPOSITIO 1.29. Kiertoluku p(-) on jatkuva C°-topologiassa.

TobisTus. Olkoon p(f) = p ja olkoot %,g € Q siten, etta Z—: < p < £. Valitaan
funktiolle f nosto F siten, etté

r+p—1<Fl(z) <z+p.

Siis —1 < Fi(x) —x — p < 0, jollekin € R. Nyt F(x) < x + p kaikille z € R, silla
muuten F(x) = x + p jollekin x € R ja télloin p = g. Koska funktio F'? — Id on
jaksollinen ja jatkuva, niin se saavuttaa maksiminsa. Téten on olemassa ¢ > 0 siten,
ettd F'9(x)—x < p—4 kaikille z € R. Jos f on toinen ympyrdhomeomorfismi riittéavin
ldhella homeomorfismia f ja kuvauksen f nosto [’ on riittédvéan lahelld nostoa F', niin
myos epayhtdlo F () < z + p pétee kaikille x € R. Siis

|Fi(z) — F'(z)| < [z +p—6— (z+p)| =4
Niin ollen p(f) < £
Vastaavanlaisilla perusteluilla saadaan, etta Zi: < p(?) Talloin siis ’qi; < p(?) < §, kun

f ja f ovat riittavin ldhelld toisiaan. 0

Kiertoluvun méaaritelmésta seuraa, ettd se on monotoninen toisin sanoen, jos F; >
Fy, niin p(F}) > p(F3). Tami johtaa seuraavanlaisten termien kayttoon:

MAARITELMA 1.30. Mééaritelldén jirjestys < 7 ympyrille St siten, etté
m(z) <7(y) <= y—2x¢€(0,1/2) (mod 1).

Osittainen jérjestys "<” suunnansiilyttaville homeomorfismeille mééaritelldan siten,
etta

fo=fi &= folz) < fi(z)
kaikilla z € S
Kumpikaan néisté jarjestyksista ei ole transitiivinen, silla esimerkiksi ympyralla
St w(0) < w(1/3) ja w(1/3) < m(2/3), mutta 7(2/3) < 7(0). My6skidn osittainen

jérjestys ei ole transitiivinen, silld kierrolle R, pitee Ry < Ry/3 ja Ry/3 < Ry/3, mutta
Rg/g < Ry.

ProposiTIO 1.31. p(-) on monotoninen, mikd tarkoittaa seuraavaa: Jos fo < f1,
niin p(fo) < p(f1).

Todistus seuraa kiertoluvun méaritelmésta.
Seuraavan lauseen mukaan irrationaalisia arvoja saava kiertoluku on aidosti kas-
vava kuvaus.

PRroPoOSITIO 1.32. Jos fo < f1 ja p(fo) € R\ Q, niin p(fo) < p(f1).
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Tobistus. Koska fy < fi, niin on olemassa nostot Fj ja Fj siten, ettd

kaikilla x € R. Nyt jatkuvuuden ja jaksollisuuden nojalla on olemassa 6 > 0 siten,
ettd Fi(x) — Fo(z) > ¢ kaikilla z € R. Koska oletettiin, ettd p(fo) € R\ Q, niin
voidaan tehdi seuraavanlainen arvio luvulle p(Fp). Valitaan p/q € Q siten, ettd

p/q—90/q < p(Fo) <p/q.

Talloin on olemassa xy € R siten, ettd Fj(xg) — xo > p — 0, silld muuten

S(F) = lim (F&%x) - ) . (Fé"‘”q (Fy(x)) - )

(n—1)q _ _ (n—1)q s
< lim (Fo (x+p—0) a:)  lim (FO (x)+p—96 $>
_ —1)(p—8) — _
S---Slim$+p d+(n—1)(p—9) T _ m n(p —90)
=p/qa—10/q,

joka on vastoin edeltdvdd arviota luvulle p(Fp). Nyt koska
F{(w0) = Fy(FY™ ' (20)) > Fo(F{ ™" (20)) + 6 > Fo(Fy " (20)) + 6
= F§(x0) + 0 > 20 + p,

niin saadaan, ettd F(z) > = + p kaikilla z € R tai F{(z1) > 21 + p vain joillakin
z1 € R. Jos Fi(x) > x + p kaikilla € R, niin

Jos taas FY(x1) > x; + p vain joillakin z; € R, niin p(F}) > -. Huomataan, etté
Fl(z1) < 1 + p el voi péted, koska télloin

1+ p > Fi(x1) > Fi(x1) +6 > 21 + p.

Siis kun F{(z) > = + p, niin p(Fy) < p/q < p(F1). Ja nidin on saatu osoitettua viite

p(fo) < p(f1). U

1.3. Poincarén luokittelulause

Tassé luvussa kuvaillaan ympyrdhomeomorfismin ratojen mahdollista kayttéayty-
mistd. Tamé mahdollistaa ympyrdhomeomorfismin kuvailun jopa kierron monotoni-
sena semikonjugaattina.

MAARITELMA 1.33. Kuvaus ¢g: Y — Y on kuvauksen f: X — X topologinen
tekijd, jos on olemassa jatkuva surjektio h: X — Y siten, ettd go h = ho f. Kuvaus-
ta h kutsutaan semikonjugoivaksi kuvaukseksi. Taméa formulointi ilmaistaan yleensa
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sanomalla, ettd seuraava diagrammi kommutoi.

x-1.x

1
)
Jos kuvaus h on homeomorfismi, niin kuvaukset f ja g ovat konjugaatteja ja h on
konjugoiva kuvaus.

MAARITELMA 1.34. Olkoon f: X — X topologinen dynaaminen systeemi. Ol-
koon = € X. Piste y € X on pisteen x w-rajapiste, jos on olemassa jono luonnollisia
lukuja ny — oo (kun k — o0) siten, ettd f™ (xr) — y. Pisteen = w-rajajoukko on jouk-
ko w(x) = wy(z), joka on pisteen = kaikkien w-rajapisteiden joukko. Yhtépitévésti

voidaan kirjoittaa
wiz) = U Fi).

neNi>n
Jos f on kiiéintyvé, niin pisteen x a-rajajoukko on a(r) = ay(x) = (,eny Uis, ().
Joukon a(z) pistettd kutsutaan a-rajapisteeksi. Seka a- ettd w-rajajoukot ovat sul-
jettuja ja f-invariantteja.

Seuraavaksi esimerkki w-rajapisteisiin liittyen.

ESIMERKKI 1.35. Olkoon kuvaus g: S* — S* siten, etté g(z) = z+sin(z). Kuvasta
1.1 ndhdéén graafisella analyysilla, ettd pisteiden A ja C w-rajapiste on piste 7.

Q-———mmm

N

f /g

Kuva 1.1. Kuvassa on pisteet A = (3,0) ja C = (53,0) seké funktiot
f(z) = x ja g(x) = z + sin(z). Kuvassa piste B = (7, 7), joten 7 on
w-rajapiste.



1.3. POINCAREN LUOKITTELULAUSE 17

Tutkitaan seuraavaksi kiertoja esimerkein. Kierto multiplikatiivisesti merkittyna
tarkoitti seuraavaa

ja additiivisesti merkittyna
R,x =2+ a (mod1).

Multiplikatiivisessa tapauksessa ajatellaan, ettd ympyrakaaren pituus on 27, kun taas
additiivisessa tapauksessa kaarenpituus on yksi.

ESIMERKKI 1.36. Tutkitaan millaisia ovat kierrot pisteesti x € S! multiplikatii-
visessa ja pisteestd y € S* additiivisessa tapauksessa.

(1) Kierto kulman a = £ verran on Riz = ze2™5 tai Riy=y+ £. Kuva 1.2

havainnollistaa tata tilannetta.

,'//‘/
’/ X R 1 (.ﬂ) T
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Kuva 1.2. Kierto kulman o = %

multiplikatiivisessa ympyrassa m.

verran additiivisessa ympyrassi a ja

(2) Kierto kulman a = 2 verran on Riz = 26?7 tai Riy =y + 2. Kuva 1.3

havainnollistaa tata tilannetta.
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Kuva 1.3. Kierto kulman o = ‘—; verran additiivisessa ympyrissi a ja

multiplikatiivisessa ympyrassa m.
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MAARITELMA 1.37. Olkoon Zy,...,T,—1 € S'. Valitaan pisteet zq,..., 2,1 €
[0, 7o + 1) C R siten, ettd 7(z;) = ;. Tallsin ympyrin S! pisteiden (To, ..., T, 1)
jérjestys on joukon {1,...,n — 1} permutaatio o siten, ettd zy < zon) < -+ <

Ton—1) < To + 1

Seuraava tulos osoittaa, ettd suunnansiilyttiavilla ympyrahomeomorfismilla jak-
solliset radat kayttaytyvét kuten ne kierrot ympyrélld, joilla on sama kiertoluku.

PROPOSITIO 1.38. Olkoon f: S* — S suunnansdilyttivi homeomorfismi jonka
kiertoluku on p(f) = §. Oletetaan, etti p ja q ovat keskendin jaottomia ja T € S?
siten, etti f4(x) = T. Tdlldin joukossa S* radan {z, f(Z), f*(T), ..., f171(T)} jirjestys

2p

PERREE @}j{irjestys, joka on pisteen O rata kierrolla

on sama kuin joukon {O, §,
R,.

TobisTus. Olkoon T jaksollinen piste funktiolle f siten, ettd f%(x) = 7. Vali-
taan luku k € {0,...,q — 1} siten, ettd pisteen T radalla piste f*(Z) on pisteen T
oikeanpuoleinen naapuri. T#lléin f2*(Z) on pisteen f*(Z) oikeanpuoleinen naapuri.
Niin todella on oltava, silli muutoin olisi olemassa piste f'(z) € (f*(z), f*()), jolle
siis [ > k ja télloin 1% (z) € (7, f*(7)). Tama tarkoittaisi, ettd f'=%(T) olisi pisteen
T oikeanpuoleinen naapuri ja tdmé on ristiriita. Néin ollen pisteen T radan jérjestys
on

{z, /" @), f*@),.... [ @)}

Olkoon T = 7(z). Alussa oletettiin, ettd f9(T) = T, talloin vileja

[t _ [ftk(f) f(t+1)k(f)]

on ¢ kappaletta. Nyt f* kuvaa bljektllVlseStl jokaisen joukon [; joukoksi ;1. Kuvauk-
selle f* on olemassa nosto F siten, ettd F' (z) = x + 1. Olkoon F nosto kuvaukselle
f, jolloin proposition 1.26 nojalla Fq( ) = 2 + p. Lauseen 1.19 nojalla F* on nosto
kuvaukselle f*. Nyt kuvaukselle f* on siis kaksi nostoa F* ja F. Koska tiedetiin,
etté kaikki nostot eroavat kokonaislukuosalla toisistaan, niin F* = F 4 s jollakin s.
Téamén tiedon HOJaHa saadaan, etté

x+kp qu( )= (F +s)(x) w Fl(x)+qs =2 +1+gs,
missd kohta (i) tulee proposition 1.25 todistuksessa osoitetusta tuloksesta F*(x) =
z+kp ja (ii) lauseen 1.23 todistuksessa osoitetusta aputuloksesta F}'(x) = F"(z)+nk,
missi Fy(x) = F(x) + k.
Talloin kp = 1+ gs ja koska 0 < k < ¢, niin kp =1 mod ¢. Nyt siis radan

{z./' @), f@),.... [ V(@)}
jérjestys on ik = o(i) (mod g). Olkoon f(Z) = R,(T) ja valitaan T = 0. Téll6in

saadaan, ettd joukon {O, §, %, cee @} jérjestys on
(0 kp 2kp (¢ — 1)/fp>
) q Y q Y 7 q
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Proposition 1.40 mukaan rationaalisen kiertoluvun omaavan ympyrdhomeomor-
fismin kaikki radat, jotka eivit ole jaksollisia, ovat asymptoottisia jaksollisen radan
kanssa.

MAARITELMA 1.39. Olkoon kuvaus f: X — X kdédntyva ja x € X siten, ettd
lim, 0o f7™(z) = a ja lim,_,o f"(x) = b. Talloin piste x on heterokliininen pisteiden
a ja b kanssa. Jos a = b, niin piste x on pisteen a heteroklitninen piste.

PROPOSITIO 1.40. Olkoon f: S* — S suunnansdilyttivi homeomorfismi, jonka
kiertoluku on rationaalinen eli p(f) = g € Q. Tdlléin kuvauksella f on kahdenlaisia
ratoja, jotka eivdt ole jaksollisia.

(1) Jos kuvauksella f on tismdlleen yksi jaksollinen rata, niin kaikki muut pis-
teet ovat kuvauksella f? heterokliinisid kyseisen jaksollisen radan kahden pis-
teen kanssa. Ndamda jaksollisen radan pisteet eiwwdt ole samoja, jos jakso on
enemmdan kuin yksi.

(2) Jos kuvauksella f on enemmdn kuin yksi jaksollinen rata, niin kuvauksella
f9 jokainen piste, joka ei ole jaksollinen, on heterokliininen kaden pisteen
kanssa. Ndamd pisteet ovat eri jaksollisista radoista.

Tobistus. Todistus 16ytyy ldhteestd [3] sivulta 129 ja ldhteestéd [5] sivulta 394.
U

Nyt aletaan tarkastella tapauksia, joissa kiertoluku on irrationaalinen. Seuraava
lause osoittaa, ettd ympyrdkuvauksen f, jonka kiertoluku on irrationaalinen, rata on
samassa jarjestyksessd kuin kierron R,y rata.

LEMMA 1.41. Oletetaan, ettd kiertoluku p(f) on irrationaalinen. Olkoon kuvauk-
sen f nosto F' ja p = p(F). Tdlloin mille tahansa my, mg,ny,ne € Z ja x € R,

nip +my < nop + mo jos ja vain jos F™(z) +my < F™(z) + mo.
TobisTus. Huomataan aluksi, ettd annetuille mq, ms, ny, ny € Z lauseke
p(z) == F"(x) +my — F™(x) — my

ei vaihda merkkidén. Polynomin p(z) jatkuvuuden nojalla merkin muutos tarkoittaisi,
ettéd olisi olemassa z € R siten, ettd [ (z) — F"(z) + my — my = 0. Télloin 2z olisi
jaksollinen piste, koska F™(z) — F"*(z) € Z. Jos funktiolla f olisi jaksollinen piste,
niin proposition 1.25 mukaan funktion kiertoluku olisi téalloin rationaalinen. Tama
on kuitenkin mahdotonta, koska oletuksen nojalla kiertoluku on irrationaalinen. N&in
ollen polynomin p(z) merkki ei muutu.

Oletetaan nyt, ettd F™ (x)+my < F"?(x)+my kaikilla . Merkitddn y := F"2(x).
Talloin F™~"2(y) — y < mg — my kaikilla y € R, silld seuraavat epdyhtilot ovat
ekvivalentteja

F™(x) +my < F™(x) + my
F™(x) — F™(z) < mg —my
Fmm2(F™2(x)) — F™(x) < mg —my
FM7™(y) —y < mg — my.
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Erityisesti epéayhtélo pitee kun y = 0, mistd saadaan
(].4) e (0) < Mo — My
ja

(1.4)

1.4

PP () = pimene) (Femem2)(0)) "< FOm2) (my — my)
i) ni—n (1.4)
:(mg—ml)—I—F ! 2(0) < 2(m2—m1).

—~

Kohdassa (7) kdytetaan lausetta 1.17, joka antaa nostolle ominaisuuden
Fnl_n2 (0 + (mg — ml)) = Fnl_nQ(O) + (mg — ml).
Induktiivisesti saadaan F™("~"2)(0) < n(my —my) ja tésti edelleen saadaan, etti

Fn(n1—n2)(0)
p=lim —— > < lim = )
n—oo n(ny — ng) n—oo n(ny — ng) ny — no

n(mg —my)  my—my

Taméa on yhtédpitdvaa seuraavan epayhtialon kanssa
p-(n1 —ng) < mg —my,
joka edelleen on yhtépitdavaa epayhtalon
nip +myp < Ngp + Mo

kanssa. Néin ollaan todistettu suunta ” < 7. Osoitetaan nyt toinen suunta véaitteesta.
Oletetaan siis, ettd nip+m; < ngp+msy. Jos pétisi, ettd F™ () +my > F™(x) 4+ ma,
niin vastaavalla padttelylla kuin toisessa suunnassa saadaan, ettd nip+my > nop+me.
Tamé on vastoin oletusta, joten paddytdén ristiriitaan ja néin véite on todistettu
molempiin suuntiin. ]

Seuraavissa tuloksissa tarkastellaan vilejd joukossa S!, joten muistutetaan nyt
mit# tillid tarkoitetaan. Olkoon x,y € S* kaksi eri pistettd. Tillsin vililld [x,y] C S*
tarkoitetaan joukkoa 7([Z,9]), missi 7 € 7 '(z) jag =7 '(y) N[z, T + 1).

LEMMA 1.42. Olkoon f: S' — S' suunnansdilyttivi homeomorfismi ja olkoon
kiertoluku p(f) € R\ Q, m,n € Z,m # n ja x € S*. Olkoon I C S suljettu vili,
jonka pddtepisteet ovat f™(x) ja f"(x). Tdlloin jokainen funktion f positiivinen ja
negatiivinen rata leikkaa valia I = [f™(x), f™(x)].

TobisTus. Tarkastellaan positiivista rataa { f"(y) }nen. Negatiivisen radan todis-
tus on vastaava. Viitteen todistamiseen rittéd osoittaa, ettd S* C (o f (1), eli
viillin I alkukuvat peittivit joukon S*.

Olkoon I, := f~*m=™)(]), missé k € N. Nyt vileilld I, ja I;_; on yhteinen piste-
piste kaikilla k, silla

Ik _ f—k(n—m)(I) _ f_kn+km([fm(13), f”(x)]) _ [f—lm—&-(k—i-l)m(x)’f(l—k)n—l-km(x)]
ja
Loy = f00mm() = pOmOnt =m0 (), £ (1))
_ [f(l—k)n—i—km(x)?f(2—n)k+(k—1)m(l,)]‘
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Jos oletettaisiin, ettd St ¢ Unen I, niin péétepisteiden muodostama jono suppenisi
johonkin pisteeseen z € S*. Tilloin

> — lim f—k(n—m) (fm(x)) _ 1_)111 f(—k+1)(n—m) (fm(l’))

k—o00 L
= klggo f(n—m) (f—k(n—m) (fm(x))) = f(n—m) <kh_>r§o f—k(n—m) (fm(l‘))> _ f(n_m)(Z)

olisi jaksollinen, joka on ristiriita oletuksen p(f) € R\ Q kanssa proposition 1.25
perusteella. O

PROPOSITIO 1.43. Olkoon f: S* — S suunnansdilyttivi homeomorfismi, jonka
kiertoluku p(f) on irrationaalinen. Tdlloin E = w(x) on ritppumaton pisteestd x ja
perfekti. Liscksi joukon E on oltava joko S* tai harva.

Koska perfektit harvat vilin [0, 1] osajoukot ovat Cantorin joukkoja (seuraus 3.7),
niin ne ovat homeomorfisia Cantorin 1/3-joukon kanssa. Tamén tiedon nojalla lause
kertoo, ettd ympyriakuvauksen dynamiikka tuottaa suoraan Cantorin joukon. Cantorin
joukosta tarkemmin luvussa 3.1.

TobpisTUS. Osoitetaan ensin, ettd w(z) on riippumaton pisteen z valinnasta. Tay-
tyy siis nédyttdd, ettd w(z) = w(y) kaikilla z,y € S'. Olkoon z € w(x). Télldin
médritelmén 1.34 mukaan on olemassa jono luonnollisia lukuja I, — oo siten, ettd
fi(x) — 2. Siis {f™(z)} on pisteen = radan osajoukko ja indeksi n viittaa pisteen
paikkaan jonossa, joka suppenee pisteeseen z. Muodostetaan nyt joukko véleja {I,}
kaikille n € N siten, etté

Ly = [f™(x), f+ (@),
missd padtepisteet ovat perdkkéiset osajonon ( fn (x))n pisteet. Lemman 1.42 nojalla
jokainen funktion f positiivinen rata leikkaa jokaista valia I, joten myos pisteen y
positiivinen rata leikkaa jokaista vélid [,. Nyt siis on olemassa k, € N siten, etté

fF(y) € I,,. Nyt koska f¥n(y) € I, = [f'(x), f'»+1(z)], niin
| (y) = 2| < |f'(2) = =]

Kun I, — oo, niin myds n — oo. Tallsin f*(y) — z, kun n — oco. Tami johtuu
siitél, ettd fi»(x) — 2, kun [, — oco. Siis lim,, o f*(y) = 2z ja 2z € w(y). Néin ollen
w(r) C w(y) kaikilla z,y € S'. Vastaavalla péittelylld saadaan, etti w(z) D w(y)
kaikilla x,y € S', kun vain alussa oletetaan, ettd z € w(y). Néin on siis osoitettu,
ettd w(z) = w(y) eli w(-) on riippumaton pisteen valinnasta.

Néytetdin seuraavaksi, etti E := w(z) on S! tai harva. Osoitetaan aluksi, et-
td E on pienin suljettu epétyhja f-invariantti joukko. Joukko E on suljettu, koska
E=w(®) =\,en Uisp [i(z) on suljettujen joukkojen leikkauksena suljettu eli sisél-
téda reunansa.

Olkoon A C S! epityhji suljettu f-invariantti joukko. Jos # € A, niin invariant-
tiuden nojalla saadaan {f*(x)}rez C A. Nyt koska A on invariantti ja suljettu, niin
E = w(x) C {f*()} ez C A Siis jokainen suljettu invariantti joukko A on joko
tyhja tai sisdltda joukon E. Erityisesti huomataan, ettd @ ja E ovat ainoat joukon
E suljetut invariantit osajoukot. Aiemmin osoitettiin, ettd joukko E on suljettu eli
siséltdé reunansa OF C FE.

Joukon FE reuna OF on invariantti, koska kaikille reunapisteille x € JF on aina ole-
massa ympéristo U siten, ettd U N E # @ ja U\ E # &. Tamé& on ominaisuus joka
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sédilyy, kun reunapisteitd kuvataan homeomorfismilla f. Siis reuna on invariantti. T&-
ten OF on joukon E suljettu invariantti osajoukko, joten OF = @& tai OF = E.
Jos OF = @, niin E = S'. Jos taas OF = F, niin int(E) = int(0F) = & eli E on
harva.

Osoitetaan lopuksi, ettd F on perfekti. Olkoon = € E. Koska E = w(x), niin on
olemassa jono k, siten, etti lim,, o, f*(z) = z. Koska p(f) € R\ Q, niin proposition
1.25 nojalla kuvauksella f ei ole jaksollisia ratoja. Néin ollen

ffr(z) #a
kaikilla n. Téstd saadaan, ettd x on joukon E kasautumispiste, koska invarianttiuden
nojalla f*(z) € E. Joukko F sisiltdi kasautumispisteensi ja on niin perfekti. O

Irrationaalisen ja rationaalisen kiertoluvun omaavien kuvausten ratojen kayttay-
tymiset eroavat toisistaan. Rationaalisen kiertoluvun tapauksessa kaikki radat ovat
joko jaksollisia tai asymptoottisia jaksollisen radan kanssa. Irrationaalisen kiertolu-
vun tapauksessa kaikki radat ovat joko tiheitd tai asymptoottisia Cantorin joukon
kanssa.

LAUSE 1.44. (Poincarén luokittelulause) Olkoon f: S' — S suunnansdilyttivd
homeomorfismi, jonka kiertoluku p on irrationaalinen. Tdlloin on olemassa jatkuva
ja monotoninen kuvaus h: ST — St siten, etti ho f = R, 0 h.

(1) Jos f on transitiivinen, niin h on homeomorfismi.
(2) Jos f ei ole transitisvinen, niin h ei ole kddntyvd.

Ensimmaisesséd kohdassa kuvauksen h homeomorfisuus tarkoittaa, ettd kuvaus f
ja kierto R, ovat topologisia konjugaatteja eli A on konjugoiva kuvaus. Toisessa ta-
pauksessa sanotaan, ettéd i on semikonjugoiva kuvaus eli R, on funktion f topologinen
tekijé.

TonisTUs. Konstruoidaan aluksi kuvauksen h nosto H pisteen 7(z) € S* radal-
le. Tamé& nosto osoitetaan monotoniseksi. Sitten laajennetaan nosto H pisteen 7(z)
radan alkukuvan sulkeumaan ja monotonisuutta kayttden taytetddan jaljelle jadneet
osat. Lopuksi méaritellddn h peitekuvauksen 7 avulla.

Valitaan nosto F': R — R funktiolle f ja kiinnitetdin x € R. Merkitddn noston
kiertolukua p := p(F). Olkoon

B:={F"(x)+m:n,m e Z}
pisteen m(x) radan koko alkukuva. Mééritellddn H: B — R siten, ettd F™(x)+ m —
np + m. Lemman 1.41 nojalla

H(F™(x) +my) =nip+my < ngp+mg=H(F"(z) +my),

jos ja vain jos

F™"(z) +my < F™(x) + ma.
Tama tarkoittaa, ettd H on monotoninen. Osoitetaan, ettd H(B) on tihed joukossa
R. Nyt koska p on irrationaalinen, niin lauseen 1.9 nojalla R, on minimaalinen. Tamé&
tarkoittaa, ettéd jokaiselle pisteelle kierron R, rata on tihed. Nyt

n _ pn—1 _ _ — n
Ry(m)=R)"(m+p)=---=m+np=H(F"(x)+m)

eli H(B) = {R}(m) : kaikilla m,n € Z} on kokoelma pisteiden m ratoja kierrolla R,
ja néin ollen tihea.
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Jos kirjoitetaan kierto R, kuvausmuodossa R — R,z + o + p, niin H o F' = R,0 H
joukossa B, koska

Ho F(F'(z)+m)=HoF(F"(z+m))=H(F""(z+m))
= H(F"(z) +m) = (n+1)p+m
ja
R, o H(F"(x) + m) = Ry(np+m) = (n+1)p+m.

Todistetaan seuraavaksi aputulos jota tarvitaan todistuksen loppuosassa.
LEMMA 1.45. Kuvauksella H on jatko joukon B sulkeumassa B.

TobisTus. Halutaan siis laajentaa H joukkoon
B=BU{z €R:z on joukon B kasautumispiste}.

Olkoon x € B. T#lléin on olemassa jono {x, },eny C B siten, etté lim,, o 2, = x. Til-
lainen jono 16ytyy, silld B = {F"(z) + m: n,m € Z} ja ottamalla sulkeuma saadaan
rajapisteiden joukon siséltavé joukko. Halutaan osoittaa, ettd H(z) := lim, o, H(z,)
on olemassa ja on riippumaton jonon valinnasta. Tamé mésrittelee jatkon H: B — R.
Osoitetaan, etté lim,, o, H(x,) on olemassa ja H(x) ei riipu kiytetysta jonosta ().

Osoitetaan ensin, ettd raja-arvo on olemassa. Monotonisilla funktioilla on omi-
naisuus, ettd niiden vasen ja oikea raja-arvo on olemassa jokaisessa pisteessé, jossa
kuvaus on méaéritelty. Néin ollen, koska H on monotoninen, oikea ja vasen raja-arvo
ovat olemassa ja riippumattomia jonosta (z,). Jos vasen ja oikea raja-arvo eroaisi-
vat toisistaan, niin R \ H(B) sisaltéisi jonkin vélin. Joukko H(B) on tihed joukossa
R eli H(B) = R. Tamé tarkoittaa, ettd joukko R muodostuu joukon H(B) sisi- ja
kasautumispisteista. Siis kaikkien komplementin H¢(B) pisteiden on oltava joukon
H(B) kasautumispisteité. Jos H(B) sisiltiisi jonkin vélin, télloin se sisdltéisi jou-
kon H(B) ulkopisteitd. Téma on kuitenkin mahdotonta edeltévin tarkastelun nojalla.
Nain ollen vasen ja oikea raja-arvo ovat samat ja raja-arvo on olemassa. T&lloin H
on jatkuva jokaisessa pisteessi & € B, koska jokaiselle x on olemassa jono (z,) ja
H(z) :=lim, o H(x,).

Néytetddn seuraavaksi, ettd H(z) := lim, . H(x,) on riippumaton jonon ()
valinnasta. Todistuksen alussa valittiin jono (z,) siten, etté lim,, ., z, = x. Valitaan
nyt toinen jono (y,) joukosta B siten, ettd lim, o y, = x. Télloin

lim (z, —yn) =2z — 2 =0.
n—oo

Siis on olemassa d, N > 0 siten, ettéilxn — yYn| < d, kun n > N. Olkoon € > 0. Nyt
koska kuvaus H on jatkuva joukossa B, niin
|H(xn) — H(yn)| <e, kun n > N.
Talloin siis
lim (H (z,) — H(y)) = 0
n—o0

mistéd saadaan, ettd
lim H(z,) = lim H(y,).
n—oo

n—oo

Siis H(x) on riippumaton jonon valinnasta.
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Osoitetaan lopuksi, ettd jatko H on yksikésitteinen. Olkoot G, F': B — R jatkuvia
laajennoksia kuvaukselle H: B — R. Jos & € B, niin on olemassa jono (z,) joukosta
B siten, ettd x = lim,,_ x,,. Talloin

G(z) = lim G(z,) = lim H(z,) = lim F(z,) = F(x).

n—oo n—oo n—oo
Nyt koska tdmé pitee kaikille 2 € B, niin G = F ja jatko on yksikésitteinen. U

Jatketaan paatuloksen todistusta. Nyt tavoitteena on laajentaa H koko avaruuteen
R. Osoitetaan, ettd H: B — R on monotoninen ja surjektiivinen.
Osoitetaan ensin surjektiivisuus. Tehdddn antiteesi eli oletetaan, ettd on olemassa
y € R siten, ettd y ¢ H(B). Siis oletetaan, ettid H(z) # y kaikilla z € B. Koska H(B)
on tihe# joukossa R, niin H(B) = R. Nyt y € H(B)\ H(B) ja niin y on joukon H(B)
kasautumispiste. Koska y on kasautumispiste, niin on olemassa jono (y,) € H(B)
siten, ettd lim, ..y, = y. Toisaalta on olemassa myos jono (x,) € B siten, ettd
Yo = H(x,), joten lim,,_,o, H(x,) = y. Jono (y,) voidaan valita monotoniseksi, koska
H on monotoninen joukossa B. Oletetaan nyt, ettd (y,) on kasvava jono. (Véheneva
tapaus vastaavasti.) T&lloin jono (z,) € B on myos kasvava monotonisuuden nojalla.
Osoitetaan seuraavaksi, ettd jono (x,) on ylhaalta rajoitettu. Olkoon N € Z sellainen
indeksi, etta

1

ly —yn| < 3

Té&lloin pisteelle yy +1 € H(B) pétee yy + 1 > y. Koska H on monotoninen joukossa
B, niin z,, < H Y(yx + 1) kaikilla n. Tilléin (z,,) on ylh#iltd rajoitettu kasvava jono,
joten se suppenee. Néin on olemassa = € B siten, ettd lim,_ o z, = z. Talloin siis
lim, oo H(x,) = H(z) ja siten y = H(x), mikéi on ristiriidassa antiteesin kanssa. On
siis osoitettu, ettd H: B — R on surjektiivinen.

Osoitetaan seuraavaksi monotonisuus. Olkoot Z, 7 € B, talloin on olemassa joukon
B jonot (x,) ja (y,) siten, ettd lim, ,oo z, = T ja lim, ,o yn = Y. Oletetaan, ettd
zT < 7. Télloin lim,, o x, < lim, .+ ¥, ja koska H(B) on monotoninen, niin

lim H(z,) < lim H(y,).

n—oo n—oo
T#std seuraa, ettd H(B) monotoninen, silli H(T) := lim, .. H(v,) ja H(y) =
limy, o0 H(yy)-

Nyt siis H on monotoninen ja surjektiivinen. Kun laajennetaan joukko B ko-
ko avaruuteen R, niin mééritelliin H joukkoon R \ B seuraavalla tavalla: Joukko
R\ B on kokoelma vileji. Niille komplementtivileille mésritellisn vakio-arvo, joka
valitaan samaksi kuin vilin oikeassa péédtepisteessd. Kuvaus H: R — R on jatku-
va komplementtivilien oikeissa p#itepisteissi seuraavin perusteluin: H(B) = R ja B
on suljettu, niin H saa saman arvon komplementtivilien molemmissa péaatepisteissa.
Téamé antaa kuvauksen H: R — R siten, ettd H o ' = R, o H. Nyt koska

mo H(F(x)) =hon(F(x)) =ho f(r(x))
ja
mo Ry(H(x)) = n(H(x) + p) = h(n(2)) + p = Ry(h(n(x))),
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niin ho f = R,0h. Edelld R,: ST — S siten, ettd m(z) — w(z) + p. Liséksi pisteelle
z € B pétee

Hz+1)=H(F"(x)+m+1)=np+m+1=H(z)+1

ja tdma ominaisuus sdilyy jatkuvassa laajennoksessa. Siis H tdyttdd nyt noston omi-
naisuudet. Haluttu kuvaus h: S' — S! on edelld saatu peitekuvauksen 7 avulla siten,
etti ho f = R,o0h.

Tarkastetaan lopuksi kadntyvyys. Kun kuvaus f on transitiivinen, niin joukko

B={F"(z)+m:n,m e Z}

on tihed joukossa R eli B = R. Kuvaus H: R — R méériteltiin siten, ettéd se on vakio
milli tahansa joukon R\ B viililld. Téllin H on injektio, jos { F™(z)+m: n,m € Z} on
tihe#issi. Téstd edelleen saadaan, ettd h: S — St on injektio, jos f on transitiivinen.
Siis h on bijektiivinen, kun f on transitiivinen. Kun f ei ole transitiivinen, niin kuvaus
H saa vakioarvon kaikilla komplementin R \ B vileilli. Niin saadaan, ettd h ei ole
kdantyva, kun f ei ole transitiivinen. (






LUKU 2

Y mpyradiffeomorfismit

Téssé luvussa tarkastellaan ympyréadiffeomorfismeja, joiden kiertoluku on irratio-
naalinen. Lahteiné luvussa 2.1 on kéytetty teoksia [1] ja [5]. Luvussa 2.2 pailédhteend
on kiytetty teosta [3]. Tulosten todistukset on kirjoitettu lahteistd 16ytyvien run-
kojen ympérille perusteluja ja laskuja lisdadmalla. Olen lisdnnyt tdhén lukuun kuvia
havainnollistamaan tutkittavia tilanteita.

2.1. Denjoyn lause

Funktion f: S' — R kokonaisheilahtelu on
Var(f) =sup ) | (i) = f(wrs1)]
k=1

kaikille n € N. Edelld supremum kay lépi osituksen 0 < z; < --- < x, < 1 kaikki
arvot. Kuvausta g kutsutaan rajoitetusti heilahtelevaksi, jos sen kokonaisheilahtelu
Var(g) on &érellinen.

Kaikkien Lipschitz-funktioiden heilahtelu on rajoitettua ja erityisesti kaikkien C-
funktioiden heilahtelu on rajoitettua.

Kéaydaan seuraavaksi lapi aputuloksia, jotka johdattavat Denjoyn lauseen 2.4 to-
distamiseen. Denjoyn lauseen mukaan irrationaalisen kiertoluvun omaava suunnanséi-
Iyttivi Cl-diffeomorfismi on transitiivinen, kunhan vain sen derivaatta on rajoitetusti
heilahteleva.

LEMMA 2.1. Olkoon f: St — S' homeomorfismi, jonka kiertoluku on irrationaali-
nen. Nyt pisteelle zg € S* on ddrettomdn montan € N siten, ettd vilit f*((xo, f~"(x0)))
ovat erillisid, kun 0 < k < n.

TobpisTus. Kiinnitetisin zo € S*. Viitetdin, ettd on olemassa ddrettomén monta
n € N siten, ettd vilit (xq, f"(x0)), (f(z0), fF"(x0)), ..., (f" Hxo), [ (z0)) ovat
erillisii. Riittd# osoittaa, ettd on olemassa #irettémin monta n siten, ettd f*(xq) ei
ole véalilla (zo, f~™(x0)), kun 0 < k < n. Viite siis koskee pisteen xy radan jarjestysté.
Kirjoitetaan zp = f*(xo) ja [ = (z9,2_,). Poincarén luokittelulauseen nojalla f ja
irrationaalinen kierto ovat joko konjugaatteja tai semikonjugaatteja, riippuen siité
onko f transitiivinen vai ei. Nyt voidaan olettaa, ettd f on irrationaalinen kierto,
silld lemman 1.41 mukaan

nip +my < ngp + mo jos ja vain jos F™(x) + my < F™(x) + mo.

Nyt koska f™(zg) = f"(7(x)) = 7(F™(x)) ja p(f) = w(p(F)), niin pisteen z, rata on
jarjestetty kuten kierron R,y rata. Ja koska oletettiin, ettd p on irrationaalinen, niin
lauseen 1.9 nojalla R, on minimaalinen eli kaikki radat ovat tiheéssé.

27
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Halutaan siis osoittaa, ettd xp ei kuulu vilille 7, kun 0 < k < n ddrettéoméan mo-
nella n € N. T#ssi siis f*(xq) on kiertényt positiiviseen kiertosuuntaan k kertaa kier-
toluvun verran ja I on pisteestéd xy negatiiviseen kiertosuuntaan n kertaa kiertoluvun
verran kiertynyt vili.

Tehd&én vastaoletus ja oletetaan, ettd on olemassa vain &dérellisen monta n € N,
joille f*(z¢) & (wo, f™(w0)) = I, kun 0 < k < n. Téllsin on olemassa n,, € N,
joka on suurin indeksi, jolla f*(z¢) ¢ I, kun 0 < k < n. Siis kaikille n > n,, pitee
vastaoletuksen nojalla, etti f*(xq) € I, jollain k € [0, n—1]. Katso kuvasta 2.1 kohdat
A ja B. Nyt kuitenkin f"(xq) on kierto, jonka rata on tihedssi. TAmén vuoksi tarpeeksi
monesti iteroitaessa piste zg kiertyy uudelle kierrokselle ja niiin kuvapiste f*(xq) osuu
vilille (zg, f™(x¢)). Siispé on olemassa n, > n,y,, jolle f¥(xq) & (zo, f™(x0)). Katso
kuvan 2.1 kohta C. Vastaavalla tavalla 16ytyy darettoméan monta n € N, joille viite
patee. Huomataan kuitenkin, ettéd véite ei pade kaikille n € N. O

KUVA A WUVA B

n
“Ten

.“:I (an %:7) - R
l 1 g T gy T
TG T e X -' o yran =AW
° cxg a T “(f{x,\) TC (o)

TEG

VUN A C
. N2> N,
o s
&® G,
2 Tro)
§'xa *e
TS
T F)
T 1 3 TG0
TCE™ D) (™)

KuvaA 2.1. Havainnollistava kuva lemman 2.1 tilanteesta.
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LEMMA 2.2. Olkoon X = S tai X =1[0,1] ja Y C X. Oletetaan, etti kuvauksen
f: X — X rajoittuma f|y on C' -kuvaus ja derivaatta f' on rajoitetusti heilahteleva.
Oletetaan lisdksi, etti on olemassa ¢ > 0 siten, etti |f'(y)| > ¢ kaikilla y € Y.
Olkoon V' < o0 kuvauksen ¢: x — log |f'(x)| heilahtelu. Jos I CY on sellainen vili,
etti I, f(I),...,f"(I) ovat pareittain pistevieraita eli erillisid vileji joukossa Y ja
x,y €I, nin

LY
PV = () =)

Tobistus. Koska vélit 1, f(I),..., f"(I) ovat pareittain pistevieraita, niin koko-
naisheilahtelun maarltelmasta saadaan etta

V> i) () — el )] 2

S (@) - @(f’“(y))‘
= Zlog\f (f*(x) \—Zlog!f (f(y) ‘

2 1og<H 7)) —toe([ ] !f’<f’“<y>>l>'

@ bg( o |f’(f’“(w))|>
o [/ ()]

G | ) (@)

= |log ———1.
(F) ()l

Edeltavissd yhtélossd kohta (i) tulee logaritmin laskusdénnosta log(x) + log(y) =

log(zy) ja kohta (i) tulee laskusdénnosté log(x) —log(y) = log 7. Kohta (iii) saadaan
ketjusaannolla seuraavasti:

(Y@ =1(f o fP ) @)= @)U @) = [F " @) (f o ()]

= (@) f (2 @) @) =
= @) (2 @) (73 @) - F (F@) f (@)
If(f” H)IF 2@ @) L (@)L ()]

= H 1 (fF ()

Nyt siis
B oo [T (@)
VElog Gy =Y
eli
B ()@
exp(—V) < W) < exp(V)

Vaite on siis saatu osoitettua. O
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LEMMA 2.3. Olkoon I vdli joukon E = w(z) komplementissa ja xo € I. Lisdksi
olkoon n kuten Lemmassa 2.1. Jos funktio [ ja kierto eivdt ole konjugaatteja, niin

exp(=V) < (f")(x) - (f7)(x) < exp(V) kaikilla x € I.

TobisTus. Poincarén luokittelulauseen nojalla funktio f ja kierto ovat konjugaat-
teja tai kierto on funktion f topologinen tekija. Nyt oletettiin, ettd f ja kierto eivét
ole konjugaatteja, joten on olemassa semikonjugoiva kuvaus h kierron ja funktion f
vélilla. Erityisesti f(z) = f(xo) kaikilla z € I, joten lemmassa 2.1 valittava n ei riipu
pisteesta .

Valitaan n € N kuten lemmassa 2.1. Télloin lemmasta 2.2 saadaan, etté

(f")(@)] @ 1N ey
V = |log | = [log((f") () (f ") (x))]
(/")) | |
kun valitaan y = f~"(z). Talloin kohta (i) seuraa kdénteisfunktion derivaatasta (lause
A.11), silld f*(y) = , jolloin L f="(z) = m Siis on saatu osoitettua véite

exp(=V) < (f")'(x) - (f ") (x) < exp(V)
kaikilla x € 1. U

LAUSE 2.4. (Denjoyn lause) Olkoon f: S' — S suunnansdilyttivi C'-diffeo-
morfismi siten, ettd f' on rajoitetusti heilahteleva. Oletetaan lisiksi, ettd kiertoluku
p = p(f) on irrationaalinen. Tdlldin f on transitiivinen ja erityisesti se ja kierto
R,(f) ovat konjugaatteja.

TobisTus. Poincarén luokittelulauseen nojalla tiedetéén, etté jos f on transitiivi-
nen, niin se ja kierto R, ovat konjugaatteja. Oletetaan nyt, etté f ei ole transitiivinen.
Proposition 1.43 nojalla voidaan olettaa, ettd w(0) on perfekti ja harva joukko. Siten
ST\ w(0) on yhdiste erillisistd avoimista vileistd. Olkoon I = (a,b) yksi téllaisista
véleistd. Talloin valit { f™(I)},ez ovat pareittain erillisid, koska muuten

frI) NI #0,

joillakin k,n € Z. Tallsin olisi olemassa piste x € I siten, ettd f*(x) = f*(z), jolloin
piste x olisi jaksollinen piste. Télloin kiertoluvun p tulisi olla rationaalinen, mutta
oletuksen nojalla kiertoluku on irrationaalinen. Siis vélit {f™([)},ez ovat pareittain
erillisia.

Vilin f™(I) pituuden I(f"(I)) = f:(f”)’(t) dt avulla saadaan ) _, I(f"(1)) <1,
koska ympyrin St kehiin pituus on yksi ja I C S*\w(0). Nyt Lemman 2.3 sekéi arvion

(2.1) a+b>max(a,b) > Va-b,
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missii a, b > 0, avulla saadaan dérettémén monelle n € N
o)+ ) = [ @ e [ () @
- [l @+ @] a
=V @y @i
e /1 Vexp(=V) dx
_ /I exp(—%) iz

— exp (—%v) (1)
=M > 0.

31

Perustellaan seuraavaksi miksi alaraja M > 0 on olemassa. Lemman 2.2 merkinnoin
kuvaus ¢: [0,1] — R;x + log|f'(x)| on jatkuvasti derivoituva joukossa Y C [0, 1].

Télloin véliarvolauseen nojalla on olemassa ainakin yksi £ € Y siten, etta

[log(1.f*(x)]) — log(|f" (w)DI = Nog" (S (NI (@) = LF ()]

1
1)

< ellF @) — 17wl

1 (@) =1 W)l

Edelld kohta (i) pétee seuraavin perusteluin: Kuvaus f on diffeomorfismi, jolloin
f'(z) # 0 kaikilla z € S* ja f’ on jatkuva, joten |f’(y)] > c kaikilla y € Y. Siis

¢ on Lipschitz- jatkuva kuvauksen |f’| arvojoukossa Y. Télloin

V() =sup Y _ |o(zx) — @(@rs)]

= supz log | f' ()| —log | f'(xk+1)]]

k=1

(i) n ) .

< sup Y el /(@) = | ()
k=1

= csup Y 1/ (w)| = [ (i)
k=1

A;y c- supz | (k) = f ()|
=1

= V(f)

D)
< 00,
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missé kohta (ii) seuraa edelld osoitetusta Lipschitz-jatkuvuudesta ja (iii) seuraa ole-
tuksesta f’ on rajoitetusti heilahteleva.

Nyt siis tiedetdén, ettd kokonaisvaihtelu V() on aérellistd. Télloin exp (—%V) > 0,
jolloin on olemassa jokin alaraja M > 0 siten, etta

W)+ 1) = M.
Talloin Y, ., 1(f"(I)) = oo, joten vélit {f'(1)}icz eivit voi olla erillisié ja péatdy-
tédn ristiriitaan. Funktion f on siis oltava transitiivinen ja siten se ja kierto R, ovat
konjugaatteja. O

2.2. Denjoyn esimerkki

Tutkitaan yksityiskohtaisemmin kuvauksia joiden kiertoluvut ovat irrationaalisia.
Edeltédvien tulosten nojalla tiedetéén, ettd néilla kuvauksilla ei ole jaksollisia pisteité.
Yksi téllainen kuvaus on kiertokuvaus R, () = 6 + 27w, misséd w on irrationaali-
nen. Esimerkki Denjoyn kuvauksesta nayttad, kuinka muodostetaan ilman jaksollisia
pisteitd ympyradiffeomorfismi, joka ei ole transitiivinen.

MAARITELMA 2.5. Kuvausta f: X — Y kutsutaan Hdélder -jatkuvaksi eksponen-
tilla o, tai a-Hdlderiksi, jos on olemassa vakiot C, o > 0 siten, ettd

d(f(x), f(y)) < Cd(z,y))*,  kamz,yeX.

PROPOSITIO 2.6. (Denjoyn esimerkki) Jokaiselle irrationaaliluvulle p ja jokaiselle
a € (0,1) on olemassa C'-diffeomorfismi f: S' — S, joka ei ole transitivinen ja
jonka derivaatta on a-Holder sekd kiertoluku on p(f) = p.

TobISTUS. Tavoitteena on laajentaa S siten, ettd syntyy jatkuva diffeomorfismi.
Tamé tapahtuu seuraavasti. Kiinnitetéisin piste € S' ja muodostetaan tille rata.
Katkaistaan ympyré jokaisen radan pisteen kohdalta ja lisdtdéan jokaiseen télldiseen
kohtaan pieni vali I,, (katso kuva 2.2). Valitaan ndma vilit siten, etté niiden pituus

Kuva 2.2. Denjoyn esimerkki, vélien lisddminen pisteen x radan alkioihin.
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(1) = l,, on tarpeeksi pieni eli >~ [(1,) < oo. TAmé operaatio tuottaa erdénlai-
sen "ympyran”. Syntynyt ympyra on alkuperdistd ympyrad suurempi. Sitten voidaan
muodostaa kuvaus, joka laajentaa ympyran S! vilien I, yhdisteen siséltiviksi ym-
pyriksi, valitsemalla mikéd tahansa suunnansiilyttava diffeomorfismi h,,, joka kuvaa
vélin [, véliksi I,,,1. Téma laajentaa alkuperiisen kuvauksen uuden ympyrén homeo-
morfismiksi. Tehddédn tdméa nyt tarkasti.

Olkoon k € N, a = k/(k+1), 1, = (|n|+(2k)F +1)"HR ja e, = 2((Lyga /1) —1) >
—1 ja huomataan aluksi, etta

I, <2 [, =2 — <2 —d

> co g U/k (2k)~1 2k
_9 ~1-1/k g :2’ T 90— _
/W ! T e STk “k ) T o

Laajennetaan irrationaalisen kierron R, radan pisteet x,, = (R,)"(x) nyt véleiksi ,,,
joiden pituus on [,. Vilit I, liitetddin ympyrikeh#iin S! samassa jirjestyksessi, kuin
pisteen x radan pisteet x,,. Lisédksi mink& tahansa kahden vélin I, ja I,, etédisyys tulee
olla tdsmaélleen

TaméA on siis vélien [;, pituuksien summan (missi zy € (2, 2,)) ja pisteiden z,, ja
xr, vilisen ympyrédkaaren pituus. Témé& on oikein mitoitettu vastaamaan sité, etté
joukon S\ U, <z In kokonaispituus on 1 — 3" . 1,. (Katso kuva 2.3.) Seuraavaksi
halutaan mééritelld ympyrdhomeomorfismi f siten, ettd f(I,) = I,41 ja rajoittuma
fl SN\U, s I Siten, ettd se on semikonjugaatti kierron kanssa. Nyt riittdd mééritelld
derivaatta f’(x), koska f saadaan siitd integroimalla.

Madiritellaéan vélille [a, a + ] telttakuvaus

1
h(a,l,x):=1— 7|2(x —a)—1.
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Kuva 2.3. Denjoyn esimerkki, kahden lisdtyn vélin etdisyyden madrittdminen.

Huomataan, ettd h(a,l,a +1/2) =1 ja f:“ h(a,l,z)dz =1/2. Néin todella on, silld

a4+l a4+l 1
/ h(a,l,x)dqf:/ 1—7|2(:Jc—a)—l|dx

—~
~

(2

DN o~ DN~~~

. a+l/2 -1 a+l
/ 1_7(2(x—a)_z)dx+/

a+l1/2

a+l/2 1 a+l 1
/ 7(2x—2a)d:v—|—/ 2—1(2x—2a)dx

a

[\
S

(
(

a+1/2 (:c2 an)
o)

_Mﬂ_f_a_<

l [

l l

+l_(a+

a+1/2? -2 41—

a+l

/2

x?  2ax
20 — — + ——
a+l/2 l [

2 2 2
a——2i)+2a+21—M+

1/2)*  2a?
/)+i—|—a>

l l

2 (CL

l

1
2 l —l2
a“+a +4

2

a
~ 24
J— T+

+1)?

l
_a2—|—2al+l2
l

1-— 1(2(36—@) —1)dx

2a>
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missé kohdassa (i) 2(x —a) =1 <0 <= vz <a+1/2.
Merkitasan vélin I, vasenta péadtepistettd symbolilla a,, ja olkoon

bon 1, kan z e S'\ |
f(x)—{ 1+ cph(an, by, x), kun x € I,.

neZ

Oletetaan lisdksi, etta vélin I,, keskipiste a,, + %” kuvautuu vélin [, ; keskipisteeksi
(piq + l"2“. Nyt koska ¢, = 2((l41/ln) — 1) = 2(ly1 — 1) /1, saadaan

f’(:c)dx:/ 1+cnh(an,ln,x)dx:/ 1dx+/ coh(an, l,,x)) dx
In In In In

L, L 2(lpy1 — 1,
:ln+§cn:ln+§'%:ln+l-

Yleisesti tiedetdan, ettd polun f pituus valilld I, on I(f) = [, 1 1f(@)| dx. Oletusten

0 < h(ap,l,,x) < 1jac, > —1nojalla f'(x) > 0. Nyt siis l(f(] ) = lpy1 ja vali

siirretééin oikeaan kohtaan oletuksen f(a, + 2) = a,41 + "“ avulla, joten f(I,) =

It

Osoitetaan seuraavaksi, ettd derivaatta f’ on Holder -jatkuva eksponentilla o.
Todistetaan tdméa etsimélld ensin M, siten, ettéd |c,| < M, - (1,/2)* kaikilla n € Z.
Sitten osoitetaan, etta |f'(x) — f'(y)| < Md(z,y)® joukossa I,,(n € Z) ja siten myds
joukossa S'. Témin viitteen todistamiseksi, tutkitaan ensin tapaus n > 0. Merkitésin
m=1+n+ (2k)k. Kun (1 +2)? =1— 3.2+ O(2?) (Taylorin kehitelmiistii), niin
saadaan

(2.2) ‘ (1 + %) v

kaikille paitsi dérellisen monelle m € N. Néin ollen

1
1| <28 —
m

l”_“_l‘

1 ‘C ’l—a _ l—k/(k—i—l)
niln n ln
(m+ 1)—“@“)/’“
mT:2 1

()™
= (m k
m
m -+ 1 —(k+1)/k
()
m

1\ ~(k+1/k
<1 n _) .
m

22) k+1
<2L

k

=1m

Y

2
o



36 2. YMPYRADIFFEOMORFISMIT

joten |c,|(1,/2)* < 2%%%/« kaikille paitsi dérellisen monelle n € N. Tapaus n < 0
tehdédn vastaavasti ja saadaan johtopédatos

L\
(2.3) len| < M, <§) .
Tarkistetaan vield lopuksi, ettd f’ on a-Holder jatkuva.

/') = f' ()] = 1+ enlilan, b, 2) = (1 + cnh(an, I, y))|

1 1
Cn, (1 — l—|2(x—an) — =14+ l—]2(y—an) —ln|)‘

|cn| ||2y an—ln|—|2x—2an—ln|‘
A—e
\cn] n—ln— (22 — 2a, — 1,,)|
= leal |7 \% )|
|%| ly —
<§>M I
_2allw—|
Ma @ 11—«
= 9a—1 l%fa|y_x| |y_$|
Ma « |y_x|17a
= oty — 2" Ty
_r
<1

_2aﬁy—ﬂa Mly — x|

Nain ollen f’ todella on Holder-jatkuva. Huomataan viela lopuksi, ettd kuvauksen f
kiertoluku on irrationaalinen, koska kuvauksen konstruoinnin nojalla ei ole olemassa
jaksollisia ratoja. Lisdksi lauseen 1.41 nojalla saadaan, ettd p(f) = p. Lopuksi vield
todetaan, ettd kuvaus f ei ole transitiivinen, koska w(z) ei sisilld lisdttyjen vilien
sisdpisteitd ja koska w(x) on riippumatona kaytetyistd pisteistd. Talloin siis tihedd
rataa ei ole. U



LUKU 3

Ympyradiffeomorfismiperheet

Téssé luvussa on kdytetty padasiassa lihteend teosta [3]. Kappaleen 3.2 lopussa
olevan esimerkin 3.15 ldhteend on ollut teos [2]. Esimerkkiin 3.15 olen lisénnyt ku-
via, joita ldhdeteos ei esittele. Liséksi olen pyrkinyt selventdméin ja laajentamaan
esimerkin perusteluja.

3.1. Cantorin funktio

Poincarén luokittelulauseessa (lause 1.44) esiintyy kuvaukset f ja h. Kun kuvaus f
ei ole transitiivinen, niin kuvaus h on esimerkki pirunporrasfunktiosta (devil’s stairca-
se). Tarkastellaan tétd mielenkiintoista ilmitta seuraavaksi.

MAARITELMA 3.1. Monotoninen jatkuva kuvaus ¢: [0,1] — R (tai ¢: [0,1] — S*)
on pirunporrasfunktio, jos on olemassa perhe {/,}aca vélin [0, 1] erillisid suljettuja
osavileja, joiden pituudet ovat positiivisia ja vélien yhdiste on tihea siten, ettd ¢ saa
vakioarvon jokaisella osavalilla.

ESIMERKKI 3.2. (Cantorin 1/3 -joukko) Olkoon I = [0, 1]. Jactaan véli I kolmeen
osaan ja poistetaan keskimmaéinen vili, jota merkitédén I =%, 2[. Joukon I{ komple-
mentti koostuu véleisté [0, 3] ja [2,1]. Jaetaan ndmé vilit kolmeen yhtésuureen osaan
ja poistetaan taas keskimmiiset vilit I; ja [;. Néin jatkamalla jactaan taas jéljel-
14 olevat komponenttivilit kolmeen yhtédsuureen osaan ja poistetaan keskimmaéiset.
T#té jatkamalla saadaan jono avoimia viilejd (I¥)en, missd n = 1,...,2*. Joukkoa

Cyyz =1\ U, I} kutsutaan Cantorin 1/3-joukoksi. Katso kuva 3.1.

1
= i
o) ¥ = 1
3 [ 3
[ 1 I, i |
A 2 & 2 z [
o T .47 3 309 a7 1
el — L —
v 3 2
Iy 1:' 313 I,
o | 1 s s J U
= = - H b
[ ]

Kuva 3.1. Cantorin 1/3 -joukko on téysin epédyhtendinen, kompakti
ja epéatyhjé seké perfekti joukko.

37



38 3. YMPYRADIFFEOMORFISMIPERHEET

MAARITELMA 3.3. Cantorin joukko on metrinen avaruus, joka on homeomorfinen
Cantorin 1/3-joukon kanssa.

ESIMERKKI 3.4. Pirunporrasfunktio, joka tunnetaan Cantorin 1/3 -funktiona, voi-
daan konstruoida tarkasti. Cantorin joukon (/3 pisteet ovat muotoa

o0
r = 0.0q0003 - = g ;37"
i=1

missd «; € {0,2}. Arvot «; kertovat kummalle puolelle poistettua vilid piste jé.
Vasenta puolta merkitdan numerolla 0 ja oikeaa puolta numerolla 2. Siis esimerkiksi
vilin [0, 3] pisteille oy = 0 ja vastaavasti villin [%,1] pisteille a; = 2. Mééritelldén
funktio

f(z) = i % 27 = i ;271 e [0,1].
i=1 i=1

Funktio f siis muuttaa Cantorin 1/3- joukon pisteet kaksikantaiseen muotoon. Funktio
f on surjektiivinen ja kasvava. Lisdksi poistettujen vélien péatepisteet kuvautuvat
samaksi pisteeksi. Kuvaus f voidaan laajentaa jatkuvaksi valilla [0, 1] mééarittelemalld
se olemaan vakio jokaisella poistetulla vililla. Vakioarvoksi valitaan sama arvo, jonka
padtepisteet saavat. Nédin muodostettu kuvaus f on tunnettu Cantorin funktiona.
Katso kuva 3.2.

i1

N

|
< 4
W~ o
wiN <+
Ny 4
o +

N

Kuva 3.2. Cantorin funktio eli pirunporrasfunktio
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MAARITELMA 3.5. Joukon X yhtendisyyskomponentti on suurin joukon X yh-
tendinen osajoukko. Joukko X on tdysin epdyhtendinen, jos sen jokainen piste on
yhtendisyyskomponentti.

Reaaliakselilla tdysin epayhtendinen joukko ei sisdlla vileja. Siis tdysin epéyh-
tendisen joukon pisteiden viliin jad aina jokin komplementin vili. Seuraavat kolme
tulosta loytyvét lahteesté [4] sivuilta 97-100.

LAUSE 3.6. Mitkd tahansa kaksi kompaktia, tdysin epdyhtendistd ja perfektid met-
ristd avaruutta ovat homeomorfisia.

TobisTus. Tuloksen todistus on esitetty lahteessi [4] sivuilla 99-100. O
Seurauksena edeltavasta lauseesta saadaan kaksi seuraavanlaista tulosta.

SEURAUS 3.7. Mikd tahansa kompakti, taysin epdyhtendinen ja perfekti metrinen
avaruus on homeomorfinen Cantorin joukon kanssa.

SEURAUS 3.8. Mikd tahansa kompakti, taysin epdyhtendinen metrinen avaruus on
homeomorfinen Cantorin joukon osajoukon kanssa.

HuoMAuTUS 3.9. Proposition 1.43 yhteydessa todettiin, ettd perfektit harvat vé-
lin [0, 1] osajoukot ovat Cantorin joukkoja. Joissakin ldhteissé Cantorin joukko on
madritelty nédin, mutta tdma tieto saadaan myos seuraavasti: Reaaliakselin suljettu ja
rajoitettu joukko on kompakti. Nyt perfektin joukon mééaritelmén A.6 mukaan se on
suljettu joukko. Lisdksi véli [0,1] on rajoitettu. Siis tarkasteltava joukko on kompakti.
Harvan joukon sulkeumalla ei ole sisdpisteitd eli harva joukko ei sisélla vileja. Siis
suljettu ja harva joukko on téysin epadyhtendinen reaaliakselilla. N&in ollen perfektit
harvat vilin [0, 1] osajoukot ovat todella Cantorin joukkoja.

Kappaleen lopuksi tutkitaan vield hieman Poincarén luokittelulausetta.

HuomAauTUS 3.10. Tarkastellaan Poincarén luokittelulauseen eli lauseen 1.44 ti-
lannetta tarkemmin. Kéytetddn samoja merkintojé, kuin lauseen 1.44 todistuksessa.
Siis olkoon B := {F"(xz) +m: n,m € Z} sekd H: B — R siten, ettd ["(z) +m
np-+m. Poincarén luokittelulauseen todistuksen nojalla mo H(B) = how(B). Joukko B
projisoituu pisteen m(z) radan sulkeumaan, joka sisiltdd w-rajajoukon E = w(7w(z)).

Kun z € 7~ !(FE), niin saadaan 7n(B) = E. Transitiivisessa tapauksessa B = R,
joten E = S'. Jos taas kuvaus f ei ole transitiivinen ja jos x € m'(E), niin
7n(B) = E on Cantorin joukko eli harva. Téssd tapauksessa Cantorin joukon dy-

namiikka ja irrationaalinen kierto R,y ovat melkein konjugaatteja. Jos ympyrille
S Cantorin joukon komplementtiin muodostuvien viilien péitepisteet samaistetaan,
niin h on bijektio tekijdjoukolta £/ ~ ympyrille S'. Tillin h on konjugoiva ku-
vaus eli h o f|p/w = Ry o h. Joukko E médriteltiin siten, ettd £ = n(B). Tal-
16in kaikkien pisteiden m(x) € E radat ovat tihedssd funktiolla f joukossa F, silld
ho flg)~ = Ry o h ja irrationaalisen kierron R,(f) kaikki radat ovat tihedssé. Toi-
saalta joukon E = w(7(z)) konstruoinnin nojalla joukko E vetdd puoleensa kaikkia
sen komplementin pisteitd. Tamaé johtuu siitd, ettd komplementin pisteiden iteraatit
pysyvit erillisissd joukon E komplementtivileissd ja ndiden vilien pituudet menevit

nollaan. Erityisesti siis A on esimerkki pirunporrasfunktiosta. (Katso kuva 3.2.)
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3.2. Arnoldin kielet

Tamé luku kisittelee ympyridiffeomorfismiperheiti. Olkoon f: S* — S* homeo-
morfismi.

PROPOSITIO 3.11. Olkoon f: S' — S* suunnansdilyttivi homeomorfismi, jonka
kiertoluku on rationaalinen p(f) = p/q. Oletetaan, etti kaikki pisteet eivdt ole jak-
sollisia. Tdalloin riittdvin pienen hdirion f, jolle f < f tai f < f, kiertoluku on
p/q.

Tobistus. Olkoon z funktion f ei jaksollinen piste. Nyt koska p(f) = p/q, niin
kaikille jaksollisille pisteille y patee F'9(y) = y + p. Talloin F(z) — Id(z) —p # 0
funktion f kaikilla nostoilla F'. Jos on olemassa x € R, jolle F4(z) —xz —p > 0,
niin tillsin pienelld hairiolld f < f vastaavalle nostolle F pitee, F'(z) — 2 —p > 0

ja siten p(f) > p/q. Nyt kuitenkin proposition 1.31 nojalla p(f) < p(f). Néin ollen
p(f) = p/q. Sama pitee myos pienelle hiiridlle toiseen suuntaan eli kun f < f. O

HuoMAuTUS 3.12. Seuraavassa propositiossa puhutaan suunnansiilyttdavien ho-
meomorfismien monotonisesta perheesté (f;)co,1). Talld tarkoitetaan seuraavaa: Jos
pisteille s,t € [0,1] pétee, ettd ne ovat ldhelld toisiaan ja s < ¢, niin kuvauksille
fs, fr: St — St tulee pited f, < fi.

PROPOSITIO 3.13. Oletetaan, ettd (f;)icjo,1) on monotoninen jatkuva perhe suun-
nansdilyttivia ympyrdhomeomorfismeja siten, etti p: t — p(f) ei ole vakio. Olete-
taan lisiksi, ettd on olemassa tihed joukko S C Q siten, ettd jokaiselle kuvaukselle
fi, joko p(fy) & S tai kuvauksella f; on piste, joka ei ole jaksollinen. Talloin p on
pirunporrasfunktio.

TobisTus. Todistus on esitetty ldhteessd [3] sivulla 140. Todistus 16ytyy myos
ldhteestd [5] sivulta 392. O

Viimeisessé esimerkissd tarvitaan Implisiittifunktiolausetta, joten muotoillaan se
nékyviin.

LAUSE 3.14. (Implisiittifunktiolause) Olkoon G: R* — R C'-funktio. Oletetaan
lisdksi, ettd

(1) G(xo,%) =0 ja
(2) %(%,yo) 7 0.

Tdlloin on olemassa avoimet vilit I ja J, joista I sisdltdd pisteen xg ja J pisteen yq.
Lisdksi on olemassa C*- funktio p: I — J siten, ettd

(1) p(zo) =yo Jja
(2) G(z,p(z)) =0  kaikilla xz € I.

TobisTus. Todistus loytyy ldhteesta [8] sivulta 19-21. O
Lopuksi esimerkki, jossa esitelldin Cantorin funktion ja Arnoldin kielten yhteys.

ESIMERKKI 3.15. Tarkastellaan jo esimerkisséd 1.15 esiteltyd kaksi-parametrista
ympyrikuvausperhettd (tunnettu myos nimelld standardiperhe)

Jwe(0) =0 + 27w + esin(6).
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Taman kuvauksen nosto on
€
F,.(z) =24+ w+ —sin(2rx).
() o sin(2m)

Kun € = 0, niin kuvaus supistuu kierroksi R, (6) = f.0(0) = 0 + 27w.
Kun € = 1, niin f,1(0) = 0 4 27w + sin(d). Nosto F,,; on aidosti kasvava. Merkit&dén
kuvauksen f,,1(0) kdénteiskuvausta symbolilla g, jolloin f, 1(g(z)) = x. Télléin

g(x) + 27w + sin(g(z)) = x.

Lasketaan télle derivaatta pisteen x suhteen

g'(z) + ¢'(x) cos(g(x)) = 1,

josta saadaan
1

/
) = T ooy (@)
Ka#nteiskuvauksen derivaatta on olemassa, jos
cos (g(x)) # —1.
Huomataan, etta cos(g(x)) = —1, jos g(z) = m. Nyt z = f(g(x)) = f(n) ja f(7) =
T + 271w, joten kddnteiskuvaus ei ole differentioituva. Siis kun ¢ = 1, niin kuvaus
f1(0) on vain homeomorfismi. (Katso kuva 3.3.)

Kuva 3.3. Kuvassa f(z) =z ja g(x) = x + sin(z).

Kun 0 <€ < 1, niin f, . on ympyrédiffeomorfismi. (Katso kuva 3.4.) Kun € > 1, niin
kuvaus ei en#é ole injektio.(Katso kuva 3.5)
Jos wy > wy, niin

me(x) > ng,e(x)
kaikilla x € R. T&lléin myos

Fr (@) > FL (@),
joten p(Fi, ) > p(Fu,.c)- Nyt kuvaus p on ei-vihenevé funktio jokaiselle kiinnitetylle
arvolle e. Proposition 1.29 mukaan p on jatkuva ja vaihtelee pisteestd w riippuen.
Kiinnitetddn nyt € # 0 ja merkitaén f, = f, . Oletetaan, ettd kiertoluku p(f.,) = p/q
on rationaalinen. TAll6in funktiolla f,,, on jaksollinen piste jaksolla g. Nyt on olemassa
siis piste g € R siten, ettd

Fgo($0) =29+ k’,
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f /4/h

Kuva 3.4. Kuvassa f(z) =z, g(x) =  + 0.5sin(z) ja h(z) = x + sin(z).

Kuva 3.5. Kuvassa f(x) = z ja g(x) = x + 2sin(z).

jollakin kokonaisluvulla k. Itseasiassa k = p. Osoitetaan seuraavaksi, ettd on olemassa
véli I w-arvoja, joilla funktion f,,, kiertoluku on p/q. Témén tutkimiseksi muodoste-
taan noston F? kuvaaja. Tdmé kuvaaja sivuaa suoraa y = x +p pisteessi (xo, To+D).
(Kuvassa 3.6 on tutkittu noston kayttdytymistd, kun e =1 ja w = 0.)

Jos (F2 ) (z0) # 1, niin implisiittifunktiolauseen nojalla (lause 3.14) on olemas-
sa avoin vili, joka sisdltdd pisteen wy ja jossa myos jokaisen noston F? graafi kohtaa
suoran y = x + p. Télloin kaikille néille arvoille p(f,) = p/q. Perustellaan taméa tar-
kemmin seuraavaksi. Kun (F2 ) (zo) # 1, niin (F2)'(zo) — 1 # 0. Talloin lauseen
3.14 merkinnéilld G(wo, 7o) := FZ (z0) — oo + v, missd v on jokin vakio. Néin ollen
G (wo,zo) = 0, silld FJ (z9) = zo + k. Siis vakio v = —k. Nyt siis implisiittifunktio-
lauseen nojalla on olemassa avoimet vélit I ja J siten, ettd wy € I ja xy € J. Lisdksi
on olemassa funktio p: I — J siten, ettd p(wy) = x¢ ja G(w,p(w)) = 0 kaikilla w € 1.
Talloin FY(x)—x—k = 0 kaikilla w € I. Siis noston F? graafi kohtaa suoran y = x+p,
silld aiemmin huomattiin, ettd k = p.

Jos taas (F2 ) (zo) = 1, niin tapaus on monimutkaisempi. Koska F,, on analyyt-
tinen, niin on olemassa indeksi j, jolla derivaatalle pétee (F2 )9 (xo) # 0. Muuten
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Kuva 3.6. Kuvassa f(z) = z, Fi = Fyi(z) = = + 5-sin(27z) ja

F? (z) on identtisesti x + p. Nyt siis kuvauksen F? (z9) — ¢ ensimmaiselle derivaa-
talle pétee, ettd (F4)'(zo) — 1 = 0, koska oletuksen nojalla (F% )'(zo) = 1. Lisdksi
siis oletetaan, ettd ensimméinen nollasta eroava korkeamman asteen derivaatta on j.
derivaatta.

Téll6in, jos j on pariton, niin z, ei ole ddriarvopiste kuvaukselle F? () — 2. Siispd
noston F? lihelld olevien nostojen F téytyy ldvistdd suora y = x + p.

Jos taas j on parillinen, niin 2y on kuvauksen F? (r) — 2 maksimikohta tai minimi-
kohta. Jos (F2 )Y (zo) < 0, niin o on maksimikohta ja jos (F2 )Y (zo) > 0, niin mi-
nimikohta. Talloin £ on siis joko kupera tai kovera pisteessé xo. Noston FZ lihella
oleville nostoille F? valitaan joko w < wg tai w > wp riippuen siitd onko F? kupe-
ra vai kovera. Kummassakin tapauksessa nostojen taytyy lavistda suora y = = + p.
N&in néhddén, ettd jokaiselle rationaaliluvulle p/q on epatyhja vili w-arvoja, jossa
p(f.) =p/a-

Kiertoluvun p(f,) kuvaaja on esimerkki Cantorin funktiosta.(Katso kuva 3.7.) Se
on vakio vileilld, jotka vastaavat rationaalista kiertolukua, ja vieldpéd jatkuva kaik-
kialla.

Seuraavaksi tutkitaan, mitd tapahtuu kun e-arvot muuttuvat. Oletetaan siis, etta
p(f,) = p/q. Télloin jokaisella € on olemassa véli I w-arvoja, jolla ehto p(f,) = p/q
toteutuu. Kun p(f,) alueet kuvataan € — w tasoon, missé p(f, ) on kiinnitetty ra-
tionaaliluku, syntyy bifurkaatiodiagrammi strandardiperheelle ja se tuottaa Arnoldin
kielet. (Katso kuva 3.8.) Namé alueet muodostavat kieltd muistuttavia siivuja, jotka
lahtevét levenemédn pisteistd, jotka ovat muotoa € = 0,w = p/q. Kun € < 1, niin
néin syntyvét kielet ovat epétyhjia ja eivat voi olla paallekkéin.

Kun p(f,) on irrationaalinen, niin proposition 1.32 nojalla Arnoldin kielet ovat pel-
késtaan kayria.
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Kuva 3.7. Kiertoluvun p(f,) kuvaaja on Cantorin funktio. Kuvassa
x-akselilla on w-arvot ja y-akselilla kiertoluvun p arvot.

Piruns posras

Funkiio, vwn €&,

Kuva 3.8. Kuvassa Arnoldin kielet. Suora arvon ¢, kohdalla havain-
nollistaa pirunporrasfunktiota.
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Tutkitaan lopuksi kuvauksen f, dynamiikkaa. Kiinnitetdén 0 < e¢ < 1. Tar-
kastellaan dynamiikkaa kiertolukua p = 0 vastaavassa kielessd kiinnitetylla e. Tut-
kitaan aluksi, milloin funktiolla f,(6) = 6 + 27w + esin(f) on kiintopiste. Kun
0 + 2mw + esin(f#) = 6 niin saadaan, ettd esin(f) = —27w. Siis funktiolla f, on
kiintopiste, kun
—27w

(3.1) sin(0) =

€
Funktion sin(#) kuvaajasta (kuva 3.9) ndhdédan, etta vélilld 0 < 6 < 27 yhtélolla (3.1)
on ratkaisuja seuraavasti:

(1) jos |2mw| < €, niin ratkaisuja on kaksi,

(2) jos |2mw| = €, niin ratkaisuja on yksi ja

(3) jos |2mw| > €, niin ratkaisuja ei ole yhtaén.

Kuva 3.9. Kuvassa on sinifunktio f(z) = sin(x) ja suora a, joka kulkee
pisteen (0, 27) kautta. Suora b havainnollistaa tilannetta, jossa [27w| <
€ ja suora c tilannetta, jossa |27w| = €.

Tarkastellaan tilannetta, jossa yht#lolld on kaksi ratkaisua eli oletetaan, ettéd |2rw| <
e. Olkoon 6; kiintopiste, missé ¢ = 1,2. Télloin | f(6;)] # 1, sill& jos

1= [f5(0:)] = [T + ecos(6:)],

niin |ecos(6;)] = 0 ja edelleen |cos(6;)| = 0, koska ¢ > 0. Néin ollen |sin(6;)| = 1,
joten yhtdlon (3.1) nojalla [27w| = € ja yhtélolla olisi télloin vain yksi ratkaisu.
Funktion dynaamista kidyttidytymistd voidaan kuvailla seuraavalla tavalla: Funktion
f. kiintopiste syntyy satula-solmu-bifurkaationa pisteessd 6 = 7/2, kun ¢ = —27w.
Talloin siis

fw(0) =0+ 27w + esin(0) = 0 + 27w — 2ww sin(h).

Kuva 3.10 esittdd satula-solmu-bifurkaation muodostumista. Siis kun ¢ = —27w,
niin funktiolla on kiintopiste # = m/2, joka on "solmupiste”. Sitten w kasvaa siten,
ettd |2rw| < € ja kuvauksella on kaksi kiintopistettd. Siis syntyy “satula”. Kun w
kasvaa edelleen siten, ettd 2ww = €, niin kuvauksella on yksi kiintopiste, joka on taas
"solmupiste”. Toisin sanoen kiintopiste 7/2 jakaantuu kahteen kiintopisteeseen, jotka
kiertaviat yksikkoympyraéd vastakkaisiin suuntiin, kun w kasvaa. Lopulta ndmé kaksi
kiintopistettd kohtaavat ja sulautuvat toiseksi satula-solmu-bifurkaatioksi pisteessé
0 = 3m/2, jolloin siis 2rw = e. Tamén jilkeen kiintopisteet katoavat. Kuva 3.11
havainnollistaa kiintopisteiden kulkua ja katoamista kielessd p = 0. Vastaava ilmio
tapahtuu kaikissa kielissd. Kuvissa 3.12 ja 3.13 havainnollistetaan edelld esiteltya
satula-solmu-bifurkaatiota.
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a b
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f

Kuva 3.10. Kuva havainnollistaa satula-solmu-bifurkaatiota. Suora a
kulkee pisteen x = /2 kautta ja suora b kulkee pisteen z = 27 kautta.
Molemmat suorat ovat kohtisuorassa z-akselia vastaan. Kuvassa p(x) =
z, f(x) =2 +1—sin(z), g(z) =2z +1—1.5sin(z) ja h(z) =+ 1 —
0.5sin(x). Funktio f kuvaa tilannetta |2rw| = €, g tilannetta [27w| < €
ja h tilannetta [27w| > e.

J yksi Kiintopiste

| 2TTw=¢
| e=0
Ml2mw|<s
|
i’ e

o

KaKS) )
T Kiintopistetta

“ATtw =g
4ksi Kiintopiste

Kuva 3.11. Kuvassa tutkitaan, mitd Arnoldin kielessi p = 0 tapahtuu
satula-solmu-bifurkaatiossa. Kuvassa f, ensimméinen kiintopiste /2
syntyy, kun € = —27w. Kun w-arvot kasvavat, kuvauksella on kaksi
kiintopistettd. Kun w kasvaa niin paljon, ettd ¢ = 27w niin kuvauksella
f. on enéd yksi kiintopiste 37 /2. Tamén jilkeen kiintopisteet katoavat
pisteen w kasvaessa.
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Kuva 3.12. Kuvassa satula-solmu-bifurkaatiota pisteessi = = m/2,
kun ¢ = —27w. Suora a kulkee pisteen z = w/2 kautta ja suora b
kulkee pisteen x = 27 kautta. Molemmat suorat ovat kohtisuoras-
sa z-akselia vastaan. Kuvassa p(z) = z, f(z) = 2+ 1 — 1 - sin(x),
g(x) =2+ 0.5 —0.5sin(z) ja h(z) = v + 1.5 — 1.5sin(z). Siis w-arvot
muuttuvat kiinnitetylla e-arvolla.

a b

I =

Kuva 3.13. Kuva havainnollistaa satula-solmu-bifurkaatiota pisteessé
r = m/2 derivaattakuvauksen f/(x) = 1 + ecos(z) avulla. Suora a
kulkee pisteen # = 7/2 kohdalla ja b pisteen z = 37/2 kohdalla ja
suorat ovat kohtisuorassa x-akselia vastaan. Kuvassa f(z) = 1+ cos(x),
g(x) =1+ 0.5cos(x) ja h(x) =1+ 1.5cos(z).
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LIITE A
Maiaritelmia ja merkintoja

MAARITELMA A.1. Olkoon f: R — R funktio ja I € R suljettu véli. Merkitdéin
funktion f(z) ensimmaéisté derivaattaa f'(z), toista derivaattaa f”(x) ja korkeamman
asteen derivaattaa f()(x). Sanotaan, ettd f on C"-funktio joukossa I, jos f)(z) on
olemassa ja jatkuva joukossa I. Funktio on siled, jos se on C'-funktio. Funktio f(z)
on C* jos sen kaikki derivaatat ovat olemassa ja jatkuvia.

Kéytetaan yhdistetysta kuvauksesta merkintdd fog(x) = f(g(x)) ja n-kertaisesta

yhdistetystd kuvauksesta merkintdd f"(x) = fo---o f(z). Huomaa merkint6jen ero
——

n:men derivaatan f(™(z) ja n-kertaisen yhdistetyn kuvauksen f"(x) vililla. Jos kiién-

teiskuvaus f~! on olemassa, niin sen n-kertaista yhdistettyd kuvausta merkitiin

fM@)=f"to o f7H(x).

MAARITELMA A.2. Olkoon f: I — J funktio, missé I ja J ovat suljettuja vileja.
Funktio f(z) on homeomorfismi, jos f(x) on jatkuva bijektio ja myos sen kddnteis-
kuvaus f~!(z) on jatkuva.

MAARITELMA A.3. Olkoot M ja N topologisia avaruuksia. Differentioituva ku-
vaus f: M — N on diffeomorfismi, jos f on bijektio ja sen kiénteiskuvaus f~': N —
M on differentioituva. Jos téllaiset funktiot ovat r kertaa jatkuvasti differentioituvia
sanotaan, ettd f on C" — diffeomorfismi.

MAARITELMA A.4. Olkoot A ja B topologisia avaruuksia siten, ettd A C B.
Joukko A on tihed joukossa B, jos sen sulkeuma on B. Joukko A on harva joukossa
B, jos sen sulkeumalla ei ole sisépisteita.

MAARITELMA A.5. Joukko X on kompakti, jos sen jokaisella avoimella peitteelld
on darellinen osapeite.

MAARITELMA A.6. Avaruuden S osajoukko X on perfekti, jos se on suljettu ja
jokainen joukon X piste on kasautumispiste.

Maéaritelladn seuraavaksi yhtenéisyys, joka on topologisen avaruuden ominaisuus.

MAARITELMA A.7. Avaruus X on epdyhtendinen, jos on olemassa avoimet joukot
A, B C X siten, etté
(1) X =AUB,

(2) A#0+B,
(3) AnB = 0.

Avaruus on yhtendinen, jos se ei ole epayhtendinen. Siis avaruus on yhtenéinen, jos ja
vain jos sité ei voida esittda kahden erillisen epétyhjan avoimen osajoukon yhdisteené.
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MAARITELMA A.8. Olkoon X topologinen avaruus. Olkoon ~ ekvivalenssirelaatio
joukossa X. Tekijdavaruus on

Y=X/~={lz]:zeX}={{veX:v~a}:xzeX}.
Kuvaus f: X — X/ ~, x — [z] on tekijikuvaus.

MAARITELMA A.9. Olkoot X ja Y topologisia avaruuksia. Jatkuva kuvaus p: X —
Y on peitekuvaus, jos p on surjektio ja jokaisella pisteelld y € Y on olemassa sellainen
ympiristd U, ettd f~1(U) = J,o; Vi, missé joukot V; ovat avoimia, pareittain erillisié
(eli V; NV, = 0 kaikilla ¢ # j) ja jokaisella indeksilld i € I kuvaus ply,: V; = U on
homeomorfismi. Joukkoa U sanotaan pisteen y peiteympdaristoksi kuvauksella p.

MAARITELMA A.10. Funktion f: X — Y rajoittuma osajoukkoon A C X on
funktio g: A — Y, jolle g(x) = f(x) kaikilla z € A. Funktiolle g kiytetdan yleensa
merkintad f|a4.

LAuse A.11. (Kddanteisfunktion derivaatta) Olkoon f derivoituva avoimella vélilld
I ja olkoon f'(x) > 0 kaikilla x € 1. Tdllgin funktion f kidinteisfunktio f~' on myds
derivoituva pisteessa y = f(x) ja
d 1
— [ y) =
dy ) f'(x)

Tobistus. Todistus 16ytyy ldahteesta [6] sivulta 54. O




