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Duncan J. Watts ja Steven H. Strogatz [10] maarittivét vuonna 1998 verkon klus-
terointikertoimen, joka on yleisesti kaytetty tilastollinen mitta verkon klusteroitunei-
suuden analysointiin. Esimerkiksi sosiaalisen verkoston henkiléiden tuttavapiireilld on
taipumus klusteroitua siten, ettd monet henkilon tuttavista ovat myos keskenéén tut-
tavia. Verkon klusterointikerroin laskee keskiarvoisen murtoluvun henkilon tuttava-
pareista, jotka ovat myos keskenééin tuttavia. Alain Barrat ja Martin Weigt [11] sek&
Mark E. J. Newman, Duncan J. Watts ja Steven H. Strogatz [13] méadrittévit verkon
transitiivisuuskertoimen vaihtoehtoisena klusterointikertoimena. Sosiaalisessa verkos-
tossa se laskee milld todennékoisyydelld kaksi henkilod, jotka ovat saman henkilon
tuttavia ovat myos keskenédén tuttavia.

Satunnaisverkkomalleja on pitkéddn kaytetty isojen monimutkaisten verkostojen
analysointiin. Klusterointikertoimen kayttoonotosta alkaen on ollut mahdollista osoit-
taa tilastollisesti, ettd monet sosiaaliset verkostot sekéd ihmisten tekemét verkostot
ovat pieni maailma -verkkoja. Esimerkiksi Facebook ja Internet ovat pieni maail-
ma -verkkoja, eli harvoja ja hyvin klusteroituneita verkkoja, joissa verkon solmupa-
rien keskim&édrdinen etdisyys on lyhyt. On osoittautunut, ettd pieni maailma -verkko-
rakennetta ei ole mahdollista mallintaa perinteisilla satunnaisverkoilla tai sdannolli-
silld hiloilla. D. J. Watts ja S. H. Strogatz [10] esittivit vuonna 1998 uuden satun-
naisverkkomallin, jolla on mahdollista generoida pieni maailma -verkkoja. Mallillaan
he tutkivat muun muassa epidemian levidmista seké signaalin etenemisnopeutta pieni
maailma -verkoissa.

Tamén tutkielman tarkoitus on laskea matemaattiset lausekkeet Wattsin ja Stro-
gatzin verkkomallin satunnaisverkon klusterointikertoimelle ja transitiivisuuskertoi-
melle. Tutkielmassa méaéritellidn matemaattisesti verkon tilastolliset klusterointi- ja
transitiivisuuskertoimien eri muodot seki esitetddn lauseita niiden yhteyksista ja
eroista. Lisdksi maaritelladn satunnaisverkon klusterointi- ja transitiivisuuskerroin
matemaattisesti tarkkaan seké esitetddn kaavoja ndiden laskemiseen. Wattsin ja Stro-
gatzin verkkomallin satunnaisverkolle lasketaan solmuparien kytkentatodennékdoisyy-
det, joiden avulla lasketaan matemaattiset lausekkeet verkkomallin satunnaisverkon
klusterointi- ja transitiivisuuskertoimelle.
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Johdanto

[sojen monimutkaisten verkostojen tutkimukset ja niiden mallintaminen satun-
naisverkkomalleilla voidaan karkeasti jakaa seuraaviin ryhmiin [12]:

e Fmpiiriset mittaukset verkostojen rakenteellisista ominaisuuksista, kuten sol-
mujen asteet, karakteristisen polun pituus, klusteroituneisuus jne.

e Ehdotukset uusista satunnaisverkkomalleista, jotka pyrkivit kuvaamaan mi-
tatut ominaisuudet.

e Uusien satunnaisverkkomallien ominaisuuksien mittaus tietokonesimuloinnin
avulla.

e Uusien satunnaisverkkomallien heuristiset analyysit, jotka ennustavat niiden
ominaisuudet.

e Uusien satunnaisverkkomallien tarkka matemaattinen tutkimus, jolla todis-
tetaan lauseita mallin satunnaisverkon ominaisuuksista.

Tasséa tutkielmassa esitetdédn lyhyesti neljan ensimmaéisen kohdan tarkeimmét tulokset
Wattsin ja Strogatzin satunnaisverkkomalliin liittyen ja keskitytddn péadasiallisesti
laskemaan mallin satunnaisverkolle matemaattisia tuloksia.

Valtiotieteilija Ithiel de Sola Pool ja matemaatikko Manfred Kochen [8] yrittivét
1950-luvulla empiirisesti estimoida Yhdysvaltain vieston henkildiden tuttavien luku-
médrad ja henkildiden tuttavapiirin klusteroituneisuutta kyselylomakkeiden avulla.
1960-luvulla yhteiskuntapsykologi Stanley Milgram [9] teki empiirisen kokeen kirjei-
den avulla, joilla han yritti estimoida lyhimmén tuttavaketjun pituutta, jolla keski-
maédrin voidaan yhdistéaa kaksi satunnaisesti valittua henkil6d Yhdysvaltain véestosta.
Tutkimukset olivat tyoliité ja otokset hyvin pienié (alle 50), mutta tulokset viittasivat
silti sithen, etté sosiaalista verkostoa karakterisoi kolme ominaisuutta:

1. Verkosto on harva, eli henkilon tuttavien keskiméérédinen lukumé&ara on pieni
verrattuna verkoston kokoon.

2. Verkoston kaksi henkil6d voidaan keskiméérin yhdistaéd hyvin lyhyelld tutta-
vaketjulla (Milgram arvioi, ettéd tuttavaketjussa oli keskiméérin 5 vélikétta).

3. Verkosto on vahvasti klusteroitunut siten, etta henkilén tuttavista monet ovat
myo6s keskendén tuttavia.

Milgramin tulos tuli monille yllatyksené, mutta Pool ja Kochen [8] olivat jo osoitta-
neet heuristisin perusteluin perinteisella satunnaisverkkomallilla, ettd ominaisuuksien
1-2 olemassaolo samanaikaisesti ei ole yllattavaa matemaattisesta ndkokulmasta. Pool
ja Kochen yrittivit seuraavan kahdenkymmenen vuoden ajan keksié satunnaisverkko-
mallia, jolla voitaisiin mallintaa (tai laskea) kaikki kolme ominaisuutta samanaikaises-
ti, mutta joutuivat lopulta luovuttamaan. On osoittautunut, ettd mikéan perinteisisté
satunnaisverkkomalleista ei pysty mallintamaan ominaisuuksia 1-3 samanaikaisesti.
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JOHDANTO 2

Fyysikko Duncan J. Watts ja matemaatikko Steven H. Strogatz [10] esittivit
vuonna 1998 satunnaisverkkomallin, jolla on mahdollista generoida pieni maailma -
verkkoja, eli verkkoja, joilla on samat rakenteelliset ominaisuudet kuin kohdissa 1-3.
He maéarittivat samalla verkon klusterointikertoimen ja verkon karakteristisen polun
pituuden, joilla voidaan tilastollisesti laskea verkon klusteroituneisuus ja verkon sol-
muparien keskimé#rainen etédisyys. Watts ja Strogatz laskivat kyseiset arvot kolmelle
verkostolle, joihin heilld oli tiedossa taydelliset kytkentékaaviot: Internet Movie Da-
tabase:n elokuvanédyttelijoiden yhteistyoverkosto, lantisen Yhdysvaltain séhkoéverkos-
to ja Caenorhabditis elegans -madon hermoverkosto. Ne osoittautuivat kaikki pieni
maailma -verkoiksi.

Yleiselle verkolle on esitetty kaksi tunnettua tilastollista klusterointikerrointa. En-
simméisen méadrittdmiseen esitetdén ensin verkon solmun i klusterointikerroin [10]

linkkien lukumaé&éra solmun ¢ naapurien valilla

C. =
(2 kl Y
(3)
missé (k;) on linkkien lukumééré, joka voi korkeintaan olla solmun ¢ naapurien valilla,
kun solmulla i on k; naapuria. D. J. Watts ja S. H. Strogatz [10] méérittavit verkon
klusterointikertoimen
1 n
C=- Ci7

joka on keskiarvo verkon solmujen klusterointikertoimista. On esitetty eri méaritelmié
klusterointikertoimelle C', kun verkossa on solmuja, joilla on vihemmsén kuin kaksi
naapuria. Fyysikko Mark E. J. Newman [15] méérittd4 solmun klusterointikertoimen
C; = 0, kun solmun naapurien lukumééra k; < 2. Tietojenkisittelytieteilijit Thomas
Schank ja Dorothea Wagner [16] laskevat solmujen klusterointikertoimien keskiarvon
ainoastaan sellaisille solmuille, joilla on vihintdan kaksi naapuria. Fyysikot Alain
Barrat ja Martin Weigt [11] maarittiavit verkolle toisen klusterointikertoimen, josta
kédytetddn nimitystd verkon transitiivisuuskerroin

o %E?Zl linkkien lukuméaré solmun ¢ naapurien valilla
P (%)

Téassé tutkielmassa méaritelladn yleisen verkon klusterointi- ja transitiivisuusker-
toimien eri muodot matemaattisesti, jolloin saadaan todistettua lauseita niiden yh-
teyksistd ja eroista. Tutkielmassa mééritelladn myos satunnaisverkon klusterointi-
ja transitiivisuuskerroin matemaattisesti tarkasti seké esitellddn kaavoja niiden las-
kemiseen. Niiden avulla lasketaan matemaattiset lausekkeet Wattsin ja Strogatzin
verkkomallin satunnaisverkon klusterointi- ja transitiivisuuskertoimelle.




LUKU 1

Satunnaisverkkomalli

1.1. Yleinen verkko ja satunnaisverkko

Tutkittaessa isoa ja monimutkaista verkostoa, kuten ihmisten sosiaalista verkos-
toa, on usein tarpeellista tehdéd satunnaisverkkomalli, jolla voidaan analysoida sité
helpommin. Satunnaisverkkomallilla voidaan satunnaisesti generoida verkkoja, jotka
muodostuvat solmuista ja niitd yhdistdvista linkeistd. Sosiaalista verkostoa mallin-
taessa solmu edustaa ihmisté ja linkki kahta henkilod yhdistavia sosiaalista kontak-
tia. Mallista riippuen sosiaalinen kontakti voi esimerkiksi olla ystédvyys-, tuttavuus-
tai yhteistyosuhde. Maéritellaan seuraavaksi suuntaamaton verkko.

MAARITELMA 1.1. Suuntaamaton verkko [4] G on jérjestetty pari G = (V, E),
missé E on joukon V jirjestdmittomien parien V() osajoukko. Joukon V = V(G)
alkioita kutsutaan solmuiksi ja joukon E = E(G) alkioita linkeiksi. Verkon koko on
sen solmujen lukumééra |V (G)|. Merkitédén verkon solmuparia lyhyesti ij = {i,j},
jolloin ij ja ji tarkoittavat samaa solmuparia. Kun ij € F(G) sanotaan, ettd linkki
17 kytkee solmut i ja 7.

Numeroilla merkittynd n-kokoisen verkon solmujen joukkoon V- =1V, = {1,2,... n}
(ks. kuva 1.1). Merkitdén solmujoukolla V,, méériteltyjen verkkojen kokoelmaa

(1.1) G"={(V,E):V=V,={1,2,....n},E=E, c V?},

missi V,? on solmujoukon V,, jéarjestdamattomien parien joukko. Verkkojoukko G"
on #érellinen, silld jokaisessa dérellisessd solmujoukossa V,, on |Vn(2)| = () =n(n -
1)/2 jérjestimitontd solmuparia, joten |G"| = 2"("~1/2 [4]. Tarkastellaan jatkossa
ainoastaan solmujoukolla V,, méariteltyja verkkomalleja.

Sosiaalisen verkoston kontaktien muodostumisessa on jonkin verran satunnaisuut-
ta. Mallinnetaan téllaista verkostoa solmujoukolla V,, mééaritellylla satunnaisverkko-
mallilla, missé linkkien kytkentdmenetelméssa esiintyy satunnaisuutta. Satunnais-
verkkomallin satunnaisesti generoitu verkko on &érellisen verkkojoukon G" alkio, joten
kyseisen satunnaiskokeen todenndkoisyysavaruus on diskreetti.

MAARITELMA 1.2. Joukko Q on numeroituva [4], jos se on &dérellinen tai on ole-
massa bijektiokuvaus f : N — €2, jolloin se on numeroituvasti ddareton .

MAARITELMA 1.3. Numeroituvan joukon 2 todenndkdisyysfunktio tai diskreetti
todenndikdisyysjakauma [4] on kuvaus P: Q — R, jolle

(i) P(w) > 0 kaikilla w € Q,
(i) > Pw)=1.

weN
MAARITELMA 1.4. Kokoelma F perusjoukon 2 osajoukkoja on o-algebra [3], jos
3



1.1. YLEINEN VERKKO JA SATUNNAISVERKKO 4

@

@

Kuva 1.1. Numeroilla merkitty verkko G = (V,E) € G5 jonka
solmujen joukko on V(G) = V5 = {1,2,3,4,5} ja linkkien joukko
E(G) = {{1,3},{1,4},{1,5},{2,5}, {4,5}}.

(i) Q e F,
(ii) Ae F= A€ F,
(iii) A, e F,n>1= |J A, € F.
n=1
MAARITELMA 1.5. Parille (2, F), jossa 2 on joukko ja kokoelma sen osajoukkoja
F on o-algebra kaytetddn nimitystd mitallinen avaruus [3].

MAARITELMA 1.6. Kuvaus P : F — [0, 1] on todenndkdisyysmitta [3], jos
(i) P(A) > 0, kaikilla A € F,

(i) P©) = 1,

(iii) Olkoot joukot {A,,n > 1} erillisia joukkoja A, € F. Télloin

(1) - Se

MAARITELMA 1.7. Kolmikko (Q, F,P) on diskreetti todenndkiisyysavaruus [3]
[4], jos
(i) © on alkeistapausten muodostama numeroituva perusjoukko (otosavaruus),
(ii) Kokoelma F perusjoukon €2 osajoukkoja (tapahtumia) on o-algebra,
(iii) P : F — [0,1] on todennikoisyysmitta, joka on mairitelty kaavalla

P(A) =) P(w), kaikilla A C F,
weA
missé funktio P: 2 — R on joukon €2 todennékoisyysfunktio.

MAARITELMA 1.8. Olkoon (92, F,P) diskreetti todennédkoisyysavaruus. Kokoelma
joukkoja {H; : 1 <i < n} on perusjoukon 2 ositus [3], jos

Q:UHZ-, missi H; N H; =0, kun 1 <1i,j <n,i# j.
i=1
MAARITELMA 1.9. Olkoot (€2, F) ja (S5,S) mitallisia avaruuksia. S-arvoinen sa-

tunnaismuuttuja [3] on kuvaus
X: Q=5
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jolle patee
X1 A)={weQ: X(w) € A} € F, kaikilla A € S.

MAARITELMA 1.10. Diskreetilld todenndkoisyysavaruudella (€2, F,P) mééritellyn
satunnaismuuttujan X :  — S jakauma [4] on kuvaus Py : S — R, joka mééritelldin
kaavalla

Px(s) =P{weQ: X(w)=5s})= Y Pw), kaikilla s € S,
w:X (w)=s
misséd P on todennédkoisyysfunktion P médraama todennédkoisyysmitta.

Solmujoukolla V,, mééritelty satunnaisverkkomalli saadaan nyt méaériteltya dis-
kreettisend todennikdoisyysavaruutena.

MAARITELMA 1.11. Satunnaisverkkomalli [6] on diskreetti todenndkoisyysava-
ruus (£, Fn, P,), missd

(i) Q, € G" on jokin solmujoukolla V,, méaériteltyjen verkkojen perusjoukko,
(i) kokoelma F,, perusjoukon €2, osajoukkoja on o-algebra,
(iii) P, : F,, — [0, 1] on todennékdisyysmitta, joka on médritelty kaavalla

P,(A) =) P,(w), kaikilla A C F,,
weA
missd funktio P, : €2,, — R on joukon §2,, diskreetti todennédkdoisyysjakauma.
Merkitddn satunnaisverkkomallia lyhyesti €2, = (2, P(€,),P,), missi jatkossa
valitaan todennékoisyysavaruuden (2, F,,, P,,) o-algebraksi potenssijoukko [2] F,, =

P(Q,). Maaritelladan seuraavaksi satunnaisverkkomallin €2,, satunnaisverkko G, ja sen
jakauma.

MAARITELMA 1.12. Satunnaisverkkomallilla (€2, P(£2,),P,,) médritelty satun-
naisverkko [4] on G"-arvoinen satunnaismuuttuja

G, :Q, = Gg".
Satunnaisverkon G,, jakauma [4] on verkkojoukon G" todennikoisyysfunktio
P, (9) = P(G,, = g), kaikilla g € G".

Kéytetain jatkossa satunnaisverkkomallin 2, satunnaisverkkona identtistd ku-
vausta G, : 0, — Q,,,
Gpn(w) = w kaikilla w € €,,.
Taméa méadrittad satunnaisverkkomallia €, yksikésitteisesti, silld sen jakauma Pg, on
sama kuin satunnaisverkkomallin €2, diskreetti todennékoisyysjakauma P,

Pg,(w) =P(G,, =w) =P,({w}) = P,(w) kaikilla w € €,
missé P, on todennékoisyysfunktion P, méadrdadmé todennikoisyysmitta.

ESIMERKKI 1.13. Satunnaisverkkomallin G, y(n) = (Qn,M(n),P(gn,M(n)),PmM(n))
6] perusjoukko G, vy = {(V, B) : Vo = {1,2,...,n},|E,| = M(n)} C G" koostuu
kaikista solmujoukolla V,, mé&éritetyistd verkoista, joiden linkkien lukumé&érd para-
metrin n funktiona on M (n). Satunnaisverkkomallissa G, M(n) jokaisen perusjoukon
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verkolla on sama todennékoisyys, jolloin sanotaan, ettd satunnaisverkkomallin satun-
naisverkko G, ar(n) on tasajakautunut,

1

PGn,M(n) (g) = P(Gn,M(n) = g) = m - (

(5)
M(n)

) = n(n — 1)/2 on mahdollisten linkkien lukumééré n-kokoisessa verkossa.

-1
) kaikilla g € gn,M(n):

n

missé (2

1.2. Harva satunnaisverkkomalli

Isojen sosiaalisten verkostojen rakenteita karakterisoi, ettd kontakteja on suhteel-
lisen vahan. Verkon linkkien suhteellista lukumééraa kutsutaan verkon tiheydeksi.

MAARITELMA 1.14. Yleisen verkon G = (V, E) tiheys [20] on
_ 1B 2E
(5)  nn—1)
missé (§) = n(n—1)/2 verkon mahdollisten linkkien maksimimééré, kun verkon koko

on |V| = n. Satunnaisverkon G, tiheys mééritellidn samalla tavalla, missd linkkien
lukuméara |E(G,,)| on satunnaismuuttuja.

D(G)

Erityisesti sosiaalisten verkostojen kasvaessa kontaktien lukuméérd kasvaa vain
hitaasti. Sanotaan, ettd satunnaisverkkomalli €2,, on harva, jos parametrin n kasvaessa
satunnaisverkon G, linkkien lukuméiiri |E(G,,)| on alempaa kertaluokkaa kuin n?.
Ensin tulee méaaritella pieni o-estimaatti.

MAARITELMA 1.15. Olkoot f(n) ja g(n) muuttujan n € N funktioita. Funktio
f(n) on alempaa kertaluokkaa kuin funktio g(n) [1], merkitdén f(n) = o(g(n)), jos
funktio g(n) # 0 isoilla n ja

LAUSE 1.16. Olkoot f(n) ja g(n) muuttujan n € N funktioita, joille pitee f(n) =
o(g(n)). Olkoon lisiksi b > 0 posititvinen vakio. Tdlloin f(n) = o(bg(n)).

TobisTus. Olkoon b > 0 vakio ja f(n) = o(g(n)), jolloin f(n)/g(n) — 0, kun
n — oo. Viitteend on, ettd myos f(n)/(bg(n)) — 0, kun n — co. Tehdédén antiteesi.
Oletetaan, ettd f(n)/(bg(n)) — a # 0, kun n — oo tai f(n)/(bg(n)) ei suppene. Jos
F(n)/(bg(n)) = 1/b- F(n)/g(n) = a # 0, kun n — oo, niin £(n)/g(n) = b-a £ 0,
kun n — oco. Tdma4 on ristiriidassa oletuksen f(n) = o(g(n)) kanssa. Jos f(n)/(bg(n))
hajaantuu, niin f(n)/g(n) selvisti myos hajaantuu, kun b > 0 on vakio. Tamé& on
my0s ristiriidassa oletuksen f(n) = o(g(n)), joten viite f(n) = o(b(g(n))) on tosi. O

MAARITELMA 1.17. Olkoon (£2,) jono satunnaisverkkomalleja ja (G,,) jono sité
vastaavia satunnaisverkkoja. Sanotaan, ettd satunnaisverkkomalli €2,, on harva [10],
jos |E(G,)| = o(n?), eli jos
|E(Gn)

(1.2) ’

— 0, kun n — oo.
n

LAUSE 1.18. Olkoon €2,, harva satunnaisverkkomalli. T'dlloin satunnaisverkon G,
tiheydelle pdtee
D(G,) — 0, kun n — oc.
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TobpisTUS. Mééritelmén 1.14 mukaan satunnaisverkon G,, tiheys on D(G,) =
|E(G,)|/(5), missé linkkien lukuméérd |E(G,)| on satunnaismuuttuja. Nimitt#jélle
(5) pétee (5) = sn(n—1) > in? & n—1 > n/2, kun n > 2. Oletuksen mukaan
harvalle satunnaisverkkomallille Q,, pétee |E(G,)| = o(n?). Lauseesta 1.16 seuraa,
ettd |E(G,)| = o(bn?) kaikilla vakiolla b > 0, jolloin satunnaisverkon G, tiheydelle

pitee 0 < D(G,,) = |E(G,)|/(5) < |E(Gn)|/(3n*) — 0, kun n — oco. O

Joissain satunnaisverkkomalleissa kaavan (1.2) varma suppeneminen voi olla liian
vahva késite. Méadritelladn seuraavaksi heikompia suppenemiskasitteité.

MAARITELMA 1.19. Satunnaismuuttujajono (X,,) suppenee melkein varmasti (m.v)
[3] kohti satunnaismuuttujaa X, jos

P{w e Q: X(w) - X(w) kun n — oo}) =1,
jolloin merkitdadn X, =% X.

MAARITELMA 1.20. Satunnaismuuttujajono (X,,) suppenee stokastisesti [3] kohti
satunnaismuuttujaa X, jos kaikilla € > 0 pétee

(1.3) P(| X, — X|>¢€) — 0, kun n — oo,
jolloin merkitdan X, £ x.

Sanotaan, ettd satunnaisverkkomalli €2, on (stokastisesti) harva, jos satunnais-
verkkomallijonon (€2,,) vastaavalle satunnaisverkkojonolle (G,,) pétee

[E(Gn)|

P
>— — 0, kun n — oo.

(1.4)

n

Merkitdan télloin matemaatikkojen Béla Bollobds ja Oliver Riordan [7] tapaan |E(G,)|
= op(n?), missi pieni op-estimaatti tarkoittaa stokastista suppenemista.

ESIMERKKI 1.21. Olkoon G,, (») satunnaisverkkomalli [6], jonka perusjoukko koos-
tuu kaikista solmujoukolla V,, maéaéritetyistd verkoista, joissa solmuparit on riippu-
mattomasti kytketty kytkentétodenndkoisyydelld 0 < p(n) < 1. Asetetaan parametri
p(n) = b/n, vakiolla b > 0. Satunnaisverkon G,, ;@) linkkien lukumééra on télloin
satunnaismuuttuja [E(Gy pm))| ~ Bin (n(n —1)/2,b/n), jolloin satunnaismuuttujajo-
10 |E(Gppm))|/n? el suppene kohti nollaa varmasti. Markovin epdyhtdilin [2] mukaan
kaikilla e > 0 pétee

B[ E(Gnpm)|/n*] _ b(n—1)

€ 2en?

P(|E(Grpmy)l/n® > €) < — 0, kun n — oo,

joten mééritelmésté 1.20 nidhdédn, ettd |E(Gppm)|/n? 50, kun n — .

1.3. Verkon solmujen asteet

Sosiaalisen verkoston tiheys voidaan arvioida empiirisesti tutkimalla kuinka monta
sosiaalista kontaktia verkoston henkil6illd on. Jos jokaisen henkilén kontaktien luku-
médrd on tiedossa, voidaan tilastollisesti laskea verkoston tiheys henkiléiden kontak-
tien keskimédraisen lukuméérian avulla.
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MAARITELMA 1.22. Yleisen verkon G = (V, E) solmun i € V' naapurusto [4] on
joukko
N, ={jeV:ije L},
jonka alkioita kutsutaan solmun i naapureiksi.
Solmun ¢ naapuruston alkioiden lukuméarid kutsutaan solmun asteeks:.

MAARITELMA 1.23. Yleisen verkon G solmun i aste [5] on
(1.5) ki = |Nil,

missd |V;| on solmun ¢ naapuruston alkioiden lukuméérd. Verkon solmujen asteiden
keskiarvo on n-kokoisessa verkossa

_ 1 <&
1.6 k=KkG)=— k;.
(16) @=33
MAARITELMA 1.24. Solmu i on eristetty, jos k; = 0, ja solmu ¢ on loppusolmu, jos
ki = 1.

Matemaatikko Leonhard Euler esitti lauseen, joka usein helpottaa yleisten verk-
kojen analysointia.

LAUSE 1.25 ("Handshaking theorem” [5]). Yleiselle verkolle G = (V, E) pdtee
(1.7 > k= 2B,
i=1

jossa n on verkon koko ja |E| linkkien lukumddrd verkossa.

TobDISTUS. Yleisessd verkossa solmun aste k; kertoo kuinka monen linkin paéte-
solmu solmu 7 on. Yleisessd verkossa jokaisella linkilla on kaksi pddtesolmua, joten
summaamalla verkon solmujen asteet tulee jokainen linkki laskettua kahdesti. Ver-
kossa G on |E| linkkid, jolloin solmujen asteiden summa on > | k; = 2|E]. O

Kun verkon solmujen joukon V' ja linkkien joukon E alkioiden lukuméérét ovat
tiedossa, saadaan laskettua verkon solmujen asteiden keskiarvo kilman, etté tiedetéadn
verkon yksittédisten solmujen asteista mitaén.

SEURAUS 1.26. Yieisen verkon G = (V, E) solmujen asteiden keskiarvo k on

7 2E|
el
Vi
TobIsTUS. Verkolle, jonka koko on n pitee |V| = n, jolloin kaavoista (1.6) ja
(1.7) saadaan laskettua k= 15"  k; = 2|E|/|V]. O

Vastaavasti, jos verkon koko n ja solmujen asteiden keskiarvo k on tiedossa, saa-
daan helposti laskettua linkkien lukumééra verkossa.

SEURAUS 1.27. Olkoon G = (V, E) yleinen verkko, jonka koko on n ja solmujen
asteiden keskiarvo on k. Talloin verkon linkkien lukumddarda on
kn
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TobisTus. Verkon G solmujen joukon V' alkioiden lukumééra on V| = n, jolloin
tulos saadaan suoraan seurauksesta 1.26. 0

Kun n-kokoisen verkon solmujen asteiden keskiarvo £ on tiedossa, voidaan ilmaista
verkon tiheys myds verkon solmujen asteiden keskiarvon £ avulla.

SEURAUS 1.28. Yieisen verkon G = (V, E) tiheys on
k
n—1

missd k on verkon solmujen asteiden keskiarvo ja n verkon koko.

TobisTus. Médritelméan (1.14) mukaan D = 2|E|/(n(n — 1)). Seurauksesta 1.27
saadaan 2|F| = kn, joten D =k /(n — 1). O

1.4. Verkon karakteristisen polun pituus

Sosiaalisen verkoston rakenteellinen ominaisuus, joka monesti on vaikeampi mitata
empiirisesti, on lyhimmén kontaktiketjun pituus, jota keskiméérin tarvitaan yhdisté-
méan verkon kahta henkilod. Kahta henkilod yhdistdvad kontaktiketjua kutsutaan
verkkoteoriassa kahta solmua yhdistavéksi poluksi.

MAARITELMA 1.29. Yleisen verkon G = (V| E) polku [5] solmusta u solmuun v
on jono
U = Vg, €1,V1,€2,V2,...,6m, Un =V,

jossa on vuorotellen verkon solmuja v; € V' ja verkon linkkeji e; = {v;_1,v;} € E.
Verkon polku on suora, jos v; # v;, kun ¢ # j, ja polun pituus on jonon linkkien
lukumaéra m.

Kahta henkil6a yhdistévia kontaktiketjuja voi olla useita, mutta sosiaalisten ver-
kostojen analysoinnissa kiinnostaa erityisesti lyhin néistd. Verkkomallissa tAmé vastaa
kahden tietyn solmun lyhintéd yhdistdvéa polkua, jonka pituutta kutsutaan solmujen
etdisyydekst.

MAARITELMA 1.30. Yleisen verkon G = (V, E) solmujen i, j € V viilinen etdisyys
[15], d;;, on lyhin polun pituus, joka yhdistdd solmuja ¢ ja j. Jos solmuja i ja j ei
yhdistd mikéén polku, mééritelladn etdisyys ddrettoméksi, d;; = oo.

Erés globaali mitta, joka karakterisoi sosiaalisen verkoston rakennetta on lyhim-
mén kontaktiketjun pituus, jota keskimé&érin tarvitaan yhdistdmé&in verkoston kah-

ta henkilod. Tamé kertoo verkon solmuparien keskiméérdisen etéisyyden, jota D. J.
Watts ja S. H. Strogatz [10] kutsuvat verkon karakteristisen polun pituudeksi.

MAARITELMA 1.31. Yleisen verkon G = (V. E) karakteristisen polun pituus [10]
on

(1.8) L=1L(G) = m > d

missé d;; on solmuparin {i,j} € V? vilinen etaisyys ja (3) = n(n —1)/2 on eri
solmuparien lukumééré n-kokoisessa verkossa.
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Toinen globaali mitta on verkon halkaisija, joka ilmaisee verkon solmuparien isoim-
man etaisyyden.

MAARITELMA 1.32. Yleisen verkon G = (V, E) halkaisija [15] on

(1.9) diam(G) = max{d,; : {i,j} € VP
LAUSE 1.33. Yleiselle verkolle G pdtee
(1.10) L(G) < diam(G).

ToDISTUS. Olkoon dye, = max{d;; : {i,j} € Vi?}, jolloin dij < dpae kaikilla
{i,j} € V!?. Kaavasta (1.8) saadaan

1 1
LG =+——=) dj <+ dpa =2 = dypar = diam(G).
(@) in(n —1) Z 77 In(n-1) Z sn(n—1) lam(G)

g

Verkon karakteristisen polun pituus L(G) ja halkaisija diam(G) ovat ddrettomié,
jos verkossa on solmupari, jota ei yhdistd mikdédn polku. Seuraavaksi tarkastellaan
minké tyyppisissd verkkorakenteissa nédin kay, ja kuinka se voidaan ottaa huomioon
verkon karakteristisen polun pituuden ja halkaisijan laskemisessa.

MAARITELMA 1.34. Yleisen verkon solmupari on yhdistetty [5], jos niiden vélilla
on polku.

MAARITELMA 1.35. Yleinen verkko G on yhtendinen [5], jos verkon jokainen sol-
mupari on yhdistetty.

Monesti verkko ei ole yhtenédinen, jolloin se on epdyhtendinen, mutta silla on ole-
massa aliverkkoja, jotka ovat yhtenéisié.

MAARITELMA 1.36. Olkoot G = (V, E) ja H = (W, F) yleisid verkkoja, joille
W CV ja F C E. Silloin verkko H on verkon G aliverkko [5]. Jos lisdksi W C V tai
F C FE, niin verkko H on verkon G aito aliverkko.

MAARITELMA 1.37. Verkon G aliverkkoa H sanotaan verkon G maksimaaliseksi
aliverkoksi [5] jonkin ominaisuuden B suhteen, jos

(i) verkolla H on ominaisuus B ja
(ii) aina, kun H on verkon G aliverkon F' aito aliverkko, H C F C G, verkolla
I ei ole ominaisuutta B.

MAARITELMA 1.38. Verkon G = (V, E) komponentti [5] on verkon maksimaalinen
yhtenéinen aliverkko H = (W, F').

HuomauTus 1.39. (i) Epédyhtendisen verkon G karakteristisen polun pituus L(G)
ja halkaisija diam(G) ovat dérettomid. Téstd huolimatta voidaan kuvailla verkon ra-
kentennetta kyseisilla mitoilla laskemalla ainoastaan verkon yhdistettyjen solmupa-
rien etidisyydet, eli samassa komponentissa sijaitsevien solmuparien etidisyydet [15].
(ii) Toinen tapa vilttaa dédrettomit etdisyydet epayhtendisen verkon G karakteristisen
polun pituuden L(G) ja halkaisijan diam(G) laskuissa on laskea etdisyys ainoastaan
solmupareille, jotka sijaitsevat verkon isoimmassa yhtendisessia komponentissa [10].



LUKU 2
Yleisen verkon klusteroituneisuus

Verkon koon n ja solmujen asteiden keskiarvon k avulla saadaan laskettua mills
todennikoisyydelld verkon kaksi satunnaisesti valittua solmua on kytketty linkill&.
Harvassa verkkomallissa kyseinen todennékoéisyys on hyvin pieni, jos verkko on iso.

LAUSE 2.1. Olkoon G = (V, E) yleinen verkko, jonka koko on n. Tdlloin toden-
nakaisyys, ettd verkon satunnaisesti valittu solmupari {i,j} on kytketty linkilld, on

(2.1) P(ij € E) = n—fl

missd k on verkon solmujen asteiden keskiarvo.

TobisTus. Seurauksen 1.27 mukaan n-kokoisen verkon linkkien lukumé&ird on
|E| = kn/2, jossa k on solmujen asteiden keskiarvo. Verkossa on yhteensé (5) = n(n—
1)/2 eri solmuparia, joten todennékéisyys, ettd satunnaisesti valittu solmupari {7, j}
on kytketty linkilld, on P(ij € F) = |E|/(3) = (kn/2)/(n(n—1)/2) = k/(n—1). O

Esimerkiksi sosiaaliset verkostot ovat hyvin klusteroituneita siten, etta kaavan 2.1
todennékoisyys kasvaa huomattavasti tiedolla, etta valituilla henkil6illd on yhteinen
tuttava. Taméa viittaa siihen, ettd he todennékoisesti liikkuvat samoissa piireissé,
jolloin on todennékoisté, ettéd he ovat myos keskendén tuttavia.

2.1. Kytketty kolmikko ja kolmio

Verkossa kaksi solmua ja niiden yhteinen naapuri muodostavat kytketyn kolmikon.
Kyseiset solmut muodostavat liséksi kolmion, jos ne kaikki ovat keskenédén kytkettyja
linkilla (ks. kuva 2.1).

MAARITELMA 2.2. Olkoon G = (V, E) yleinen verkko. Kytketty kolmikko [16] on
verkon kolmen eri solmun ¢, j, k € V muodostama yhtenéinen aliverkko

Y = (WYaFY)a

missd Wy = {i,j,k} C V ja F, = {{4,5},{i,k}} C E. Solmua i, joka on joukon
F alkioiden yhteinen péétesolmu {4, j} N {i, k} = {i}, kutsutaan kytketyn kolmikon
keskisolmuksi. Merkitddan verkon G kytkettyjen kolmikkojen joukkoa

T(G)={y:Yy CG}
ja keskisolmun 7 € V' kytkettyjen kolmikkojen joukkoa
T, ={Y € T(G) : i € Wy on kytketyn kolmikon Y keskisolmu}.

11
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@ @

(a) (b)

Kuva 2.1. (a): Keskisolmun i kytketty kolmikko Y = (W, F,) €
Y, missa Wy = {i,4,k} ja Fy = {{i,7},{i,k}}. (b): Keskisolmun i
kytketyn kolmikon Y solmut muodostavat myo6s kolmion vV = (Wy, Fy),
missa Wy = {i,7,k} ja Fv = {{i,75},{4,k},{j, k}}, jolloin kolmio ¥
kuuluu joukkoihin A;, A; ja Ay.

LAUSE 2.3. Olkoon G = (V, E) yleinen verkko, jonka koko on n. Solmun i € V
kytkettyjen kolmikoiden joukon lukumddrd on

(22) = (5) =2,

missd k; on solmun i aste. Kytkettyjen kolmikoiden lukumddrd verkossa G on
(2.3) TG =Tl
i=1

Tobistus. Madritelmén 2.2 mukaan keskisolmun ¢ muodostama kytketty kol-
mikko Y, jossa Wy = {i,7,k} ja F\, = {{i,j}, {i, k}}, muodostuu solmusta i ja sen
naapuriparista {j,k} C N;. Joukon T; eri kytketyt kolmikot muodostuvat solmusta
i ja sen eri naapuripareista, joten joukon Y; alkioiden lukumé&éra on |Y;| = ('J\;') =
(k;) = k;(k; — 1)/2. Mééritelmén 2.2 mukaan verkon kytketylld kolmikolla Y, jolle
Wy ={i,j,k} ja Fy ={{i,7},{i,k}}, on yksi keskisolmu, silld {i,j} N {i,k} = {i}.
Joukot (Y; : i € V) ovat siis erillisid joukkoja, joten kytkettyjen kolmikoiden koko-
naisméérd n-kokoisessa verkossa saadaan summasta |T| = >"" |1l O

Maéaritellddn seuraavaksi kolmio, joko on verkon kolmen solmun muodostama tdy-
dellinen aliverkko, eli klikk.

MAARITELMA 2.4. Yleinen verkko G = (V, E) on tdydellinen [5], jos verkon jo-
kainen solmupari on kytketty linkilla.

MAARITELMA 2.5. Olkoon G verkko ja H sen aliverkko. Jos H on taydellinen,
niin H on verkon G klikki [5].

MAARITELMA 2.6. Olkoon G = (V, F) yleinen verkko. Kolmio [16] on verkon
kolmen solmun ¢, j, kK € V muodostama klikki

V= (WV7 FV)7
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missd Wy = {i,j,k} C V ja Fy = {{i,7},{¢,k},{J, k}} C E. Merkitdéan verkon G
kolmioiden joukkoa

AG)={v:Vv CG}
ja solmun ¢ siséltdvien kolmioiden joukkoa

A, ={Vv eAG):ieVy}.

LEMMA 2.7. Olkoon G = (V, E) yleinen verkko ja V € A(G) sen kolmio. Tdlloin
kolmio V kuuluu kolmen eri solmun kolmioiden joukkoon.

Tobistus. Olkoon V = (Wy, Fy) € A(G) kolmio, missd Wy = {i,j,k} C V(G)
ja Fy = {{i,7},{i,k}, {y,k}} C E(G). Talloin méadritelmin 2.6 mukaan Vv € A;,
Ve javeAy,silldid ke Vs (ks kuva 2.1). O

LAUSE 2.8. Olkoon G = (V, E) yleinen verkko, jonka koko on n. Tdlloin
(2.4) > 1A =3]AG),
i=1

missd |A(G)| on kolmioiden lukumddrd verkossa ja |A;| solmun i sisdltavien kolmioi-
den lukumddrd kaikilla i € V.

TobisTus. Verkon G kolmio V € A(G) siséltyy lemman 2.7 mukaan kolmen
eri solmun kolmioiden joukkoon. Summaamalla jokaisen solmun ¢ € V siséltdvien
kolmioiden lukumééra |A,;| tulee laskettua jokainen verkon kolmio kolme kertaa. [

MAARITELMA 2.9. Olkoon G = (V, E) yleinen verkko ja F' C E sen epétyhja
linkkijoukko. Talloin H = (W, F), missa W C V on joukon F' linkkien paétesolmujen
joukko, on joukon F' linkki-indusoima [5] verkon G aliverkko.

MAARITELMA 2.10. Olkoon G = (V, E) yleinen verkko ja W C V sen epityhja
solmujoukko. Talloin H = (W, F) on joukon W solmuindusoima [5] verkon G ali-
verkko, jos F' C FE muodostuu niista joukon F linkeisté, joiden péaatesolmut kuuluvat
joukkoon W.

LAUSE 2.11. Olkoon G = (V, E) yleinen verkko ja A(G) verkon G kolmioiden
joukko. Tdlloin jokaisella kolmiolla V € A(G) on olemassa kolme eri linkki-indusoitua
kytkettyd kolmikkoa.

Tobistus. Olkoon V € A(G) verkon kolmio. M#éritelmén 2.6 mukaan kolmio
v = (V4, Ey) muodostuu verkon kolmesta solmusta Vi = {i,j,k} C V(G) ja link-
kijoukosta Fy = {{i,j},{i, k},{j,k}}. Olkoon F; = {{i,j},{i,k}} C Ey linkkijou-
kon Fy epétyhja osajoukko. Joukon F; linkkien péitesolmujen joukko on Vg, joten
H; = (Vy, F;) on joukon F; linkki-indusoima kolmion V aliverkko. Méa#ritelmén 2.2
mukaan verkko H; on kytketty kolmikko, jonka keskisolmu on {i} = {7, 7} n {i, k},
joten H; € Y,. Samoin H; = (Vg,F}) ja Hy = (Vg, F;) muodostavat joukkojen
F; ={{i,j},{j,k}} C Ey ja F, = {{i,k},{J, k}} C Ey linkki-indusoimat kolmion ¥
aliverkot, jotka méédritelmén 2.2 mukaan muodostavat keskisolmujen j ja k kytketyt
kolmikot H; € T, ja Hy € Ty.
0
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O Q
0, © ®
(a) (b) ()

Kuva 2.2. Kuvissa ndhdédan solmun ¢, j ja k naapurustot, joissa kai-
kissa on kolme naapurisolmua, joten |T;| = |T;| = |T4| = () = 3. (a):
Yksi solmun ¢ kytketyistd kolmikoista muodostaa myos kolmion V, jo-
ten solmun ¢ klusterointikerroin on C; = |A;|/|Y;| =1/3. (b): C; =2/3
ja (¢): Cx =3/3=1.

2.2. Verkon klusterointikerroin

Fyysikko Duncan J. Watts ja matemaatikko Steven H. Strogatz [10] maarittavat
vuoden 1998 julkaisussaan solmun klusterointikertoimen, joka laskee osuuden keski-
solmun ¢ kytketyistd kolmikoista, jotka muodostavat myos kolmion (ks. kuva 2.2).

MAARITELMA 2.12. Yleisessé verkossa G = (V, E) solmun ¢ € V' klusterointiker-
roin [10] on

| A
2.5 C; = € 0,1},
(2.5) T [0, 1]

kun |T;| > 0, missd |A;| on solmun ¢ sisdltédvien kolmioiden lukuméira ja |1;| on
keskisolmun ¢ kytkettyjen kolmikoiden joukon lukuméaré. Solmulle ¢, jonka aste on
k; € {0, 1}, médritellddan solmun klusterointikerroin C; = 0 [15].

D. J. Watts ja S. H. Strogatz [10] méérittavit myos verkon klusterointikertoimen,
joka laskee verkon solmujen klusterointikertoimien keskiarvon.

MAARITELMA 2.13. Olkoon G = (V, E) yleinen verkko, jonka koko on n. Verkon
klusterointikerroin on

(2.6) c(G) = %i C e [0,1],

missé C; on solmun ¢ € V klusterointikerroin.

Tietojenkésittelytieteilijit Thomas Schank ja Dorothea Wagner [16] maarittavit
vaihtoehtoisen muodon verkon klusterointikertoimelle, joka laskee keskiarvon solmujen
klusterointikertoimista ainoastaan niille solmuille, joilla on vahintdédn kaksi naapuria.

MAARITELMA 2.14. Olkoon G = (V, E) yleinen verkko. Mééritelldén joukko
(2.7) Vi={ieV:k>2}CV,
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joka siséltdd verkon G solmut, joilla on vdhintdédn kaksi naapuria. Verkon klusteroin-
tikerroin laskettuna joukon V' solmuille on [11]

(2.8) Cor(G) = é S cieo)

V&

kun |V’| > 0, missd C; on solmun i € V' klusterointikerroin.

Seuraavaksi esitetddn lause, milla tavoin klusterointikertoimet C' ja Cy. eroavat
toisistaan.

LAUSE 2.15. Olkoon G = (V, E) yleinen verkko ja V' = {i € V : k; > 2} solmu-

joukon V' epdtyhji osajoukko. Kaavojen (2.6) ja (2.8) klusterointikertoimille pdtee
V']
C(G) = WCV/(G).

Tobistus. Olkoon G = (V, E) yleinen verkko ja V' = {i € V : k; > 2} sol-
mujoukon epétyhja osajoukko. Maaritelmén 2.12 mukaan solmun ¢ klusterointiker-
roin C; = 0, kun k; € {0,1}, jolloin ) ., C; = Z{iev:kizﬂ C; + Z{ieV:ki<2} C; =
> ey Ci Médritelmistd 2.13 ja 2.14 saadaan nyt C(G) = = >, C; = ﬁ Yoiev Ci =

—n
V'] 1 _ Ml _ V]
it vy 2uiev Ci = 7 v 2ievr Ci = 7 Cv(G). -
2.3. Verkon transitiivisuuskerroin

Fyysikot Alain Barrat ja Martin Weigt [11] esittavét vuoden 2000 julkaisussaan
vaihtoehtoisen verkon klusterointikertoimen, joka laskee suhdelukujen (|A;|/|T;] : 1 <
i < n) keskiarvon sijaan suhdeluvun keskiarvoista = "7 | [A;| ja £ 37 [T

MAARITELMA 2.16. A. Barratin ja M. Weigtin klusterointikerroin [11] yleiselle
verkolle G on

1 n
= n Z':l |A2|
(2.9) CG) =1+
=i | Tl

kun |Y;| > 0 jollakin ¢ € V', missi |T;| on solmun 7 kytkettyjen kolmikoiden lukumééra
ja |A;| solmun i siséltévien kolmikoiden lukumé&éré.

Fyysikot Mark E. J. Newman ja Duncan J. Watts ja matemaatikko Steven H. Stro-
gatz [13] esittavit vuoden 2002 julkaisussaan toisen klusterointikertoimen verkolle,
joka on yleisemmin kéytetty. Tamé laskee suhdeluvun verkon kytketyisté kolmioista,
jotka myo6s muodostavat kolmion. Kéytetdén sille nimitystéa transitiivisuuskerroin.

MAARITELMA 2.17. Yleisen verkon G transitiwisuuskerroin [13] on

: 3|A(G)]
(2.10) C'(G) e € [0, 1],
kun |Y(G)| > 0, missd |A(G)| on kolmioiden lukumééré verkossa ja |Y(G)| kytketty-
jen kolmikoiden lukumééra verkossa. Lauseen 2.11 mukaan kolmio V € A(G) siséltaa
kolmen eri keskisolmun linkki-indusoidun kytketyn kolmikon, joten verkon kytketty-

jen kolmikoiden lukumédri, joiden solmut my6s muodostavat kolmion on 3|A(G)|.

Osoitetaan, ettd méadritelméan 2.17 transitiivisuuskerroin on sama kuin A. Barratin
ja M. Weigtin esittdamé klusterointikerroin méaritelmésta 2.16.
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LAUsE 2.18. Olkoon G = (V, E) yleisen verkon, jossa | ;| > 0 jollakin i € V.
Tdlloin C(G) = C'(G).

TODISTUS. Sievennetiisin kaavan (2.9) klusterointikerrointa muotoon C(G) =
Yo 1A/ (O | Xs]) - Verkon kytkettyjen kolmikoiden lukuméérd on kaavan (2.3)

mukaan |T(G)| = >, |T;| ja verkon kolmioiden lukumiérd on kaavan (2.4) mukaan
IA(G)| = 5 >0, |A;]. Verkon transitiivisuuskerroin kaavasta (2.10) saadaan muotoon

_3AG)] _ XL A

(2.11) C'(G) = RE Nk

2.4. Klusterointi- ja transitiivisuuskertoimen yhteys

Tietojenkésittelytieteilijit Thomas Schank ja Dorothea Wagner [16] méaarittavit
verkon painotetun klusterointikertoimen C., painofunktiolla w : V' — R, jonka avul-
la he osoittavat klusterointikertoimen CYy. ja transitiivisuuskertoimen C’ yhteyden.
Samat tulokset todistetaan yleisemmin solmujoukon V' painofunktiolla w : V' — R,.

MAARITELMA 2.19. Olkoon G = (V, E) yleinen verkko ja w : V' — R, verkon
solmujen painokerroinfunktio. Verkon painotettu klusterointikerroin [16] on

1
> ey w(i) ;

kun w(z) > 0 jollakin ¢ € V', missd C; on solmun ¢ € V klusterointikerroin.

(2.12) Co(G) = w(i)C

LEMMA 2.20. Olkoon G = (V, E) yleinen verkko ja solmujen painokerroinfunktio
w:V — a> 0 vakiokuwvaus. Talloin Cy(G) = C(G).

TobisTus. Olkoon painokerroinfunktio w : V- — a > 0 vakio, w(i) = a kai-
killa i € V = {1,2,...,n}. Kaavoista (2.6) ja (2.12) saadaan laskettua C,(G) =

Ziev w(i)C;/ ZieV w(i) =a Z?:l Ci/ Z?:l a = %Z?:l C; = C(G). O

Schank ja Wagner [16] osoittavat, ettd verkon painotettu klusterointikerroin C,, on
sama kuin verkon transitiivisuuskerroin C’, kun painokerroinfunktioksi w : V' — R,
valitaan w(i) = |1;|. Todistetaan tdmé vaite solmujoukolle V.

LAUSE 2.21. Olkoon G = (V, E) yleinen verkko, jossa |Y;| > 0 jollakin i € V.
Olkoon w : V- — R werkon solmugjen painokerroinfunktio, jolle w(i) = |Y;| kaikilla
i € V. Tilloin C,(G) = C'(G).

TopISTUS. Solmun i klusterointikerroin on mééritelmén 2.12 mukaan C; = |A;|/| 4.
Olkoon painofunktio w(i) : V- — R, w(i) = |1;] kaikilla ¢ € V. Kun |Y;| > 0 jollakin
i € V saadaan kaavoista (2.12) ja (2.11) laskettua C\,(G) = > .oy, w(i)Ci/ Yoy w(i) =
Z?:l ‘Ti|Ci/Z:'L=1 T3] = Z?:l |Ai’/2?=1 |T;| = C'(G). O

Schank ja Wagner [16] esittéivét kaksi tilannetta, jossa verkon klusterointikerroin
Cy ja transitiivikerroin C” ovat samoja. Todistetaan, ettd ne ovat kyseisissa tilanteissa
my0s sama kuin verkon klusterointikerroin C.

LAUSE 2.22. Olkoon G = (V, E) yleisen verkon, jossa k; > 2 jollakin i € V.
Talloin C(G) = Cv/(G) = C'(G), jos
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Kuva 2.3. Esimerkkeji klusterointikertoimien C' = £ 37" | |A;|/|T],
Cyr = ﬁ Y iev 1A /15| ja C" = 3|A|/|Y| eroista, kun n — oo, missi
Vi={ieV:k>2} (a): C=Cv = Qugipags +(n—2) =1

n

jaC' =3(n—2)/2(";" ) +n—-2)=3/n—=0. (b): C =170,
Cvi=3 5=102C=3/06+(3) =0 (:C=5-7=0,
Cv=%3F=FjacC =%

(1) verkon solmujen asteet ovat samoja tai
(2) verkon solmujen klusterointikertoimet ovat samoja.

TobisTus. (1): Olkoon k; = a > 2 kaikilla ¢ € V. Kaavan (2.2) mukaan |Y;| =

(5) = (§) = @ > 1 kaikilla i € V. Mééritelmien 2.12 ja 2.13 ja kaavan (2.11) mukaan

C(G) = 3 21 [/ 1] = 3701 |Al/ (na’) = 3200 1A/ 320, M| = C'(G). Joukko
Vi={ieV:k >2} =V, joten lauseen 2.15 mukaan C(G) = Cy/|V'|/|V| = Cy-.

(2): Olkoon C; = b € [0, 1], kaikilla i € V ja k; > 2 jollakin ¢ € V. Talloin méaritelmén
2.13 mukaan C(G) = 3" C; = £3°" b = b. Olkoon w(i) = |T;| kaikilla i €

V, jolloin lauseen 2.21 mukaan C,(G) = C'(G). Toisaalta saadaan kaavasta (2.12)
laskettua Cul(G) = ey w(Cs/ Srey 0(0) = b Yy Vil/ Siey ITi] = b = C(G).
Mééritelmén 2.14 mukaan Cy(G) = ﬁ Yo Ci = b|V'|/|V'] = b= C(G). O

Matemaatikot Béla Bollobds ja Oliver M. Riordan [12] huomauttavat, etté ylei-
sessi verkossa C' (tai Cy/) ja C” ovat eri klusterointikertoimia, joka ndhd&én &éa-
rimmillddn kuvassa 2.3(a). Lemmasta 2.20 ja lauseesta 2.21 n#hdéén, etta C' (tai
Cy+) painottaa solmujen klusterintikertoimia C; yhté paljon, kun taas C’" painottaa
enemmaén sellaisia solmujen klusterointikertoimia C}, joiden aste k; on iso. Lauseesta
2.15 ndhdéaan, ettéd klusterointikertoimet C' ja Cy» antavat eri arvot verkossa, jossa
V' =H{ieV:k >2} < |V] (ks. kuva 2.3(b),(c)). Lauseesta 2.22 seuraa, etti ver-
kossa, jossa solmujen asteet eroavat paljon toisistaan, Cy ja C” antavat samankaltai-
sia arvoja, jos solmujen klusterointikertoimet C; ovat ldhes riippumattomia kyseisten
solmujen asteista, muulloin niiden arvot saattavat erota.



LUKU 3

Satunnaisverkon klusteroituneisuus

Maéaritelladn seuraavaksi satunnaisverkon klusterointi- ja transitiivisuuskerroin se-
ké kaavoja niiden laskemiseen. Tata varten tarvitaan todennékoisyysteorian késittei-
ta, kuten rippumattomuus, odotusarvo, ehdollinen odotusarvo, varianssi ja Kolmogo-
rovin vahva suurten lukujen laks.

MAARITELMA 3.1. Reaaliarvoiset satunnaismuuttujat X, Xs, ... X,, ovat riippu-

mattomia [3], jos mielivaltaisille Borel-mitallisille joukoille Ay, As, ... A,, pétee
P (ﬂ{Xt € At}> =[[P(x: € 4.
t=1 t=1

Hieman heikompi riippumattomuuskésite on pareittainen riippumattomuus.

MAARITELMA 3.2. Satunnaismuuttujat Xi, X, ... X,, ovat pareittain riippumat-
tomia (3], jos kaikki parit ovat riippumattomia.

Satunnaisverkon analysointia usein helpottaa tieto, ettid satunnaisverkon solmujen
asteet ovat riippumattomia. Madritellddn seuraavaksi satunnaisverkon G,, solmun ¢ €
V,, aste k;(G,,), joka on satunnaismuuttuja.

MAARITELMA 3.3. Satunnaisverkon G,, solmun i € V,, aste on satunnaismuuttuja

(3.1) k(G) = > Xy,

{ijyev,?
missé

(3.2) VO = {{i",j eV i {i i} c v

on solmujoukon V,, jarjestdméttomien parien v, osajoukko, jonka kaikki alkiot si-
saltavit solmun ¢. X;; on indikaattorisatunnaismuuttuja

(3.3) X F7p“mmm“%ﬁewmmmmmwmma
. =

0, muulloin.

Solmun i € V,, aste k;(G,,) riippuu siitd, kuinka monta solmuparia on kytketty
linkilld joukossa V;*), jonka koko on |V;¥| = n — 1. Béla Bollobés [6] huomauttaa,
etté joukot (Vi(Z) .1 € V,) ovat melkein erillisid osajoukkoja, silld leikkaus Vi@)rﬂ/j@) =
{i,7}, i,j € V,,,1 # j koostuu ainoastaan yhdesté alkiosta.

18
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3.1. Odotusarvo, varianssi ja ehdollinen odotusarvo

Seuraavaksi madritelladan satunnaismuuttujan odotusarvo ja ehdollinen odotusar-
vo seké niiden laskusdantoja.

MAARITELMA 3.4. Olkoon (2, F,P) diskreetti todennédkdoisyysavaruus. Positiivi-
sen reaaliarvoisen satunnaismuuttujan X : 2 — S C Ry odotusarvo [4] médritelldén
kaavalla

E[X] =) X(w)Pw),
weN
joka voi olla dérellinen tai déareton.

LAUSE 3.5. Olkoon (), F,P) diskreetti todenndikdisyysavaruus ja X : Q@ — S C
R, sen positiwvinen reaaliarvoinen satunnaismuuttuja, jonka jakauma on Px. Olkoon
lisiksi f : S — R, positiivinen kuvaus. Talloin [4]

(i) satunnaismuuttujan X odotusarvo saadaan kaavasta

E[X] =) sPx(s),

seS

(ii) satunnaismuuttujan f(X) odotusarvo saadaan kaavasta

E[f(X)] = f(s) Px(s).

seS

TopisTus. (i) [4] Oletetaan, ettd f : S — R,. Olkoon X '{s} = {w € Q :
X(w) = s} tapahtuma, etti X saa arvon s € S. Tallsin (X '{s}).cs on numeroi-
tuva kokoelma erillisid tapahtumia, jotka mééaritelméan 1.8 mukaan on avaruuden {2
ositus (J,. g X '{s} = Q. Koska positiivisten termien summa ei riipu summausjérjes-
tyksestd, havaitaan, ettd yhdistetyn kuvauksen h: Q@ — R, , h = f(X) odotusarvolle
patee

E[h] =) h(w) P) =Y f(X@)Pw =) > [XWw)Pw)
weN weN s€S weX—1{s}
Koska X (w) = s kaikilla w € X {5} saadaan

YD JXWYPwW =) f(s) Y, Pw) =) f(s)PXHsh),

s€S weX1{s} ses weX1{s} ses

misséd médritelmén 1.7 mukaan P(A) = > P(w) kaikilla A C F. Méaritelmén 1.10
weA

mukaan Px(s) =P({w € Q: X(w) = s}) = P(X"!{s}), joten
E[f(X)]=) f(s)P(X{s}) =) f(s)Px(s).
ses s€S
(i) Viite seuraa suoraan kohdasta (ii) asettamalla f(s) = s kaikilla s € S. O

SEURAUS 3.6. Olkoon (0, F,P) todenndikdoisyysavaruus ja 14 indikaattori tapah-
tumalle A € F. Tdlloin indikaattorin 14 odotusarvo on

E[14] = P(14 = 1),
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jossa P(14 =1) =P(A).

Tobistus. Indikaattori 1 on {0, 1}-arvoinen satunnaismuuttuja, joten lauseen 3.5
mukaan E[14] =0-P(1,=0)+1-P(1la=1)=P(1s=1). O

LAUSE 3.7. Olkoon (Q, F,P) diskreetti todenndikoisyysavaruus ja X,Y : Q — R,
sen positivisia reaaliarvoisia satunnaismuuttujia. Tdlloin [4]

(3.4) E[aX +0Y] = aE [X] 4+ bE[Y] kaikilla a,b > 0.

Tobistus. Olkoon a,b > 0 vakioita. Mé&éritelmésta (3.4) ja positiivitermisen
summan summausjirjestysti vaihtamalla saadaan [4]

E[aX +bY] = (aX(w) +bY () Pw) =Y aX(w) Pw) + Y _bY (w) P(w)

=0 X(w)Pw)+b> Y(w)Pw)=aE[X]+E[Y]

O

LAUSE 3.8. Olkoon (Q, F,P) diskreetti todenndikoisyysavaruus ja X,Y : Q — R,
sen positivisia reaaliarvoisia satunnaismuuttugia. Jos X ja 'Y owvat riippumattomia
satunaismuuttugia, niin [4]

EXY] =E[X]E[Y].
TobisTus. Sivuutetaan (ks. [4]). O

Lasketaan satunnaisverkon (,, solmun asteen odotusarvo kayttamaélla positiivisen
satunnaismuuttujan odotusarvon lineaarisuutta lauseesta 3.7.

LAUSE 3.9. Satunnaisverkon G,, solmun i € V,, asteen k;(G,,) odotusarvo on
(3.5) Elk(Gn) = ) P(X;=1),
{i.jyev?

missi X;; on indikaattori tapahtumalle, ettd solmupari {i,j} on kytketty linkilld.

TobpisTus. Positiivisille reaaliarvoisille satunnaismuuttujille (X;; : {i,j} € Vi(Q))
saadaan lauseen 3.7 ja seurauksen 3.6 mukaan

MAARITELMA 3.10. Olkoon (2, F,P) todennikoisyysavaruus ja X : Q@ — R re-
aaliarvoinen satunnaismuuttuja, jolle E[|X?|] < oo. Satunnaismuuttujan X varianssi
[2] madritelladn kaavalla

Var(X) = E[X — E[X]]* = E[X?] — E[X]%.



3.1. ODOTUSARVO, VARIANSSI JA EHDOLLINEN ODOTUSARVO 21

LAUSE 3.11. Olkoon (Q, F,P) diskreetti todenndkoisyysavaruus ja X,Y : Q — Ry
sen posititvisia reaaliarvoisia satunnaismuuttujia, joiden varianssit ovat ddrellisid.
Jos X ja'Y ovat rigppumattomia satunnaismuuttujia, niin [3]

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y).

ToDISTUS. Miéiritelméin 3.10 mukaan Var(X) = E[(X)?] — E[X]?, joten lauseista
3.7 ja 3.8 saadaan laskettua

Var(X +Y) =E[(X +Y)’] — (E[X +Y])*
= E[X? +2XY + Y?] — (E[X] + E[Y])?
X°+ 2E[X]E[Y] + E[Y?] — (E[X]” + 2E[X]E[Y] + E[Y]*)
] - E[X]? + E[Y?] - E[Y]?
ar(X) + Var(Y).
O

Ehdollisen odotusarvon méarittdmiseen tarvitaan ehdollinen todenndkdisyys ja
sen laskusdantojé.

MAARITELMA 3.12. Olkoot (2, F,P) diskreetti todennékoisyysavaruus ja A, B €
F tapahtumia, jossa P(B) > 0. Tapahtuman A ehdollinen todenndkdisyys [4] ehdolla

B on
P(AN B)
P(B)
MAARITELMA 3.13. Olkoon (€2, F,P) diskreetti todennékoisyysavaruus. Tapah-
tumat A, B € F ovat rigppumattomia [2], jos

P(AN B) = P(A) P(B).

P(A|B) =

MAARITELMA 3.14. Olkoon (2, F,P) diskreetti todennékoisyysavaruus. Tapah-
tumat A, B € F ovat ehdollisesti riippumattomia ehdolla C' € F, P(C) > 0 jos

P(ANB|C)=P(A|C)P(B|C).

LAuUse 3.15. Olkoot A, B € F diskreetin todenndkdoisyysavaruuden (Q, F,P) riip-
pumattomia tapahtumia, jossa P(B) > 0. Tdlloin

P(A| B) = P(A).

TobisTus. Olkoon P(B) > 0. Maéritelmén 3.12 mukaan P(A | B) = P(AN
B)/P(B). Koska tapahtumat A ja B ovat riippumattomia, saadaan méaéritelméasta
3.13, etti P(A | B) =P(AN B)/P(B) =P(A)P(B)/P(B) = P(A). O

LAUSE 3.16. Olkoot Ay, ..., A, € F tapahtumia ja P(A1N...NA,_1) > 0. Tdlloin
P(AN...NA,) =P(A)P(Ay | A1) P(As | AN Ag) ... P(A, | A1N...NA,1).

TobisTus. [2] Olkoon n = 2. Viite seuraa télloin suoraan mééritelmasta 3.12.
Tehdédan induktio-oletus, ettéd viite patee n — 1 tapahtumille A; N ... N A,_1, jolloin

P(A;N...0Apy) = P(A)P(As | A)P(As | AN As) . P(Auy | AN ... 0 Ayls).
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Seuraavaksi todistetaan, ettd viite pitee myos n tapahtumille. Merkitéan tapahtuma
B = A;N...NA,_1, jolloin méaaritelméasta 3.12 saadaan P(BNA,,) = P(A, | B) P(B).
Induktio-oletuksesta seuraa
P(AiN...NA,) =P(BNA,) =P, | B)P(B)
=P(A)P(As | A))P(As | A1 N Ag)...P(A, 1 | AiN...NA, )
P(A, | AiN...NA,1).
O
LAUSE 3.17. Olkoon (2, F,P) diskreetti todenndikoisyysavaruus ja {H; : 1 < i <
n} perusjoukon Q ositus. Talloin kaikille A € F pdtee

]P)(A) = ZMA | Hi)]P)(Hi)'

Tobistus. [2] Olkoon {H; : 1 < i < n} perusjoukon € ositus. Tapahtumalle
A € F pétee tilloin A = ANQ =AnN (UL, H;) =U, (AN H;). Joukot {H; : 1 <
i < n} ovat erillisid joukkoja, joten sama pitee joukoille {(ANH;) : 1 < i < n}.
Talloin todenndkoisyysmitan médritelmén 1.6 mukaan P(A) = P(U, (AN H;)) =
2lim PANH;) =30 P(A | Hi) P(H;). O

Nyt voidaan maééritelld diskreetin satunnaismuuttujan ehdollinen odotusarvo ja
sen laskusdantojé.

MAARITELMA 3.18. Olkoot X : Q — {xy,29,...} ja Y : Q = {y1,90,...}, Y >
0, diskreettejé satunnaismuuttujia. Satunnaismuuttujan Y ehdollinen odotusarvo 2]
ehdolla {X = z;}, kun P(X = z;) > 0 on

EY | X =a]=) nP(Y =y | X =)
k=1

Maaritellddn seuraavaksi diskreetin satunnaismuuttujan Y ehdollinen odotusarvo,
kun ehtona on satunnaismuuttuja X tapahtuman {X = z,} sijaan. Télléin ehdollinen
odotusarvo E[Y | X] on satunnaismuuttuja.

MAARITELMA 3.19. Olkoot X : Q — {xy,29,...} ja Y : Q = {y1,90,...}, Y >
0, diskreettejé satunnaismuuttujia. Satunnaismuuttujan Y ehdollinen odotusarvo 2]
ehdolla X on
EY | X] = f(X),

missa funktio f: {x1,x9,...} — R on méiritelty
EY | X =z, kun P(X =z) > 0,

(3. flay = 4o I X = =0
mielivaltainen arvo, kunP(X =2x) =0

kun satunnaismuuttuja Y on integroituva todennékéisyysmitan P(- | X = x;) suhteen
kaikille j, joille P(X = z;) > 0.

LAUSE 3.20. Olkoot X : Q — {x1,29,...} ja Y : Q — {y1,99,...}, Y > 0,
diskreetteji satunnaismuuttujia. Talloin

EEY | X]=E[Y].
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TobIsTUS. Mééritelmén 3.19 mukaan satunnaismuuttujan X muunnos f(X) =
E[Y | X] on satunnaismuuttuja, jonka odotusarvo saadaan laskettua satunnaismuut-
tujan X jakauman avulla lauseesta 3.5, E[f(X)] = > 72, f(z;) P(X = x;). Kaavan
(3.6) mukaan f(z) =E[Y | X = 2], kun P(X = x) > 0, joten saadaan

EEY [ X]]=E[f(X)] = Zf(xj)]P’(X =)= ) EY|X=ug]PX=gz)

JP(X=x;)>0

Maéritelmésta 3.18 saadaan nyt laskettua

Y EY [ X=z]PX=x;)= ) (Zyk _yk|X::cj)>]P>(X:xj).

JP(X=x;)>0 JP(X=z;)>0

Maéritelmén 3.12 mukaan P(Y =y, | X = z;) = P(Y = y, X = z;)/P(X = z;),
joten saadaan

EEY|X]= Y (Zykmyzyk | X:xj>> P(X = z;)

JP(X=1;)>0

= 2 (Zk ‘y’“’_ﬁfﬁ)mxzx»

§:P(X=2,)>0

= > Zyk =y, X = ;)

JP(X=xz;)>0 k=1

k=1

§P(X=2,)>0

= (Z]P’ = yp, X xj)>.

k=1

Olkoon X Hz;} = {w € Q: X(w) = x;} = {X = z;} tapahtuma. Télléin tapah-
tumat (X ~'{x;})2, ovat numeroituva kokoelma erillisi tapahtumia, jotka mééritel-
mén 1.8 mukaan muodostavat avaruuden Q osituksen, (J;2, X~ '{z;} = Q. Téllgin
tapahtumat ({Y =y, N X = x;})32; ovat myds erillisid tapahtumia, joten todenné-
kdisyysmitan maédritelmén 1.6 mukaan

:P(G(Y:ykﬁX:xj)) :P((Yzyk)ﬂ (Dszg))

=P((Y =y) N Q) =P(Y = ).

Lauseesta 3.5 saadaan nyt laskettua E[E[Y | X]] = > v P(Y = w) = E[Y]. O
k=1
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LAUSE 3.21. Olkoot X, Y ja Z diskreetteji satunnaismuuttujia, jossa X,Y > 0.
Talloin
ElaX +bY | Z] = aE[X | Z] + DE]Y | Z], kaikilla a,b > 0.
Tobistus. [3] Olkoot a,b > 0 vakioita. Lauseista 3.20 ja 3.7 saadaan
E[E[aX 4 aY | Z]] = E[aX + bY| = aE[X] + bE[Y]| = «E[E[X | Z]] + VE[E]Y" | Z]]
=E[eE[X | Z] + bE[Y | Z]].
O

3.2. Kytketty kolmikko ja kolmio satunnaisverkossa

Seuraavaksi tarkastellaan satunnaisverkon G, solmun ¢ € V,, kytkettyjen kolmi-

koiden lukumééra |Y;|, joka on satunnaismuuttuja. Merkitdan symbolilla V¥ solmu-
joukon V,, jarjestamattomien kolmikoiden joukkoa.

MAARITELMA 3.22. Satunnaisverkon (,, solmun 7 kytkettyjen kolmikoiden luku-
maara on satunnaismuuttuja

(3.7) (Gl = > gy
(i.jkyev,?

missé

(3.8) VS = ({7 j Ky eV® ie i K} c VO,

on solmujoukon V,, jarjestdméattomien kolmikoiden A% osajoukko, jonka kaikki alkiot
siséltavit solmun ¢ € Vj,. 1y;u on indikaattorisatunnaismuuttuja

1, jos solmuparit {7,7},{i,k} € V? on kytketty linkilla,
0, muulloin.

Kaavassa 3.7 indikaattorit (Ly;mw : {4,7,k} € Vi(?’)) eivdt ole riippumattomia
(ks. kuva 3.1), mutta siitd huolimatta saadaan helposti laskettua solmun kytkettyjen
kolmikoiden lukuméérén odotusarvo.

LAUSE 3.23. Satunnaisverkon G, solmun i € V, kytkettyjen kolmikoiden luku-
mddrdn odotusarvo on

(3.10) BTG = Y Plgm=1),
{i.j,kyev®

missi Lyga on indikaattori tapahtumalle, ettd solmuparit {i,j}, {i,k} € vi® on
kytketty linkilld.

Tobistus. Kaavoista (3.4), (3.7) ja seurauksesta 3.6 saadaan laskettua

E(T(GII=E| Y luw|= > Ellgwl= D Plysm=1.

{ijkyev,® (i, kyev,® {i,gkyev,®

n



3.2. KYTKETTY KOLMIKKO JA KOLMIO SATUNNAISVERKOSSA 25

Kuva 3.1. Satunnaisverkossa G4, solmun 1 kytkettyjen kolmikoiden
lukumééra on satunnaismuuttuja |Y1(G,)| = > (kv Ly - In-
dikaattorit (Lyym : {i,J,k} € Vl(?’)) eivit ole riippumattomia, silld
P(Lipgp ey = L Lpappapy = 1) = p° # p' = Pl sy =
D) P(1gu3y,01,433 = 1). Solmun 1 kytkettyjen kolmikoiden lukuméé-
rin odotusarvo saadaan laskettua kaavasta (3.10), E[|T1(G,,)|] =

3
Yiimeve P = 1) = (3)p* = 3p*

SEURAUS 3.24. Satunnaisverkon G, kytkettyjen kolmikoiden kokonaismddrdn odo-
tusarvo on

E[|T(Gn)|] = Z Z P(Lgmy = 1),

=1 g kyev®

missd 1wy on indikaattori tapahtumalle, ettd solmuparit {i,j},{i,k} € V,? on
kytketty linkilld.

TobisTus. Lauseen 2.3 mukaan kytkettyjen kolmikoiden kokonaismééra on | Y| =
Yoo |14l joten satunnaisverkon G, kytkettyjen kolmikoiden kokonaisméérin odo-
tusarvo saadaan laskettua lauseesta 3.7, E[|T(G,)|] = E[D__, [Til]l = > E[|T:]].
Viite seuraa lauseesta 3.23. 4

Kaavasta (2.2) huomataan, ettéd solmun 7 kytkettyjen kolmikoiden lukumé&éra riip-
puu ainoastaan solmun i asteesta k;(G,,), sillad |T;(G,)| = (ki(gn)) = ki(Gn)(ki(G,) —
1)/2. Seuraavaksi esitetdéan lause, jonka avulla voidaan laskea solmun i kytkettyjen
kolmikoiden lukuméérin odotusarvo solmun i asteen k;(G,,) jakauman tunnuslukujen

avulla.

LAUSE 3.25. Satunnaisverkon G, solmun i € V, kytkettyjen kolmikoiden luku-
mddrdan odotusarvo on

E[1X(Gu)] = 5 (B (Gl ~ E[k(Go)] + Var(ki(G))

missd k;(Gy) on solmun i aste ja Var(k;(G,)) asteen k;(G,) varianssi.

Tobistus. Kaavan (2.2) mukaan satunnaisverkon G,, solmun i € V,, kytkettyjen
kolmikoiden lukumééra on |Y;(G,)| = (’“(G")) = ki(G,)(ki(Gp) — 1)/2, missa k;(G,,)

2
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on solmun ¢ aste. Lauseesta 3.7 saadaan nyt laskettua
1 1
E (iG] = SE (G (hi(Ga) = 1] = 5 (B [(Go] — E[K(GL)

Méiritelmén 3.10 mukaan asteen k;(G,,) varianssi on Var(k;(G,)) = Elki(G,)?] —
E[k;(G,)]?, joten solmun i kytkettyjen kolmikoiden lukuméiiréin odotusarvo saadaan
muotoon

E[T:(Gu)l] = 5 (B [k:(Gn)*] — E [k:(Gn)])

(Var(ki(Gn)) + Elki(Gn)]” — E[ki(Gy)]) -

N — DN —

O

Seuraavaksi tarkastellaan satunnaisverkon G,, solmun ¢ € V,, kolmioiden lukuméaé-
rad |A;], joka on satunnaismuuttuja.

MAARITELMA 3.26. Satunnaisverkon G,, solmun i € V,, kolmioiden lukumééiri on
satunnaismuuttuja

(3.11) AdG)l = D T,
{ijkyev?
missé 145 on indikaattorisatunnaismuuttuja
(3.12)
" 1, jos solmuparit {4, 5}, {i,k},{j,k} € V) on kytketty linkill,
{i,ik,5k} =

0, muulloin.

LEMMA 3.27. Satunnaisverkon G, solmun i kolmioiden lukumddrdlle |A;(G,)|
pdtee

[Ai(Gn)| < |Ti(G)l,
missd | Ti(Gy)| on solmun i kytkettyjen kolmikoiden lukumddra.
TobisTus. Indikaattorin 1y . 4 médritelméstd nahdadn, ettd Loy = Lyyay Xk,

missd X, ; on {0, 1}-arvoinen satunnaismuttuja, joten

AGII= Y LgmXa< Y Ll = TGl
{i,j,kyevd {i.jkyev?
]

Kaavan (3.11) indikaattorit (g mm : {4, 7, k} € ‘/;(3)) eivit ole riippumattomia
(ks. kuva 3.2), mutta siitd huolimatta saadaan helposti laskettua solmun kolmioiden
lukumééréan odotusarvo.

LAUSE 3.28. Satunnaisverkon G,, solmun i kolmioiden lukumdadrdn odotusarvo on
(3.13) E(IA(G)) = > Py = 1),
{i.g kv,

missa 1y on indikaattors tapahtumalle, ettd solmuparit {4, 5}, {i,k}, {j,k} € v,
on kytketty linkeulld.
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Kuva 3.2. Satunnaisverkossa G4, solmun 1 kolmioiden lukuméé-
rd on satunnaismuuttuja |A(G,)| = > iR ev® iy - Indikaat-
torit  (Lyyamgm : {6J.k} € Vl(g)) eivit ole riippumattomia, sil-

i P(Lipoppanizen = L Lpsppanpay = 1) = p° # p° =
P(Liaoypanesy = DP(lusypayeay = 1) Solmun 1 kol-
mioiden lukuméérian odotusarvo saadaan laskettua kaavasta (3.13),

E[[A1(Gnp)l]l = Z{i,j,k}evl<3) P(Lyyagm = 1) = (3)p* = 3p°.

TobisTus. Kaavoista (3.4), (3.11) ja seurauksesta 3.6 saadaan

E[|A;]] =E Z Ligangny | = Z E [Liymm] = Z P(1ggmge = 1)

{i,j,kyev,® {i,jkyev,® {i,jhyev?
]

SEURAUS 3.29. Satunnaisverkon G,, kolmioiden kokonaismdadran odotusarvo on

E[|A(GA)] = Z P(Lgijigmy = 1),

{i,j.kyev,t?

missa Ly g0 on indikaattori tapahtumalle, ettd solmuparit {1, 5},{i,k},{j,k} € v,

on kytketty linkilld.

TopisTUs. Kaavasta (2.4) saadaan [A(G,)| = 5 3.1, |Ai(Gy)|, joten satunnais-
verkon G, kolmioiden kokonaisméérén odotusarvo on lauseen 3.7 mukaan E [|A(G,)|] =

E[3>0, A =530 E[|Ai«(G,)|] . Lauseesta 3.28 saadaan tdmé muotoon

1 n 1 n
3 D E[A(G)]] = 3 YD Pllgum = 1)
=1 =1 {’i,j,k}EVi(B)

Jokainen jérjestdméton kolmen solmun joukko {i,j, k} € V) kuuluu kolmen eri
solmun 4,5,k € V, joukkoihin V¥, V® ja V. Kiymilld jokaisen solmun i € V,,
joukot {i,j,k} € Vi(g) léipi tulee todenndkoisyys P(1gyuu, = 1) laskettua kolme
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kertaa, josta seuraa, etté

G11) E[AGII=3Y Y Pluwy=D= Y F(lgum =1

=1 g kyev® {(i,5,k}eV,t¥

3.3. Satunnaisverkon klusterointikerroin

Solmun ¢ € V klusterointikerroin yleisessé verkossa G on mééaritelmin 2.12 mu-

kaan C; = [A;|/|T;], kun |Y;] > 1 ja C; = 0 muulloin. Koko verkon G klusterointiker-

roin on mééritelmén 2.13 mukaan C(G) = 2 3" | C;. Satunnaisverkossa G,, solmun

T n
i € V, kytkettyjen kolmikoiden ja kolmioiden lukumédrat |Y;(G,)| ja |A;(G,)| ovat
satunnaismuuttujia, joten satunnaisverkon G,, solmun 7 klusterointikerroin on myos
satunnaismuuttuja,

[Ai(Ga)l/ITi(Gn)l, - deun [T3(G)| > 0,

0, muulloin.

(3.15) Ci(G,) = {

Samoin % Z?:l C;(G,) on satunnaismuuttujien summana myds satunnaismuuttuja.

Symmetrisesti jakautuneessa satunnaisverkossa, kuten G, ,, solmujen klusterointi-
kertoimet ovat samoin jakautuneita satunnaismuuttujia. T&lloin voidaan esittdé seu-
raava méaaritelma satunnaisverkon G,, klusterointikertoimelle.

MAARITELMA 3.30. Olkoon (G, symmetrisesti jakautunut satunnaisverkko, jossa
solmujen klusterointikertoimet (C;(G,,)):cy, ovat samoin jakautuneita satunnaismuut-
tujia. Maéritellddn satunnaisverkon G, klusterointikerroin

(3.16) c(Gyr) = E[Ci(Gy)],
joka ei riipu solmun ¢ € V,, valinnasta.
LAUSE 3.31. Satunnaisverkon G, solmun i klusterointikertoimen odotusarvo on
E[C(G)l= Y. E[C(G.) | k(Gn) = K]B(k(Gy) = k),
kP (ki (G )=k') >0
missd k;(Gy) € {0,1,...,n— 1} on solmun i aste.

TobISTUS. Satunnaismuuttujat C;(G,,) ja k;(G,) ovat diskreettejé, joten lausees-
ta 3.20 saadaan solmun 7 klusterointikertoimen odotusarvo muotoon

E[CZ(GH)] = E[E[Oz(Gn) | kZ(Gn)]]

Madritelmén 3.19 mukaan E[C;(G,,) | ki(G,)] = f(ki(Gr)) on satunnaismuuttuja,
jolle f(k') = E[Ci(G,) | ki(Grn) = K], kun P(k;(G,) = k') > 0. Lauseesta 3.5 saadaan
nyt laskettua satunnaismuuttujan k;(G,) muunnoksen f(k;(G,)) odotusarvo

E[Ci(Gn)] = E[f (ki(Gn))] = > E[Ci(Gn) | ki(Gn) = KP(ki(Gn) = ).

K Pk (Gn)=k')>0
O
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LEMMA 3.32. Satunnaisverkon G,, solmun i klusterointikertoimen ehdollinen odo-
tusarvo ehdolla k;(Gy) = k' € {0,1}, kun P(k;(G,) = k') > 0 on
E[Ci(Gu) | Fi(Ga) = K] = 0.
Tobistus. Olkoon k;(G,) = k' € {0,1} ja P(k;(G,) = k') > 0. Talloin kaa-

van (2.2) mukaan |1;(G,)| = 0. Kaavasta (3.15) ndhdéén, ettd C;(G,) = 0, kun
|T:(G,)| < 1, joten E[Ci(Grp) | ki(Gr) = K] =E[0] =0, kun &' € {0, 1}. O

SEURAUS 3.33. Satunnaisverkon solmun i klusterointikertoimen odotusarvo on
E[Ci(Gn)] = > E[Ci(Gy) | ki(Gr) = K P(ki(Grn) = F),
k' >2:P(ki(Gr)=k")>0
missa ki(Gy) € {0,1,...,n — 1} on solmun i aste.

TobIsTus. Méiritelmén 3.3 mukaan solmun ¢ asteelle patee k;(G,,) € {0,1,...,n—
1}, joka on jakautunut sen jakauman Py, (k') = P(k;(G,) = k'), ¥ € {0,1,...,n—1}
mukaan. Lauseesta 3.31 ja lemmasta 3.32 saadaan

E [Ci(Gn)] = Y. E[CUG) | ki(Gh) = K| P(ki(Gn) = k)
k <2:P(k; (Gn)=k')>0
+ Y. E[C(G) | ki(Gn) = K] P(ki(Ga) = )
k' >2:P(ki(Grn)=k")>0
=0+ Y E[G(Gn) | ki(Gn) = K|P(ki(Ga) = K).

k' >2:P (ki (G ) =k') >0
O

LEMMA 3.34. Satunnaisverkon solmun 1 klusterointikertoimen ehdollinen odo-
tusarvo ehdolla k;(Gy) = k' > 2, kun P(k;(G,) = k') > 0 on

1
E[Ci(Gn) | ki(Gn) = K = m Z P(Lysimgmy = 1] ki(Gn) = K).
7 {igkyev?
Tobistus. Olkoon k' > 2 ja P(k;(G,) = k') > 0. Kaavan (2.2) mukaan ehdosta

ki(Gp) = K seuraa |Y,(G,)| = (ki(g;")) = (]“2/), joten kaavasta (3.15) ja lauseesta 3.21
saadaan

(3.17)
E[Ci(Gn) | ki(Gn) = K] =E {% (kl’)

Maéritelmén 3.26 ja lauseen 3.21 ehdollisen odotusarvon lineaarisuuden mukaan

E[|A(Gn)| | ki(Gn) =K.

ki(G) = k} -

EIAG) [ ki=K=E| > lgawlki=F|= D E[Lgumlk="F~].
{i.jkyev,® {i.j,kyev®
Maéritelmésta 3.18 ja seurauksesta 3.6 saadaan laskettua

E [Lging | ki(Gn) = K] =0+ 1-P(Ligangy = 1 | ki(Gn) = k)
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kaikilla {3, j, k} € V;( ), joten

E(|A(Go)| | ki(Gn) =K = > P(lggagy = 1| ki(Gn) = ¥).
(i.jkyev,?
O

LAUSE 3.35. Satunnaisverkon G, solmun i klusterointikertoimen odotusarvo on

E[Ci(Gn)] = Z % Z P(Ligmgm = 1, ki(Gn) = K').

k' >2:P (ki (Gn)=k')>0 (2) {i,jkrev®

TobDISTUS. Seurauksen 3.33 mukaan satunnaisverkon (,, solmun 7 klusterointi-
kertoimen odotusarvo on

E[C;(Gn)] = Z E[Ci(Gy) | ki(Gr) = K] P(ki(Gr) = k).
K/ >2:P(ki (C) =) >0

Lemmasta 3.34 saadaan laskettua satunnaisverkon solmun ¢ klusterointikertoimen
ehdollinen odotusarvo ehdolla k;(G,) = k' > 2, kun P(k;(G,) = k') > 0

! 1 /
E([Ci(Gn) | ki(Gn) = K] = Y P(Lggagy =1 | ki(Gn) = K.

Mééritelmén 3.12 mukaan P(Lg; i = 1| ki(Gn) = F) = P(Lgum = 1, ki(Gr) =
K/ P(ki(G,) = k') kaikilla {7, j, k} € Vi(?’), kun P(k;(G,,) = k') > 0, joten satunnais-
verkon solmun ¢ klusterointikertoimen odotusarvo saadaan nyt muotoon

E[Ci(Gy)] = > ki > Plggagy = 1, ki(Gn) = ¥).

k'>2:P(k;(Grn)=k")>0 <2) {ijk:}eV.(S)
2Jy 7

O

Lopuksi méaéritellaédn symmetrisesti jakautuneelle satunnaisverkolle GG, klusteroin-
tikerroin ¢y (G, ), joka vastaa yleisen verkon G = (V, E) klusterointikerrointa Cy+(G).
Yleisessé verkossa Cy(G) laskee joukon V' = {i € V' : k; > 2} solmujen klusterointi-
kertoimien C; keskiarvon. Satunnaisverkossa klusterointikerroin ¢y (G,,) laskee solmun
i klusterointikertoimen C;(G,,) odotusarvon ehdolla, ettd solmun i aste on k; > 2.

MAARITELMA 3.36. Olkoon G, symmetrisesti jakautunut satunnaisverkko, jos-
sa solmujen klusterointikertoimet (Cj(Gy))iev, ovat samoin jakautuneita satunnais-
muuttujia. Maéritelladn satunnaisverkon G,, klusterointikerroin laskettuna joukon

V' ={ieV,: k(G,) > 2} solmulle i € V|
(3.18) CV’(Gn) - E[Cz(Gn) | kl(Gn) > 2]7
joka ei riipu solmun 7 € V' valinnasta.

Seuraavaksi esitellédén satunnaisverkon G, klusterointikertoimien ¢(G,,) ja cy:(Gy,)
yhteys. Lauseen 2.15 mukaan yleiselle verkolle G = (V| E) pitee C(G) = Cv/(G)|V'|/
|V|. Satunnaisverkossa G, solmujoukon V'(G,) = {i € V, : ki(G,) > 2} koko
|[V'(G,,)| on satunnaismuuttuja, jolloin |[V'(G,,)|/|V,| = P(ki(G,) > 2).
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LAUSE 3.37. Olkoon G,, satunnaisverkko, jossa P(k;(G,) > 2) > 0. Tdalldin
c(Gr) =P(ki(Gr) > 2)cv (Gy).

Tobistus. Olkoon G,, satunnaisverkko, jossa P(k;(G,) > 2) > 0.
3.30 ja 3.36 mukaan ¢(G,,) = E[Ci(G,)] ja cv/(G,) = E[Ci(G,) | ki(G)

telmista 1.6 ja 3.18 seké seurauksesta 3.33 saadaan laskettua

E[Ci(Gn)] = >, E[Ci(Gn) | ki(Gn) = K P(ki(Gr) = k)

k' >2:P (ki (Gn)=k")>0

- 3 Zap n) = a | ki(Ga) = K)P(ki(Gn) = K)

k' >2:P(ki(Gp)=k')>0 a=0

— Z Za]P’(CZ-(Gn) =a, ki(G,) = k)

k' >2:P(k; (G )=k')>0 a=0

Maaritelmien
> 2]. Maéri-

_ i aP U Ci(Gy) = a, ki(G,) = ¥

k' >2:P (ki (G )=k') >0

_ZaIP’ ) =a, ki(Gp) > 2)

—ZaIP a) = a| ki(Ga) > 2) P(ki(G,) > 2)

—E[ i(Gn) | ki(Gn) = 2] P(ki(Gn) = 2)
= v (Gn) P(ki(Gr) = 2).

3.4. Satunnaisverkon transitiivisuuskerroin

Yleisen verkon G = (V, E) transitiivisuuskerroin on méaéritelmén 2.16 mukaan

/ - Z?:l |AZ| . .
C'(G) = +=7———, kun |Y;| > 0 jollakin i € V.

w2 [Tl

n =1 t
Satunnaisverkossa G, solmun ¢ kolmioiden ja kytkettyjen kolmikoiden lukuméaréat
|A:i(G)| ja |Ti(Gp)| ovat satunnaismuuttujia. Samoin summat = 37" | [A;(G,)] ja
L3 | Ti(Gr)| ovat myds satunnaismuuttujia.

Seuraavaksi madritellaédn transitiivisuuskerroin symmetrisesti jakautuneelle satun-

naisverkolle G, jossa kokoelmat (|Y;(G,)|)icv, ja (|Ai(Gn)|)iev, koostuvat samoin
jakautuneista satunnaismuuttujista.

MAARITELMA 3.38. Olkoon (5, symmetrisesti jakautunut satunnaisverkko, jossa
kokoelmat (|Y;(Gy)|)iev, ja (]Ai(Grn)|)iey, koostuvat samoin jakautuneista satunnais-
muuttujista. Madritelladn satunnaisverkon G,, transitiivisuuskerroin, kun E [|T;(G,,)|]
> 0,

(3.19) d(Gp) = %HAz(gn)”’



3.5. KLUSTEROINTI- JA TRANSITIIVISUUSKERTOIMEN YHTEYS SATUNNAISVERKOSSA 32

joka ei riipu solmun ¢ € V,, valinnasta.

Remco van der Hofstad [18] mééirittelee satunnaisverkon G, transitiivisuusker-
toimen suhdelukuna 3E [|A(G,)|] /E[|T(G,)|]. Todistetaan, ettd timé on sama kuin
madritelmén 3.38 transitiivisuuskerroin.

LAUSE 3.39. Olkoon G, symmetrisesti jakautunut satunnaisverkko, jossa kokoel-
mat (| Ti(Gn)))iev,, ja (|Ai(Gp)|)iev, koostuvat samoin jakautuneista satunnaismuut-
tujista. Satunnaisverkon G, transitiivisuuskerroin on talloin

_ SE[IA(G)]]

(3.20) G = ETE)

kun E[|Y(G,)|] > 0.

TopISTUS. Lauseen 2.3 mukaan |Y(G,)| = >, |T;(G,)|. Samoin jakautuneille
satunnaismuuttujille (|Y;(G,)|):ev, saadaan lauseesta 3.7 laskettua

Z T4(Gn)

Lauseen 2.8 mukaan )., |A;(G,)| = 3|A(G,,)|. Samoin jakautuneille satunnaismuut-
tujille (|A;(Gn)])iey, saadaan lauseesta 3.7 laskettua

Z [Ai(Gn)l

joten tapauksessa E[|T;(G,)|] > 0 saadaan mééritelmésta 3.38 laskettua

1G] _ nEA(G)] _ BE[AG,)]
[T:(G)l] ~ nE[TAGa)] ~ E[T(G]

nE[|T:(Gn)l] = ZEHTi(Gn)H =E =E[T(Gn)]-

nE[|A:(Gn)] = ZE 1A:i(Gn)[] = E =3E[|A(G)I]

, E
0

3.5. Klusterointi- ja transitiivisuuskertoimen yhteys satunnaisverkossa

Seuraavaksi esitetddn tilanne, jossa satunnaisverkon G,, klusterointikertoimet ¢(G,,)
ja ¢y (G,) antavat saman arvon kuin transitiivisuuskerroin ¢(G,,).

LAUSE 3.40. Olkoon G,, symmetrisesti jakautunut satunnaisverkko, jossa solmujen
klusterointikertoimet (C;(G,))iey, ovat samoin jakautuneita satunnaismuuttujia ja
P(k;(G,) > 2) > 0.

(1) Jos satunnaisverkon solmujen asteet ovat samoja, niin c(G,) = cy/(G,) =
d(G).

(2) Jos satunnaisverkon solmun i klusterointikertoimen ehdolliselle odotusarvolle
patee E[Ci(G,) | ki(Gr) = K] = a € [0,1] kaikilla k' > 2, jolle P(k;(G,) =
k') >0, niin ¢y (Gy) = d(Gy,) rigppumatta solmun i € V,, valinnasta.

TobisTus. (1): Olkoon satunnaisverkon G, solmujen asteet k;(G,) = a > 2 kai-
killa ¢ € V,,. Télloin P(k;(G,,) = a) = 1 ja P(k;(G,,) # a) = 0, jolloin P(k;(G,) > 2) =
1. Lauseesta 3.37 saadaan nyt laskettua c¢(G,) = P(ki(G,) > 2)ey(Gr) = cvi(Gy).
Oletuksesta seuraa lauseen 2.3 mukaan |Y,;(G,)| = (ki(QG")) = (5) > 1 kaikilla i € Vj,,
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jolloin E[|T;(G,)|] = E[(5)] = (5). Kaavasta (3.15) ja odotusarvon lineaarisuudesta

lauseesta 3.7 saadaan nyt laskettua
_ o [1AG)]] _ EA(G)]] _ E[A(G)]] _
o6 = BlaiG) =& oy | - EEGl - B a - oo
(2): Olkoon E[Ci(G,) | ki(G,) = k] = b € [0,1] kaikilla &/ > 2, jolle P(k;(G,) =
k") > 0. Mééritelmésta 3.18 saadaan laskettua cy/(G,,) = E[Ci(G,,) | ki(Grn) > 2] = b.

)
Kaavan (3.15) mukaan |A;(G,)| = |Y;(Gn)|Ci(Gy), kun k;(G,) > 2 ja nolla muul-
loin. Lauseesta 3.21 saadaan laskettua kaikille £ > 2, jolle IP(k; (Gn) = K) >0,

E[|A{(Gy)| | ki(Gr) =K = (2) [|Ci (G| | ki(Gr) = K] = b(2), jolloin seurauksen

3.33 ja lauseen 3.5 mukaan

E[|A:(Gn)|] = > E[|A(G)| | ki(Gr) = K P(ki(Gn) = K)

k!> 2P (ks (G ) =K')>0
k,/
=b > (2) P(ki(G,) = k') = bE[|Ti(G)]].
k! >2:P (ks (G ) =k')>0
Madritelméstéd 3.38 saadaan nyt laskettua ¢(G,) = E[|Ai(GL)|] /E[|Ti(Gr)|] = 0.

4

ESIMERKKI 3.41. Olkoon G, , satunnaisverkko, missi P(X;; = 1) = p > 0 kaikilla
{i,j} € V@ riippumattomasti toisistaan. Seurauksista 3.24 ja 3.29 saadaan laskettua
E[[Y(Gnp)l] = n(n—1)(n—2)/2p* ja E[|A(Gyp)[] = n(n —1)(n —2)/6 - p°, jolloin

satunnaisverkon G, , transitiivisuuskerroin on lauseen 3.39 mukaan

¢ (Gnp) = BE[A(Gn )] /E [T (Gnp)l] = p.

Satunnaisverkon G, , klusterointikertoimen ¢(G,,,) laskemista varten lasketaan en-
sin E[Ci(G,,) | ki(Gr) = K']. Lemman 3.32 mukaan E[Ci(G,) | ki(Gn) =K = 0,
kun k' € {0,1}. Kaavasta (3.17) saadaan laskettua E [C;(G,,) | ki(Ghp) = K] =
E[|A{(Grp)l | ki(Gryp) = '] /(Ig) kaikilla k" € {2,3,...,n — 1}. Satunnaismuuttuja

E[|Ai(Gnp)l | ki(Grp)] noudattaa binomijakaumaa Bin ((’;i),p), joten saadaan las-
kettua E [Cy(Grp) | Ki(Gryp) = K] = (8)p/(%) = p kaikilla &' € {2,3,...,n — 1}.

Seurauksesta 3.33 saadaan laskettua satunnaisverkon G, , klusterointikerroin

(Grp) = E[Ci(Gp) _pZP i k) = pP(ki(Gryp) > 2).

Lauseesta 3.37 saadaan laskettua Satunnalsverkon G, klusterointikerroin
v (Grp) =E[Ci(Ghp) | ki(Gnp) = 2] = c(Grp)/ P(ki(Gryp) 2 2) = p.

Satunnaisverkon klusterointikertoimen laskuissa esiintyy virheité tieteellisissa jul-
kaisuissa. Tietojenkéasittelytieteilijat Matthias Grossglauser ja Patrick Thiran [17] las-
kevat satunnaisverkon G, , solmun ¢ klusterointikertoimen odotusarvoksi E[C;(G,, ;)] =
p, vaikka tdmén oikea arvo on p - P(k;(G,,p) > 2). Fyysikko Mark E. J. Newman
[14] viittid, ettd satunnaisverkon G,y klusterointikerroin on ¢(G,, pr) = k /n, missi
k= 2M /n on solmujen asteiden keskiarvo. Satunnaisverkot Gn v ja Gy, ovat kuiten-
kin kesken#én lihes vaihtokelpoiset, kun M ~ p(3), eli k/(n — 1) ~ p [12]. Newman
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laskee parametreilla n = 4941 ja k = 2M/n = 2,67 klusterointikertoimen arvoksi
c(Gnar) = k/n, vaikka c(Gp ) = c(Gnp) =P(k; > 2)k/(n —1) = 0,746 - k /(n — 1).

Transitiivisuuskerroin on yleisemmin kéytetty satunnaisverkon analyysissia. Maa-
ritelmén 2.17 transitiivisuuskerroin yleiselle verkolle C'(G) = 3|A(G)|/|Y(G)] ei sovi
satunnaisverkon analyysiin, mutta kolmioiden ja kytkettyjen kolmikoiden odotusarvot
E[|A(G,)]|] ja E[|T(Gy)]] on analysoitu aikaisemminkin [6]. Tieteellisissd julkaisuissa
on kuitenkin epéselvéd, miten transitiivisuuskerroin mééritelladn satunnaisverkolle.
Matemaatikot Béla Bollobds ja Oliver M. Riordan [12] méadrittavét satunnaisverkolle
Gy, transitiwvisuuskertoimen odotusarvon E[C'(G,)] = EB|A(G,)| /|T(Gy)|], mutta
laskevat E[C'(G,,)] ~ 3E[|A(G,)|]/E[|T(G,)|]. Lauseessa 3.39 on todistettu transitii-
visuuskertoimen olevan ¢ (G,) = 3E[|A(G,)|]/E[|T(G,)|]-



LUKU 4

Empiirisid tutkimuksia sosiaalisista verkostoista

4.1. Poolin ja Kochenin tutkimus ja verkkomalli

Valtiotieteilija Ithiel de Sola Pool ja matemaatikko Manfred Kochen [8] alkoivat
1950-luvulla tutkia Yhdysvaltain vieston sosiaalisen verkoston rakennetta. He pyysi-
vit 27 koehenkilod pitdmédn listaa heidén sosiaalisesta kontaktiverkostosta 100 péai-
vén ajan. Koehenkildiden kontaktien lukumééra oli kypenenkits € [72, 1043]. Sen jilkeen
he kysyivit koehenkilon kontaktilistassa olevilta henkil6ilta tunsivatko he muut hen-
kilot kontaktilistalta. Viidelle koehenkildlle he saivat laskettua klusterointikertoimet,
jOiSS& C1koehenki16 = |Akoehenk'116|/|Tkoehenkilé| € [0087 036]

Pool ja Kochen pyrkivit seuraavaksi satunnaisverkkomallin avulla laskemaan Yh-
dysvaltain véieston sosiaalisen verkoston karakteristisen polun pituuden. He pa&ttivat
yksinkertaistaa satunnaisverkkomallia asettamalla verkon kaikille solmuille saman as-
teen r, josta seurasi, ettid se on satunnainen r-sdadinndllinen verkkomalli.

MAARITELMA 4.1. Yleinen verkko G = (V| E) on r-sadnndllinen [5], jos verkon
jokaisen solmun aste on r.

MAARITELMA 4.2. Olkoon 3 < r < n, jossa rn on parillinen kokonaisluku. Mer-
kitdan
gn,r—reg = {g S g" : k?z(g) = r kaikilla 7 € Vn}

kaikkien n-kokoisten r-sédénnollisten verkkojen joukkoa. Asettamalla joukon Gy req
jokaiselle alkiolle sama todennékéisyys, P rreg(9) = 1/] G rreg | kaikilla g € Gy, rreg
saadaan todennékoisyysavaruus (Gy, rreg; P(Gn,rreg)s Prorreg), josta kilytetddn nimitys-
ta satunnainen r-sadanndllinen verkkomalli [6]. Satunnaisverkkomallin G,, ;.ee Satun-
naisverkko on tasaisesti jakautunut satunnainen r-sdadnndllinen verkko, Gy, rreg-

Lasketaan satunnaisverkon G, r.,e transitiivisuuskerroin. Lauseesta 2.3 saadaan
laskettua satunnaisverkon G, ,.eq kytkettyjen kolmikoiden kokonaisméadra | Y ( Gy, reg)|
= 3 T Grpreg)| = S, (FlGuree)) = (1) = nr(r —1)/2, jolloin E [|T(G,,)]]
= nr(r — 1)/2. Béla Bollobés [6] osoittaa kirjassaan, ettd satunnaisen r-séénnollisen
verkon kolmioiden lukumédrd |A(Gy, rreg)| on Poisson-jakautunut [2] parametrilla
A= (r—1)%/6, kun n — oo, jolloin E[|[A(Gp rreg)|] = (1 — 1)?/6. Satunnaisverkon
G, rreg Klusterointi- ja transitiivisuuskerroin on talloin lauseiden 3.39 ja 3.40 mukaan
(Gornes) = &(Gorreg) = SEUACnmmeg)l] _ 6= 1)° _ (r=1) v 1

rrres mrres E[|T( Gy rreg)|] nr(r—1) nr n ’
kun satunnaisverkon koko n on tarpeeksi iso.

Tutkitaan seuraavaksi satunnaisverkon G, ,..s karakteristisen polun pituutta, jolle

lauseen 1.33 mukaan péitee L( G, prreg) < diam(Gy, rreg). Béla Bollobas [6] médrittad
satunnaisverkon G, ..., halkaisijalle yldrajan d siten, ettd P(diam( G, ryeg) < d) — 1,

35
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Kuva 4.1. (a): Satunnaisverkon G, e tyypillisen solmun naapu-
rusto, kun r = 4 ja n = 10%, jolloin verkon klusterointikerroin on
c(Gnyrreg) = E[Ci(Ghpreg)] ~ (r —1)/n &~ 0. Verkon tyypilliselle sol-
mulle ¢ pitee E[|{j € V,, : d;; = 2}|] = 12 = r(r — 1). (b): Hypoteet-
tinen 4-sdénnollinen verkko g € Gy, ryeg, 1 = 10%, jonka klusterointi-
kerroin on ¢(g) = E[C;(g)] = 1/3. Verkon tyypilliselle solmulle ¢ pétee

kun n — oo. Sanotaan talloin, ettd melkein kaikilla satunnaisverkkomallin Gy, ;.reg
verkoilla on halkaisija, joka on korkeintaan d.

LAUSE 4.3. Olkoot r > 3 ja € > 0 vakioita ja d = d(n) pienin kokonaisluku, joka
toteuttaa
(r — 141 > (24 €)rnlogn,
Tdalloin melkein kaikilla satunnaisen r-sddnnéllinen verkkomallin verkoilla on halkai-
sija, joka on korkeintaan d.

Tobistus. Katso [6]. O

ESIMERKKI 4.4. Olkoon G, ,.,es satunnaisverkkomalli, jossa n = 2 - 10® on samaa
suuruusluokkaa, kuin Yhdysvaltain véesto 1950- ja 1960-luvulla [22]. Olkoon véieston
henkilolla keskiméérin » = 1000 kontaktia. Ratkaistaan pienin kokonaisluku d, joka
toteuttaa lauseen 4.3 kaavan (r — 1)471 > (2 + €)rnlogn, missi r ja € > 0 pysyviit
vakioina. Saadaan

999971 > (2 + €)10%(2 - 10%) log(2 - 10%)
&(d —1)1og 999 > log(2(2 + €)) + log 10" + log(log(2 - 10%))
log(4 + 2¢) + 11 + log(log2 + 8)  log(4 + 2¢)

log 999 ~ Tlog 999

Lauseen 4.3 mukaan melkein kaikkilla satunnaisverkkomallin G,, ,.,e; verkoilla on hal-
kaisija, joka on korkeintaan d = 6, kun ¢ < 497, 5, jolloin sen melkein kaikkien verk-
kojen karakteristisen polun pituus on lauseen 1.33 mukaan korkeintaan L < 6.

sd-1) > + 3,97.

Satunnaisverkkomalli G,, ,.,eg OsoOittaa, etté isolla harvalla verkostolla voi teoriassa
ole hyvin pieni karakteristisen polun pituus, jos kontaktit ovat tidysin satunnaisia. Se
ei kuitenkaan pysty mallintamaan ison sosiaalisen verkoston klusteroitunutta raken-
netta, jossa kontaktit eivit ole tdysin satunnaisia.
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Tuttavaketjujen lukum&ara

Tuttavaketjun pituus jolla tavoitettiin kohdehenkilé

Kuva 4.2. Stanley Milgramin [9] empiirisen kokeen tuloksessa néh-
dddn tuttavaketjujen pituudet, jotka tarvittiin yhdistdméaan 44 satun-
naisesti valittua koehenkilod Nebraskasta tiettyyn valittuun kohdehen-
kil6on Bostonissa. Tuttavaketjujen pituuksien keskiarvo oli 6, 43.

Pool ja Kochen tekevét heuristisen arvioinnin, miten isompi klusterointikerroin
vaikuttaisi satunnaisverkkomallilla Gy, ,..cq laskettuun karakteristisen polun pituuteen.
Merkitddn verkon solmujen joukkoa, joiden etiisyys solmuun ¢ on m, I';(m) = {j €
Vi @ d;jj = m}. Ison harvan satunnaisverkon G, e klusterointikerroin ¢( Gy, yreg) ~
(r—1)/n =0, joten Pool ja Kochen péaéttelevit heuristisin perusteluin, etté tyypilli-
selld solmulla 7 on noin |T;(m)| = r(r —1)™ ! solmua, joiden etiisyys solmuun ¢ on m
(ks. kuva 4.1(a)). Kasvattaessa hypoteettisen verkon g € G,, ., klusteorintikerrointa,
verkon g tyypilliselle solmulle i pétee |T;(m)| < r(r — 1)™! kaikilla m > 2 (ks. ku-
va 4.1)(b). Tamén seurauksena Pool ja Kochen olettavat, ettd verkon karakteristisen
polun pituus kasvaa verkon klusteorintikertoimen kasvaessa, eli C' kasvaa = L kasvaa.

4.2. Milgramin empiirinen koe

Yhteiskuntapsykologi Stanley Milgram [9] julkaisi vuonna 1967 tutkimuksen Yh-
dysvaltain vieston sosiaalisen verkoston karakteristisen polun pituudesta, jonka ldh-
tokohtana oli Poolin ja Kochenin [8] tutkimus. Milgram péétti matemaattisen mallin-
tamisen sijaan tehd& empiirisen kokeen, jolla hén pyrki méérittdmasan kahden satun-
naisesti valitun henkilon lyhimmén tuttavaketjun pituuden Yhdysvaltojen viestossa.
Kokeen suorittamiseen hénen ei tarvinnut tietdd mitdan henkildiden kontaktien luku-
médrasta tai verkon klusteroituneisuudesta. Milgram jakoi 160 kirjettd satunnaisesti
valituille henkiloille Nebraskasta ja késki heiddn toimittaa kirjeet valitulle kohdehen-
kilolle Bostonissa silla sdannollda, ettd kirjeen saisi ainoastaan antaa eteenpéin hen-
kilolle, jonka ldhettdja tunsi etunimelld. Tarkoituksena oli, ettd kirjeet padtyisivit
jossain vaiheessa valitulle kohdehenkil6lle Bostonissa kuljettuaan ldhettdjin ja koh-
dehenkilon vilistéd tuttavaketjua pitkin. Néistd 160 kirjeesté 44 16ysi perille. Milgram
laski, etta kirjeet olivat kulkeneet keskimé&érin ainoastaan noin viiden valikdden kaut-
ta ennen kuin ne saapuivat perille. Tuttavaketjujen pituuksien keskiarvo oli 6,43 (ks.
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kuva 4.2), joka tuli yllatyksend monille tutkijoille. Hén oletti, ettd sama tulos pétee,
jos valittaisiin kaksi satunnaista henkilod Yhdysvaltojen 200 miljoonan kokoisesta
viestosté, jolloin Yhdysvaltojen vieston sosiaalisen verkoston karakteristisen polun
pituus olisi ainoastaan Lyndysvaltain viests = 6,43.

4.3. Wattsin ja Strogatzin tilastollinen tutkimus

Vuonna 1998 Duncan J. Watts ja Steven H. Strogatz julkaisivat tutkimuksen [10]
verkostoista, joiden tédydelliset kytkentidkaaviot oli tallennettu tietokantoihin. Tieto-
kantojen datasta he saivat tilastollisesti laskettua verkoston klusterointikerroimen C'
ja karakteristisen polun pituuden L.

Erds heidan tutkittavista verkostoistaan, jonka koko kytkentdrakenne oli téysin
tiedossa, oli Internet Movie Database:n (sivustolta http://us.imdb.com) elokuvaniyt-
telijoiden yhteistyoverkosto, joka edustaa tietynlaista sosiaalista verkostoa. Watts ja
Strogatz rajoittivat verkoston tutkimisen huomautuksen 1.39(ii) tapaan ainoastaan
verkoston isoimpaan yhtenéiseen komponenttiin, joka muodosti huhtikuussa 1997 noin
90% yhteistyoverkoston nayttelijoistid. He laskivat, ettéd elokuvaniyttelijoiden yhteis-
tyoverkosto oli hyvin klusteroitunut samalla, kun verkoston karakteristisen polun pi-
tuus oli vain vahén pitempi kuin saman kokoisessa satunnaisverkossa (ks. taulukko 1).
Watts ja Strogatz kutsuvat téllaisia klusteroituneita verkkoja, joiden karakteristisen
polun pituus on lyhyt, pieni maailma -verkoiksi [10]. He osoittivat lisiksi, ettd pieni
maailma -verkot eivét ainoastaan esiinny ihmisten sosiaalisissa verkostoissa. Heidan
kaksi muuta tutkittavaa verkostoa, joiden téaydelliset kytkentédkaaviot oli tallennettu,
olivat Caenorhabditis elegans -madon hermoverkosto ja ldntisen Yhdysvaltain sdhko-
verkosto (ks. taulukko 1). Pieni maailma -verkkorakenne néyttéé siis esiintyvén myos
sekd biologisissa ettéd ihmisten rakentamissa verkostoissa.

TAULUKKO 1. Eri verkostoille tilastollisesti lasketut klusterointikertoi-
met C ja Cy, transitiivisuuskerroin C” seki karakteristisen polun pituus
L. Verkostojen tédydelliset kytkentdkaaviot oli tallennettu tietokantoi-

hin.
Verkosto n k| L Ley | C Cyr | C Cly
Séhkoverkosto [10] 4941 2,67 18,7 | 12,4 | 0,080 | - - 0,0005
Hermoverkosto [10] 282 14 12,65 2,25 (0,28 |- - 0,05

Néyttelijoitd [10] 225226 613,65 (2,99 10,79 |- - 0,00027
Néyttelijoitd [16] 382000 78,5 | - - 0,780 | 0,785 | 0,012 | 0,00021*
Néyttelijoita [15] 449913 | 113,43 | 3,48 | - 0,78 |- 0,20 | 0,00025*
Internet [15] 10697 5,98 | 3,31 |- 0,39 |- 0,035 | 0,00056*
Internet [16] 13164 4,33 |- - 0,311 | 0,458 | 0,012 | 0,00033*

Symbolien L, ja Cl,, arvot vastaavat satunnaisverkolle G,y (tai Gy, ;) laskettua
karakteristisen polun pituutta L(Gp i) ja transitiivisuuskerrointa (G, ar), kun
M =kn/2 (tai p=Fk/(n—1)). Tahdelld (*) merkityt arvot on itse lisdttyjd arvoja.
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Kuva 4.3. Vuoden 2011 Facebookin sosiaalisen verkoston [19] (a): k-
asteiden solmujen keskimé&éardinen klusterointikerroin asteen k funktio-
na, CF) = $22k:k C;, missa n, = [{i € V,, : k; = k}|. (b): Solmun
1 naapureiden naapurien keskiméardainen lukumééara asteen k; funktio-

na, missé solmun ¢ ”ei-uniikkien” naapureiden naapurien lukumééra on
> ien,(kj — 1) ja 7uniikkien” lukuméérd on [{j € V' : d;; = 2}|.
2

4.4. Facebookin sosiaalisen verkoston tutkimus

Vuonna 2011 Facebookin Johan Ugander, Brian Karrer, Lars Backstrom ja Ca-
meron Marlow [19] tutkivat julkaisussaan Facebookin sosiaalista verkostoa, joka tou-
kokuussa 2011 koostui maailmanlaajuisesti noin 721 miljoonasta aktiivisesta kaytté-
jastd. He tutkivat myds Facebookin sosiaalisen verkoston aliverkostoa, joka koostui
noin 149 miljoonasta Yhdysvaltain vieston aktiivisesta kayttdjasta ja noin 15,9 mil-
jardista ystivyyslinkeisti, jolloin aliverkon tiheys oli D ~ 1,43 - 107, Keskimiirin
yhdelld Facebookin kiyttijialla Yhdysvaltain viestostd oli k& ~ 214 [20] Facebook-
kaveria Yhdysvaltain viestostd ja Facebookin Yhdysvaltain vieston kayttéjaverkos-
ton karakteristisen polun pituus oli Lyp yhdysvallat = 4,3 [19]. Facebookin globaalin
kiyttijaverkoston kiyttijalli oli keskimidrin k ~ 190 [20] Facebook-kaveria ja Face-
bookin globaalin verkoston karakteristisen polun pituus oli Lyp globaai = 4,7 [19].

Verkoston klusteroituneisuuden maéaéarittdmiseksi Ugander, Karrer, Backstrom ja
Marlow laskivat verkoston k-asteiden solmujen klusterointikertoimien keskiarvon C'*)
= n—lkzzk:k C;, missd k; on solmun i aste, ng, = |{i € V,, : k; = k}| ja C; solmun ¢
klusterointikerroin. Kuvassa 4.3(a) niahdisn, ettd C*) on iso asteesta k riippumatta,
joten Facebookin sosiaalinen verkosto on pieni maailma -verkko.

Ugander, Karrer, Backstrom ja Marlow huomauttivat, ettd Facebookin sosiaa-
lista verkostoa karakterisoi ilmio, jossa kayttdjan Facebook-kavereilla oli enemmén
Facebook-kavereita kuin kayttajalla itse, kunnes kayttajalla oli yli 700 Facebook-
kaveria [19] (ks. kuva 4.3(b)). Esimerkiksi solmulle 7, jonka aste oli k; = 100 péti
{j € V :d;; =2} = 27500 [19] vaikka klusterointikerroin Cy—109 oli iso. Témé oli
enemmén kuin k;(k; — 1) = 100 - 99 = 9900, joka on solmun i naapurien naapurei-
den lukumééré, jos solmun ¢ naapurien asteet ovat samat kuin solmulla ¢ ja verkon
klusterointikerroin on nolla.



LUKU 5

Wattsin ja Strogatzin pieni maailma -verkkomalli

(a) (b) (c)

Kuva 5.1. Esimerkkejéd Wattsin ja Strogatzin verkkomallin G, j, ge-
neroiduista verkoista parametreilla n = 12, k = 4 ja eri parametrin p
arvoilla. (a): p = 0, jolloin verkko on n-kokoinen k-séénnollinen ren-
gashila. (b): p = 0,1, jolloin rengashilan linkit on kytketty uudelleen
todennékoisyydelld p riippumattomasti toisistaan algoritmin 1 tapaan.

(c):p=1.

Duncan J. Watts ja Steven H. Strogatz [10] esittdvit vuoden 1998 julkaisussaan
satunnaisverkkomallin G, j, ,, jolla pystytdén mallintamaan pieni maailma -verkkojen
rakennetta. Siitd kédytetddn myos nimitystd Wattsin ja Strogatzin pieni maailma -
verkkomalli [15]. Verkkomallin verkkoja voidaan sddtdd sdannollisen rengashilan ja
ldhes satunnaisen verkon vililla kytkemélld rengashilan linkit uudelleen kytkentéto-
dennékoisyydelld p algoritmin 1 tapaan. Kytkettéessd linkkejéd uudelleen ilmaantuu
satunnaisia oikoteitd solmuparien vélille, jotka muuten olisivat kaukana toisistaan
rengashilassa (katso kuva 5.1). Watts ja Strogatz osoittavat empiirisesti, ettd tietyilld
parametrin p arvoilla satunnaisverkkomallin G, j, , generoidulla verkolla voi olla séén-
nollisen rengashilan tapaan iso klusterointikerroin C' samalla, kun sen karakteristisen
polun pituus L on pieni, kuten satunnaisverkoissa (katso kuva 5.2).

5.1. Pieni maailma -verkkomallin kytkentdmenetelmé

Wattsin ja Strogatzin satunnaisverkkomallissa G,, i, , lahtokohtana on n-kokoinen
k-séénnollinen rengashila H,, ., missd k& on parillinen (ks. kuva 5.1(a)). Seuraavaksi
médritellddn metriikka, joka kertoo kuinka ldhelld toisiinsa rengasmuotoon asetetut
solmut ovat

(5.1) Cij = min{[j —i|,n — |7 =i}
40
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Kuva 5.2. Wattsin ja Strogatzin [10] laskemat klusterointikertoi-
met C(p) ja karakteristisen polun pituudet L(p) pieni maailma -
verkkomallin G,, ;. , generoiduille verkoille parametrin p funktiona, mis-
sd n = 1000 ja k = 10. Tulokset ovat keskiarvoja kahdestakymmenesté
generoidusta verkosta, jotka on normalisoitu taysin sddnnollisen rengas-
hilan arvoilla C'(0) ja L(0). Karakteristisen polun pituuden L(p) arvo
laskee nopeasti samalla, kun klusterointikerroin C'(p) pysyy lahes va-
kiona.

kaikille {i,j} € V. Rengashilassa H,, j jokainen solmu on kytketty linkilld sen &
lahimpiin solmuihin renkaassa, jolloin rengashilan linkit ovat

(5.2) E(H,z) = {{i,j} € V¥ :0 < t;; < k/2}.

Wattsin ja Strogatzin verkkomallin kytkentdmenetelméssa kidydéaén rengashilan H,, j
jokainen linkki lapi kytkemalld linkki uudelleen todennékoisyydelld p riippumatto-
masti toisistaan menetelmalld, joka on kuvailtu algoritmin 1 pseudokoodissa.

Algoritmin 1 kytkentdmenetelmén lahtokohtana olevaa rengashilaa H,, j, kannattaa
analyysivaiheessa ajatella suunnattuna verkkona.

MAARITELMA 5.1. Suunnattu verkko [5] G on pari G = (V, E), missé E on joukko
pareja (i,7) € V x V. Joukon E alkiota (i,7) kutsutaan suunnatuksi linkiksi, jossa
solmu ¢ on linkin [dhtésolmu ja solmu j linkin maalisolmu. Solmun i € V' lihtoaste
[5] k;F tarkoittaa niiden verkon linkkien lukuméérid, joiden lihtésolmuna on solmu
i. Vastaavasti solmun i € V' tuloaste [5] k; tarkoittaa niiden linkkien lukum&éras,
joiden tulosolmuna on solmu %.

Wattsin ja Strogatzin satunnaisverkkomallin G,, ;, , 1dhtokohtana olevaa rengashi-
laa H, , voidaan ajatella suunnattuna verkkona H,, 1 2-out = Hp/2-out, JOSSa jokaisesta
solmusta on k/2 suunnattua linkkia 1&himpiin my6tépéaivéisiin solmuihin. Algoritmis-
sa 1 valitaan satunnainen solmu ¢ € V,, ja suunnattu linkki (7, j) € E(Hg/o-0ut), jolle
li; = 1. Jos ki + k; < n — 1, kytketdén linkki uudelleen todennikéisyydelld p, va-
litsemalla linkille satunnaisesti uusi maalisolmu j" € V,,. Jos verkossa on jo olemassa
linkki (7,4') tai (j',4), valitaan linkille satunnaisesti toinen maalisolmu. Samoin pé-
tee, jos j/ = i. Tamén jalkeen siirrytdan solmun ¢ viereiseen myotapéaivissi olevaan
solmuun ¢ € V,,. Valitaan solmun ¢’ myotépaivainen linkki (¢, &), jolle £y = 1. Jos
ki + k; < n — 1, kytketdédn linkki uudelleen todennékoisyydelld p. Kiyddan tél-
14 tavalla verkon Hy /ooy kaikki solmut lépi mydtépéivéiseen suuntaan, kunnes yksi
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Algorithm 1 Wattsin ja Strogatzin verkkomallin kytkentédmenetelmé

Require: k-regular ring lattice H,  (k even), rewiring probability p
i’ < RandomNode(1,n)
for lap € {1,..,k/2} do
for next € {0,,...,n— 1} do
i <1 + next
if n <1 then
i+ 1modn
end if
J i+ lap
if n < 7 then
J 4 j7modn
end if
if RandomRealNumber(0,1) < p and Degree(i) < n — 1 then
repeat
j" <= RandomNode(1,n)
until not EdgeExists(i, j') and j' # i
AddEdge(i, j')
DeleteEdge(i, 7)
end if
end for
end for

kierros on tehty. Tamén jalkeen siirrytddn solmun ¢ mydétapéiviiseen linkkiin (i, j'),
jolle ¢;; = 2, Kdyd&én samalla tavalla verkon jokainen solmu ¢ € V,, lapi kytkemaélla
uudelleen solmun 7' my6tépéiviinen linkki (¢, j'), €y = 2, todennékéisyydelld p, jos
ki 4k, < n—1. Jatketaan samaa menetelméd siirtymélld jokaisen kierroksen jilkeen
verkon Hy, /ooy myotapéivéisiin linkkeihin, jotka kytkevét verkon yhé etdisempié sol-
muja. Kun ollaan kiyty myotépéiviiset linkit {(¢', j') € E(Hyjo-out) : lrjr = k/2} 1épi,
on lahtokohtaisen suunnatun verkon Hy, /ooy jokainen linkki kytketty uudelleen toden-
nékoisyydelld p riippumattomasti toisistaan. Lopuksi muutetaan verkko suuntaamat-
tomaksi asettamalla suunnatut linkit suuntaamattomiksi. Kyseinen suuntaamaton
verkko on Wattsin ja Strogatzin satunnaisverkkomallin generoitu verkko g € G, 1 p.

5.2. Pieni maailma -verkkomallin satunnaisverkko

MAARITELMA 5.2. Olkoon G,, i, joukko algoritmin 1 kaikista mahdollisista gene-
roiduista verkoista parametreilla n, k ja p, missé k on parillinen. Merkitdan kyseista
satunnaisverkkomallia Iyhyesti Gy rp = (G kps P(Gnkp): Pg,,,) ja sen satunnaisverk-
koa G, k. p-

Seuraavaksi esitetédén satunnaisverkkomallin G, ;, ominaisuuksia, jotka pétevat

satunnaisverkolle G, j , riippumattomasti parametrin p arvosta.

LAUSE 5.3. Olkoon G, i, satunnaisverkkomalli. Télloin satunnaisverkon Gy,
linkkien lukumddrd on

|E(Grkp)| = kn/2,
missi n ja k ovat satunnaisverkon Gy, parametreja.
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TobisTus. Olkoon p = 0. Satunnaisverkko G, j p—o on k-sddnnoéllinen rengashila,
jonka solmujen asteiden keskiarvo on madritelmén 1.23 mukaan %(Gn7k7p:0) = k. Seu-
rauksen 1.27 mukaan |E(Gyxp—0)| = kn/2 = kn/2. Olkoon p > 0. Lihtskohtaisen
rengashilan linkkien lukumééré ei muutu satunnaisverkossa G, j ,, koska algoritmin
1 kytkentdamenetelméassé linkkid ei voida kytked uudelleen solmupariin, joka on jo
kytketty linkilla. O

SEURAUS 5.4. Olkoon Gy 1, satunnaisverkkomalli. Satunnaisverkon G, para-
metri k mddrittid solmujen asteiden keskiarvon yksikdsitteisesti

K Grryp) = k.
TopisTus. Lauseen 5.3 mukaan |E(G,1p)| = kn/2, joten seurauksesta 1.26 saa-
daan k(G rp) = 2| E(Guip)|/|V(Grryp)| = 2kn/(2n) = k. O

SEURAUS 5.5. Olkoon G, 1, satunnaisverkkomalli. Tdlloin satunnaisverkon Gy,
tiheys on

k
D(G, = —,
( ,k,p) n — 1
missi n ja k ovat satunnaisverkon Gy, parametreja.
ToDISTUS. Seurauksesta 5.4 nihdiin, ettd k(G 1,) = k, joten seurauksen 1.28

mukaan D = k/(n —1) = k/(n —1). O

SEURAUS 5.6. Satunnaisverkkomalli Gy, ., on harva, kun mallin parametri k on
alempaa kertaluokkaa kuin parametri n, k = o(n), eli

k
— =0, kun n — oo,
n

missd parametri k = k(n) on parametrin n funktio.

ToDISTUS. Satunnaisverkon G, i, linkkien lukuméérd on lauseen 5.3 mukaan
|E(Gnkp)| = kn/2, jossa parametri k = k(n) voi olla vakio tai parametrin n funktio.
Parametrit n ja k méérittavit satunnaisverkon G, j , linkkien lukumééran |E( Gy, )|
yksikésitteisesti. Madritelmén 1.17 mukaan satunnaisverkkomalli G, , on harva, jos

|E(Gniyp)| = o(n?). Lauseen 1.16 mukaan tdm# on yhtépitivi pieni o-estimaatin
|E(Ghip)| = o(3n%) kanssa, jolloin |E(Ghrreg)|/ (30%) = $kn/ (3n2) = k/n —
0, kun n — oo. O

Satunnaisverkossa G, j,, solmujen asteet k;( Gy 1,p), ¢ € V,, voivat olla eri suuruisia,
kun parametri p > 0. Algoritmin 1 kytkentdmenetelmé varmistaa kuitenkin, ettd
solmujen asteet ovat vihintaéan k /2, jolloin satunnaisverkolla ei ole eristettyji solmuja.

LAUSE 5.7. Olkoon G, i, satunnaisverkkomalli. Tdlloin satunnaisverkon Gy,
solmujen asteille pitee
ki( Gukp) > k/2 kaikilla i € V,,
missd k on satunnaisverkon G, i, parametri.
TobIsTus. Algoritmin 1 ldhtokohtana olevassa suunnatussa verkossa Hy, /o out jo-
kaisen solmun i € V,, lihtdaste on k" = k/2 ja tuloaste k; = k/2. Satunnaisverkko-

mallin G, , kytkentdmenetelméssd solmun ¢ ulosmenevét linkit kytketédén uudelleen
todennékoisyydelld p siten, ettd ainoastaan linkkien maalisolmut muuttuvat. Talloin
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solmun ¢ € V,, 1dhtoaste pysyy samana, mutta solmun tuloaste on satunnaismuuttuja
k7 €{0,...,n—k/2—1}. Kun linkkien suunnat unohdetaan, on solmun i € V,, aste
ki(Gy1.p) lahtdasteen k" ja tuloasteen k; summana vihintdéin k/2. O

5.3. Pieni maailma -verkkomallin kytkentidtodenniko6isyydet

LAUSE 5.8. Olkoon G, 1, satunnaisverkkomalli. Todenndkoisyys, ettd satunnais-
verkon Gy, satunnaisesti valittu solmupari {i,j} € Vi? on kytketty linkilla, on
k

n—1’

P(X,;=1) =

missi n ja k ovat satunnaisverkon Gy, parametreja ja X;; on indikaattori tapahtu-
malle, ettd solmupari {i,7} on kytketty linkilld.

TobpIsTUS. Lauseen 5.3 mukaan satunnaisverkon G, j, linkkien lukumé&éréd on
|E(Gyk,p)| = kn/2. Tama on satunnaisverkon G, solmuparien lukumééra, jotka on
kytketty linkilld. Satunnaisverkossa G, on yhteensd () = n(n — 1)/2 eri solmu-
paria, joten todenndkoisyys milld satunnaisverkon G, j, satunnaisesti valittu solmu-
pari {i,j} on kytketty linkilld on P(X;; = 1) = |E(Guyp)|/(5) = kn/(n(n — 1)) =
k/(n—1). O

Algoritmin 1 lihtokohtana olevassa suunnatussa verkossa Hj, /ooyt SOlmuparin {i,7}
solmuilla ¢ ja 7 on yhteensé k ulosmenevéaa linkkia. Linkit kytketddn uudelleen toden-
nékoisyydelléd p riippumattomasti toisistaan. Lasketaan milld todennékoisyydelld yksi
néisté linkeistd kytkee solmuparin {7, j} satunnaisverkossa G, 1, Merkitdan muuttu-
jalla t € {1,2,..., k} missd jarjestyksessd kyseiset linkit kdydddn ldpi algoritmissa 1.
Merkitéén liséksi tapahtumat A; := "linkki ¢ kytkee solmuparin {7, j}” ja B, := "linkki
t el kytke solmuparia {7, j}” kaikilla ¢ € {1,2,...,k}. Lauseista 3.16 ja 3.17 saadaan
laskettua satunnaisverkon G, , solmuparin {i,j} € /A% kytkentdtodennakoisyys

(5.3)
P(X,; =1)

P(A)) +P(A2NBy) +P(AsN B NBy)+ ...+ P(A,NBN...NBy_1)
(A)) +P(Ay | By)P(By) +P(As | By N By)P(By | By)P(By) + ...
(A | BiN...N B 1)P(By_1 | BiN...N By_s)...P(By | By)P(By).

Il
s =

+

Seuraavaksi lasketaan jirjestaméttomien solmuparien {i,j} € V,® kytkentitodenni-
koisyydet satunnaisverkossa Gy, metriikan ¢;; suhteen. Empiirisissd kokeissa [11]
on havaittu, ettd harvan satunnaisverkkomallin G, ;, satunnaisverkolle G, ;, péatee
P(ki(Gpip) =n—1) = 0, kun n on iso.

5.3.1. Kaukaisten solmujen kytkentidtodennikoisyys. Harvassa satunnais-
verkkomallissa G, ;. , satunnaisverkon G,, x, solmuparin {i, j} kytkentdtodennakéisyys
ehdolla {¢;; =m}, me {k/2+1,k/2+1,...,n/2}, on

k k(k—1

p— E—1) P’
n—k—1 2(n—k—1)

(5.4) P(Xij =1]0l;; =m)~

kun satunnaisverkon G, ,, tiheys D(G, ) — 0. Solmuparin {7, j} € Vit solmujen
jarjestykselld ei ole vilid, joten oletetaan, ettéd solmu ¢ tulee ennen solmua 5 algoritmin
1 kytkentdmenetelméssa (ks. kuva 5.3). Algoritmin 1 ldhtokohtana olevassa suunna-
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Kuva 5.3. Pieni maailma -verkkomallin G, ;, léhtokohtainen suun-
nattu verkko Hy, j/2.out, kun n = 10 ja k = 4. Solmuparille {7, j} pétee
l;j = min{|j —i|,n—|j — |} > k/2. Kuvaan on merkitty solmujen i ja j
ulosmenevit linkit seké jarjestys, milla niitd kytketdéan uudelleen toden-
nakoisyydellda p. Solmuparin {7, j} kytkentédtodennikoisyys harvan sa-
tunnaisverkkomallin G, ;,, satunnaisverkossa G, , ehdolla {¢;; = m},
me{k/2+1,k/2+1,...,n/2} on

k . k(k—1) 2
n—k—1 2(n —k—1)?
kun satunnaisverkon G, , koko n on tarpeeksi iso.

tussa verkossa H},/oout, solmupari {i,7} el ole kytketty linkilld, kun ¢;; > k/2, joten
tapahtuman A; todennékoisyys ehdolla {¢;; = m}, m € {k/2+ 1,k/2+1,...,n/2}
on

p
]P)(Al | EZ] m) n— ki,hetkellinen —1
jaP(By | t;j = m) =1—P(A; | ¢;; = m). Liitteessd A osoitetaan, ettd solmun ¢
hetkellinen aste £; petkellinen @2lgoritmissa 1 on satunnaismuuttuja, joka riippuu muiden
solmujen asteista. Tamé hankaloittaa laskuja, joten tehddédn approksimaatio

p p
5.5 N
( ) n— ki,hetkellinen —1 n—k—1

missi seurauksen 5.4 mukaan parametri k = k(G 1,). Kaavan (5.5) approksimaation
virhe on empiirisissi kokeissa [11] havaittu pieneksi, kun harvan satunnaisverkko-
mallin G, j, satunnaisverkon G, ;, koko n on iso. Kédyttden kaavan (5.5) approk-
simaatiota saadaan ehdolla {{;; = m}, m € {k/2+ 1,k/2+2,...,n/2} laskettua
P(At | Blm...th_l ﬂ&] :m) %p/(n—k:—l) Ja]P(Bt | Blﬁ...ﬂBt_lﬁﬁzj =
m)~1—p/(n—k—1) kaikilla t € {2,3,...,k}, jolloin

- ) A p p _ p p
P(Xy =116 =m) n—k—1+n—k—1<1 n—k‘—1>+n—k‘—1

Y\ p p \7!
.(1_71—]{;—1) +”'+n—kz—1(1_n—k—1> '

Témé vastaa geometrista summaa [1] 32 _ a1¢™ ! termeilli a; = p/(n — k — 1) ja

m—1

jaq=(1-p/(n—k—1)). Geometrinen summa 3" _ a;q saadaan laskettua
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kaavasta [1] S, = 3¢ _ a1¢™ ' = a1(1 — ¢*)/(1 — q), kun ¢ # 1, jolloin saadaan
k

m—1
p D
(X, =16, > k/2) ~ -
B mzzln—’f—l ( n—k—l)
k
kT (1 — (1) ) —1-(1 p g
- (1— %) - n—k—1) "
Termi (1 — p/(n — k — 1))k saadaan laskettua binomilauseen [1] avulla (a + b)k _
Zfzo (k) a®=*b*, jolloin

S

(i) = (e (i) + (et
+ <’;)1“(—1)2 (ﬁy o+ <Z)10(—1)k (ﬁ)k

B p k(k—1)  p°
=l T T T (n—k—1)
k(k—1(k—-2)  p’ w(k p*
- 6 k=1 T (k)(n—k:—l)’f'

Harvassa satunnaisverkkomallissa G,,  , parametreille n ja k pitee k°/(n—k—1)* ~ 0
kaikilla s > 3, kun n — o0, jolloin

k
p k k(k —1) 2
-2 )~ .
( n—k—l) R LY o P R

Todennékoisyys, milld satunnaisverkon G,y , solmupari {7, j} on kytketty linkilld eh-
dolla {¢;; = m}, m € {k/2+1,k/2+2,...,n/2}, on harvassa satunnaisverkkomallissa

B o k Kk—1)
P(Xy =116y =m)~1 (1 n—l{:—lp+2(n—k5—1)2p)
ok k(k—1)
k-1 2 k-1

kun satunnaisverkon G, , tiheys D(G,x,) — 0.

5.3.2. Laheisten solmujen kytkentidtodennékoisyys. Satunnaisverkon G, i,

solmuparin {1, j} kytkentédtodennikdisyys harvassa satunnaisverkkomallissa G,, i, , eh-
dolla {¢;; =m}, m € {1,2,...,k/2}, on

k—2m+1
(5.6) P(Xij =1]4; =m)~ (1—-p)+ n_;n_l P’

kun satunnaisverkon G,y , tiheys D(Gy1,) — 0. Kyseinen todennékoisyys riippuu
metriikan ¢;; = m € {1,2,...,k/2} arvosta. Solmupari {i,j} on kytketty linkilla
algoritmin 1 ldhtokohtana olevassa suunnatussa verkossa Hy/ooue, kun £;; = m €
{1,2,...,k/2}. Oletetaan, ettd kyseisen linkin 1dhtésolmu on . Todennikoisyydelld
1 — p linkkié (4, j) ei kytketd uudelleen, jolloin ij € E(G,,). Oletetaan, ettd linkki
(i,7) € E(Hgj2-ous) kytketdén uudelleen todennékéisyydelld p. Lasketaan milld to-
dennékoisyydelld jokin suunnatun verkon Hj oy Solmujen i ja j jéljelle jdéneisté
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KuvaA 5.4. Pieni maailma -verkkomallin G,, ;. , 1ahtokohtainen suunnat-
tu verkko H,, i./2-out, kun n = 10 ja k = 4. Kuvassa on merkitty solmujen
7 ja j ulosmenevit linkit seké jarjestys milld niitd kytketdan uudelleen
todennékaisyydella p, kun algoritmin 1 aloitussolmu ¢ € {j+1,...,n}.
(a): £;; = 1. Linkkid (7, j) kytkettéessd uudelleen voi tilalle tulla jokin
jéljelle jadneista k —2¢;;+1 = 3 merkityisté linkeisté. (b): ¢;; = 2, joten
k —2¢;; +1 = 1. Solmuparin {7, j} kytkentédtodennikdisyys harvan sa-
tunnaisverkkomallin G, ;. , satunnaisverkossa G, x, ehdolla {{;; = m},
m € {1,2,...,k/2}, on

P(Xy = 1| by =m)~ (1 —p) + Ly

kun satunnaisverkon G, j , koko n on tarpeeksi iso.

ulosmenevistéd linkeistd kytkee solmuparin {i,j} satunnaisverkossa Gy, (ks. kuva
5.4).

Olkoon {4, j} suunnatun verkon Hy, /oo solmupari, jolle £;; = m € {1,2,...,k/2}.
Solmuparin jarjestykselld ei ole vilid, joten oletetaan, ettd solmu ¢ on solmuparia
{i,7} kytkevén linkin lahtosolmu. Algoritmin 1 kytkentdmenetelmén aloitussolmus-
ta riippuen linkki £ = 1 on suunnatun verkon Hj /sy solmun ¢ ulosmenevé linkki
todennékoisyydella (n — m)/n. Todenndkoisyydella m/n se on solmun j ulosmene-
vé linkki (ks. kuva 5.4). Oletetaan ensin, ettd linkki ¢ = 1 on solmun ¢ ulosmenevé
linkki. T&lloin ehdolla {¢;; = m}, m € {1,2,...,k/2} pétee P(4; | lij = m) = 0
ja P(B; | ¢;; = m) = 1 riippumatta tapahtumista (B,)'Z} kaikilla 1 < ¢t < 2m — 1,
silla solmupari {7, 7} on jo kytketty linkilld ¢ = 2m — 1 (ks. kuva 5.4). Vasta, kun
t =2m — 1 pétee P(Agy—1 | lij = m) =1 —p ja P(Byy,—1 | i = m) = p riippumat-
ta tapahtumista (B,)'Z}. Kaavan (5.5) approksimaatiota kiyttien saadaan laskettua
P(At | Blﬂ...ﬂBt_lﬂ&j = m) %p/(n—k—l) JaP(Bt ‘ Blﬂ...ﬂBt_lﬂ&j = m) ~
1 —p/(n—Fk—1) kaikilla ¢t € {2m,2m + 1,..., k}. Kaavasta 5.3 saadaan laskettua
solmuparin {4, j} kytkentdtodennakdoisyys ehdolla {¢;; = m}, m € {1,2,...,k/2}

)

p b
n—k—1+p

p p k—2m
e () [ .
+ +pn—k—1( n—k—l)

P(Xy=1]li;j=m)~(1-p)+p

[
n—k:—1< n—k—1
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Tami vastaa termié (1 — p) lukuun ottamatta geometrista summaa p?/(n — k —

1) lejmﬂ(l—p/(n—k— 1))*~!. Geometrisen summan kaavasta [1] saadaan laskettua
solmuparin {7, j} kytkentdtodennékoisyys ehdolla {¢;; = m}, m € {1,2,...,k/2}

k—2m41 0 » s—1
P(Xy =1l =m)~(1=p)+ n—k—1<1_n—k—1>
s=1

k—2m+1
p
=1l-pll——— .
p< n—k—1>

Termi (1 — p/(n — k — 1))*?m*! saadaan laskettua binomilauseen [1] avulla, (a +

k—2m+1 __ k—2m+1 (k—2m+1 k—2m-+1—s1s : :
b) - Zs:O ( s )Cl b ’ JOHOIH

k—2m+1 2

P P kE—2m+1 P
1l—- — =1—(k—-2 1) — _—
( n—k—l) ( m )n—k—1+( 2 )(n—k—1)2

k—2 1 k—2m+1
+...+ met (—1)k—2m+l b - .
E—2m+1 (n —k — 1)k—2m+1

Harvassa satunnaisverkkomallissa G,, 1, , parametreille n ja k patee k™ /(n—k—1)" ~ 0
kaikilla m > 2, kun n — oo, jolloin

k—2m+1
-2 1
(FL) vy ETImAL)
n—k—1

k n—k—1
Todennékoisyys, milld satunnaisverkon Gy, solmupari {7,j} on kytketty linkilld
harvassa satunnaisverkkomallissa G, 1, ehdolla {¢;; = m}, m € {1,2,...,k/2} on

kE—2m-+1 k—2m+1
(Xij=14;; =m) p( n_k_1p> A=p)+—— 7P

kun satunnaisverkon G, , tiheys D(G,,) — 0.

Oletetaan, etté linkki ¢ = 1 on solmun j ulosmenevé linkki. Téll6in ehdolla {¢;; =
m}, m e {1,2,...,k/2} patee P(A; | ;; = m) =0jaP(B, | {;; = m) = 1 riippumatta
tapahtumista (B,)'Z} kaikilla 1 <t < 2m, sillid solmupari {i, j} on jo kytketty linkilld
t = 2m. Vasta, kun ¢t = 2m pétee P(Ay, | 4ij = m) = 1 —p ja P(By, | 4 =
m) = p riippumatta tapahtumista (B,)'Z]. Vastaavasti saadaan laskettua kaavasta
5.3 solmuparin {1, j} kytkentdtodennékoisyys ehdolla {¢;; = m}, m € {1,2,...,k/2}

P(X;; =1|l;=m)~1—p(1—p/(n—Fk—1))>".

Binomilauseen [1] mukaan

k—2m k

P k—2m k—2m & P
l1—— =1—-— 1)
( n—k—l) k1" +(k—2m>( )(n—k—l)’“’
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jolloin
k—2m k—2m
P(X;; =1|4;; = ~1— l——mmp ) = (1 — —2,

kaikillam € {1,2,...,k/2}, kun satunnaisverkon G, , tiheys D(G,, ;) — 0. Lauseen
3.17 mukaan todennékdisyys, milld satunnaisverkon G, j,, solmupari {7, j } on kytketty
linkilld harvassa satunnaisverkkomallissa G,, 1, , ehdolla {¢;; = m}, m € {1,2,...,k/2},
on

n-—m E—=2m+1 , m k—2m
~ l—p)+—"T— “(a-p+—2
(( )+ p)+n(( p)+n_k_1p>

n 1
k—2m n—m k—2m+1
—(1— 2 2%1_ voemr -2
(L=p)+ ———p Ty — A=p)+—— 7P

kun satunnaisverkon G, , tiheys D(Gy 1) — 0.

5.4. Solmujen asteiden jakauma pieni maailma -verkkomallissa

Fyysikot Alain Barrat ja Martin Weigt [11] analysoivat vuoden 1999 julkaisussaan
Wattsin ja Strogatzin verkkomallin ominaisuuksia tarkemmin sekd empiirisesti ettd
teoreettisesti. He esittdvét estimaatin satunnaisverkon G, j , tyypillisen solmun i € V,,
asteen jakaumalle, kun satunnaisverkko Gy, , on iso. Parametrilla p > 0 solmun ¢ aste
k;( G,k p) on satunnaismuuttuja, joka lauseen 5.7 mukaan on vahintédén k/2. Voidaan
siis kirjoittaa solmun 7 aste muodossa

ki<Gn,k,p) - ]{?/2 + Xi7

missd X; € {0,1,...,n — k/2 — 1} on satunnaismuuttuja. Barrat ja Weigt esittavét
satunnaismuuttujaa X; kahden muun satunnaismuuttujien summana

Xi =Y+ Z,

missd Y; € {0,1,...,k/2} ja Z; = X; — Y;. Satunnaismuuttuja Y; méadrittaa algorit-
min 1 lihtokohtana olevan suunnatun verkon Hj /ooy Solmun 4 sisdéntulevien link-
kien lukuméérén, jotka ovat pysyneet paikallaan kytkentdmenetelmén aikana toden-
nakoisyydelld 1 — p riippumattomasti toisistaan. Satunnaismuuttuja Y; noudattaa siis

binomijakaumaa
k
Y, ~ Bin <§,1—p>.

Barrat ja Weigt méérittelevét satunnaismuuttujan Z; ilmaisemaan kuinka monta link-
kid on kytketty uudelleen kohti solmua i todennékoisyydelld p/n. Liitteessd A o0soi-
tetaan, ettd kyseinen todennidkdisyys on approksimaatio. Barrat ja Weigt approksi-
moivat satunnaismuuttujan Z; jakaumaksi Z; ~ Poisson(\) parametrilla A = pk/2,
kun n on iso, jolloin Barrat ja Weigt méérittdvit satunnaisverkon G, j, tyypillisen
solmun ¢ asteen k;( Gy, ,) jakaumaksi
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P(©) |

-4

10

Kuva 5.5. Barratin ja Weigtin [11] esittdmé todennikoisyysjakau-
ma Py, (c) satunnaisverkon G, ;, tyypillisen solmun ¢ asteille k;, mis-
sé ¢ > k/2. Symbolit ovat numeerisesti simuloitujen verkkojen sol-
mujen asteiden suhteellisia frekvensseja parametreilla n = 1000 ja
k = k= 6. Taytetyt ympyrit niyttivit satunnaisverkon G, solmun
asteen k;(G,,,) ~ Poisson()) jakauman parametrilla A = k = 6.

(5.7) P(ki(Gnyp) = ¢) = P(ki(Grip) = k/2 + )
min(m,g)
= > P(Mi=y)n(Zi=z-y)
y=0
min(m,g) k <@>$_y .
~ ) (2) (1—p)pe v e ),
— \y (= y)!

kun ¢ > k/2 ja n on iso. Barrat ja Weigt huomauttavat, ettd asteen k;(Gyp) ja-
kauma levenee kun parametrin p arvo kasvaa (ks. kuva 5.5), mutta he eivit kuiten-
kaan laske jakauman tunnuslukuja. Asteen k;(Gy,,) jakauman odotusarvo saadaan
laskettua kaavan k;(Gnr,) = k/2 +Y; + Z; avulla, jossa Y; ~ Bin(k/2,1 — p) ja
Z; ~ Poisson(pk/2), kun n on iso. Lauseesta 3.7 saadaan laskettua odotusarvo

(58 Elk(Couy)) = Elk/2) + BV +EZ]~ & + 20— p) + o=k,

joka ei riipu parametrin p arvosta. Jakauman varianssi saadaan myos laskettua kaavan
ki( Gnrp) = k/2+Y;+Z; avulla, silld satunnaismuuttujat Y; ja Z; ovat riippumattomia,
kun n on iso. Lauseesta 3.11 sekd binomijakauman ettd Poissonjakauman varianssien
kaavoista [3] saadaan laskettua varianssille kaavan

k Lk
(5.9) Var(ki(Gnr,p)) = Var(Y;) + Var(Z;) ~ 519(1 —p)+ 5P = §p(2 —p),

missé vakion k/2 varianssi on nolla [3]. Asteen k;( G, 1) varianssi kasvaa siis, kun pa-
rametrin p arvo kasvaa. Kaavasta 5.9 saadaan kuitenkin laskettua, ettd jopa paramet-
rilla p = 1 pétee Var(ky(Gnpp-1)) = 3 Var(k;(Gyy)), missé G,y on satunnaisverko,
jossa k;(G,.) ~ Poisson(\) parametrilla A = k& (ks. kuva 5.5).
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L(n,p)/L(n,0)
1

0.8 -

0.6 -

04 -

0.2 -

Kuva 5.6. Barratin ja Weigtin [11] numeerisesti simuloitujen pieni
maailma -verkkomallin verkkojen karakteristisen polun pituus L(n, p)
parametrin p funktiona useilla eri parametrin n € [100, 20000] arvoilla,
misséd parametri k = 4. Lasketut arvot ovat keskiarvoja viidestédsadasta
generoidusta verkosta ja normalisoitu tdysin sdannéllisen rengashilan
arvoilla L(n,0). Kayrian lasku ilmenee yha pienemmilld parametrin p
arvoilla samalla kun parametrin n arvo kasvaa.

5.5. Karakteristisen polun pituus pieni maailma -verkkomallissa

D. J. Watts ja S. H. Strogatz [10] tutkivat pieni maailma -verkkomallin G, s,
generoitujen verkkojen karakteristisen polun pituutta L &éritapauksissa p = 0 ja
p = 1. Kun p = 0 mallin generoima verkko on yhtendinen k-sdédnnéllinen rengashila
(ks. kuva 5.1(a)), jonka karakteristisen polun pituus L kasvaa lineaarisesti verkon koon
n mukaan. A. Barrat ja M. Weigt [11] laskevat rengashilan G, ,—o karakteristisen
polun pituuden tarkasti mééritelmén 1.31 kaavalla

nn—k—2) n

LGrp=o) = 2%(n—1) 2k

Kun p = 1 Watts ja Strogatz [10] arvioivat, ettd satunnaisverkon G, j,—1 ka-
rakteristisen polun pituus on ldhes sama kuin satunnaisverkossa G, r1(n) parametrilla
M(n) = kn/2. Lisdksi satunnaisverkkomallin G, r(y tyypillinen verkko on yhtenéi-
nen, kun In(n) = o(k) [6]. Barrat ja Weigt [11] osoittavat numeerisella simuloinnilla,
ettéd pieni maailma -verkkomallin G,, ;. ,—1 generoitujen verkkojen karakteristisen polun
pituus parametrilla p = 1 tosiaan kasvaa, kuten

In(n)
L(Gpgp=1) ~ —— .
( Jk,p 1) hl(k' o 1)
Kuvassa 5.6 Barrat ja Weigt [11] ndyttavét, etta karakteristisen polun pituuden L

kdyran lasku riippuu myos parametrista n. He osoittavat, ettd kayrdn lasku ilmenee
yhé pienemmilld parametrin p arvoilla samalla kun verkon koko n kasvaa.



LUKU 6

Pieni maailma -verkkomallin klusteroituneisuus

Alain Barrat ja Martin Weigt [11] méérittavit julkaisussaan heuristisen lausek-
keen pieni maailma -verkkomallin G, ; , satunnaisverkon G, , transitiivisuuskertoi-
melle, johon usein viitataan kirjallisuudessa [15] [17]

3(k —2) 3
4(k_1)(1—p) :

Kyseesséd on kuitenkin heuristinen estimaatti kaavan (2.9) transitiivisuuskertoimel-
le C"(Grpp) = 250 |A(Grpp)l/ (230 |Ti(Gp)l), jonka tarkkuuden Barrat ja
Weigt viittiavit olevan kertaluokkaa |/ ( Gy r.p) —3(k—2)/(4(k—1))-(1—p)®| = O(1/n).
He pééttelevit heuristisin perusteluin, ettd solmun ¢ kolmio vV € A;(H,, ;) algoritmin
1 lahtokohtaisessa rengashilassa H, ; on vield solmun i kolmio V € A;(G,,,) satun-
naisverkossa G, todennékoisyydelld (1—p)3+O(1/n), kun p > 0. Téstd he johtavat
satunnaisverkon G, j , transitiivisuuskertoimen kaavan 2.9 avulla

C'(Gorp) = %Zzﬁ:l |Ai(Grkp)] ~ |A;(H, )| (1 — p)? _ 3(k —2) (1 p)?
L TG i (Ho ) T )

missd k-sédnnollisen rengashilan H,, j solmun ¢ kytkettyjen kolmikoiden- ja kolmioi-
den lukuméird on |A;(H,x)| = 3k(k — 2)/8 ja |Ti(Hnx)| = k(k — 1)/2. Barrat ja
Weigt osoittavat numeerisella simuloinnilla, ettd pieni maailma -verkkomallin G, i,
generoitujen verkkojen klusterointikerroin C' ja transitiivisuuskerroin C’ eroavat vain
hyvin véhén toisistaan, joten he antavat satunnaisverkon G, i, klusterointikertoimel-
le estimaatin ¢(Gpp) = ¢/ (Gpiyp)-

(6.1) C/(Gn,/%p) =

6.1. Pieni maailma -verkkomallin satunnaisverkon transitiivisuuskerroin

Seuraavaksi lasketaan matemaattinen lauseke satunnaisverkkomallin G, ; , satun-
naisverkon G, j, transitiivisuuskertoimelle parametrien n, k ja p funktiona. Mé&éri-
telmén 3.38 mukaan satunnaisverkon G, ;, transitiivisuuskerroin on

E[|A; (G,
UGy — EIA(Gus)l]
E[ITi(Gnrp)ll
kun E[|T;(Gr)|] > 0 ja kokoelmat (|A;(Gnip)| 1@ € Vi) ja (|Ti(Grryp)| = 7 € V3)

muodostuvat samoin jakautuneista satunnaismuuttujista.

6.1.1. Solmun kytkettyjen kolmikoiden odotusarvo. Lauseen 3.25 mukaan
satunnaisverkon G, 1, tyypillisen solmun ¢ kytkettyjen kolmikoiden lukuméérén odo-
tusarvo saadaan laskettua asteen k;(G,, 1) jakauman tunnuslukujen avulla

E 103 Go)l] = 5 (D Grip))? — LK Goi)] + Var(hi( Grep))

52
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Kuva 6.1. Esimerkkejd pieni maailma -verkkomallin satunnaisverkon
Gn,k,p solmun ¢ mahdollisista kytketyistd kolmikoista (katkoviivat) pa-
rametreilla n = 10, k = 4 ja p > 0. Olkoon ¢;; = min{|j —i|,n —|j —i|}
metriikka. (a): {EU > l{?/2, Eik’ > k?/2}, (b) {EZ] < ]C/Q, Eik’ > ]{?/2} ja

Kaavassa 5.7 on esitetty asteen k;(Gy,p) jakauma, kun satunnaisverkon G, j, koko
on iso. Kaavojen 5.8 ja 5.9 mukaan E [k;( G, k)] = k ja Var(k;(Gnx,p)) =~ kp(2—p)/2,
joten isolle satunnaisverkolle G, ;, saadaan laskettua

M + Ep(Q _p).

Transitiivisuuskertoimen (G, ,) lausekkeen maarittdmiseen parametrien n, k ja p
funktiona lasketaan odotusarvo E[|Y;(G,4p)|] my6s pienemmille satunnaisverkoille
G i,p- Lauseen 3.23 mukaan

EMGull = Y Plgay == > P(Xy—1, Xuw = 1)
{i,j,k,}EVi(g) {i,j,k/}GVi(s)

missé satunnaisverkon G, j, solmuparien kytkentdtodennékodisyydet saadaan lasket-
tua kaavoista 5.4 ja 5.6. Odotusarvon E [|Y;( G, ,)|] laskemista varten tehdédén ositus

solmujoukon V,, jirjestdmittomien kolmikoiden V) osajoukolle Vi(3) ={{i, 5k} €
v e {i,5',k'}}. Alkiossa {i,7,k'} € \/;(3) solmujen jarjestyksella ei ole vilid, jo-
ten voidaan olettaa, ettd ¢;; < £;;,. Olkoon V;(g) = U§=1 A, joukon V;(S) ositus erillisiin
osajoukkoihin

Al = {EZJ > ]C/Q, gik’ > /{?/2},
A2 = {EU < k/Q, gik’ > 1{3/2},
Ag = {li; < k/2, by < k/2},

missd k on satunnaisverkon G, j, parametri (ks. kuva 6.1). Lauseesta 3.17 saadaan
nyt satunnaisverkon G, tyypillisen solmun 7 kytkettyjen kolmikoiden lukumé&rén
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odotusarvo muotoon

(6.3) E(T(Curp)ll = > PXj=1 Xpw=1)
{i,j7k/}6‘/i(3>

3
=> ) PXy=1 Xp=1),

s=1 {i,j,k'}E€As

silld 1/;(3) = |J2_, A, on joukon Vi(?’) ositus. Ensin lasketaan kaavan (6.3) summan
osa alkioille {7,7,k'} € Ay = {lij > k/2, lyy > k/2} (ks. kuva 6.1(a)). Joukon A,

alkioiden lukumaéara on

{{i, 5, K} € A} = (”_k—l) (n—k—1’—(n—k-1)

2 - 2
Merkitaan Ay m = {li; = m, by = m'} kaikilla £/2 <m < n/2, m <m' < n/2.

Liitteessd B lasketaan kaavan (5.4) avulla, ettéd joukon A, alkioille péatee

~ <n —Z— 1P~ 2(:(—]{:/;—1)1)2]92) <n ﬁ; % 1P 2(rfk—_l<;1—)21)2p2)

k=1, k=13,

Sk —12" T Tm—k—1p P

kun satunnaisverkon Gy, tiheys D(G, k) — 0, jolloin

(6.4) Y OPX=1 Xgw=1)
{i,j,k/}EAl
n/2—1 n/2

m>k/2m/ >m {i,j,k'}€A;

(n—k— 1) - (n_k_1)<nk£kk__§i)zp2 k<(f;—_1}3(f1—)5>p3)
Nk(k—%)( ) k=)=
G,

Q

o(n—k—1) ©

kun satunnaisverkon G, tiheys D(
summan osa alkioille {z J k'Y e Ay
Joukon A, alkioiden lukumaééra on

kp) — 0. Seuraavaksi lasketaan kaavan (6.3)
Ui < k/2, by > k/2} (ks. kuva 6.1(b)).

Merkitadn Agpm = {li; = m, by = m'} kaikilla m € {1,2,...,k/2} jam' €
{k/2+1,k/2+2,...,n/2}. Liitteessi B lasketaan kaavojen (5.4) ja (5.6) avulla, ettd
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joukon As ,, ., alkioille pétee

k—2m+12 k_% (k_1>2 2
~((1-p)+——"= -
(( P+ n—k—lp)(n—k—lp 2(n —k — 1)27

kun satunnaisverkon G, j, tiheys D(G, x,) — 0. Liitteessa C osoitetaan, etta

k/2 _om, 2
(6.5) > ((1—p)+%p2> - g“ﬂ”*ﬁpz’

m=1

jolloin saadaan laskettua

(6.6)
{Z'vjvk/}EAZ
k/2  n/2

=y > Yo PXy =1, X =1)

m=1m/>k/2 {i,j,k)’}EAQ,mym/
k/2

k—2m ].2 k’i_% k_12 2
z2(n—k—1)mZ:1((1—P)+n_—k_+1p)(n—k—lp_2(7l(—k—)1)2p>
(k—1 2 - k-2m+15,

-(0-3 _kinp)%((“f’”n——k—ip)
k—l) K 2
(o) 10
N Kk — 1) LA Ul )
Nkk—g)(—)P—m(l—p)p +mp7

kun satunnaisverkon G, , tiheys D(G,,) — 0. Lopuksi lasketaan kaavan (6.3)
summan osa alkioille {i,5,k'} € As = {l;; < k/2, lys < k/2} (ks. kuva 6.1(c)).
Joukon As alkioiden lukumaéaira on

{{i,j,k'} € A3} = (’2“) _ @

Jaetaan joukko Az kahteen erilliseen osajoukkoon A3z = As, U Asp, missd

A3b = {1 < gij <l < k/Q}

Joukon Ajs, alkioiden lukuméérd on

{{i,5.K} € Asa}| = 5
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Merkitédén Asqm = {l;; = m, lyy = m}, m € {1,2,...,k/2}. Liitteessi B lasketaan
kaavan (5.6) avulla, ettd joukon As, ., alkioille péatee

k—2m+1 k—2m+1
< (0-p 4 B2 (0o B2y

n—k—1 n—k—1
2(k —2m + 3) (k—2m+1)(k—2m+3)
= (1= 2 4 . 2 2/ .4

kun satunnaisverkon G, tiheys D(G, ,) — 0. Liitteessé C osoitetaan, etta

k/2
i (k—2m +1)(k — 2m + %)p4 k(R =3k - 1)p4
2 (n— k1) 6(n — k1)

jolloin saadaan laskettua

{i,j,k/}6A3a
k/2

m=1 {izjvk/}€A3a,m

= 2(1 —p) %( —p)p’ — %(1 )
= g(l —p)2 + %(1 _p)pQ7

kun satunnaisverkon G, , tiheys D(G,, x,) — 0. Joukon Aj;, alkioiden lukumééré on

. k(k—1) k k(k—2)
K A = J_ =" =
|{{27]7 } € 3b}| 2 2 2
Merkitédén Asy e = {lij = m, by = m'} kaikilla 1 < m < m' < k/2. Liitteessd B
lasketaan kaavan (5.6) avulla, ettd joukon Agp .. alkioille pétee

k—2m+1 k—2m' + 1
~ ((1 —p)+n_—p2) ((1 —p)+n_—zp2)

k—1 k—1
20k + 2 — (m+m)) (k—2m+1)(k —2m' + 3)
— (1 —1p)? 4 1 — 2 2/ 4
(1-p) S (1—=p)p (k17 P,
kun satunnaisverkon G, j, tiheys D(G, \,) — 0. Liitteessa C osoitetaan, etta
k/2—1 k/2
k(k —2)(k+2)
4 N =
Z Z (m+m') 1

m=1 m’/>m
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ja
4%1 kf: _2m+1)(k‘—2m'+%) i k(b —2)(k* -2k —2) ,
m=1 m'>m _1>2 b= 8<n_k_1)2 "
missé
k/2—1 k/2

1y =t

m=1 m/>m

jolloin saadaan laskettua

Y OPXy=1, X =1)
{i.5,k" YEAsp
k/2—1 k/2

=> > Y P(Xy=1 X =1)

m=1 m’>m {i,j,k'}€A

3b,m,m’

k/2-1 k/2 3 ()
~ 4 Zl Z ((1 —p)°+ 2k +n4_ kf_;L )>(1 —p)p2>
Dy B e MDAy
_ —k<k2_ 2) (1-p)?+ k(2/<én—_2)]£/f_—1)-) (1—p)p?,

kun satunnaisverkon G, j,, tiheys D(G,,,) — 0. Nyt saadaan laskettua kaavan (6.3)
summan osa alkioille {i, j, K’} € Az = A3, U Asy,

(6.7) > P(X =1, Xy =1)

{i,j,k'}€A3

~ (g(l —p Q(i(ﬁ;:)l)(l P 2)

+ (M(l _p)Q + k(zk(n _)lik__1>_) (1 _p)p2>

k(k—3)(k—1)
2(n —k—1)

(1—p)p*,

kun satunnaisverkon G, tiheys on D(G,, ,) — 0. Satunnaisverkon G, , tyypillisen
solmun 7 kytkettyjen kolmikoiden lukuméirén odotusarvo saadaan laskettua kaavoista
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Kuva 6.2. Satunnaisverkon G, , tyypillisen solmun ¢ kytkettyjen kol-
mikoiden lukuméérdn odotusarvo E[|Y;(Gykp)|] kaavasta (6.8) para-
metrin p funktiona (kéyrat), kun £ = 10 ja n = 100, 200, oo (katko-
viiva). Ristit (n = 100), nelict (n = 200) ja ympyréit (n = 1000) ovat
numeerisen simuloinnin keskiarvoja sadasta generoidusta verkosta.

(6.4), (6.6) ja (6.7),

68)  E[Ti(Guppll=>_ > PX;=1 Xy =1)

s=1 {i,5,k'}€As
(R (L N KE-DG=G)
2 n—k—1 2(n —k —1)
k(k —1)2

1 ,, Kk—3) 4
+<k(k—§>(1—1))p—m(1_p)p +2(n—k—1)p)

+ <—k(k2_ 2, (1—p)*+ kgz;f),fk_];) (1 —p)p2>
k(k—1) k kK*(3p—2) —kp
I A T

kun satunnaisverkon G, , tiheys D(G,,) — 0. Harvassa satunnaisverkkomallissa
Gy ip tiheydelle pétee seurauksien 5.5 ja 5.6 mukaan D(G,,) = k/(n —1) — 0, kun
n — 00, joten odotusarvo E [|T;( G, xp)|] on asymptoottisesti

k(k—1) k

5 —|—Zp(2—p), kun n — oo.

Kuvasta 6.2 ndhd&aén, ettd tyypillisen solmun ¢ kytkettyjen kolmikoiden odotusarvo
ei juuri riipu satunnaisverkon koosta n. Kaavojen (6.8) ja (6.9) suhteellinen erotus on

E[Yi(Grpp)l] = E[Ti(Grmoop)ll _ (k*(3p — 2) — kp)p? ~0
E[[Ti(Gn=sorp)l] 2(n —k—1)(2k* =k + kp(2—p))

(6.9) E{|Ti(Gnpp)l] =
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kun satunnaisverkon G, , tiheys D(G,, ) — 0, joten voidaan estimoida odotusarvo
E[|T:(Gnrp)|] kaavalla (6.9). Témé on sama kuin kaavassa 6.2 laskettu odotusarvo

k(k—1 1 k(k—1 k
BT Corl] ~ B2 1 v = HEZD L Ko g,
Tyypillisen solmun ¢ kytkettyjen kolmikoiden odotusarvo parametrilla p = 0 on

E[|Ti(Gnrpo)|] = k(k —1)/2, joka on riippumaton parametrista n. Parametrin p
arvon kasvaessa odotusarvo E[|Y;(Gy,)|] kasvaa lineaarisesti asteen k;(Gn,,) va-
rianssin kanssa. Parametrilla p = 1 odotusarvo E[|Y;(Gykp=1)|] on kuitenkin pie-
nempi kuin vastaavan kokoisessa satunnaisverkossa G,, v, jossa k;(G,, ) ~ Poisson(\)
parametrilla A = k = k. Lauseen 3.25 mukaan E [| (G, )|] = k(k—1)/2+k/2, joten

K kK2
(6.10) E[Ti(Grpp=i)ll # 5 — 7 < 5 = E[[Ti(Gup)l].
Odotusarvojen E [|T; (G p=1)|] ja E[|T:i(G,p)|] suhteellinen erotus menee kuitenkin
nollaan, kun parametri k£ kasvaa isoksi. Solmun i kytkettyjen kolmikoiden odotusar-
vo kaavasta (6.9) eroaa selvésti A. Barratin ja M. Weigtin [11] lausekkeessa (6.1)
kiiytetystd estimaatista = 3" | [Ti(Gurp)| = | Ti(Hur)| = k(k —1)/2, joka ei kasva
parametin p funktiona.

6.1.2. Solmun kolmioiden odotusarvo. Satunnaisverkon G, ., tyypillisen sol-
mun ¢ kolmioiden lukuméaiaran odotusarvo on seurauksen 3.29 mukaan

EAG) = > Plgawm =)= > PXy;=1Xp=1 Xp=1).
(g k' }eVi®) (i k' eV,

Odotusarvon E[|A;(G,1,p)|] laskemista varten tehddén ositus solmujoukon V,, jarjes-
téméttomien kolmikoiden Vi®) osajoukolle Vi(B) ={{i,j, K} € v e {7, 7, K'}}.
Tapahtuman {X;; = 1, Xy = 1, X = 1} todenndkdisyys on riippumaton siité,
minkd solmun s € {i,j',k'} joukkoa V) ollaan tarkistamassa, joten voidaan olet-
taa, ettd lyjy < Ly < Ly (ks. kuva 6.3). Olkoon Vi(?’) = U§:1 B joukon Vi(?’) ositus
erillisiin osajoukkoihin

By ={lyj > k)2, by > k[2, Ui > k/2},

By ={lyj < kJ2, iy > k/2, Uiy > k/2},

By ={lyy <k/2, iy < k/2, ljipy > k/2},

By ={lyj <kJ2, liy < k/2, Uy < k/2},
missd k on satunnaisverkon G, , parametri (ks. kuva 6.3). Lauseen 3.17 avulla saa-

daan satunnaisverkon G, j, tyypillisen solmun ¢ kolmioiden lukuméérén odotusarvo
muotoon

(611) E [|AZ(GTL,’C,]))H — Z ]P)(Xz’]’ == ]., Xi’k’ — ]., lek/ — ].)

{04 k' yev,®

4
=3 > PXyy=1,Xpp =1, X =1),

s=1 {ilvjl7k/}EBs

silla V;® = UL, B, on joukon V¥ ositus. Ensin lasketaan kaavan (6.11) summan
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Kuva 6.3. Esimerkkejé pieni maailma -verkkomallin satunnaisverkon
Gnp solmun i = 2 mahdollisista muodostuvista kolmioista (kat-
koviivat) parametreilla n = 10, & = 4 ja p > 0. Olkoon (;; =
min{|j — i[,n — |j — i|} metriikka. Solmujen {¢',j’,k'} € ‘/;(3) jér-
jestykselld ei ole valid, joten oletetaan, ettd £y < Ll < L. (a):
{gi/]’/ > ]{/2, gy > /{3/2, éj/k/ > ]{3/2}, (b) {gi/j/ < /{5/2, Cingr >
k/2, éj/k/ > 1{3/2}, (C): {gi/j/ < k/2, iy < k’/?, Kj/k/ > ]{5/2} ja (d)
{gi/j’ < k/2, gi/k’ < k/2, gj’k’ < ]{,'/2}

osa alkioille {i,7,k'} € By = {luy > k/2, byyy > k/2, iy > k/2} (ks. kuva 6.3(a)).
Joukon B; alkioiden lukumé&éré on

(n—k—1)—(k/2+1) n—3k/2—-2

Ky eBi= Y m= 3 m=T2C >2<n—7—>
(n—k_—l)z—(n—k—_l)—k(n—gk_}l)

= 5 ’
missd n —bk/4—1/4 <n—Fk—1, kun k > 3. Merkitédén By ,, . = {lijy = m, Ly =
m/, iy = m+m'} kaikillam’ > m > k/2 siten, ettd min{m-+m/, n—(m+m’)} <n/2.
Liitteessd B osoitetaan, ettd joukon B, alkioille pétee

P(Xi/j/ = 1, Xy = 1, Xj’k’ = 1)

CkE=D(k =) k> 5 3k(12k* — 34k* + 2Tk — 3)

n—k—17 °  dmn—k-13" "~ 8(n—k—1)4 P

kun satunnaisverkon G, tiheys D(G,y,) — 0. Tdmé on riippumaton arvoista
m' >m > k/2, jolloin

(6.12) Y PXiyy =1, Xy =1, Xjpw = 1)

{i',j’,k‘/}EB1
(k1P (k1) —k(n— 3k - )
2
k(e = 1)(k - i)p?) B k? . 3k(12k3 — 34k? + 27k — 3)p4
(n—Fk—1)3 4(n —k—1)3 8(n—k—1)*

B((k— 1) (4k —1) — k) 5 k(42 — 6k +1) ,

Sn—k—1) " 8mn-k-1 I

~
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kun satunnaisverkon G, , tiheys D(G, 1,) — 0. Joukon B, alkioiden lukumééra on

k)2
{7 Ky € B} =33 (n—k—1—m)= o= k=1 3kk+2)

2 8

Merkitadn Bg’m’m/ = {&/j/ = m, &/k/ = TTL/, gj/k/ =m+ m’} kaikilla 1 S m S k/2 <
m' < n/2 —m. Liitteessd B osoitetaan, ettd joukon Bs,, v alkioille pétee

PX;;=1 X =1 Xjiw=1)

=Dk -1 , k o KRR 4+3k—4

n—k—12"  4n—k—1)2" (n—k—1)°
E—=2m+1 ,
(1= A M
(( p%kn_k_lp),

kun satunnaisverkon G, , tiheys D(G,,,) — 0. Tdmi on riippumaton arvosta m’ >
k/2, joten kaavan (6.11) summan osa alkioille {¢’, 5/, k'} € By on

(613) Z ]P)<Xllj/ — 1’ Xi’k/ = 1, Xj/k/ p— 1)
{i',j' k' }€B>
k/2 n/2—m

= Z Z Z ]P)(Xi/j/ =1, X = 1, Xj’k’ = 1)

m=1m/>k/2 {i',j' k' }EBy 1, 1t

k/2 —2m
wg(n—k—l—m)((l_pH%ﬁ)
(h—1)(k—1) , RN e L el W
< (n—k=12 " A —k—12" T (k1) )
_3 (W(l —p)— MkTm(l —p)+ %pZ - kQ(Z]f(Z i)]ikjf)) 2)
(k=Vk=1) , E o RoREaskog
( k=02 " am—k-102" T (k-1 p)
~ Bk((ks_(;)_ﬂkk__f)) -y = Bké?: —_/ﬁ T)1> S

kun satunnaisverkon G, tiheys on D(G, x,) — 0. Joukon Bjs alkioiden lukumééra
on

k/2 k
41
({7, ) k) € BoY =33 m =32tz P SkEE2)
m=1

SIS

2 8

Merkitdan BB,m,m’ = {Ei/j/ =m, gi’k’ = m’, gj’k’ = m—l—m’} kaikilla 1 <m < m’ < k’/2,
joille m +m’ > k/2. Liitteessi B osoitetaan, ettd joukon Bj, ., alkioille pétee

k—1

P(Xi’j' = 1, Xi’k’ = ]_, Xj’k’ = 1) ~ m

(1-p)°p,
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kun satunnaisverkon G, , tiheys on D(G,;,) — 0. Tdmé& on riippumaton arvoista
1 <m <m' <k/2, joten kaavan (6.11) summan osa alkioille {¢’, ', ¥’} € B3 on

{i 5"k’ YB3
3k(k +2) k—1 9 3k(k —1)(k +2) 9
~ 1— = 1—
8 (n—k—l( ) ) S—k—1) 1 PP
kun satunnaisverkon G, , tiheys D(G, x,) — 0. Joukon B, alkioiden lukumééra on
k/2—1k/2—s
g 3k(k —2
1Ky eBy=3 Y Y 1=2ME22

s=1 t=1

Merkitédén By, = {{y; = min{s,t}, lyy = max{s,t}, ;v = s+ t} kaikilla s,t €
{1,2,...,k/2}, joille s + ¢ < k/2. Liitteessd B osoitetaan, ettd joukon By, alkioille
patee

3(k+ 1) —4(s+1)
n—k—1

P(Xyjy =1, X =1, Xjw = 1) = (1 —p)* + (1—p)*p?,

kun satunnaisverkon G, tiheys D(G, ,) — 0. Liitteessd C' osoitetaan, etté

k/2—1k/2—s

k(k+2)(k —2)
2. D s+p= T—

s=1 t=1

joten kaavan (6.11) summan osa alkioille {7, j', k'} € B, on

(6.15)

Z P(Xz/]/ = ]_, Xi’k’ = ]_7 Xj/k/ = ]_)
{i,5' k' }€B4
k/2—1k/2—s

=3 Z Z Z P( Xy =1, Xip =1, Xjp = 1)

s=1 t=1 {7:/7.j/7k/}€B4,s,t

paelEay (k+ 1) —4(s +1)

3y ) ((1—P)3+ —— (1—p>2p2)

_ 3k(k—2) 3 9k(k—2)(k+%) 2. 2 k(k+2)<k_2) 2. 2
=Ty U oy o S Ty (o
_ 3k(k8— )y FE= 2)29(51k_+1§)—_1;l(k +2)

=—5  (-p’+ k(l;(;Q_)(:k__l)Z)( - ),

kun satunnaisverkon G, , tiheys D(G,,) — 0. Satunnaisverkon G, , tyypillisen
solmun ¢ kolmioiden lukuméérin odotusarvo saadaan estimoitua kaavoista (6.12),
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Kuva 6.4. Satunnaisverkon G, ;, tyypillisen solmun 7 kolmioiden
lukumééran odotusarvo E [|A;(Gp,p)|] kaavasta (6.16) parametrin p
funktiona (kédyrait), kun & = 10 ja n = 100, 200, 1000, oo (katkovii-
va). Ristit (n = 100), nelit (n = 200) ja ympyrdt (n = 1000) ovat
numeerisen simuloinnin keskiarvoja sadasta generoiduista verkoista.

(6.13), (6.14) ja (6.15),

(6.16)  E[|Ai(Gprryp)l Z Yo OPXy =1 X =1, Xjp =1)

1 {i,j,k'}€Bs
k(4k* — 6/€+1 3k(4k? — 6k + 1
) 3\, (3K )t -
8(n—k—1)

8(n—k—1)
+< é f+2)(1—p)2p)
N (3 (k — — P+ k(’;(;z_)(:k__l)f)(l —p)2p2)
3k 4k3 — 6k> + k

3 ( P)3+m p*(3 - 2p)

N k3(3 4 5p) + k*(3 — £p) + k(Ep — 6)
8(n—k—1)
kun satunnaisverkon G, , tiheys D(G,,) — 0. Harvassa satunnaisverkkomallissa

Gy k,p Satunnaisverkon G, , tiheydelle péitee D(G,, ;) = k/(n—1) — 0, kun n — oo,
joten odotusarvo E[|A;( Gy k,)|] on asymptoottisesti

(6.17) E | A(Coip)] » 2822

Satunnaisverkon G, tyypillisen solmun 7 kolmioiden lukuméérin odotusarvo pa-
rametrilla p = 0 on E [|A;(Gy kp—0)|] = 3k(k — 2)/8, joka on riippumaton paramet-
rista n. Parametrin p arvon kasvaessa odotusarvo pienenee siten, ettd odotusarvon
E[|Ai(Ghp)|] kéyrén jyrkkyys riippuu tiheydestd D(G, ) = k/(n — 1) (ks. kuva

(1-p)°p,

(1 —p)*, kun n — oo.
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6.4). Satunnaisverkon G, , tiheys madrdad myos kdyrén péétepisteen, kun p = 1, jo-
ka on selkedisti nollasta eroava, kun tiheys D(G,, ;) on suhteellisen iso. Parametrilla
p = 1 se on silti hieman pienempi kuin tdysin satunnaisessa verkossa

4k3 — 6k + k k?

(6.18) E HAi(Gn,k,p:l)H ~ 8(n — k- 1) < 2(n _ 1)

~E HAi(Gmp’)H )

missd G, on samankokoinen satunnaisverkko parametrilla p’ = k/(n — 1), jol-
loin E [k;(G,,)] = k. Odotusarvojen E [|A;(G, )] ja E[|Ai(Grkp=1)|] erotus me-
nee kuitenkin nollaan, kun D(G,,) = k/(n — 1) — 0. Solmun i kolmioiden luku-
médrdn odotusarvo on asymptoottisesti sama kuin A. Barratin ja M. Weigtin [11]
lausekkeessa (6.1) kiytetty estimaatti 2> " [Ai(Gurp)| ~ [Ai(Hop)|(1 — p)? =

n

3k(k —2)/8- (1 —p)3, joka pienenee, kuten funktio f(p) = (1 — p)3.

6.1.3. Satunnaisverkon transitiivisuuskerroin. Wattsin ja Strogatzin pieni
maailma -verkkomallin G, j, satunnaisverkon G, , transitiivisuuskerroin (G ,)

saadaan médritelmén 3.38 mukaan laskettua kaavasta ¢(Gni,) = E[|Ai(Gurp)l]
JE[|T:(Gyip)|]. Kaavoista 6.9 ja 6.16 saadaan laskettua
(6.19)

3(k—2)(1—p)? N 4k* — 6k + 1
Ak =1 +2p(2-p)  (n—k=1AF—1)+2p(2 - p))
k*(3+5p) +k(3—%p)—6+Zp
(n—k—1)(4(k = 1)+ 2p(2 — p))
kun satunnaisverkon G, , tiheys D(G,,) — 0. Harvassa satunnaisverkkomallissa

Gy k.p Satunnaisverkon G,y , tiheydelle pitee D(Gpt,p) = k/(n—1) — 0, kun n — oo,
joten satunnaisverkon G, j, transitiivisuuskerroin on asymptoottisesti

3(k —2)(1 —p)°
A(k — 1)+ 2p(2 — p)

Satunnaisverkon G, , transitiivisuuskerroin parametrilla p = 0 on ¢ (G, ,p) = 3(k —
2)/4(k — 1), joka on riippumaton parametrista n. Parametrin p arvon kasvaessa tran-
sitiivisuuskerroin (G, k) pienenee siten, ettd kdyrdan jyrkkyys riippuu tiheydestd
D(Gnrp) = k/(n — 1) (ks. kuva 6.5). Satunnaisverkon G, , tiheys médrdd myos
kdyrdn paatepisteen, kun p = 1, joka kaavan (6.19) mukaan on

, k 1 k
(Gt e — (1 ) ~F e,

Th—k—-1 _k—% n—1

(Gupp) ~ p*(3—2p)

(1-p)°p,

(6.20) d(Gurp) — , kun n — oo.

missid G,y on samankokoinen satunnaisverkko parametrilla p’ = k/(n — 1), jolloin
E [ki(Gpy)] = k. TAmé eroaa A. Barratin ja M. Weigtin [11] heuristisesta lausek-
keesta (G p) = 3(k —2)/(4(k — 1)) - (1 — p)® kaavasta (6.1), jossa ¢ (Gypi,p) = 0,
kun p = 1. Barrat ja Weigt véittavét, ettd heiddn esittdménsa lausekkeen tarkkuus
| (Grrp) —3(k—2)/(4(k—1))- (1 —p)?| on kertaluokkaa O(1/n). Kaava (6.20) osoit-
taa kuitenkin, ettd asymptoottiselle erotukselle pétee |¢/( Gy i) —3(k—2)/(4(k—1))-
(1 —p)®| # O(1/n), kun parametri k on pieni.
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Kuva 6.5. Satunnaisverkon G, j,, transitiivisuuskerroin ¢ ( G, x,,) kaa-
vasta (6.19) parametrin p funktiona (kéyrét), kun & = 10 ja n = 100,
200, 1000, oo (katkoviiva). Ristit (n = 100), nelict (n = 200) ja ympy-
rit (n = 1000) ovat numeerisen simuloinnin keskiarvoja sadasta gene-
roiduista verkoista.

6.2. Pieni maailma -verkkomallin satunnaisverkon klusterointikerroin

Seuraavaksi yritetdén laskea matemaattinen lauseke satunnaisverkkomallin G, ,
satunnaisverkon G, j, klusterointikertoimelle ¢(G,,) parametrien n, k ja p funk-
tiona. Madritelmasta 3.30 ja lauseesta 3.31 saadaan laskettua satunnaisverkon G, i,
klusterointikerroin kaavasta

(Goi) =BG = S E[G(G) | ki(Ga) = KIP(k(G,) = K.
k':P(ki(Gn)=k')>0

Kaavan (5.7) todennékdisyysjakaumasta nidhdéédn, ettd se tuottaa monimutkaisen
lausekkeen satunnaisverkon G, klusterointikertoimelle ¢(G,, ;). Alain Barrat ja
Martin Weigt [11] osoittavat numeerisella simuloinnilla, ettd pieni maailma -verkko-
mallin G, 1, generoitujen verkkojen klusterointikerroin ja transitiivisuuskerroin eivat
juuri eroa toisistaan. Kuvassa 6.6 osoitetaan, ettd klusterointikertoimen ¢( Gy, ,) ero
kaavan (6.19) transitiivisuuskertoimesta on pieni, joten kiytetdén kaavaa (6.19) esti-
moimaan klusterointikertoimen ¢(G,, x,,) lauseketta

(6.21) (Grrp) = (Grryp)-

On ehkéd mielekkddampédd tutkia miksi satunnaisverkon G, klusterointikerroin ja
transitiivisuuskerroin ovat lihes samoja, kuin yrittda maarittaa klusterointikertoimen
c(Gn,1,p) monimutkainen lauseke. Ensin esitetéén lause, joka kertoo klusterointiker-
toimien ¢( Gy 4,p) ja cv/(Gnip) yhteyden satunnaisverkossa G, -

LAUSE 6.1. Olkoon G, ., satunnaisverkkomalli parametrilla k > 4. Tdlldin satun-
naisverkon Gy, i, klusterointikertoimelle pétee

A Gnip) = cvi(Gnip),
missi ¢y (Gnyp) = ElCi(Grryp) | ki(Grrp) > 2].
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Kuva 6.6. (a): Satunnaisverkon G, , klusterointikerroin ¢ laskettu-
na numeerisella simuloinnilla parametrin p eri arvoilla, kun k£ = 10 ja
n = 100 (ristit), 200 (neliot) ja 1000 (ympyrat). Arvot ovat keskiar-
voja sadasta generoidusta verkosta. Kuvaan on lisatty transitiivisuus-
kertoimen (G, ;) vastaavat kiyrait kaavasta (6.19). (b): Numeerisella
simuloinnilla lasketut klusterointikertoimien C' (tummat symbolit) ja
transitiivisuuskertoimien C” (vaaleat symbolit) erot kaavasta (6.19).

TobisTus. Olkoon parametri k > 4. Lauseen 5.7 mukaan satunnaisverkolle G, ,
pétee ki(Gprp) > k/2 > 2 kaikilla i € V,,, joten P(k;( Gy rp) > 2) = 1. Lauseesta 3.37
saadaan nyt laskettua c¢( Gy 1p) = P(ki(Gnip) = 2)ev (Griyp) = cvi(Gip)- O

Seuraavaksi osoitetaan, ettd satunnaisverkon G, , klusterointikerroin ¢( Gy, ) on
sama kuin sen transitiivisuukerroin ¢(G,,,,), kun parametri p = 0.

LAUSE 6.2. Olkoon G, 1, satunnaisverkko, jossa parametri p = 0. Tdlloin
A(Gpp=0) = (G p=0)-

ToDISTUS. Satunnaisverkko Gy, on parametrilla p = 0 k-sdéinnollinen rengas-
hila, joten lauseen 2.21 mukaan ¢(Gy, k. p=0) = ¢/ (Gnrp=o)- O

Kun parametri p > 0, saadaan lauseella 3.40 osoitettua, ettd c(Gprp) = ¢ (Gni,p),
jos satunnaisverkon G, j , tyypillisen solmun 7 klusterointikertoimen ehdollinen odo-
tusarvo E [Ci(Gp1,p) | ki( Gnr,p) = k'] on riippumaton asteen k;(Gy,,) arvosta k' >
k/2. Seuraavaksi osoitetaan, ettd néin kdy parametrilla p = 1.

Olkoon G, , satunnaisverkko parametrilla p = 1, jossa tiheys D(G,1,) = k/(n—
1) on pieni. Talloin kaavojen (5.4) ja (5.6) mukaan P(X,;; = 1) = k/(n — k — 1)
kaikilla {7, j} € V¥ Lemman 3.34 mukaan satunnaisverkon G, 1,p tyypillisen solmun
i klusterointikertoimen ehdollinen odotusarvo ehdolla {k;(G,,) = k" > k/2} on

1
E[Ci(Guip) | ki( Gop) = K = © > Pl = 1] ki(Gugp) = K),
2) .. (3)
{i,j,k}eV;
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Kuva 6.7. (a): Pieni maailma -verkkomallin k’-asteiden solmu-
jen keskiméiirdinen klusterointikerroin asteen k' funktiona C*) =
n%c/zi:ki:k’ Ci, jossa npy = |{t € V, : k; = Kk'}|. Symbolit ovat nu-
meerisen simuloinnin keskiarvoja sadasta generoidusta verkosta, para-
metrilla n = 100, £ = 10 ja parametrin p eri arvoilla. (b): Asteen k;
vastaavat jakaumat.

kun P(k;(Gh,p) = k') > 0. Indikaattorin Ly ;4 méadritelmén mukaan P(Lg; e =
1| ki(Gurp) =K)=P(Xi;; =1, Xip =1, Xjp = 1| ki(Gpi,p) = k'), missé tapahtuma
{Xjr = 1} on (ldhes) ehdollisesti riippumaton tapahtumasta {X;; = 1, X;, = 1}
ehdolla {k;( Gy k) = k'}. Tapahtuma {X;; = 1} on liséiksi riippumaton tapahtumasta
{ki(Gprp) = K'}, joten médritelmistd 3.13 ja 3.14 saadaan P(Lyyum,m = 1 | ki =
E)~P(X, = 1)P(Xy; =1, Xip = 1| ki(Gip) = K'). Ehdollinen todennékdisyys
P(X;; =1, Xip = 1| ki(Gpip) = k') saadaan laskettua hypergeometrisen jakauman
2] avulla, P(X;; = 1, Xip = 1 | ki(Gupp) = k') = E'(K' —1)/((n — 1)(n — 2)), kun
k' > k/2. Lemmasta 3.34 saadaan nyt laskettua satunnaisverkon G, , tyypillisen
solmun ¢ klusterointikertoimen ehdollinen odotusarvo ehdolla {k;( G, ,) = k' > k/2},

1
E[Ci(Gurp) | ki(Gupp) = K] = ) > PXp=1)PXy =1, Xy =1k =k)
2 .. (3)
{i,j;k}€V;

2 k K -1k
TR -1) 2. —k—1(n—1n-2) n—k—-1

n
(a4, kyev,®

joka on riippumaton asteen k;( G, x,) arvosta k' > k/2. T&lloin lauseen 3.40 seuraus
on, ettd parametrilla p = 1 pétee

C(Gn,k‘,pzl) ~ C/<Gn,k,p=1)-

Ehdollista todennékdsisyyttd P(X;; = 1, Xy = 1 | ki(Gnrp) = K') €l voida las-
kea hypergeometrisella jakaumalla, kun parametri p on selkeésti pienempi kuin yksi.
Talloin kaavoista (5.4) ja (5.6) ndhdéddn, ettd solmuparien kytkentdtodennékoisyydet
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eroavat paljon toisistaan. Kyseisessa tilanteessa voidaan kayttaa moniulotteista Fishe-
rin epdkeskeistd hypergeometrista jakaumaa [21]. Tamé tuottaa kuitenkin monimut-
kaisia kaavoja, joten tutkitaan ehdollista odotusarvoa E [C;(Gnk ) | ki( Gukp) = K]
numeerisella simuloinnilla.

Kuvassa 6.7 nihdaan k’-asteiden solmujen keskiméaérainen klusterointikerroin as-
teen k' funktiona, C*") = n%/ D itks(Gooy)= Cir Jossa = [{i € Vi 0 ki(Grp) = K'}.
Tamé poikkeaa hyvin paljon asteen k;(G, ;) jakaumasta, silld klusterointikerroin
C™) kasvaa, kun asteen k;(Gnrp) arvo k' pienenee. Klusterointikerroin C' (k) v&henee
ldhes lineaarisesti asteen k;(G), ) odotusarvon k ympéristossd, kun p > 0. Lemman
2.20 ja lauseen 2.21 mukaan verkon klusterointikerroin C' painottaa solmujen kluste-
rointikertoimia C; yhté paljon, kun taas transitiivisuuskerroin C’ painottaa enemmén
sellaisia solmujen ¢ € V' klusterointikertoimia Cj, joiden aste k; on iso. Téstd seuraa,
ettd satunnaisverkon G, ;, klusterointikertoimelle pétee

c( Gn,k,p) > CI(Gn,k,p)v

kun parametri p > 0. Asteen k;(G, ) jakauman terévéstd huipusta ja pienesté va-
rianssista johtuen satunnaisverkon G, , klusterointikerroin ¢( Gy, ,) = E[Ci(Gn,p)]
= E[E[Ci(Gnip) | ki(Gnrp)|] painottaa eniten asteen k;( G, ) odotusarvon k kluste-
rointikerrointa Cj. Satunnaisverkon G, i, klusterointikerroin on siis vain véhén isom-
pi kuin sen transitiivisuuskerroin, kuten nidhdédan kuvassa 6.6(b).



LUKU 7
Johtopéaitos

Tamén tutkielman alkupuolella on mééiritelty symmetrisesti jakautuneen satun-
naisverkon G, eri klusterointikertoimet ¢(G,) = E[C;(G,)] ja cv/(G,) = E[C;(G,,) |
ki(G,) > 2], joiden ero j&& usein huomioimatta tieteellisissi julkaisuissa. Satun-
naisverkon G, solmun i asteen k;(G,) jakaumasta saadaan laskettua, ettd c¢(G,) =
P(ki(Gr) > 2)ey:(Gy). Yleisen verkon G transitiivisuuskertoimen yleisimmin kiytetty
tilastollinen kaava on C'(G) = 3|A(G)|/|T(G)], josta tieteellisissé julkaisuissa ei ole
tehty selkedd méadritelméd satunnaisverkolle. Transitiivisuuskerroin voidaan kuiten-
kin kirjoittaa yhtépitdvissd muodossa C'(G) = 2 377" | |A;[/(2 D07 [T;]), joten tés-
sé tutkielmassa symmetrisesti jakautuneen satunnaisverkon G, transitiivisuuskerroin
on mééritelty kaavalla ¢/(G,,) = E[|A;(G,)]] JE[|T:(Gn)|] = 3E[|A(GL)|]/E[| T (Gr)|]-

Transitiivisuuskerroin C” on tieteellisissé julkaisuissa osoitettu eri klusterointiker-
toimeksi kuin C tai Cy.. Transitiivisuuskerroin painottaa enemmaén sellaisten solmu-
jen klusterointikertoimia C}, joiden aste on iso. Téssd tutkielmassa on todistettu,
ettd symmetrisesti jakautuneessa satunnaisverkossa cy/(G,,) = (Gy,), kun satunnais-
verkon solmuilla on sama aste, kuten satunnaisverkossa G, .res. Liséiksi on todistet-
tu, ettd ¢y (G,) = (G,), kun symmetrisesti jakautuneen satunnaisverkon solmun 4
klusterointikertoimen ehdollinen odotusarvo E[C;(G,,) | ki(G,) = k'] on riippumaton
asteen k;(G,,) arvosta k' > 2, kuten satunnaisverkossa G, .

Tamén tutkielman loppupuolella on tutkittu Wattsin ja Strogatzin satunnais-
verkkomallin G, ;. , klusteroituneisuutta. Satunnaisverkon G, , transitiivisuuskertoi-
melle ¢/(Gy,x,p) on laskettu matemaattinen lauseke parametrien n, k ja p funktiona.
Lauseke osoittaa, ettd harvassa satunnaisverkkomallissa G, 1, transitiivisuuskerroin
(Grrp) = 3(k —2)(1 —p)3/(4(k — 1) + 2p(2 — p)), kun n — co. Pienemmiissi sa-
tunnaisverkossa G, i, transitiivisuuskertoimen kdyré vihenee parametrin p funktiona
kohti tdysin satunnaisen verkon arvoa ¢’ (G, xp=1) = k/(n — 1) > 0.

Wattsin ja Strogatzin satunnaisverkon G, j,, klusterointikertoimen ¢( G, , ,) lausek-
keen méarittdminen on tuottanut vaikeuksia, silld laskuissa esiintyy ehdollisia toden-
nékoisyyksid seka asteen k;( G, j,p) monimutkaisen jakauman todennékoisyyksiéd. Tés-
sd tutkielmassa on kuitenkin osoitettu, ettd ¢(Gpp) = ¢( Gy ip) parametrilla p = 0
ja ¢(Gpryp) = ¢ (Gypip) parametrilla p = 1. Numeerisen simuloinnin avulla on liséksi
néytetty, ettd ehdollinen odotusarvo E[C;(Gnkp) | ki( Gukp) = K] asteen k;(Gp,p)
arvon k' funktiona on ldhes vihenevé funktio, kun p > 0, joten ¢( Gy kp) > ¢ (Gnpp)-
Klusterointi- ja transitiivisuuskertoimen erotus on kuitenkin havaittu hyvin pieneksi.

Wattsin ja Strogatzin satunnaisverkkomallille on tullut kilpailevia satunnaisverk-
komalleja, joissa asteen jakauma on tietyille verkostoille realistisempi. Téassé tutkiel-
massa on kuitenkin osoitettu, ettd Wattsin ja Strogatzin satunnaisverkon G, i, sa-
tunnaismuuttujan E[C;( Gy 1.p) | ki(Gng,p)| jakauma muistuttaa asteen k;( Gy, ,) odo-
tusarvon ympéristossa jakaumaa, jota tavataan esimerkiksi sosiaalisissa verkostoissa.
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LIITE A

Pieni maailma -verkkomallille tehty approksimaatio

Pieni maailma -verkkomallin kytkentdmenetelméssé solmujen asteet voivat vaih-
della menetelmén aikana. Témé vaikuttaa satunnaisverkon G, j, solmuparien kyt-
kentédtodennékdoisyyksiin. Merkitéén satunnaismuuttujalla k; ,, solmun ¢ € V,, senhet-
kinen aste, kun algoritmin 1 kytkentdmenetelmé on solmun ¢ ulosmenevén linkin (4, 7)
kohdalla, jolle ¢;; = m. Satunnaismuuttujan £; ,,, arvo on summa solmun ¢ lahtoastees-
ta ki = k/2 ja senhetkisesti tuloasteesta k; n» kun algoritmin 1 kytkentdmenetelméa
on solmun 4 ulosmenevén linkin (4, j) kohdalla, jolle ¢;; = m. T&lléin todennékoisyys,
jolla linkki (7, j) kytketddn uuteen satunnaisesti valittuun maalisolmuun ;' on

p
(A.1) p—
Kyseinen todennékéisyys riippuu satunnaismuuttujan &; ,, arvosta, joka taas riippuu
solmun 4 jarjestysluvusta t(i) € {1,2,...,n} algoritmin 1 kytkentdmenetelméssi. Sol-
mun ¢ jarjestysluku ¢(7) on satunnaismuuttuja, silld se méaérittyy algoritmin 1 satun-
naisesti valitusta aloitussolmusta i’ € V,,. Satunnaismuuttuja k;,,—1 = k;1 voidaan
kirjoittaa muodossa

kin =k + ki =k/2+ X1 + Yig,

jossa X;; on indikaattorisatunnaismuuttuja tapahtumalle, jossa solmun 7 sisdédnme-
neva linkki (j,4), jolle ¢;; = 1, pysyy paikallaan todennékoisyydelld 1 — p. Télloin
satunnaismuuttuja X, ; noudattaa jakaumaa

X1 ~ Bernoulli(1 — p).

Satunnaismuuttuja Y;; ilmaisee linkkien lukumééran, jotka on kytketty uudelleen
kohti maalisolmua i. Kyseiset linkit ovat joukon {j € V,, : t(j) < t(i) — k/2} 1&hto-
solmujen linkkejé (7, k'), joille £;;; = 1. Satunnaismuuttuja Y;; saadaan kirjoitettua
muotoon

t(i)—k/2—1

Yio= > z5).
s=1

Zi(j) on indikaattorisatunnaismuuttuja tapahtumalle, jossa ldhtosolmun 5 € V,, linkki

(7, k), jolle £j = 1, kytketadn uudelleen maalisolmuun ¢, kun ¢(j) = s. Télloin
satunnaismuuttujan Zz-(j), se{l,2,...,t(i) — k/2 — 1}, jakauma on

ZZ-(Sl) ~ Bernoulli (L) .
’ n— k’j71 —1
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Satunnaismuuttuja k;; voidaan jilleen kirjoittaa muodossa k;; = k/24+ X1+ Y, ja
niin edelleen. Kaavan (A.1) kytkentdtodennédkoisyyden méérittdminen tuottaa han-
kalan rekurssiivisen laskun, joten tehdéén sille approksimaatio
p p

A2 ~

(A2) n—rkim—1 n—k—-1
jossa seurauksen 5.4 ja kaavan 5.8 mukaan parametri k = k(G 1,) ~ E[ki(Gur,p)]-
Satunnaismuuttujalle k; ;, kirjoitettuna muodossa k; 1 = k/2 + X, 1 + Y; 1, pétee nyt
X;1 ~ Bernoulli(1 —p) ja

}/;‘71 ~ Bin (t(l) — ]‘C/Q — 17 ﬁ) s

silld Vi, = Zi(i)fk/ >t Zi(j) on riippumattomien Bernoullijakautuneiden satunnais-

muuttujien Zi(j) ~ Bernoulli(p/(n — k — 1)) summana binomijakautunut.

Alain Barrat ja Martin Weigt [11] ovat empiirisissid kokeissaan havainneet, etta
kaavan (A.1) virhe on pieni, kun satunnaisverkon G, j, koko n on iso. Lisiksi em-
piiristen kokeiden perusteella harvalle satunnaisverkkomallille G, j, , pitee P(k;,, =
n — 1) ~ 0, kun satunnaisverkon G, , koko n on iso.



LIITE B

Linkkien ehdolliset todenniko6isyydet pieni maailma
-verkkomallissa

Satunnaisverkon G, , solmuparin {i,k'} € V¥ ehdollinen kytkentdtodennikoi-
syys P(Xiw = 1| Xi5 = 1, 4;; = m, lyy = m’) riippuu metriikan ¢ arvojen liséaksi
siitd, kuinka monta ulosmenevéé linkkid solmuparin {7, £’} solmuilla on kéytettavis-
sddn, ehdolla {X;; = 1}. Kolmikon {1, j, '} € 1/;(3) solmujen jarjestyksella ei ole viili4,
joten voidaan olettaa, ettd ¢;; < {;r. Merkitddn A, v = {l;; = m, {;;y = m'} kaikilla
m < m’ ja tapahtuma BZ»(;) := "linkki ij on solmun s € {i,;j} ulosmenevé linkki”.
Tillsin joukon A, alkioille pitee P(X = 1| X;; = 1, BY)) = P(Xyy = 1). Ta-
pahtumassa {X;; =1, BZ(;)} solmuparia {i, j} kytkevé linkki on solmun ¢ ulosmeneva
linkki. Solmuparilla {i, &'} on talloin kiytossddn yksi ulosmenevé linkki vihemmaén,
joten joukon A, . alkioille pitee P(Xg = 1| X;j = 1, BY)) < P(X; = 1). Alkiolle
{i,j,k'} € A, saadaan laskettua solmuparin {7, £’} ehdollinen kytkentétodenné-
koisyys ehdolla {X;; = 1} lauseesta 3.17,

- Z ]P)(Bi(;) | Xy =) P(Xiw =1] X35 =1, Bi(;))

sefig}
v i x =1 B 2 (X 11 X — 1 BY
S P(Xaw = 1] Xy = 1, BY) + S P(Xow = 1] X;; = 1, BY),

silld pieni maailma -verkkomallin G, , lahtokohtaisen rengashilan H,,  symmetrian
perusteella P(Bi(;) | Xi; = 1) = 1/2 kaikilla s € {7,j}. Kaavan (B.1) ehdollinen
todennékoisyys alkioille {i,j,k'} € Ay, v, joille pitee 1 < £;; = m < lyy = m' €
{k/24+1,k/2+1,...,n/2}, on kaavan (5.4) mukaan

U k-1 (k= D(k-2) ko k(-1
“o\n—k -1’ 2k -2t Thn—k -1’ 2(n—k - 1)
k_% (k—1)? 2

—n—k:—lp_2(71—]6—1)2197

kun satunnaisverkon G, ;,, tiheys D(G,, 1,,) — 0. Kaavan (B.1) ehdollinen todennékdi-
syys alkioille {i, j,k'} € Ay, joille pétee 1 < 0 =m < lyy =m' € {1,2,...,k/2},
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on kaavan (5.6) mukaan

1 E—1)—2m—+1 kE—2m+1
k—2m+ 1L
=(1- ST A
(L=p)+—— 7P

kun satunnaisverkon G, , tiheys D(G,,) — 0.
Alkion {i,j,k'} € Ay, solmuparin {j, £’} ehdollinen kytkentdtodennikdoisyys

P(Xj’k’ =1 | Xi/j/ = 1, Xi’k’ = 1)

riippuu siité, kuinka monta ulosmenevéa linkkié solmuparin {j’, ¥’} solmuilla on kéy-
tettavissddn, ehdolla {X;; = 1, Xy = 1}. Kolmikon {¢',j",k'} € Vi(?’) solmujen
jarjestykselld ei ole vélid, joten voidaan olettaa, ettéd £ < iy < €1, jolloin joukon
Ay = {lirjy = m, Ly = m'} alkioille pétee £ = min{m-+m’, n—(m+m’)} < n/2.
Lauseesta 3.15 saadaan joukon A,, ,,,» alkioille laskettua

]P)(Xj/k/ =1 | Xi’j/ = 1, sz/ = 1 B;];, B('ké) — P(X]/k/ — 1)
Tapahtumissa { X = 1, Xy = 1, BY,), BU} ja {Xuy = 1, Xow = 1, BY), BS)}
solmuparin {j’, ¥’} solmuilla on kaytossaan yksi ulosmenevé linkki Vahemman ja ta-

pahtumassa {X;; =1, Xy = 1, Bl( J,), Bi(,k,;//)} kaksi ulosmenevéé linkkid vahemmén.

Lauseista 3.16 ja 3.17 saadaan JOUkOIl A, alkioille laskettua

Z Z ]P( / ;= 1 X/k/ — 1 X /k/ — 1 B(/S)/, B(’]z/)
se{d,j'} te{d' ,k'}

= Y S P =1 Xey =1, Xjne = 1, BY), BY))
se{z’j’} te{i k'}
P(BY) | Xop =1, Xow =1, , B(,S),)P(Xi/k/ =1|Xyy=1,, Bz('?')
P(BY) | Xvp = 1)P(Xyjy = 1)

SN PXGw=1] Xep =1, X =1, BY), BY),)

se{i’j'} te{i' K’}

P(Xyw =1 Xy =1, , BE/Z)/)P(Xi’j/ =1),

silld pieni maailma -verkkomallin G, , lahtokohtaisen rengashilan H,, ; symmetrian
perusteella ]P’(B(S | Xy =1) =1/2 kaikilla s € {i’, 5’} ja ]P’(B(,k, | Xy =1, Xipy =
1,, BY)) = 1/2 kaikilla t € {7/, ¥'}. Joukon A, alkioille, joille m’ > m > k/2 siten,

) ’L]

ettd min{m + m/,n — (m + m')} < n/2, saadaan kaavoista (5.4) ja (B.2) laskettua
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todennakoisyys

P(XZ] - 1, Xz'k’ - 1, Xjk/ — 1)
SN PG =1 Xiy =1, Xpw = 1, BY), BY))
se{d!,j'} te{d' k'}
P(Xppw = 1| Xoy =1, BS))P(Xiry = 1)

*i(n—i—1p %:%;fa2ﬁ)(nﬁ;ilp ﬁ@fiﬁ}?ﬁ)
T (_k_lp i)
.(nf;ilp ;nféﬁlﬁﬁ) n—k- (:%;fgﬂﬁ
+i(nf;i1p gn—éﬁ1;ﬁ>

(k—2)(k—3) ,
1p_ o(n—k—1)2 )

( P i)
—1p_2n )2p)+i(

l{:—12p)(n
(k —

k Kk—1)
k1" 2(n—k—1)2p>
3)

VR
3

|
o> o
|

—
i)
|
N
3

|

4
3

L[ K (k—-1) 5 3k*(k—1) .
Z((n_k—np_ 2(n —k — 1)4 p)
1/ k(=12 ,  3k(k—17
+Z((n—k—1)3p 2n—k—1) )
1/ Kk-1) 4 3k-1(k-% ,
+1((n—k—1)3p T e — >
1/ Kk—1) , k2 s 3K(k-2)(k-3) ,
+Z((n—k—1)3p Tk’ T 2m—k—1)p >
k=) (k= 1)+ k+ k) 2 L 3k(12K% — 34k + 27k — 3) ,
- Aln —k — 1)3 P =k — 130 8(n—k — 1)t b
CR(E=1)(k—-7) k> 5 3k(12k3 — 34k? + 27k - 3) ,
T T m—k—1p P dm—k-1p" 8(n—k — 1)t ’

kun satunnaisverkossa Gy, tiheys D(G, ) — 0, silld k°/(n — k — 1)° = 0 kaikilla
s > 5, kun tiheys D(Gy,) — 0.
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Joukon A, alkiolle, joille piatee 1 < m < k/2 < m’ < n/2 —m, saadaan
kaavoista (5.4), (5.6) ja (B.2) laskettua

Z S P(Xjw =1 Xy =1, Xyw =1, BY), BY))

se{z’ J'Yte{i k'}

P(Xop =1| Xop =1,, BY ,) ( W =1)

(%% p)( Sait

(e ) o )

et ) (00 2m_+11p2)

_ (k= 1)( —i)pQ_ k p2_ —13k;2+3k;— p3)
(n—k—1)? Aln —k — 1)2 (n—k—1)°

kun satunnaisverkon G, , tiheys D(G, x,) — 0. Joukon A, alkioille, joille pétee
1 <m <m' <k/2siten, ettd {j = m +m' > k/2, saadaan kaavoista (5.4), (5.6) ja
(B.2) laskettua

P(X;; =1, Xy =1, X~k/ = 1)

%i<n—i—1p 2(n k: )2p)((1 1 2 E(T;—?HPZ)
A ) o e
1 (o S (0 E )
+i(nﬁ;ilp (2n—/§k—1 p2)( 2+2k_2(ilk+—n;/>+2p2)
%%(1—29)219,

kun satunnaisverkon G, , tiheys D(G, x,) — 0. Joukon A, alkioille, joille pétee
1 <m<m <k/2—m,jolloin {;y = m~+m' < k/2, saadaan kaavoista (5.6) ja (B.2)
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laskettua
]P)(X” - 1, X’ik/ - 1, X]k/ - 1)

~ i ((1 —p)+ - i(ﬂ_l Zin/l) - 1192) ((1 —p)*+ 2 _E(T;_ml/) = (1- p)p2>
+3 ((1 —p) et ;QfTZj?/)pz) ((1 _pp 2 _E(T,j_n? Lo —p)p2>

w3 (g BRI (g BEA )2 e)

bq (o BN (g B2 )
~ g (s BRI )

+ % ((1 —p)’+ o _s(in;_n;/) = (1- p)2p2)

e

=(1-p°+ 3 +$)__k4£ni+ ) (1-p)*p*,

kun satunnaisverkon G, tiheys D(G,,) — 0.



LIITE C
Summia

Kaavasta 3. _ m = N(N + 1)/2 [1] saadaan laskettua

’“Z/é(/c—gmﬂ)?_ Bhk+1) 5, 27 kfm
n—k—17" _2(n—k‘—1)p n—k—14~

m=1

k1), kkt2) o, K
“2n—k-0" Tan—k-—1" T am—k-1"
joten
k/2
(k—2m+1) ,\ k Iz ,
1—p) T2 By 2
Z(( Pt ) =P T

m=1

Kaavoista Y _ m = N(N +1)/2 [1] ja ZJE m? = N(N + 1)(2N + 1)/6 [1] saadaan

m=1

laskettua

k)2
(k—2m+1)(k—2m + l)p4

1)(k+ 1) — 4(k + 3)m + 4m?
(

k/2
D, & (k+
mzzl (n—Fk—1)2 —mZ=1 n—k—1)>2
CkE+D(R+5) , kEE+2)(E+D) , kEk+1D)(E+2)
T k=12’ T 2k P T etk =12
2

Ck(E+1)Ek+G) , kEE2)(k+F) , KR -Fk-1)
T 6m—k-12 " 2m—k-12" T 6mn—k—12"
ja
k/2—1 k/2

(k — 25+ k—=2t+3) ,

ZZ (n—Fk—1)2

L (k4 1)(k+ L) — 2k(s+1) —s — 2t +4st
;»Zs (n—Fk—1)2 p
Ck(E=2)(k+1)(k+35)  KAk-2)(k+2) , Sk(k—2)(k+2) ,
T 8m—k—12  8m-k-12 " T 8m—k— 1)y
k(k+2)(k—2)(k+3) ,
32(n — k — 1)2

k(k=2)(k+1)(k+3) k(k—2)(k+2)(3k+2) , k(k—2)(k*—2k—2) ,
Sn—k—12  32m-k-12 T 32n—k-1)y2

Y

7
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jossa kaavasta S°~_ m = N(N + 1)/2 [1] saadaan laskettua

k/2—1 k/2 k271 k(k—2) k(k—2) k(k—2)
S

Kaavojen .0 _ m = N(N +1)/2ja 3.N_ m? = N(N + 1)(2N + 1)/6 [1] mukaan
k/2—1 k/2 k/2—1 k/2—1 k/2—1

DIEDSRIEENESDIRED IR,

s=1 t>s s=1 s=1
B k?(k —2) k(k—1)(k—2) k(k—2)Bk—2k+2) k(k—2)(k+2)
16 24 - 48 - 48
Ja
k/2—1 k/2 k/2 t—1 k/2 k/2—1 k/2—1 k/2—1
ZZt—ZZ =Y t(t—1) = Zs =Y s+ > s
s=1 t>s t=2 s= t=2 s= s=1 s=1
k(k — 1)(k —2)  k(k—2)  k(k—2)(k+2)
N 24 + 8 24 ’

joten zm DSTER (s4t) = k(k—2)(k+2) /48 +k(k—2)(k+2)/24 = k(k—2)(k+2)/16.
Kaavojen Z m? = N(N+1)2N +1)/6 [1] ja SN _ m? = N?(N 4 1)?/4 [1] mukaan

m=1

k/2—1 k/2 k/2  t—1 k/2 (t—1) k/2 k/2
Y =3 Y s t( ) Zt3 Zt2
s=1 t>s t=2 s=1 t=2
BV )t 55+ )(k’+1) .
2 4 2
1R (k+2)? k+1 (k + 2) k(k+2)(k—2)(k+3)
2 64 128 '
Kaavojen .0 m = N(N +1)/2ja 3.N_ m? = N(N + 1)(2N + 1)/6 [1] mukaan
k/2—1k/2—s k/2—1

ZZS—Z(_S_S)J<’§6—2> k= 1) =2)

o k(k—2)(3k—2(k—1)) k(k — 2)(k +2)

48 48
ja
k/2—1k/2—s k/2—1 i k/2—1
2.2 t=2 2 =2 s 2 °Tyf
s=1 t=1 s=1 s=1
_kk=2)(k+2)  k(k=2)(k+1) (k= 1)(k—2)
16 16 48

k(k—2) k(k—1(k-2) k(k—2)B+(k—1)  k(k—2)(k+2)
6 48 N 48 N 48 '




LIITE D

Kaytetty koodi

# WattsStrogatzRewiring . R
# Syote:

# n: solmujen lkm, k: solmujen asteiden keskiarvo

# p: todennakoisyys, jolla linkki: kytketaan uudelleen

# Tulos:

# G: Watts ja Strogatzin pient maailma —verkkomallin verkko
# Funktiota kutsutaan komennoilla:

# source(’ WattsStrogatzRewiring.R’)

# G <— WattsStrogatzRewiring (n,k,p)

library (igraph)

library (Matrix)

WattsStrogatzRewiring <— function (n,k,p) {
# k—saannollinen rengashila, jossa on n solmua
G <— graph.lattice (length=n, dim=1, nei=k/2, circular=TRUE)
A <~ get.adjacency (G, sparse=IRUE) # naapuruusmatriisi
r <— runif(nxk/2)
h<-0
for ( lap in 1:(k/2) ){
for (i in 1:n ){

h <— h+1
if ( r[h] <= p && sum(A[i,]) < n—1 ){
j <— i+lap
if (n<j){j<j%0n}
repeat {
j2 <— sample(1:n,1)
if (i 1= j2 & A[i,j2] = 0 ){
Ali,j2] < 1
Alj2,i] < 1
break
}
}
Ali,j] <=0
Alj,i] <=0
1388
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LIITE E

Merkintoja

Selitys

Verkko

Solmujen joukko

Linkkien joukko

Joukon alkioiden lukuméara
Verkon koko

Numeroilla merkityn n-kokoisen verkon solmujen joukko
Solmujoukon V,, jarjestaméattoméat parit

Solmujoukon V,, jarjestaméttomat parit, jotka sisaltdvat solmun ¢
Solmujoukon V,, jarjestaméattomét kolmikot

Solmujoukon V,, jarjestaméttomat kolmikot, jotka siséltavat solmun ¢
Solmujoukolla V,, méériteltyjen yleisten verkkojen kokoelma
Perusjoukko

Alkeistapaus

Perusjoukon osajoukkojen o-algebra

Mitallinen avaruus

Potenssijoukko

Todennékoisyysfunktio

Todennékoisyysmitta

Todennékoisyysavaruus

Satunnaismuuttujia

Satunnaismuuttujan jakauma

Solmujoukolla V,, méaéritelty satunnaisverkkomalli
Satunnaisverkkomallin €2,, satunnaisverkko
Satunnaisverkon jakauma

Satunnaisverkkomalli

Satunnaisverkkomalli

Satunnaisverkkomalli

Pieni maailma -satunnaisverkkomalli
Satunnaisverkkomallin G, p; satunnaisverkko
Satunnaisverkkomallin G, , satunnaisverkko

Pieni maailma -satunnaisverkkomallin satunnaisverkko
k-sdannollinen rengashila

Verkon tiheys

Pieni o-estimaatti

Stokastinen pieni o-estimaatti

Suppeneminen melkein varmasti
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E. MERKINTOJA

Suppeneminen stokastisesti

Solmujen i ja j vélinen etdisyys

Verkon karakteristisen polun pituus

Verkon halkaisija

Solmun ¢ naapurusto

Solmun i aste

Solmujen asteiden keskiarvo

Kytketty kolmikko

Verkon kytkettyjen kolmikoiden joukko
Keskisolmun ¢ kytkettyjen kolmikoiden joukko
Kolmio

Verkon kolmioiden joukko

Solmun i sisdltdvien kolmioiden joukko
Solmun 7 klusterointikerroin

Verkon klusterointikerroin

Verkon solmujoukko {i € V' : k; > 2}

Verkon klusterointikerroin laskettuna solmujoukolle V'
Verkon transitiivisuuskerroin

Verkon painotettu klusterointikerroin
Solmujoukon V' painokerroinfunktio
k-asteiden solmujen keskimédrainen klusterointikerroin
Satunnaisverkon klusterointikerroin

Satunnaisverkon klusterointikerroin laskettuna solmujoukolle V'

Satunnaisverkon transitiivisuuskerroin

81

Rengashilan H, ; solmujoukon metriikka [;; = min{|j —i|,n — |7 — i}

Suunnatun verkon solmun 7 lahtoaste
Suunnatun verkon solmun ¢ tuloaste

Suunnattu verkko, jossa jokaisen solmun ldhtoaste on k/2

Indikaattorisatunnaismuuttuja
Indikaattorisatunnaismuuttuja
Indikaattorisatunnaismuuttuja.
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