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Tamén tutkielman tarkoituksena on tarkastella ddrellisen vainnon
kuvauksia euklidisissa avaruuksissa, erityisesti niiden diskreettisyytta
ja avoimuutta. Adrellisen viadnnon kuvaukset ovat yleistys kvasisiéin-
nollisisté kuvauksista, jotka molemmat méaaritelldan kayttamalla vadn-
toepayhtaloa
missd K on adrellinen vaantofunktio, kvasisddnnollisille kuvauksille li-
séksi oleellisesti rajoitettu.

Kvasisaannollisille eli rajoitetun vadnnon kuvauksille voimassa ole-
vat tulokset jatkuvuudesta, diskreettisyydesta ja avoimuudesta sailyvét
myo0s adrelliseen vaantoon siirryttaessa. Téahan tarvitaan kuitenkin joi-
tain oletuksia kuvauksen vadntofunktiosta. Tyossé konstruoidaan vas-
taesimerkkeja kuvauksista, joille ndméa ominaisuudet eivat valttamatta
ole voimassa.

Tutkielman pégtuloksina osoitetaan, ettéi Sobolev-avaruuden W"
aarellisen vadnnon kuvauksella on olemassa jatkuva edustaja, joka on
vakio tai diskreetti ja avoin, kun oletetaan lisiksi K € L] '*¢. Téssi n
on avaruuden dimensio ja € > 0 tai ¢ = 0 kun n = 2. Néiden tulosten
rinnalla todistetaan molempien véitteiden seuraavan vaihtoehtoisesti
myos siitd, ettd vaantofunktio on eksponentiaalisesti integroituva.

Avainsanat: Asrellinen vaanto, jatkuvuus, diskreettisyys, avoimuus,
distributiivinen Jacobi, heikko monotonisuus, topologinen aste.
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Johdanto

Tutkielman aiheena ovat dérellisen vaannon kuvaukset euklidisis-
sa avaruuksissa ja niiden topologiset ominaisuudet. Aérellisen visnnon
kuvaukset muodostavat funktioavaruuden, joka on huomattava yleistys
klassisen funktioteorian tyypillisistd funktioluokista. Alkaen komplek-
sianalyysista tutuista tason konformikuvauksista voidaan kuvausomi-
naisuuksien vaatimuksia keventdmaélla 16ytdd uusia mielenkiintoisia,
monipuolisempia kuvauksia. Konformikuvaus kompleksitasossa tarkoit-
taa tavallisesti analyyttista injektiota, joka on erityisesti kulmat séi-
lyttéava homeomorfismi kuvajoukolleen. Kuuluisan Riemannin kuvaus-
lauseen mukaan jokainen kompleksitason yhdesti yhtendinen alue, joka
ei ole koko taso, voidaan kuvata konformisesti yksikkokiekolle. Joukko-
jen ominaisuuksia voidaan néin tutkia niiden vélisten kuvausten avulla,
sanotaan esimerkiksi ettéd tason yksikkokiekko ja puolitaso ovat konfor-
misesti ekvivalentit.

Konformikuvaus korkeampiulotteisissa avaruuksissa R™, missa n >
3, médritelladn kulmat sailyttavéiksi funktioksi. Télloin voidaan osoit-
taa, ettd kuvaus sailyttda myos infinitesimaalisen pienet muodot. Liou-
villen lauseen mukaan tasoa korkeammissa ulottuvuuksissa ndma kon-
formikuvaukset ovat kuitenkin aina Mobius-kuvausten rajoittumia. Té-
mé tarkoittaa kiytannossa, ettd toisin kuin tasossa, on konformisuus
korkeammissa ulottuvuuksissa erittdin rajoittava vaatimus. Yleistys
konformisuudelle on niin sanottu kvasikonformisuuden késite, jolla on
useita yhtéapitdvid madritelmia. Namaé kuvaukset muodostavat selvésti
monipuolisemman funktioavaruuden, jolla on tarkeitd sovelluksia ma-
tematiikan eri aloilla seké yleistyksid myos euklidisia avaruuksia ab-
straktimpiin metrisiin avaruuksiin.

Analyyttinen ldhestymistapa konformisuuden yleistdmiseen on ku-
vauksen vadnndn eli dilataation tarkastelu. Alueen Q) C R™ diffeomor-
fisen konformikuvauksen f: Q — f(£2) differentiaalille patee |Df|" =
J, missd |Df| on sen differentiaalin operaattorinormi ja Jy Jacobi
eli differentiaalin determinantti. Jos nyt melkein kaikkialla derivoitu-
valle kuvaukselle f vaaditaan téssd yhtdsuuruuden sijaan epayhtélo
IDfI" < K J jollain vakiolla K > 1, sanotaan ettd kuvaus f on K-
kvasisdannollinen eli rajoitetun vaannon kuvaus. Kvasikonformiset ku-
vaukset voidaan nyt maaritelld homeomorfismeiksi, joilla on rajoitettu
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vaanto. Edella kuvattu vddntdepdyhtdlé merkitsee geometrisesti infini-
tesimaalisten muotojen rajoitettua vaantymista tai vaaristymistéa, siind
missd konformikuvaus sailyttdd naméa muodot.

Rajoitettua vaantoa edelleen yleistamalla paastdadn vihdoin kasiksi
adrellisen vadnnon kuvauksiin: Oletetaan vakion K olemassaolon si-
jaan, ettd 16ytyy rajoittamaton funktio Ky: Q — [1,00], jolle |Df|* <
KyJy. Adrellisyys merkitsee nyt sité, ettd timi vdidntifunktio saa &i-
rellisen arvon melkein kaikilla x € €. Tutkielmassa tullaan tdmén ole-
tuksen pohjalta todistamaan &darellisen vaannon kuvauksen jatkuvuus,
diskreettisyys ja avoimuus kun vaantofunktio K; oletetaan riittavan
sdaannolliseksi. Lisdksi on téllaisen analyyttisen maéaéritelméan mielek-
kyyden kannalta luonnollisesti oletettava kuvaukselta f jokin differen-
tioituvuutta muistuttava ominaisuus; riittavin yleinen pohja-avaruus
aarellisen vaannon kuvauksille on Sobolev-funktioiden avaruus I/Vlicl,
minké takia "differentiaali"voidaan késittdd myos kuvauksen yleistet-
tyjen derivaattojen muodostamaksi.

1800-luvulla kukoistanut klassinen kompleksianalyysiin painottu-
nut funktioteoria alkoi laajentua konformisuuden yleistystdmisen suun-
taan 1900-luvun alkupuolella, kun vuonna 1928 saksalainen matemaa-
tikko Grotzsch esitteli aluksi tasossa kvasikonformisuuden kasitteen.
Nimen néille kuvauksille on hieman myéhemmin antanut suomalainen
Fields-mitalisti Lars Ahlfors, joka oli myos niiden merkittavimpia var-
haisia tutkijoita. 1960-luvulla alkanut kvasisaannollisten kuvausten tut-
kimus laajensi teoriaa edelleen homeomorfisuus-oletuksesta luopumal-
la. Naiden rajoitetun vdannon kuvausten perustulos on Reshetnyakin
lause, jonka mukaan ne ovat aina jatkuvia ja lisdksi joko vakioita tai
diskreettejé ja avoimia. Seuraava askel on ollut vi&nnon rajoittuneisuu-
desta luopuminen ja vastaavien tulosten saavuttaminen myos darellisen
vaannon kuvauksille.

Luvussa 1 kiydaan lépi teorian kannalta téarkeimpia esitietoja ja
aputuloksia sekd selvyyden vuoksi myds joitain merkintoja. Luku 2
muodostuu rajoitetun ja adrellisen vaadnnon kuvausten tasmaéllisista
madaritelmistd euklidisissa avaruuksissa seké lyhyestd muiden funktio-
avaruuksien, kuten kvasikonformikuvausten, esittelysté ja vertailusta.
Luvussa 3 todistetaan &dérellisen vaadnnon kuvausten jatkuvuus seka dif-
ferentioituvuus melkein kaikkialla sen heikosta differentiaalista tai vaih-
toehtoisesti vadntofunktiosta tehtavilla oletuksilla, minké lisdksi tarkas-
tellaan myos todistuksessa tarvittavaa heikon monotonisuuden késitet-
td. Lopulta luvussa 4 muotoillaan ja todistetaan tutkielman péatulos,
aarellisen vaannon kuvauksen diskreettisyys ja avoimuus vaantofunk-
tion saannollisyyden nojalla. Luvussa késitelladn myos todistuksessa
tarvittavaa topologisen asteen kasitetta. Tutkielma perustuu padasias-
sa lahteeseen [HenK], varsinkin sen lukuihin 2 ja 3.



LUKU 1

Merkintoja ja esitietoja

Téassé luvussa kiaydadn lapi tutkielman aihealueen kannalta tér-
keimmét merkinnét seké esitiedot ja aputulokset. Lukijalta oletetaan
tavallisimpien matematiikan syventavien kurssien tietojen hallinta, tar-
keimpénd mitta- ja integraaliteoria. Esitiedoissa kerrataan talta pohjal-
ta lahinné reaalianalyysin ja Sobolev-avaruuksien olennaisimmat maéa-

ritelmat ja tulokset.

1.1. Merkinnat

Tutkielmassa pyritddn noudattamaan nykykéyttoon vakiintuneita
merkint6jé. Seuraavassa listassa kiydadn lapi ne merkinnét, jotka liit-
tyvit olennaisesti késiteltdavian aihealueeseen ja ovat kirjallisuudessa

osin tulkinnanvaraisia:

Q

cB =cB(x,r)

AccB
spt f
I f

C(2)
Cc(9)

CHQ)
()
Ce ()
oo ()

[A[L L] []

(z,y)

Alue avaruudessa R”

Vakiolla ¢ > 0 venytetty pallo c¢B(z,r) =
B(z,cr)

Joukko A sisdltyy kompaktisti joukkoon B,
eli A C B ja A on kompakti

Funktion f: 2 — R kantaja, eli joukko
{reQ: f(x) #0}

Reaaliarvoisen funktion f positiivi- ja nega-
tiiviosa, f*(x) = max{£f(x),0}

Jatkuvat funktiot f: Q@ — R

Jatkuvat funktiot f: Q2 — R, joille spt f CC
Q2 (kompaktikantajaiset)

k-kertaa jatkuvasti derivoituvat funktiot
fFQ—=>R

NkenC*(Q) (sileiit funktiot)

CHO)YNCe(Q), 1 =0,1,2,...

Funktiot f: 2 — R, jotka jatkettuna nollana
joukkoon R™\ Q kuuluvat avaruuteen C'*°(R")
Tilanteesta riippuen joko joukon A C R"
n-ulotteinen Lebesgue-mitta m,(A), lineaa-
rikuvauksen L operaattorinormi tai vektorin
x € R" euklidinen normi (itseisarvo)

Joukon A karakteristinen funktio
Vektoreiden x,y € R” sisatulo Zj x;Y;

3
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I Identtinen matriisi [es, e, . . ., €]

0;f, Vf Reaaliarvoisen funktion f (heikko) osittaisde-
rivaatta tai gradientti

Df , Jy Vektoriarvoisen funktion f (heikko) differen-
tiaali tai Jacobin determinantti

fa=1 WS Funktion f: Q2 — R integraalikeskiarvo yli
joukon AC Q, f, f=[A"" [, f
(0 < |A] < o0)

TP s-ulotteinen Hausdorffin e-sisélto, s > 0, € >
0

F° s-ulotteinen Hausdorffin ulkomitta,

H5(A) = lim_o, H25(A)

Lisdksi tutkielmassa, etenkin esitiedoissa madaritellian muita tér-
keita kasitteitéd ja ndiden merkintoja.

Varoitus: Tutkielmassa kiytetdén toistuvasti kirjainta C' merkitse-
méan vakiota, jonka pelkkd olemassaolo on riittdvad meneillaan olevan
paattelyn kannalta. Erityisesti se voi todistuksen edetessd muuttaa ar-
voaan. Tavoitteena kuitenkin on, ettd tdméa vakio on esitetyissa arviois-
sa ja yhtaloissa "riittdvan suuri"; jos tarvitaan riittdvan pientd posi-
tiivista vakiota pyritdan kirjoittamaan %, ja tamaéan vakion arvo tulee
késittda maksimiksi kaikista paéttelyssé tarvittavista kiinteistd ylara-
joista. Vakion riippuvuutta mahdollisista parametreista kuten avaruu-
den R™ dimensiosta n merkitdin C' = C(n).

1.2. Reaalianalyysii ja Sobolev-avaruuksia

Kappaleen tulokset ovat irrallisia poimintoja matematiikan syven-
tavilta erikoiskursseilta tutkielman tarpeisiin. Tulosten todistuksia ja
perusteellisempaa kehittelyd 10ytyy esimerkiksi lahteista |Zi] (luvut 1-
2) ja [Ko| (luvut 2-4, 7).

LAUSE 1.2.1 (Peitelause). Olkoon A kokoelma suljettuja palloja
avaruudessa R™ siten, ettd ndiden sdteiden joukko on rajoitettu. Tal-
loin on olemassa (mahdollisesti ddarellinen) jono

B17 B27 - CH
pistevieraita palloja siten, ettd

| BcC U 5B;.

Be#

LAUSE 1.2.2 (Lebesguen differentiointﬂause) Olkoon u € Li. ().
Talloin melkein kaikki pisteet x € Q ovat Lebesque-pisteitd, eli

15%|er\/” )y = ulz)

melkein kaikilla x.
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MAARITELMA 1.2.3. Olkoon u € LL () ja a = (a1,...,q,) €

loc
N". T&llsin kuvaus 0%u € Li () on funktion u kertaluvun a heikko

(yleistetty) derivaatta, jos osittaisintegrointikaava

/uaagp dr = (—1) / 0“updx
Q Q
patee kaikilla ¢ € C (). Téssa

O =0 - O
jalal =a;+ag+ -+ ay.

MAARITELMA 1.2.4. Kun p € [1, 0] ja k € N, mééritelladan Sobolev-
avaruus

WHEP(Q) == {u € LP(Q) : on 0%u € LP(Q) kaikilla o € N", |a| < k}.

Téssd avaruudessa mééritellddn normi || - ||, kaavalla
lullip =D 10%ull,,
|| <k

missé siis °u = u.

Jatkossa kiytetddan tuttuja merkintoja Vu, Du ja J, my6s Sobolev-
funktioiden heikolle gradientille, differentiaalille ja Jacobin determi-
nantille. Namé maéaritellddn samoin kuin vastaavat operaattorit dif-
ferentioituvillekin kuvauksille. Tdmén tavan taustalla on luonnollisesti
se, ettéd esimerkiksi Fubinin lauseen ja tavallisen osittaisintegrointikaa-
van nojalla nihddén helposti f|r € WH*(K) kaikilla f € C*(Q) ja
K cc .

LAUSE 1.2.5. Sobolev-avaruus W*P(Q) on Banach-avaruus, eli tdiy-
dellinen normiavaruus. Siledt funktiot ovat tihedssd Sobolev-avaruudessa,
eli kaikilla uw € W*P(Q) on olemassa jono o; € C=(Q)NWHP(Q) siten,
etta

Ju = sllip =0 kun j — oo.

Sobolev-avaruus voidaan maéaaritella edelld olevan lauseen nojalla
my0s sileiden funktioiden tdydentyménd normilla || - ||5,. On helppo
todeta, ettd téssd normissa suppenevan sileiden funktioiden jonon ra-
ja kuuluu Sobolev-avaruuteen, ja niin saatu vaihtoehtoinen mééritel-
mé tunnetaan yleisesti lauseena "H = W", missd H on kyseinen tay-
dentyméné saatava avaruus. Kun sileiden funktioiden vaaditaan ole-
van myos kompaktikantajaisia, saadaan naiden tdydentymaéana téarked
Sobolev-avaruuden aliavaruus:

MAARITELMA 1.2.6. Sobolev-avaruuden W#?(Q) aliavaruus W, (Q)
on joukon C(€2) sulkeuma.
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Avaruus Wg?(€) muodostuu siis niistd Sobolev-funktioista, joita
voidaan approksimoida kompaktikantajaisilla sileilld funktioilla. Intui-
tiivisesti niiden tulee héavitd joukon €2 reunalla avaruudessa R", mika
on kuitenkin tdsmallisesti vadrin ilmaistu, silla naitd kuvauksia ei ole
madritelty joukossa 0€2. Voidaan kuitenkin todistaa, ettd esimerkiksi
WoP(R") = Whe(R™).

HUOMAUTUS 1.2.7. Merkintd W*P(Q) tarkoittaa tissi, kuten myds
merkintd LP(2), reaaliarvoisia kuvauksia 2 — R jotka toteuttavat ky-
seisen avaruuden madarittelevin ehdon. Jatkossa kiytetddn myos mer-
kintad WP (Q, R"), milld tarkoitetaan vektoriarvoisten funktioiden € —
R™ avaruutta, jossa jokainen komponenttikuvaus kuuluu avaruuteen
WHP(€). Sobolev-avaruuksien kohdalla kiytetiin myos alaviitetti .,
joka tarkoittaa samaa kuin avaruuden LP tapauksessa, eli kuulumista
avaruuteen W*?(K) kaikilla kompakteilla K C .

MAARITELMA 1.2.8 (ACL). Funktio u: Q@ — R on ACL (abso-

lutely continuous on lines), jos kaikilla j = 1,...,n ja m,_;-melkein
kaikilla koordinaateilla (z1,...,%;_1, % 41,...,2,), joilla vastaava suo-
ra L leikkaa aluetta Q, kuvaus t — u(zy,...,2;-1,t,Tj11,...,2,) OD

absoluuttisesti jatkuva kaikilla kompakteilla véleilla [a, b], joilla {z1} X
s {xj—l} X [CL, b] X {C(Zj+1} SR {ZEn} Cc LNQ.

LAUSE 1.2.9 (ACL-karakterisaatio). Kuvaus u: Q — R" kuuluu
avaruuteen WHP(Q) jos ja vain jos silli on edustaja u, joka on ACL
siten, ettd @ ja tavalliset osittaisderivaatat 0;u kuuluvat avaruuteen LP,
sekd O;u = 0;u melkein kaikkialla.

Seuraavat késitteet ja tulokset niin sanotuista konvoluutioapproksi-
maatioista ovat tarpeellisia muun muassa todistettaessa aiemmin mai-
nittua sileiden funktioiden tiheytta Sobolev-avaruuksissa. Ne ovat myos
teknisia apuvalineitd, joita tarvitaan myohemmin edetessa kohti tut-
kielman paatuloksia.

MAARITELMA 1.2.10 (Silottajaydin). Olkoon

__1
J(z) = Ce TRF, o] <1
0, lz| > 1,

jolloin J € C&F(R™), sptJ = B(0,1), J > 0 ja [, J = 1 kun valitaan
vakio C'= ([ BO.1) e_ﬁ)*l. Maééritellddn lisdksi kaikilla e > 0 yleinen
silottajaydin J.(x) = e~ "J(%), jolloin selvésti J. > 0 on siled, spt J. =
m ja myos se integroituu ykkoseksi.

MAARITELMA 1.2.11 (Silotus). Olkoon u € L{ _(R™). Funktion u
stlotus on konvoluutio

(ora) = [ o yputs)dy,
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kun J. on silottajaydin kuten ylld. Jatkossa funktion konvoluutioap-
proksimaatiolla tarkoitetaan téllaista silotusta, miké seuraavan lauseen
mukaan on mielekds nimitys.

LAUSE 1.2.12. (1) Funktiolle u € Li .(R") silotus J. * u on
siled funktio, ja kaikilla o € N™

0%(Je xu) = (0“J.) * u.
(2) Josu € LP(R™), niin myds (J. xu) € LP(R™),
1+ ully < lullp ja || Je * u —ull, = 0

kun e — 0. Erityisesti silotus suppenee funktioon u pisteittdin
melkein kaikkialla.

(3) Jos u on lisiksi jatkuva, niin silotus J. * u suppenee siihen
lokaalisti tasaisesti kun € — 0.

(4) Jos funktiolla u € L () on (heikko) derivaatta O%u, niin
kaikilla € € (0,d(z,09))

0%(Je xu)(z) = (Je *x 0%u)(x).

LAUSE 1.2.13 (Ykkosen ositus). Olkoon % alueen 2 avoin peite.
Tdlloin on olemassa kuvausperhe F sileitd, kompaktikantajaisia ja ei-
negativisia funktioita f siten, ettd

(1) kaikilla f € .F on U € % jolle spt f C U,

(2) jokaisella kompaktilla K C Q on wvain ddrellisen monta ku-
vausta f € F jolle spt f N K # (),

(3) kaikilla x € Q pitee Y 5 f(x) = 1.

Seuraavat Sobolevin epéyhtilot ovat Sobolev-avaruuksien perustyo-
kaluja, joita tarvitaan useaan otteeseen téssa tutkielmassa:

LAUSE 1.2.14 (Sobolevin upotuslause, p < n). Olkoonu € WP(Q),
missd 1 < p<n ja ) CR" Tdilloin

ue L™ (Q),

loc

missd px = %.

LAUSE 1.2.15 (Sobolevin upotuslause, p > n). Olkoon u € W1P(Q),
missd p > n ja € C R™. Tdlloin on olemassa jatkuva kuvaus v siten,
etti kaikilla v = u melkein kaikkialla ja U CC €2 on olemassa vakio
C =C(p,n,U) jolle

[o(2) = v(y)] < Clz —y|" ||Vl
kaikilla x,y € U.

LAUSE 1.2.16 (Poincaré’n epiyhtild). Olkoon u € Wh1(B), missd
B = B(xg,r) C R™ on pallo. Jos |Vu| € LP(B) jollain p > 1, niin
myos u € LP(B) ja pdtee epdayhtild

/B lu(z) — uplPde < C(p,n)r” /B \Vu(z)|Pdz,
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missd C'= C(p,n) on luvuista p,n riippuva vakio.

MAARITELMA 1.2.17. Lineaarikuvaukselle L: R" — R ja sita vas-
taavalle matriisille A méaritellddn operaattorinormi

|L| = |A| == sup{|Lz| : |x| < 1} = max{|Lx| : |x| < 1}.

Helposti ndhdéaan, ettd matriisin operaattorinormi on vahintaan yh-
td suurta kuin mikd tahansa sen rivi- tai sarakevektorien normeista.
Téamé onnistuu kuvaamalla rivivektoria a; # 0 varten yksikkovektori
|Z—j‘, ja sarakevektoria b; varten yksinkertaisesti standardikantavektori
e;. Toisaalta operaattorinormi on aina korkeintaan yhta suurta kuin
matriisin alkioista muodostetun R™"-vektorin euklidinen normi.

LEMMA 1.2.18 (Hadamardin matriisiepayhtéls, [IM] 9.9). Olkoon
A (n x n)-matriisi, jonka sarakevektorit ovat ay,...a, € R". Tdlldin
patee epdayhtald
|det A] < [ layl.
j=1
Koska determinanteille on voimassa lisdksi det AT = det A, pdtee sama
myds rivivektoreille.

Tassa tyossa kyseessa olevat lineaarikuvaukset ovat paédasiassa Sobolev-
avaruuden kuvausten (heikkoja) differentiaaleja, joiden operaattorinor-
mit ja determinantit esiintyvét dérellisen vaannon kuvauksen méarit-
televissa epayhtélossd, kuten seuraavassa luvussa tullaan ndkeméan.

LEMMA 1.2.19 (Jensenin epéyhtéld). Olkoon E C R™ mitallinen
joukko jolle 0 < |E| < oo ja ®:[0,00) — [0,00) konveksi funktio.
Télloin kaikille ei-negatiivisille funktioille f € L'(E) pitee

@(ﬁf)g]iéof.

LAUSE 1.2.20 (McShane-Whitney). Olkoon A C R™ ja f: A — R™
L-Lipschitz-kuvaus, el

|f(z) — f(y)| < Lz — y| kaikilla z,y € A.
Talloin kuvauksella f on olemassa Lipschitz-jatkuva jatke F koko ava-
ruuteen R™, jonka Lipschitz-vakio on /mL. Siis kaikilla x € A F(z) =
f(@) ja
|F(x) — F(y)| < vVmL|z — y| kaikilla z,y € R".
Tobpistus. Olkoon ensin m = 1 ja f siis reaaliarvoinen kuvaus.
Talloin saadaan jatkeelle F' sama Lipschitz-vakio L: Maaritelldan

F(z) = inf{f(a) + L|z — al}

kaikilla x € R™. Talloin selvésti F|4 = f, silld jos x € A, niin F(z) <
f(x)+ L|z — x| = f(x), ja koska f on L-Lipschitz niin f(z) < f(a) +
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Lz — a| kaikilla @ € A, mista seuraa f(z) < F(x) ottamalla infimum
yli joukon A.
Olkoot sitten x,y € R"™. Jos F(z) > F(y), niin

[F(x) = Fy)| = F(2) = Fy) = mt{f(a) + Lz —a|} = F(y)
< inf{f(a) + Llz —y| + Lly — al} = F(y)
= Llz—yl+ F(y) = F(y) = L]z —y|,
joten myos F' on L-Lipschitz.
Jos m > 2, niin erityisesti funktion f komponenttikuvaukset
fi, ..., fm ovat myos L-Lipschitz-jatkuvia, ja siten jatkamalla jokainen

néisté reaaliarvoisista kuvauksista koko avaruuteen Lipschitz-kuvauksiksi
Fy, ..., F,, kuten edelld saadaan jatkeelle F' = (Fy,..., Fy,)

F@) - F)l = (X IB@ - B)P)’

IN

(mLZ\ﬂc - y\2>§ = VmL|z —y|

kaikilla z,y € R".
U

Edellisessa lauseessa esiintyva luku y/m ei ole vélttaméaton arvio jat-
keen Lipschitz-vakiolle, vaan my6s vektoriarvoinen L-Lipschitz-kuvaus
voidaan jatkaa koko avaruuteen Lipschitz-kuvaukseksi, jolla on sama
Lipschitz-vakio L. Tamé& onnistuu esimerkiksi kiyttamalld edellisen
McShane-Whitney-jatkeen sijasta Kirszbraunin jatketta ([Hel] 2.5).

Tunnetusti Lipschitz-kuvaukset R” — R™ ovat melkein kaikkialla
differentioituvia, katso esim. [Ko| 7.7 ja 7.9. Siten seuraavan lauseen
kuvauksen Jacobi Jy on maaritelty melkein kaikilla z € R".

LAUSE 1.2.21 (Sard, [HenK] lause A.37). Olkoon f: Q C R — R"
Lipschitz-jatkuva kuvaus. Talloin kun F on sen kriittisten pisteiden
joukko, eli

F={xeQ: Jizr) =0},
niin | f(F)| = 0.

LAUSE 1.2.22 (|Ev| 2.2.1 (b)). Olkoon ¢ € Ce(R™). Tdlloin on
olemassa u € C*(R™) siten, etti

Au=0{u+ -+ 02u=p.
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1.3. Maksimaalifunktio ja Hausdorff-sisilto

Téssd kappaleessa méaaritellddn kuvauksen u maksimaalifunktion
Mu kasite, sekd lapikdydadan péadasiassa todistuksineen siihen liitty-
vid, huomattavan teknisidkin aputuloksia. Maksimaalifunktio on erit-
tain hyodyllinen tyokalu monella analyysin alalla, ja kappaleen tulok-
set voidaan usein muotoilla selvésti yleisempiinkin tilanteisiin. Tés-
sé tarkoituksena on kuitenkin saada kiyttoon juuri tutkielman paa-
tulosten kannalta tarpeelliset ominaisuudet maksimaalifunktiolle seka
{Mu > t}-tyyppisten joukkojen Hausdorff-sisalloille 572 . Tulokset pe-
rustuvat teoksiin [HenK] ja [HKM] seké artikkelin [Ad] ratkaisevan
tarkeddn arvioon.

MAARITELMA 1.3.1. Olkoon  C R™ alue ja u € L{, (). Funktion
u (s, p)-maksimaalifunktio on

Mouz) = sw (1Bl /B ( \u(z)]pdz);.

LL‘EB(y,T‘)CQ y,'/‘)

Jos 2 = R”, niin jatetddn maksimaalifunktion merkinnéssa tdmé ala-
indeksi pois, samoin jos p = 1 tai s = 1. Erityisesti siis
Mu(xz) = sup ][ lu(z)|dz.
z€B(y,r) J B(y,r)

HuomAuTUs 1.3.2. Joskus maksimaalifunktiolle Mg, kiytetaan vaih-
toehtoisesti keskistettyd (Hardy-Littlewood-)mé&éritelmaa

M§u(z) =  sup f |u(z)|dz.
B(z,r)

0<r<|d(z,00)|
Jos €2 = R, ndmé& maksimaalifunktiot ovat verrannollisia, pétee
MCu(z) < Mu(z) < 2"MC%u(x).

Lisiiksi Lebesgue'n differentiointilauseen nojalla M§u(x) > |u(z)| mel-
kein kaikkialla, ja sama pétee tietenkin myds ei-keskitetylle maksimaa-
lifunktiolle.

LEMMA 1.3.3. Olkoon u € Li (). Kaikilla t > 0 pdtee
5n
o>t <2 [l
{Mqu>t}

Tobistus. Olkoon t > 0. Jos f{Mth} |u| = oo, viitteessi ei ole to-
distettavaa. Oletetaan siis integraali darelliseksi. Maéritelméan mukaan
kaikille z € {Mqu > t} on olemassa pallo B C (2, joka siséltdd pisteen

x siten, etta
f 1>t
B
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joten |B| < § [ |u|. Jos y € B, kelpaa sama pallo selviisti osoittamaan
ettd myos Mqou(y) >t ja siten B C {Mqu > t}. Siten néille palloille

1 1
|M<—/WK—/ 4] < o
lJB b J (Mau>t)

ja my0s naiden pallojen sdteet ovat rajoitettuja, joten voidaan kayttaa
peitelausetta 1.2.1. Siis naista palloista B, jotka peittavat joukon
{Mqu > t}, l6ydetdédn jono By, By, ... pistevieraita palloja jolle
{Mqu >t} C Uj 5B;. Talloin

[{Mou >t} <) 5B =5") |Bjl

J J
53 Hn
S—Z/WK—/ . 0
t = JB t J{Mqusty

Lahes samalla paattelylla kuin edellisen lemman todistuksessa saa-
daan vastaava arvio my6s joukon {M; u >t} s-sisillolle:

LEMMA 1.3.4. Olkoon u € LP(R™). Kaikilla t > 0 pdtee
10™
s p
O ({ M u > t}) < m /n |ul?.

LEMMA 1.3.5. Olkoon B = B(xg, R) C R" pallo ja u € W11 (3B)
kuvaus, jonka kaikki pisteet ovat Lebesque-pisteita. Mdaaritelldan kaikil-
la A >0

F\ ={x € B: M3p|Vu|(z) < A}
Tdlléin on olemassa vakio C = C(n) > 0 jolle u|p, on CX-Lipschitz.
Lisdksi
AB\ Fi| = 0 kun A — oo.

Tobistus. Olkoot x,y € F)\ eri pisteitd ja r = |z — y|. Merki-
tddn B; = B(x,279r) kun j > 0 ja B; = B(y,2’"!r) kun j < 0, siis
r— ja y-keskisid palloja joille lim;_,o up, = u(x) ja vastaavasti u(y)
kun 7 — —oo. Téll6in voidaan néiden erotusta arvioida teleskooppi-
summaa, pallojen sisikkiisyyksid, yhtalod [2B| = 2"|B| ja Poincaré’n
epayhtaloa kayttaen

[u(z) —u(y)| <Y lup,_, —us,|

—1 00

1 / 1
E |U—UB’ + E —/ |U—UB._
0o |BJ—1| Bj 1 ! j=1 |BJ| Bj i

+ |U’BO - uBoﬂBl| + |uB1 - uBoﬂBl|

IA

00 C / 00 iy

< = |lu—up,|<2C)» 2 |7|r][ |Vul
Zoo |Bj] B Z.o B

< 8CTrA,
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silld médritelmén nojalla kaikilla palloilla B; on f, [Vu| < A kun

x,y € F\. Siten u todella on C'(n)A-Lipschitz joukossa F), ja liséiksi
lemman 1.3 nojalla

A

{M3p|Vu|>23}

g

LEMMA 1.3.6. Olkoon p > 1, A > 0 ja u € LP(Q2). Talloin jollain
vakiolla C' = C(n,p) maksimaalifunktiolle patee epiyhtdld

/ (Mou)? < C / fuf?.
{Mqu>\} {lul>3}

TobisTus. Kayttamalla Fubinia saadaan

/ (Mqu)? = / / pt?~tdtdw
{Mqu>A} {Mqu>\} JO
= p / Pl / dxdt
0 {Mqu>max(\t)}
A 00
= p/ t”_l/ dxdt+p/ tp_l/ dxdt
0 {Mqu>)\} A {Mqu>t}

= N|{Mou > N} +p/ =1 Mou > t}]d.
A

Olkoon luvulle x> 0

R R

Télloin |u| < || + 4§ ja samoin Mou < Mgt + 5, joten lemman 1.3
nojalla saadaan

5"92
{(Mou > | < |{Moi > }|<—/|u| / .
u>%
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Talloin siis
[ oy
{MQU>/\}
< CAPI/ |d:c+0/ - 2/ z)|dxdt
{lul>3 } {lul>% }
< C/ \u(x)]pdx+0/ / lv(z) [P~ dadt
{Jul>3} A Hlul>5}

olu(w)|
_c / )Pz + C ()P / dtdz
lu|>*} {lul>3} by
< C/ |u(z)|Pdx. O
{lul>3)

LEMMA 1.3.7. Olkoon v € C¥(B(x¢, R)) jap € (n—1,n], n > 2.
Tdlldin on olemassa vakio C = C(n,p) siten, ettd kaikilla x € R™

[u(@)] < CR' 545 My, Vu(@).

TODISTUS Voidaan olettaa ro = 0. Kun z € R" on kiinted, niin
kuvaus f(t) fB () U y)dy on selvisti jatkuvasti differentioituva jou-

kossa (0, 00). Lebesgue n differentiointilauseen nojalla f(0) = u(z) kun
t = 0 ja liséksi f(f) — 0 kun t — oo. Siten [;° f'(t)dt = —u(x), misté
muuttujanvaihdolla saadaan

= —/ ][ u(x+tz)dz)d / ][ Vu(z+tz), z)dzdt.
0 B(0,1) B(0,1)

Tésté saadaan suora arvio [u(z)| < [;° fB(o 0 |Vu(z+tz)|dzdt, ja edel-
leen muuttujanvaihdolla y = = + tz pisteelle z € B(0, R)

|</ ][ |Vu(y)|dydt
xt

g/ (][ [Vu(y)|Pdy) dt+/ f \Vu(y)|dydt
0 B(z,t) B(z,t)

3R
< C/ (rlnrl/ \Vu(y)]pdy)Pdt+C/ \Vu(y)]dy/ r~"dr
0 B(z,t) B(0,R) 3

R

3R 1em
< OM,,Vu(z) / re dt+CR'™" / [Vu(y)ldy
0 B(0,R)

< CMLqu(x)Rlizﬂ + CR(][ ]Vu(y)\pdy)%
B(0,R)

p— n+1

< OMy,Vu(@)R " +CR" " (R / Vu(y)[Pdy)?
B(0,R)

< CR“5 5 My, Vu(z). 0
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LEMMA 1.3.8. Olkoon B = B(zo, R) C R™ pallo, n > 2 ja u €
Wy (B) jatkuva kuvaus, missi ¢ € (n — 1,n]. Tdllsin on olemassa
vakio C = C(n,p) > 0 siten, ettd kaikilla t > 0

HL{x € B:|u(x)| >1t}) < tqup_"H /B |Vul?.

TobpIsSTUS. Oletetaan ensin liséksi ettd uw on paitsi jatkuva, myos
siled ja kompaktikantajainen pallossa B. Télloin arvio saadaan helposti
lemmoista 1.3.4 ja 1.3.7: Kun |u(z)| > t, on jalkimmaéisen nojalla

M, ,Vu(z) > CtR"% .
Siten lemmaa 1.3.4 kiyttamalla

n-1_ (G
Ao ({u(@)] > 1)) < AL{M,Vu(e) > CtR > 1Y) < RVl

Olkoon sitten u kuten oletuksessa ja (u;); € C&(B) jono jolle u; — u
avaruudessa W14, Koska u on jatkuva, voidaan lisiksi olettaa, etté
u; — u tasaisesti. Siten suurilla j pétee {|u(x)| > t} C {|u;(x)] > 5},
mistd viite seuraa rajalla ottamalla vakioon C' mukaan luku 29. U

LEMMA 1.3.9 (JAd] lause B). On olemassa vakio C > 0 siten, ettd
kaikilla ¢ € CF(R?) ja t > 0 pitee

/OO HL({x e R?: MCp(2) > t})dt < C [ |V(z)|dz.

LEMMA 1.3.10. Olkoon B = B(zy, R) C R? ja u € Wy (B) jatkuva
kuvaus. On olemassa vakio C' > 0 siten, ettd kaikilla t > 0

HL{x € B:|u(x)| >t}) < g/B\Vu\

ToDISTUS. Selvisti voidaan olettaa u € C(B) kuten lemman
1.3.8 todistuksessakin. Nyt lemmasta 1.3.9 saadaan

tAL({x € B : |u(z)] > t})

<t ({x € R*: MCu(x) > t})

< /t AL ({x € R? : MCu(z) > s})ds

< C|Vulx. O



LUKU 2

Funktioavaruuksia

Téassé luvussa madritelladn tutkielmassa pédroolia naytteleva aa-
rellisen vaannon kuvausten luokka sekd muita hieman erilaisia funktio-
avaruuksia. Tutkielman aihe kuuluu geometrisen funktioteorian aluee-
seen, joka tarkastelee erityisesti néitéa funktioavaruuksia, niiden ominai-
suuksia sekd pohjalla olevien avaruuksien geometriaa sopivia kuvauk-
sia kiyttamalla. Kompleksianalyysista tutut konformikuvaukset toteut-
tavat topologisten lisiksi myos hyodyllisia geometrisia ominaisuuksia,
minké takia niille on pyritty 16ytdaméaan vihemmaén rajoittavia yleistyk-
sid. Téllaisia funktioluokkia ovat muun muassa kvasikonformikuvauk-
set, sekd naitdakin yleisemmaét rajoitetun ja darellisen vadnnon kuvauk-
set. Luku perustuu hajanaisesti lahteisiin [HenK|, [IM], [V&], [Ri],
[HK]| ja [He2|

2.1. Rajoitetun ja direllisen vidnnon kuvaukset

Rajoitetun ja aarellisen vadnnon kuvaukset maégritellaan seuraavien
vaantoepdayhtaldiden avulla:

1n

MAARITELMA 2.1.1. Kuvaus f € W "(2,R") on rajoitetun vidn-
non kuvaus tai K-kvasisdannollinen, jos on olemassa vakio K > 1 siten,
ettd vaantoepayhtilo

[Df(z)[" < KJy(z)
on voimassa melkein kaikilla z € €.

MAARITELMA 2.1.2. Olkoon f € W, (Q, R™). Kuvaus f on ddrel-

loc

lisen vidnnin kuvaus, jos sen Jacobin determinantille J; € L () ja

on olemassa vadantdfunktio Ky: €@ — [1, 00] siten, ettd Ky < oo melkein
kaikkialla ja péatee vaantoepayhtilod

|Df(x)|" < Ky(x)Js ()
melkein kaikilla z € ).

HuoMAUTUS 2.1.3. Rajoitetun ja dérellisen va&dnnon maéaaritelmis-
td ndhdadn heti, ettd (heikon) Jacobin on oltava ei-negatiivista mel-
kein kaikkialla, silld 0 < |Df(z)|" < K¢(z)J¢(x) melkein kaikilla = €
Q). Tunnetusti determinantin ominaisuuksista seuraa, etté esimerkiksi

15
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vaihtamalla kuvauksen kaksi komponenttikuvausta keskenédan sen Jaco-
bin merkki muuttuu. Siten vadntéepayhtalon toteuttavat vain "puo-
let"muuten samoin kiyttaytyvistd kuvauksista, ja rajoitetun tai dérel-
lisen vaannon kuvaukset ovat naisté tdsmaélleen niin sanotusti suunnan
sailyttavit (kappaleet 4.1, 4.2). Aérellisen viinnoén kuvaukselle f opti-
maalinen vaantofunktio voidaan maaritelld kaavalla

|Df ()"
Ki(z) =4 Jr@ Jr(x) >0
1, Jf(l’) =0.

Hadamardin epéyhtélon 1.2.18 nojalla kaikilla € Q pétee |Jy(x)| =
|det Df(x)| < |Df(x)|", minké takia valttdmattd K > 1. Sekd rajoite-
tun ettd adrellisen vaannon kuvaukselle tulee erityisesti differentiaalin
D olla nollakuvaus melkein kaikkialla joukossa {.J; = 0}.

ESIMERKKI 2.1.4. Lineaarikuvaus A: R™ — R™ on rajoitetun ja
aarellisen vaannon kuvaus tdsmélleen silloin, kun se on kadntyva ja
suunnansiilyttéva, eli det A > 0, tai nollakuvaus. Sama pétee affiinil-
le lineaarikuvaukselle, silld molempien differentiaali on joka pisteesséa
kuvaus itse (siirtoa vaille). Siten ei-kddntyvan lineaarikuvauksen on ol-
tava nollakuvaus, tai muuten sen differentiaalin operaattorinormi on
positiivista ja vaanto siten kaikkialla daretonta.

Selvisti kvasisadnnolliset kuvaukset ovat myos darellisen vadnnon
kuvauksia, joille pétee erityisesti Ky = K € L. Kaydaan lipi joitain
nédiden kuvausten perustuloksia ilman todistusta: Olkoon f: 2 — R"
K-kvasisdaannollinen.

(1) Kuvauksella f on lokaalisti =-Holder-jatkuva edustaja.

(2) Jatkuva edustaja on joko vakio tai diskreetti ja avoin.

(3) Jatkuva edustaja toteuttaa Lusinin (N)-ehdon, eli jos A C Q
on nollamittainen, niin myds sen kuva f(A) on. Lisdksi mikéli
f ei ole vakiokuvaus, my0s jokaisen nollamittaisen B C R”"
alkukuva f~!(B) on nollamittainen. T#sti seuraa erityiseisti
J¢ > 0 melkein kaikkialla.

Topologiset véitteet (1) ja (2) ovat voimassa myos dérellisen vaan-
non kuvauksille tietyilld oletuksilla. Téassa tutkielmassa todistetaan né-
mé ominaisuudet, mika riittda osoittamaan véitteet myos kaikille rajoi-
tetun vadnnon kuvauksille. My6s Lusinin (/V)-ehto on voimassa kyllin
saannollisille darellisen vadnnon kuvauksille. Kun viantoepéayhtalon K
on vakion sijaan funktio 0 — [1,00], on tehtdva lisdoletuksia sen in-
tegroituvuudesta sekd mahdollisesti oletettava f € W™ myos direlli-
sen vaannon tapauksessa. Seuraavissa luvuissa ndhddan vastaesimerk-
kien avulla jatkuvuuden, diskreettisyyden ja avoimuuden todella vaa-
tivan yleiseltd W1 -kuvaukselta muutakin kuin pelkiin direllisen viin-
noén. Nama esimerkit tulevat siten edelld mainitun nojalla olemaan &a-
rellisen, mutta rajoittamattoman vaannon kuvauksia. Annetaan naiden
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késitteiden helpottamiseksi jo téssd yksinkertaisempi esimerkki téallai-
sesta kuvauksesta:

ESIMERKKI 2.1.5. Olkoon f: R? — R? homeomorfismi

fl,y) = (2°,y),
joka kuuluu sileéné funktiona selvisti avaruuteen VV&,’?(R%R%. Sen
differentiaali pisteessi (z,y) € R? on

2
Df = [33 ﬂ

ja Jacobi Jy(z,y) = 32 > 0, joka on selvisti lokaalisti integroituva.
Nyt |Df(z,y)| > 1, eli vakiosta K > 1 riippumatta vaantéepayhtald

1<|Df* < KJ; =3Ka2®

ei ole voimassa jossain y-akselin ympéristossa, tai vaihtoehtoisesti kun
|(z,y)] — oo silld téllsin |[Df|> = 9z*. Siten médritelmén mukaan f
ei ole rajoitetun vadnnon kuvaus. Kuitenkin valitsemalla vaantéfunktio
Ky(z,y) = max{32?, $53} nihdéén, ettd |Df|> < K Jy, eli f on -
rellisen vaédnnon kuvaus. Talld maarittelylla y-akselilla Ky = oo, silld
néissé pisteissd J; = 0 ja |Df| > 0. TAm& on kuitenkin sallittua silld
suorat ovat ms-nollamittaisia. Kaytdnnossa f kuvaa tason pallot sdteen
lahestyessa nollaa ellipseiksi, joiden korkeus ei muutu, mutta leveys jo-
ko kutistuu kun |z| < 1 tai laajenee kun || > 1. Selvésti tdmé infi-
nitesimaalisten pallojen véaristyminen tai vadnto kasvaa rajatta, kun
lahestytaan joko y-akselia tai z-koordinaatti kasvaa rajatta.

2.2. Muita funktioluokkia

Kaydéaan vertailun vuoksi lyhyesti ja ilman todistuksia ldpi myos
muita rajoitetun ja aarellisen vaannon kuvauksiin laheisesti liittyvia
funktioavaruuksia. Yksi tarkeimpié viimeisen sadan vuoden analyysin
tutkimuksessa on ollut kvasikonformisten funktioiden luokka:

MAARITELMA 2.2.1. Homeomorfismi f € W2 (€, £()) on kvasi-

loc
konforminen, jos se on K-kvasisddnnollinen jollain K > 1.

Ylldoleva méaritelmé kvasikonformikuvaukselle on analyyttinen muo-
toilu, muiden ollessa seuraavan lauseen metrinen ja geometrinen versio:

LAUSE 2.2.2 (Kvasikonformisuus, ks. esim. [V&|). Homeomorfismil-
le f: Q— f(Q) seuraavat ominaisuudet ovat yhtdpitavia:
(1) Kuvaus f on kvasikonforminen.
(2) On olemassa vakio H > 1 jolle
g SPI@) — FW o sl <7} _
rmor f{|f(z) = fW)| : |z —y| =7}
kaikilla x € 2.
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(3) On olemassa vakio K > 1 siten, ettd kaikilla alueen Q0 kdyrd-
perheilld I' pdtee

1
e mod f(I') < mod I' < K mod f(I),

missd mod I' on infimum integraaleista fRn n", kun n: R —
[0, 00] on Borel-kuvaus, jolle fﬁ nds > 1 jokaisella B € T.

HuomAuTUSs 2.2.3. Edellinen lause nédiden méaéritelmien ekviva-
lenttisuudesta on syvillinen tulos, silli ndméa ominaisuudet kertovat
monipuolisesti kvasikonformisen kuvauksen kéyttdytymisestéd. Esimer-
kiksi geometrisesta médritelmésté eli kohdasta (3) on selvéd, ettd myos
kvasikonformisen kuvauksen kdanteiskuvaus on kvasikonforminen. Met-
rinen maéritelmé (2) taas tarkoittaa, etté infinitesimaalisen pienet pal-
lot B C Q kuvautuvat rajalla ellipseiksi f(B), joiden eksentrisyys (epé-
keskisyys) on rajoitettu vakiolla H > 1. Vertailun vuoksi aérellisen
vaannon kuvaukselle tdmaé eksentrisyys eli kyseisten ellipsien akselien
suhde ei valttamatta ole rajoitettua, vaan melkein kaikkialla darellisté.

Kvasikonformisten kuvausten erikoistapauksia ovat seuraavan maé-
ritelmén kvasisymmetriset kuvaukset:

MAARITELMA 2.2.4. Homeomorfismi f: Q — f(Q) on kvasisym-
metrinen, jos on olemassa vakio H > 1 siten, etta
sup{|f(e) = f@)| s o=yl <7} _
inf{[f(z) = f(y)| : [e =yl =7} —
kaikilla z € ) ja kaikilla r > 0.

Selvasti kvasisymmetrinen kuvaus on myos kvasikonforminen. Tois-
ta suuntaa koskee syvéllinen tulos, jonka mukaan myos jokainen kvasi-
konforminen kuvaus f: R™ — R" on kvasisymmetrinen kaikilla n > 2.
Tassé siis pallojen kuvien eksentrisyys on tasaisesti rajoitettua ilman
sdteen viemista nollaan, miké on lahtékohtaisesti paljon vahvempi omi-
naisuus. Reaalilukusuoralla R tdma véite ei pidd paikkaansa:

ESIMERKKI 2.2.5. Olkoon g: R — R homeomorfismi g(z) = e* +z.
Talloin g on kvasikonforminen, silld kun x € R on mielivaltainen, niin
sup{lg(z) —g(y)| : e —y[ <71} e+ —e"" —x—r|
inf{lg(z) —gW)|: |z —yl = r} e +a—er" -+
ef(e" —1)+r
e*(l—e ™) +r
Toisaalta jo pisteelle z = 0 saadaan
sup{|g(z) —gW)|: | —y|<r} e +r—1
inf{lg(z) —g()|: |z —yl=r} T—e"+r
kun séde r kasvaa ddrettomiin, joten g ei méaritelmén mukaan ole
kvasisymmetrinen.

—1lkunr —-0+.

— 0



LUKU 3

Jatkuvuus

Tunnetusti Sobolev-avaruuden W*(Q), Q C R™, kuvaukset ovat
edustajaa vaille jatkuvia, kun p > n. Vastaavasti kun p < n, on helppo
konstruoida funktio f € W?(Q), jolla ei ole missiéin avoimessa joukos-
sa U C Q) rajoitettua edustajaa, eikd f siten voi olla jatkuva. Seuraa-
vassa esimerkissd nahdéaén, etta oleellinen epajatkuvuus on mahdollista
myos darellisen vaannon kuvaukselle, kun p < n. Sobolev-avaruudessa
Whn(Q)) on my6s mahdollista konstruoida jokaisessa avoimessa joukos-
sa rajoittamaton ja siten epédjatkuva funktio, mutta osoittautuu, etta
nyt oletus darellisestd vadnnosté riittad takaamaan jatkuvan edustajan
olemassaolon. Téssé luvussa todistetaan tamé vahva tulos. Samalla to-
distetaan myo6s yleisen darellisen vaannon kuvauksen jatkuvuus tilan-
teessa p = 1, kun vaihtoehtoisesti vaaditaan vaantofunktiolta Ky eks-
ponentiaalinen integroituvuus, eli exp(AK;) € Li..(Q2) jollain A > 0.
Luvun késittely seuraa tiiviisti ldhdettd [HenK]| seké osittain kirjaa
[Le| melkein kaikkialla differentioituvuuden osalta.

LEMMA 3.0.6. Olkoon g: (0,00) — (0,00) aidosti monotoninen,
jatkuvasti derivoituva funktio. Tdlloin kuvaukselle

X

@) = allal), £
patee
ID#) = max{ 5l el o Jyte) = /ey (250)

melkein kaikilla x.

ToDpISTUS. Selvisti f € CH(R™ \ {0}). Riittdd myds osoittaa tulos
vain puolisuoran {(¢,0,...,0) : ¢ > 0} pisteille, silld avaruuden kier-
roille L patee fo L = Lo f, eli miké tahansa muu piste = # 0 saadaan
talle puolisuoralle kierrolla L, joka sailyttda vaitteen yhtélot, silla

|DLz| = |Lz| =1, Jp(z) =det L = 1.

Olkoon siis z = (21,0, ...,0), z; > 0. Talloin (|t| < z1)

61 fl (ﬂf) = lim

lim = ¢/(22) = ¢'(J2]),

gl +1) = g(w1)
t

19
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ja kun j # 1 niin
 rasgdTe ) =0 @) gle)
t—>0 t N |$1| B |$|
0

0—
O1f3(w) = lim —— = 0.

Samoin selvésti 0; f;(z) = 0 kaikilla j # ¢ # 1. Komponenttikuvauksen
f1 muille osittaisderivaatoille saadaan myos

—m A—g(|rier +tej]) — g(w1)
9;fi(x) = lim 2ot ’

t—0 t
R W—
_ hm |$1€1+t6j‘

0;f;(x) =

g(lzier +tes]) — g(x1)

lim ; g(lzier +tes]) + lim

= 0,
silld kayttamaélla 1’Hospitalin saéantoa
lim r1 — |I161 + tej| — lLim ——t
t—0 t S50 a2 f2

ja siten ylla keskirivin ensimmaéinen raja-arvo on 0, samoin myo6s toinen
kiyttamalla ketjusdéntod kuvaukseen ¢ — g(|z1eq +te;|). On siis saatu
laskettua

g(lz) — g(z)

Df(x) = diag(g'(|z]), el e ),

joten viitteen yhtélot seuraavat téstd operaattorinormin ja determi-
nantin maéritelmia vilkaisemalla. O

t

=0,

Edellistd lemmaa kayttamaélla voidaan konstruoida esimerkkifunk-
tio avaruuteen WP, p < n, joka on #irellisen viinnon kuvaus ja oleel-
lisesti epajatkuva:

ESIMERKKI 3.0.7. Olkoon f: B(0,1) = R™, f(0) =0 ja
fz) = z |(|fv|+1) z #0.

Talléin f on samaa muotoa kuin edellisessé lemmassa, kun funktiona
gont—t+1. Nyt f(S(0,r)) =S(0,r+1) kaikilla 0 < r < 1, ja f on
diffeomorfismi B(0,1) \ {0} — B(0,2) \ B(0,1). Lemman 3.0.6 nojalla
IDf@)] = E2 gy =
Sobolev-funktioiden ACL-karakterisaation mukaan f € W'P(B(0,1))
kun p < n, silla selvésti talloin |D f(z)| € LP(B(0,1)) ja f on melkein
kaikkialla jatkuvasti derivoituva, siis erityisesti absoluuttisesti jatkuva
melkein kaikilla suorilla. Samoin J; € L'(B(0,1)) ja J;(z) > 0 melkein
kaikilla x, joten f on &arellisen vadnnon kuvaus. Se ei kuitenkaan ole
edes edustajaa vaille jatkuva, silld jokaisessa origon ympéristossd on
jokin annulus, joka kuvautuu annulukseksi yksikkokiekon ympérille.

] '
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Seuraavan madritelméan funktioavaruudet ovat LP-avaruuksien laa-
jennuksia, jotka ovat térkedssa roolissa téssé tutkielmassa ja sen todis-
tuksissa. Erityisesti eksponentiaalisesti integroituvan vaantofunktion
omaavia kuvauksia voidaan tarkastella ndiden avaruuksien kautta, mi-
k& osoittautuu myohemmin riittavin yleiseksi keinoksi myo6s Sobolev-
avaruuden W1 -kuvausten kisittelyyn.

MAARITELMA 3.0.8. Olkoon 2 C R" avoin, 1 < p < o0 ja a € R.
Maaritelladn Zygmund-avaruus

LPlog” L(Q) ={f: Q> R: /Q |f(z)Plog™(e + | f(z)|)dx < oco}.

Vastaavasti kuin LP-avaruuksille mééritelladn f € LPlog™ L,.(2), jos
f € LPlog™ L(K) kaikilla kompakteilla K C €.

HuomMmAUTUS 3.0.9. Taman ja seuraavan luvun tuloksissa kiytetaan
erityisesti Zygmundin avaruuksia L"log™' L(€2). Heti huomataan ett
LP(Q) C LPlog " L() kaikilla p, silli

@) @) e <
/Qlog<e+|f<x>|>d”“”< 1g /‘f Jfde <

kaikilla f € LP(Q). Toisaalta myds kaikilla ¢ < p nihdéén LP log™" L;,. C
L7 . silld kun K C ©Q on kompakti ja f € LPlog™' L(K), niin

loc?
. P ogle+1f)
/ 7 ‘/ ogle + 1) e

log(e+|f1)
[flp=a

kun p — ¢ > 0 eli — 0 kun |f| — oo ja K on rajoitettu.

3.1. Distributiivinen Jacobi

Jatkuvuuden osoittamiseen tarvitaan seuraavaa distributiivisen Jaco-
bin kasitetta:

n2
MAARITELMA 3.1.1. Olkoon f € W'+ (Q,R"). Midritellddn di-
stributiivinen Jacobi (tai Jacobin determinantti) distribuutioksi

/f1 ©, for o fu)(T)d
kaikille ¢ € C(£2).

HuoMmAuTUS 3.1.2. Méaritelmén integroituvuusasteella n”—jl distri-
butiivinen Jacobi on aina &érellistd kaikilla ¢ € CZ(Q): Kun f €

n2
Wl’nTl(Q,R"), niin p = n”—fl < n ja Sobolevin upotuslauseen 1.2.14
nojalla

el =Ln " =L

loc loc loc*
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Talloin Hadamardin epayhtalolla 1.2.18 ja Holder6imalld saadaan
/ [T (@ fa o F)l < I Alla2 1Dy sup [Vip()| < oo,
Q n<—1 e

n2

silld LP-normit ovat kompaktin joukon spt ¢ yli ja (n — 1)2—; =g

Distributiivinen Jacobi osoittautuu seuraavissa lemmoissa aarelli-

seksi myos kun p = n, silla se yhtyy varsinaiseen Jacobiin J; seuraa-
vassa mielessa:

LEMMA 3.1.3. Olkoon Q C R™ alue ja f € C>®(Q,R™). Talljin
kaikilla ¢ € CX(Q) pitee

s == [ fudedoiit) = [ o0

TobisTus. Todistus on suoraviivainen lasku, mutta determinantin
kehittdminen sekéd tulofunktioiden osittaisderivaatat tuottavat siihen
huomattavan pitkia lausekkeita. Todistetaan véite tapauksessa n = 2,
silld jo tastd laskusta huomaa ettd korkeamman ulottuvuudenkin ta-
pauksessa yhtasuuruus seuraa vastaavalla argumentilla. Kun siis f €
C>=(Q,R?) ja p € CF(Q), saadaan osittaisintegroimalla ja osittaisde-
rivoinnin jérjestysté vaihtamalla

/ Jrp = /(31f152f2 — o f101f2)p
Q Q
_ /Q (01 (2fo0) — 0201 f20))
= — /Q f1(812f2§0 + 82](.281S0 - 821f2()0 - 81f28290)
= — /Q J1(02 f201p — 01 f202¢)
—— [ 1.2 0
Q

LEMMA 3.1.4. Olkoon Q C R" alue ja f € WL'(Q,R™). Tallgin
kaikilla ¢ € CX(Q) pitee

s == [ futtedo it = [ o0

TonIsTUS. Olkoon (f7) € C*(2,R™) jono jolle f/ — f avaruudes-
sa Wm Haluttu yhtisuuruus saadaan kiyttaméilld edellisti lemmaa
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tdman approksimoivan jonon funktioille eli lisddmalld nolla ja mene-
malld rajalle:

J J R
’/QSD f+/Qf1 (907]027 7f)‘
s/Q|¢<Jf—ij>+f1J<so,f2,...,fn>—ffJ(so,fg,...,f,zn

spt ¢
(1)

Néma integraalit suppenevat nollaan kun j — oo: Teleskooppisummaa
Jf - Jg = Z‘](flv tee 7fi7gi+17' N ;gn) - J(fh e ‘f’i—hgia s gn)
i=1

:ZJ(fl,...,fi—gi,-.-,gn)

kayttamalla saadaan esimerkiksi

[ EEIEY B SIS Y]
spt ¢ spt

® =1

<Y ¢ / DfI" VS~V f]
=1 Jspte

<S DI o [V f = T — 0,
=1

kun spt ¢ on kompakti ja || f — f7||1.,, — 0. Samankaltainen determinan-
tin hajottaminen osoittaa myos arvion (1) toisen integraalin havidmisen
rajalla.

U

Adrellisen viannén Wm-kuvausten jatkuvuuden todistamisessa edel-
linen lemma on téarkedssa roolissa. My0s yleisten &érellisen vaannon
kuvausten, joille vaantofunktio K on eksponentiaalisesti integroituva,
jatkuvuuden todistaminen vaatii vastaavan tuloksen. Lauseessa 3.1.8
osoitetaan distributiivisen Jacobin yhtyminen tavalliseen myo6s niille
kuvauksille, miké sitd paitsi riittdd myos edellisen lemman vaitteen to-
distukseksi kunhan kuvauksella f € VVl(l)f on liséksi adérellinen vaanto.
Tamén todistamiseksi tarvitaan maksimaalifunktion 1.3.1 kisitetta ja
muutama aputulos:
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Jos f1 € Wy (B), niin

LEMMA 3.1.5. Olkoon f € Wl’"_%(Q,]R") ja B CC Q avoin pallo.

JR
B

TobisTUsS. Jos kuvaus f on siled, seuraa tulos lemmasta 3.1.3, silla

f1 voidaan jatkaa nollana pallon B ulkopuolelle, jolloin valitsemalla
testifunktio p € O (Q) siten, ettd p(z) = 1 kaikilla x € B saadaan

/BJf:/B%OJf:/QSOJf:_/Qflj(%f% ,fa) =0

Yleisessi tapauksessa olkoon (f7) jono sileitd funktioita joille f7/ — f
avaruudessa W1m~2 ja lisiksi

fl e Wy™(B) ja |Vf!| = |V fi| avaruudessa L*"~1(B)

ja toinen kiyttamalli Holderin epiyhtilos silld |V ff — V f1| on samoin
oleellisesti rajoitettu pallossa B ja

/ IV =V < / IV = VA2V = V]2 e — O
B B

Ensimmiinen liséiehto on mahdollinen oletuksen f; € W, *°(B) nojalla,
Nyt kiyttamalla teleskooppisummaa Jacobille, Hadamardin epayhtaloa
1
ja edelleen tavallista (konjugaattiluvuille 2n—1 ja

Holderia (konjugaattiluvuille 2n — 1,

2

—2) seka yleistettyd
n—3 1. n—3i
e T g la
/Jfﬁ/lJf—ij!
B B

2
n—1u

) saadaan arvio

SZ/;lj(ffvv z"j—lvfia 7fn>—J<f’j...,ij’fi+1’ ’fn)|

fz‘ja fi+17 .
< / Vi — VD

ooy [l
£y / VANDI2V = VD
i=2 /B

<V A = VA Nzt D]

+ 2 IV Allona DS

=2

— 0 kun j — oo.

7

LIV = Vs 1D

_1
2
n

7

U
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LEMMA 3.1.6. Olkoon B = B(zg,3R) C R" ja u € WY(B) siten,
ettd fB(xO r = 0. Tdllgin on olemassa vakio C' = C(n,R) > 0 siten,

ettd kaikilla A > 0 ja x € B(xo, R) pdtee: Jos
Mpu(z) > A, nitn Mg|Vul|(x) > C\.

Tobistus. Olkoon = € B(zg, R) ja x € By C B pallo siten, ettd
Mpu(z) < 2|u|p,. Valitaan &érellinen jono palloja By, By,...,B, =
B(xg, R) seuraavasti: Kun By = B(y,r), valitaan By = B(x,r) ja
kun pallo Bj, j > 1, on valittu, asetetaan B;.; = B(x, 2r;) niin kauan,
kun 2r; < 2R. Kun j € N siten, etta 2r; > 2R, asetetaan B, =
B(z,2R) C B jalopuksi Bj s = B,, = B(zo, R).

Talloin pallojen séateille patee Z?:o r; < 10R, vaikka olisikin jo
r1 > 2R. Lisaksi perdkkiisten pallojen leikkaukselle on selvasti olemas-
sa dimensiosta n riippuva vakio C' = C'(n) > 0 siten, etta

|Bj N Bjy1| > C'max(|Bjl,|Bjs1l).

Nyt voidaan arvioida kdyttédmaélla teleskooppisummaa, sopivien pallo-
jen sisdkkaisyytta, Poincaré’n epédyhtaloa ja tietoa up, =0

Mpu(z) < 2lulp, <2 lu — upg,| + 2|up,|

By
n—1
< 2 ‘U_UBO|+2Z‘UBJ'_UB]'+1|
B() j:(]
< 07"1][ |VU| + 2|UB() - uBoﬂB1| + 2|U'B1 - uBoﬂB1|
By

n—2
1 1
+ 2 —/ lu—up,, | +—— lu—wup, ||
2151 )y, 1~ el T B 1

2
< Cr4 |Vul+ ———o (Ju —up,| + |u —up,|)
Bo |Bo N B1| JBynB, ’ '
n—2
C / C
+ —_— lu—up. |+ —=—— lu—up, ||
jz—; |Bj11l Bjt1 ah |Bn-1l /5, 1

n—1
< Yo v
j=0 7B
< C(n,R)Mg|Vul|(x),
silla € Bj kaikilla j. Siis pallossa B(xg, R) funktio Mp|Vu| on fun-

kiota %M pu suurempaa jollain vakiolla C' > 0, misté viite seuraa.

i
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LEMMA 3.1.7. Olkoon B = B(xzo,R) C R" ja f € W5 (3B,R")
siten, etti |Df| € L"log™" L(3B). Olkoon myés ¢ € CF(B) ja mddri-
telladn

u=p(fi —(fi)p): B—R.
Kun
F\ = {x € B: M3|Vu|(z) < \},
nn
A—00

liminf)\/ |IDf|" ! =0.
B\Fy

Tobistus. Tulosddnnon ja kolmioepéayhtélon nojalla

Vul < [VAllel + [Vellfr = (f)sl-

Nyt jos y € B\ F) jay € B, C 3B on pallo, niin (jatketaan u nollana
joukkoon 3B\ B) saadaan

Vu| < 7@ IVf1||90|+]iy Vellfi — (£l
< CM;g|Vfi|(y) + CMsg|fi — (f1)B|(y).

Ottamalla supremumin yli kaikkien téllaisten 5B, nahd&én ettéa
A < M3p|Vul(y) < CM;p|V fil(y) + CMsplfi — (f1)5[(y),
silld keskitetylle maksimaalifuntioille on voimassa
Msp|Vul(y) < 2" Mgp|Vul(y).

Siis toisen ylédpuolen summattavista on oltava viahintdian % Lemman
3.1.6 nojalla, kun nyt [, fi — (fi)p = 0, saadaan CM;p|Df|(y) >
CM33|Vf1|(y) > \. Siten

B\ F\ C{x € B: Msg|Df|(x) > CA}.
Nyt kaikilla e € (0,1) pétee

A / DFL < A / Dy
B\F\ {M3p|Df|>CA}

< A / (Mas| D))"
{Ms3p|Df|>CA}

S O—E)\].—E/ (MgB’Df’)n_:H_a
{M3p|Df|>CA}

S C}\l—e/ |Df|n—1—|—€7
{IDfI>S

missd viimeinen epayhtélo saadaan kayttamaélla lemmaa 1.3.6, silla nyt
n>n-—1+¢>1jal|Df| € L" 1+ Tille arviolle saadaan alaraja-
arvoksi liminf,_,,, = 0 kiyttdmalla seuraavaa apufunktiota: Olkoon
z—:fli tl_a
dtlog(e +t)’

By

O(t) = > 1
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jolloin ®(t) > 0 riittévan suurilla ¢, ja lisdksi
00 00 d tlfa
/ (t)dt = / T —
1 1 dt log(e + 1)

& <t
— log™! t 1 — " —
1/ og (e +1)+( €)/1 tlog(e + 1)

Oletuksen |Df| € L™log™' L ja Fubinin lauseen nojalla nyt

/1 (I)(t)tl_6< /{ o D f(a;)|n—1+6dx> dt

[ g [T A
: i ([77 L,
{IDf(2)|>1) 1 dt log(e +1)

/ DfI"
{|Df|>1} log(e + [Df])

Nyt siitd ettd yllaolevassa integraalissa integrandi on (suurilla ¢)
ei-negatiivinen, on valttamatta seurattava

lim inf tl_E/ |Df|"*edx = 0,
{IDfI>t}

< dr < 0.

t—o00

mistd aiemman arvion kanssa saadaan viitteen alaraja-arvon haviami-
nen.

U
LAUSE 3.1.8. Olkoon f € Wb (Q,R") siten, ettd

loc

|IDf| € L"log™" Liee(Q) ja J; > 0 melkein kaikkialla. Téllgin

Jp € LLAQ) jo gy(¢) = — /Q BTG foree s f) = /QsoJf
kaikilla o € C(82).

HuomAuTUS 3.1.9. Myohemmin ndhdaén, ettd eksponentiaalises-
ti integroituvan vaantofunktion Ky tilanteessa &érellisen vaannon ku-
vauksen f (heikko) differentiaali |D f| toteuttaa lauseen 3.1.8 ehdon.
Kuten aiemmin mainittiin, ehto tayttyy myos valittomaéasti vahvemman
oletuksen f € Wb tilanteessa, minki nojalla lemma 3.1.4 on #érelli-
sen vaannon kuvaukselle suora seuraus lauseesta 3.1.8. Adrellisen viin-
non kuvaus toteuttaa lisiksi ehdon Jacobin ei-negatiivisuudesta, ja sitd
paitsi jo méaaritelménsd mukaan sen Jacobi on lokaalisti integroituva.
Todistetaan tdméa kuitenkin pelkéstadn lauseen 3.1.8 vaatimattomam-
pien oletusten pohjalta.

TobisTus. Olkoon U C €2 kompakti. Liittdmalld jokaiseen pistee-
seen x € U pallo B(z,r) siten, ettd myos B(z,6r) CC ) saadaan jou-
kon U avoin peite, josta paastdan tallaisten pallojen muodostamaan
aarelliseen osapeitteeseen. Jacobia koskevaa viitettd varten riittaa siis
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todistaa, etta le Jp < 00, kun B = B(z, R) on mielivaltainen pallo,
jolle 3B cc Q.

Olkoon ¢ € CF(B,[0,00)) jolle p(z) = 1 kaikilla € $B. Maé-
ritellidn u = ¢(fi — (f1)p) kuten edellisessd lemmassa. Talloin u €
Wy (B), silli Sobolev-funktiota f; — (fi)g € W''(B) approksimoi-
vat siledt funktiot approksimoivat funktiolla ¢ kerrottuna funkiota w,
ja ovat kompaktikantajaisia silld ¢ on. Olkoon nyt A > 0 ja edellisen
lemman merkintéa kiyttaen

F, = {M3B|VU| < /\}

Nyt u on joukon F) Lebesgue-pisteisiin rajoitettuna Lipschitz-jatkuva
lemman 1.3.5 nojalla. Merkitddn tata joukkoa samalla nimelld, silla
{z € F) : x ei ole Lebesgue-piste} on nollamittainen ja siten voidaan
esimerkiksi edellisen lemman tulosta kdyttaa talle pienemmaéllekin jou-
kolle. Olkoon sitten

_ u(zx), =€ F)\
Uy =
0, ax¢B,

joka on my6s C'A-Lipschitz: Epéayhtélo |ay(x) — ty(y)] < CAlz —y| on
selvi jos x,y ¢ B tai x,y € F). Olkoot sitten x € F) jay ¢ B seki
r = d(z,0B) < |z — y|. Valitaan lisiksi pallot B; = B(x,277r) kun
7 > 1. Kun joukosta F)\ poistettiin ei-Lebesgue-pisteet, voidaan jalleen
kayttaa teleskooppisummaa ja Poincaré’n epayhtéloé ja arvioida

| (2 )_'&A( )| = lua(z)] = |u(z)]
= |uB1 + Z uBJ+1 - | < |u31| + Z |U'B ]+1|

1
< - u—upg,|+ 2]7”—/ Vu
B\B] Jys Z B,V

< Vul + pEl — /Vu < COrMs;g|Vu
|Bl/||§j 1 L 19l < Criule)

silla u(z) = 0 kaikilla x € B; \ B (nollana jatkettuna), seké selvésti
|B1 \ B| > ‘B 1| Koska @iy on siis Lipschitz-jatkuva, voidaan se helposti
laajentaa sellalseksi joukkoon B\ F) ja siis koko avaruuteen R™.

Oletuksen |Df| € L™log™" Lioc(Q) seurauksena selviisti myos | D f| €
L""2(3B) ja siis Poincaré’n nojalla itseasiassa f € W1"~z(3B). Kos-
ka u) on lisdksi Lipschitz-jatkuva koko avaruudessa, myos sille pé-
tee @y € WL=2(3B) ja erityisesti iy € We>*(B). Siten kuvaukselle
(tx, fa, -+, fn) on lemman 3.1.5 nojalla

/ ‘](a)\af%"'vfn) =0.
B
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Kun lisdksi ACL-karakterisaation perusteella |Va,| < CA, niin pétee

Jin for . f)] < OA/ DS,

| J(akaf27""fn)|:|
Fy B\FA

B\F\

Funktion u, méaritelmén nojalla saadaan melkein kaikissa joukon F)\
pisteissa tulosaannolla

S(Ux, far o fn) = 0Jp + (i = (f0)B) (@, for - fn)-

Talléin funktion ¢ valinnan ja edellisten nojalla

fosn”
F\NiB

< /FASDJf:/FA J(abf%"'afn)_(fl_(fl)B)J(SO>f2a~-->fn)

IN

| [ (s for - fo)| + . (i = (f1)B) (@ fa,- -, fn)l

Fy

< o /B Lot /B (= (F)8) T (o For o £

Koska F\ C Fy kun A < X, saadaan tilloin lemman 3.1.7 nojalla

/%B Jy :liminf/FwéB Jy S/B\(fl — (F)B)T (@, far ooy F)-

A—00

Tama integraali nahdaan aarelliseksi, kun nyt oletuksen

n2
|IDf| € L"log™" Ly, nojalla tiedetdéin f € Wha+i, joten kéiyttamalld
Holderid ja Sobolevin epéyhtaloa kuten huomautuksessa 3.1.2

/BI(fl—(fl)B)J(so,fz,.--,fn)\ < A= ()sllaeICIDF" 2 < oo,

_n<
n2—1

silli fi € L7 (B) ja (n — 1) = 2.

Todistetaan vield, ettd distributiivinen Jacobi yhtyy varsinaiseen
Jacobiin. Olkoon siis ¢ € C&(€2) mielivaltainen testifunktio. Peitté-
malld sen kompakti kantaja spt ¢ samanlaisilla palloilla kuin todistuk-
sen alussa ja ottamalla tasta saatavalle darelliselle osapeitteelle ykkosen
ositus @1, . .., Pk, saadaan ¢ = > ; pj¢p- Talloin jokaiselle ;¢ on edelld
madritelty pallo B; jolle spty;p C B;, joten riittda osoittaa véite téllai-
sille naissa palloissa kannatelluille testifunktioille. Nyt voidaan kayttaa
samoja argumentteja kuin todistuksen alussa: Olkoon siis ¢ € CF(B)
pallolle B jolle 3B CC 2 ilman muita rajoituksia ja samoin kuin edella
u=(f1 — (f1)p) téssé pallossa. Aiempaa paattelyd seuraten saadaan
tille kaikilla A > 0 Lipschitz-jatke @, € W, °(B) ja Jacobille sama
yhtalo

()OJf = J(a)\?f%--'?fn) - (fl - (fl)B(J(SO, f27"-7fn)
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melkein kaikkialla joukossa F). Talloin

/@JfZ/ SOJf+/ SOJfZ/ oJy
B B\F F B\Fy

J(u R
+/F>\ (u)nf?a 7f) (2)
+(fl)B/ J(@?f?a--wfn)_ fl‘](907f2a"-afn)'

F>\ F)\

Lemman 3.1.5 nojalla [, J(¢, f2,. .., fa) = 0, joten kiyttdmalla domi-
noitua konvergenssia saadaan myos

(fl)B/F J(gpaf%'-'afn):C/BJ((,O,fQ,...,fn)XFX — 0 kun A — 0.

Samoin myos ensimmaéinen yhtélon (2) oikean puolen integraaleista hé-
vidd integraalin jatkuvuuden nojalla kun A — oo, silld integrandi ¢J¢
ei riipu luvusta A ja |B\ F)\| — 0. Jaljella ovat siis toinen ja neljés ter-
mi, jonka integrandi on juuri haluttua muotoa. Naista ensimmaéinenkin
hévida rajankdynnissa: Lemman 3.1.5 nojalla

fB J(a)\y.an"'yfn) - 0, joten

/FA J(Tn, far -y fr) = —/B\FA J(iin, far -y fn)-

Koska |Vi,| < CA, niin lemman 3.1.7 avulla saadaan

11m111f| J(ﬂkaf%”'uf ) <Cllm1nf)\/ |Df|n_1:0
B\F)

A—00 Py —00

Nyt siis ottamalla yhtdlossé (2) alaraja-arvo puolittain padstddn eroon
muista oikean puolen termeisté paitsi viimeisesta ja saadaan dominoi-

n2
dun konvergenssin avulla (muistetaan ettd f € W1 (B, R")) tismél-
leen

[ e =rimint (= [ pate g )

= —limsup [ fiJ(g, fo, -, [n)

A—00 Fy

:—hm/f1=](%f2,>fn)XFx

/f1 @0 fore s fo)
= Iy

3.2. Heikko monotonisuus

Edellisen kappaleen lauseen 3.1.8 avulla todistetaan saman luo-
kan aarellisen vaannon kuvausten toteuttavan ominaisuuden nimeltaan
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heikko monotonisuus. Tavallisesti maéritellaan joukon 2 C R™ funktion
f: Q2 — R™ olevan monotoninen, jos sille patee oscpf < oscyp f kaikil-
la avoimilla palloilla (tai joukoilla) B CC €, missd oscq f = diam f(A).
Heikon monotonisuuden késite on intuitiivisesti taméan késitteen yleis-
tys. Se on olennainen tyokalu todistettaessa darellisen vaannon kuvauk-
sen jatkuvuutta.

MAARITELMA 3.2.1. Olkoon u € WP(Q), missé p € [1,00). Funk-
tio u on p-hetkosti monotoninen, jos aina patee

(m —u)™ € WyP(B) = u > m melkein kaikilla z € B,
(u— M)* € W, ?(B) = u < M melkein kaikilla z € B,

kun B CC 2 on mielivaltainen pallo ja m < M reaalilukuja.

HuomMAUTUS 3.2.2. Jos u on p-heikosti monotoninen ja lisédksi jat-
kuva, se on monotoninen. Olkoon nimittdin B CC () avoin pallo,
m = mingesp u(x) ja M = max,cop u(z), jotka jatkuva kuvaus u saa-
vuttaa kompaktilla pallon reunalla. Télloin kaikilla € > 0 on reunan 0B
ymparisto U jossa m—e < u < M+e¢, jolloin (m—e—u)*, (u—M—e)*
W,y (B) ja siten my6s m — e < u < M + ¢ melkein kaikkialla pallossa
B, eli oscgu < M — m + 2¢ = oscgpu + 2¢.

LAUSE 3.2.3. Olkoon f: Q) — R™ darellisen vidnnon kuvaus siten,
etti |Df| € L™log ™" Lioe(Q). Télloin komponenttikuvaukset fi, ..., fa
ovat p-hetkosti monotonisia kaikilla p < n.

TobisTus. Todistetaan viite ensimmaiselle komponenttikuvauk-
selle fi. Muille voidaan vaite todistaa vastaavasti, jos muokataan sa-
malla edellisen kappaleen distributiivisen Jacobin méaaritelméaé vastaa-
maan kyseistd komponenttikuvausta.

Olkoon m € R ja B CC 2 avoin pallo. Oletetaan (m — fi)*
Wy (B), jolloin on siis osoitettava, ettd fi(z) > m melkein kaikilla
x € B. Maaritelladn

vi=(m—fi)Txpijag:= (-0, fo, .., [n)
Selvisti v € W,2P(Q) kaikilla p < 7 ja yhd |Dg| € L™log™" Lioe().
Olkoon
E, ={x € B: fi(x) <m},
jolloin J, = xg,, J5 melkein kaikkialla. Olkoon ¢ € C& (€2, [0, 00)) siten,
ettd o(x) = 1 kaikilla 2 € B. T&lloin lauseen 3.1.8 nojalla

/J </ng ——/QUJ(gp,fQ,...,fn):O,

silld J, > 0 melkein kaikkialla, v = 0 joukossa B¢ ja Vi = 0 pallossa
B. On siis oltava J, = 0 melkein kaikkialla pallossa B, eli talloin myos
J; = 0 melkein kaikkialla joukossa E,,. Airellisesti viinnostd seu-
raa, ettd samoin |Df| = 0 melkein kaikkialla joukossa E,,, erityisesti
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V fi(xz) = 0 melkein kaikilla z, joilla fi(z) < m. Apufunktion v mééri-
telmédn mukaan myos Vv = 0 téssé joukossa, joten se havida melkein
kaikkialla pallossa B. Télloin oletuksesta v = (m — f,)* € Wy*(B)
seuraa kuitenkin v = 0 melkein kaikkialla pallossa B, eli toisin sa-
noen f; > m. Vastaavalla paattelylld voidaan todistaa myos implikaa-
tio (fy — M)t € Wy?(B) = f1 < M.

0

3.3. Jatkuva aarellisen vaannon kuvaus

Edellisten lukujen késitteiden ja tulosten avulla voidaan nyt muo-
toilla ja todistaa &irellisen vadnnon kuvauksille seuraavat jatkuvuus-
tulokset:

LAUSE 3.3.1. Olkoon f € WL™(Q,R") ddrellisen vidnnén kuvaus.

loc
Tdlloin silld on olemassa jatkuva edustaja.

LAUSE 3.3.2. Olkoon f: € — R™ darellisen vidnnon kuvaus. Jos
on olemassa X > 0 siten, etti exp(AK;) € Li.(Q), niin funktiolla f on
olemassa jatkuva edustaja.

Lauseen 3.3.2 todistamiseksi voidaan kayttaa edellisten kappaleiden
tuloksia, silld oletuksesta exp(AK}) € L, () seuraa

IDf| € L"log " L1oe(Q) (avaruudessa W' tima nihdidn vilittomasti
méaritelmésta):

LEMMA 3.3.3. Olkoota > 1,b > 0 ja XA > 0. Tdlloin pdtee epdyhtdilo

2b
ab < exp(Aa) + X log (e + ;)

Tobistus. Koska kaikki termit ovat ei-negatiivisia, voidaan olettaa
ettd exp(la) < ab. Jos x > 0, niin 2% < €%, joten

Ma? < exp(Aa) < ab.

Nyt erityisesti A\2a < b = ab < f’\—z, joten
b? b 2b b
exp(Aa) < Svind Aa < 210g(x) = ab < Xlog(e + X>

g

LEMMA 3.3.4. Olkoon f: Q — R™ ddrellisen vddnnon kuvaus. Jos
on A > 0 siten, ettd exp(AK;) € L (Q), niin |Df| € L™log™" Lioe(€2).

loc

ToDISTUS. Adrellisen vadnnon méadrittelevisti epayhtalosta
|Df|™ < K¢Jf melkein kaikkialla, tiedoista K > 1, e + x> (e+x)n
ja siitéd ettd kuvaus

x

T
log(e + z7)
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on kasvava saadaan arvio

[Df@)" Ky(x)Js ()
log(e + [Df(x)]) ~ log(e + K(x)n Jp(x))
Ky(x)Jy(2)
log(e + Jy(x)7)
nky(x)Jy(z)

~ log(e + Jy(x))
Olkoon sitten K C €2 kompakti. Lemman 3.3.3 nojalla, kun valitaan

luku A kuten oletuksessa, a = Ky ja b = bg(‘e]#f), saadaan

[Df@)" nKy(2)Js(z)
/K log(e + |Df(fﬂ)!)d = /K log(e + Jf(x))d

< n/KeXp()\Kf(:I;))dx

Jp() Jy(x)
+ 2n / lo (e + )dx.
x Mog(e + J¢(x)) s Alog(e + J¢(z))
Néistd ensimmainen integraali on oletuksen mukaan aérellista. Toista
integraalia varten merkitaén

K, ={x € K : NMog(e+ J¢(x)) < 1}

ja Ky = K\ K;. Téalloin joukon K pisteissd J¢(z) < ex — e, joten
integrandi on rajoitettu, silla aina Alog(e + J¢) > A > 0. Siten tdmé
integraali yli rajoitetun joukon K on &arellistd. Joukon K5 pisteissad on
olemassa vakio C' > 0 siten, ettéd

Jy(@) Jy(x)
Mog(e + J¢(z)) log <6 + Aog(e + J¢(z))

joka on integroituva yli joukon K. Molemmat integraalit ovat siis &a-
rellisiéi, joten |Df| € L™log™" Lio.(Q).

) < CJy(z),

g

Nyt tiedetddn lauseiden 3.3.1 ja 3.3.2 oletusten kuvausten differen-
tiaalien kuuluvan avaruuteen L"log™' Li,.. Edellisen kappaleen nojalla
niiden komponenttikuvaukset ovat talloin lisdksi p-heikosti monotoni-
sia kaikille p < n. Seuraavan lemman mielessa tdma késite kertoo myos
niiden varsinaisesta monotonisuudesta:

LEMMA 3.3.5. Olkoon 1 < p < oo ja u € W'P(Q) kuvaus, joka
on p-heikosti monotoninen jossain pallossa B(a, R) CC Q. Valitaan
r € (0, R).Tdlldin kun (u;); on jono kuvauksen u konvoluutioapprok-
simaatioita, joille siis u; — u avaruudessa WP, xq,yo € B(a,r) ovat
kuvauksen u Lebesque-pisteitd ja e > 0, niin on olemassa indekst N € N
siten, ettd kaikille t € (r, R) pdtee

[u;(0) —u;(yo)| < 0sCs(anu; + 2
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kun j > N.

TobisTus. Viite seuraa, jos kaikilla t € (r, R) ja riittdvéan suurilla
7 patee
. c 1 . — g, . ,
u;(zo) € (. Iuin, (z) —e€ (e () +¢)
kun zy € B(a,r) on mielivaltainen kuvauksen u Lebesgue-piste. Teh-
dddn vastaoletus: On olemassa jono (jx)x luonnollisia lukuja seké jono
siteita (tg)r € (r, R) joille

; > a j + €.
wjp, (ZEO) = wEIE(a?gk) Ujy, (‘r)
Siirtymaélld osajonoon voidaan olettaa, ettd on t € [r, R], jolle ty — ¢
kun k — 0o ja [t — t| < £ kaikilla k. Maaritellaan

Ujy, ($) = Ugy, (I) — Uy, (l’o) te.

Tallsin v;, (z) < 0 kaikilla 2 € S(a, t3), joten (v;,)* € Wy (B(a,t;)).
Skaalataan séde ¢ séteeksi ¢, kuvauksilla s, (z) = (a+(z—a)%). Téllsin
midrittelemalld 9, (v) = v;, (si(x)) saadaan (9;,)* € Wy (B(a,t)).
Nyt approksimaatioiden avulla voidaan kayttda kuvauksen u heikkoa
monotonisuutta: Selvésti v;, — u — u(zy) + ¢ avaruudessa W', silld
2o on Lebesgue-piste. Talloin myos

|0, —wo sk —u(zo) +¢€ll1p — O.

Edelleen pétee
|lu —woskllip, — 0,

silla taméa on selvaé sileille kuvauksille rajoitetussa pallossa, ja ap-
proksimoimalla seuraa myds Sobolev-kuvauksille. Nyt siis v;, — u —
u(xg) + € avaruudessa WP (B(a, R)), eli erityisesti (u — u(zg) +¢)* €
Wy (B(a,t)). Tallsin heikon monotonisuuden nojalla on oltava u <
u(zo) — € melkein kaikkialla pallossa B(a,t), mikd on mahdotonta silla
xo valittiin Lebesgue-pisteeksi. U

Seuraava lause on versio Sobolevin upotuslauseesta 1.2.15, ja sita
yvhdesséa edellisen lemman kanssa voidaan kiyttad arvioimaan kuvauk-
sen oskillaatiota pallossa.

LAUSE 3.3.6. Olkoon uw € W*P(B(0, R)), missi p > n — 1. Tdlloin
on olemassa kuvauksen u edustaja v ja vakio C = C(n,p) siten, ettd
melkein kaikilla t € (0, R) pdtee

1
08Cg(0,)V < C’t<][ |Vu|P> v
5(0,t)

TobisTus. Olkoon (u;); € C*(B(0, R)) jono sileitd funktioita joil-
le u; — u avaruudessa W', Koska S(0,¢) on (n—1)-ulotteinen avaruus
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ja oletuksen mukaan p > n—1, voidaan kiayttaa Sobolevin upotuslauset-
ta talla kompaktilla pallonpinnalla. Témé& on mahdollista esimerkiksi
kiiyttamélld bilipschitz-diffeomorfismia ¢: B"71(0,%) — S77'(0, 1),
o(x) = (|x—1’ sin |x], ..., % sin |z|, cos |z|) (|[MZ] 2.10)
x x
sekd integraalin muuttujanvaihtoa. Ndiden avulla paastadn kayttamaan
tuttua Sobolevin upotuslausetta 1.2.14 kuvaukselle u; o ¢, joka nyt on
madritelty (n — 1)-ulotteisella pallolla ja haluttu epayhtélo seuraa ku-
vauksen ¢ ja sen kidnteiskuvauksen Jacobin alideterminanttien rajoit-
tuneisuudesta. Siten kaikille néille u; ja kaikille ¢ € (0, R) saadaan

) = wy(0)| < Clo =y 7 (SO0 £ VayP)’
5(0,t)

1
< sl (4 val) =ci(f vup)
S(0,t) 5(0,t)

kaikilla z,y € S(0,t), joten ottamalla supremum néiden yli saadaan

1
05Cs(0,4)Uj < Ct(]i(o ) ]Vuj|p> »

kaikilla u; ja t. Nyt koska Vu,; — Vu avaruudessa LP(B(0, R)), voidaan
kayttamalla muuttujanvaihtoa ja Fubinin lausetta integraaliin f 5 seka
osajonoon siirtymélla olettaa, ettéa

/ |Vu;|P — |Vul?
5(0,t) S(0,t)

melkein kaikilla ¢. Lisdksi tama integraali on oletuksen nojalla melkein
kaikilla ¢ &érellistd. Talloin néilla ¢ on jono (u;) epdyhtélon (3) perus-
teella yhtéjatkuva joukossa S(0,t). Lisdksi voidaan edelleen osajonoon
siirtymaélla olettaa u; — wu pisteittdin melkein kaikkialla, joten jonon
(uj); on oltava my0s tasaisesti rajoitettu. Siis Arzela-Ascolin lauseen
oletukset tayttyvéit, ja jélleen osajonoon rajoittumalla nahd&in, etta
u; — v tasaisesti kompaktissa joukossa S(0,t) jollekin v, joka on sité
paitsi kuvauksen u edustaja. Télle edustajalle on selvasti mielivaltai-
sella € > 0

B =

(3)

1

0SC5(0,1)V < 08Cg(0,4)Uj + 26 < Ct<][ |Vu|p> P ¥ 3e,

S(0,t)

riittavén suurilla j, kun u; — v tasaisesti.

g

LEMMA 3.3.7. Olkoonn —1 < p < n jau € W'(Q) kuvaus joka
on p-heikosti monotoninen joukossa B(a, R) CC Q. Josr € (0,R),
nin on olemassa kuvauksen u edustaja v siten, ettd melkein kaikilla
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t € (r, R) pitee

1
0SCR(a,n)V < Ct(][ |Vv\p) "
S(

TobisTus. Olkoon r € (0, R) ja v(z) = lims_ fB(x’s) u(y)dy ku-
vauksen u edustaja, jolle siis kaikki pisteet ovat nyt Lebesgue-pisteita.
Talloin kun (u;); on jono sileitd funktioita joille u; — u avaruudessa
WP niin myds u; — v ja lemman 3.3.5 seké lauseen 3.3.6 nojalla silld
on osajono, jota merkitdén yha (u;);, jolle

@)~ ) < Ct( f

S(a,t)

a,t)

;1
V)" + =
J

kaikilla t € (r, R) ja x,y € B(a,r). Edelleen osajonoon rajoittumalla
pétee oletusta ||u; — v||;, — 0 ja Fubinin lausetta kéyttdmélla melkein

kaikilla ¢t € (1, R)
/ |Vu] —Vv|p—>0.
S(a,t)

Niille siteille t saadaan aiemmasta epayhtalosta rajalla

ola) ~ o) < Ct( f

1
vupr)”,
S(a,t)

mista viite seuraa. O

Muistetaan, ettd funktio f on jatkuva pisteessd a tésmalleen sil-
loin, kun sen oskillaatio taméan pisteen ldhelld saadaan mielivaltaisen
pieneksi pisteen ympaéristoa pienentamaélla, tdsmallisesti siis

0SCB(a,r)f = diam f(B(a,r)) = 0 kun r — 0.

Tama nahdaan helposti vertaamalla téata ehtoa tuttuun jatkuvuuden
(¢, 0)-madritelmaan.

Edellisen lemman avulla pystytdéan nyt arvioimaan kuvauksen edus-
tajan oskillaatiota palloissa, joissa se on heikosti monotoninen. Yhdessé
edellisen kappaleen tuloksen kanssa téastd saadaan kyseisen edustajan
jatkuvuus silla oletuksella, ettd kuvauksen differentiaali kuuluu lisdksi
avaruuteen L"log™ ! L:

LAUSE 3.3.8. Olkoon f € T/Vllml(Q,R”) kuvaus, jolle
IDf| € L"log™" L1,e(Q) ja komponenttikuvaukset f1, fa, ..., f, ovat p-
heikosti monotonisia jollain p € (n — 1,n). Tdlldin silli on jatkuva

edustaja.

Tobistus. Toisia derivaattoja tarkastelemalla nahdééan suoralla las-
kulla, ettda kuvaus
t'I’L

t>1
og(t) '~

t—
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on suurilla ¢ kasvava ja konveksi, samoin ¢ — t» 1og_1(t%). Olkoon téa-
mén johdattelemana ¢ € C'°(0, 00) aidosti kasvava ja konveksi funktio
siten, etta jollekin M > 0

n

t
o) = ————, kun t > M,
log(e + t7)
ja lisdksi madritelladn ®(t) = ¢(t?), joka on siten myos selvésti kon-

veksi ja kasvava.

Olkoon a € €2 mielivaltainen piste ja R > 0 siten, ettd B(a, R) CC
Q seki r € (0, R). Oletuksesta |Df| € L"log " Lio.(Q) seuraa hel-
posti f € W'P(B(a,R),R"). Kaytetian nyt lemmaa 3.3.7 kompo-
nenttikuvauksille, ja muistetaan faktat |(z1,...,2,)| < C'max|z;| sekd
|V f;| < |Df]|. Tallsin apufunktion ¢ konveksisuuden ja kiddntyvyyden
sekd Jensenin epéayhtalon 1.2.19 nojalla saadaan jollekin kuvauksen f
edustajalle f

diam f(B(a,r)) < Ct(so‘loso(]i( ) ny]?)>5

< Ct(s@‘l(]i(at)so(ll?fl”))>p
- ol f, aiom)

melkein kaikilla ¢ € (r, R). Jaetaan tdmé arvio puolittain luvulla Ct,
korotetaan puolittain potenssiin p jonka jialkeen kuvataan kasvavalla
funktiolla ¢, ja saadaan arvio

(S (Blen)y £, auon

Oikean puolen termista padstdan nyt integraaliin yli alkuperdisen pal-
lon, kun epéyhtéloé kerrotaan puolittain pallonkuoren S(a,t) mitalla
wy_1t"1, ja integroidaan muuttuja ¢ vilin (r, R) yli :

B diam f(B(a,r))
Wi P ’ t”_ldtg/ d(|Df
1/7" ( Ct ) B(a,R)\B(a,r) (I127)

M DfI"
< o(|Df S/ + < 00,
/B(a,m DIVS | Tosle 3D T Togle + D)

silld |Df| € L™ log™" Lioe(2). Témé yldraja on erityisesti voimassa kai-
killa ~ € (0, R). Nyt koska diam f(B(a,r)) on kasvava siiteen r suhteen
sekéi ei-negatiivinen, on aina olemassa lim, o, diam f (B(a,r)) > 0.
Edustajan f jatkuvuus seuraa, jos tama raja on 0. Jos néin ei ole, eli

z = lim diam f(B(a,r)) > 0,
r—0+
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erityisesti siis jokaisella r > 0 tdmaé halkaisija on vdhintdén z > 0, niin
jollain ¢ > 0 pétee funktion ® valinnan nojalla

R di £ B R
lim wn_l/ CID( iam f( (a’r))>t"_1dt2 lim wn_l/ @(é)t”_ldt

Ct r—0+

5 1 5
nC—nt dt
> lim wn_l/ Z—ZdtZC/ —— =00
0+ - loge+ &) o tlog(3)

Taméa on kuitenkin mahdotonta, silla edella saatu darellinen ylaraja
i) Bla.R) ®(|Df]) on voimassa kaikilla séteilld r. Siten on oltava

lim, o, diam f(B(a,r)) = 0, eli edustaja f on jatkuva pisteessi a € (2
ja siten koko alueessa ).

d

LAUSEIDEN 3.3.1 JA 3.3.2 TODISTUS. Jos f € WII”(Q R") on &é-
rellisen viinnon kuvaus, on sille erityisesti |Df| € L™ log™" Li,c(Q, R")
ja siten lauseen 3.2.3 nojalla sen komponenttikuvaukset ovat p-heikosti
monotonisia kaikilla p < n. Lemman 3.3.4 nojalla myos darellisen vaan-
non kuvaus, jolle exp(AK;) € L, jollain A > 0 toteuttaa ehdon
IDf| € L"log " Li,e(Q, R™). Molemmissa tapauksissa jatkuvan edus-
tajan olemassaolo seuraa siis suoraan lauseesta 3.3.8. U

3.4. Differentioituvuus melkein kaikkialla

Tunnetusti kun p > n on jokaisella Sobolev-funktiolla f € W1P(Q)
paitsi jatkuva edustaja, on tamé edustaja myos differentioituva melkein
kaikilla = € ). Sama ei tietenkddn pade kun p < n, silld nyt edes jat-
kuvuus ei ole vilttdméatonta. Samoin kun néille yleisille jatkuvan edus-
tajan omaaville Sobolev-funktioille, myos lauseiden 3.3.1 ja 3.3.2 ta-
pauksessa saadaan kuvauksen jatkuvalle edustajalle differentioituvuus
melkein kaikkialla seuraavien tulosten avulla:

LAUSE 3.4.1 (Stepanov). Olkoon f: Q2 — R™ funktio, jolle
/(@) — f(xo)]

limsup —————* < ©
T—x0 ‘(L’ - ZL'0|
melkein kaikilla xo € ). Tdlloin f on differentioituva melkein kaikkial-
la.

TobisTus. Epayhtaloiden
m
1I<nja%X ‘SC]| < ‘(xla s ,.Tm)| < Z ‘l’]‘

nojalla erotusosamadran yldraja-arvo on airellistd melkein kaikkialla
my0s jokaiselle komponenttikuvaukselle. Toisaalta jos jokainen niis-
td on differentioituva jossain pisteessd, myos itse funktio f on téssé
pisteesséd, differentioituva. Siten voidaan olettaa, ettd m = 1 ja siis
f: Q—=R
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Olkoon (B;); jono palloja, joiden keskipisteet kéyvat 1épi kaikki alu-
een () rationaalipisteet ja sdteet lapi kaikki positiiviset rationaaliluvut
siten, ettd f on lisdksi rajoitettu jokaisessa pallossa B;. Médéritellaén
jokaisella j € N funktiot g;, h;: B; — R,

gj(x) =sup{g(x) : g: B; = R on j-Lipschitz, ja g < f},
hj(xz) = inf{h(x) : h: B; = R on j-Lipschitz, ja h > f}.
Télloin my6s g; ja h; ovat j-Lipschitz-jatkuvia: Esimerkiksi jos z,y €

B; siten, ettd g;(z) > g;(y), niin kaikilla € > 0 on j-Lipschitz kuvaus
g siten, etta

9(x) = g;(x) —¢,
jolloin Lipschitz-jatkuvuudesta seuraa valttamatta

9i(y) = g(y) = g(x) — jlz —y|l > gj(x) — ¢ — jlv —yl,

jolloin saadaan |g;(z) — g;(y)| < jlz — y| + ¢ mielivaltaisella ¢ > 0,
vastaavasti myos funktiolle /. Selvasti namé kuvaukset maarittelevien
supremumin ja infimumin nojalla patee myos g; < f < h; pallossa B;.
Tunnetusti Lipschitz-jatkuvat kuvaukset ovat melkein kaikkialla dif-
ferentioituvia. Olkoon siis zy € 2 piste, jolle oletuksen mukainen ylaraja-
arvo on aarellistd, ja jossa funktiot g;, h; ovat differentioituvia kaikilla
J, joilla zy € B;. Téllaisia pisteita ovat oletusten nojalla melkein kaikki
x € Q. Télléin on olemassa r > 0 ja M > 0 siten, ettd kun = € B(zq,r),

niin

[f(z) = f(zo)]

|z — x|

Nyt kun j > M siten, ettd xy € B; C B(wo,r), niin valttdméatta
gj(xo) = h;(zo) = f(xo): Pallon B; valinnan nojalla |f(z) — f(zo)| <
M|z — x| < jlz — x| kaikilla sen pisteilld, joten esimerkiksi funktiot
x> f(xg) £ jlxr —xo| ovat j-Lipschitzejé ja kelpaavat selvésti funktioi-
den g;, h; mééritelmien testifunktioiksi.

Edelleen koska Sobolev-funktioille, joita g; ja h; ovat, pétee Vg; =
Vh; joukossa {z : g;(z) = hj(x)}, niin voidaan nollamittainen joukko
ohittamalla olettaa liséksi, ettd Vg;(zo) = Vh;(zo). Nyt nédiden funk-
tioiden differentioituvuudesta pisteessa x( ja arviosta g; < f < h; seké
yhtésuuruudesta pisteessé zy saadaan

< M.

0 = lim gj(m) - gj(ivo) — VQ]'($0)([L' — xo)
T—x0 |$ _ 5U0|
< Timinf? (x) = f(z0) — Vg;(x0)(x — 20)
T—x0 ‘l’ _ -TO‘
< limsup fw) — f(x°>| — ng|($0)($ — o)
T—T0 T — 2o

lim hj(x) — h(zo) — Vhj(zo) (7 — 20)

T30 |z — x0]

IN

=0,
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miké tarkoittaa differentioituvuuden méaritelmén mukaan, ettd myos f
on differentioituva pisteessé xq ja V f(xg) = Vg,(xo) = Vh;(zo). Téstd
seuraa myos vektoriarvoisen f: 2 — R™ kuvauksen differentioituvuus.

O

LAUSE 3.4.2. Olkoon f € I/Vli’f(Q,R"), missi p >n— 1. Jos f on
jatkuva ja sen komponenttikuvaukset fy,..., f, lisiksi p-heikosti

monotonisia, niin f on differentioituva melkein kaikkialla alueessa ).

TobisTus. Kuten huomautuksessa 3.2.2 todettiin, on f néilla ole-
tuksilla monotoninen varsinaisessa mielessa, eli

oscpf < oscopf kaikilla palloilla B CC €.

Valitaan nyt B = B(xg,r) jolle 2B CC Q ja kidytetddn Sobolevin

epayhtélod pallonkuorella (lause 3.3.6), jonka mukaan melkein kaikilla
t € (r,2r) pétee

1

oscpf < 08Cg(zm) f < C’tl_n;</ ]Df]p) "

S(wo,t)
Valitaan tdmén arvion toteuttava ¢, jolle lisdksi

1
[ b=t [ ipge
S(z0,t) T J2B\B

joka on olemassa integraalin valiarvolauseen nojalla. Nyt saadaan talla
sateelld ¢

n—1 1 % _n—1 _ 1 %
oscpf < P (3 / DFP) < cn 7 / Dy
T J2B\B 2B\B

< crl—Z(/QB\B!Df!p)’l’ :Cr(rin /QB\B\Df\p);’.

Télloin kun oletetaan lisdksi ettéd xo on kuvauksen |Df|P Lebesgue-
piste, mikd on mahdollista melkein kaikilla x € €2, seuraa tasta

— OSCRB(zq.r
T—x0 ’$ - wO’ r—0 r

1 1 1 1
< limsupC’(—/ ]Df]p)p SlimsupC’(—/ |Df\p>p < 00,
r—0 ™ Jop\B r—=0 2B| J25
mika edellisen lauseen nojalla tarkoittaa, ettd f on differentioituva pis-

teessa xg.
O

Néiden huomattavan vahvojen lauseiden avulla saadaan erityisesti
kisiteltdvien aarellisen vaannon kuvausten differentioituvuus:

SEURAUS 3.4.3. (1) Olkoon f € WL™(Q,R") ddrellisen viidn-

loc
non kuvaus. Tdlloin sen jatkuva edustaja on differentioituva

melkein kaikilla © € Q).
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(2) Olkoon f € VVll’l(Q,]R”) adrellisen vddnnon kuvaus, jolle

0OC

exp(AK ;) € L.(Q) jollain X\ > 0. Tdlloin sen jatkuva edustaja

loc
on differentioituva melkein kaikilla x € 2.

TobisTus. Viite seuraa helposti edellisesta lauseesta, silla luvun
paatulosten mukaan nailla kuvauksilla on paitsi jatkuvat edustajat, niin
ne kuuluvat myos avaruuteen I/Vlicq jollain ¢ > n — 1. Lisaksi kompo-

nenttikuvaukset ovat heikosti monotonisia lauseen 3.2.3 nojalla.
g






LUKU 4

Diskreettisyys ja avoimuus

Téassé luvussa todistetaan tyon péaadtulos, aérellisen vaannén ku-
vauksen diskreettisyys ja avoimuus. Muistetaan, etta funktio f: A — B
on diskreetti, jos kaikilla b € B joukko f~1(b) C A on diskreetti, eli
sen jokainen piste on erakkopiste. Vastaavasti f on avoin, jos jouk-
ko f(U) C B on avoin kaikilla avoimilla joukoilla U C A. Edellisessé
luvussa tarkasteltiin Sobolev-avaruuden W' #irellisen vidnnon ku-
vauksen jatkuvuutta, ja nyt ndhdadn etta tallainen kuvaus on vaan-
non K ollessa riittdvan saannollinen joko vakio tai sekd diskreetti etté
avoin. Erityisesti oleellisesti rajoitettu vaantofunktio, siis myos vakio,
on riittavan sdannollinen, minké seurauksena todistus osoittaa samalla
kvasisdannollisen ei-vakion kuvauksen diskreettisyyden ja avoimuuden.
Péétuloksen todistus mukailee 1ahdettd [HenK], joka perustuu artik-
kelin [OZ] menetelmé&én.

Seuraava esimerkki osoittaa, ettd namé ominaisuudet eivét ole valt-
tamattomia mielivaltaiselle darellisen vaannon kuvaukselle. Siten vaan-
tofunktiosta Ky todella on tehtava oletuksia haluttujen ominaisuuksien
varmistamiseksi:

ESIMERKKI 4.0.4. Olkoon f: (—1,1)* — R? jatkuva kuvaus

f(z) = f(x1,22) = (21, |21|22).
Selviisti f ei ole diskreetti, silla f=1(0) = {0} x (=1,1). Kun z; # 0,
on differentiaali

Df(x) = [ilm 0 } ,

|71

jonka operaattorinormi on joukossa (—1.1)? korkeintaan
|(1,0, £xq, |21])| < 3. Selvisti f toteuttaa ACL-karakterisaation, ja on
nelidintegroituva kuten myos jokainen osittaisderivaatta 0; f;, siis f €
Wh2((—1,1)% R?). Edelleen Jacobin determinantti on Jy(x) = |z1| >
0. Siten kuvaus f on adrellisen vaénnon kuvaus, jonka vaantéfunktioksi
kelpaa

C

71|
Tamé vaantofunktio on integroituva kaikilla potensseilla p < 1 = 2 —
1. Kuten tassa luvussa tullaan ndkemaan, riittéisi tassa tieto Ky €
L' takaamaan seki diskreettisyyden ja avoimuuden #irellisen viinnon
kuvaukselle avaruudessa W?(Q2 C R?  R?). Esimerkki siis osoittaa, etté
tasta integroituvuusasteesta ei voida ainakaan suoraan luopua.

Ky(z)

43
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4.1. Topologinen aste

Diskreettisyyden ja avoimuuden todistuksessa keskeista on kuvauk-
seen ja sen tiettyyn maalijoukon osajoukkoon liittyvé topologisen as-
teen késite. Téssa kappaleessa tarkastellaan taméan késitteen mééaritel-
méd jatkuville kuvauksille, minké jélkeen tutkitaan sen ominaisuuk-
sia sopivissa Sobolevin avaruuksissa. Topologisen asteen intuitiivisena
ideana on tutkia annetun kuvauksen ja sen maalijoukon pisteen alkuku-
vien méaarad suunnistus huomioiden maarittelyjoukkonsa osajoukoissa.
Aloitetaan yksinkertaisimmasta tapauksesta, jatkuvasti derivoituvista
funktioista:

Olkoon f € CY(Q,R"),U cC Qjay € R"\ f(OU). Nyt voidaan

maédritelld kuvaukseen f liittyva topologinen aste:

deg(y, f,U)= > sgnJy(x),

zeUNf~1(y)

mikali J¢(z) # 0 kaikilla summan pisteilld 2. TAmén méadritelmén yleis-
tys jatkuville Sobolev-funktioille tulee olemaan oleellinen tyokalu, jon-
ka kehittelyyn tarvitaan muutama aputulos. Kaavan summa korvataan
luonnollisesti integroinnilla yli joukon U, integrandina

p(f () Ty (),

missé ¢ on Diracin mitan approksimaatio pisteessa y. Tama topologi-
sen asteen médrittely osoittautuu seuraavissa kohdissa toimivaksi, kun
© on siled funktio, jolle

y € spte CR"\ f(9U).

LEMMA 4.1.1. Olkoon U C R™ rajoitettu ja avoin joukko ja f,q: U —
R™ Lipschitz-jatkuvia kuvauksia. Jos f = g reunalla OU, niin

L#@M:A%@“

ToDISTUS. Jos h: U — R” on mielivaltainen Lipschitz-kuvaus, jol-
le jokin komponenttikuvaus h; hévidd reunalla OU, niin sen Jacobin in-
tegraali haviaa: Kayttamalla lauseen 1.2.20 mukaista jatketta saadaan
Lipschitz-kuvaus H: R" — R" jolle H|; = h ja H; = 0 joukossa R™\U.
Jos B C R"™ on liséksi pallo joka siséltédé rajoitetun joukon U, niin sel-
vasti H ja sen osittaisderivaatat ovat téssa pallossa rajoitettuja ja si-
ten H € W'°(B,R"). Edelleen H; € W,*(B), ja siten lemman 3.1.5
(jossa ensimméinen komponenttikuvaus ei ole erikoisasemassa) nojalla

saadaan
/JH(x)dxz/JH(x)dx:/Jh(x)dx:0,
B U U
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silld H; ja siten myos Jy haviaéd joukon U komplementissa. Nyt kiyt-
tamalla teleskooppisummaa Jacobeille J; ja J, saadaan

/Jf_Jg
U

= Z;/UJ(gl,...,gj—lyfj,...,fn)—J(g1,...,gj,fj+1,...,fn)

n
j:

= Z/J<gl>“'agj1>fj_gj7fj+1a---afn>
j=17U
= 0,

silld viimeisen summan Jacobit ovat peraisin Lipschitz-kuvauksista, joi-
den j. komponenttikuvaus havida reunalla OU.

4

LEMMA 4.1.2. Olkoon U C R™ rajoitettu ja avoin joukko ja f,q: U —
R™ Lipschitz-jatkuvia kuvauksia. Jos f = g reunalla OU, niin

/ (@) T (x)dz = / o (g(2)) Ty 2)de
U

U
kaikilla sileilld ¢ € C>(R™).

TobisTus. Olkoon ¢ € C*°(R") ja ¢ jatkuvasti derivoituva funktio
x1
¢($> :w('xla"'axn> ::/ (p(tuxZa"'7xn)dt7
0

jolloin 019 = . Sen gradientti on rajoitettu kompaktissa joukossa U,
joten kuvaukset

(Yo f fo,o fu)jax (Pog g .. gn)

ovat myos Lipschitz-jatkuvia. Edellisen lemman nojalla

[ o tnit = [ Iwo g )

Ketjusadnnolld ndma Jacobit saadaan muotoon

n

J(wofmf%>fn):Z(ajwof)J<f]7f277fn):(gpof>Jf

j=1

Sama pétee funktiolle g, ja néin ollen siis

/U@(f(w))c]f(x)dx = /U‘P(g(x))c]g(m)da:.
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LEMMA 4.1.3. Olkoon U C R™ rajoitettu ja avoin joukko ja f,q: U —
R"™ Lipschitz-jatkuvia kuvauksia. Olkoon lisiksi E C R™ kompakti jouk-
ko siten, ettd kun x € OU, niin

[f (), g(x)] N E =0,

eli E ei leikkaa janoja joiden pddtepisteind ovat reunan OU mielival-
taisen pisteen kuvat kuvauksissa f ja g. Talloin kaikilla ¢ € C*°(R™)
joille spt o C E pdtee

/sﬁ(f(x)Jf(ﬂf)d$=/go(g(as))Jg(:v)d:v.
U U
TobisTus. Olkoon

F={zeU:[f(x),g9(x)NE +# 0D}

Oletuksen nojalla ' C U. F on my0s kompakti, silld se on suljettu:
Jos x ¢ F eli [f(z),g(x)]N E = 0, niin koska kyseinen jana ja joukko
E ovat kompakteja, on janalla putkimainen ymparisto, joka ei leikkaa
joukkoa FE. Télloin kuvausten f ja g Lipschitz-jatkuvuus takaa, etta
jos |y — x| on pientéd, niin jana [f(y), g(y)] pysyy tédssd ympéristossa ja
siten myds y ¢ F, siis U \ F on avoin.

Kompaktiuden nojalla on olemassa Lipschitz-kuvaus

u: R" — [0, ].], U|F = ]., U|R"\U =0.
Maaritelladn taméan avulla

h(z) == f(x) +u(z)(g(x) — f(x)), kun x € U.

T&lloin myos h on Lipschitz-jatkuva, silla téllaisten summat ovat, ja
jokainen funktioista f, g, u on rajoitettu kompaktissa U. Selvisti myos
h = f joukossa R™ \ U ja h = g joukossa F'. Erityisesti f ja h yhtyvit
reunalla U, joten edellisen lemman nojalla

| elr@isters = [ cha) s
kaikilla sileilld ¢. Jos nyt liséksi spt ¢ C E, niin ¢(h(x)) # 0 vain niilla
x joilla h(x) € E. Toisaalta koska 0 < u(x) < 1, on h(z) aina pisteiden
f(z) ja g(x) konveksikombinaatio ja siten janalla [f(x), g(x)]. Jos siis
o(h(x)) # 0, niin = € F. Samoin luonnollisesti jos ¢(g(z)) # 0, niin on
oltava g(z) = 1g(x) + 0f(z) € F eli z € F. Télloin saadaan

AmﬂWhmm:/wmmhmm

=:wam@mmzéwmm@wm,

silld kun joukossa F' pitee h = g, myos Jj, = J, melkein kaikilla x € F'.
O
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LEMMA 4.1.4. Olkoon U C R" rajoitettu ja avoin joukko ja f: U —
R™ Lipschitz-jatkuva kuvaus. Olkoon C' joukon R™\ f(OU) komponentti
ja @ € Cg°(C)N LY (C). Tidlléin on olemassa vakio a € R, joka ei riipu
funktiosta ¢ siten, ettd

/ o(f(2))J5(x)d = a / () dy.
U C

TobisTus. Jatketaan ¢ nollana koko avaruuteen R™ ja approksi-
moidaan tita siledd L!-funktiota kasvavalla jonolla yksinkertaisia funk-
tioita. Voidaan myos olettaa ettd ndméa muodostuvat karakteristisista
funktioista, joiden kantajat ovat kuutioita () C C, joilla on rationaali-
set sivunpituudet. Taméan approksimaation perusteella riittda osoittaa
vaite tallaiselle karakteristiselle funktiolle x¢ integraalin lineaarisuuden
ja monotonisen konvergenssin nojalla.

Olkoon siis @' CC C mielivaltainen kuutio jonka sivunpituus on
rationaalinen. Merkitdan annetulle rationaaliluvulle d > 0 z-keskista
d-sivuista kuutiota Q(z,d) ja méadritelldén joukko

Q) ={reC:Q(xd) CQ}.

Selvisti kun » > 0 on tarpeeksi pieni, niin Lipschitz-kuvauksille f ja
g = [+ r pitee [f(z),g(x)] N Q" = 0 kaikilla z € U, silla joukkojen
Q' ja OU etéisyys on positiivinen. Téll6in kun y,z € @, joille |y —
z| < r, niin karakterististen funktioiden sileiden approksimaatioiden ja
edellisen lemman nojalla

/U Xatea (F(2)) 5 (x)dz
_ / Xt (9(2)) Jy (x)dz
_ / Yowa () )y (x)dz.
U

Nyt siis ylldoleva integraali on kuution Q(z, d) keskipisteen z funktiona
vakiota sen ympéristossd B(z,r) N Q) kaikilla z € @), joten sen on
oltava vakiota koko joukossa /. Olkoon tdmé lukuun d € Q liittyva
vakio a4|Q(0,d)|, eli siis

/U Y (F(2)) 5 (2)dz = al|Q(0, d)| = ay /C Yot (@)de

kaikilla z € @Q)),. Viite on siten todistettu, jos luku ay on sama kaikilla

d € Qt. Jakamalla kuutio Q(z, d) sivuittain puoliksi 2" osaan g—sivuisia
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kuutioita (); saadaan

04 Q(0, )| = / Yot (F(@) 5 (x)dz

- Z/(]XQj<f($))Jf(x)dx

d
= 244Q(0,5)|

= a4]Q0.d).

eli luvun d puolittaminen ei muuta lukua ay. Vastaavasti jakaminen
milla tahansa luonnollisella luvulla £ € N ei muuta tata lukua. Liséksi
rationaaliluku d € Q" valittiin mielivaltaisesti. Tasta seuraa ettd ag =
ag kaikilla d,d" € QF, silld on k, k" € N joille d = {, ' = } jollain
q € Q.

O

SEURAUS 4.1.5. Seuraavan mddritelmdn topologinen aste jatkuville
kuvauksille on hyvin mddritelty.

MAARITELMA 4.1.6. Olkoon f: 2 — R" jatkuva kuvaus. Kun
U CC Q on alue ja C joukon R™\ f(0U) komponentti, niin kuvauksen
f topologinen aste komponentissa C' joukon U suhteen on raja-arvo

deg(C, f,U) = lim [ o(f;(x))Jy,(z)dz,
Jj—=oo Ju

missé (f;); on jono kuvauksen f tavallisia sileitd konvoluutioapproksi-

maatioita, ja ¢ € C5°(C, [0, 00)) mielivaltainen testifunktio, jolle [, ¢ =

1. Pisteille y € C' asetetaan lisdksi deg(y, f,U) = deg(C, f,U).

ToDISTUS. Jokainen siled konvoluutioapproksimaatio f; on lokaa-
listi Lipschitz-jatkuva, siis erityisesti Lipschitz rajoitettuna kompaktiin
joukkoon U C 2. Talléin kiinteélld indeksilld j on lemman 4.1.4 nojalla
integraali

/U o(5(2))Jy, (w)de

riippumaton testifunktion ¢ € C§°(C), jolle fc ¢ = 1, valinnasta. Va-
litsemalla tdmén nojalla kompaktikantajainen ¢ € C&(C) saadaan
joukot spt ¢ = F ja f(OU) positiivisen etdisyyden padhén toisistaan.
Konvoluutioapproksimaatiot f; suppenevat joukossa €2 lokaalisti tasai-
sesti jatkuvaan kuvaukseen f. T&ll6in reunan QU kompaktisuuden no-
jalla saadaan kaikilla x € OU etéisyys |f;(xz) — f(z)| mielivaltaisen
pieneksi suurilla j, erityisesti pienemmaéksi kuin joukkojen f(0U) ja
E etéisyys. Siten téllaisille konvoluutioille jana [f;(x), fi(z)] el leikkaa
joukkoa E = spt ¢ milladn z € OU, joten lemman 4.1.3 nojalla aiem-
pl integraali on vakiota kun j on riittdvan suuri. Talloin topologisen
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asteen deg(C, f,U) maéérittelevd raja-arvo on siis olemassa, eiké riipu
testifunktion ¢ valinnasta.

g

Seuraavan lauseen mukaan topologisen asteen nimi on mielekés.
Téasta saadaan myos yhteys pisteen alkukuvien lukumaaralle jatkuvas-
sa kuvauksessa.

LAUSE 4.1.7. Madritelman 4.1.6 topologinen aste on kokonaisluku.

TobisTus. Riittdd osoittaa, ettéd [ o(f)Jr on kokonaisluku kai-
killa sileilld funktioilla f ja testifunktioilla ¢ € C§°(C), silld maaritel-
mén mukaan deg(C, f, U) yleiselle jatkuvalle kuvaukselle f on raja-arvo
néistd integraaleista sileille konvoluutioapproksimaatioille, ja kokonais-
lukujonon raja-arvo on vélttamatta kokonaisluku.

Olkoon siis f: €2 — R" siled. Muistetaan, ettéd testifunktio ¢ voi-
daan valita vapaasti, silla se ei vaikuta integraalin arvoon kunhan
Jo ¢ = 1. Viite on selvd, jos J; = 0 joukossa f~!(C') N U, silla talléin
myOs maaritelman integraali haviada eli on kokonaisluku 0. Voidaan si-
ten olettaa, ettd on zo € f~1(C) N U, jolle Jy(zo) # 0. Télldin f on
pisteen x, jossain ympéristossa diffeomorfismi, ja siten | f(U)NC| > 0.
Koska lauseen 1.2.21 nojalla kriittisten pisteiden joukon

{refHC)NU : Jy(x) =0}
kuva on nollamittainen, 16ydetdan nyt
ye flUNC

jolle Jy(z) # 0 kaikilla alkukuvilla z € f~*(y) N U.

Naitd alkukuvia voi olla vain dérellinen méaaréa: Jos olisi dareton jono
(z;); € U jolle f(x;) = y kaikilla j, olisi talld jonolla kasautumispiste =
kompaktissa joukossa U. Selvisti jatkuvuuden nojalla olisi myds f(z) =
y, ja oletuksesta y € C' € R"\ f(OU) seuraa ettd x € U. Tdméa on
kuitenkin mahdotonta, silla télléin olisi myos J¢(z) # 0 ja kuvauksen
tulisi kddnteskuvauslauseen nojalla olla myos téassa pisteessa lokaalisti
diffeomorfismi, vaikka x; — x.

Merkitaan alkukuvan aarellisyyden perusteella

{21,...,0x} = f(y)NU.

Olkoon nyt ¢(z) = J.(z — y), missd J. on tavallinen silottajaydin,
jolloin pienelld € > 0 testifunktio ¢ on erityisesti siled, kompaktikanta-
jainen ja [, ¢ = 1. Lisiksi kun ¢ on tarpeeksi pieni, niin f~!(spt ) =
f~Y(B(y,e)) muodostuu tasan k kappaleesta komponentteja Vi, ..., Vi,
joille siis z; € V;, mikd nahddan samalla paéttelylla kuin alkukuvajou-

kon aarellisyys. Talloin péatee

/U so(f(sc))Jf(as)da::; /V o (f (2)) Iy () d.
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Pisteiden z; valinnan nojalla kuvaus f on lisdksi diffeomorfismi néissa
ympéristoissa V;, kunhan valitaan riittédvin pieni e. Siten integraalin
muuttujanvaihdolla saadaan

. o — Joey)dy =1 jos Je(xj) >0
/ngp(f( Nsta)d {—fc p(y)dy = =1 jos Jy(x;) <0,

mista vaite seuraa.

g

HuoMmAuTUS 4.1.8. Topologiselle asteelle pétevit seuraavat omi-
naisuudet, jotka seuraavat edellisistd tuloksista:

(1) Jos f,g: Q — R™ ovat jatkuvia ja U CC €2 alue siten, ettd
f = g reunalla OU, niin deg(C, f,U) = deg(C,g,U) joukon
R™\ f(OU) = R™\ ¢g(0U) komponenteilla C'.

(2) deg(C, f,U) = 0 kaikilla komponenteilla C' C R™\ f(0U) joille
CN f(U) =0, silld nyt kaikilla testifunktioilla ¢ € C§°(C') on
selvisti o(f(z)) = 0 kaikilla z € U.

(3) Jos C C R™\ f(OU) on komponentti, jolle deg(C, f,U) # 0,
niin C C f(U). Tami seuraa siité, ettd f(U) on kompakti ja
CNf(OU) =0, joten jos olisi piste y € C'\ f(U) niin erityisesti
y ¢ f(U), joten sen etdisyys tistd kompaktista joukosta olisi
positiivinen ja siten olisi » > 0 jolle B(y,r) C C\ f(U). Téll6in
kuitenkin voitaisiin valita testifunktio ¢, jonka kantaja olisi
tassa pallossa ja selvésti olisi deg(C, f,U) = 0 vastoin oletusta.

(4) Jos C C R™\ f(9U) on rajoittamaton komponentti, niin
deg(C, f,U) = 0. Taméi seuraa kohdan (2) pééttelysta, silla
f(U) C f(U), eli f(U) on erityisesti rajoitettu ja siten voidaan
valita ¢, jolle spt o N f(U) = 0.

(5) Jos U C R™ on rajoitettu alue ja f: 0U — R" jatkuva ku-
vaus, niin voidaan méaéritella joukon R™\ f(0U) komponen-
teille C' topologinen aste deg(C, f,U) = deg(C, F,U), missé
F: R™ — R" on jatkuva Tietzen jatke jolle F|sy = f. Koh-
dan (1) nojalla tdmé méérittely on yksikésitteinen eli ei riipu
valitusta jatkeesta F'.

(6) Topologinen aste ei muutu homotopiassa: Olkoon H: Ux[0, 1] —
R™ on homotopia kuvauksesta f = H(:,0) kuvaukseen g =
H(-,1). Jos y ¢ H(OU, [0,1]), niin deg(y, f,U) = deg(y, g,U).
Viite seuraa lemmasta 4.1.3, silla jatkuvia f,g voidaan ap-
proksimoida Lipschitz-kuvauksilla, joille aste on lemman no-
jalla sama.

4.2. Topologinen aste Sobolev-funktioille

Tietyissd Sobolev-avaruuksissa voidaan jatkuvan kuvauksen f to-
pologinen aste médrittdd suoraan integraalina [ o(f)J:
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LAUSE 4.2.1. Olkoon f € W,-™(Q, R™) jatkuva kuvaus. Télléin miid-

loc
ritelmdn 4.1.6 topologinen aste saadaan suoraan integraalina

deg(C.1.U) = [ o(7() ()i,
U

missd U CC R™ on alue, C' joukon R™\ f(OU) komponentti ja ¢ €
C3°(C) maelivaltainen ei-negatiwinen testifunktio, jolle [ p(y)dy = 1.

TobpIsTUS. Méairitelman mukaan
deg(C..U) =l [ lfi(@) Ty (@)
Jj—=oo Ju

missé (f;); on jono kuvauksen f konvoluutioapproksimaatioita. Néille
pitee lisiksi f; — f avaruudessa W'"(sptp, R™) ja lisiksi lokaalisti
tasaisesti silld f on jatkuva. Siten J;, — Jy avaruudessa L' ja ¢(f;) —
©(f) tasaisesti joukossa U, misté seuraa

Lﬂmmmmww+éwmmhmm.
]

Seuraavassa lemmassa esiintyvéit adjungoidun matriisin ja vektori-
kentén divergenssin késitteet. Muistetaan, ettd (n x n)-nelimatriisille
A sen adjungoitu matriisi (tai liittomatriisi) adj A on matriisi, joka saa-
daan ottamalla transpoosi sen kofaktorimatriisista C'. Kofaktorimatriisi
muodostuu matriisin A jokaista paikkaa vastaavista alideterminanteis-
ta, joista lisdksi otetaan vastaluku joka toisessa paikassa kuten deter-
minantin muodostamisessa. Tésmaéllisesti siis kofaktorimatriisin C' pai-
kassa (i,j) oleva alkio on determinantti (n — 1) x (n — 1)-matriisista,
joka saadaan poistamalla matriisista A . rivi ja j. sarake, kerrottuna
luvulla (—1)"7. Adjungoidulle matriisille pitee erityisesti yht&lo

AadjA=adjAA=detA-I.

Jatkuvasti derivoituvan vektorikentdn V: A € R" — R”™ divergenssi
divV on skalaarikenttd A — R, joka pisteessd x € A saa arvon

divV(z) = 01 Vi(z) + - + 0, V().

LEMMA 4.2.2. Olkoon f € Wi (Q,R™) jatkuva ddrellisen véidnnin

kuvaus siten, etti |Df] € L™log™" Lioe(). Télloin kaikille jatkuvasti
deriwoituville vektorikentille V € C1(f(Q),R™) pitee

/Q<adj Df(x)(v(f(x)),Vgo(x)>dx: —/divV(f(x))Jf(x)@(x)dx

Q

kaikilla p € C(82).
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TobisTus. Olkoon ¢ € C(Q2). Viitteen yhtilo on integraalin ja
derivoinnin lineaarisuuden nojalla lineaarinen kentdn V' suhteen, joten
voidaan olettaa V' = (v,0,...,0). Mééritellddn apufunktio

g9(x) = (u(f(2)), fo(), ..., ful2)),

jolle pétee ketjusdannon nojalla
Jy(z) = Zﬁjv(f(a:))J(fj, fos ooy fn) = O10(f(x)) ().

Jotta padstéisiin kiyttamaan ominaisuutta J, > 0, on komponenttiku-
vaus v vield jaettava kahteen osaan: Olkoon v~ (y) = yisup, [01v(y)|,
javt =wv+4wv~. Talloin jilleen vaitteen lineaarisuuteen vetoamalla voi-
daan olettaa 0jv > 0, silla v = vt — 0™, joista v > 0 ja sama pitee
funktiolle v~ merkkié vaihtamalla.

Télloin siis voidaan olettaa, ettd J, > 0, silla f on &dérellisen véén-
non kuvaus, eli jo mééritelmén perusteella Jy > 0. Nyt koska |Dg| <
C|Df|, ovat lauseen 3.1.8 oletukset ovat voimassa, eli distributiiviselle
Jacobille patee #, = J,;. Adjungoidun matriisin mééritelmésta seuraa
nyt

/Q <adj D f(:c)(V(f(fE))>V90(ﬂf)>dﬂ3

= [ o @) {adi Df@)er, Vila) o
= [ @) I oo 1)

_ /Q (), (2)d

- / P (@)0r0(f(2)) 5 (x)de

— —/QdiVV(f(:c))Jf@?)SO(SU)dSU,

silld vektori adj D f(x)e; on yhté kuin differentiaalin D f(x) kofaktori-
matriisin ensimmainen rivi, joka muodostuu differentiaalin ensimmais-
té rivia vastaavista alideterminanteista vaihtuvalla merkilla. Télloin

sen sisdtulo gradientin V() kanssa on juuri Jacobi J(p, fa, ..., fn).
U

Edellisen lemman avulla saadaan topologinen aste maéritettyé suo-
raan integraalina [ ¢(f).J; myos tissd yleisemmaéssi Sobolev-avaruudessa:

LAUSE 4.2.3. Olkoon f € W,oH(Q,R™) jatkuva ddrellisen vadnnén

ocC

kuvaus siten, etti |Df| € L™log™" Lioe(Q). Kun U CC Q on alue ja C
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joukon R™\ f(OU) komponentti, niin topologiselle asteelle pdtee

deg(C, f.U) = / o(F(2)) ] (x)da

U
kaikilla ei-negativissa testifunktioilla ¢ € Cg°(C), joille [, o = 1.

TobisTUus. Aiemman nojalla topologinen aste ei riipu testifunktion
¢ valinnasta, joten voidaan olettaa spt ¢ CC C. Huomautuksen 4.1.8
kohdan (b) nojalla voidaan myds olettaa, ettd C' N f(U) # 0, silla
muuten yhtilén molemmat puolet héiviavit. Olkoon u € C*(IR") siten,
ettd Au = divVu = ¢ (lause 1.2.22). Olkoon myds ¢ € CX(U) siten,
ettd v = 1 joukon f~!(spt )N U ympiristossid. Témé on mahdollista,
silld selvisti f~!(spt ) NU CC U, kun sptp cC C C R™\ f(9U).
Talloin kun (f;); on jono kuvauksen f konvoluutioapproksimaatioita,
saadaan niiden valintojen, edellisen lemman ja joukossa U tasaisen
sekd W™~ lnormissa suppenemisen f; — f nojalla lopulta

deg(C, f,U) = Jim | o(f3(@)) Ty, (w)de

= lim g o(fi(w)) g (x)(z)dx

= Jim [ Au(fi() Ty ()0 e)ds
= Jim ~ [ (o DA @l @), Vo) o

- / (adi D (2)Vu(F (@), Vo(a) )
U
= /UAu<f<x>>Jf<x>w<m>dm
— [ etf@)ista)ds, -
U

LAUSE 4.2.4. Olkoon f € Wb (Q,R™) jatkwva ddrellisen véidnnin
kuvaus siten, etti |Df| € L™log™" Lioe(R2). Kun U CC Q on alue ja C
joukon R™\ f(0U) komponentti jolle C'N f(U) # O, niin deg(C, f,U) >

0.

ToDpISTUS. Osoitetaan ensin, ettd Jacobi J¢ ei voi hévitd melkein
kaikilla z € U, joille f(z) € C: Valitaan y € C N f(U) ja merki-
tdin V = f~1(C) N U, joka on kuvauksen f jatkuvuuden nojalla avoin
joukko. Edelleen jatkuvuuden nojalla patee f~'(y)NU CC U, silla
y ¢ f(OU). Téllsin on olemassa piste * € V, joka on joukon f~!(y)
reunalla. Avoimuuden nojalla on pallo B = B(x,r) C V, jossa pis-
teen x valinnan nojalla J; > 0 positiivimittaisessa joukossa: Jos nain
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ei olisi, eli J; = 0 melkein kaikkialla pallossa B, niin aarellisen vian-
non takia myos |Df| = 0 melkein kaikkialla tésséd pallossa, ja siten
f(B) = y. Témi on kuitenkin mahdotonta, silld t&lloin x olisi joukon
! (y) sisdpiste. Siis J; > 0 positiivimittaisessa joukon V osajoukossa.
Lauseiden 3.2.3 ja 3.4.2 nojalla oletuksista seuraa, ettd kuvaus f
on differentioituva melkein kaikilla z € €. Talloin voidaan valita piste
xo € V, jolle J(xg) > 0 ja f on differentioituva téssé pisteessd. Olkoon
yo = f(zo) € C N f(U). Jacobin positiivisuus tarkoittaa erityisesti
jatkuvan lineaarikuvauksen z — D f(x¢)z kddntyvyytta, ja siten

a=1U(Df(xg)) = |i\n:f1 |Df(z0)z| > 0.

Talloin voidaan valita tarpeeksi pieni side r € (0, 1), jolle differentioi-
tuvuuden nojalla

|f(zo+2) — f(x0) — Df(20)2| < |2]a < ra

kaikilla z € B(0,r), erityisesti tdmén pallon pinnalla.

Olkoon sitten H: B(0,r) x [0,1] — R"™ homotopia
H(z,t) = (1 = t)(f(zo + 2) — f(xo)) + tDf(x0)z.

Siteen r valinnan perusteella tiedetééin, ettéd kaikilla z € S"71(0,r) ja
t € [0,1] patee H(z,t) # 0. Téll6in huomautuksen 4.1.8 kohdan (6)

nojalla kuvaukselle f: z +— f(xg + 2) — f(x¢) pétee
deg(0, f, B(0,7)) = deg(0, D f (o), B(0, 1)),
jonka avulla saadaan

deg(y, f, B(xo,7))
deg(0, f, B(0,7))
= deg(0, D f(x0), B(0,r))

— / V(D f(20)2)IDf(xe) (2)d2
B(0,r)

= / Y(y)dy =1,
Df(z0)(B(0,r))

kun valitaan testifunktioksi ¢ silottajaydin, jonka kantaja kuuluu jouk-
koon D f(zq)(B(0,7)). Olkoon ¢ € C§°(C) testifunktio siten, etté sen
kantaja kuuluu seké joukon R™\ f(0B(xg,r)) ettéd joukon R™\ f(0U)
yo-komponentteihin. Talloin lauseesta 4.2.3 ja aarellisen vaannon ku-
vauksen ominaisuudesta J; > 0 seuraa, etta

®QQLU)=®Q%ﬂU%jA¢U@»h@Mw

z/ o(f (@) (x)dz = deg(y, f. B(xo, )
B(wo,r)
=1>0. O
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Edellisen lauseen viite méaarittelee niin sanotun suunnan sailytté-
van jatkuvan kuvauksen. Lauseen oletusten mukainen aérellisen vaéan-
non kuvaus on téllainen, erityisesti siis edellisen ja tdméan luvun péaatu-
losten 3.3.1, 3.3.2, 4.3.1, 4.3.2 kuvaukset seké vélittomésti myos kaikki
kvasisdannolliset kuvaukset ovat suunnan sailyttéavia.

4.3. Diskreetti ja avoin airellisen vadnnon kuvaus

Topologisen asteen kisitteen ja edellisissé kappaleissa sille todistet-
tujen ominaisuuksien avulla voidaan lopulta todistaa tutkielman paa-
tulokset. Jatkuva, ei-vakio darellisen vadnnon kuvaus on diskreetti ja
avoin seuraavilla oletuksilla vadntofunktion integroituvuudesta:

LAUSE 4.3.1. Olkoon f € W,-"(Q,R") jatkuva dérellisen vidnnon

loc

kuvaus, jolle Ky € LY (Q) jollain p > n —1, tai p = 1 kun n = 2.

loc
Talloin f on joko vakio, tai diskreetti ja avoin kuvaus.

LAUSE 4.3.2. Olkoon f € WLH(Q,R™) jatkuva ddrellisen vidnnon

loc

kuvaus, jolle exp(AK;) € L (Q) jollain X > 0. Tdlléin f on joko

loc
vakio, tai diskreetti ja avoin kuvaus.

HuoMAuUTUS 4.3.3. Lauseissa 4.3.1 ja 4.3.2 oletus jatkuvuudesta
seuraa edellisen luvun tulosten mukaan muista oletuksista. Lauseiden
vaitteet koskevat luonnollisesti tatéd jatkuvaa edustajaa.

Seuraava lause yhdistédé olennaisesti pisteen alkukuvan jatkuvassa
kuvauksessa sen diskreettisyyteen ja avoimuuteen. Taman avulla paas-
tadn varsinaisesti késiksi naihin ominaisuuksiin tarkastelemalla téata al-
kukuvaa topologisen asteen késitteen avulla.

LAUSE 4.3.4. Olkoon f: Q — R" jatkuva ddrellisen vddnnon ku-
vaus, jolle |Df| € L™log™" Liee(Q). Jos kaikilla y € R™ pitee
H(fHy)) = 0, niin kuvaus f on diskreetti ja avoin.

TobisTus. Osoitetaan ensin avoimuus: Olkoon V' C €2 avoin jouk-
ko ja x € V. Oletuksen nojalla s (f~1(f(z)) = 0, joten selviisti on
olemassa siade r > 0 siten, etta

S Ha,r)N f(f(z) =0 ja B(x,r) CC V.

Olkoon tdmén nojalla C' joukon R™\ f(0B(z,r)) komponentti, joka
sisiltdd pisteen f(x). Nyt lauseen 4.2.4 nojalla deg(C, f, B(x,r)) >
0, ja huomautuksen 4.1.8 kohdan (3) mukaan C C f(B(z,r)). Koska
C' on erityisesti avoin joukko, todistaa tdmé kuvajoukon f(V') ja siis
kuvauksen f avoimuuden, silld nyt jokaisella f(x) € f(V') on olemassa
tallainen avoin joukko C, jolle f(z) € C' C f(V).

Tehdéén diskreettisyyden todistamiseksi vastaoletus: On olemassa
piste y, jolle f~1(y) ei ole diskreetti joukko alueessa €. Télloin silli
on kasautumispiste z € (), jonka jokaisessa ympéaristossd on siis aére-
ton maara pisteeksi y kuvautuvia pisteitd. Oletuksen nojalla voidaan
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valitaan kuten edelld sade r > 0, jolle
S" Ya,r)N f(y) =0 ja B(z,r) CC Q.

Olkoon C' taas joukon R"™ \ f(0B(z,r)) y-komponentti. Kun k =
deg(C, f, B(x,r)), tiedetdén lauseen 4.2.4 nojalla ettd tdmé kokonais-
luku on positiivinen. Valitaan vastaoletuksen nojalla k + 1 eri pistetta
pallosta B(x,r), jotka kuvautuvat pisteeksi y. Edelleen yksiulotteisen
Hausdorff-mitan héavidmisen nojalla voidaan néille pisteille valita pis-
tevieraat, palloon B(z,r) siséiltyvit palloympéristot By, B, ..., Bry1
siten, ettd y ¢ f(0B;) kaikilla j = 1,...,k+ 1. Kuvauksen f avoimuu-
den nojalla pisteen y sisdltava joukko

W= f(Bi) N f(B2) NN f(B1)

on avoin, ja siten voidaan valita testifunktio ¢ € C{°(C' N W) jolle
meW ¢ = 1. Talloin lauseiden 4.2.3 ja 4.2.4, pallojen B; valinnan seké
Jacobin ei-negatiivisuuden nojalla saadaan tastéa

b= deg(CL Bl = [ p(f@)sa)ds

(@,m)
k+1 ? k+1
= > | ety - >_dest f.B) 2 k1

Tamaé ristiriita osoittaa, ettd kuvaus f on valttdmatta myos diskreetti.
O

LEMMA 4.3.5. Olkoon f € C*®(,R") ja ¥ € C'([0,00)) jolle
U(z) > 0 kaikilla x > 0 ja ¥(0) = 0. Talloin on olemassa dimen-
siosta n rigppuva vakio C' = C(n) siten, ettd kaikilla testifunktioilla
n e CF(£2,]0,00)) pitee

| [ (o) + 2P
< c [ allsirBDg,
TobisTtus. Olkoon j € {1,2,...,n}. Kun ¢ € CZ(Q2) on apufunk-

tio siten, ettd ¢ = 1 joukossa sptn, niin lemmaa 3.1.4 kdyttamalla
saadaan distributiivisen Jacobin maéaaritelmésta

[T B WP s ) =0

ja tasta tulosdannolla yhtalo

- / UV T P it fits s fo)
- / ATy 4 TP frts W) frns oo o),
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Ketjusdannon avulla nahdéan

J(fl’ e '7fj—17\11(|f‘2)7fj+17 .- afn)

n

= 22\11’(|f|2)ka(f1, oo Jims fro fias fa)

k=1
= 2U(|f[*)f; Ty,

ja siten edellisistd saadaan

_ /Q YT Pyt frts s fo)
— / P OU(1F2) + 20°2( 1) £2) ;.

Nyt summaamalla kaikki indeksit j saadaan yhtalo

D AU (FO T VAR A

_ / (| f17) + 20°2(1f )| £ )y,

joten arvioimalla Jacobin determinanttia pisteittdin komponenttien gra-
dienteilla saadaan véitteen epayhtalo

| / (| f2) + 202( f )| £12) 7]
Q
S Z/ﬂ|nnn_1qj(|f|2)fj‘](f1a"'>fj—17n7fj+17--'afn)|
j=1

< / 7Vl 1 (L f)ID A
]

Nyt lauseen 4.3.4 ja edellisen lemman arvion avulla voidaan todis-
taa ddrellisen vaannon kuvauksen diskreettisyys ja avoimuus seuraavan
lauseen oletuksilla, jotka itseasiassa ovat kappaleen alussa esitettyjen
paatulosten oletuksia heikompia:

LAUSE 4.3.6. Olkoon f: Q — R" jatkuva, ei-vakio ddrellisen vidn-
nén kuvaus, jolle |Df| € L™log™! Li,e(Q). Jos Ky € L} (Q) jollain

p>n—1kunn>3, tas K; € L (Q) kun n = 2, niin kuvaus f on
diskreetti ja avoin.

TobisTus. Olkoon p se kiinteéd luku, jolle oletuksen mukaan Ky €
LY (), p>n—1tai p=1, kun n = 2. Lauseen 4.3.4 nojalla riittaa
osoittaa, ettd S (f~(y)) = 0 kaikilla y € R". Kéyttdmalld siirret-
tya kuvausta f — y mielivaltaiselle pisteelle y, riittda selvisti nayttad

A (f71(0)) =0.
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Olkoon
1
u(z) = loglog
()

kun 0 < |f(z)] < 1 ja asetetaan muilla z liséksi u(z) = 0. Selviisti

u >0, ja u(r) — oo kun f(z) — 0. Osoitetaan, ettd kun B on pallo
jolle 2B CC €, niin |Vu| € LY(BN{f # 0}), missd g = ~f-Josn =2,
niin ¢ = 1 =n—1, jamuuten ¢ € (n—1,n). Olkoon U = 2BN{f # 0}.
Jatkuvana kuvauksena f on lokaalisti rajoitettu ja siksi voidaan liséksi
olettaa, etté |f| < I pallossa 2B. Nyt suoralla laskulla ketjusdéntod
kayttamalla saadaan

)
gD = [og(1/17)

joukossa {f # 0}, mista vaantoepayhtaloa |Df|" < K;J; ja Holderin
epayhtaloa kiayttamaélla arvioidaan

q Dl JIK}
/U’V“’ < / Fllog? 1/|f| / o170
q n/q—1
; n/q 1 n/q
= / !f|"10g ) / K

n—gq

- '/ ) (/UKP) "

Koska U CC 2, on integraali fU K ]1? oletuksen nojalla aarellista. Riittaa
siis 10ytéaa ylaraja ensimmaiselle integraalille

Vul = | -

| rereetmr
Oletetaan, ettd f on siled funktio, jolloin saadaan tdmé integraali ra-
joitettua, minks jilkeen voidaan approksimoida alkuperiisti f € Wt
ja loytaa siten myos téssa tapauksessa yléaraja:

Kéytetdan lemmaa 4.3.5, jota varten valitaan ¢ > 0 ja lemmassa
esiintyva apufunktio

1 bopa(s) 1
U(t) = ds, missi p.(s) = ——— .
)= 57 /0 STogn(1/s) 05 missd ¢e(s) = o

Kun t > 0, on

V(1) = (1) __n /t @:(s)

2t"/2tlog™(1/t) 2t J, slog"(1/s) %

ja siten
p:(t)

nW(t) + 2t0'(t) = W
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Talloin lemman 4.3.5 arvion mukaan testifunktiolle n € C (2B, [0, 00))
patee

Jre=(1f1)
|1 log™(|.f172)

/ T (U (FP) + 21 PY( ) = / "
2B
< c / | () f ) D

2B

- e (o ([ i)

Selvisti kuvaus . on kasvava ja ¢.(s) < 1 kaikilla s > 0, joten

/ n_ Jree(lfP)
| f1" log™ (| f]~2)

of ( » lwvm'|f{l"fsog<|f\2>(/of'2 %W)))

T L] L S S
: C/( Vil e 1og"1<|f|2>>’

kun [z log™(271) = (n — 1)log™ "V (2~1). Tissi arviossa termit

IA

e o (elf@P)T
T o (£ Tl log™ (7))

ovat lisdksi rajoitettuja kuvauksesta f riippumatta. Alkuperiistda ku-
vausta f koskevasta oletuksesta |Df| € L™log™' L seuraa lisiksi, ettd
f € Whm kaikilla 1 < m < n, joten sitd voidaan approksimoida sileilld
funktioilla my6s néissa avaruuk81ssa Siten jos (f;); € C*(Q,R") o
jono jolle f; — f avaruudessa W'~ 2, niin erityisesti |Df;| — \Df|
normissa || - ||,—12p ja lisdksi Jy, — Jy normissa || - ||12p kuten esi-
merkiksi lemmassa 3.1.5. Edellisten nojalla yllaoleva arvio péatee siten
my0s alkuperiiselle f.

Nyt kiayttdmalla uudestaan vadntoepayhtaloa ja Holderia saadaan
estimaatti

/ n_ Jree(1f?)
£ log™ (1f172)

n—1 (Jfo)nT_l 2y 2L 1
0/23<” vl i e(1/T) "‘1(|f|‘2)>

Jre=(1f1%) /
C / n f V nKn 1
(Lo T o717 Vil

IN

IN
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eli potenssiin n korottamalla ja jakamalla ensimmaisen integraalin po-

tenssilla Troulf] 2)
n fPe n o n—1
n VIR SC/ Vn|" K7™
L s <€ L v

Ottamalla raja-arvo tastd kun ¢ — 0, saadaan monotonisen konver-
genssin lauseen nojalla

Jf / —1
R ———ed e
/U” Frtog (12 = € J,, VMK

silla nyt ¢. — 1. Valitsemalla testifunktio n € C&(2B,[0,00)), jolle
n = 1 pallossa B, seuraa tasta nyt

q

/m IVt < c(/w |vn|nK;—1)”il(/23 ng)"; < oo.

Olkoon nyt ¢ € CF(B,0,2]), jolle <p|%B =2, ja kaikilla k € N

up(z) = p(z) min (log lOg<W1x)|)’ k),

jolloin tiedosta Vu € LI(U N B) seuraa uy, € Wy%(B). Lisiksi kaikilla
k on tasaisesti
IVulle.s < [[Vullguns < C
ja ug on selvésti jatkuva, joten lemmojen 1.3.8 ja 1.3.10 nojalla saadaan
1 C
HL(FH0)N §B) < HLx € B:up(r) > k) < PP 0.
Tallsin myds 2 (f~1(0)N35B) = 0, silld Hausdorffin mitalle #%(A)
0 tdsmélleen kun 2% (A) = 0. Téstd seuraa selvisti 221 (f~1(0)) =
ja vaite on todistettu.

0,

O

LAUSEIDEN 4.3.1 JA 4.3.2 TODISTUS. Muistetaan huomautus 3.0.9
ja lemma 3.3.4, joiden mukaan oletuksesta f & I/Vi): tal siita etta
vaantofunktio Ky on eksponentiaalisesti integroituva seuraa |[Df| €
L™log™" Lyy.. Toisaalta jos a®s € LL_ jollain a > 1, niin K; € L} kai-
killa p € [1,00). Siten ndmaé lauseet seuraavat suoraan lauseesta 4.3.6.

t

HuomAuTUS 4.3.7. (1) Diskreettisyyden ja avoimuuden kan-
nalta rajatapaus Ky € L" ! kun n > 3 ddrettdman vAinnon
kuvaukselle f € W™ on osittain ratkaisematta; on mahdollis-
ta konstruoida vastaesimerkki, ei-vakio ja ei-diskreetti darelli-
sen vaannon Lipschitz-kuvaus f siten, ettd K, € L"' n > 3.
Kysymys kuvauksen avoimuudesta on kuitenkin yha avoin. Ta-
vallisimmat todistukset niille ominaisuuksille takaavat yleen-
sé molempien voimassaolon, ja siten mahdollisen avoimuuden
nayttaminen vaatisi erilaisen lahestymistavan diskreettisyyden
epaonnistuessa.
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Tapausten Ky € L' ja Ky € L" 't vilissi olevien Zyg-
mundin avaruuksien asetelmassa kysymys diskreettisyydesta
ja avoimuudesta on myds avoin: Jos K; € L™ !log® L, niin d4-
rellisen viannon ei-vakio kuvaus f € Whm, n > 3, on diskreetti
ja avoin kaikilla a > n(n—2). Jos & < n—2, niin ominaisuudet
eivit valttdméatta ole voimassa. Tilanteessa a € [n—2,n(n—2)]
kysymys on vield ratkaisematta.

Oletetaan lauseen 4.3.1 kuvaus f liséiksi homeomorfismiksi alu-
een () reunan lahelld, tai vaihtoehtoisesti etté pisteen alkuku-
vien maarad on tasaisesti rajoitettu. Talloin voidaan osoittaa,
ettd kuvaus f on vélttamatta vakio tai diskreetti ja avoin myos
rajatapauksessa Ky € L™ kun n > 3.

Jatkuvuuden, diskreettisyyden ja avoimuuden nojalla riittéi-
si lauseen 4.3.1 kuvauksen lokaalia homeomorfisuutta varten
osoittaa, ettd pisteen alkukuvia on vain yksi jossain pienessé
mielivaltaisen pisteen ympéristossa; Jos on kompakti joukko
K C Qsiten, etta f~1(f(z))NK = {z} kaikillaz € K, niin tal-
16in f|x on bijektio ja siis homeomorfismi. Itse asiassa voidaan
osoittaa, ettéd lauseen oletukset tayttaville ei-vakiolle kuvauk-
selle on pisteen alkukuvien mééara lokaalisti rajoitettu: Kaikilla
kompakteilla K C Q on mg € N, jolle card f~(f(z)) N K <
my kaikilla ¢ € K. Lokaalin homeomorfisuuden kannalta erit-
tain mielenkiintoinen kysymys on, millé liséoletuksilla kuvauk-
sesta f tai sen differentiaalista Df voitaisiin osoittaa téssa
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