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Tiivistelméa
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vyys valinta-aksiooman kautta (engl. The Equivalence of the Genereralized
Continuum Hypothesis and the W-hypothesis through the Aziom of Choice),
matematiikan sivuainetutkielma, 91. s., Jyvéskyldn yliopisto, Matematiikan
ja tilastotieteen laitos, syksy 2014.

Téssd tutkielmassa todistetaan, ettd yleistetty kontinuumihypoteesi ja N-
hypoteesi ovat yhtépitdavid joukko-opin Zermelon ja Fraenkelin mukaisessa
aksiomatisoinnissa. Pééttely esitetddn Rubinin ja Sierpinskin lauseiden to-
distusten kautta. Niistd ensimmaéiisen mukaan valinta-aksiooma seuraa N-
hypoteesista, ja jalkimmaéisen perusteella yleistetty kontinuumihypoteesikin
implikoi valinta-aksiooman. Léhtien kummasta tahansa hypoteesista saadaan
siis valinta-aksiooma kayttoon, ja tétd kautta tutkielman paédvéite on suora-
viivainen todistettava.
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1 Johdanto

Téamén tutkielman tarkoituksena on perustellen selvittdé, miten kolme ak-
siomaattisessa joukko-opissa keskeistd tulosta, nimittédin valinta-aksiooma,
yleistetty kontinuumihypoteesi ja X-hypoteesi, kytkeytyvéat toisiinsa Zermelo-
Fraenkel(ZF)-aksioomajérjestelméssi. Néistd ensiksi mainittu eli valinta-
aksiooma muodostaa ZF-aksioomiin liitettyné ja predikaattilogiikan kieleen
perustuvaan formalisointiin valjastettuna niin sanotun ZFC-teorian, joka on
yleisesti hyvéksytty tapa rakentaa modernin matematiikan muodollinen pe-
rusta. Jotta tdma& perusta olisi ehed, on sille 16ydyttdva yhtyméakohtansa
matematiikan eri osa-alueiden menetelmisséd ja ldhtokohdissa. Néin onkin:
esimerkiksi alkeisjoukko-opillisilla tuloksilla, joita on ldsn&d miltei jokaises-
sa matematiikan kirjallisuudessa esitettdvissad todistuksessa, seké toisaalta
induktio- ja rekursioperiaatteiden kaltaisilla todistusmenetelmilld on muo-
toilunsa ja todistuksensa ZFC-teoriassa.

Aksiomaattisen joukko-opin voidaan katsoa[l] syntyneen 1800-luvun lopul-
la, kun vallitseva ymmaérrys ddrettomyydestd mullistui taysin. Saksalainen
matemaatikko Georg Cantor (1845-1918) todisti vuonna 1873 kuuluisan dia-
gonaaliargumenttinsa avulla, ettd reaalilukujen joukko on ylinumeroituva.
Né&in avautui kokonaan uusi erilaisten darettomyyksien ja ylipddtéaan déret-
tomén tarkastelun kirjo maailmantilanteessa, jossa matemaatikot olivat paa-
osin tottuneet pitdmédn ddrettomyyttd merkinnéllisend tai saavuttamatto-
mana objektina. Ei aihe kuitenkaan téysin vaille tarkastelua ollut jaéanyt his-
toriassakaan, silld esimerkiksi numeroituvuuden olemusta oli pohdittu sitten
Galileo Galilein (1564-1642) paivien. Himmennysta oli herdttanyt esimerkik-
si (modernin matematiikan késittein ilmaistuna) yhtd mahtavien numeroitu-
vien joukkojen olemassaolo — seikka, jota pidettiin vield 1800-luvun puolen
vilin tienoilla paradoksaalisena ja joka vaikeutti tsekkildisen matemaatikon
Bernard Bolzanon (1781-1848) joukko-opin teoriankehittelyé.

Vaikka &ddrettomyyden olemusta oli siis jonkin verran pohdittu ja vaikka
muun muassa Bolzanon tyon jilki ndkyy vield nykypaivandkin esimerkiksi
joissain joukko-opillisissa merkinndissé, vasta Cantorin ldhtokohdat aloitti-
vat tien adrettomyyden ymmértdmiseen ja sitd kautta joukko-opin kivija-
lan perustamiseen. Cantor kehitti muun muassa niin sanotut ordinaali- ja
kardinaaliluvut laskusédéntoineen ja jérjestyksineen. Nuo késitteet antoivat
tyokalut erilaisten dérettomyyksien karakterisointiin. Joukko-oppi muodos-
tui erddnlaiseksi opiksi ddrettomyyksistd; monet sen ongelmat pelkistyvit
triviaalilla tai vahintddn lukuteoreettisella tarkastelulla ratkeaviksi, jos ra-
joitutaan tarkastelemaan dérellisid joukkoja.



Cantorin aikaansaannosten myoté herési monia kysymyksid. Nédiden kuvaa-
miseksi muistutetaan lukijaa joukkojen mahtavuuden kisitteestd. Sanotaan,
ettd joukot ovat yhtd mahtavia, jos niiden vélilld on bijektio. Luonnollis-
ten lukujen joukon N kanssa yhtd mahtavia joukkoja sanotaan numeroitu-
viksi, ja joukkoja, jotka ovat ddrettomid mutta eivdt yhtd mahtavia kuin
N, sanotaan ylinumeroituviksi. Kaikki joukot voidaan pyrkid karakterisoi-
maan sen mukaan, miké on niiden mahtavuus. Karkeasti ilmaistuna Cantorin
kardinaaliluku-késite vastaa suoraan néité erilaisia “mahtavuusluokkia”. Jos
nyt maéritelldan, ettd numeroituvien joukkojen mahtavuus on ensimmaéainen
aareton kardinaaliluku ja seuraava mahdollinen mahtavuus on toinen &éretén
kardinaaliluku, niin vastaako tuo toinen adéreton kardinaaliluku reaalilukujen
joukon R mahtavuutta? Kysymykselld on siséltod, silld edelld mainitun Can-
torin suuren tuloksen nojalla tuo seuraava, erisuuri mahtavuus on todellakin
olemassa. Jos vastaus kysymykseen on kielteinen, niin on olemassa jokin va-
lijoukko, joka on mahtavuudeltaan aidosti luonnollisten lukujen joukon ja
reaalilukujoukon vilissd. Koska voidaan helposti osoittaa, ettd R on yhté
mahtava luonnollisten lukujen joukon kaikkien osajoukkojen joukon eli N:n
potenssijoukon P(N) kanssa, voidaan yhtépitavisti miettid, onko olemassa
joukkoa, joka on mahtavuudeltaan joukkojen N ja P(N) mahtavuuksien va-
lilld. Ja jos on, niin montako vélijoukkoa 16ytyy eli monesko d#reton kar-
dinaaliluku tuo joukon P(N) mahtavuus oikeastaan onkaan? Yrityksistdén
huolimatta Cantor ei onnistunut todistamaan, ettei edelld hahmoteltuja vi-
lijoukkoja ole olemassa. Teoreeman sijasta tuloksesta tulikin olettamus ja sité
alettiin kutsua kontinuumihypoteesiksi.

Cantorin tyo oli osavastuussa 1900-luvun alussa herénneestéd tarpeesta nos-
taa joukko-oppi epdmuodollisesta, intuiviitisesta ldhestymistavasta ja luoda
sille tarkka perusta. Havahduttiin esimerkiksi kysymaéaan, mika oikeastaan
on joukko. Tdhé&n ongelmaan liittyy olennaisesti niin sanottu Russelin para-
doksi: Siséltdaako joukko, joka koostuu kaikista niistéd joukoista, jotka eivét
sisélld itseddn alkiona, itsensé alkiona? Saksalainen Ernst Zermelon (1871-
1953) ja saksalaissyntyinen Abraham Fraenkelin (1891-1965) kehittivat 1900-
luvun alkupuolella ldhestymistavan, jossa joukko-opin pohjaksi otetaan yh-
deksén aksioomaa ja teoria kehitetddn tarkasti méadriteltyjen logiikan me-
netelmien avulla naistd aksioomista. N&in syntynyttd niin sanottua aksio-
maattista joukko-oppia kutsutaan Zermelo-Fraenkel-teoriaksi tai lyhennetty-
néd ZF-teoriaksi ja edelld mainittua yhdeksédéd aksioomaa ZFC-aksioomiksi.
Kirjainlisdys C lyhenteeseen ZF' tulee aksioomista viimeisestd eli valinta-
aksioomasta (AC, engl. Aziom of Choice), johon palataan tuonnempana.
Jos C jéatetddn pois lyhenteesté eli puhutaan ZF-aksioomista, viitataan kah-



deksaan ensimmaéiseen joukko-opilliseen aksioomaan. Zermelon ja Fraenke-
lin aksiomaattinen joukko-oppi on, kuten tdmén johdannon alussa todettiin,
modernin matematiikan hyvéaksytty perusta. Se kykenee vélttamaan Russel-
lin paradoksin kaltaiset ongelmatilanteet kieltdmaélla huonosti kayttaytyvien
systeemien luokittelun joukoiksi. Liséksi Cantorin alkujaan epdmuodollisem-
paan tapaan esitetyt mahtavuustarkastelut voidaan siirtda ZFC-teoriaan.

Useimmat ZFC-jarjestelmén aksioomista ovat — jos nyt ei maailmaa aivan
adarimmaisen kriittisesti tarkastella — intuitiivisesti ajateltuina varsin selvi.
Esimerkiksi aksiooma (Ax1) kertoo karkeasti ilmaistuna, ettd samat alkiot
kuuluvat samoihin joukkoihin, ja aksiooman (Ax5) mukaan joukon potens-
sijoukko on joukko. Valinta-aksiooma on sanomaltaan epétriviaalimpi, ja se
esitetdéinkin yleensé erilladn kahdeksasta ZF-aksioomasta. Sen sisélté on ha-
vainnollisesti ilmaistuna seuraava: Olkoon ensinnékin / jokin epétyhjé indek-
sijoukko. Jos {As}aer on perhe epétyhjia joukkoja, niin valinta-aksiooman

mukaan on olemassa funktio f: I — (J,o; Aa siten, etté

fla) € Ay kaikillaa € I. (1)

Aksiooman joukko-opillinen muotoilu on jonkin verran erilainen (ks. luku
2.2.2). Valinta-aksiooman merkityksellisyys tulee ilmi tapauksessa, jossa in-
deksijoukko I on #sreton. Adrelliselle indeksijoukollehan ehdon (1) mukainen
valintafunktio on helppo konstruoida. Mutta jos I todellakin on d4reton, niin
aksiooma lupaa, etté téssédkin tapauksessa on olemassa yksikésitteinen tapa
liittaa jokaiseen I:n alkioon « vastaavan joukon A, alkio. Témaé liittdminen —
tai valinta — tehdéén vieldpa kaikille indeksijoukon I alkioille samanaikaisesti
eiké esimerkiksi niin, etté jollain tietylld muuttujan arvolla a valinta edellyt-
téisi tietoa joistain aiemmista valinnoista, joista f(«) sitten konstruoitaisiin.

Monet matematiikan perustyovilineet kuten induktio- ja rekursioperiaate
eiviat vaadi valinta-aksioomaa toimiakseen vaan ne voidaan todistaa ZF-
jarjestelmén siséltd. Matematiikan eri osa-alueisiin sisdltyy kuitenkin pal-
jon tarkeitd tuloksia, jotka eivit ilman valinta-aksioomaa todistu. Téllaisia
ovat esimerkiksi topologiassa erittdin keskeinen Bairen kategorialause ja si-
td kautta funktionaalianalyysin piirisséd esiintyvd Banach-Steinhausin lause.
Valinta-aksioomaa itsedén kenties jopa tunnetumpaa ja sen kanssa yhtéapité-
véad Zornin lemmaa puolestaan tarvitaan muun muassa takaamaan, etté jo-
kaiselle vektoriavaruudelle on olemassa Hamelin kanta eli lineaarisesti riippu-
maton virittdjajoukko. Naméa esimerkit havainnollistavat valinta-aksiooman
olennaista mutta toisaalta myos erillistd asemaa modernin matematiikan ki-
vijalassa eli ZFC-jérjestelméssa.



Tutkielmassa estradilla olevista kolmesta tarkeéstéa tuloksesta — tai oikeam-
min ilmaistuna olettamuksesta — kaksi jéljelldolevaa liittyvét olennaisesti
joukkojen mahtavuuksien luokitteluun. Edella kuvattu kontinuumihypotee-
si on erikoistapaus toisesta péadolettamuksesta eli yleistetystd kontinuumi-
hypoteesista (GCH, engl. Generalised Continuum Hypothesis). Karkeasti il-
maistuna (GCH) kertoo, ettei ole olemassa joukkoa, joka olisi mahtavuu-
deltaan aidosti ddrettémén joukon ja sen potenssijoukon mahtavuuksien vé-
lissd. Sana yleistetty viittaa siihen, ettei ole rajoituttu tarkastelemaan vain
numeroituva-ylinumeroituva -asetelmaa vaan joukot voivat olla kuinka késit-
tamattomén suuria tahansa. N-hypoteesi, joka on saanut nimensd heprean
kielen aakkosten ‘alefiksi’ lausutun ensimmaéisen kirjaimen mukaan, ldhes-
tyy samaa mahtavuusrajausta hieman eri kautta. Niin kutsuttu RN-funktio
tavallaan listaa suuruusjarjestyksessa joukkojen mahtavuuksia kuvaavat or-
dinaaliluvut. X-hypoteesin sanoma on, etté tiettyn mahtavuus-ordinaalin po-
tenssijoukon mahtavuus saadaan yksinkertaisesti N-funktion kiinnittdméssé
jarjestyksessé seuraavana mahtavuutena.

Edelliset kuvaukset ovat huomattavan epaméériisia. Niiden tarkentaminen
vaatii aksiomaattisen joukko-opin peruskésitteiston esittelyé, joka tehdéaén
luvussa 2. Luvussa 3 todistetaan ensin kuuluisa Rubinin lause, jonka mukaan
N-hypoteesista seuraa ZF-jirjestelmésséd valinta-aksiooma. Rubinin lauseen
avulla sitten osoitetaan, ettd yleistetty kontinuumihypoteesi voidaan todis-
taa olettamalla Z F-aksioomien lisdksi N-hypoteesi. Luvun 4 péaétavoite on
todistaa niin kutsuttu Sierpinskin lause eli tulos, jonka mukaan (GCH) impli-
koi valinta-aksiooman. Téaté lausettd kdytetdén sitten todistamaan, ettd ZF-
jarjestelméstd (GCH):lla liséttynd voidaan padtelld W-hypoteesi. Luvussa 5
luonnostellaan tarkasteltujen olettamusten voimasuhteita.

Taméa sivuainetutkielma on kirjoitettu kesélld vuonna 2014 Jyvaskyldssa.
Tutkielman ohjaaja on yliopistonopettaja Lassi Kurittu.

Jyvaskylassa 20.8.2014

Anna Kausamo



2 Valmisteluja

Téssé tutkielmassa esiintyvé joukko-opin aksiomatisointi merkintdineen ja
asioiden esitystapa on lédhteen [2] mukainen. Kéyd&én sen perusteet kuiten-
kin lyhyesti lépi, jotta teksti olisi mahdollisimman helposti myos kyseiseen
materiaaliin perehtyméattéman lukijan seurattavissa.

2.1 L&ihtokohtia predikaattilogiikasta

Aksiomaattisen joukko-opin perustana on predikaattikieli[3] £(S), jonka sym-
bolijoukko koostuu ainoastaan yhdesté kaksipaikkaisesta predikaattisymbo-
lista P?. TAm& symboli kuvaa muuttujien vilistd joukkoinkluusiota ja siité
kaytetddn yleensa tavallisesta matematiikasta tuttua merkintdd €. Siis muut-
tujasymboleille z ja y merkintd P2(z,y) kirjoitetaan = € y. Kielen muuttu-
jille on varattu kirjaimet z,y, z ja vakioille u, v, w; erottelussa kiaytetaan pai-
koin alaindeksejé, mikéli vakioita tarvitaan enemmaén. Kirjaimet a, b, ¢, d, f, g
vastaavat asiayhteydesté riippuen muuttujia tai vakioita, ja valinta on aina
kirjoitettu ndkyville. Kirjaimen f kéyttoon liittyy tietenkin vaara, ettéd se
sekoitetaan predikaattilogiikan epétotta kaavaa merkitsevéain tdysin samaan
symboliin. Asiayhteydesté pitéisi kdyda kuitenkin selviksi, milloin tarkoite-
taan vakiota tai muuttujaa.

Kielen £(S) kaavoja merkitadn kreikkalaisilla aakkosilla ¢, 1, p. — jélleen
alaindeksja kaytetddn erotteluun. Muistetaan téssd kohtaa predikaattilogii-
kan piirissd yleisesti esiintyvista sijoituksesta: merkitéédn kielen £(S) kaavalle
¢, muuttujalle z ja muuttujalle tai vakiolle a symbolilla S?(y) kaavaa, jo-
ka syntyy, kun korvataan kaavassa ¢ muuttujan x vapaat esiintymét a:lla.
Témén sijoituksen tarkka médritelmé on ldhteessd [3]. Vastaavaan tapaan
voidaan mééritelld sijoitus KZ(p), joka muuttujille = ja z sekd kielen £(5)
kaavalle ¢ tarkoittaa kaavaa, jossa kaikki x:n sidotut esiintymét on korvattu
z:1la. Sovitaan vield, ettd KZ(p) = ¢. Aksiomaattisen joukko-opin muotoi-
lussa ja perustulosten todistamisessa tarvitaan kahta néistd hieman poikkea-
via sijoitusta. Ensimmaéistd néistd merkitddn ¢,(a) ja sen mééritelmén on
seuraava:

Maéiritelmé 2.1 Olkoon ¢ kielen L(S) kaava, x muuttuja ja a muuttuja tai
vakio. Olkoon lisiksi y muuttuja, joka el esiinny kaavassa . Asetetaan

(@) SE(p) , jos a on vakio
z\Q) =
4 S(Ky(e)) , jos a on muuttuja.

Ndin syntyy yksikdsitteisesti mddaritelty kaava, silld kaavalle ¢ sijoitukset
K (p), Sa(K;(v)) ja S;(p) ovat yksikdsitteisesti mddriteltyjd kaavoja.[3]
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Intuitiivisesti ajateltuna kaava ¢, (a) syntyy siis siten, ettd kaavassa ¢ kor-
vataan ensin, jos a on muuttuja, a:n mahdolliset sidotut esiintymét muuttu-
jalla y, ja néin syntyvéssid kaavassa muutetaan z:n vapaat esiintymét a:ksi.
Jatkossa tullaan tarvitsemaan vield tdmén sijoituksen laajennusta, jota mer-
kitddn eri muuttujille z, y ja muuttujille tai vakioille a, b symbolilla ¢, ,(a, b).
Intuitiivisesti ajateltuna téssd sijoituksessa korvataa ensin a:n ja b:n (mah-
dolliset) sidotut esiintymaét joillakin muilla eri muuttjilla, joista kumpikaan
ei ole x tai y, ja néin syntyvissé kaavassa muutetaan x:n vapaat esiintymét
a:ksi ja y:n vapaat esiintymét b:ksi. Tarkka méaéritelmé on alla.

Maéritelmé 2.2 Olkoon ¢ kielen L£(S) kaava, x ja y eri muuttujia sekd a
ja b muuttujia tai vakioita. Olkoot lisiksi z ja w eri muuttujia, jotka eivit
esiinny kaavassa . Madritellddin sijoitus ¢, ,(a,b) asettamalla

SE(SY(9)) , jos a ja b ovat vakioita
(a.b) = SY(SE(KZE(9))) , jos a on muuttuja ja b vakio
Paylh B = ST(SY(KY(¥))) , jos b on muuttuja ja a vakio

ST(SYKY(KE(p)))) , josa jab ovat muuttugia.

Seuraavaksi tarkastellaan hieman padttelyprotokollaa. Kéytetain merkintaé
Fr ¢ kuvaamaan tilannetta, jossa ¢ on looginen teoreema eli péadteltavissa
predikaattilogiikan viidestd aksioomasta. Joukko-opin formalisoinnissa ndihin
aksioomiin lisdtdéan perusoletuksia, joita on ZF-jirjestelméssé kaiken kaikki-
aan kahdeksan ja joita jatkossa kutsutaan joukko-opin aksioomiksi. Namé
aksioomat, joita merkitddn (Ax1),..., (Ax8), esitellddin seuraavassa alaluvus-
sa. Merkitdan nyt symbolilla - ¢ tilannetta, jossa kaava ¢ on paditeltdvissé
predikaattilogiikan aksioomista, joihin on lisédtty joukko-opin aksioomat eli
tarkalleen ottaen oletuspééttelyé

(Ax1),...,(Az8) L ». (1)

Jos ehto (1) toteutuu, niin sanotaan, ettd kielen £(5) kaava ¢ on joukko-
opillinen teoreema tai yksinkertaisesti teoreema. Teoriankehittelyn kannalta
olennaista on selvittédé, milloin néin on asian laita. Tésséd auttaa huomatta-
vasti predikaattikielten taydellisyyslause, jonka mukaan jokainen predikaat-
tikielen £(S) validi kaava on teoreema. Jos siis oletetaan, ettd on olemassa
kielen £(.S) malli m ja malliin m liittyva totuusarvofunktio ¢,, siten, etté

t,((Axi)) = 1 kaikilla ¢ € {1,...,8}, (2)

niin koska joukko-opin aksioomat esitetdén suljetussa muodossa, riittas past-
telyn (1) pétevaksi ndyttdmiseen osoittaa, ettéd
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missé P on kaava ¢ esitettyné suljetussa muodossa eli siten, etté siiné esiin-
tyvat vapaat muuttujat on korvattu mielivaltaisilla vakioilla. Jatkossa olete-
taan, ettd ehdon (2) tdyttava malli m on olemassa ja toimitaan malliin liitty-
van totuusarvofunktion, jota merkitadn yksinkertaisesti ¢:114, kautta. Tamén
oletuksen paikkansa pitdvyyteen palataan luvussa 5.

2.2 L&ahtokohtia aksiomaattisesta joukko-opista
2.2.1 Perustietoja ja merkint6ja

Téamén tutkielman seurattavuuden edellytyksené on, etté lukija tuntee aksio-
maattisen joukko-opin perusteet tarkkuudella, jolla ne on esitelty Takeutin
ja Zaringin aksioomaattista joukko-oppia kisittelevin kirjan (1dhde [4]) lu-
vuissa 1-11. Koska on erittdin olennaista kyetéd toteamaan, ettd esiteltavit
paattelyt voidaan tehda kéyttden pelkéstdén aksioomia (Ax1)—(Ax8), ovat
esitettiavat todistukset padosin varsin yksityiskohtaisia. Samasta syysté to-
distuksissa on useita suoria viittauksia ldhteen [4] tuloksiin, silla tarvittavan
rakennelman alusta alkaen luominen ei yhden tutkielman mittakaavassa ole
mahdollista. Kun viitataan liahteen [4] lauseeseen X, kdytetddn merkintaa
TZX. Sana ‘lause’ vastaa siis kyseisen kirjan ‘teoreemaa’ (engl. theorem),
mutta nyt sana ‘teoreema’ on varattu luvun 2.1 mukaisesti muuhun tarkoi-
tukseen eiké sité siis tdssd yhteydessd kdytetd. Viitattaessa lihteen [4] lukuun
X kéytetadn merkintdd TZIX, ja sivua X vastaa lyhenne TZsX.

Aksiomaattisen joukko-opin peruskéisitteisto on suurilta osin teoksen [4] mu-
kainen, mutta erojakin on. Seuraavaksi listataan ndméa mahdollisesti erilaiset
merkinnét ja lyhenteet, minkéa jdlkeen esitellidn ZFC-aksioomat. Téssé lis-
tauksessa, kuten myos jatkossa esitettédvissd todistuksissa, kidytetddn yhté-
suuruusmerkkis = tarkoittamaan merkintdid eiké vaikkapa joukkojen vélisté
suhdetta. Yhtdsuuruusmerkki = ei siis kuulu tésséd muotoiltavaan aksiomaat-
tisen joukko-opin termistoon vaan esimerkiksi merkintd A = {z | * € B}
tarkoittaa lausumaa: “Merkitadn A:lla luokkaa {z | € B}”. Usein yhtésuu-
ruusmerkin edessé kaytetddn kaksoispistettd korostamaan, ettéd kyseessd on
merkinnin esittely ja ettd merkin := vasemmalla puolella on nimenomaan
lyhenne, jota aiotaan kéyttdd, ja oikealla puolella kielen £(.S) sana (tai jo
médritelty lyhenne), jota (edelleen) lyhennetéén.

Edelisessd alaluvussa esitellyn sopimuksen mukaisesti oletetaan, ettd x,y, z
ovat muuttujia ja a, b, ¢ muuttujia tai vakioita. Ilmeisené lisdoletuksena on,
ettd jos a:n, b:n tai c:n suhteen kvantifioidaan, on kvantifiointisymboli véista-
méattd muuttuja. Kdytetdan nimitysta termi kuvaamaan luokkaa, muuttujaa



tai vakiota. Olkoot seuraavaksi esiteltdavad lyhenteiden luetteloa varten A, B,
Fja R termejé. Oletetaan vield, etteivit muuttujat z, y ja z esiinny termeis-
sd A, B, F tai R. Jotta merkinnét vastaisivat paremmin intuitiota, kdytetdan
yleensé termeisté, joihin liitetddn funktioille tyypillisid ominaisuuksia, mer-
kintaa F, ja relaatioista merkintdd R. On kuitenkin téarkedd huomata, etté
myos néissd tapauksissa médritelmid voidaan soveltaa mielivaltaiselle ter-
mille. Merkintédtavan valinta on siis vain tulkintaa helpottava eiké suinkaan
tarkastelua rajaava. Jos jokin termi on merkintdjen sovellustilanteessa jopa
joukko, niin merkintdén liitettyihin nimiin voidaan jatkossa sanan luokka ti-
lalle vaihtaa sana joukko. Esimerkiksi jos luokasta F'(A) tiedetdén, ettéd se on
joukko, niin voidaan luokkaa sanoa yhté lailla A:n kuvaluokaksi luokassa F
tai A:n kuvajoukoksi luokassa F'. Muitakin ominaisuuksia sanan luokka pai-
kalle voidaan liittda — esimerkiksi puhua joukon a kuvajoukosta funktiossa
F jos tiedetdén, ettd F' on funktio — mutta tdmaé ei aiheuttane sekaannusta.

Joukkojen yhtenevyys:
Ax B :=Vzjre A<z € BJ.

Jos kaava A ~ B on teoreema, niin sanotaan, ettd luokat A ja B ovat yh-
tenevid. Jos kaava = A = B on teoreema, niin sanotaan, ettd luokat A ja B
eivit ole yhtenevid. Kaavaa - A &~ B merkitdin myo6s symbolilla A % B.

Joukko: Merkitain
M(A) = Fzfz = 4]
Jos kaava M(A) on teoreema, niin sanotaan, ettd A on joukko.
Osaluokka:
ACB:=Velre A—z e B|.
Sanotaan, ettd A on luokan B osaluokka tai (jos A on joukko) osajoukko, jos
kaava A C B on teoreema.
Aito osaluokka:
ACB:=ACBANA#%RB.
Sanotaan, ettd A on luokan B aito osaluokka tai (jos A on joukko) aito os-

ajoukko, jos kaava A C B on teoreema.

Potenssiluokka:
P(A) :={x | x C A}.



Luokkaa P(A) sanotaan luokan A potenssiluokaksi.

Yhdiste: Merkitaan

AUB:={z|z€AVz e B} ja
Ua:={z | ylyec ANz €yl}.

Luokkaa A U B sanotaan luokkien A ja B yhdisteeksi ja luokkaa U, luokan
A yhdisteeksi.

Jarjestamiton pari:

{a,b} ={z |z ~=aVax=Db}.

Yksio:
{a} :={a,a}.

Jarjestetty pari:

(a,b) := {{a},{a, b}}.

Karteesinen tulo:
Ax B:={x|Jadblac ANa € BAz=={ab)},

missé a ja b ovat eri muuttujia. Luokkaa A x B kutsutaan luokkien A ja B
karteesiseksi tuloksi. Luokan A karteesista tuloa itsensid kanssa eli luokkaa
A x A merkitdin my6s symbolilla A2

Kaikkien joukkojen luokka:
Vi={z|z~zx}.

Relaatio:
Rel(A) == AC V2,

Jos kaava Rel(A) on teoreema, niin sanotaan, ettd A on relaatio. Liséksi
merkitddn

aRb = (a,b) € R.
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Kaanteisluokka:
A = {r | y32[{y,2) € ANz =~ (2,9)]},

missd ¥ ja z ovat eri muuttujia. Luokkaa A~! sanotaan luokan A kiifinteis-
luokaksi.

Jarjestiava minimaalirelaatio: Merkitdan
R JRel A := Rel(A) AN\VaVy[[xr € ANy € A] = [xRyV z =~y V yRz||
ja
R Min A:=Wy[ly C ANy 20| — [z ey Ayn R ({z}) = 0]].
Naiden avulla asetetaan

RJMin A:=R JRel ANR Min A.

Jos kaava R JRel A on teoreema, niin sanotaan, ettd R on jarjestévé relaatio
luokassa A. Edelleen, jos kaava R Min A on teoreema, niin sanotaan, etti R
on minimaalirelaatio luokassa A. Lopulta, jos kaava R JMin A on teoreema,
niin sanotaan, ettd R on jérjestdvd minimaalirelaatio luokassa A.

Jarjestysrelaatio: Merkitéaén:

R Or A :=VaVyllx € ANy € A] = [zRy <> -z =y V yRz]]]A
VaVyVz[[r € ANy € ANz e Al — [[xRy NyRz] — zRz]].

Jos kaava R Or A on teoreema, niin sanotaan, ettd R on jirjestysrelaatio
luokassa A.

Osajoukkoon periytyvia minimaalirelaatio: Helposti ndhdaén, ettéa
F[R JMin ANBC Al — RN B* JMin B. (1)

Jos kaava R JMin A A B C A on teoreema, niin luokkaa R N B? kutsutaan
ehdon (1) mukaisesti luokan A jarjestdvistd minimaalirelaatiosta R osajouk-
koon B periytyviksi jarjestdaviksi minimaalirelaatioksi.

Alkusegmentti: Sanotaan, etti luokka ANR™({a}) on joukon a ja luokan
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R maaraama alkusegmentti tai a:n R-alkusegmentti luokassa A.

Funktio: Merkitdin eri muuttujille z, y ja z
Un(F) :=VaVyVz[[(x,y) € FA(z,2) € F] =z = y].

Jos kaava Un(F’) on teoreema, niin sanotaan, ettéd luokka F' on yksiarvoinen.
Edelleen merkitaan
Fne(F) :=Un(F) A Rel(F)

ja sanotaan, ettd I’ on funktio, mikéli kaava Fnc(F') on teoreema.
Maarittelyluokka ja arvoluokka: Olkoot x ja y eri muuttujia. Merkitdén

W(F) ={y | Fz[(z,y) € FI}  Ja
D(F) =A{z | Jyl[(z,y) € F}.

Sanotaan, ettd luokka W(F') on luokan F' arvoluokka, ja etté luokka D(F')
on luokan F' méarittelyluokka.

Rajoittumaluokka: Merkitaan
FrA:=FnNn(AxYV)
ja sanotaan, ettd F™ A on luokan F rajoittuma luokkaan A.
Kuvaluokka: Merkitédan
F(A) =W(FTA)
ja sanotaan, ettd F'(A) on luokan A kuvaluokka luokassa F'.
Kuvapiste: Merkitdan
Fla] :=={x | Iyl € y Aa,y) € FI A Fiz[(a, 2) € F]}

ja sanotaan, ettd F'[a] on luokan F' arvo pisteessd a tai joukon a kuvapiste
luokassa F'. On syytd huomata, ettd kuvapistemerkinté eroaa “tavallisen ma-
tematiikan” merkinnésté, joka puolestaan muistuttaa téssé esitettdvin muo-
toilun kuvaluokkamerkintéa.

Yhdistetty luokka: Merkitaan
Ao B:={a | Jzdy3zla = (x,z) A (z,y) € AN (y,2) € B]}
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ja sanotaan, ettd luokka A o B on luokkien A ja B maardamé yhdistetty
luokka.

Luokassa mééritelty funktio: Merkitiaéan
F FnA:=Fnc(F)ND(F)~A.

Jos kaava F' F'n A on teoreema, niin sanotaan, ettd F on luokassa A mééri-
telty funktio.

Luokkien vilinen funktio: Merkitaan
F:A—-B:=FFnAANW(F)CB.

Jos kaava F': A — B on teoreema, niin sanotaan, ettd F' on funktio luokalta
A luokkaan B.

Injektio: Merkitdan eri muuttujille z, y ja z
F:AS B:=F:A— BAVaVVz[[(z,2) € FA(y,2) € F] >z ~y].

Jos kaava F : A5 B on teoreema, niin sanotaan, ettd F' on injektio luokal-
ta A luokkaan B.

Surjektio: Merkitdéan

F:A— B=F:A—-BANW(F)~B.

onto

Jos kaava F': A — B on teoreema, niin sanotaan, ettd F' on surjektio luo-
onto

kalta A luokkalle B.
Bijektio: Merkitain

F-AS VvV =F-AYBAF:4 > B.

onto onto

Jos kaava F: A = Bon teoreema, niin sanotaan, ettd F' on bijektio luokal-

onto

ta A luokkaan B.

Relaatiosysteemi: Merkitdan

Relu(R) == R C A%
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Jos kaava Rel4(R) on teoreema, niin sanotaan, ettd pari (A, R) on relaatio-
systeemi ja ettd R on relaatio luokassa A.

Isomorfismi: Olkoot F, A;, Ay, R; ja Ry luokkia sekd z ja y muuttu-
jia, jotka eivét esiinny naisséd luokissa. Merkitdan

F Isomp, gp,(A1,As) == F : A 1;5 ANVaVy[[z € ANy € Ay — [z Ry — Flx] R F[y]] .

Jos kaava F' Isomp, g,(A1, Az) on teoreema, niin sanotaan, ettd F' on iso-
morfismi relaatiosysteemisté (A, R;) relaatiosysteemille (As, Ry).

Bijektion indusoima relaatio: Olkoot y ja z eri muuttujia. Merkitaén:
IndRelpr(A, B) :={z | Jy3z[z = (Fly|,Flz]) A\y € ANz € AN(y,z) € R}.
Talloin lauseen T7Z6.33 mukaisesti

- [Rela(R) A F : A= Bl — F Isomp tmarety nap) (A, B). (1)

onto

Jos kaava Rels(R) AF : A = B on teoreema, niin kutsutaan ehdon (1)

onto

mukaisesti luokkaa IndRelpr(A, B) relaation R ja funktion F' luokasta A
indusoimaksi luokan B relaatioksi.

Joukko potenssiin toinen joukko: Merkitadan

a={f|f:b—a}.
Huomaa, ettd tdmé& merkintéd ei ole péadllekkédinen joukon karteesista tuloa
itsenséi kanssa kuvaavan merkinnén (esimerkiksi a? := a X a) kanssa, silld

tavallista numeroa 2 ei lainkaan kédytetd merkitsemééan joukkoa.

Jarjestiminen joukkoinkluusion avulla: Merkitdédn eri muuttujille x ja

Y
E:={z| yIzlx = (y,2) ANy € 2]}.

Transitiivinen luokka: Merkitaan
Tr(A) =Vzjx € A—x C A].

Jos kaava Tr(A) on teoreema, niin sanotaan, etté luokka A on transitiivinen.

Ordinaaliluokat: Merkitaan

Ord(A) =Tr(A)NE JMin A.
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Jos kaava Ord(A) on teoreema, niin sanotaan, ettd A on ordinaaliluokka.

Ordinaaliluvut: Merkitaan
On :={z | Ord(x)}

ja sanotaan, ettd On on ordinaalilukujen luokka. Liséksi, jos kaava - a € On
on teoreema, niin sanotaan, ettd a on ordinaaliluku. Jatkossa ordinaalilukuja
merkitdan kreikkalaisilla aakkosilla o, 3,7, 6, €, £, n. Néita kidytetdan samaan
tapaan kuin tdmén alaluvun alussa esiteltyja symboleja a,b, ¢, d, f, g, jotka
voivat viitata muuttujiin tai vakioihin. Téassé vaiheessa siis edellisen listan
kreikkalaiset kirjaimet ovat yksinkertaisesti muuttujia tai vakioita; seuravas-
sa kohdassa merkint6ihin tulee hieman tédsmennyksié.

Kvantifiointi ordinaaliluvun suhteen ja ordinaalilukuluokat: Olkoon
¢ kielen £(S) kaava, w ja o muuttujia sekd x muuttuja, joka ei esiinny kaa-
vassa . Merkitdéan

= V[r € On — p,(7)],
= Jzx € On A py(x)] ja
{a ] pu(a)} = {z | Ord(z) Apw(w)} -

Lisdksi sovitaan, ettd sanonta “a on ordinaaliluku” ja sen johdannaiset tar-
koittavat kiinteélle totuusarvofunktiolle ¢, ettd « on vakio, jolle on voimassa
t(a € On) = 1. Tamén kohdan méérittelyissd a:n paikalla voi olla mik&
tahansa muu listan «, 3,7, 6, €, &, n kreikkalainen kirjain, jolloin tulkinta on
vastaava kuin edella.

Finiittiset ordinaalit: Sanotaan, ettd a on finiittinen ordinaali, jos kaa-
va @ € w on teoreema. Téssd w on ensimméinen rajaordinaali eli aksio-
maattisen joukko-opin vastine tavallisen matematiikan luonnollisten lukujen
joukolle. Merkintd on erittdin vakiintunut ja sen tarkan méarittelyn tulisi
olla tuttu ldhteesté [4]. Finiittisid ordinaaleja merkitddn yleensé symboleilla
n,m, 1, J, p, k. Niiden suhteen kvantifiointi méaéritelldaén hyvin samaan tapaan
kuin ordinaalilukujen suhteen kvantifiointi yleensékin: Olkoon ¢ kielen £(5)
kaava, w ja n muuttujia sekd r muuttuja, joka ei esiinny kaavassa . Merki-
taan

= dz[r € wA pu(z)] ja
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Lisdksi sovitaan, ettd sanonta “n on finiittinen ordinaali” ja sen johdannai-
set tarkoittavat kiinteélle totuusarvofunktiolle ¢, ettd n on vakio, jolle pétee
t(n € w) = 1. Alkupéén finiittisid ordinaaleja merkitdén lihavoiduilla nume-
roilla 0,1,2, .. ..

Ordinaalilukujen vertailu: Merkitaén:
A< B:=0rd(A)NOrd(B)NA € B

ja

AZB:=0rd(A)ANOrd(B)AN(A€e BVA~B).

Ordinaalilukujen laskutoimitukset: Naméi mééritelladin samoin transfi-
niittista rekursiota kdyttden samoin kuin lahteessé [4]. Ordinaalilukujen yh-
teenlaskua merkitddan symbolilla &.

Luokan minimi: Maaritellaan

. {ﬂAﬁOn ; jOS =A % @
min A :=

0 muuten.

Aidosti kasvava ordinaalifunktio: Merkitaan

Ako(F) :=Fnc(F) N Ord(D(F)) A\W(F) C OnA
VaVp[la € D(F)ANB € D(F)] = [a < 5 — Fla] < F[F]]].

Jos kaava Ako(F') on teoreema, niin sanotaan, ettd F' on aidosti kasvava or-
dinaalifunktio.

Yhta mahtavat joukot: Olkoon f # a,b muuttuja. Merkitédén
a:b:zﬂf[f:CLtt>1 b].

Jos kaava a ~ b on teoreema, niin sanotaan, ettd joukot a ja b ovat yhta
mahtavia.

Kardinaaliluvut: Merkitaan
O, ={a|a~a}
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ja

a:=min0,.
Sanotaan, ettd @ on joukon a mahtavuus. Téssd kohtaa on syyti todeta, ett
puhtaassa ZF-jarjestelméssé voi joukolle a luokka O, hyvinkin olla tyhja, jol-
loin pitee - @ ~ (). Vasta valinta-aksiooma takaa, ettd jokaiselle epityhjille
joukolle 16ytyy joukosta () poikkeava mahtavuus.

Asrelliset ja dsirettomit joukot: Merkitién

Fin(a) ;== 3Inln ~a] ja
Inf(A) :=—-Fin(A).

Jos kaava Fin(a) on teoreema, niin sanotaan, ettd joukko a #érellinen. Jos
kaava Inf(a) on teoreema, niin sanotaan, ettd joukko a on déreton.

Kardinaalilukujen luokittelu: Merkitdian

K:={a|3afa~al} ja
ICT :le\w.

Sanotaan, ettd KCp on transfiniittisten kardinaalilukujen luokka ja ettd o on
transfiniittinen kardinaali, jos kaava o € K on teoreema.

N-funktio: Merkitédédn kirjaimella N isomorfismia
N Isomp p(On,Kr) .

Lisdaksi merkitdéan tavallisesta kuvapistemerkinnésté poiketen ordinaaliluvul-
le o kuvapistettd R]a] symbolilla R,. Lauseiden TZ7.50 ja TZ10.43 nojalla
tallainen N-funktio on todellakin olemassa, ja helposti ndhddéan sen yksiké-
sitteisyys.

On syytd muistaa, ettd kuten tdmén alaluvun alussa todettiin, tutkielman
seuraamisen esitiedoiksi ei suinkaan riitd edelld luetteloitujen merkintojen
muistaminen vaan aksiomaattisen joukko-opin perusteet on hallittava véhin-
tadn tasolla TZI11-TZI11. Esimerkiksi funktioiden perusominaisuudet, ordi-
naalilukujen laskutoimitukset ja joukkojen luokittelu rank-funktiolla olete-
taan tunnetuiksi. rank-funktiosta kéiytetddn suomen kieleen paremmin tai-
puvaa nimitysté rankifunktio, ja joukon a kuvapistettd funktiossa rank kut-
sutaan yksinkertaisesti joukon a rankiksi.
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2.2.2 Joukko-opin aksioomat ja muita tarkeiti kaavoja

Téasséd alaluvussa luetellaan ZFC-jarjestelmén aksioomat. Lisdksi kirjataan
tutkielmassa esiintyvista kaavoista ne, joille on etupééssa tarkeytenséd vuoksi
aksiomaattisen joukko-opin piirissa vakiintunut erityinen lyhenne.

Aloitetaan joukko-opin aksioomista. Tekstissé niihin viitataan téssé esiinty-
villd lyhenteilld (Ax1)-(Ax8) ja (AC). Olkoot kaikissa tdmén alaluvun méai-
rittelyissa a, b, u, w, x,y ja z muuttujia.

(Ax1):
VaVaVy[lr =y ANx € a] = y € a].
(Ax2):
VaVb|M({a,b})].
(Ax3):

Va[M(U,)] -

(Ax4): Olkoon ¢ kielen £(S) kaava. Olkoot lisiksi a, = ja y eri muuttu-
jia seké yq,...,y, kaavan ¢ muuttujista u ja w eroavat vapaat muuttujat.
Oletetaan vield, ettd a,z,y # yi,...,Yn. Merkitddn nyt symbolilla (Ax4)
kaavaa

YaVy, ... Yy,3yVel[r € y < [pu(x) Az € a]].

(Ax5):
Va|M(P(a))].

(Ax6):
Vala % 0 — Jzjx € aNxNa=(]].

(AxT): Olkoon ¢ kielen £(.S) kaava. Olkoot liséksi a, b, x, y, z eri muuttujia

17



ja y1,...,yn kaavan ¢ muuttujista u ja w eroavat vapaat muuttujat. Ole-
tetaan vield, ettd a,b,z,y,z # y1,...,Yn. Merkitdén nyt symbolilla (AxT7)
kaavaa

VaVyy .. Yy [VaVyVzl[owu(@,y) A puu(@,2)] = y & 2] =

Vyly € b+ Fz[z € a A puul(z,y)]]]

(Ax8):
M(w).

Valinta-aksiooma (AC): Olkoot a, f ja x eri muuttujia. Merkitdén sym-
bolilla (AC) kaavaa

Vadfvz[[x € a Nz % 0] — flz] € 2].

Seuraavaksi esitetddn valinta-aksiooman kanssa yhtépitdva niin sanottu hy-
vinjérjestyneisyysperiaate. Siitd kiaytetddn lyhennettda WOP, joka pohjautuu
englanninkieliseen nimitykseen Well-Ordering Principle.

Olkoot 7 ja a eri muuttujia. Merkitdén symbolilla WOP kaavaa

(WOP):

Ya3r[r JMin a.
Hyvinjarjestyneisyysperiaate on jatkossa aivan olennaisessa asemassa, silld
valinta-aksiooma tullaan jopa kahteen kertaan todistamaan osoittamalla, et-
td4 nimenomaan (WOP) seuraa tietyistd ZF-jarjestelmén laajennuksista. N&-
mé laajennukset ovat yleistetty kontinuumihypoteesi (GCH) ja N-hypoteesi
(AH), jotka maéritelladn seuraavassa.

(GCH):
Vavb[[Inf(a) Nb C Pla) AN3xfa CaxAx~b]] = [b~aVb~Pa)]].

(AH):

Va 2R ~ Nypq] .
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2.3 Yleistetyn kontinuumihypoteesin ja N-hypoteesin
yhtépitavyys

Tutkielman pédtavoitteena on todistaa viite
FGCH < AH , ()

missé kdytettiva aksioomajérjestelmé on (Ax1)-(Ax8); huomattavaa on, et-
ta valinta-aksioomaa ei tdhén jéirjestelméén lueta. Ehto (1) todistetaan osoit-

tamalla, etté
HAH — GCH (II)

ja

FGCH — AH . (I11)
Molemmat vaitteet olisi kohtuullisen helppo todistaa, jos valinta-aksioomaa
saataisiin kdyttaa. Tasta syysta lahtokohtana on osoittaa, etté valinta-aksiooma

itse asiassa seuraa seki GCH:sta ettd AH:sta, ja tatd kautta edetéd paattele-
madn véite (I) véitteiden (II) ja (III) avulla. Tulosta

FAH — AC

kutsutaan Rubinin lauseeksi sen alkujaan vuonna 1960 todistaneen yhdysval-
talaisen matemaatikon Herman Rubinin (syntymé&vuosi 1926) mukaan. Ru-
binin lauseen todistaminen on seuraavan luvun 3 péatavoite. Luvussa 4 to-
distetaan niin sanottu Sierpinskin lause, eli vaittama

HFGCH — AC'.

Lause on nimetty sen vuonna 1947 todistaneen puolalaisen matemaatikon
Waclav Sierpinskin (1882-1969) mukaan. Luvun 3 lopussa osoitetaan véite
(II) oikeaksi ja luvun 4 lopussa viite (III). Kuitenkin, koska néissé todistuk-
sissa Rubinin ja Sierpinskin lauseet ovat erittdin keskeisessé asemassa valinta-
aksiooman kautta, on luvut nimetty niiden mukaisaan. Véitteet (II) ja (III)
ovat oikeastaan helppoja seurauslauseita.

3 Rubinin lause

Rubinin lauseen todistus vaatii hieman valmisteluja, jotka kootaan lemmoi-
hin 3.1-3.3. Ensimméinen néistd koskee Rubinin lauseen todistuksessa olen-
naisessa asemassa olevan lauseen TZ10.40 yksityiskohtia.
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Lemma 3.1 Olkoot a ja b joukkoja. Merkitddin
a:={e| Jhlh:e€ = al}
Jja
Bi={e|3n[h:e= b}

Lauseen TZ10.40 nojalla luokat o ja [ todella ovat ordinaalilukuja, joten
merkintd on jarkevd. Nyt on voimassa

FaCb—aZp.

Todistus: Voidaan olettaa, ettd a ja b ovat vakioita, jolloin véiitteen kaava on
suljettu. Olkoon ¢ totuusarvofunktio, joka toteuttaa aksioomat (Ax1)—(Ax8).
Oletetaan, etté

tlaCb)=1. (1)

On osoitettava, etté
ta36)=1. (2)

Olkoon téatéd varten 7 ordinaaliluku, jolle on voimassa
t(yea)=1. (3)

Riittda osoittaa, ettd
t(yep)=1. (4)

On 16ydettéava vakio g siten, ettd
1-1
t(g:y — b)=1. (5)
Ehdon (3) ja luokan o médritelmén nojalla on olemassa vakio h siten, ettd
1-1
tth:y —a)=1. (6)
Erityisesti siis
tOW(h) Ca)=1.

Télloin ehdon (1) ja sivun TZs16 harjoitustehtéivin nojalla

mistd seuraa ehdon (6) kanssa, etta
t(h:vl;lb)zl.
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Néin ollen ehdossa (5) voidaan valita g = h. O

Seuraava téssé kohtaa ehka irralliselta vaikuttava lemma on tarpeellinen Ru-
binin lauseen (lause 3.4) todistuksessa esiintyvéin transfiniittisen rekursion
toimivuuden kannalta. Lauseessa on hieman ylioletettu, jotta siind esiinty-
vad luokkaa S voidaan sellaisenaan soveltaa lauseessa 3.3.

Lemma 3.2 Maaritellaan luokka S asettamalla

S:={x | IfFzA8[x = (f,2) A f Fn BA
Vyly < 8= fihl IMin {w | rankw] ~ ~}]
AVd[d € z <> 3b3c[d = (b,c) Arank[b] < B A rank[c] < SA
[[rank[b] < rank[c]] V [rank[b] = rank|c] A (b,c) € flrank[b]]]]]]]}-

Tdlle luokalle on voimassa

F Rel(S), (1)

FVaVyVz[[(z,y) € SA{(x,z) € S| >y~ 2zASx]=y], ja (2)

EVIVBILS Frn BAYYy < B = fly] JMin {z | rank[z] =~ v}] — S[f] J(M)m R[]
3

Todistus: Olkoon t aksioomat (Ax1)—(Ax8) toteuttava totuusarvofunktio.
Riittda osoittaa véitteiden kaavat valideiksi. Suljetaan ndmé kaavat merkin-
toja vaihtamatta.

Ehdon (1) toteamiseksi on huomattava, ettd luokan S méaéritelmén mukainen
x on aina joukko. Ja onhan se, silld ensinnékin (edelleen méaritelmén merkin-
tojéd kéyttden) jossain ordinaaliluvussa § méériteltyné funktiona f on lauseen
T76.15 nojalla joukko. Toisaalta joukon {x | rank[z] < B} x{z | rank|z] < 5}
osajoukkona myd6s jokainen z on joukko; tuo karteesinen tulo on joukko
lauseen T79.19 perusteella, silld sen ’koordinaattiuokkien’ alkioden rankit
ovat ylhéilta rajoitettuja. Kaiken kaikkiaan siis jokainen S:n mé&édritelman
pari (f, z) on joukko.

Todistetaan seuraavaksi ehto (2). Olkoot tétd varten u, v ja ve vakioita,
joille on voimassa

t((u,v1) € S) =1 (4)
ja
t((u,v9) € S) =1. (5)
On osoitettava, etta
t(vy =vg) =1 (6)
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ja

t(flu] mv1) =1. (7)

Todistetaan ensin ehto (6). Tehddan tdméa osoittamalla, etta

t(Velr evy >z €1q)) =1 (8)
ja

t(Ve[r € vy > x € vq]) = 1. 9)

Todistetaan téssd ehto (8) — ehto (9) hoituu vastaavasti. Oletetaan, ettd d
on vakio, jolle on voimassa

t(dewv)=1. (10)
Ehdon (8) todistamiseksi on osoitettava, ettéa

t(d € vy) =1. (11)

Ehdon (4) (tai (5)) ja luokan S mééritelmén nojalla on olemassa ordinaali-
luku S siten, etta
t(u Fn ) =1 (12)
ja
t(Vy[y < B — uly] JMin {w | ranklw] = ~}]) = 1. (13)
Ehtojen (4) ja (10) seké luokan S mééritelmén nojalla on olemassa vakiot b
ja c siten, etti

t(d={(c,d)) =1, (14)
t(ranklb] < B) =1, (15)
t(ranklc] < f) =1 ja (16)
t(rank[b] < ranklc] V [rank[b] = rank[c] A (b,c) € ulrank[d]]]) =1. (17)

Ehdosta (5) ja ehdot (14)—(17) toteuttavien vakioden b ja ¢ olemassaolosta
seuraa nyt luokan S méadritelméan nojalla, etta

tdewvy) =1 (18)

eli ettd ehto (11) on voimassa. Téma todistaa ehdon (8) ja, kuten todettu, eh-
to (9) hoituu vastaavasti. Ehto (6) on siis loppuun todistettu. Ehto (7) seuraa
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nyt sivun TZs25 huomautuksesta ehdon (4) ja ehdossa (6) todistetun yksiké-
sitteisyyspuolen nojalla. Néin ollen ehto (2) on kokonaisuudessaan todistettu.

Todistettavana on viela ehto (3). Tata varten oletetaan, ettd vakiolle f ja
ordinaaliluvulle 5 on voimassa

(f FnB)=1 ja (19)
t(Vyly < B = flr] JMin {z | rank[z] = 7}]) = 1. (20)
On osoitettava, etta
t(S[f] JMin R[B]) =1. (21)
Todistetaan ensin, etté
S[f] on jarjestava relaatio joukossa R[f]. (22)

Huomataan ensinnékin, ettd kun valitaan

w :={d | 3b3c[d =~ (b, c) A\ rank[b] < B A rank[c] < BA
[[rank[b] < rank[c]] V [rank[b] = rank|c] A (b,c) € flrank[b]]]]},

niin ehtojen (19) ja (20) seké luokan S méaritelmén nojalla
t((f,w)eS)=1
ja edelld todistetun ehdon (2) nojalla
t(S[fl=w)=1. (23)
Tuo w on merkitty joukoksi, silld se on selvésti joukon
{z | ranklx] < B}*

osaluokka ja siten joukko. Joukon w mééritelmén nojalla ja ehdon (23) nojal-
la S[f] on relaatio. Olkoot tamén relaation jérjestdvyyspuolen todistamista
varten u ja v vakioita, joille on voimassa

t(ue R[B)) =1 (24)
ja

t(ve R[A]) =1. (25)
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On osoitettava, etté
t(u~vVuS[flovoeS[flu)=1.
Lauseen T79.15 nojalla
t(6 S rankju] - u ¢ R[p]) =1,
joten ehdon (24) perusteella on oltava
t(rankfu] < g) =1.

Vastaavasti
t(8 2 ranklv] = v ¢ R[S]) =1

ja siten ehdosta (25) seuraa, etti

t(rank[v] < g) =1.

Jos
tlumv)=1,

niin ehto (26) seuraa selvisti. Voidaan siis olettaa, etta
t(usv)=1.

Jos
t(rankfu] < rankfv]) =1,

niin ehtojen (28), (30) ja (23) nojalla
t(uS[flv) =1
eli ehto (26) pétee. Vastaavasti, jos
t(rank[v] < ranklu)) =1,

t(wS[flu) =1

ja ehto (26) on jélleen voimassa. Oletetaan nyt, etti

t(ranku] ~ rankfv]) = 1.
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Merkitédén ¢ := rank[u] = rank[v]. Ehdon (28) nojalla
to=<p)=1, (33)
misté seuraa ehdon (20) nojalla, etté
t(f[0] JMin {z | rank[z] = §}) =1. (34)
Télloin ehtojen (31) ja (32) sekd d:n valinnan nojalla on voimassa
t((u,v) € f[0]) =1 (35)

tai
t((v,u) € f[0]) = 1. (36)

Jos ehto (35) on voimassa, seuraa ehdoista (23), (28), (30) ja (32), ettd

t(uS[flv) =1
ja ehto (26) siten pétee. Vastaavasti ndhdéén, ettéd jos ehto (36) on voimassa,
niin

t(vS[flu) =1,
joten ehto (26) on voimassa tédssékin tapauksessa. Siispa vaihtoehto (31) on

késitelty loppuun, miké todistaa ehdon (22).

On siis osoitettu, ettd S[f] on jarjestéivé relaatio joukossa R[B]. Ehdon (21)
loppuun todistamiseksi on vield osoitettava, etté

t(S[f] Min R[p]) = 1. (37)

Olkoon téata varten b vakio siten, etté

tb S RIF)) =1 ja (38)
tb#£0)=1. (39)
Riittaa 1oytaa vakio v siten, etta
t )=1 ja (40)
tbN S {v}) = 0)=1. (41)

Maaritelldan luokka A asettamalla

A:={a| Jz[xr € bArank[z] = o]}.
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Osoitetaan, etta

HARD) =1. (42)
Oletuksen (39) nojalla on olemassa vakio u siten, etti

t(ueb)=1. (43)
Merkitddn v := rank[u]. Nyt luokan A mééritelmén ja ehdon (43) nojalla

t(yeA)=1,

mistéd ehto (42) seuraa.

Tilanne on siis se, ettd A on epétyhja luokan On osaluokka. Talléin sivun
TZs40 harjoitustehtévin mukaisesti joukosta A 16ytyy E-minimaalinen alkio,
joka on ordinaaliluku, eli on olemassa ordinaaliluku p siten, etta

peA ja (44)

tvilye A=u39)=1. (45)
Merkitdan

B ={x |r € bArank[z] = u}.

Ordinaaliluvun p valinnasta, ehdosta (44) ja luokan A mééritelmésta seuraa,
etta

t(B#0)=1. (46)
Osoitetaan, etta

tn=pB)=1. (47)
Tehd&adn antiteesi: oletetaan, etta

MBS =1, (48)

Ehdon (46) nojalla on olemassa vakio u siten, etté
tlue B) =1
ja siten luokan B mééritelméan nojalla

tlueb)=1 ja (49)
t(ranklu] =~ p) =1. (50)
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Ehdoista (48) ja (50) ndhddan suoraan, etté
(B 3 rankfu]) =1,
mistéd puolestaan seuraa lauseen T7Z9.15 mukaisesti, etté
Hu ¢ RIF) = 1. (51)
Toisaalta ehtojen (38) ja (49) nojalla
t(u € R[f]) =1,

miké on vastoin ehtoa (51). Syntynyt ristiriita kaataa antiteesin ja osoittaa
ehdon (47) todeksi.

Ehdosta (47) ja oletuksesta (20) seuraa, etta
t(flp] JMin {x | rank[z] =~ u}) =1. (52)
Suoraan luokan B mééritelméén perustuen

t(B CH{z | ranklz] = p}) =1. (53)

—_—

Merkitéin f[u] = flu] N B?, jolloin ehdon (53) ja jérjestdvin minimaalire-
laation osajoukkoon periytymisen nojalla

—

t(flu) JMin B) =1. (54)
Tésté ja ehdosta (46) seuraa, ettd on olemassa vakio v siten, ettd

ttve B)=1 ja (55)

tBNOflpl {v})=0) =1 (56)

eli joukosta B loytyy f[u]-minimaalinen alkio. Osoitetaan, ettd tdmé v to-
teuttaa ehdot (40) ja (41) eli on etsitty joukon b S[f]-minimaalinen alkio.
Ehto (40) seuraa vilittomista siité, ettd

t(BCbh)=1. (57)
Ehdon (41) todistamiseksi tehddén antiteesi: oletetaan, etta

tbN S ({v}) #0) =1. (58)
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Tama tarkoittaa, ettd voidaan kiinnittda vakio u siten, etté

Ehdoista (51) ja (23) seuraa, ettd pétee joko
t(rankfu] < rankfv]) =1 (61)

tai
t(ranku] = rankv]) = 1. (62)

Oletetaan ensin, ettd ehto (61) on voimassa. Ehdon (55) ja luokan B mééri-
telméan nojalla
t(rankv] = p) =1, (63)

misté ehdon (61) kanssa seuraa, etté

t(rankfu] < p) =1. (64)
Toisaalta ehdon (59) nojalla

t(rankfu) € A) =1,
miké tarkoittaa ehdon (45) perusteella sitd, ettd

t(pn S rankfu]) = 1. (65)

Ehdot (64) ja (65) ovat ristiriidassa keskenééin, joten vaihtoehto (61) ei voi
olla voimassa. Télloin edelld todetun perusteella on vaihtoehdon (62) oltava
tosi, mistd ehdon (63) perusteella seuraa, etté

t(ranklu] =~ p) =1
eli ehdon (59) ja luokan B maéaritelmén mukaisesti, etté
t(ue B)=1. (66)
Ehtojen (60), (62) ja (23) nojalla nyt
t(ufluv) =1, (67)
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mistd seuraa ehtojen (55), (59) ja (60) nojalla, etté

tuflplv) = 1. (68)

Ehdoista (66) ja (68) seuraa, etté

—1

tlwe BN flul ({v}) =1,

Tamé on vastoin ehtoa (56), mikéd tarkoittaa, ettd myos tapaus (62) johti
ristiriitaan. Muita vaihtoehtoja ei ole endd jéljelld, joten antiteesi (58) on
epétosi. Tamé todistaa ehdon (41) ja siten ehdon (37) loppuun. Kuten edelld
todettu, tdmé viimeistelee ehdon (3) todistuksen, joten lemma on kokonai-
suudessaan todistettu. O]

Esitetédéin vield pieni lemma, joka liittyy rankifunktion perusominaisuuksiin
ja joka on yksi Rubinin lauseen todistuksen ldhtokohdista.

Lemma 3.3 Olkoon A luokka. Tdlloin
FM(A) — JaVzx € A — rank[z] < af.

Todistus: Riittaé osoittaa vaitteen kaava validiksi. Suljetaan tdma kaava mer-
kint6jd vaihtamatta. Olkoon aksioomat (Ax1)-(Ax8) toteuttava totuusarvo-
funktio. Oletetaan, etté

HM(A)) =1. (1)

On osoitettava, etté
t(JavVz[r € A — rank[z] < a]) =1
eli etté jollekin vakiolle & on voimassa
t(Ve[r € A — rank[z] < a]) =1. (2)

Osoitetaan, ettd valinta o := rank[A] toteuttaa ehdon (2). Valinta on oletuk-
sen (1), rankifunktion mééritelmén ja sivuilla TZs67-68 tehtyjen rankifunk-
tion méaarittelyssa kiaytetyn apufunktion R ominaisuuksia koskevien huomioi-
den perusteella mielekas.

Ehdon (2) todistamiseksi olkoon v vakio, jolle on voimassa
tlve A)=1. (3)

On osoitettava, etta
t(rankv] 3 a) =
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Tamé seuraa suoraan c:n maaritelmésti, oletuksesta (3) ja lauseesta TZ9.16.
Viite on siis todistettu. O

Néiden valmistelujen jélkeen ollaan viimein valmiita todistamaan Rubinin
lause. Todistuksen johtoajatus on ldhteen [4] mukainen ja tarkka muotoilu
edelld esitettyine aputuloksineen tdmén tutkielman kirjoittajan késialaa.

Lause 3.4 (Rubinin lause)
HAH — AC.

Todistus: Olkoon t jélleen ZF-aksioomat (Ax1)-(Ax8) toteuttava totuusar-
vofunktio. Oletetaan, etta

t(AH) =1
eli etté _
t(Va[2% ~ N a1]) = 1. (1)
On osoitettava, etta
t(AC) =1.

Lauseen TZ11.2 nojalla riittda osoittaa, etté
t(WOP)=1. (2)
Olkoon téatéd varten a vakio. Riittdd 16ytaa vakio r siten, ettd

t(r JMin a) =1. (3)

Etsinnéssé on siis jarjestdva minimaalirelaatio joukkoon a. Kaytetdan vertai-
luun rankifunktiota; jokaisen joukon a alkion rankihan on ordinaaliluku, ja
ordinaalilukujen perusteella voidaan vertailla. Pelkké rankifunktioon perus-
tuva jérjestdminen ei kuitenkaan ehdon (3) tayttdvin relaation konstruoin-
tiin riitd, silla taytyy saada jarjestettyd myos joukot, joilla on sama ranki.

Madritelladn ensin funktio F', joka liittda mielivaltaiseen ordinaalilukuun g
joukon a rankia § edustavat alkiot jarjestdvan minimaalirelaation. Tamé vaa-
tii jonkin verran valmisteluja.

Ensinnékin, koska a on joukko, on lemman 3.3 nojalla olemassa ordinaali-
luku « siten, etté

t(Ve[r € a — ranklz] < o]) = 1. (4)
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Lauseen TZ10.40 perusteella on lisdksi olemassa ordinaaliluku ¢ siten, et-
ta

t(Ne = {e | 3n[h: e = R[a]]}) =1. (5)
Téssd on kaytetty korollaarissa TZ6.13 todistettua tietoa siité, ettd R[a] on
joukko.

Lauseesta T710.49 (jonka todistuksessa ei tarvita valinta-aksioomaa) ja ole-
tuksesta (1) eli aleph-hypoteesista seuraa, etta

t(P(Ng) ~ N&Bl) =1.
Talloin on olemassa vakio h siten, etté

t(h: P(Re) =5 Rea1) = 1. (6)

onto

Selvésti F on jdrjestdvd minimaalirelaatio ordinaaliluvussa Reqq, joten bi-
jektio h~! ja relaatio E indusoivat sivulla TZs31 esiintyvin méérittelyn ja
lauseen TZ6.33 mukaisesti joukkoon P(R¢) relaation, joka on lisdksi lauseen
TZ6.32 nojalla jarjestdvd minimaalirelaatio. Merkitdén tatd indusoitua re-
laatiota U:lla, jolloin edelld todetun nojalla

HU JMin P(R¢)) = 1. (7)

Olkoon luokka S kuten lemmassa 3.2. Maaritelladn luokka G asettamalla
G ={x | 363yI23fIgF0Tv[x = (y,2) Ny Fn 8

AVv[v < B — ylv] JMin {b | rank[b] =~ v}]

A f Tsomsye (RIB),0) AR, ~ {e| Fh[h:e = R[ I

AVwlw € P(R[B]) = glw] =~ f(w)] A g: P(R[S ]) — > 9(P(R[A]))

Az =~ {d | rank[d] = B}* N N (IndRelg—1 yrgpe,))? ( ( (R,)), P(R[B ]))()é]gg»

Ensinnakin

t(Rel(G)) = 1. (9)
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Tamén toteamiseksi riittdd osoittaa, ettd jokainen G:n mééritelmén pari
(y,z) todella on hyvin mééritelty jérjestetty pari eli olennaisesti, ettd y ja
z ovat joukkoja. G:n mielivaltaisen alkion (y, z) ensimméinen koordinaatti y
on jossain ordinaaliluvussa mééritelty funktio ja siten lauseen TZ6.15 nojalla
joukko. z puolestaan on joko tyhjé joukko (ja siten joukko) tai G:n mééritel-
min viimeisen rivin perusteella joukon {d | rank[d] ~ 3}? osaluokka ja siten
joukko. Ehto (9) on siis kunnossa.

Osoitetaan, ettd jos kiintedlle y luokan G mééritelmédn ehtojen mukainen
z on olemassa, niin se on yksikésitteisesti mééritelty. Merkitddn sotkujen
minimoinniksi symbolilla Exists(y, z) kaavaa

363f3¢9303y[y Fn BA
Yoy < B — ylv] JMin {b| rank[b] = v}

A f Tsomsye (RIB),0) AR, ~ {e | 3h[h: e = R[F]]}
AVwlw € P(R[B]) — glw] = f(w)] A g : P(R[B]) 1%; g(P(R[B]))
Az~ {d | rankld] = B} N (IndRely-1 urgp,))2 (9(P(R,)), P(R[A))))]

Osoitetaan, etta

t(VaVyVz[[Exists(z,y) A Exists(z,2)] >y~ z)=1. (10)

Olkoot tata varten u, vy, vo vakioita, joille on voimassa

t(Erxists(u,vy)) =1 (11)
ja
t(Ezists(u,v9)) = 1. (12)
On osoitettava, etté
t(vy mwv) =1. (13)

G:n mééritelmén nojalla ja ehtojen (11)-(12) nojalla on olemassa ordinaali-
luvut £y ja [Bo siten, ettéa

t(u Fn f1)=1 ja (14a)
t(u Fn By) =1. (14Db)
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Funktion méérittelyjoukon méiritelmén perusteella v maaraa taysin joukon
D(u), ja siten ehdoista (14a-b) seuraa, etté

t(ﬂl ~ 52) =1,

joten voidaan merkitd § := f; = fs.

Ehdosta (11) (tai (12)) seuraa, ettd on voimassa
t(Vo[0 < B — u[d] JMin {b | rank[b] = d}]) =1 (15)
ja ettd on olemassa ordinaaliluvut 07 ja do seké vakiot fi, fo siten, etta

t(fr Isomsp,e (R[B],61)) =1

ja
t(fo Isomgpye (R[B],62)) = 1.

Ehtojen (14a-b) ja (15) sekd lemman 3.2. nojalla kuvapisteelle S[u] on voi-
massa

t(Slu] JMin R[B]) = 1.

Télloin, koska R[] on joukko (miké oletetaan jatkossa tunnetuksi), lauseen
T7Z7.51 oletukset ovat kunnossa. Kyseisen lauseen yksikésitteisyyspuolen no-
jalla

ja
t(52 ~ 52) = 1,
joten voidaan merkitd f := f; = fo ja d := d; = d5. Nailld merkinnoilla

t(f Isomspp (R[B],0)) =1. (16)

Luokan G mééritelmén sekéd ehtojen (11) ja (12) nojalla on olemassa ordi-
naaliluvut v, ja 7, siten, ettd

t(N,, ~ {e | 3nh:c = R[F)}) =1

ja
t(N,, ~ {e | 3n[h:e = R[B|]}) =1.

Talloin lauseen TZ4.7 nojalla

t(N'Yl ~ N’m) =1,
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joten voidaan merkitd v := v; = 7. Néin saadaan ehto

t(N, ~{e | 3nh:c = RG]} =1. (17)

Ehtojen (11) ja (12) nojalla on olemassa vakiot g; ja g siten, ettd

t(Vz[z € P(RIB)) = qilz] = f(2)] A g - P(RIB]) = qi(P(R[B]) =1 (18)

onto
ja
t(Vz]z € P(R[B]) = galz] = f(2)]Agz : P(RIB]) = g2(P(RIB]))) = 1. (19)
Tallsin sivun TZs25 harjoitustehtivin nojalla
tgr~g2) =1. (20)

Merkitéddn g := g1 = go. Nyt luokan G méaéritelmén nojalla

Hor & {d | rank[d] ~ 8} N (IndRel,-1 ungepn, 2 (9(P(Y,). P(RIB))) o
ja

t(vy = {d | rank[d] =~ 3}* N (IndRelg— yngipx )2 (9(P(Ry)), P(R[F])))) = 1

(22)
Viite (13) seuraa nyt ehdoista (21) ja (22). Tamé todistaa ehdon (10).
Ehdon (10) ja sivun TZs25 huomautuksen nojalla
t(VaVy[Exists(x,y) — Glz] = y]) = 1. (24)

Olkoon F' luokasta G lauseen TZ7.40 mukaisesti transfiniittiselld rekursiolla
saatu funktio. Télloin lauseen TZ7.40 nojalla on voimassa

t(F Fn On)=1 ja (25a))
tVBIF[B] = GIFTH]]) = 1. (25b))

Osoitetaan, ettd tdmé F' tekee sen, mité todistuksen alussa lupailtiin, eli ettd

(VB[S < a — F[B] JMin {z | ranklz] = }]]) = 1. (26)
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Tehdéén tdmé transfiniittisella induktiolla ordinaaliluvun S suhteen.

Induktion alkuaskeleessa on osoitettava, etté
t(0 < a — F[0] JMin {z | rank[z] = 0]) = 1. (27)
Ordinaaliluvun « valinnan mojalla
t0<a)=1,

joten riittdé osoittaa, ettd ehdon (27) takajésenen totuusarvo on 1.
Lauseen T79.15 mukaisesti

t(Vy[rankly] = 0] — y € R[1]]) =1,
mistd ndhdddn méaaritelman TZ9.9 avulla, ettéa

t(Vy[rankly] = 0 -y € P(0)]) =1

eli etta
t(Vylrank[yl 0 — y =~ 0]) = 1. (28)

Toisaalta ehdon (25b) nojalla
t(F0]~0)=1. (29)
Ehtojen (28) ja (29) nojalla ehdon (27) todistamiseksi riittdd osoittaa, etté
t(@ JMin {z | z~0})=1

eli etta
t() JMin {0}) = 1. (30)

Ensinnékin, koska tyhja joukko on jokaisen joukon osajoukko, on voimassa
tHcCcv?)=1. (31)
Riitté4 siis osoittaa, etté
t(VyVz[ly € {0} Az € {0} = [y~ 2V (y,z) eV (z,y) €d]) =1 (32a)
ja

t(® Min {0}) =1. (32b)

35



Ehdon (32a) todistamiseksi olkoot v ja u vakioita, joille on voimassa
tlve{d}) =1
ja
tlue {0}) =1.
Riittda osoittaa, ettéa
tlurm vV (u,v) €DV (v,u) ) =1.
Tamé on selvid, silla ehtojen (33) ja (34) nojalla

tlu~v)=1.

(33)

(34)

Ehdon (32b) todistamiseksi muistetaan minimaalirelaation mééritelmé; on

osoitettava, etta

VB[ C {0} Ab R D) — Faxfr e bALN D ({z}) =~ 0])) = 1.

Koska yksiolld {0} ei ole muita osajoukkoja b kuin {0} ja @), pitee timi ehto

triviaalisti. Induktion alkuaskel on siis loppuun todistettu.

Tehdadn seuraavaksi induktio-oletus: oletetaan, etta
t(Vo[d < B — [0 < a — F[6] JMin {x | ranklz] = 0}]]) = 1.

Oletetaan, etté
t(f<a)=1.

On osoitettava, etta
t(F[B] JMin {x | rank[z] =~ B}) =1
eli ehdon (25b) nojalla, etté

t(GIF™B] JMin {x | rank[zx] ~ 8}) = 1.

Osoitetaan, ettd on olemassa vakio w siten, etté

t(Exists(F™B,w)) = 1.
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Ehdon (25a) ja rajoittumakuvauksen mééritelmén perusteella

HEFB Fn ) =1. (40)

Edelleen ehdon (25a)) nojalla
t(0 < — Fo] =~ Fp[0]) = 1. (41)
Nyt induktio-oletuksen (35) ja ehdon (36) nojalla
t(Vo[o < f — F[d] JMin {x | rank[z] = 0}]) =1

ja siten ehdon (41) perusteella on voimassa

t(Vo[d < B — FTp[o] JMin {x | rank[x] =~ ¢}]) =1 (42)
Téstd seuraa ehdon (40) ja lemman 3.2 nojalla, etté

H(SIFT 8] Jmin RIB) = 1,

joten lauseen TZ7.51 perusteella on olemassa ordinaaliluku ¢ ja vakio f siten,
etta

t(f Isomsrrp p(R[B],0)) = 1. (43)

Lisdksi, koska R[] on selvisti joukko, on lauseen TZ10.40 nojalla olemassa
ordinaaliluku ~ siten, etté

t(X, ~ {e | Fh[h: e = RIFI}) = 1. (44)
Ehdon (43) nojalla erityisesti
Hf7H 0 R =1,
mistd seuraa ehdon (44) perusteella
to<N,)) =1

ja siten
t6 C X)) =1. (45)

Maaritelladn nyt luokka g asettamalla
gi={z | Tadylz ~ (r,9) Az € P(RIG) Ay ~ fla)]}.
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Luokka g on rohkeasti merkitty vakioksi, silld g:n méaritelmésté sekd ehdoista
(43) ja (45) seuraa, ettd

Hg : P(RIF) = P(Y,)) = 1

ja
t(Velz € P(R[S]) — gla] = f(z)]) = 1. (46)

Ehdon (46) ja f:n injektiivisyyden perusteella myos g on injektio. Néin ollen
g on bijektio kuvalleen eli on voimassa

t(g: P(RIB]) =

onto

9(P(R,))) =1. (47)
Maéaritelladn nyt luokka W asettamalla

W= {d | rank[d] = 8}* N (IndRely— yrgpe,)2 (9(P(R,)), P(RIB)))]}

Koska lauseen TZ9.19 mukaan luokka {x | rank[z] ~ §} on joukko, on myos
karteesinen tulo

{z | rank[z] =~ B} x {z | rank[z] ~ 5}

joukko. Maaritelménsa nojalla W on tdmén joukon osaluokka ja siten joukko.
On siis olemassa vakio w siten, etté

Luokan W médritelmén seké ehtojen (40), (42), (43), (44), (46) ja (47) pe-
rusteella tdmé vakio w toteuttaa ehdon (39). Nyt ehdon (24) nojalla

HGLFTB) ~ w) = 1,
misté seuraa ehdon (25b) nojalla, ettd
HFIS) ~ w) = 1.
Induktioviitteen todistamiseksi riittdé siis osoittaa, etté
t(w JMin {z | rank[z] = f}) =1. (48)
Rankifunktion mééritelmén nojalla

t(Vx[rank[z] =~ f —x € R[f®1]]) =1,
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mistd seuraa méadritelméan T7Z9.9 avulla, etta
t(Vzrank[z] = 8 — x € P(R[F])]) = 1.

N4ain ollen

t({z | rank[z] =~ B} C P(R[B]) = 1. (49)
Muistetaan luokan W mééaritelmésta, etta

Hw ~ IndRely -+ ynyipin, (9P, P(RIB)) = 1. (50)

Ehto (48) seuraa jérjestdvdin minimaalirelaation osajoukkoon periytymisen
nojalla ehdosta (49), jos saadaan osoitettua, etté

t(IndRelg— urgp,))2 (9(P(Ry)), P(R[B])) JMin P(R[])) = 1. (51)

Ensinnékin ehdon (36) ja lauseen TZ9.10 nojalla
t(R[5] C Rla]) = 1.

Talloin lemman 3.1 nojalla ehtojen (5) ja (56) kardinaaliluvuille N, ja N, on
voimassa

t(N’Y N N&) =1
eli
1R, CRe) = 1.

ja edelleen sivulla TZs16 olevan harjoitustehtavin perusteella
HP(N,) C P(Re)) = 1.

Télloin ehdon (7) ja jarjestdvan minimaalirelaation osajoukkoon periytymi-
sen nojalla

t({UNPXR,)? JMin P(R,)) =1. (52)
Joukon g maédritelmén nojalla
tg(P(R[A]) S P(R,)) =1, (53)

mistd seuraa ehdon (52) ja jérjestdvdn minimaalirelaation osajoukkoon pe-
riytymisen nojalla, etté

t(((UNPX,)Y) Ng(P(R[B])* JMin g(P(R[A]))) = 1. (54)
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Ehdon (53) ja leikkauksen perusominaisuuksien perusteella
t((UNPMX,)?) Ng(P(RA))* =~ U Ng(P(RN))?*) =1,
joten ehdon (54) perusteella
t(UNg(P(R[]))?) JMin g(P(R[A])) = 1. (55)

Koska g on ehdon (47) mukainen bijektio, on myds ¢! bijektio. Ehto (51)
seuraa nyt lauseesta TZ76.32 ja ehdosta (55). Tamé& todistaa ehdon (48) ja
siten hoitelee ehdon (26) todistavan induktion loppuun.

Palataan nyt todistuksen alussa kaipailtuun relaatioon r. Méaégritellaan luokka
R asettamalla

R:={z| FyIz[z = (x,y) Nx €a Ny € aN
[rank[z] < rank[y] V [rank|x] ~ rank[y] A (x,y) € Flrank[z]]]}.

Osoitetaan, etté

t(R JMin a) =1 (56)

eli ettd
t(R JRel a) =1 ja (57)
t(R Min a)=1. (58)

Todistetaan ensin ehto (57). Joukon a? osaluokkana R on relaatio, joten riit-
tdd osoittaa sen jarjestdvyys. Olkoot tédtd varten w ja v vakioita, joille on
volmassa

tlu€canvea)=1. (58)

Riittéd osoittaa, ettd jokin ehdoista

t(uRv) =1, (59)
t(vRu) =1 ja (60)
tlu~v)=1 (61)

on voimassa.

Koska joukkojen u ja v rankit ovat ordinaalilukuja ja koska ordinaalilukuja
voidaan aina vertailla relaation < suhten, on voimassa

t(rankfu] < rankfv]) =1, (62)
t(rank[v] < ranklu]) =1 tai (63)
t(rank[u] ~ rankv]) = 1. (64)
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Jos ehto (62) on voimassa, niin relaation R médritelmén mukaan ehto (59)
pétee. Vastaavasti ehdosta (63) seuraa ehto (60), joten tarkasteltavaksi jaa
endd tapaus (64). Merkitddn téata varten ranklu] = rank[v] = 5. Ehtojen (4)
ja (58) nojalla

t(B<a)=1. (65)

Télloin ehdon (26) perusteella
t(F[B] JMin {x | rank[z] = }) =1. (66)

Koska u ja v ovat luokan {z | ranklz] ~ [} alkioita, seuraa ehdon (66)
jarjestavyyspuolesta, etta

t(uF[flv) =1, (67)
twF[pu) =1 ja (68)
tlu~v)=1. (69)

Jos ehto (69) pétee, niin pétee ilmiselvisti myos sama ehto (61). Tapaukses-
sa (67) puolestaan ehdoista (58), (64) ja (67) seké relaation R méaritelmésté
seuraa, ettd ehto (59) on voimassa. Vastaavasti ehdosta (68) seuraa ehto (60).
Niin on néhty, ettd kaikissa tapauksissa jokin ehdoista (59)-(61) tulee voi-
maan. Tdma todistaa viitteen (57).

Viitteen (58) todistamiseksi olkoon b vakio, jolle on voimassa

thCa)=1 ja (70)
tbs0)=1. (71)

Riittad loytaa vakio v siten, ettd
tlveb)=1 ja (72a)
tbNR ' {v}) ~=0)=1. (72b)

Maéaritelldan luokka A asettamalla
A:={0 | z[z € b Arank|z] = ]} .

Osoitetaan, etté
HAZD) =1. (73)

Oletuksen (71) nojalla on olemassa vakio u siten, etté

tueb)=1. (74)
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Merkitadn v := rank[u]. Nyt luokan A mééritelmén ja ehdon (74) perusteella
tyeAd) =1,
mistéd ehto (73) seuraa.

Koska A on epétyhja luokan On osaluokka ja koska F on minimaalirelaa-
tio luokassa On (TZs27), 16ytyy luokasta A E-minimaalinen alkio. On siis
olemassa ordinaaliluku g siten, etta
peA ja (75)
t(Vylye A—p 39 =1. (76)

Merkitdaan kuten lemman 3.2 todistuksessa
B ={x |r € bArank[z] = u}.

Ordinaaliluvun p valinnasta, ehdosta (75) ja luokan A maaritelmésta seuraa,
etta
t(B#0)=1. (77)

Ehtojen (70-71), (77) ja (4) seké luokan B mééritelmén avulla ndhdaén hel-
posti, etta
tp<a)=1. (78)

Tami tarkoittaa ehdon (26) nojalla sita, etta
t(Flp) JMin {x | rank[z] =~ u}) =1. (79)
Suoraan luokan B méaritelméédn perustuen

t(B CH{z | ranklz] = p}) =1. (80)

Merkitiin Flu] = Fu] N B2, jolloin ehdon (80) ja jéirjestivin minimaalire-
laation osajoukkoon periytymisen nojalla
t(Flu] JMin B) = 1. (81)

Tésté ja ehdosta (77) seuraa, ettd on olemassa vakio v siten, ettd

tlveB)=1 ja (82)

tBNFp ({v})=0)=1 (83)
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eli joukosta B 16ytyy F[u]-minimaalinen alkio. Osoitetaan, ettd tami v to-
teuttaa ehdot (72a-b) eli on etsitty joukon b R-minimaalinen alkio. Ehto
(72a) seuraa vélittomésti siité, etta

HBCb)=1. (83)
Ehdon (72b) todistamiseksi tehddéan antiteesi: oletetaan, etta
tbN R ({v}) #0)=1. (84)
Tamaé tarkoittaa, ettd voidaan kiinnittad vakio w siten, etté

t(web)=1 ja (85)
t(wRv) =1. (86)

Ehdosta (86) ja luokan R méaritelmésta seuraa, ettd pétee joko
t(rankjw] < rankv]) =1 (87)

tai
t(rank[w] = ranklv]) = 1. (88)

Oletetaan ensin, etté ehto (87) on voimassa. Ehdon (82) ja luokan B mééri-
telméan nojalla
t(rank[v] = u) =1, (89)

mistéd ehdon (87) kanssa seuraa, etti

t(rank[w] < p) =1. (90)
Toisaalta ehdon (85) nojalla

t(rankfw) € A) =1,
miké tarkoittaa ehdon (76) perusteella sité, ettéd

t(pu 3 rankw]) =1. (91)

Ehdot (90) ja (91) ovat ristiriidassa kesken&én, joten vaihtoehto (87) ei voi
olla voimassa. Télloin edelld todetun perusteella on vaihtoehdon (88) oltava
tosi, mistd ehdon (89) perusteella seuraa, etté

t(ranklw] = p) =1
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eli ehdon (85) ja luokan B maéritelmén mukaisesti, etta

t(we B)=1. (92)
Ehdoista (86) ja (88) seuraa luokan R méiritelméin nojalla nyt, ettd

HwFlo) = 1, (93)
mistd seuraa ehtojen (92), (85) ja (88) nojalla, etté

t(wFujv) =1. (94)

Ehdoista (92) ja (94) seuraa, etté

— -1

we BNFu] ({v})=1.

Témé on vastoin ehtoa (83), miké tarkoittaa, ettd myos tapaus (88) johti
ristiriitaan. Muita vaihtoehtoja ei ole endd jéljelld, joten antiteesi (84) on
epatosi. Syntynyt ristiriita todistaa ehdon (72b) paikkansa pitéviksi ja siten
viitteen (56) loppuun.

Relaation R maéritelmén nojalla
t(RCa®) =1,

joten R on joukon osaluokkana joukko ja on olemassa vakio r siten, ettd
tir=R)=1. (95)

Ehtojen (56) ja (95) nojalla tdmé r toteuttaa ehdon (3), miké todistaa vait-
teen loppuun. 0

Nyt ollaan valmiita todistamaan luvussa 2 esitetty véite (II) eli tulos, jonka
mukaan Alef-hypoteesista voidaan padtelld yleistetty kontinuumihypoteesi.
Téamé on lauseen 3.6 sisdlto. Ensin todistetaan pieni aputulos.

Lemma 3.5 Fi ole olemassa transfiniittistd kardinaalilukua, joka olisi ai-
dosti kardinaalilukujen R, ja Vg1 vdlissa. Tdsmdllisemmin: Olkoon o ordi-
naaliluku. Tdlloin

Fo[3y[y € Kr ARy < YAy < Noga]] -
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Todistus: Olkoon t aksioomat (Ax1)—(Ax8) toteuttava totuusarvofunktio.
Voidaan olettaa, ettd o on vakio, jolloin viitteen kaava on suljettu. On osoi-
tettava, etta

t(—[FY[y € Ko ARy < YAy < Ngg]]) =1. (1)
Tehd&dn antiteesi: oletetaan, etta
t(=[Fvy € Ko ARy <y Ay < Roga]]) =0

eli, etta
t(EV[y e Lr ARy <y Ay < Nyeq]) =1. (2)

T&ll6in on olemassa ordinaaliluku v, jolle on voimassa

t<7 € ICT) = 17 (3)
Ry <7) =1 ja (4)
t(’)/ =< Na@l) =1. (5)

Ehdon (3) ja mééritelmén TZ10.44 mukaisesti on olemassa ordinaaliluku 0
siten, etta

Télloin ehdon (4) nojalla
tRa < N5) =1 (7)
ja ehdon (5) nojalla
t(Nsg < Nop1) =1. (8)

Ehdosta (7) ja siité, ettd X on isomorfismina aidosti kasvava, seuraa, etti
ta<d8)=1. (9)
Vastaavasti ehdon (8) nojalla
t0<a®dl)=1. (10)

Ehdot (9) ja (10) eivét lauseen TZ7.25 nojalla voi olla yhté aikaa voimassa,
joten ollaan ristiriitatilanteessa. Antiteesi (2) ei néin ollen voi olla tosi, miké
todistaa viitteen. O]

Lause 3.6
FAH - GCH .
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Todistus: Olkoon t totuusarvofunktio, joka toteuttaa aksioomat (Ax1)-(Ax8).
Oletetaan, etté
t(AH) =1. (1)

On osoitettava, etté
t(GCH) =1

eli ettd
t(Vavb[[Inf(a) Nb CPla) ANJzfa CaxAx~b]] >b~aVb~P(a)]) =1.

Olkoot tata varten a ja b vakioita, joille on voimassa

t(Inf(a)) =1 (2)
ja
t(bCPa)=1. (3)
Oletetaan lisiksi, ettéd jollekin vakiolle ¢ on voimassa
tlaCec)=1 (4)
ja
tlc~b)=1. (5)
On osoitettava, ettéa
tb~aVb~Pla)=1. (6)

Oletuksesta (1) seuraa edelld todistetun Rubinin lauseen (Lause 3.5) nojalla,
ettd

HAC) =1.

Niin ollen ldhteen [4] nekin lauseet, jotka nojaavat valinta-aksioomaan, ovat
kaytossa. Kaytetdan néitd asiaan erikseen vetoamatta.

Oletuksen (2) nojalla
t(i € ’CT) =1,

joten méadritelmidn T7Z10.44 mukaisesti on olemassa ordinaaliluku « siten,
etta
t@a~N,) =1. (7)

Toisaalta N-hypoteesin eli oletuksen (1) nojalla

tP(N,) =~ Np1) = 1. (8)
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Oletuksen (3) ja lauseen TZ10.22 nojalla

10 3 Pla) =1. (9)
Vastaavasti oletuksesta (4) ja lauseesta TZ10.22 seuraa, ettéd
t{@ze)=1. (10)
Toisaalta ehdon (5) ja lauseen TZ10.14 nojalla
te~b)=1. (11)
Ehtojen (10) ja (11) nojalla
t@=<b) =1,

mistd seuraa ehdon (7) perusteella, ettd

tN, 2b) =1. (12)
Ehdosta (7) seuraa lauseen TZ10.11 nojalla, ettd
tla~N,) =1, (13)

mistéd puolestaan seuraa lauseen TZ10.6 mukaisesti, etta
t(P(a) ~PN,)) =1
eli (lause TZ10.14)

t(P(a) = P(Ra)) = 1. (14)
Ehtojen (8) ja (13) nojalla
t(P(a) ~ Nog1) = 1. (15)
Ehdoista (9) ja (14) seuraa, etté
t(z N §a@1) =1. (16)

Tilanne on siis se, ettd ehtojen (12) ja (16) nojalla joukon b mahtavuus on
vahintddn N,:n suuruinen ja korkeintaan N,q7. Lemman 3.4 nojalla

t(N, <bAD= Nogp1) =0,
joten ehtojen (12) ja (16) nojalla on oltava

t(b A Ny VB A Rogy) = 1. (17)
Ehto (6) seuraa ehdosta (17) ehtojen (12) ja (15) seké lauseen TZ10.14 pe-
rusteella. 0
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4 Sierpinskin lause

Seuraavaksi ldhdetdén todistamaan, ettd GCH implikoi R-hypoteesin. Todis-
tetaan ensin Sierpinskin lause, niin saadaan valinta-aksiooma kayttoon. Sier-
pinskin lausehan sanoo, ettd valinta-aksiooma seuraa, jos oletetaan GCH.

Sierpinskin lauseen todistus on etenemisensé osalta “tavallisen” joukko-opin
kielelld esitetyn julkaisun [5] mukainen. Sen formalisointi, joka on tamén tut-
kielman kirjoittajan muotoilema, vaatii kuitenkin jonkin verran valmisteluja.
Namaé kootaan lemmoihin 4.1-4.10, joista kaikissa olkoon ¢ totuusarvofunktio,
joka toteuttaa aksioomat (Ax1)—(Ax8). Lauseessa TZ10.2 perustellut jouk-
kojen yhtdmahtavuuden ekvivalenssirelaatio-ominaisuudet oletetaan jatkossa
tunnetuiksi. Myos funktioiden monia luvussa TZ16 todistettuja perusominai-
suuksia kdytetddn niihin erikseen viittaamatta.

Lemma 4.1 Olkoot a ja b joukkoja. Tdlloin
Flanb=0ANa~b —-aUb~2xa.
Todistus: Suljetaan véitteen kaava merkintgja muuttamatta. Oletetaan, etta
tlanb=0) =1 (1)
ja
ta~b)=1. (2)

On osoitettava, etté
tlaUb~2xa)=1

eli ettd on olemassa vakio ¢ siten, ettd

t(g:ant>12><a):1. (3)

onto

Oletuksen (2) nojalla on olemassa vakio f siten, ettd

t(f:btga)zl. (4)
Maéaritellaan luokka G asettamalla
G:={z]| Fnxylz~ (x,y) N[t €any=(0,2)]V[rebAy~ (1, flz])]]|}.

G:n mééritelméstd sekd ehdoista (1) ja (4) seuraa, ettd

t(G:aUb—2xa)=1. (5)
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Lisdksi G on injektio, miké seuraa aika suoraan G:n méaritelmésté, oletuksen
(1) mukaisesta a:n ja b:n pistevieraudesta seké siité, ettd identtinen kuvaus
ja (ehdon (4) mukaisesti) f ovat injektioita.

G on vieldpé surjektio — olennaisesti siitd syysté, ettd sekéd identtinen ku-
vaus a:lta itselleen on surjektio ja samoin on ehdon (4) mukaan funktio f,
joka kuvaa siis b:n surjektiivisesti joukkoon a. Kaiken kaikkiaan siis

HG:aUb S 2xa)=1. (6)

onto

Koska a ja b ovat joukkoja, on myos a U b joukko, ja tdssé joukossa maéritel-
tyné funktiona G on joukko. On siis olemassa vakio g siten, etta

tlg=G)=1.
Taméi g toteuttaa ehdon (6) nojalla ehdon (3). O

Lemma 4.2
FVa[B[b CaANb~w] —-1Ua~al.

Todistus: Olkoon a vakio. Oletetaan, ettd on olemassa vakio b siten, ettd
tbCa)=1 (1)
ja
tb~w)=1. (2)

On osoitettava, etté
t(lUa~a)=1

eli ettd on olemassa vakio g siten, ettd

tg:1Ua = a)=1. (3)

onto

Jos
tlea)=1,

niin selvasti
t{0tUa~a)=1

eli
t(lUa=a)=1,
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ja viite (3) seuraa siité, ettd joukko on itsensd kanssa yhtd mahtava. Voidaan
siis olettaa, etta

t¢a)=1

eli ettd
tlna~0)=1. (4)

Oletuksen (2) nojalla on olemassa vakio f siten, ettd

t(f:wl;lb)zl. (5)

onto

Maaritellaan luokka G asettamalla

G = {1, fl0)} U {z | FzTy[z = (z,y)/
[rea\bAy~z|VzrebATn[fln|=zAy~ flnd1]]]]}.

Hieman yksityiskohtia oikoen todetaan, etté ehtojen (4) ja (5) sekd G:n méaé-
ritelmén nojalla
t(G:1Ua—a)=1. (6)

Tuossa ehdon (5) injektiivisyytté tarvitaan, jotta G:std saadaan yksiarvoinen.

Lisiksi G on injektio. Nimittdin ensinnékin joukon a \ b sisdlld kuvautu-
minen on selvésti injektiivistd, silld G kayttaytyy siltd osin kuin identtinen
kuvaus. Joukossa b\ f[0] injektiivisyys seuraa funktion f ehdon (5) mukai-
sesta injektiivisyydestd. On vield varmistuttava, ettei alkiolle f[0] kuvaudu
useampi kuin yksi ldhtojoukon alkio. Ainakin 1 sille kuvautuu. Selvésti mi-
kédn a \ b:n alkio ei kuvaudu, eikéd kylld b:nkéén, sillda muuten f[0] olisi G:n
mééritelmén nojalla yhtenevé jonkin arvopisteen f[n @ 1] kanssa, miké ei
ole mahdollista. Injektiivisyys on siis kunnossa. G:n surjektiivisuus seuraa
identtisen kuvauksen ja f:n surjektiivisuuksista. N&illa puheilla ja ehdon (6)
nojalla siis

HG:1Ua S a) =1, (7)

onto

ja koska G on lauseen TZ6.15 nojalla (joukossa 1Ua méériteltynd funktiona)
joukko, on olemassa vakio g siten, etta

tlg=G)=1.

Ehdon (7) nojalla timé g toteuttaa ehdon (3). O
Seuraavaksi todistetaan hieman potenssisdantoja.
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Lemma 4.3 Viite:
- VaVb[a ~ b — 2% ~ 27].

Todistus: Olkoot a ja b vakioita, joille on voimassa

tla~b)=1. (1)
On osoitettava, ettéa
t(20 ~ 2" =1. (2)
Oletuksesta (1) seuraa lauseen TZ10.6 nojalla, etta
t(P(a) ~P(b) =1. (3)

Toisaalta lauseen TZ10.49 (jonka todistuksessa ei tarvita valinta-aksioomaa)
nojalla

t(Pla) ~2%) =1 (4)
" t(Pb)~2°) =1. (5)
Ehto (2) seuraa ehdoista (3), (4) ja (5). O

Lemma 4.4
FVaVb[laNea 0] — b*7° ~b* x b°]].

Todistus: Olkoot a, b ja ¢ vakioita. Oletetaan, etta
tlane~0)=1. (1)

On osoitetettava, ettd
t(O™ ~b* x b°) =1

eli etté jollekin vakiolle g on voimassa

Hg:b™ S b x ) =1. (2)

onto

Jos jokin joukoista a, b ja ¢ on tyhji, on viite selvd. Nimittdin ensinndkin
tyhja joukko on yhtd mahtava itsensi kanssa ja toisaalta

t(Vefz U~ z]) =1.

Oletetaan siis, ettd

tlagDANbEDANcHED) =1. (3)
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Maaritellaan luokka G asettamalla
G :={z | Fzy[z ~ (v, y) Nz € b Ny ~ (27b, 2 )]} .

Télle on méadritelménsé, ehdon (1) (jota tarvitaan olennaisesti yksiarvoisuus-
ja injektiivisyysperusteluissa) ja rajoittumakuvauksen ominaisuuksien nojal-
la voimassa

HG b S x b)) = 1. (4)

onto

Lisiksi, koska aksiooman (A3) ja lauseen TZ10.48 nojalla b*“ on joukko, seu-
raa lauseesta TZ6.15 ja ehdosta (4), ettd myos G on joukko. On siis olemassa

vakio ¢ siten, etti
tlg=G)=1.

Ehdon (4) nojalla timé g toteuttaa ehdon (2). O

Lemma 4.5
FVavbla~bAJz[fr Canr~w|]— Jyly CObAYy ~w]].

Todistus: Olkoot a ja b vakioita. Oletetaan, ettd

ja ettéd jollekin vakiolle v on voimassa

ttvCa)=1 (2)
ja

to~w)=1. (3)
Riittaa 1oytaa vakio u siten, etta

t(uCbh) =1 (4)

ja
tlu~w)=1. (5)

Oletuksen (1) nojalla on olemassa vakio f siten, ettd

tf:ia = b)=1. (6)

onto

Té&llsin ehdon (2) nojalla
t(f(v) Cb)=1. (7)
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Toisaalta, koska f on ehdon (6) nojalla injektio, on voimassa

ja edelleen ehdon (3) nojalla

Hf(v) = w) = 1. (®)

Joukko f(v) on joukon kuva funktiossa ja siten lauseen TZ6.13 nojalla joukko.
On siis olemassa vakio u siten, ettéa

Ehtojen (7) ja (8) nojalla tamé u toteuttaa ehdot (4) ja (5). O

Lemma 4.6
FVave[[2° N2~ D ATbb CaAwrb Aa~c — 2°U2°~ 29,
Todistus: Olkoot a ja ¢ vakioita, joille on voimassa
t(2°N2°~=0PNa~c)=1. (1)

Oletetaan lisiksi, ettéd jollekin vakiolle b on voimassa

tbCanhwmb)=1. (2)
On osoitettava, etté
t(2°U2°~2% =1. (3)
Kaytetdan tiassd — ja mahdollisesti myos jatkossa — esityksen tiivistdmiseksi
~-ketjumerkintoja. Jos ¢1 ..., @, ovat kaavoja ja n luonnollinen luku, asete-
taan
Y1 ... =Py

tarkoittamaan, etta
t(pi > ¢;) =1 kaikillad,j € {1,...,n}.

Taméa madrittely on hyvin asetettu, koska ~ on lauseen TZ10.2 nojalla ekvi-
valenssirelaatio.

Osoitetaan, etté jollekin vakiolle d on voimassa
t(lnd=0) =1 (4)
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ja

t(d~a)=1 (5)
Selvisti
tlax {0} ~a)=1 (6)
ja
t(Ve[reax {0} = ylyeanz~{y,0]])=1. (7)

Valitaan d := a x {0}. Ehdon (6) nojalla tdmé valinta toteuttaa ehdon (5).
Osoitetaan, ettd myos ehto (4) toteutuu. Tehdddn antiteesi: oletetaan, etta

t(lnd=z0) =1

eli etta

ted =1.

Ehdosta (7) seuraa talloin erityisesti, ettd on olemassa vakio v siten, etté

Téama ei selvastikéin ole mahdollista; ei tyhja joukko jérjestetyn parin (joka
siis mééritelméllisesti on kaksio) kanssa yhtenevé voi olla. Antiteesi on siis
epéatosi ja ehto (4) todistettu.

Ehdoista (2) ja (5) seuraa lemman 4.5 nojalla, etta

t(FAzfr Cdhw=zx])=1. (8)

Ehto (3) seuraa nyt seuraavasta yhtdmahtavuusketjusta:

a b c d e
2“u26§2x2“§2x2d§21xzdézludézdﬁza.

Ketjun vaiheiden perustelut:

a): Seuraa lemmasta 4.1, jonka oletukset ovat oletuksen (1) ja lemman 4.3
perusteella voimassa.

b): Seuraa ehdosta (5) ja lemmasta 4.3 — ei aivan suoraan, mutta helpostihan
noiden ~-merkin eri puolten joukkojen vilille bijektion viitattujen ehtojen
avulla saa.

c): 2 on selvisti yhtd mahtava joukon 2! kanssa
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d): Seuraa lemman 4.4 nojalla ehdosta (4).
e): Seuraa ehdon (8) nojalla lemmoista 4.2 ja 4.3
f): Seuraa suoraan ehdosta (5) ja lemmasta 4.3. O]

Lemma 4.7 Olkoot a ja b joukkoja. Tdlloin

FVavYy[lz Ny~ O Az ~bAy~b — xUy ~ bA
— [z Canx ~2".

Todistus: Suljetaan véitteen kaava eli oletetaan, ettd a ja b ovat vakioita.
Oletetaan, etti

H(VaVy[lr Ny DAz ~bAy~b > a2Uy~b) =1, (1)
ja
t(VavyllrNy~DAz ~any~b —azUy~2")=1. (2)

On osoitettava, ettd jollekin vakiolle d on voimassa
tdCa)=1 (3)

ja

t' Ny ~0) =1, (5
t~b)=1 ja (6
Y = b) =1 (7)

Edelleen merkitéaéin a’ := a x {1}, jolloin b':n valinnan nojalla

td N ~0)=1 (8)
ja

tla~a)=1. (9)
Ehtojen (8), (9) ja (6) seké oletuksen (2) nojalla

tl@ub ~2")=1. (10)
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Toisaalta ehtojen (5), (6) ja (7) seké oletuksen (1) nojalla
t ~vuUb')=1. (11)
Talloin lemman 4.3 mukaisesti
(2 ~ 2" =1,
mistd ehdon (10) kanssa seuraa, etté
t(a' Ub ~ 2" =1, (12)
Lauseen T710.6 nojalla
t(2" ~ P UY)) =1,
misté seura ehdon (12) nojalla, etté
tla UV ~P@HUY")) =1.
Talloin on olemassa vakio f siten, etté

Hf:d U S PO UY)) =1. (13)

onto

Maéaritelladn joukko c asettamalla:

ci={x|zeb Nnx¢ flx]}.

Nyt
tleCt)=1, (14)

joten ¢ on joukon osaluokkana todella joukko, eli merkinté on jarkeva. Ehdon
(13) nojalla kullekin b":n alkiolle = arvopiste f[z] on potenssijoukon P (b’ Ub")
alkiona yhdisteen b’ Ub” osajoukko, ja joukko c siis koostuu niista b’ :n alkiois-
ta, jotka eivit kuulu vastaavaan osajoukkoon f[z].

Madritelladn nyt luokka G asettamalla
G:={z]| InFylz~ (z,y) Nz e PV )Ny~ fzud]}.

Selvasti
t(Rel(G)) =1. (15)
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Osoitetaan, etta
t(Un(G@)) =1.

Olkoot téata varten w, vy ja vy vakioita, joille on voimassa
t((u,v1) € G) =1

" t((u,v9) € G) =1.

Ehdon (16) todistamiseksi riittdd osoittaa, etté
t(’Ul ~ UQ) =1.

Ehtojen (17) ja (18) nojalla

Ehto (19) seuraa ehdoista (21) ja (22). Ehto (16) on siis todistettu.

Ehtojen (15) ja (16) nojalla
t(Fne(G))=1.
Osoitetaan seuraavaksi, etté
t(D(G) =~ P@H")) =1.
Luokan G mééritelmésta seuraa suoraan, etté
HD(G) C PV =1,
joten riittd4 osoittaa, etti
t(PO") CD(G)) =1.
Olkoon téaté varten u vakio, jolla on voimassa
t(ue PO")=1.
On osoitettava, etta

t(u € D(G)) =1
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eli ettd on olemassa vakio v siten, etta
t((u,v) € G) =1. (29)

Valitaan v := f~![uU¢]. Tilléin ehdon (27) ja luokan G méiritelméin nojalla
ehto (28) patee. Tama todistaa ehdon (26) ja siten ehdon (24) loppuun.

Seuraavaksi ndytetéddn, etta

tW(G)Cd)=1. (30)
Olkoon téatéd varten v vakio, jolle on voimassa

tlve W(G)) =1. (31)

On osoitettava, etté
tlved)=1. (32)

Ehtojen (31) ja (24) nojalla on olemassa vakio u siten, etti
tluCb’) =1 (33)

" t((u,v) € G)=1. (34)

Ehdon (34) ja luokan G mééritelmén nojalla

tlo= fluud)=1. (35)
Ehtojen (14) ja (33) nojalla

tluUcCHY UV )=1

eli

tlue PV UB")) =1.
Télloin ehtojen (13) ja (35) nojalla

tlved Ub) =1, (36)
joten ehdon (32) todistamiseksi riittda osoittaa, etti
tlvgd)=1. (37)
Tehd&dn antiteesi: oletetaan, etta

toel)=1. (38)
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Ehdosta (35) seuraa, etti
t(flv]~uUc)=1. (39)
Kaksi vaihtoehtoa tulevat nyt kyseeseen:
to € f]) = 1 (40)

ja

tv & flv]) =1. (41)

Oletetaan ensin, ettd ehto (40) on voimassa. Ehdon (39) nojalla
tlveuUc) =1,
misté seuraa ehtojen (33), (38), (14) ja (5) perusteella, etté
tlvec)=1.
T&lloin joukon ¢ ma&ritelmén nojalla
Ho & fo]) = 1.

Témé& on kuitenkin mahdotonta ehdon (40) nojalla, joten kyseinen ehto ei voi
olla voimassa. T#lloin ehdon (41) on péadettivé. Siten ehdon (38) ja joukon
¢ madritelméan nojalla

tlvec) =1

ja edelleen
tlveuUc)=1.

Télloin ehdon (39) nojalla

tv e flv]) =1,
miké on vastoin ehtoa (41). Mahdottomaan tilanteeseen siis jouduttiin jélleen
eikd muita vaihtoehtoja ole. Tdmé kaataa antiteesin (38) ja todistaa ehdon
(37). Tamé todistaa ehdon (32) ja siten ehdon (30) loppuun.
Ehtojen (23), (24) ja (30) nojalla

HG:PW) = d) =1. (42)
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Osoitetaan, ettd G on injektio. Olkoot téatd varten wuy, us ja v vakioita siten,
etta

t((u,v) € G) =1 (43)
ja
t((uz,v) € G) =1. (44)
Riittda osoittaa, etté
t(up ~ug) =1. (45)
Ehtojen (43) ja (44) nojalla
t(up Cb") =1, (46)
tlup CH") =1 ja (47)
t(f MurUd =~ fHupUd]) =1. (48)

Néistd ehdoista seuraa ehtojen (13) ja (14) nojalla, etta

tluyUecmugUc) =1. (49)
Ehdon (45) todistamiseksi osoitetaan, etti

tluyUcCusUc) =1 (50)
ja

t(uaUcCuyUc) =1, (51)

Tehdéén ehdon (50) todistus tarkasti, (51) hoituu téysin vastaavasti. Olkoon
siis w vakio, jolle on voimassa

t(wewu)=1. (52)

On osoitettava, etta
t(w € ug) =1. (53)

Ehdosta (52) seuraa selvésti

t(weu Uc) =1
ja siten ehdon (49) nojalla

t(weuyUc) =1, (54)
Ehdon (46) nojalla

tlwed)=1,
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joten koska v’ ja b ovat ehdon (5) mukaisesti pistevieraita ja koska ¢ on ehdon
(14) nojalla b':n osajoukko, on voimassa

t(wee)=1

ja siten ehdon (54) perusteella ehto (53) pétee. Taméa todistaa ehdon (50)
ja, kuten sanottu, ehto (51) hoituu vastaavasti. G:n injektiivisyystodistus on
siis valmis. Télloin ehdon (42) nojalla

HG PO S d)=1. (55)
Talloin
tG(P") Cd) =1 (56)

ja, koska injektio on bijektio kuvalleen, on voimassa

HGPO") =~ P(H") =1. (57)

Téssé vaiheessa muistetaan, ettd tarkoituksena oli 16ytda a:n osajoukko, joka
on joukon P(b) kanssa yhtéd mahtava. Ehdon (9) nojalla on olemassa vakio h
siten, etta

th:d = a)=1. (58)

onto

Télloin ehdon (56) perusteella
t(h(G(P("))) S a) =1. (59)

Toisaalta ehdon (58) nojalla (kun kdytetddn hieman rajoittumakuvauksen ja
bijektion ominaisuuksia)

HG(PO") = MG(P(D")) =1,
joten ehdon (57) nojalla
t(P(") ~h(G(P(")))) =1. (60)

Koska G on funktiona yksiarvoinen ja P(b”) aksiooman (Ax5) nojalla joukko,
on lauseen 7.41 nojalla myos kuvaluokka G(P(b")) joukko, ja siten (edelleen
lauseeseen 7.41 perustuen) hA(G(P(b"))) on joukko. On siis olemassa vakio d
siten, etta

t(d= h(G(P(}"))) =1.
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Ehdon (59) nojalla tdmé vakio toteuttaa ehdon (3). Lisdksi ehdon (60) mu-
kaisesti
td~=P@O")=1. (61)

Ehdon (7) ja lauseen TZ10.6 nojalla

mistd ehdon (61) kanssa seuraa, etté

t(d~P(b)=1. (62)
Toisaalta lauseen TZ10.49 nojalla

t(P(b) ~2") =1. (63)

Ehtojen (62) ja (63) nojalla d toteuttaa myos ehdon (4), miké todistaa vait-
teen loppuun. 0

Lemma 4.8 Olkoot a, a’, b, V' ja c joukkoja. Tdlloin on voimassa
FlaUb~cAanb=OAd ~aANb ~bAd N =] = d Ul ~c.

Todistus: Suljetaan viitteen kaava. Oletetaan, etta

tlaUb~c)=1, (1)
tlanb=~0) =1, (2)
t(a' ~a)=1, (3)
t'~b)=1 ja (4)
ta Ny ~0P) =1 (5)
On osoitettava, etta
t(aUb ~c)=1. (6)
Tehd&adn taméa osoittamalla, etté
tlaUb~d Ul)=1, (7)

jolloin véite (6) seuraa oletuksesta (1).
Ehdon (7) todistamiseksi riittdé osoittaa, etté jollekin vakiolle f on voimassa

Hf:aUbS dUY)=1. (8)

onto

62



Oletuksen (3) nojalla on olemassa vakio f, siten, etta

tfo:a = d)=1, (9)

onto
ja oletuksen (4) nojalla on olemassa vakio f, siten, ettd

1-1

t(fbib —

onto

b)=1. (10)

Maaritellaan luokka F' asettamalla
Fi={z]|Fadylz = (x,y) N[t €any= flz]] V[t €ebhy = f[z]]]}.

Luokka F' on selvisti relaatio. Sen yksiarvoisuus seuraa joukkojen a’ ja b’
oletuksen (5) mukaisesta pistevieraudesta ja siité, ettd f, ja f, ovat ehtojen
(9) ja (10) nojalla funktioita. Ilmeistd F':n méadritelmésté on, ettd

t(D(F)~aUb) =1
ja
tOW(F) Cd Ub)=1.
Luokan F' injektiivisyys seuraa oletuksesta (5) ja funktioiden f, ja f; injek-
tiivisyydesta. Luokan F' surjektiivisuus seuraa funktioiden f, ja f;, surjektii-
visuudesta. Kaiken kaikkiaan siis F' on bijektio joukolta a Ub joukolle a’ UV,

ja koska sen méérittelyluokka a U b on selvasti joukko, on lauseen TZ6.15
nojalla myos F' itse joukko. On siis olemassa vakio f siten, ettd

Hf~F)=1,

ja edelld todetun nojalla tdmé f toteuttaa ehdon (8). OJ

Néiden pitkéllisten valmistelujen jélkeen ollaan miltei valmiita todistamaan
Sierpinskin lause. Tarkastellaan ensin kuitenkin joukkoa a, jossa on olemassa
jarjestdva minimaalirelaatio S. Lemmassa 4.9 osoitetaan, ettd relaatiosys-
teemi (a,S) on isomorfinen a:n alkioiden S-alkusegmenttien joukon kanssa,
kun tdmé& segmenttien joukko varustetaan aidolla joukkoinkluusiorelaatiolla
C. Merkitdan lemmaa 4.9 ja lausetta 4.11 varten tuota joukkoinkluusiorelaa-
tiota R:ll4, jolloin siis joukot a ja b ovat relaatiossa R, jos kaava a C b on
teoreema.

Lemma 4.9 Olkoon a joukko ja S luokka. Tdlloin pdtee
=S JMin a — 3f[f Isomsr(a,{z | ylycanz=~an S {y}]})]-
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Todistus: Suljetaan véitteen kaava merkintoja vaihtamatta ja oletetaan, etta
t(S JMina)=1. (1)
On osoitettava, ettd jollekin vakiolle f on voimassa

t(f Isomsr(a,{x | Wy canz~an S ({y}]}) =1. (2)

Merkitaan:
B:={z|Jylycarz~anS " ({y}]}.

Maaritellaan luokka F' asettamalla
Fo={z|qoylz~(z,9) Az cany~an S ({z})]}.

Luokka F' siis liittdd jokaisen a:n alkioon x x:n ja relaation S m&adrddmén
alkusegmentin joukossa a.

Nyt ensinnékin
t(Rel(F))=1. (3)

T&ama johtuu siité, etté koska a on oletuksen nojalla joukko, ovat sen alkioiden
S-alkusegmentitkin joukkoja. Osoitetaan, etté

t{Un(F)) =1. (4)

Olkoot tata varten u, v; ja vy vakioita, joille on voimassa

H(u,01) € F) = 1 (5)
ja
t((u, ) € F) =1. (6)
Ehdon (4) todistamiseksi on osoitettava, ettéa
t(Ul =~ 'UQ) =1. (7)
Ehdon (5) (tai (6)) nojalla
tluea)=1. (8)

Ehdon (5) perusteella
t(or~ S~ ({u})) =1 (9)
ja

t(og ~ SL({u})) = 1. (10)
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Ehto (7) seuraa ehdoista (9) ja (10) ja lauseesta TZ4.7.

Ehtojen (3) ja (4) nojalla
t(Fne(F))=1. (11)
Lisdksi F':n maaritelmésta seuraa suoraan, etta

t(D(F)~a)=1. (12)

Edelleen luokan F' mésritelméastd huomataan, ettd F:n arvojoukko on kaik-
kien a:n alkioiden S-alkusegmenttien joukko, eli

Tésté sekéd ehdoista (11) ja (12) seuraa, ettd

HF:a — B)=1. (13)

onto

Osoitetaan, ettd F' on injektio. Olkoot téta varten uy, us ja v vakioita, joille
on volmassa

t((ur,v) € F)=1 (14)
ja

t((ug,v) € F)=1. (15)
On osoitettava, etté

Tehd&dn antiteesi: oletetaan, etta
t(ug % up) = 1. (17)
Ehtojen (14) ja (15) seké luokan F' médritelmén nojalla
t(up €a) =1 (18)
ja
t(ug € a) =1. (19)
Tilloin oletuksen (1) ja antiteesin (17) nojalla
t(u1Sug) =1 (20)
tai

t(ugSuy) = 1. (21)
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Tarvittaessa merkintéjd vaihtamalla voidaan olettaa, ettéd ehto (20) on voi-
massa. Ehtojen (14) ja (15) nojalla

tlvo= S {u})) =1 (22)
ja
Ho~ 57 ({ua})) = 1. (23)
Ehtojen (22) ja (23) nojalla
(S~ ({ur}) = ST ({ua})) = 1. (24)

Ehdon (20) nojalla
t(ur € ST ({u2})) =1,

mista seuraa ehdon (24) perusteella, ettd

t(ur € 7 ({w})) =1

eli ettd
t(ulSul) =1.

Taméa on kuitenkin mahdotonta lauseen TZ6.23 nojalla. Antiteesi johti siis
ristiriitaan, miké todistaa ehdon (16) ja siten F:n injektiivisyyden. On siis
voimassa

HF:a= B)=1. (25)
Ehtojen (13) ja (25) nojalla
t@%a§%ﬂ:1. (26)

Osoitetaan, ettd F' on isomorfismi relaatiosysteemien (a, S) ja (B, R) valilla.
Olkoot tata varten u ja v vakioita, joille on voimassa

t(uSv) = 1. (27)

On osoitettava, ettéi
t(Flu| C Flv]) =1. (28)

Samankaltaisella pééttelyllda kuin F:n injektiivisyyden todistuksessa néh-
dadn, ettd on oltava
t(F[u] % Flv]) = 1. (29)

66



Ehdon (28) todistamiseksi riittdd siis osoittaa, ettd
t(Ve[r € Flu] - x € Fv]]) = 1. (30)
Olkoon téatéd varten w vakio, jolle on voimassa
t(w € Flu)) =1. (31)
Ehdon (30) todistamiseksi on osoitettava, etté
t(w e Flv]) =1
eli luokan F' madritelméan nojalla, etta
t(wSv) =1. (32)
Ehdon (31) ja luokan F' méiritelmén nojalla
t(wSu) =1. (33)

Ehto (32) seuraa nyt chdoista (27) ja (33), silld relaatio .S on hyvin mééri-
teltynd jarjestdvinid minimaalirelaationa lauseen T76.25 nojalla jérjestysre-
laatio ja siten transitiivinen. Tuo, ettd S on hyvin méiritelty relaatio, seuraa
siité, ettd a on joukko. Ehto (28) on siis todistettu. Télloin ehdon (26) nojalla

t(F Isomgpg(a,B)) =1. (34)

Koska F:n médrittelyjoukko on ehdon (26) mukaisesti a, on F lauseen TZ6.15
nojalla joukko. Siten on olemassa vakio f siten, ettd

tf~=F)=1.

Ehdon (34) ja luokan B médritelmén nojalla tdimé f toteuttaa ehdon (2),
joten viite on todistettu. 0

Ennen Sierpinskin lauseen todistusta tarvitaan vield helppo lemma, joka kos-

kee joukon ja sen potenssijoukon suhdetta ja jota tarvitaan useampaan ker-
taan jatkossa.

Lemma 4.10 Olkoon a joukko.

F3ff e S Pla)]
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Todistus: Suljetaan viitteen kaava merkint6ji muuttamatta. Olkoon ¢ ak-
sioomat (Ax1)-(Ax8) toteuttava totuusarvofunktio. Riittdd 1oytdad vakio f
siten, etta

tf:a= Pla)=1. (1)

Maaritellaan luokka F' asettamalla

F={a|lycanz=(y,{y})}

ja osoitetaan, ettd tdmé valinta toteuttaa ehdon (1). Ensinnédkin F:n mééri-
telméstd ndhdadn helposti aksiooman (Ax2) avulla, etté

t(Rel(F)) =1. (2)
Liséksi selvésti
tW(F) C P(a)) =1. (3)
Osoitetaan, etté
t(Un(F)) =1. (4)

Olkoot téata varten w,v; ja vy vakioita, joille on voimassa

t((u,v1) € F)=1 ja (5)
t((u,ve) € F) =1. (6)

Viitteen (4) todistamiseksi riittdéd osoittaa, ettd on voimassa

t(ry = wvy) =1. (7)
Ehdon (5) ja luokan F' mééritelmén nojalla

o~ fu}) = 1, ®)
ja vastaavasti ehdon (6) avulla, ettd

o~ {u}) = 1. 9)

Viite (7) seuraa nyt lauseen TZ4.7 nojalla ehdoista (8) ja (9).

Koska a on joukko, on lauseen TZ6.7 nojalla voimassa
HM(F)) =1,
joten on olemassa vakio f siten, etté

Hf~F)=1. (10)
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Osoitetaan, ettd tdmé vakio f toteuttaa ehdon (1). Ehtojen (2)-(4) ja (10)
nojalla, riittdd endd todistaa f:n injektiivisyys. Olkoot tatéd varten wuqy,us ja
v vakioita, joille on voimassa

t((uy,v) e F)=1 ja (11)
t((ug,v) € F)=1. (12)
Riittda osoittaa, etté

Ehdon (11) ja luokan F' mééritelmén nojalla
tv~{u})=1, (14)
ja vastaavasti ehdosta (12) ndhdéén, ettd
o {us)) = 1. (15)
Ehtojen (14) ja (15) seké lauseen TZ4.7 perusteella
t{u} ~ {ua}) =1,

mistd ehto (13) seuraa. Tamé& todistaa F:n injektiivisyyden ja, kuten edelld
on todettu, viitteen loppuun. ]

Todistetaan viimein Sierpinskin lause.

Lause 4.11 (Sierpinskin lause)
FGCH — AC'.

Todistus: Olkoon t totuusarvofunktio, joka toteuttaa aksioomat (Ax1)—(Ax8).
Oletetaan, etti
t(GCH) =1 (1)

eli etta

t(Vavb[[Inf(a) N\b CPla) ANJzfa CxAx~b]] > [b~aVb~P(a)]]) =1.
(2)

On osoitettava, etté

t(AC) =1. (3)
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Lauseen TZ11.2 nojalla riittdé osoittaa, ettd
t(WOP)=1. (4)
Tata varten riittdé osoittaa, etté
t(Vadafa ~a]) = 1. (5)

Nimittéin, jos ehdon (5) mukainen « loydetéén, niin on olemassa vakio h
siten, ettd

th:a= a)=1.

onto

Koska E on jérjestdvd minimaalirelaatio joukossa «, indusoi se funktion A
kanssa sivulla TZs31 esiintyvin mééarittelyn ja lauseen T76.33 mukaisesti
joukkoon a relaation .S, jolle on lauseen TZ6.32 mukaisesti voimassa

t(S JMin a) = 1.
Tillaisen relaation R olemassaolo todistaa ehdon (4).

Olkoon ehdon (5) todistamiseta varten a mielivaltainen joukko. On loydet-
tava ordinaaliluku « siten, etté

tla~a)=1. (6)

Jos
t(Fin(a)) =1,

niin &érellisen joukon méadritelmén nojalla on olemassa finiittinen ordinaali
n siten, etta
t(h~a)=1.

Télloin voidaan valita a := n ja ehto (6) toteutuu.

Oletetaan sitten, etta
t(Fin(a)) =0

eli etta

t(Inf(a)) =1. (7)

Maaritelladn joukko b asettamalla
b=PwUa).

70



Ehdosta (7) seuraa t#lloin selvésti, etta

t(Inf(b)) =1. (8)

Osoitetaan, ettd on olemassa vakio ¢ ja ordinaaliluku ~ siten, etta

tle~nvy)=1, (9)
tlc CP(P(P()))) =1, ja (10)
t(-Jzfzr CbAxz~c])=1. (11)

Maéritellaan luokka d asettamalla
d:={x|xCPb)ANR JMin x}.

Muistetaan lemmaa 4.9 edeltédnyt valinta, jonka mukaan R:l14 merkitdan ai-
toa joukkoinkluusiorelaatiota C. Luokka d on merkitty joukoksi, silla koska
d:n alkiot ovat P(b):n osajoukkoja eli P(P(b)):n alkioita, on voimassa

t(d S P(P(b)) =1

ja d on siten joukon osaluokkana joukko. Tilanne on siis se, ettd jokainen
d:n alkio on joukko, jossa R on jirjestdva minimaalirelaatio. Lauseen TZ7.51
nojalla talloin

Vel € d — 33f[f Isompp(x,B)]) =1. (12)

Joukko d on epétyhja. Taméa ndhdadn esimerkiksi seuraavasti: Koska b on
ehdon (8) nojalla direton, ei b ole tyhja. On téllsin olemassa vakio v si-
ten, ettd pétee t(v € b) = 1 ja siten t({v} C b) = 1. Ei tule kyseeseen, etti
t(b\{v} =~ 0) = 1, silld tallsin b olisi yhtenevi yksion {v} kanssa ja siten &dérel-
linen vastoin ehtoa (8). On siis olemassa vakio u siten, etté t(u € b\ {v}) = 1.
Tarkastellaan kaksiota w := {{u, v}, {v}}. Taméan alkiot ovat b:n osajoukko-
ja, joten t(w C P(b)) = 1. Lisdksi joukkoinkluusiorelaatio R jéirjestia selvisti
w:n alkiot ja kyseisen relaation suhteen 16ytyy helposti joukon w minimaa-
lialkio {u}. T&lloin joukosta d on loydetty alkio eli epatyhjyysperustelu on
valmis.

Nyt yksinkertaistetaan hieman merkint6ja. Koska jatkossa pelataan paljon
isomorfismien kanssa, merkitain luvussa 2.2.1 esiteltyja osajoukkoon periy-
tyvia jarjestdvid minimaalirelaatioita samoin kuin ’alkuperiisid’ relaatiota.
Siis, jos S on jirjestdvd minimaalirelaatio luokassa A ja ¢(B C A) = 1, niin
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merkitdin Bm jirjestivid minimaalirelaatiota S N B? yksinkertaisesti S:114.

Maaritellaan luokka C' asettamalla
C:={p|3fFz[xr€dA f Isompg (z,5)]}.
Koska
t(C COn)=1,

saadaan, silld joukon On jéarjestdva minimaalirelaatio E periytyy osajouk-
koon C, ehto
t(E JMin C) =1. (13)

Talloin lauseen TZ7.51 nojalla on olemassa ordinaaliluku ~ ja vakio f siten,
etta

t(f Isompp (C,7v)) =1. (14)
Ehdosta (14) seuraa erityisesti, etté

t(C~v)=1. (15)

Maaritellaan luokka G asettamalla

G:={z|3Flz~ B,yy N e CAhy~{z|zecdANIf[f Isomrp(z,[)}]]}.

Luokka G siis liittd4 jokaiseen C:n alkioon S ne d:n alkiot, joitka ovat (R, F)-
isomorfiasuhteessa :n kanssa. Selvésti G on relaatio (jokainen y on d:n os-
ajoukkona joukko). Luokan G yksiarvoisuus seuraa aika lailla suoraan G:n
méaaritelmésti: kiinted § méadraéd vastaavan joukon y.

Kaiken kaikkiaan siis
t(Fne(G)) =1. (16)

Luokkien C' ja G méiéritelmien nojalla
t(DG)~C)=1. (17)

Osoitetaan, ettd G on injektio. Olkoot tata varten [y ja [y ordinaalilukuja
ja v vakio siten, etta

t((f,v) € G) =1 (18)
ja

t((By,0) € G) =1. (19)
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On osoitettava, etté

t(Br~fBa) =1. (20)

Ehtojen (18) ja (19) ja G:n miiritelmén nojalla
HBeO)=1, (21)
t(ByeC)=1, (22)
tlv~A{x|xedANIf[f Isomrp(z,f1)}) =1 ja (23)
tlvo~{x|xedANIf[f Isompp(x,f2)}) = (24)

Ehtojen (23) ja (24) nojalla
t{z | z € dA3f[f Isompp(x,B1)} =~
{z |z edANIf[f Isompp(x,B2)}) =1. (25)

Ehtojen (21) ja (22) seké luokan C' mééritelmén ehdossa (25) esiintyvit luo-
kat ovat epityhjid. Olkoon siis u vakio, jolle on voimassa

t(ue{z | zedAIf[f Isompp(x,b1)}) =1. (26)
Talloin
t(ued) =1, (27)
ja jollekin vakiolle f on voimassa
t(f Isompp(u,B1)) =1. (28)

Ehdon (25) nojalla myos
tlue{x |z edANIf[f Isompp(z,[2)}) =1
ja siten on olemassa vakio g siten, etté

t(g Isompp(u,B2)) =1. (29)

Ehto (20) seuraa lauseen TZ7.51 yksikésitteisyyspuolen nojalla ehdoista (28)
ja (29). Luokan G injektiivisyystodistus on siis valmis.

Koska jokaiselle  arvopiste G[f5] on joukon d ja luokan G mééritelmien
nojalla joukon P(P(b)) osajoukko ja siten joukon P(P(P(b))) alkio, on voi-
massa
tw(G) € P(P(P(b)))) = 1. (30)
Tésté, edelld todistetusta G injektiivisyydesté, ehdosta (16) ja ehdosta (17)
seuraa, etta
1-1

t(G:C — P(P(P()))) =1. (31)
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Koska injektio on bijektio kuvalleen, on t&lloin voimassa

HG(C) = C) =1 (32)
ja siten ehdon (15) nojalla
HE(O) =) = 1. (33)
Ehdon (31) nojalla
t(G(C) S P(P(P(b))) =1, (34)

joten koska P(P(P(b))) on joukko (mikéd ndhdéan kayttamalld kolmesti ak-
sioomaa (Ax5)), on olemassa vakio ¢ siten, etté

Hem GC)) =1. (35)

Osoitetaan, ettéd tdmaé c ja edelld kiinnitetty ordinaaliluku v toteuttavat ehdot
(9), (10) ja (11). Ehdot (9) ja (10) seuraavat ehdon (35) nojalla ehdoista (32)
ja (34). Todistettavana on vield ehto (11). Tehdddn tdtd varten antiteesi:
oletetaan, etté

t(Fzxfr CobANx~c]) =1 (AT)

eli etté jollekin vakiolle e on voimassa

tleCbh) =1 (36)
ja
tle~c)=1. (37)
Ehtojen (32) ja (37) nojalla
tle~C)=1. (38)
Osoitetaan tdhan viliin, etta
t(Ord(C)) =1. (39)

Olkoon tété varten v ordinaaliluku, jolle on voimassa
t(yeC)=1. (40)

On osoitettava, etta



Olkoon ehdon (41) todistamista varten § ordinaaliluku, jolle on voimassa

to=<7v)=1. (42)
On osoitettava, etté

toeC)=1 (43)
eli luokan C' méaritelmén nojalla, etté

t3f3x[xr € dN f Isompp (z,5)]) =1.

Tahéan riittdaa 16ytaa vakiot f ja v siten, etta

tved =1 (44)
ja

t(f Isompp (v,0)) =1. (45)

Oletuksen (41) ja luokan C' mééritelmén nojalla on olemassa vakiot u ja g
siten, ettd

tued =1 (46)

ja
t(g Isompp (u,y)) =1. (47)
Merkitédén v := ¢g7'(d) ja f := g"v. Ehdon (45) seki lauseiden TZ6.15 ja 7.41

nojalla ndma todella ovat joukkoja eli voidaan vakioiksi merkité. Osoitetaan,
ettd ndmé valinnat toteuttavat ehdot (44) ja (45).

Ehdon (44) ja luokan d méaritelmén nojalla

tlu S P(b)) =1 (48)

" t(R JMin u) =1. (49)
Ehdon (47) nojalla

t(g~! Isompr (v,u)) =1, (50)

joten

ja siten ehdon (42) nojalla



eli vakion v valinnan nojalla
t(vCu)=1. (52)

Ehtojen (52) ja (48) nojalla
tv CP(b) =1, (53)

minka liséksi ehtojen (52) ja (49) perusteella (edelld sovitun merkintéyksin-
kertaistuksin)
t(R JMin v) =1. (54)

Ehto (44) seuraa nyt ehdoista (53) ja (54).
Ehdon (47) bijektiivisyyspuolen ja ehdon (52) nojalla

t(f:vllfé):l.
Liséksi, koska ehdon (47) nojalla ¢ ’sailyttdé jarjestyksen’, sailyttdé sen sel-
vésti myos ¢g:n rajoittumakuvaus joukkoon v. Kaiken kaikkiaan siis ehto (45)
toteutuu, miké todistaa ehdon (43) ja siten ehdon (39) loppuun.

Palataan nyt tarkastelemaan antiteesin (AT) mukaista ehdot (36)-(38) to-
teuttavaa vakiota e ja metsdstdméaan ristiriitaa. Ehdon (38) nojalla on ole-
massa vakio f; siten, etti

tf1:C = e)=1.

onto

Téllon f; ja relaatio E (joka selvisti jarjestdd C'n alkiot) indusoivat sivul-
la TZs31 esiintyvén maéarittelyn mukaisen relaation joukkoon e, ja lauseen
T76.32 mukaisesti tdmé relaatio on jérjestdva minimaalirelaatio. Merkitain
tata relaatiota S:114. Nyt siis

t(S JMine)=1. (55)

Merkitéadn s:11a joukon e alkioiden méadrddméan S-alkusegmenttien joukkoa
eli asetetaan

s={z|yecerz~S"{y})}.
Koska
t(s CP(e) =1, (56)

on s joukon P(e) osaluokkana todellakin joukko eli sen vakioksi merkitsemi-
nen on luvallista. Lemman 4.9, lauseen TZ6.32 ja ehdon (55) nojalla

t(R JMin s) =1. (57)
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Lisdksi ehtojen (36) ja (56) nojalla
t(sCP(®)=1. (58)
Ehdoista (57) ja (58) seuraa joukon d médritelmén nojalla, etté
t(sed =1. (58)

Ehdon (57) ja lauseen TZ7.51 nojalla on olemassa vakio f; ja ordinaaliluku
[ siten, etta
t(fa Isompp (s,0)) =1. (59)

Ehtojen (58) ja (59) nojalla
tfel)=1. (60)

Ehdon (39) ja sen, ettd C' on luokan On osaluokka ja toisaalta C' on joukko
(mik& ndhdddn esimerkiksi ehdon (31) avulla), perusteella C' on ordinaalilu-
ku. Merkitddn £ := C. Nyt ehdon (60) nojalla

t(B<¢&=1. (61)
Relaation S ja vakion f; valintojen nojalla
t(f1 Isomggs(E,e)) =1. (62)
Lisdksi lemman 4.9 ja ehdon (55) nojalla on olemassa vakio f3 siten, etté
t(fs Isomgr(e,s)) =1. (63)
Merkitaan f; := f3 o f1. Ehtojen (62) ja (63) seké lauseen TZ6.30 nojalla
t(f1s Isomgr (&, s)) =1. (64)
Ehtojen (64) ja (59) seké lauseen TZ6.30 nojalla
t(f20 fa Isompg(€,B)) =1,
jolloin lauseen TZ7.38 nojalla, koska £ ja 8 ovat ordinaalilukuja, on voimassa
HemB) =1,

Mutta tdmé on vastoin ehtoa (61). Syntynyt ristiriita kaataa antiteesin (AT)
ja todistaa ehdon (11).

Seuraavaksi lihdetddn soveltamaan ehtojen (9)-(11) mukaisia vakioita ¢ ja
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~ lauseen paiviitteen todistamiseksi. Oletetaan lause TZ10.49 tunnetuksi eli
kiytetadn kakkosenpotenssi- ja potenssijoukkomerkintojd vahén ristiin tois-
tuvasti lauseeseen T710.49 viittaamatta.

Muistetaan, ettd b = P(w U a). Koska
tlwCwUa) =1,

nidhdéaan helposti lemman 4.10 mukaisia injektioita pitkin kulkemalla, etta

t(Fzfr CbAw~z]) =1, (65)
t(Fzxfz CPO)ANw~z])=1 ja (66)
t(3z[zr CP(P(b) Nw~z]) =1, (67)
Ehdon (9) nojalla on olemassa vakio f siten, ettd
Hf:iy S o)=1. (68)

Merkitdan R':lla relaatiota, jonka bijektio f ja relaatio E indusoivat sivulla

TZs31 olevan méérittelyn mukaisesti ordinaaliluvusta v joukkoon c. Lauseen
T76.32 nojalla

t(R JMin c)=1. (69)
Olennaista on siis, ettd ¢ voidaan jarjestdd minimaalirelaatiolla.
Merkitddn ¢ := ¢ x {1} ja p’ := P(P(b)) x {2}, jolloin

tdnp =0)=1. (70)

Osoitetaan, etti
t3zfz CPRP )Nz = Up]|)=1. (71)

Osoitetaan ensinnékin, ettd on olemassa vakio A siten, etté

th:dUp S PPPEO)) x {1YUPPP®G)) x {2}) =1. (72)

Maaritellaan luokka H asettamalla

H :={z | JxTylz =~ (z,y)A
[Fw[w € P(P(b)) Az~ (w,2) ANy =~ ({w}, 2)]
VIwwechr~ (w,1) ANy~ (w,1)]]]}
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Jos unohdetaan pistevierauden aikaansaamiseksi luodut lisédykset, niin intui-
tiivisesti luokan H voidaan ajatella kuvaavan jokaisen P(P(b)):n alkion vas-
taavaksi yksioksi ja siten P(p’):n osajoukoksi ja c:n alkiot (jotka ovat ehdon
(10) nojalla P(P(P(b))):n alkioita) itselleen. Namé kuvautumiset on liséiksi
jarjestetty tapahtumaan pistevieraille joukoille. N&in syntyy selvésti relaa-
tio, ja sen yksiarvoisuus seuraa ylla olevasta mééritelmésté ja toisaalta c:n
méadrittavan F:n edelld todistetusta yksiarvoisuudesta. Yksiarvoisena relaa-
tiona H on siis funktio. Se on myd6s injektio, minké toteamiseen tarvitaan
tuon yksioitd tuottavan kuvauksen (joka hoitelee P(P(b)):n osion) selvéi in-
jektiivisyyttd ja toisaalta c:n méarittelevan kuvauksen F' edelld todistettua
injektiivisyyttd. H on siis joukossa ¢ U p’ méériteltynd funktiona joukko.
Siten on olemassa vakio h siten, etti

tth~H)=1.
Kuten ylld perusteltiin, tdmé vakio toteuttaa ehdon (72).
Ehdon (67), ilmeisen seikan
P(P(b)) x {1} = P(P(b))) x {2} = P(P(b)))

ja lemman 4.5 nojalla lemmaa 4.6 voidaan soveltaa joukkoihin P(P(b))) x {1}
ja P(P(b))) x {2}. Kyseisen tuloksen nojalla

t(2PPONX{1} [ gP(PO)x{2} ~ gP(PO))x{2}) — 1
ja siten
t(2PPOD)x{1}  gP(PON)x{2} ~ P(P(P(b)) x {2})) =1.
Tama tarkoittaa vakion p’ valinnan nojalla, etti
t(2PPOD L} gP(POX{2E ~ P (p/)) = 1.
Toisaalta helposti huomataan, etta

H(2PPOVX (1) o gPPONX (1) 5 (1) = | ja 1(2PPON*(2) ~ gPPON*(2} 5 (o) — 1

misté seuraa lemman 4.8, jonka oletukset ovat yll& oleviin joukkoihin luodun
pistevierauden nojalla voimassa, perusteella

H(PPO s (1)) U PPO) (2} 2 PR = 1. (73)

79



Toisaalta, koska
PP (1)~ 2PP0) x (1) = P(P(P())) x {1}
2PPOX(E) x (2} = PP x (2} ~ P(P(P())) x (2}
voidaan jilleen soveltaa lemmaa 4.8 tuloksena
t((2PPO U {1huPPOX 2 (2}) ~ (P(P(P(1)))x {1} U(P(P(P())x{2})) = 1.
Tésté ja ehdosta (73) seuraa, ettd
t(P(P(P(b) x {1}) U (P(P(P(b))) x {2} ~P(p'))) = 1.
Talloin on olemassa vakio hy siten, etté

t(hy s (P(P(P(H)) x {1}) U (P(P(P()) x {2}) = P(W)) =1. (74)

onto

Ehtojen (72) ja (74) nojalla

t(ha(h(c'UP)) S P(p)) =1 (75)
ja
t(he(h(dUD)) =dUp)=1. (76)
Lisdksi selvésti
tp CluUp)=1 (77)
ja ehdosta (7) seuraa vaikkapa pienelld antiteesitodistuksella, etté
HInf() =1. (79)

Ehtojen (75)-(78) nojalla yleistetyn kontinuumihypoteesin eli ehdon (2) ole-
tukset ovat kunnossa joukoille p’ ja hao(h(¢' U p')). GCH:m ja ehdon (76)
nojalla on nyt voimassa

t(dup ~Pp)) =1 (79)

tal
t(dup ~ph)=1. (80)

Oletetaan ensin, ettd ehto (79) on voimassa. Osoitetaan, ettd joukot ¢ ja
p’ tayttavat lemman 4.7 oletukset. On siis osoitettava, etti

t(VeVy[[z Ny~ Az~p ANy~p|—>zUy~p])=1 ja (81)
t(VaVy[rNy~0Az~d Ay ~p] = azUy~27]) =1. (82)
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Todistetaan ensin ehto (81). Olkoot tdtd varten vy ja vy vakioita, joille on
voimassa

tloiNue~0)=1, (83)

tloy~p)=1 ja (84)

t(UQ ~ p,) =1. (85)
On osoitettava, etta

t(’Ul U Vo =~ p/) =1. (86)

Ensinnékin ehtojen (84) ja (85) nojalla
t(ry ~wvy) =1,
misté seuraa ehdon (83) ja lemman 4.1 perusteella, ettéa
tvyUvg ~2xp)=1. (87)
Toisaalta

23y =2 x g L2t x (2P® x {2}) ~ 2t x 2P®)

~ 9l 5 9P(b)x1 b Q1U(P(b)x1) 9, oP(b)x1

d
~ 2P0 :) P (88)

Téssd kohdat a) ja d) seuraavat vakion p’ valinnasta ja kohta b) lemmas-
ta 4.4, jonka oletukset on hoideltu pistevieraussdadoilla voimaan. Kohta c)
seuraa lemman 4.3 nojalla lemmasta 4.2, jonka oletukset ovat ehdon (66) ja
lemman 4.5 nojalla voimassa.

Ehto (86) seuraa nyt ehdoista (87) ja (88), joten véitteen (81) perustelu
on valmis. Viitteen (82) todistamiseksi olkoot v; ja vy vakioita, joille on voi-
massa

tvyNug =) =1, (89)

tlvy~cd)=1 ja (90)

tog~p) =1. (91)
Riittda osoittaa, ettd

t(vy Uy ~ 27) = 1. (92)

Vakioiden p’ ja ¢’ valinnan nojalla

t(dnNp =0)=1,
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misté seuraa ehtojen (89)-(91), lemman 4.8 ja ehdon (79) nojalla, etté
t(vy Uvg ~P(p)) =1,

misté ehto (92) seuraa. Témé todistaa loppuun viitteen (82). Ehtojen (81)-
(82) ja lemman 4.7 nojalla on nyt olemassa vakio v siten, etté

tlvCd)=1 (93)

ja
tlo~P(p)) =1. (94)

Ehdon (94) nojalla on olemassa vakio hg siten, etté

Nyt muistetaan, ettd ehdon (69) nojalla ¢ osataan jarjestdd minimaalire-
laatiolla R', ja néin ollen osataan helposti (¢:n valinnan nojalla) jarjes-
tdd minimaalirelaatiolla joukko ¢’. Olkoon kyseinen relaatio S. Téalloin edel-
& sovitun merkintédyksinkertaistuksen nojalla S on jérjestdvd minimaali-
relaatio my6s ¢:n ehdon (81) mukaisessa osajoukossa v. Merkitdén S’ =
IndRely, s(v,P(p')), jolloin lauseen TZ6.32 mukaisesti

t(S' TMin P(p)) = 1.

Lemman 4.10 mukaisen p":n ja P(p’):n vilisen injektion ja relaation S” avul-
la saadaan jirjestdvd minimaalirelaatio joukkoon p' ja siten (p’n valinnan
nojalla) helposti joukkoon P(P(b))). Tésté saadaan taas lemman 4.10 in-
jektion avulla jarjestys joukkoon P(b) ja vastaavasti joukkon b = P(w U a).
Taas voidaan kulkea lemman 4.10 antamaa injektiota — talld kertaa joukolta
w U a potenssijoukolleen pitkin (ja takaisin) ja jarjestdd néin joukko w U a
minimaalirelaatiolla S”. Koska joukon jirjestiva minimaalirelaatio periytyy
osajoukkoon, on voimassa

t(S" JMin a) =1,

jolloin lauseesta TZ7.51 seuraa, ettd on olemassa ordinaaliluku « ja vakio hy
siten, etta

t(h4:oz1;>1a):1.

onto

Taméahén tarkoittaa, etté
tla~a)=1,

eli ehdon (6) tayttava ordinaaliluku av on 16ytynyt. Lauseen viite on siis kun-
nossa ehdon (79) tapauksessa.
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Oletetaan nyt, ettd ehto (80) pétee. Merkitdén p” := P(b) x {0}. Ehdon
(80) ja joukkojen ¢, p' ja p” valintojen mukaisen pistevierauden seké lem-
man 4.8 ja lauseen TZ10.6 nojalla t&lloin

t(cUPE") =PQR")) =1, (95)

T4lloin on olemassa vakio hs siten, etté

t(hs: UPR) = PO") =1. (96)

onto

Kuvaamalla joukon ¢ alkiot identtisesti ja joukon p” alkiot (z,0), missi
t(z € P(b)) = 1, vastaaviksi yksioiksi {(x, 0) }, saadaan joukkojen ¢’ ja p” pis-
tevierauden seké identtisen kuvauksen ja tuon yksioille kuvaavan kuvauksen
injektiivisyyden perusteella vakio hg, jolle on voimassa

the: dUP" = dUPK")) =1. (97)
Kuvajoukolle hg(¢’ Up”) on ehdon (97) nojalla voimassa

t(he(c' UP") CUP(")) =1, (98)
misté seuraa ehdon (96) nojalla, etté

t(hs(he(c'Up")) € P(p")) = 1. (99)

Toisaalta, koska injektio on bijektio kuvalleen, saadaan ehtojen (96) ja (97)
avulla
c/ Up// ~ h6(cl Up”) ~ h5(h6(cl Up//))

ja erityisesti
t(d Up"” =~ hs(he(d Up"))) =1. (100)

Selvisti
tp" Cdup’)=1. (101)

Ehtojen (99)-(101) ja oletuksen GCH nojalla on voimassa
t(dup”" ~PH")) =1 (102)

tal
t(dUp' ~p")=1. (103)

Jos ehto (102) on voimassa, on tilanne vastaavanlainen kuin ehdossa (79).
Samoin edeten kuin ehdosta (79) ldhtien 16ydetéén taas ehdon (6) toteutta-
va ordinaaliluku « ja lauseen véite seuraa.
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Jos taas ehto (103) pétee, edetddn samaan tapaan kuin ehdosta (80) lihtien
edettiin. Purkamalla pistevierauden aikaansaamiseksi luodut lisdykset saa-
daan télloin (vastaavasti kuin ehtoihin (102) ja (103) paddyttaessé) funktioi-
den perusominaisuuksia soveltamalla voimaan jompikumpi seuraavista eh-
doista:

t(Fz[r CcAhx~P(O)]) =1 (104)
ja

t(Fzfr CbAx~c])=1. (105)

Ehto (105) ei voi olla voimassa ehdon (11) nojalla. T&lloin ehto (104) pétee,
ja potenssijoukkoon P(b) loytyy ehdon (69) nojalla jérjestdvi minimaalire-
laatio. Tamén relaation antama jarjestys saadaan lemman 4.10 ja jarjestavén
minimaalirelaation osajoukkoon periytymisen avulla myos joukkoon b — tu-
loksena jérjestdvid minimaalirelaatio joukossa b. Koska b = P(wUa), saadaan
vastaavalla potenssijoukon jérjestyksestd ’taaksepdin’ menemélld jérjestavé
minimaalirelaatio 7" joukkoon w U a. Koska

tlaCwUa)=1,

l16ydetéén jélleen vastaavaan tapaan kuin ehdosta (79) ldhtien ordinaaliluku
a, joka tayttdad ehdon (6).

On siis osoitettu, ettd kaikissa kyseeseen tulevissa tapauksissa ehdon (6) to-
teuttava a 10ytyy. Tamaé todistaa ehdon (5) ja siten edelleen ehdot (4) ja (3).
0

Tarvittavat tyokalut luvun 2.2 viitteen (II) todistamiseen on nyt kasilla.
Voidaan siis lopulta osoittaa, ettéd yleistetty kontinuumihypoteesi seuraa N-
hypoteesista, mikd on seuraavan lauseen sisélto.

Lause 4.12
FGCH — AH .

Todistus: Olkoon t totuusarvofunktio, joka toteuttaa aksioomat (Ax1)—(Ax8).
Oletetaan, etté

t(GCH) =1. (1)
On osoitettava, etté
t(AH) =1
eli etté
t(Va[2Re =~ N,ya1]) = 1. (2)
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Olkoon tatéd varten o ordinaaliluku. Riittd4 osoittaa, etté

(28~ Nogy) = 1. (3)
Oletuksen (1) ja Sierpinskin lauseen (lause 4.11) nojalla
t(AC) =1,

joten ldhteen[4] kaikki aksioomajirjestelmén (Ax1)—(Ax8) lisiksi valinta-aksiooman
olettavat tulokset ovat voimassa. Oletetaan tdma jatkossa tunnetuksi eli kay-
tetdan naita tuloksia huoletta.

Tehdééin ehdon (3) todistamiseksi antiteesi: oletetaan, etté

$H(2  Rywr) = 0 (AT)

eli lauseiden TZ10.49 ja TZ10.14 nojalla, ettéa

t(P(R,) = Nag1) = 0.

Merkitédén g := P(X,). Talloin, koska kardinaaliluvut ovat ordinaalilukuja,
on voimassa

(B < Nag1) =1 (4)

tai
t(Ragr < B) = 1. (5)

Oletetaan ensin, ettéd vaihtoehto (4) on voimassa. Téalloin, koska S on va-
lintansa nojalla kardinaaliluku eiké kardinaalilukujen N, ja N,q7 vélissd ole
kardinaalilukuja (mikd ndhddén esimerkiksi isomorfismin X aidon kasvavuu-
den ja lauseen TZ6.15 avulla), on voimassa

tB I N) =1. (6)
Ordinaaliluvun £ valinnan ja lauseen TZ10.11 nojalla
tB~PMRa)) =1. (7)
Ehdon (6) mukaan
tB~R,) =1 (8)
tai
HB<R,) =1. (9)
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Jos ehto (8) olisi voimassa, niin ehdon (7) nojalla pétisi
tNy ~P(N,)) =1,

mikd on mahdotonta lauseen TZ10.4 nojalla. Néin ollen vaihtoehto (9) pétee.

Lemman 4.10 nojalla on olemassa vakio h siten, etta

th:R, = P(R,)) =1. (10)
Talloin
t(h: Ry %& h(R,)) = 1. (11)
Ehdon (10) nojalla
t(h(Ro) € P(a)) =1 (12)
" tRg = h(Ry)) =1. (13)

Ehdon (9) perusteella, koska ordinaaliluvuista on kyse, pétee
tBCR,) =1. (14)

Nyt ehdoista (7), (14), (12) ja (13) seuraa Cantor-Schroder-Bernsteinin lauseen
TZ710.3 nojalla, ettéa
tNy, 2 P(R,)) =1,

mik& on mahdotonta lauseen TZ10.4 nojalla. Siispa ehto (9) ei voi olla voi-
massa, mikéd osoittaa vaihtoehdon (4) paikkansa pitdmattoméksi, joten anti-
teesin (AT) nojalla vaihtoehdon (5) on oltava voimassa.

Ehdon (7) nojalla on olemassa vakio g siten, etté

tg: 8= P(R,)) =1. (15)

onto

Tarkastellaan rajoittumakuvausta h := ¢"N,q1. Ehtojen (5) ja (15) nojalla
on voimassa

th Rapr = P(R)) =1 (16)

ja erityisesti

t(h(Nop1) CP(R,)) =1. (17)
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Ehtojen (16) ja (17) nojalla
t(Raw1 ~ h(Nag1)) = 1. (18)
Koska funktion N mééritelmén mukaisesti
t(Inf(Naa1)) =1,
seuraa ehdosta (18), ettéd
t(Inf(h(Rag1)) = 1. (19)
Koska N-funktio on aidosti kasvava, on voimassa
Ny < Npp1) =1
ja edelleen, ordinaaliluvuista kun on kyse, etta
t(Ny CRyg1) = 1. (20)
Ehtojen (18) ja (20) nojalla
t(Fx[Ry Cx Ax >~ h(Rag1)]) =1,
misté seuraa ehtojen (17) ja (18) seki oletuksen (1) nojalla, etté
t(h(Rag1) 2 No) =1 (21)

tal

t(h(Nap1) 2 P(R,)) =1. (22)

Ehto (21) on mahdoton, silld sen voimassaolosta seuraisi ehdon (18) nojalla,
etta
H(Rapr ~ Vo) = 1. (23)

Ehto (23) ei voi olla voimassa seuraavasta syysti: Oletetaan antiteesin omai-
sesti, ettd (23) pétee. Télloin lauseen TZ10.14 nojalla

t(Roor ~ Ry) = 1
eli lauseen TZ10.38 mukaisesti
t(NaéBl ~ Na) =1.

T&ama4 on vastoin funktion N injektiivisyytta. Syntynyt ristiriita osoittaa vaih-
toehdon (23) — ja siten vaihtoehdon (21) — mahdottomaksi.
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Ehdon (22) on siis oltava voimassa. T&lloin ehdon (18) nojalla
t(Noa1 =~ P(R,)) =1. (24)

Toisaalta ordinaaliluvun f valinnan ja méaritelmien TZ10.7 ja TZ10.36 no-
jalla

tyly =PRa) = 539 = 1. (25)
Ehtojen (24) ja (25) nojalla

t(B 3 Rag1) = 1. (26)
Ehdot (5) ja (26) ovat ristiriidassa keskenddn, miké kaataa antiteesin (AT) ja
todistaa ehdon (3). Viite on siis edelld todetun nojalla loppuun todistettu. O
Téamén tutkielman péadtulos on kasilla ja esitetéddn seuraavassa lauseessa.

Lause 4.13
FAH +< GCH .

Todistus: Olkoon vield kerran t totuusarvofunktio, joka toteuttaa aksioomat
(Ax1)-(Ax8). On osoitettava, ettd

t(AH <+ GCH) =1. (1)
Lauseen 3.4 nojalla

t(AH - GCH) =1, (2)
ja lauseen 4.12 nojalla

t(GCH — AH) =1. (3)
Viite (1) seuraa ehdoista (2) ja (3). O

5 Lopuksi

Tarkastellaan vield hetkinen téssé tutkielmassa paéroolia esittdneiden valinta-
aksiooman, N-hypoteesin ja yleistetyn kontinuumihypoteesin suhteita. Luvus-
sa 4 osoitettiin, ettd N-hypoteesi ja yleistetty kontinuumihypoteesi ovat ZF-
teoriassa yhtépitavid. Toisaalta Rubinin ja Sierpinskin lauseiden perusteella
molemmista seuraa valinta-aksiooma. Téssé kaikessa voidaan siis hahmot-
taa tarkastelun taso, jolle yhtépitavit olettamukset (GCH) ja (AH) aset-
tuvat. Edustaako valinta-aksiooma néiden ZF-teoreettisena seurauksena jo-
tain alempaa tasoa? Vai voisiko (AC)m ja (GCH):n (tai ekvivalentisti N-
hypoteesin) vélilla vallita yhtépitavyys ZFC-teoriassa?
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Valinta-aksiooman ja yleistetyn kontinuumihypoteesin yhtédpitavyyden osoit-
tamiseksi pitéisi kyeta todistamaan (GCH) tai (AH) ZFC-jérjestelmésté lah-
tien. Tama4 ei ole mahdollista, silld Cohenin ja Gédelin 1950-luvun molemmin
puolin todistamien tulosten nojalla kontinuumihypoteesia ei voida todistaa
ZFC-teoriassa oikeaksi eikéd vadrdksi[l, 6]. Tamé tarkoittaa, ettei Cantorin
ja muiden joukko-opin syntyaikoina ihmetteleméén kysymykseen darettoman
joukon ja sen potenssijoukon mahtavuuksien vilissd olevan joukon olemas-
saolosta saatu ZFC-teorian avulla tyhjentavaéd ratkaisua. Tdsmennysta kui-
tenkin saatiin, silld nyt tiedetdédn, ettei myontavaa eika kieltdviaa vastaus-
ta kerta kaikkiaan ole mahdollista antaa valitun jérjestelmén (ZFC) sisilté:
kumpikaan vastaus ei ole perusoletusten kanssa ristiriidassa.

Kaiken kaikkiaan kumpi tahansa — (GCH) tai sen negaatio — voitaisiin peri-
aatteessa lisitd ZFC-aksioomajirjestelméin ja kehittdéd teoriaa osittain uu-
delta pohjalta. Témé saattaa olla osasyy sille, ettei puhtaasti esimerkiksi
yleistetystd kontinuumihypoteesista riippuvaista matematiikkaa ole helppo
loytaa. Toinen syy voi olla, ettd toisin kuin valinta-aksiooman modernis-
sa matematiikassa alati ldsné olevien seurauslauseiden tapauksessa, ldhes-
tyy ddrettomyyksien olemukseen liittyva (GCH) matematiikan ja filosofian
raja-aluetta, josta useat matematiikan sovellusalueet onnistuvat pysyttele-
médn kaukana. Vaikka 1900-luvulla onnistuttiin — jos nyt ei vastaamaan,
niin ainakin karakterisoimaan ja selventdaméin — joukko-opin syntyaikoina
hdmmaésteltya adrettomyksien olemusta, ei siis valttamatta olla téaltéa osin jo-
kapdiviisessd matematiikassa niin kovin kaukana aikalaisten ldhtokohdasta
pitdd ddretontd merkinnéllisené tai ainakin itsessédén ilman hienovaraisempia
vivahteita olevana kisitteené. Kaikilla matematiikan osa-alueilla néin ei tie-
tenkédén ole asian laita, silld esimerkiksi suuret kardinaaliluvut[1] ovat yksi
monipuolinen tutkimuksen kohde tanéakin paivina.

Edell4 todettiin, ettd (GCH) ja sen negaatio eivit kumpikaan ole ristiriidassa
ZFC-jarjestelmén kanssa. Téssé jatettiin kuitenkin mainitsematta Godelin ja
Cohenin aivan olennainen lahtokohta: molemmat matemaatikot olettivat, et-
td ZFC-jirjestelma itsessédén on ristiriidaton. Tamén oletuksen oikeellisuus ei
ole lainkaan selvé, silld ZFC-teorian mainittua ristiriidattomuutta ei ole on-
nistuttu todistamaan(TZs175). Téhéan riittdisi konstruoida kielen £(S) malli
m ja siihen liittyva totuusarvofunktio ¢,, siten, ettd jokaisen ZFC-aksiooman
totuusarvo tdmén mallin suhteen on 1, mutta téllainen malli ainakin tois-
taiseksi loistaa poissaolollaan. Ei tiedetd, onko sitd olemassa. Yhta lailla ei
tiedeté, onko edes ZF-jérjestelmé ristiriidaton.

89



Jos aksioomajérjestelmé jonain paivéané osoitetaan ristiriitaiseksi, niin Cohe-
nin ja Godelin tulokset menettiavit merkityksensd. Samoin menettdd merki-
tyksensd tdmaé tutkielma ja tietenkin koko aksiomaattinen joukko-oppi. Vaa-
raksi naistd mitddn ei voi kuitenkaan vaittdd tdssd pahimman tapauksen
skenaariossakaan, silld jos paattely

ZFCFy f,

voidaan suorittaa, niin talldinhén jokainen kielen £(5) kaava saadaan todis-
tettua teoreemaksi. Mutta voidaanko mitédén annettavaa sanoa olevan teo-
rialla, jossa jokainen ilmaistavissa oleva lausuma on totta? Naiden tarkas-
telujen perusteella voidaan todeta, ettd ZFC-jérjestelmén ristiriidattomuus
on valttdméton vaatimus aksiomaattisen joukko-opin uskottavuudelle. Té-
mén tutkielman johdannossa mainittiin, ettd ZFC-teoria on modernin mate-
matiikan yleisesti hyvéiksytty perusta, joten itse asiassa vaarassa ei ole vain
aksiomaattisen joukko-opin vaan saman tien koko matematiikan asema.
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