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Eldva ainepedagogiikka

Tapaustutkimus 7.-luokkalaisten algebrallisesta
yleistamisesta

JENNA HILTUNEN JA MARKUS HAHKIONIEMI

jenna.hiltunen@jyu.fi

Jyvaskylan yliopisto, koulutuksen tutkimuslaitos

Tiivistelma

Algebra on suomalaisten oppilaiden heikko alue. Toisaalta tutkimukset viittaa-
vat siihen, ettd oppilaat voivat muodostaa algebrallisia ideoita tavanomaista ai-
kaisemmin. Témdn tutkimuksen tavoitteena on selvittéd, millaisia algebrallisia
ideoita oppilaat muodostavat tutkiessaan funktioita 7. luokalla. Tutkimuksessa
toteutettiin kahden oppitunnin opetusjakso lineaarisista ja epdlineaarisista funk-
tioista. Tunnit videoitiin, oppilaiden puhe nauhoitettiin ja oppilaiden kirjalliset
tuotokset kerdttiin. Tulosten mukaan oppilaat ndyttivét olevan valmiita funk-
tioiden kdisittelyyn ja he muodostivat useita matemaattisia ideoita funktioista.
Oppilaiden viilillé oli kuitenkin eroja. Joillekin lineaariset funktiot olivat sopivan
haastavia, toiset taas pystyivdt tutkimaan jopa epdlineaarisia funktioita. Oppi-
laat ndyttdvdt tarvitsen aikaa ja mahdollisuuksia funktio-kdsitteen keskeisten
ideoiden pohtimiseen ilman formaaliuden vaatimusta. Oppilaat myés hyétyvdit
omien merkint&jen kéyttdmiseen rohkaisemisesta.

Avainsanat

Algebrallinen ajattelu, matemaattinen ajattelu, tutkiva oppiminen
Johdanto

Algebra oli suomalaisten 8. luokkalaisten heikoin sisaltéalue TIMSS 2011 -tut-
kimuksessa ja suomalaiset menestyivit vain hieman kansainvilistd keskiarvoa
paremmin (Kupari, Vettenranta & Nissinen, 2012). Samankaltaisia tuloksia on
saatu myos muissa tutkimuksissa (esim. Rautopuro, 2013). Seka kansainvilisesti
(ks. Kieran, 2007), ettd kansallisesti (ks. Hassinen, 2006) algebran opetusta on
ehdotettu kehitettdvin enemmén ymmartamista ja ajattelua painottavammaksi
lausekkeiden sieventdmissadntdjen ja muun symbolimanipulaation sijaan.
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Algebran oppiminen voitaisiin aloittaa yhtdloiden sijaan funktioita tarkastele-
malla (esim. Carraher, Schliemann, Brizuela, & Earnest, 2006). On olemassa
néyttoa siitd, ettd oppilaat voivat muodostaa algebrallisia ideoita tavanomaista
aikaisemmin (Carraher, Martinez, & Schliemann, 2008; Carraher ym., 2006;
Cooper & Warren, 2008; Francisco & Hiahkioniemi, 2012; Rivera & Becker, 2008;
Warren, Cooper, & Lamb, 2006). Jopa 3. luokkalaiset voivat muodostaa algebral-
lisia ideoita funktioista (esim. Carraher ym., 2008). Varhaista algebran opetusta
kasittelevissa tutkimuksissa on useimmiten ldhestytty funktioita kuviojonojen
kautta siten, ettd oppilailta kysytdan esimerkiksi millainen on jonon 100. tai mika
tahansa kuvio. Useimmat tutkimukset ovat keskittyneet lineaarisiin funktioihin
ja vain muutamissa on tutkimuksissa on tarkasteltu epélineaaristen funktioiden
oppimista (Amit & Neria, 2008; Francisco & Hahkioniemi, 2011).

Taman tutkimuksen tavoitteena on selvittdd, millaisia algebrallisia ideoita oppi-
laat muodostavat, kun lineaarisia ja epilineaarisia funktioita opetetaan tavan-
omaista aiemmin. Algebrallisista ideoista keskitytdan erityisesti oppilaiden al-
gebrallisten yleistysten muodostumiseen ja funktioiden merkitsemiseen. Tama
tapaustutkimus on osa kansainvilistd tutkimussuuntausta, jossa pyritain selvit-
tdmadn, miten algebraa ja erityisesti funktioita voitaisiin opettaa tavanomaista
aikaisemmin. Tutkimuksen tulokset auttavat ymmértdmaan moninaisia tapoja
muodostaa ja merkitd algebrallisia yleistyksid seka lineaaristen ettd harvemmin
tarkasteltujen epalineaaristen funktioiden kohdalla. Tarkoitus ei ole tarkastella
opetussuunnitelman rakentumista vaan kansainvélisesti kiistanalaisia oletuksia
algebran oppimisen etenemisesta.

Algebrallinen ajattelu kuviojonotehtavissa

Oppilaiden on havaittu kehittdvan kuviojonotehtavissa seka rekursiivisia ettad
eksplisiittisid sadntojé (esim. Carraher ym., 2008). Rekursiivisessa sdannossa jo-
non jasen saadaan edellisen jisenen avulla. Eksplisiittinen sdant6 taas ilmaisee,
miten voidaan maarittdd mika tahansa jonon jisen. Radfordin (2010) mukaan
eksplisiittisten sdantdjen muodostaminen on algebrallista yleistamistd. Hianen
mukaansa algebrallinen yleistys voidaan ilmaista symbolein (esim. 2x + 1), kon-
tekstiin viitaten (esim. leveys kerrotaan kahdella ja tahan lisatdan 1) tai yksittai-
sen tapauksen avulla (esim. 2 - 100 + 1). Jilkimma4inen néista vastaa geneerista
matemaattista paattelyd, jossa kdytetddn tiettyd lukua, mutta paattely toimii sa-
moin milld tahansa luvulla.

Useissa tutkimuksissa on havaittu, ettd rekursiiviset sddnndt esiintyvit oppilai-
den keskuudessa yleisemmin kuin eksplisiittiset (esim. Carraher ym., 2008).
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Rekursiivisia sddntdja pidetddn hyddyllisind ajattelumuotoina edetessd kohti
eksplisiittisid sdantdja (Carraher ym., 2008; Francisco & Hahkioniemi, 2012).
Kuitenkin on my0s ndyttdd siitd, ettd rekursiivinen ajattelu voi jopa haitata
eksplisiittisten sdéntdjen muodostamista (Amit & Neria, 2008).

Funktioita muodostaessaan oppilaiden on havaittu hyédyntavian monia erilaisia
representaatioita eli esitysmuotoja kuten taulukoita, kuvaajia, sanallisia sdantoja
ja symbolein ilmaistuja kaavoja (Kieran, 2007). Moninaisten representaatioiden
kayttamisen nahdddn edistdvan oppimista ja oppilaita tulisi rohkaista kehitté-
méadn omia merkint6jaan (Cooper & Warren, 2008).

Menetelmat

Aineiston keruu

Tutkimusaineisto kerittiin kahdella perdkkaisina paivina pidetyilld 45 minuutin
oppitunneilla. Tutkimuksessa haluttiin yksityiskohtaista tietoa vain muutaman
oppilaan matemaattisesta ajattelusta ja toiminnasta, joten oppitunneille valittiin
viisi 7. luokkalaista oppilasta samasta matematiikan opetusryhmaistd. Heille ei
ollut opetettu viela funktioita. Oppilaat tyoskentelivat oppitunneilla kahdessa
ryhmissa siten, ettd toisessa ryhmaissa oli kolme tyttod ja toisessa kaksi poikaa.
Kummankin ryhmén puhe nauhoitettiin sanelimilla. Lisaksi tyttdjen ryhmén
tyoskentely videoitiin. Tdmén lisaksi kaikki oppitunnilla tuotettu kirjallinen ma-
teriaali kerattiin talteen.

Oppitunnit suunniteltiin tutkivan matematiikan oppimisen mukaisesti (ks. Hdh-
kiéniemi, 2011). Oppilaita rohkaistiin ajattelemaan ja tutkimaan, véltettiin an-
tamasta heille suoria ohjeita ja ohjattiin heitd perustelemaan ratkaisunsa. Tunti
alkoi opettajan alustuksella, jonka jilkeen oppilaat ratkoivat ongelmia ryhmissa
ja lopuksi kaytiin yhteinen keskustelu ratkaisuista kooten tunnin keskeiset ideat.

Tehtavit valittiin tunneille siten, ettd ne etenivit tutusta asiasta kohti vaikeampia,
omaa oivaltamista vaativia asioita. Kuvioissa 1 ja 2 on ensimmadiselld tunnilla ka-
sitellyt tehtavit. Molemmissa tehtévissd kuviojonon 10. kuvion laattojen maira
oli laskettavissa monella eri tavalla, kuten piirtamalla tai taulukoimalla laattojen
madrid, mutta laattojen maara oli kuitenkin hieman tyolas selvittad ilman kaavaa.
C-kohdissa oppilaille oli tarkoituksella jatetty vapaus paittad haluavatko he se-
littaa laskutavan sanallisesti tai matemaattisin merkinnéin. Tehtdvien D-kohdat
ohjasivat muodostamaan matemaattisemman ilmaisun, kuitenkin siten, ettd op-
pilailla oli vapaus kéyttad omia merkintojaan.
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1)

A) Kuinka monta valkoista laattaa olisi seuraavassa kuviossa?

B) Kuinka monta valkoista laattaa tarvitaan kuvioon 10?

C) Keksi tapa, jolla voidaan laskea mink& tahansa kuvion valkoisten laattojen m&drs téssd ketjussa.

D) Muodosta kaava, jolla voidaan laskea valkoisten laattojen méird, kun mustia laattoja on tietty m&ara.

E) Laadi oheiseen koordinaatistoan esitys, josta lukija voi nopeasti ndhdé paljonko valkoisia laattoja
tarvitaan tietyn kokoiseen laatoitukseen.

Kuvio 1. Kuviojonotehtivd 1. asteen funktion muodostamisesta (esim. 5x + 1)

2)

A) Kuinka monta mustaa laattaa olisi seuraavassa kuviossa?

B) Kuinka monta mustaa laattaa tarvitaan kuvioon 10?

C) Keksi tapa, jolla voidaan laskea minkd tahansa kuvion mustien laattojen maard tissd ketjussa.
D) Muodosta kaava, jolla voidaan laskea mustien laattojen maarad missd tahansa kuviossa.

E) Laadi oheiseen koordinaatistoon esitys, josta lukija voi nopeasti ndhd3 paljonko mustia laattoja tarvitaan
kuhunkin kuvioon.

Kuvio 2. Kuviojonotehtivi 2. asteen funktion muodostamisesta (esim. x° + 4x)

Toisella tunnilla oppilaiden tehtdvini oli muodostaa kana-aitauksen pinta-alan
lauseke (esim. —2x2 + 13x) eli 2. asteen funktio (kuvio 3). Kaavan kirjoittamiseen
johdateltiin A-kohdassa pyytdmalld laskemaan aitauksen pinta-ala, kun seinis-
td lahtevan sivun pituus on 5 metrid. Taman jalkeen kysyttiin yleistd sdant64 ja
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kaavaa sekd funktion kuvaajaa. D-kohdassa kysyttiin jo funktion suurinta arvoa
ja E-kohdassa pisteit4, joissa funktio saa tietyn arvon.

3) Hempalla on 13 metrid kanaverkkoa, josta hdn aikoo rakentaa kanoilleen suorakulmionmuotoisen
aitauksen kanalan seindn viereen.

aitaus

A) Jos aitauksen seindstd Idhtevdn sivun pituus on 5 metrid, niin kuinka suuri aitauksen pintaala on talloin?

B) Keksi tapa, jolla voidaan laskea aitauksen pinta-ala, kun seindsté lihtevén sivun pituus tiedetddn? Miten
tdman voi kirjoittaa kaavana?

C) Laadi oheiseen koordinaatistoon esitys, josta lukija voi nopeasti ndhdé kuinka suuri aitauksen pinta-ala
on, kun seindstd ldhtevin sivun pituus tiedetdan.

D) Hemppa haluaa vain parasta kanoilleen ja toivoo, ettd aitauksesta tulisi mahdollisimman iso vaikka
kanaverkkoa on kdytettdvissd 13m. Miten aitauksen mitat olisi valittava, jotta aitauksen pinta-ala olisi
mahdollisimman suuri?

E) Kuinka pitki& sivujen taytyy olla, jotta aitauksen pinta-ala olisi 18 nelidmetria?

Kuvio 3. Kana-aitaustehtivdi
Aineiston analyysi

Aineiston analyysissa sovellettiin Powellin, Franciscon ja Maherin (2003) ke-
hittimad matemaattisen ajattelun videoanalyysimenetelmad. Aluksi aineistoon
tutustuttiin katsomalla videot l4pi. Jo tdssé vaiheessa kiinnitettiin huomiota mie-
lenkiintoisiin kohtiin, kuten sellaisiin, joissa esiintyi oppilaiden erilaisia ajattelu-
tyyleja tai ratkaisutapoja. Lisaksi huomio kiinnitettiin oppilaiden merkintéitapoi-
hin ja ongelmakohtiin. Tdmaén jilkeen videot katsottiin uudelleen tarkemmin ja
kirjoitettiin kuvaus videon tapahtumista. Videoilta valittiin tutkimuksen kannal-
ta olennaisia kohtia, jotka litteroitiin tarkemmin sanasta sanaan. Videoiden ta-
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pahtumia tdydennettiin litteroimalla myds d44ninauhojen tapahtumia, joista poi-
mittiin oleelliset kohdat ja videomateriaalilla heikosti kuuluvia osuuksia. Koska
videokuvaaja kuvasi ldhinna tyttdjen ryhmés, tapahtui poikaryhmaén tapahtumi-
en litterointi pddasiassa adninauhojen pohjalta. Litteroiduista kohdista seké vas-
taavista videoista kirjattiin oppilaiden erilaiset ajattelutyylit sekd representaatiot.
Myos oppilaiden kirjalliset tuotokset huomioitiin analyysissa.

Oppilaiden ajattelua tulkittaessa péateltiin, nakevitko oppilaat kuvion tietylld
tavalla, ymmartavatko oppilaat kuvion koskevan mité tahansa lukua ja ilmaise-
vatko oppilaat sadnnon rekursiivisessa, eksplisiittisessa vai jossain muussa muo-
dossa. Analyysissa kiinnitettiin erityisesti huomiota oppilaiden erilaisiin ajatte-
lumalleihin ja tehtévien ratkaisumenetelmiin. Lopuksi oppituntien tapahtumista
kirjoitettiin aihepiireittdin kronologisesti eteneva kertomus.

Tulokset

Lineaarinen kuviojono

Tyttojen ryhmassa huomattiin, ettd valkoisia laattoja tulee aina viisi lisdd uuteen
kuvioon. Neljannessa kuviossa he laskivat olevan 16 + 5 = 21 valkoista laattaa. He
kirjasivat vastauksen seuraavasti: "Ensimmaisessa kukassa on 6 valkoista laattaa.
Aina kun lisatdan yksi lisda tulee 5 valkoista laattaa” T4ma on sanallinen rekur-
siivinen sdanto.

Selvittddkseen 10. kuvion laattojen méarén, tytot muodostivat luettelon kuvioi-
den valkoisten laattojen lukumaiéristd (kuvio 4). Tdma vastaa taulukon tekemista
ja on numeerinen rekursiivinen sadnt6 vaikka siséltadkin laskuvirheen. Oikea
vastaus 10ytyi lopulta summaamalla oikea méari viitosia laskimen avulla. Tdma
olisi jo lahella eksplisiittista sadnto4, jos lisattavien viitosten méaardan kiinnittiisi
huomiota ja muuttaisi yhteenlaskun kertolaskuksi. Tdméan vuoksi opettaja ohja-
sikin oppilaita selvittdméan seuraavaksi kuinka monta valkoista laattaa olisi 100.
kuviossa. Tdssé vaiheessa tytot kuitenkin ajattelivat rekursiivisesti, minka Niina
tiivisti lauseeseen “plussaan edelliseen tulokseen viis” ja Siiri lauseeseen “alkuku-
viossa on kuus valkoista, sit lisdtdan aina viis, viis, viis, viis ...
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Kuvio 4. Numeerinen rekursiivinen sddnto
Opettajan kysymysten avulla tytot ldhestyivat eksplisiittistd saantoa:

Opettaja: Siis eli yhtd mustaa laattaa kohden liittyy viis palasta, mutta onko
sillon kaikki valkeet palaset siind kuviossa?

Siiri: Ei.

Opettaja: Montako puuttuu?

Siiri: Yks. Eiku...

Opettaja: Miks yks?

Siiri: Tai siis ku... tuossa alussa on kuus, sit niitd lisdtddn vaan viis siihen.

Niina: Hei, jos siind eka on 99 mustaa palasta ja niitid kohden viis valkosta
plus yks musta ja kuus valkosta.

Ilona: Tdih?

Niina: Jos pitdd olla sadas kuvio, siind on sata mustaa kuiteski, niin eka 99
mustaa ja niitd kohden tota viis valkosta jokasta plus yks musta ja siti kohden
kuus valkosta.

Téssd tytot paatyvit sanalliseen sdantoon 100. kuvion valkoisten laattojen sel-

vittamiseksi. S44nto vastaa laskua 99 - 5 + 6 ja toimii vaikka 100. kuvion sijaan
kysyttdisiin n. kuviota ((n - 1) - 5 + 6). Siten kyseessé oli sanallinen geneerinen
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saanto. Tamén jalkeen tytot siirtyivat opettajan kehotuksesta pohtimaan sdannon
yleistamista:

Siiri: Eihdn siind sanota, ettd pitds laskee valkoset ja mustat erikseen. . . Seit-
temdn palaa plus x kertaa kuus.

Niina: Miks kertaa kuus? Mikd se x on?
Ilona: No se on joku luku.

Siiri: No kato, tidtsd se, x on se niinku kuinka monta kuka kdyttdd sitd, niin
monta se tarvii sithen. Se on x on niinku se mddrd mitd se tarvii sithen. [Tau-
ko.] Eka sillein seittemdn palaa plus x kertaa kuus, koska aina lisdtddn kuus
palaa yhteensi ja se x on niin paljon kuin niitd tarvitaan... kuinka monta
tarvitaan kuvioita... Montaa kuvioo tarvitaan, niin se x kuvaa sitd.

Yll4 olevassa kohdassa Siiri otti laskuihin mukaan mustat laatat ja muodosti sa-
nallisen eksplisiittisen sddnnon. Tytot myos keskustelivat muuttujan x merkityk-
sestd. Opettajan avustamana Siiri huomasi, ettd muuttujan x paikalle ei kuulu-
kaan sijoittaa kuvion jérjestyslukua:

Siiri: Onkse aina ku sillei, ettd aina ku sillei niin ku [hakee sanoja] tarvitaan

joku sadan laatan mddrd, siitd vihennetddn yks ja sit tdd toimis tdd mun
taktiikka?

[...]

Siiri: Eli niin monta kuviota kuin tarvitaan ja sit siitd miinustetaan yks ja
kaytetddn tota [kaavaa].

Opettaja: Pystysit sd kirjottamaan sen tdllasena kaavana, ettd mistd sd vi-
henndit sen yhen?

Siiri: No eli tdhdn perddn miinus yks... ei... se on johonkin tihdn viliin, eiko
ookkin?

Niina: Onks se kuus plus x miinus yks kertaa viis?

Tytot kirjoittivat lopulta kaavan muodossa (6 + x — 1) - 5, jolla he tarkoittivat
kaavaa 6 + (x — 1) - 5. Téstd huomataan, ettd sulkeiden kaytto ei ole oppilailla
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taysin hallussa, mutta tytot osaisivat luultavasti kdyttaa kaavaansa tarkoittamal-
laan tavalla.

Poikien tygskentely eteni huomattavasti nopeammin kuin tyttojen. Antti huoma-
si heti alussa, ettd seuraavaan kuvioon tulee aina viisi valkoista laattaa lisda. Antti
selitti Eerolle, ettd kuvioilla on aina yksi yhteinen laatta. Ilmeisesti Antti naki
kuvioiden muodostuvan useista kukkamaisista kuvioista, joita yhdistda valkoi-
nen laatta kahden mustan laatan vilissd. Antti laski paperista, ettd kolmannessa
kuviossa on 16 laattaa ja siihen taytyy lisdtd 5, jolloin saadaan neljannen kuvion
laattojen maara.

Selvittidessddn 10. kuvion valkoisten laattojen méarda pojat eivit endd kiyttineet
rekursiivista sadntoa. Sen sijaan Antti selitti suullisesti laskeneensa 10 - 5 ja lisdn-
neensd sithen yhden. T4ssé vaiheessa pojat olivat siis muodostaneet sanallisen
geneerisen saannon.

Taman jalkeen Antti kirjoitti sanallisen eksplisiittisen sddnnoén: ”Jokaisen mus-
tan laatan kanssa tulee viisi valkoista laattaa ja siihen lisatdan yksi péaatylaatta”
Seuraavassa tehtdvin alakohdassa, jossa kysyttiin kaavaa, Antti kirjoitti osittain
symboleja kiyttden eksplisiittisen sdéannon (kuvio 5). Antti kdytti muuttujana sa-
nallista ilmaisua “mustien laattojen maara”. Antti oli pojista johtavammassa ase-
massa ja kehitti ratkaisut Eeroa nopeammin. Antti kuitenkin selitti ja perusteli
ideansa Eerolle. Eero ymmirsi todennikoisesti Antin esittimit ideat, mutta ei
valttdmatta sisdistdnyt aivan kaikkia asioita samalla tavalla kuin Antti.
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Kuvio 5. Osittain symbolinen eksplisiittinen sddnté d-kohdassa

Tyttojen ja poikien ryhmit paatyivit siis kahteen erilaiseen sdantoon. Yhteisessa
keskustelussa ryhmét vertasivat sddntojaan. Erityisesti opettaja ohjasi oppilaat
kiinnittdméaan huomiota sdintojen kirjoittamiseen. Tyttojen kaavasta huomat-
tiin sulkeiden kayton ongelmallisuus ja korjattiin tilanne kirjoittamalla Niinan
ehdotuksen mukaisesti sadnté muotoon 6 + (x — 1) - 5. Tytot ehdottivat poikien
kaavan kirjoittamista muotoon x - 5 + 1. Taululle kirjoitettiin mustien laattojen
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mddrd - 5+ 1 =x -5+ 1. Opettaja kertoi oppilaille, ettd matematiikassa todella-
kin kaytetadn usein tuntemattoman merkitsemiseen x-kirjainta. T4std huolimat-
ta pojat eivdt omaksuneet titd merkintatyylid jatkossa itselleen, vaan jatkoivat
muuttujan merkitsemisté sanallisesti.

Epdlineaarinen kuviojono

Tyttojen ryhmd ei ehtinyt edeté toiseen tehtdvain asti, joten tutkimusmateriaalia
kyseisestd tehtdvasté saatiin vain poikien ryhmaltd. Antti huomasi hetken miet-
timisen jédlkeen, ettd kuvioon lisdttavien laattojen maara lisdantyy aina kahdella.
Pojat miettivit ja tarkastelivat, pateekd sdant6 kysymyspaperissa jo valmiina ole-
ville kuvioille ja paatyivit lopulta siihen, ettd neljannessd kuviossa olisi 32 laattaa.
Antti kertoi sanallisesti kuinka han paityi vastaukseen:

*Tdssd on 7 enemmdn kun tdssd ja tdssd on 9 enemmdn kun tdssd. Ja sitten
tulee 11 lisdd. Ja kun tdd oli 21, niin tulee 32. Ja sit sithen seuraavaan lisdttdis
137

Antin selityksesta kay ilmi, ettd han ajatteli lukujonoa 7, 9, 11, 13, ..., jonka mu-
kaan kuvioiden laattojen lukuméird kasvaa. Siten kyseessa oli numeerinen re-
kursiivinen sainto, joka vastaa lukujen taulukointia. 10. kuvion laattojen méaérian
selvittdmiseksi molemmat pojat my0s Kirjoittivat taulukon nakyviin (kuvio 6).
Taman jalkeen he kirjoittivat sadnnén muodoissa "Liséttavien laattojen madrain
lisatadn aina 2” ja "Lisittyjen laattojen maéra + 2” Néin ollen he olivat muodos-
taneet sanallisen rekursiivisen sddnnon.

Kuvio 6. Numeerinen rekursiivinen sddnté

Opettaja ohjasi poikia pois rekursiivisesta ajattelutavasta kysymaélld sadannen ku-
vion laattojen lukumairad. Antti selitti tehtdvin vaikeutta silld, ettd ensimmai-
sessd tehtdvéssa laattoja tuli tasainen maard, mutta téssa tehtdvéssa tuli aina eri
madra. Antti oli siis huomannut oleellisen eron ndiden kahden tehtévén valilla.
Opettaja neuvoi oppilaita miettimain pinta-aloja, jonka jalkeen Antti keksi téy-

147



Eldva ainepedagogiikka

dentdd kuvion nelioksi lisddamalld jokaiseen tyhjadn kulmaan laatan. He kokei-
livat laskua 6 - 6 — 4 neljannelle kuviolle ja huomasivat kaavan toimivan. Niin
ollen pojat olivat muodostaneet symbolisen geneerisen sddnnon.

Taman jalkeen molemmat pojat kirjoittivat kaavan muodossa “"kuvion numero
+ 2 - kuvion numero + 2 - 4”. Néin he olivat muodostaneet osittain symbolisen
eksplisiittisen sdannon. Tassakin tapauksessa sadnnon merkinnat ovat puutteel-
liset sulkeiden puuttumisen vuoksi, mutta oppilaat kuitenkin tarkoittivat taysin
oikeaa sadnto4, joka symbolein ilmaistuna olisi (x + 2) - (x + 2) - 4.

Jatkuva epdilineaarinen funktio

Tassa tehtavassa tytoilld oli keskittymisvaikeuksia. He ratkaisivat nopeasti a-koh-
dan, jossa toiseksi sivun pituudeksi oli annettu 5. Tdmén jdlkeen padasiassa vain
Niina pohti tehtavad pidemmalle. Hin muodosti piirin perusteella kaksi erilaista
yhtdlod: x -2+ y=13mja 13 - x- 2 =y, joissa x ja y ovat sivujen pituudet. Lisdksi
Niina ehdotti pinta-alalle kaavaa x - y, mutta ei ehtinyt timan pidemmalle.

Pojat paittelivit a-kohdassa toisen sivun pituudeksi kolme ja laskivat pinta-alaksi
5.3 = 15. Tehtavin b-kohtaan, jossa kysyttiin kaavaa, Antti keksi seuraavan ide-
an:

Eiks tid kaava ois niinku sillai, ettd kaks kertaa viis miinus 13 ja sitten se
vastaus otetaan siitd ja se kerrotaan sen sivun pituuden kanssa ja siitd tulee
pinta-ala? ... Eikun 13 miinus kaks kertaa viis...

Néin ollen Antti oli muodostanut sanallisen geneerisen sdannon. Han my6s mer-
kitsi symbolisen geneerisen sdadnnén: (13 m-2-5)-5=15m*

Taman jilkeen Antti kysyi opettajalta pitdisiko kaava tehdé tapauksessa, jossa
verkon pituutta ei tiedetd. Geneerinen sdantd auttoi varmasti myos yleisen lau-
sekkeen muodostamisessa, koska Antti esitti nopeasti sanallisen eksplisiittisen
saannon: ”Sithan se ois niinkun verkon pituus miinus kaks kertaa seinésta lahte-
van sivun pituus?” Molemmat pojat myos merkitsivat osittain symboleja kayttd-
en eksplisiittisen sadnnon (kuvio 7).
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Kuvio 7. Osittain symbolinen eksplisiittinen sddnto

Vaikka Niina ei ehtinytkaan itse ratkaista tita tehtdvad, niin hdn ilmeisesti ym-
mirsi, kun tunnin lopussa kéytiin yhdessa lapi poikien kehittama sadnto. T4l-
16in Niina osasi kertoa, ettd poikien kaavassa seindsté ldhtevan sivun pituus oli
muuttuja, jota voitiin merkitd lyhyemmin kirjaimella x. Opettaja kirjoitti taululle
Niinan sanelun mukaan poikien sdannén muotoon (13 - 2 - x) - x, joka on sym-
bolinen eksplisiittinen sa4nto.

Pojat esittivit sadnnon myos graafisesti (kuvio 8) ja madrittivat kuvasta pinta-
alan suurimmaksi arvoksi 21 m2. Tdhin siséltyy jo funktion suurimman arvon
olennainen idea, joka tavanomaisesti kisitelldan lukiossa. Tosin vastaus itsessadn
ei ole tiysin oikein, koska pojat eivat huomioineet muita kuin kokonaislukuar-
voja.
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Kuvio 8. Graafinen sddnto

Pohdinta

Tulosten mukaan oppilaat nayttivit olevan valmiita funktioiden tarkasteluun. He
tarkastelivat useita algebrallisia ideoita kuten muuttujan merkitysta ja erilaisia
merkint6ja sekd algebrallista yleistdmist4 ja lausekkeiden merkintoja. Siten tut-
kimuksen tulokset tukevat aiempia tutkimuksia, joissa algebraa on havaittu voi-
tavan opettaa tavanomaista aiemmin (Carraher ym., 2008; Carraher ym., 2006;
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Cooper & Warren, 2008; Rivera & Becker, 2008; Warren ym., 2006). Tutkimuk-
sessa kaytetyt tehtédvit oli tarkoituksella laadittu haastaviksi, jotta voidaan tutkia
kuinka syvallisiin paittelyihin oppilaat etenevit. Kolmas tehtava on jopa tyypil-
linen lukion matematiikan dariarvosovellus.

Oppilaiden vililld oli myo6s eroja. Toiselle ryhmalle lineaarinen funktio tuntui
riittdvan haastavalta, kun taas toinen ryhmé kisitteli epalineaarisia funktioita.
Tyttojen osalta on huomattava, etti heille ei aikarajoitteiden takia ollut edes mah-
dollisuutta ratkaista tehtdvai 2, jossa oli epilineaarinen funktio. Poikien vililla
oli my0s eroja, silla Antti tuntui keksivdn suurimman osan ryhmén ideoista. Kui-
tenkin oppilaat myds keskustelivat ja selittévit toisilleen ideoita. Huomattavaa
on myos, ettd koontivaiheessa oppilaat pystyivit tarkastelemaan toistensa ideoita
vaikka eivit olleetkaan ehtineet ratkaista tehtdvaa itse.

Yksi syy oppilaiden rikkaisiin ideoihin oli ilmeisesti se, ettd heiddn annettiin
kayttdd omia merkint6jddn vaikka ne olivatkin puutteellisia (esim. sulkeiden
kaytto). Aiemmissakin tutkimuksissa on esitetty, ettd opetuksessa tulisi keskittya
algebrallisiin ideoihin merkintojen sijaan (esim. Hassinen, 2006; Kieran, 2007).
Mikali liian nopeasti siirrytadn symboleilla esitettyihin sdant6ihin jaavit ne op-
pilaille merkityksettomiksi ulkoaopittaviksi sdannoiksi. Sen sijaan oppilaat tar-
vitsevat aikaa ja mahdollisuuksia muodostaa omia ideoitaan ilman formaaliuden
vaatimusta. Esimerkiksi oppilaiden omat epdformaalit merkinnit muuttujalle
ovat rikkaus, joiden avulla voidaan ymmartad, mitd muuttuja tarkoittaa.

Aiemmissa tutkimuksissa on esiintynyt eriaviad mielipiteitd rekursiivisten sdan-
tojen hyodyllisyydesti. Toiset tutkijat ovat esittdneet rekursiivisen ajattelutavan
olevan jopa haitallinen (esim. Amit & Neria, 2008), kun taas toiset pitavit sitd
hy6dyllisend (esim. Carraher ym., 2008; Francisco & Héahkioniemi, 2012). Téssé
tutkimuksessa rekursiivisen ajattelutavan hyodyllisyys tai haitallisuus jai epdsel-
vaksi. Toisaalta rekursiivinen ajattelutapa auttoi oppilaita padsemién alkuun ja
hahmottamaan tilanteen. Siitd ei kuitenkaan tuntunut olevan valiténtd hyotya
eksplisiittisen séannén muodostamisessa.

Sen sijaan tdssad tutkimuksessa huomattiin geneerisen sdannon auttavan ekspli-
siittisen sddnnon muodostamisessa. Kaikissa tapauksissa ennen eksplisiittisen
saannon muodostamista oppilaat keksivat geneerisen sddnnon. Erityisen hyvin
geneerisen sdannon hyddyllisyys ilmenee 3. tehtévassd, jossa Niina laski puuttu-
van sivun pituuden erikseen, kun taas Antti yhdisti sen pinta-alan laskemiseen
((13m -2-5)-5=15m?), josta oli helppo muuttaa sivun pituuden tilalle muut-
tuja. Radfordin (2010) mukaan tallainen geneerinen saant6 onkin jo yksi algeb-
rallisen yleistimisen muoto. Tdmékin korostaa sit4, ettd oppilaita ei voi pakottaa
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aloittamaan suoraan formaalista muuttujan kaytostd, vaan sitd pitdd pohjustaa
esimerkiksi geneeriselld ajattelulla ja omien merkint6jen luomisella muuttujalle.

Tutkimuksen tuloksia tulkittaessa on huomioitava, ettd kyseessd on muutaman
oppilaan tapaustutkimus. Tulokset auttavat ymmartdmaéan, millaista algebrallista
ajattelua oppilaat voivat harjoittaa tallaisessa lahestymistavassa. Jatkotutkimuk-
sissa voitaisiin keskitty4 laadullisen tutkimuksen keinoin kehittimaén téssé esi-
tettya lahestymistapaa ja tarkastelemaan oppilaiden ajattelutapoja tai muodos-
tamaan madrallistd tietoa oppilaiden algebrallisesta ajattelusta ja sen yhteyksistd
opetukseen.
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Abstract

Algebra is a weak area of mathematics for Finnish students. At the same time
several studies suggest that students are able to construct algebraic ideas earlier
than usual. The aim of this research is to find out what kind of algebraic ideas
students construct when studying functions in the 7th grade. In this study, two les-
sons about linear and non-linear functions were implemented. The lessons were
videotaped, students’ talk was audio-recorded and written products were collect-
ed. According to the results, the students seemed to be ready for considering func-
tions and they built several mathematical ideas about functions. However, there
were differences between the students. For some, linear functions were sufficiently
challenging, while others were even able to study non-linear functions. It appears
that students need time and opportunities to construct key ideas of the concept
of function before being taught the formal ideas. Students also benefit if they are
encouraged to use their own notation.
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