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Téasséd tutkielmassa késitelladn vektori- ja matriisinormeja, niiden ominaisuuksia
ja niihin liittyvid tuloksia. Matriisinormien tarkastelemiseksi on ensin mielekésté tie-
tad, mikd on vektorinormi ja millaisia ominaisuuksia siltd vaaditaan. Vektorinormilla
voidaan esimerkiksi laskea vektorin pituus. Matriisinormi taas mittaa esimerkiksi sité,
kuinka paljon maksimissaan vektori venyy matriisilla kerrottaessa.

Vektorinormeille asetetaan kolme vaatimusta, joiden kaikkien tulee olla voimassa:
positiivisuus, homogeenisuus ja kolmioepayhtéld. Koska matriisit koostuvat vektoreis-
ta, siirtyvét vektorinormien vaatimukset suoraan matriisinormeille. Vektorinormien
vaatimusten lisdksi matriisinormeille mééaritelldéan vielda yksi ehto lisdéd; matriisitulon
submultiplikatiivisuuden tulee olla voimassa. Neljannen ehdon liséd&éminen matriisi-
normeille aiheuttaa sen, etté kaikki vektorinormit eivéit ole matriisinormeja.

On olemassa useita erilaisia vektori- ja matriisinormeja, joita hyodynnetdan ta-
pauskohtaisesti. Yleisin tunnettu vektorinormi on euklidinen normi. Matriisinormeis-
ta tutkielman kannalta oleellinen on spektraalinormi, jossa tarvitaan matriisin omi-
naisarvojen hallintaa. Joillekin matriisinormeille voidaan méaréta yhteensopiva vek-
torinormi, jolloin sanotaan, ettd matriisinormi sopeutuu vektorinormiin. Liséksi jo-
kainen vektorinormi indusoi matriisinormin. Indusoitu matriisinormi aina myos so-
peutuu vektorinormiin, josta se on indusoitu. Esimerkiksi euklidinen normi indusoi
spektraalinormin ja samalla siis spektraalinormi sopeutuu euklidiseen normiin. Kaikki
matriisinormit eivat ole indusoituja matriisinormeja.

Spektraaliside méaaritelladn matriisin itseisarvoltaan suurimmaksi ominaisarvok-
si. Spektraaliséiide ei ole vektori- eikd matriisinormi. Kuitenkin voidaan todistaa, etta
jokin matriisinormi saadaan darimmaéaisen ldhelle spektraalisidetté. Erds spektraalisé-
teeseen liittyvé téarked tulos antaa yhteyden myo6s matriisijonon suppenemiselle: mat-
riisitulo suppenee, jos ja vain jos spektraaliside on pienempi kuin yksi. Matriisijonon
suppeneminen méaritelladn alkioittain eli matriisijono suppenee kohti jotakin tiettyé
matriisia, jos kaikki matriisin alkiot suppenevat kohti jotakin tiettya alkiota.

Matriisinormeja sovelletaan muun muassa kéédnteismatriisien virheiden arvioinnis-
sa. Matriisille voidaan méaarittda ehtoluku, joka mittaa esimerkiksi matriisin alkioissa
mahdollisesti sattuneiden pyoristysvirheiden suuruutta. Matriisin ehtoluku riippuu
valitusta matriisinormista. Mitd suurempi ehtoluku on, sitd suurempi on matriisin
virhealttius.

Tamén tutkielman lopussa esitetdédn opitun teorian pohjalta kurssisuunnitelma
"Matriisit tutuiksi”, jonka on tarkoitus olla lukion pitkdn matematiikan syventava
kurssi.






Johdanto
Luku 1. Matriisit ja vektorit
1.1. Matriisi
1.2.  Matriisityyppeja
1.3.  Vektori
1.4. Matriisien perusoperaatiot
Luku 2. Matriisin kddntyvyys
2.1. Determinantti
2.2. Kéédntyva matriisi
2.3. Unitaarinen matriisi
Luku 3. Matriisin ominaisarvot
3.1.  Ominaisarvoyhtalo
3.2.  Ominaisarvoihin liittyviéd tuloksia
3.3. Similaarisuus ja diagonalisoituvuus
Luku 4. Vektorinormi
4.1. Sisatulo
4.2.  Vektorinormin ominaisuudet
4.3. Vektorinormien ekvivalenttisuus
4.4. FErilaisia vektorinormeja
4.4.1. Euklidinen normi
4.4.2. Summanormi
4.4.3. Yleinen [, -normi
4.4.4. Maksiminormi
Luku 5. Matriisinormi
5.1. Matriisinormin ominaisuudet
5.2.  Yhteensopiva ja indusoitu matriisinormi
5.3. Erilaisia matriisinormeja
5.3.1. Kokonaisnormi
5.3.2.  Rivisummanormi
5.3.3. Sarakesummanormi
5.3.4. Euklidinen matriisinormi
Luku 6. Spektraalinormi ja spektraaliside
6.1. Spektraalinormi
6.2. Spektraaliside

Sisalto

iii



iv SISALTO

Luku 7. Matriisien virhearvioinneista
7.1.  Virheen arviointia
7.2. Matriisin ehtoluku

Luku 8. Suunnitelma lukion pitkdn matematiikan syventéviksi kurssiksi -
Matriisit tutuiksi
8.1.  Kurssin viikkoaikataulu

Luku 9. Merkintsja
Lahdeluettelo

39
39
40

43
43

47
49



Johdanto

Tamén tutkielman tarkoituksena on késitelld vektori- ja matriisinormeja. Naiden
normien liséksi tutkielmassa esitetdin myos matriiseihin yleisesti liittyvid ominaisuuk-
sia, kuten matriisien ominaisarvojen ja virheiden laskemista. Tutkielman pa&paino on
kuitenkin matriisinormeissa ja niihin liittyvien tulosten tarkastelussa.

Matriisien kaytostd on merkkejé jo muinaishistoriassa, jolloin niitd hyodynnettiin
mm. lineaaristen yhtédloryhmien ratkaisemisessa. Télloin matriisit tunnettiin taulu-
koina. Ensimmaéinen esimerkki taulukoiden kaytostd yhtédlon ratkaisemisessa on kii-
nalaisessa kirjassa "The Nine Chapters on the Mathematical Art”. Taméa matemaat-
tinen kirja on kokoelma teksteistéd useiden sukupolvien ajoilta, noin 900 vuotta ennen
ajanlaskua aina ajanlaskun alkupuolelle saakka. [16] My6s matriisin determinantti
on peréisin néisté teksteistd. James Joseph Sylvester loi nykyisen matriisi -késitteen
vuonna 1850.

Matriisien kehityksen kannalta 1800-luvun loppu oli tirked. Téalloin mm. Wilhelm
Jordan julkaisi nykypéivana paljon kédytetyn Gaussin & Jordanin -menetelmén. Sii-
ta lahtien matriisit ovat olleet oleellisia monilla matematiikan osa-alueilla. Erityisesti
matriisit ovat merkityksellisid lineaarialgebrassa ja numeerisessa matematiikassa. Ny-
kyadn niitd sovelletaan myos paljon tietotekniikassa ja tilastotieteessa.

Tama tutkielma koostuu yhdeksésta luvusta, joista viimeiseen on koottu kéytet-
tyjen merkintojen selitykset. Tutkielman p&dpaino on luvuissa 4, 5 ja 6, joissa késitel-
ladan vektori- ja matriisinormeja ja niihin liittyvia tuloksia. N&ité tuloksia varten tul-
laan aiemmissa luvuissa esittdmédn tarvittavia "tyokaluja”. Erityisesti luvussa kolme
késiteltdvien ominaisarvojen ymmaértaminen on hyodyksi. Tutkielmassa tarkastellaan
padsaantoisesti reaali- tai kompleksikertoimisia neliomatriiseja.

Ensimmaéisissé kolmessa luvussa tutustutaan matriiseiden perusoperaatioihin, kain-
tyvyyteen ja ominaisarvoihin. Perusoperaatioista mainittakoon hermitointi, joka vas-
taa kompleksikertoimisen matriisin transponointia. Reaalisen avaruuden transponoin-
nista erona on alkioiden konjugointi. Toisen ja kolmannen luvun kannalta keskeisessa
roolissa on determinantti. Determinantin avulla saadaan selville térkedd tietoa mat-
riisin kadntyvyydestéd ja ominaisarvoista. Naité tietoja tarvitaan myohemmin spekt-
raalinormin ja spektraalisdteen yhteydessa luvussa 6.

Neljas ja viides luku keskittyvét tdmén tutkielman kannalta oleellisiin aiheisiin eli
normeihin ja niiden ominaisuuksiin. Namé luvut sisdltéavit esimerkkeja ja todistuksia
yleisimpiin normeihin liittyen. Yleiselle vektorinormille mééritelldéin seuraavat kolme
ehtoa: positiivisuus, homogeenisuus ja kolmioepéayhtélo. Yleisin tunnettu vektorinor-
mi on euklidinen normi, joka tayttda kaikki ndméa kolme ehtoa. On olemassa myos
muita vektorinormeja, joita esitellidn neljinnen luvun lopussa. Viidennessé luvussa
laajennetaan yleinen vektorinormi yleiseksi matriisinormiksi; vektorinormin ehtojen
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lisdksi submultiplikatiivuus -ehdon tulee olla voimassa. Osoittautuu, ettéd kaikki vek-
torinormit eivit ole matriisinormeja, koska ne eivit tayta téata lisdttyd ehtoa. Téssé
luvussa paneudutaankin matriisi- ja vektorinormien vélisiin yhteyksiin ja osoitetaan
esimerkiksi, kuinka jokaisesta vektorinormista voidaan indusoida matriisinormi.

Kuudennessa luvussa késitelldan spektraalinormia ja spektraalisiddetti. Spektraa-
linormi on matriisinormi, jonka euklidinen vektorinormi indusoi. Spektraalisdde puo-
lestaan madritelladn itseisarvoltaan matriisin suurimmaksi ominaisarvoksi. Sopivan
matriisin avulla voidaan osoittaa, ettd spektraalisdde ei ole vektori- eik& matriisinor-
mi. Yleisesti jokin matriisinormi kuitenkin saadaan aina hyvin ldhelle spektraalisiadet-
td. Spektraaliside antaa ehtoja my6s matriisijonon suppenemiselle. Matriisijonojen
suppenemisiin ja muihin aiemmin opittuihin asioihin kuten matriisin ka&ntyvyyteen
liittyen osoitetaan tirkeitéd tuloksia.

Matriisinormeille on olemassa erilaisia sovelluksia. Esimerkiksi tietotekniikassa ké-
sitellddn matriisien virheiden analysointiin liittyvid algoritmeja. Luvussa seitsemén
tarkastellaankin, millaisia virheitd kéinteismatriisin laskemisessa voi tulla ja kuin-
ka niitd virheitd voidaan arvioida ehtoluvun avulla. Lopussa kdydédan lapi esimerkki
sarakesummanormilla lasketusta virheestd. Matriisin ehtoluku ja samalla matriisin
virheen suuruus riippuvat valitusta matriisinormista.

Tutkielman kahdeksannessa luvussa on aiemmin opitun teorian pohjalta suunni-
teltu kurssisuunnitelma lukion pitkén matematiikan syventéviksi kurssiksi. Kurssin
ideana on tutustua matriiseihin ja niiden ominaisuuksiin.

Tamén tutkielman lukijalta edellytetéén lineaarialgebrassa ja matriisilaskennassa
opittujen asioiden hallintaa. Tutkielmassa pyritddn kayttdméan paljon esimerkkejé,
joiden avulla lukijan on helpompi ymmaértaa lukemaansa.



LUKU 1

Matriisit ja vektorit

1.1. Matriisi

Méaaritellddn aluksi, mikd on matriisi ja miten sitd merkitddn. Madritelman 1.1.
matriisissa on vaakasuoria riwejd ¢, missé rivi-indekst ¢ = 1,2,3 ..., m ja pystysuo-
ria sarakkeita j, missé sarakeindeksi 7 = 1,2,3 ..., n siten, ettd jokaisella rivilla ja
jokaisella sarakkeella on yhtd monta alkiota eli reaalilukua. [8, Luku II]

MAARITELMA 1.1. Matriisia A € R™*" jossa on m-kappaletta riveja ja n-kappaletta
sarakkeita, kutsutaan tyypin m x n matriisiksi ja sitd merkitdin seuraavasti:

a1; Q12 -+ Qin
Q21 Q22 -+ Q2p

A=1 0 o | = @g)mn = (ay).
Am1 Am2 - Amn

Matriisin A rivilla ¢ ja sarakkeessa j olevaa matriisin alkiota merkitéén a;;.

Maééritelméssd 1.1. matriisin A alkiot ovat reaalilukuja eli a;; € R. Jos kuiten-
kin jokin matriisin A alkio olisi kompleksiluku eli a;; € C, niin talléin merkittéisiin
A e C™ ™ Tassa tutkielmassa kéytetddn jatkossa yleisesti merkintada F™*" joka
tarkoittaa joko R™*™ tai C"™*".

Matriisin A € F™*" lukuja m ja n kutsutaan matriisin A kertaluvuiksi. Kertaluvut
kertovat matriisin tyypin m X n, jota kutsutaan myos dimensioksi. Sanotaan, etté
matriisi A on m x n -dimensioinen.

MAARITELMA 1.2. Olkoon A € F™*".
a) Jos matriisin A kertaluvut ovat samat eli m = n, niin A on neliomatriisi.
b) Jos m > n, niin A on korkea matriisi.
c) Jos m < n, niin A on leved matriisi.

Téassé tutkielmassa tarkastellaan padsddntoisesti neliomatriiseja ja paneudutaan
niiden ominaisuuksiin. Kaydaén lapi esimerkki reaalisesta neliomatriisista.

ESIMERKKI 1.3. Olkoon B kokoa 2 x 2 oleva matriisi, jonka alkiot ovat
b1y = 3, bio = —5, by; = 6 ja byy = 4. Sijoittamalla alkiot omille paikoilleen saadaan

matriisi
3 =5
B_[6 4]_

Koska matriisissa B on 2 rivia ja 2 saraketta eli m = n, niin ylld olevan mééaritelméan
1.2 a) -kohdan nojalla B on neliomatriisi, jonka alkiot ovat reaalisia. T#lloin merki-
tddn B € R?*2,
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MAARITELMA 1.4. Neliomatriisin A € F™*" alkiota a,; kutsutaan lavistdjdalkiokst,
jos i = j eli rivi- ja sarakeindeksit ovat samat. Lavistajaalkiosta voidaan kayttad myos
nimitysta diagonaalialkio. Talloin yleenséd merkitaan

diag(A) = (a1, a2, ..., Gpy)-

Esimerkiksi esimerkin 1.3. matriisin B lédvistédjdalkiot ovat by; = 3 ja byy = 4,
koska t&lloin ¢ = j. Néin ollen diag(B) = (3,4).

1.2. Matriisityyppeja

Seuraavassa esitellidn muutamia matriisityyppejé, joiden oletetaan myshemmin
olevan tunnettuja. Identtinen matriisi on nelidmatriisi, jonka kaikki lavistédjaalkiot
ovat ykkosid ja muut alkiot ovat nollia. T&lloin, jos A € R™ ™ on identtinen matriisi,
niin a;; = 0, kun 7 # 7, ja a; = 1, kaikilla 7,5 = 1,2...n. Identtistd matriisia
merkitddn yleensa isolla I -kirjaimella:

10 - 0

01 - 0
I = .

0 0 1

Identtinen matriisi on erikoistapaus diagonaalimatriisista. Sanotaan, ettd neliomat-
riisi A € R™" on diagonaalimatriisi, jos a;; = 0 kaikilla 7 # j.

Neliématriisi on alakolmiomatriisi, jos a;; = 0, kun ¢ < j. T&lloin alakolmio-
matriisissa kaikki lavistdjaalkioiden yldpuolella olevat alkiot ovat nollia. Esimerkiksi
A € F™" on alakolmiomatriisi:

a; 0 - 0
A— az Az :
0
an1 Qp2 -+ App
Neliématriisi on yldkolmiomatriisi, jos a;; = 0, kun ¢ > j. Télléin yldkolmio-

matriisissa kaikki lavistdjaalkioiden alapuolella olevat alkiot ovat nollia. Esimerkiksi
B € F™*" on yldkolmiomatriisi:

bin bz - biy
5 O 1')22 . b2.n
0 -+ 0 b

Ala- ja yldkolmiomatriisien tunnistamisesta on hyotyé, koska niille pateviat seuraavat
erityisominaisuudet: [10, Luku 2]

i) Determinantti on diagonaalialkioiden tulo.
ii) Alakolmiomatriisin kddnteismatriisi on alakolmiomatriisi ja vastaavasti ylé-
kolmiomatriisin kéénteismatriisi on yldkolmiomatriisi.
iii) Kahden alakolmiomatriisin tulo on alakolmiomatriisi. Vastaavasti myos kah-
den ylédkolmiomatriisin tulo on yldkolmiomatriisi.
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Ominaisuuksissa esiintyvit determinantti ja kddnteismatriisi késitelladn luvussa 2 ja
matriisitulo kohdassa 1.13. Erityisesti determinantin laskeminen isoille neliomatrii-
seille, jotka eivit ole ala- tai yldkolmiomatriiseja, voi olla tyolasta.

1.3. Vektori

Matriisit koostuvat wvektoreista, jotka ovat joko pysty- tai vaakasuuntaisia. Téssé
tutkielmassa késiteltévit vektorit voivat olla joko reaalisia tai kompleksisia.

MAARITELMA 1.5. Matriisia, jossa on vain yksi rivi ¢ tai sarake j, kutsutaan
vektoriksi.

ESIMERKKI 1.6. Esimerkiksi alla olevassa matriisissa a on vain yksi sarake. Téllais-
ta yksisarakkeista matriisia kutsutaan pysty- tai sarakevektoriksi. Vektoria merkitaan
yleensé pienelld kirjaimella. Pystyvektori a on m x 1 -dimensioinen

ai

¢5)
a =

Am

Yleensd merkitdadn yksinkertaisesti a € R™ sen sijaan, ettd kiytettaisiin merkintaa
a € R™. Jossain mielessi voidaan ajatella, ettd skalaarieli lukut € Ron 1 x 1 -
dimensioinen matriisi.

Vastaavaan tapaan kuin esimerkisséd 1.6 voidaan méaritella vaaka- tai rivivektort,
joka on rivin suuntainen. Vaakavektori b on 1 X n -dimensioinen

b=[b1 by - D]

Vektoreiden muodostamaa joukkoa kutsutaan vektoriavaruudeksi V. Téssé tut-
kielmassa késitellddn F-kertoimista vektoriavaruutta V. Vektoriavaruudessa V' on
mééritelty yhteenlasku (+) ja luvulla kertominen (-), joilla ovat voimassa seuraavat
ehdot [7]:

1) Yhteenlaskulle (V,+) pitee
) (t4+y)+z=a+ (y+2) kaikilla z,y,2 € V,  (assosiatiivisuus)
i) z+y=y+ kaikilla z,y € V, (kommutatiivisuus)
iii) On olemassa nollavektori 0 € V siten, ettd = + 0 = x kaikilla z € V,
iv) Jokaiselle x € V' on vastavektori — z € V siten, ettd x + (—x) = 0.

2) Luvulla kertomiselle (V] -) pétee
v) Mz +y) = A+ Ay kaikilla A € F' ja z,y € V, (distributiivisuus)
vi) (A + p)z = Az + px kaikilla A\, p € F ja x €V, (distributiivisuus)
vil) (Ap)r = AM(pzx) kaikilla A\, p e F ja z eV,
viii) 12 =z kaikilla z € V.

Esimerkiksi
Fan:{A:(aij>an | aij€F7 /L':]_,2’...7m, ]:1,2,72}

on vektoriavaruus seuraavassa kappaleessa 1.4 méaéariteltdvien laskutoimitusten suh-
teen.
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1.4. Matriisien perusoperaatiot

Matriiseilla on joukko perusoperaatioita, jotka on syytéd hallita ennen kuin voi
paneutua syvemmalle matriiseihin ja niiden ominaisuuksiin. Téassé osiossa esitetéddn
matriisin perusoperaatiot: transpoosi, yhteen- ja vihennyslasku, skalaarilla kertomi-
nen sekd matriisitulo. Lopussa kédydaan lapi matriisien laskusaantoja.

Transpoosissa matriisin rivit ja sarakkeet vaihdetaan keskenéén toisin péin. Trans-
poosi on matriisin perusoperaatio, jota merkitddn yleensa isolla T -kirjaimella.

MAARITELMA 1.7. Olkoon A = (a;;) € R™*"™ matriisi. Matriisin A transpoosi on
AT = (aji)-
Jos transponoitu matriisi A” on sama kuin alkuperiinen matriisi A eli AT = A, niin

matriisi A on symmetrinen.

Esimerkiksi esimerkin 1.6 pystyvektori a voidaan muuttaa vaakavektoriksi trans-

poosin avulla:

aT:[al Qg - (lm}.

Katsotaan seuraavaksi esimerkki matriisin transponoinnista.

ESIMERKKI 1.8. Olkoon A € R?**3 matriisi, jonka dimensio on 2 x 3
1 2 3
A= [4 5 6} '
Télloin transponoinnin jalkeen matriisi muuttuu 3 x 2 -dimensioiseksi matriisiksi ja
saadaan matriisi
1 4
AT=125
3 6

Huomaa, etté jos nyt transponoitaisiin transponoitu matriisi A”, niin saataisiin taas
matriisi A. Transpoosin transpoosi on siis sama kuin alkuperdinen matriisi:

(AT = ((a)")" = (a;0)" = (ay) = A.
Kompleksinen avaruus C" koostuu n x 1 -dimensioisista kompleksivektoreista

x

L2 - .
x= | . |, missi kertoimet z; € C.

Tn

Kompleksisessa avaruudessa on ominaisuuksia, joita ei ole reaalisessa avaruudessa:
kompleksiluvun z = a + bi konjugaatti eli liittoluku on z = a — bi. Talloin myos
vektorilla x € C™ on konjugaatti eli listtovektori z, joka mééritellddn seuraavasti:

T

T2

&I
Il

Tn
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Kompleksisen matriisin transponointia, jossa samalla konjugoidaan alkiot, kutsutaan
hermitoinniksi. Seuraavassa madritelméssa 1.9 maédritelladn hermitointi kompleksi-
selle matriisille ja esimerkisséd 1.10 hermitoidaan 2 x 2 -dimensioinen kompleksinen
matriisi.

MAARITELMA 1.9. Olkoon A = (a;;) € C™ ™ matriisi. Talloin hermitointia mer-
kitdan

A" = AT = (ay),

missd A tarkoittaa matriisin A jokaisen alkion konjugointia.

Huomaa, ettd kompleksinen vektori ja matriisi voidaan pelkéstdin transponoida
madritelmén 1.7 mukaisesti, jolloin kyse ei ole hermitoinnista.

ESIMERKKI 1.10. Olkoon A € C?*? kompleksinen matriisi

2—i 3
A= { —4 1—1—2’]'

Talloin, kun matriisi A hermitoidaan, saadaan
«  |241 —4
A= { ~3i 1- 2] '

Jatkossa kéytetddn samaa * -merkintdd kompleksisen vektorin hermitoinnissa. Esi-
T

merkiksi, jos x € C", merkitdan z* = z'.

*

Seuraavassa médritellddan lyhyesti matriiseille tarpeellisia laskutoimituksia: yhteen-
ja vdhennyslasku, skalaarilla kertominen ja matriisien kertolasku. Néissé laskutoimi-
tuksissa matriisien tulee olla tietyn tyyppisié, jotta laskutoimitus on hyvin mééaritelty.

Matriiseja voi laskea yhteen ja vdhentdd, jos ne ovat samantyyppisid eli niiden
dimensiot ovat keskendén samat. [15]

MAARITELMA 1.11. Olkoot A ja B matriiseja, joiden dimensiot ovat m x n.
Matriisien yhteenlasku mééritelldan (A + B) = (a;; + b;;), missd i = 1,2...,m ja
j=1,2...,n

Yhteenlaskussa siis lasketaan yhteen jokainen alkio matriisien A ja B rivilta ¢
ja sarakkeesta j. Tamé&n vuoksi matriisien tulee olla samantyyppiset. Esimerkiksi,
jos kaksi identtistd 2 x 2 -dimensioista matriisia lasketaan yhteen saadaan 2 x 2 -
dimensioinen diagonaalimatriisi:

10 1 0] |20
0o 1] Tlo 1] ]o 2|
MAARITELMA 1.12. Olkoot A ja B matriiseja, joiden dimensiot ovat m x n. Mat-
riisien vidhennyslasku mééritelldén (A — B) = (a;; — b;;j), missd ¢ = 1,2...,m ja
j=12...,n.
Voidaan ajatella, ettéd vdhennyslasku on yhteenlasku, jossa otetaan matriisin B
alkioiden vastaluvut, toisin sanoen (A — B) = (A + (—=B)) = (ai; + (—bij)).
Matriisi A € F™*" voidaan kertoa jollakin skalaarilla eli luvulla ¢ € F' seuraavasti:
cA = (ca;j) = (ajjc) = Ac, missd i =1,2... ,mjaj=12... n.

Skalaarilla kertomisessa jokainen matriisin A alkio siis kerrotaan luvulla c.
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Matriisien kertolasku on aiempia laskutoimituksia hieman monimutkaisempi. Mat-
riisien kertolasku on kuitenkin hyvin méaéritelty, jos kerrottavat matriisit ovat keske-
néén oikean dimensioisia. [14]

MAARITELMA 1.13. Olkoon A € F™*" ja B € FP*Y matriiseja ja p = n. Télloin
matriisien A ja B tulo on matriisi C' = AB € ™4, jonka alkiot ovat:

n
Cij = E az‘kbkj = ailblj + aigsz —+ 4 az‘nbnja
k=1

missi 1 =1,2,...,mjajg=12,...,q.

Tulomatriisissa jokainen alkio rivilld ¢ ja sarakkeessa 7 on summa vastinalkioiden
tuloista. Esimerkiksi jos ¢ = 1 ja j = 1, niin t&lloin lasketaan yhteen ensimmaéisen rivin
ja ensimmadisen sarakkeen alkioiden tulot. Katsotaan seuraavaksi esimerkki matriisien
kertolaskusta.

ESIMERKKI 1.14. Olkoon A € R**? ja B € R?*3 matriiseja

1 2
3 4 1 2 3
A= 5 6" 3{4 5 6}'
78
Nyt voidaan laskea tulomatriisi C', koska dimensiot ovat kohdallaan (2 = 2),
(1 2 1-1+2-4 1-2+42-5 1-3+2-6
C— AB — 3 4|11 2 3| |(3-1+4-4 3-2+4-5 3-3+4-6
N |5 6|4 56| |51+6:4 5-24+6-5 5-34+6-6
|78 7-1+8-4 7-2+8-5 7-3+8-6
(9 12 15
119 26 33
129 40 51
139 54 69

Nyt voidaan vield tarkistaa, ettd tulomatriisin dimensio on "oikea”™ C € R**3 eli
neljé rivid ja kolme saraketta, niin kuin pitddkin. Huomataan, ettd matriisitulolle
ei piade kommutatiivisuus eli vaihdannaisuus. Télloin siis yleensid AB # BA. Téssé
esimerkissd matriisitulo BA ei ole edes mééaritelty.

Seuraavassa esitellidn matriiseille voimassa olevia laskusddntojia. [14] Jokaisessa
sdannossda matriisin tyypin tulee olla sellainen, ettd haluttu laskutoimitus on méaéri-
telty. Sddntojen kohdissa d), f), h) ja j) esiintyvit skalaarit eli luvut 0,1 ja ¢. Kohdan
a), d) ja e) sdédnnoissd O on sopivan kokoinen nollamatriisi. Nollamatriisilla tarkoi-
tetaan matriisia, jonka kaikki alkiot ovat nollia. Lisdksi kohdassa g) esiintyvéd I on
sopivan kokoinen identtinen matriisi. SAannot ovat luokiteltu laskutoimitusten perus-
teella joko yhteen- tai kertolaskuihin.

Yhteenlaskulle pétee:
a) A+O=A
b) A+ B=B+ A (kommutatiivisuus)
c) (A+B)+C=A+(B+C) (assosiatiivisuus)



1.4. MATRIISIEN PERUSOPERAATIOT

Kertolaskulle pétee:

d) 0A=0

e) OA=0 ja AO =0

f)y1A=A

g) IA=AI=A

h) A(BC) = (AB)C (assosiatiivisuus)
i) ¢(AB) = (cA)B = A(cB) (assosiatiivisuus)
j) c(A+ B) =cA+cB (distributiivisuus)
k) A(B+C)=AB+ AC  (distributiivisuus)

1) (A+ B)C = AC + BC  (distributiivisuus).

Erityisesti néistd seuraa, ettd aiemmin kappaleen 1.3 lopussa mééritelty F™*™ on

vektoriavaruus.






LUKU 2
Matriisin kidantyvyys

Téasséd luvussa esitetddn sdantoja matriisin kddntyvyydelle. Sanotaan, ettd nelio-
matriisi A € R™*" on k#dntyvé, jos on olemassa samankokoinen matriisi B € R™*"
siten, ettd matriisitulo AB on identtinen matriisi. Matriisien kadntyvyyden tarkas-
teluun liittyy matriisin determinantti, jota kasitelliin seuraavaksi. Luvun lopussa
kidyddaan myos lapi mikd on unitaarinen matriisi ja miten se liittyy kddntyvyyteen.

2.1. Determinantti

Matriisien determinantti on mééritelty ainoastaan neliomatriiseille. Jos A on ne-
liomatriisi, niin determinantti on luku, josta kiytetddn merkintda det A tai | A |.

Méaaritellddn determinantti ensin 2 X 2 -tyyppisille matriiseille, jonka jalkeen 3 x 3
-tyyppiset matriisit pystytddn palauttamaan astetta pienempéén eli 2 X 2 -tyyppisiin
matriiseihin. Tatd menettelyd voidaan jatkaa suuremmilla matriiseilla, palautetaan
aste kerrallaan pienempéadn matriisiin, kunnes ollaan tapauksessa 2 x 2. [15]

MAARITELMA 2.1. Olkoon A € R?*? ja alkiot a,b, c,d € R lukuja. Télloin

a b

det A=| A|= e d

‘:ad—bc.

Yleistetddn 2 x 2 -tyyppisten matriisien tapaus n X n -tyyppisiin matriiseihin.
Téalloin determinantissa muodostetaan annetusta matriisista A € R™ ™ alimatriisi,
jonka dimensio on n— 1 x n — 1. T#ll6in muodostuneessa matriisissa A,_; € R?—1xn=1
on yksi rivi ¢ ja sarake j vihemmén. Nain jatketaan kunnes saadaan aikaiseksi luku
det A. Tata kutsutaan matriisin kehittdmiseksi. Kehittdminen voidaan tehdd minka
tahansa rivin tai sarakkeen suhteen. [12, Luku I, kappale 6]

Seuraavassa méaritelméssa on kehitetty matriisia ensimmaéisen rivin suhteen.

MAARITELMA 2.2. Olkoon A € R™"™ matriisi. Talloin determinantti on luku

det A = Z(—l)H‘jaU det Ay,
=1

missd A;; € R"1"~1 on alimatriisi, joka saadaan poistamalla matriisista A ensim-
méinen rivi ja sarake j.

Jos det A = 0, sanotaan, ettd matriisi A on singulaarinen. Jos det A # 0, niin
sanotaan, ettd matriisi A on ei-singulaarinen. Tarkastellaan seuraavassa esimerkissa,
kuinka matriisia kehitetdan maéritelméan 2.2 mukaisesti.

ESIMERKKI 2.3. Olkoon B € R3*3 matriisi, missé a, b, ¢, d, e, f, g, h,i € R. Nyt ke-
hittdmélla determinanttia ensimméisen vaakarivin suhteen méaritelmén 2.2 mukaan,

11
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saadaan aikaiseksi 2 x 2 -dimensioisia alideterminantteja, jotka osataan laskea:

a b c
detB:|B|:d (& f:a,|B11’—b’Blgy+C|Blg|
g h 1
e f d f d e
) i_bg z'+cg h

ja nyt osataan laskea 2 x 2 -tyyppiset determinantit
a(ei — hf) —b(di — gf) + c(dh — ge) = aei — ahf — bdi + bgf + cdh — cge.

Kaydaan lapi vield toinen esimerkki, jossa lasketaan isomman neliomatriisin deter-
minantti. Ndhdaéan, ettd mitd suurempien neliématriisien determinantteja lasketaan
sitd enemmén niitd joudutaan kehittdméaan.

ESIMERKKI 2.4. Olkoon

5 -2 6 4
1 0 -7 8 Axd
A=1y9 g 4 ¢| R
-1 4 3 2
Kehitetdan matriisia ensimmaisen vaakarivin suhteen:
0 -7 8 1 -7 8 1 0 8 1 0 -7
det A=5|8 4 6/—(-2)]|9 4 6/+6l9 8 6/—419 &8 4
4 3 2 -1 3 2 -1 4 2 -1 4 3

Ja jatketaan determinanttien kehittdmista edelleen...
4 6 8 6 8 4 4 6 9 6 9 4
(ol S-enfe ool 3) w20l -l afsl5 )
8 6 9 6 9 8 8 4 9 4 9 8
w6 (i g -of s[5 ) -+ (fs -0l 3715 i)
5(0(8—18) 4+ 7(16 —24) +8(24 — 16)) + 2 (1(8 — 18) + 7(18 +6) + 8(27 + 4))
+6(1(16 —24) —0(18 +6) + 8(36 +8)) — 4 (1(24 — 16) — 0(27 +4) — 7(36 + 8))
5(—56 + 64) + 2(—10 + 168 + 248) + 6(—8 + 352) — 4(8 — 308)
40 4 812 4 2064 + 1200 = 4116.

2.2. Kaantyva matriisi

Tassd osiossa tarkastellaan, mitéd tarkoitetaan matriisin kdéntyvyydelld ja kuinka
saadaan selville, onko tarkasteltava matriisi kdantyvé. Osion lopussa esitellddn kaian-
tyvéan matriisin laskusdantoja.

MAARITELMA 2.5. Neliomatriisi A € R™*" on kéédntyvé, jos 16ytyy samankokoi-
nen neliomatriisi B € R™*" siten, ettd AB = BA = I. T&lloin matriisia B sanotaan
matriisin A kiinteismatriisiksi ja sitd merkitdin B = A~%

Miiritelméin 2.5 matriisin A k##inteismatriisi B = A™! on yksikiisitteinen, koska
jos oletetaan liséiksi, ettd C' € R™*" ja CA = [ = AC, niin saadaan

C=CI=CAB=IB=B.
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Seuraava lause 2.6 kertoo, kuinka matriisin kdéntyvyytta voidaan tarkastella matriisin
determinantin avulla.

LAUSE 2.6. Matriisi A € R™" on kddntyvd jos ja vain jos det A # 0.

Tobistus. Katso [8, Lause 11.1] O

Lauseessa 2.6 sanotaan, ettd matriisi on kddntyva tdsmélleen silloin, kun matriisi
on ei-singulaarinen. Kédnteismatriisia voidaan kutsua myos matriisin nwverssiksi.

ESIMERKKI 2.7. Tutkitaan esimerkissé 1.3 esiintyvan matriisin B kdantyvyytta.
Lasketaan ensin matriisin B € R**? determinantti ja saadaan

3 =5

det B = '6 4

‘ =(3-4—6-(=5)) = 12 — (—30) = 42.

Nyt koska det B # 0, niin matriisi B on ei-singulaarinen ja lauseen 2.6 nojalla B on
kddntyvi. Néin ollen voidaan laskea kidnteismatriisi B~!. Merkitdin B~! = (a;;).
Madritelméin 2.5 mukaan on siis oltava BB~! = I. T&llsin voidaan muodostaa seu-

raava yhtalo:
3 =95 a1x a2 | 10
6 4 21 Q929 o 0 11"

cayy +(=5) - an =1,
~ap; +4-a =0,
@12 + (—5) - aze =0,

“a1z +4-ap =1

Nyt on siis oltava

S W O W

Téastéd saadaan yhtaloryhmét:

3-an +(=5) an =1
(21) 11 ( ) 21
6'&11+4'b21:0,
3-aip+ (—=5) axp =20
(22) 12 ( ) 22
6-a12+4~a22:1.

—~

Ratkaisemalla nyt ensin yhtéléryhma (2.1) saadaan,

B 2 - —1
ail = —21 , 21 = —7
ja yhtaloryhmésta (2.2),
_ 5 _ 1
Q12 = —42 s Qo2 = —14-

Naiin ollaan saatu ratkaistua kidanteismatriisi

2 =1
B—lz{?g i]
14

12
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Esimerkin 2.7 kddnteismatriisin voi laskea myos Gaussin & Jordanin menetelmaélla,
jota ei téssé tutkielmassa kisitelld. Katso esimerkiksi [8, luku II].

Sanotaan, ettd matriisit A ja B ovat similaariset, jos on olemassa sellainen kéin-
tyvi matriisi S, jolle S'AS = B. Similaarisuudesta seuraa tirkeité ominaisuuksia,
joita tullaan kasitteleméén lisédd lukujen 3 ja 6 yhteydessa.

Esitellaédn seuraavaksi kddntyville neliomatriiseille tyypillisié ja jatkossa my6s hyo-
dyllisié tuloksia. Olkoot A ja B kd#dntyvid samankokoisia neliomatriiseja. Télloin seu-
raavat laskusddnnot ovat voimassa [8, Luku IT]:

1) (A H= = A
2) (AB)"'=B1A™%
3) (AT)! = (AT,
Laskusaannot voi todistaa suoraan laskemalla. Esimerkiksi 1) sdénto pétee, koska jos
merkitiin C' = A~!, niin
CA=AC=1

ja téalloin madritelmén nojalla
Cl=ANH1=A
2.3. Unitaarinen matriisi
Kompleksikertoiminen neliomatriisi A € C"*" on unitaarinen, jos
ATA=AA" =1

eli matriisi A kerrottuna hermitoidulla matriisilla A* on identtinen neliomatriisi.
Yleensé unitaarista matriisia merkitdén kirjaimella U.

-1 0
v-[3 ]
on unitaarinen, koska

|1 0 -1 0] |10
e i R
Koska unitaariselle matriisille U € C**2 piitee U*U = UU* = I, niin tillsin tiytyy
olla U* = U~ ja niin ollen U on my6s kiintyvi.

ESIMERKKI 2.8. Matriisi

Huomaa, ettéd jos A € R™™" ja
A*A = AA* =1,

niin tilléin hermitointi transponoi matriisin A eli A* = AT. Nyt erityisesti saadaan,
ettd, ATA = I, josta edelleen saadaan, ettd AT = A~1.



LUKU 3

Matriisin ominaisarvot

Matriisin ominaisarvot ovat joukko matriisille ominaisia lukuja. Ominaisarvoista
koostuu matriisin spektri. Luvussa 6 kasitelladn spektraalinormia, jota varten esite-
tddn ominaisarvot ja ominaisvektorit. Téssa luvussa méaaritelladnkin ensin ominaisar-
voyhtélo ja esitetddn lause, jolla saadaan laskettua kyseisen matriisin ominaisarvot.
Luvun lopussa listataan ominaisarvoihin liittyvia térkeitd tuloksia.

3.1. Ominaisarvoyhtilo

MAARITELMA 3.1. Olkoon A € F™*" matriisi. Lukua A\ € C kutsutaan matriisin
A ominaisarvoksi, jos on olemassa vektori x # 0 siten, ettd

(3.1) Az = Az

Madritelmén 3.1 vektorit « # 0, jotka toteuttavat yhtélon (3.1), ovat ominaisar-
voon A liittyvid ominaisvektoreita. Yhtélo (3.1) on yhtépitava yhtalon

Ax = Mz
kanssa, koska Ax = Al z. Edelleen saadaan uudelleen sijoittelemalla
(3.2) (A= X))z =0.

Yhtélo (3.2) on homogeeninen lineaarinen yhtélo, jonka kerroinmatriisi on A—AI. Nyt
koska kyseessd on neliomatriisi, niin yhtalolla on ei-triviaaleja ratkaisuja tédsmélleen
silloin, kun

(3.3) det(A — AI) = 0.

Laskemalla seuraavaksi determinantti saadusta lausekkeesta (3.3) saadaan matriisin
A karakteristinen polynomi. Polynomin nollakohdat ovat matriisin A ominaisarvot.
Télloin ominaisarvot voivat olla myos kompleksisia. Liséksi on tdrkedd muistaa, etté
algebran peruslauseen nojalla matriisilla A € F™*" on aina kertaluvut huomioiden n
kappaletta nollakohtia eli téssé tilanteessa n kappaletta ominaisarvoja.

Katsotaan seuraavaksi esimerkki matriisin ominaisarvojen ja ominaisvektoreiden
laskemisesta.

ESIMERKKI 3.2. Olkoon A € R?*2 matriisi
2 =2 ) A0
A:[_l 1} ja )\I—{O )\}.

Nyt voidaan laskea determinantti

T memva-n- ey

=(2-22 =X+ X)) —2=X -3},

15

det(A — \I) =
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ja nyt asettamalla saatu polynomi yhtasuureksi nollan kanssa saadaan
)\2—3>\:0<:>>\1:3 ja )\2:0,

jotka ovat matriisin A ominaisarvot.
Lasketaan nyt ominaisvektorit annetuille ominaisarvoille. Sijoitetaan saatu ratkai-
su A; = 3 yhtéloon 3.2 ja saadaan (A — 31)z = 0. Nyt siis

2—3 —2 T —0
—1 1-3 ) -

{ —ZL’l—Ql'QZO

—I1—2$2:0.

mistéd saadaan yhtaloryhma

Téstd nahdaan, ettd 1 = —2x9, jolloin yksi ominaisarvoon A\; = 3 liittyva ominais-

vektori on
-2
xr = 1 .
Talloin kaikki ratkaisut ovat muotoa

—2
T =1 |: 1 1 y
missé ¢ € R, t # 0.
Samaan tapaan ratkaisemalla ominaisarvoon A\, = 0 liittyvit ominaisvektorit saa-

daan
20 -2 Ty 201 — 229 =0
=0 &
—1 1-0 T2 —ZL’l—f-IQ:O.
Nyt ndhdéén, ettd on oltava x; = w9, jolloin erds ominaisarvoon Ay = 0 liittyva
ominaisvektori on

JR— [ 1 ]
To = 1
ja kaikki ratkaisut ovat muotoa
1
To = t i 1 - s

missd t € R, ¢ # 0.

3.2. Ominaisarvoihin liittyvia tuloksia

Luvussa 2 késiteltiin matriisin kdantyvyyttd ja unitaarisuutta. Nyt kun olem-
me saaneet késiteltyd ominaisarvot, voidaan tutustua tunnettuun lauseeseen nimelté
Schurin lause ja yleisesti ominaisarvoihin lliittyviin tuloksiin.

LAUSE 3.3. Olkoon A € F™ " jonka ominaisarvot ovat \i,As ..., N\, missd ta-
hansa jarjestyksessd. Tdlloin on unitaarinen matriisi U € F™*" siten, ettd U*AU =
T = (t;j) on ylikolmiomatriisi, jonka diagonaalilla on ominaisarvot t;; = A;, missd
i=1,2,---,n.

Tobistus. Katso [3, Lause 2.3.1] O
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Lause 3.3 kertoo, ettd mille tahansa neliomatriisille A 16ytyy vastaava ylakolmio-
matriisi, jonka diagonaalilla ovat matriisin A ominaisarvot annetussa jirjestyksessi.

Kéaydaan seuraavaksi 1dpi hyodyllisia tuloksia ominaisarvoihin ja ominaisvektorei-
hin liittyen. Olkoon A € F™*™ matriisi, jonka ominaisarvot ovat Ay, Ao, ..., \,, télloin
seuraavat ominaisuudet ovat voimassa [13]:

a) det A = ﬁ A
i=1

b) Kianteismatriisin A~! ominaisarvot ovat 5-, %2, e
c) Vakiolla ¢ € R kerrotun matriisin ¢A ominaisarvot ovat cAq, che, ..., c\, ja

ominaisvektorit ovat samat kuin matriisilla A.

d) Matriisin AT ominaisarvot ovat samat kuin matriisin A, mutta ominaisvek-
torit eivéit valttamattd ole samat.

e) Diagonaali-, alakolmio- ja yldkolmiomatriisin ominaisarvot ovat samat kuin
sen diagonaalialkiot.

Kohdan (e) ominaisuutta hyodynnetdin myshemmin luvun 6 yhteydessi. Muita edel-
14 esitettyja tuloksia ei tissé tutkielmassa myohemmin tulla tarvitsemaan, joten niitéa
ei myoskédn todisteta.

3.3. Similaarisuus ja diagonalisoituvuus

Aiemmin luvussa 2 todettiin, ettd matriisit A ja B ovat similaariset, jos
S™1AS = B,

jollekin kagntyvalle matriisille S. Nyt jos matriisit A ja B ovat similaarisia, niin niilld
on samat ominaisarvot. Tama sen vuoksi, ettd niiden karakteristiset polynomit ovat
samat. Tamén voi tarkistaa suoralla laskulla. [13]

Otetaan esimerkki similaarisista matriiseista.

ESIMERKKI 3.4. Olkoon A € R**2) B € R?*? ja S € R?**? seuraavat matriisit:

e R Fs I F

Tarkastellaan ovatko matriisit A ja B similaarisia. Lasketaan ensin matriisin S deter-
minantti ja tutkitaan onko se kaantyva.
Matriisi S on kééntyvi, koska det S = (1 — (—1) = 2 # 0. Nyt jos

ST1AS = B,
niin taytyy olla myos
AS =SB,
josta edelleen saadaan yhtéapitavasti
A=S5BS

Lasketaan seuraavaksi onko AS = SB:
1 0 1 -1 1 -1
as=ly ST

ss-[1 7 2= 3]
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Talloin siis A = SBS™!. Nyt tiedetiifin, ettd matriisit A ja B ovat similaarisia ja
niilld on samat ominaisarvot. Riitté4 siis laskea vain matriisin A ominaisarvot, jonka
jéilkeen tiedetdédn matriisin B ominaisarvot.

Similaarisuutta vahvempi késite on diagonalisoituvuus. Sanotaan, ettd matriisi
A € F™™ on diagonalisoituva, jos se on similaarinen diagonaalimatriisin D € F™*"
kanssa. Talloin siis S™'AS = D ja livistdjdalkioina matriisissa D ovat matriisin A
ominaisarvot. [13]



LUKU 4

Vektorinormi

Vektoreita tarkasteltaessa on mielekdstd pystyd médradamédan vektoreiden véali-
nen etiisyys. Esimerkiksi tasossa vektoreiden vélisen etéisyyden laskeminen onnistuu
Pythagoraan lauseen avulla. Tason tapauksessa vektorien vilisen etdisyyden laske-
misesta kidytetddn tarkemmin termié euklidinen etdisyys. Etéisyyksia laskettaessa on
olennaista tietda vektorin pituus eli norma.

Téasséd luvussa madaritelladan sisdtulo ja wvektorinormi -funktioiden ominaisuudet.
Vektorinormi perustuu euklidisen etdisyyden laskemiseen. Etéisyyksien laskemiseen
puolestaan tarvitaan myos sisédtuloa.

4.1. Sisatulo

MAARITELMA 4.1. Olkoon x ja y reaalisia (sarake)vektoreita eli x € R™ jay € R™.
Vektoreiden x ja y sisdtulo mééaritellidn seuraavasti

(@y)=x-y=a"y =) migi=z1y1 + 22t + - + Tul.
i=1

Huomataan, ettd médritelméssa 4.1 vektori x transponoidaan. Néin taytyy tehd4,
koska muuten vektoreiden vélinen kertolasku ei olisi mééritelty. Jatkossa késitellaan-
kin méaritelmén 4.1 mukaisesti sarakevektoreita ellei toisin mainita.

Nyt on syyté laajentaa sisédtulon méaritelmé myos kompleksiseen avaruuteen, kos-
ka matriisit voivat olla joko reaali- tai kompleksikertoimisia. Kompleksisen avaruuden
sisétulossa otetaan toisesta vektorista konjugaatti.

MAARITELMA 4.2. Olkoon x ja y kompleksisia vektoreita eli x € C" ja y € C".
Vektoreiden x ja y sisdtulo méédritellddn seuraavasti

(ry)=x-y=2a"y= Z%?z =T1y1 +T2Y2 + - Tnln.
i=1
Seuraavassa madritelladn, mitd eri ominaisuuksia sisdtulo -funktiolta vaaditaan
yleisessé vektoriavaruudessa. Seké euklidinen ettd kompleksinen sisdtulo (mééritel-
missi 4.1 ja 4.2) toteuttaa alla olevan mééritelmén 4.3 ehdot.

MAARITELMA 4.3. Olkoon V' F-kertoiminen vektoriavaruus.
Funktio (e, e): V' x V — F on sisitulo, jos kaikille z,y, z € V pétee [3, Luku 5]

(1) (z,z) =0,

(1a) (z,z)= 0, jos ja vain jos = = 0,
(2) (z+v, > < z) +(y, 2),

(3) {cx,y) = clu, ), kaikille c € F,
(4) (z,y) = >.

19
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Maéritelmén 4.3 F-kertoimisella vektoriavaruudella V' tarkoitetaan epatyhjaa jouk-
koa, jossa on médritelty yhteenlasku ja skalaarilla kertominen kohdan 1.3 lopussa ole-
vien ehtojen mukaisesti. Téasta kaytetdan myos nimitysta F'-vektoriavaruus.

Sisdtulon avulla saadaan selville tarkeitéa tuloksia, kuten vektoreiden vélinen kul-
ma, kohtisuoruus seké vektorin euklidinen pituus eli normi. Erityisesti sanotaan, etta
vektorit z € R” ja y € R™ ovat keskenéén ortogonaaliset, jos niiden sisédtulo on nolla:

(4.1) (x,y) = 1y1 + ToYo + -+ + TpY, = 0.

Reaaliavaruudessa ortogonaalisuus tarkoittaa, ettd vektorit x ja y ovat kohtisuorassa
toisiaan vastaan.

MAARITELMA 4.4. Olkoon x € R". Talloin vektorin euklidinen pituus eli normi
médritellddn seuraavasti

n 1
el = VTm P Tm Pt Ta P = (Y1)’ = vVamz = Vi,
=1

Euklidinen pituus saadaan ottamalla neligjuuri vektorin itsensé kanssa lasketus-
ta sisdtulosta. Kompleksisessa avaruudessa normi lasketaan vastaavalla tavalla kuin
reaalisessa avaruudessa, mutta kompleksisella sisdtulolla. Olkoon x € C", tilloin

n 1
Izl = Ve P+ Tas P+t T2 P = (3 lail?)” = o'z = Viz,a.
=1

Jos yhtélon (4.1) vektoreiden x € R ja y € R™ pituudet ovat ykkosié, niin sanotaan,
ettd vektorit ovat ortonormaaleja.

4.2. Vektorinormin ominaisuudet
Madritellddn seuraavaksi yleisen vektorinormi -funktion ominaisuudet:

MAARITELMA 4.5. Olkoon V' F-kertoiminen vektoriavaruus.
Funktio ||e||: V' — R on vektorinormi, jos kaikille z,y € V péatee
(1) [l=[| = 0,
(1a) ||z|]|= 0 jos ja vain jos z = 0,
(2) |lex|| = || ||=|| kaikille ¢ € F,
() llz+yll < llzll + llyll-

Namaéa nelja aksioomaa ovat tuttuja ominaisuuksia tason euklidiselle pituudelle.
Méaritelmén 4.5 mukaan vektorinormi on aina ei-negatiivinen ja kolmioepéayhtalo
pétee. Funktiota, joka toteuttaa ehdot (1), (2) ja (3), mutta ei ehtoa (1a), kutsutaan
seminormiksi.

Kasitellddn seuraavaksi esimerkki vektorin euklidisen pituuden ja sisédtulon laske-
misesta.

ESIMERKKI 4.6. Olkoon = € R? ja y € R3 vektoreita



4.3. VEKTORINORMIEN EKVIVALENTTISUUS 21

Vektoreiden x ja y euklidiset pituudet ja sisdtulo voidaan nyt laskea. Pituudet ovat
Izl = V2P + | =87+ |02 =v4+64+0=168=2V17,
Iyl =] -4+ [12+]3]2=V16+1+9 = V26,

ja sisédtulo on

4
(z,y) =x"y=[2 =8 0] | 1
3

=2-(—4)+(-8)-1+0-3=-16.

Nyt edelld méaéariteltyjen sisédtulon ja vektorinormin avulla saadaan muutamia
hyodyllisid tuloksia. Yksi tunnetuimmista lauseista on Cauchy-Schwarzin epéayhtéalo.
Cauchy-Schwarzin epéayhtéloa eli lausetta 4.7 tullaan téssa tutkielmassa kayttdméaan
myOhemmin muun muassa luvun 5 todistuksissa. Cauchy-Swarzin lauseen todistus
jatetddn kuitenkin lukijan itse opiskeltavaksi. Lisdksi lauseesta saadaan seuraus 4.8,
johon tutustuminen jétetddn myos lukijan vastuulle.

LAUSE 4.7. Jos (e, ) on sisdtulo F'-kertoimisessa vektoriavaruudessa V', niin tdil-
loin
(@, )" < (&, 2)(y,y) kaikille z,y € V.
Yhtdsuuruus pdtee jos ja vain jos x ja y ovat lineaarisesti risppumattomia el siis
xr =y tai y = ax jollekin o € F.
Tobistus. Katso [3, Lause 5.1.4] O

SEURAUS 4.8. Jos (e, ) on sisditulo vektoriavaruudessa V', niin

1
2]l = ((z,z))?
on vektorinormsi vektoriavaruudesssa V.

Tobistus. Katso esimerkiksi [8, Luku I, kohta 2.3.] O

4.3. Vektorinormien ekvivalenttisuus

Normien ekvivalenttisuus tarkoittaa, ettd on olemassa luvut ¢ > 0,s > 0 siten,
ettd kahdelle normille ||o|| , ||®||, pétee

tlall, < llell, < s llall,  kaikilla @ € V.

Ekvivalenteille normeille saadaan nyt samanlainen konvergenssi eli raja-arvon kéyt-
taytyminen. Esimerkiksi suppenevat jonot ja avoimet joukot ovat samat kummankin
normin suhteen. [12, Luku V] Sarjan suppenemista ja raja-arvoja tarkastellaan myo-
hemmin luvussa 6.
Sanotaan, ettd joukon A alkioiden vililla méaritelty relaatio R on ekvivalenssire-

laatio, jos se toteuttaa seuraavat kolme ehtoa kaikille a, b, c € A:

(1) aRa, (refleksiivisyys)

(2) Jos aRb, niin myos bRa, (symmetrisyys)

(3) Jos aRb ja bRc, niin aRe. (transitiivisuus)
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Normien ekvivalenssi on ekvivalenssirelaatio kaikkien normien joukossa. Tiedetéén,
ettéd kaikki avaruuden C" normit ovat ekvivalentteja. Tamé& johtuu yleisemmaésta tu-
loksesta: ddrellisulotteisessa F-vektoriavaruudessa kaikki normit ovat keskenéén ekvi-
valentteja. [5, Luku 10]

4.4. Erilaisia vektorinormeja
Seuraavassa esitellddn hyodyllisid vektorinormeja.

4.4.1. Euklidinen normi. Euklidinen normi eli /5 -normi on ehké yksi tunne-
tuimmista normeista:

n 1
Olkoon € C". Tilléin ||z|, = (Z |xi|2> G (P R R O E
=1

Huomaa, ettd aiemman méadritelmén 4.4 esitys vastaa euklidista normia. Euklidi-
sen normin avulla voidaan laskea kahden pisteen x,y € C" vélinen etéisyys vektorei-
den erotuksen normina ||z — y||,.

ESIMERKKI 4.9. Olkoon z = (1,4) ja y = (—3,—4) vektoreita tasossa. Lasketaan
néiden pisteiden vélinen etéisyys euklidisella normilla:

o = ylly = 11, 4) = (=3, =4)[l, = [[(1 = (=3),4 = (=4, = [1(4,8)]],
— (4] +[8)% = V16 + 64 = v/30 = 4V/5.

4.4.2. Summanormi. Summanormi eli /; -normi on nimensé mukaisesti summa
kaikkien komponenttien itseisarvoista.

Olkoon = € C". Téllsin [z, =Y |ai| = || + - + |2l
=1

4.4.3. Yleinen [, -normi.
n 1
Olkoon z € C". Télléin ||z[|, = (Z |xi|p> "
i=1
Téstd nahdadn helposti, ettd edelld esitetetyt [;- ja lo -normit on saatu yleisesta [,
-normista arvoilla p = 1 ja p = 2. Nyt yleisen [, -normin raja-arvona, kun p léhestyy
daretontd, saadaan vield maksiminormi eli /5, -normi.

4.4.4. Maksiminormi. Maksiminormi eli /., -normi on itseisarvoltaan suurin
vektorin alkio.

Olkoon z € C". Talloin ||z| = max |z;].
1<i<n

Nyt edelld esitellyille normeille saadaan ekvivalenttisuuteen liittyen seuraavat epayh-
talot [12, Luku V]:

lly < llzlly < Vo, , kaikille 2 € C",
Izl < llzlly < Vnllz|l,, , kaikille z € C,
|zl < |lzll; < n x|, , kaikille z € C".



LUKU 5

Matriisinormi

Téassd luvussa madritellidn matriisinormi -funktion ominaisuudet ja osoitetaan
vektori- ja matriisinormeihin liittyviéd térkeitd tuloksia. Liséksi tédssé luvussa tarkas-
tellaan, mité yhteyksiéd edellisen luvun vektorinormeilla on tdmén luvun matriisinor-
meihin. Matriisinormien avulla saadaan osviittaa matriisin “suuruusluokasta”. Mat-
riisin "suuruusluokasta” puhuttaessa ei vélttamétta ole kyse siitd, kuinka monta rivid
tai saraketta matriisissa on. Matriisinormin voidaan ajatella kertovan, kuinka paljon
vektorit enintddn venyvat matriisilla kerrottaessa.

Luvussa 1 opittiin, ettd matriisit koostuvat rivi- ja sarakevektoreista. Tall6in voi-
daan ajatella, ettd matriisinormin laskeminen perustuu yksittdisten vektorinormien
laskemiseen. Vastaavalla tavalla kuin vektorinormi -funktiolta vaadittiin tiettyja omi-
naisuuksia myo6s matriisinormi -funktiolle tulee mésrittaa tiettyja ominaisuuksia.

Tutkielmassa kaytetaéan selvyyden vuoksi matriisinormille merkintéé, jossa on kol-
me pystyviivaa. Talloin merkinnésti saadaan selville onko kyseesséd vektori- vai mat-
riisinormi. Liséksi jatkossa kédytetddan merkintda M, joka tarkoittaa n x n neliomat-
riisien joukkoa joko reaali- tai kompleksiavaruudessa. Joukko M,, muodostaa renkaan
matriisien yhteenlaskun ja matriisitulon suhteen.

5.1. Matriisinormin ominaisuudet

Matriisinormi -funktion ominaisuudet ovat seuraavat:

MAARITELMA 5.1. Funktio ||e]|: M, — R on matriisinormi, jos seuraavat ehdot
toteutuvat kaikille A, B € M,,:

(1) [ Al = o,

(1a) || All= 0 jos ja vain jos A =0,
(2) [[lcAll = [el | Afl kaikille ¢ € F,
(3) A+ Bl < 1A+ Bl
4) IABII < Al 1B]]-

Huomataan, etté ehdot (1) - (3) ovat tdysin samat kuin vektorinormille mééritellyt
ominaisuudet madritelméassa 4.5.

Matriisinormille méériteltyjen ominaisuuksien perusteella saadaan selville alaraja
kadnteismatriisin normille. Koska kaikille matriiseille A € M,, pétee

I142(I| = I1AAll < Al AN = 1A%,

niin silloin téytyy olla [JAf| > 1 kaikille nollasta eroaville matriiseille, joille A% = A.
Erityisesti siis [|[[|] > 1 kaikilla matriisinormeilla. Jos A on ké#ntyva matriisi, niin
silloin I = AA™!, jolloin saadaan

I = [[[AA=H ]| < llAf[[]A
23
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josta edelleen saadaan

s iy 1
= 1Al = T4

5.2. Yhteensopiva ja indusoitu matriisinormi

Olkoon ||e|| F:n vektorinormi. Sanotaan, ettd matriisinormi ||e|| on yhteensopiva
vektorinormin ||e|| kanssa, jos

|Az|| < Al |||, kaikille x € F™ ja kaikille A € M,,.

Yhteensopivuudesta kiytetddn myos termiéd sopeutuvuus. Talloin sanotaan, ettd mat-
riisinormi sopeutuu vektorinormiin ylla olevan ehdon mukaisesti. Seuraavaksi maéari-
telladn, kuinka jokaisesta vektorinormista voidaan indusoida matriisinormi.

MAARITELMA 5.2. Olkoon F:n vektorinormi ||e|| miké tahansa. Téllin vektori-
normi indusoi matriisinormin |||e|| seuraavasti:

Al = ﬁn”ax |Az ||, missd A € M,,.

Madritelméan 5.2 normi || Al| on hyvin mééritelty, koska || Az|| on jatkuva suljetun
ja rajoitetun pallon kuorella ja néin ollen || Az|| saavuttaa suurimman ja pienimmén
arvonsa.

Maéaritelmén 5.2 esitystapa on yhtépitdva myos seuraavien esitystapojen kanssa:

41 = o 1 4]
= max || Azx||
|| <1
s
20 ||
.
lello=1 [|z[}
missé ||e||, on mikd tahansa vektorinormi. Koska ||Az|| = |A|[|z|| (eli vektorinormi on
homogeeninen), niin yhtdsuuruus
A
max || Az|| = rnabxM
Jall=1 &l

patee.
Todistetaan seuraavaksi lause 5.3 joka todistaa, ettd méaritelmén 5.2 funktio on
todella matriisinormi eli se toteuttaa maéritelméan 5.1 ehdot.

LAUSE 5.3. Madritelmdn 5.2 funktio ||e|| on matriisinormi joukossa M,,. Tdlloin
I = 1 ga ([ Azl < [[All ||| kakilla A € M, jax e C".

TobisTus. Jotta funktio || A[| olisi matriisinormi tulee tarkastaa, ettd se toteuttaa
maédritelmén 5.1 ehdot. Ehto (1) pétee, koska || A|| > 0 kaikilla A € M,. Ehto (1a)
pétee, koska kaikille z # 0 saadaan

A
H\AW—O@H%(W_O@HA%H_O@Am_o‘:)fl_o-
T X



5.2. YHTEENSOPIVA JA INDUSOITU MATRIISINORMI 25

Ehto (2) seuraa suorasta laskusta:

lleAlll = max [leAz| = max |¢f | Az]| = |¢] max || Az|| = |¢[ [|A]].
Jall=1 Jall=1 Jall=1

Vastaavalla tavalla suoraan laskemalla ndhdéén, ettd kolmioepayhtalo eli ehto (3)
patee:
14+ Bl = max | (4 + Bya| = max | Az + Ba| < a4z + | Bal)

< max || Az + max | Ba| = || 4]| + ||l

Vield viimeinen ehto (4) saadaan myos laskemalla:

lzll=1 w#0 ||| w#0.B220 || Bzl |||
A Bz|| («
M4l o 1B 0 o Ay ma 1B
Tl =to T2l vl lell=1
= [IAll 11 BI]-
Ylldoleva yhtdsuuruus (*) péitee, koska
A
[ ’ = max || Aa|, kaikille A € M,
[zl =20 ||zl dlel=

Puolestaan kohdassa (**) epayhtélo > seuraa inkluusiosta eli siitd, etté

{x #0,Bx # 0} C {z # 0}.
Toisaalta myos kaikille z, jolle Bx = 0 pétee
IABzl _ o - |ABx||

lz[l " T e#0Bzzo |z

Y

jolloin epéyhtéalo piatee myos toiseen suuntaan. Huomataan, etté jos  # 0, niin normin
suurimman arvon maaritelman avulla saadaan vaite seuraavaan muotoon:

Ax
”n H” < IAJI

Nyt kertomalla ||z||:114 saadaan
[Az[] < (LAl
joka pétee myos, kun z = 0. Lopuksi saadaan, etté

Il = max | 1z|| = max ||| = 1.

O

Lause 5.3 sanoo, ettd vektorinormista indusoitu matriisinormi on yhteensopiva
indusoivan vektorinormin kanssa ja erityisesti se sanoo, ettd mille tahansa vektori-
normille ||e|| 16ytyy yhteensopiva matriisinormi |||e|| joukossa M,,. Toisin sanoen nyt
tiedetéédn, ettd indusoitu matriisinormi on aina myds sopeutuva matriisinormi. N&in
ollen yksi tapa todistaa jokin funktio matriisinormiksi on nayttéé, ettéd se on indusoitu
jostakin vektorinormista.
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Jokainen n x n -dimensioinen matriisi voidaan ajatella n? -dimensioisena vektori-
na. Esimerkiksi 2 x 2 -dimensioisen matriisin jokaisen sarakkeen voidaan ajatella vas-
taavan yhtéd koordinaatiston akselia. Téalloin ensimméinen sarake vastaa x-akselia ja
toinen sarake y-akselia, jolloin matriisi vastaa 2-ulotteista koordinaatistoa. Sanotaan-
kin, ettd matriisi virittdd avaruuden. Témén vuoksi voidaan osoittaa, ettéd esimerkiksi
luvussa 4.4 esitetyt ;- ja [y -vektorinormit ovat "automaattisesti” myos matriisinor-
meja. Kuitenkaan kaikki vektorinormit eivit kayttaydy samalla tavalla. Esimerkiksi
ailemmin kohdassa 4.4.4 esitetty [, -normi ei ole matriisinormi, koska se ei tayta
médritelmén 5.1 ehtoa (4).

Todistetaan seuraavaksi, ettd maksiminormi,

1Al = lg’?gnmzjh

el ole matriisinormi. Olkoon

11
Aot
Talloin tulomatriisiksi saadaan
2 2
w2

Nyt mééritelmén 5.1 ehdon (4) mukaan pitéisi olla
IAB]o < [[All 1Bl -

Kuitenkin laskemalla saadaan |AB|| = 2 ja ||A| = ||B]|,, =1, jolloin 2 < 1, mik&
on ristiriita. Nain ollen [/, -normi ei ole matriisinormi.
Seuraavassa osassa 5.3 esitellddn erilaisia matriisinormeja ja osoittautuukin, etta
jos madritellaan
llAll, = nl|All,. missi A € M,

niin saadaan aikaiseksi kokonaisnormi, joka tayttad mééritelmén 5.1 ehdon (4).

Néytetddn vield, ettd kohdan 4.4.2 summanormi eli /; -normi on matriisinormi.
Riittdd osoittaa, ettd médritelméan 5.1 ehto (4) patee. Olkoon A, B € M,,. Nyt laske-
malla saadaan

n

”AB||1 = Z

n

Z @by

n

n
< Z |airbri| < Z | @it b

ij=1 | k=1 i k=1 ij,k;m=1
n n
(%)
0 (Z \aikr)( 3 \bmj\) _ JlAlL 131,
i k=1 jm=1

ja néin ollen summanormi on matriisinormi. Yhtésuuruus (*) seuraa tulon ja summan
laskusaannoista: summan voi “halkaista” kahdeksi osasummalksi.

5.3. Erilaisia matriisinormeja

On olemassa useita eri matriisinormeja, jotka tayttiavit méadritelmén 5.1 ehdot.
"Oikea” matriisinormi valitaankin sopivasti kéyttotarkoitusten mukaan.
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Seuraavaksi esitelldin nelja yleisintd matriisinormia: kokonaisnormi, rivisumma-
normi, sarakesummanormi ja euklidinen matriisinormi. Jokaisen matriisinormin koh-
dalla kerrotaan, mihin vektorinormiin se sopeutuu ja mistd vektorinormista se on
mahdollisesti indusoitu. Mychemmin luvussa 6 késitellddn vield spektraalinormia.

5.3.1. Kokonaisnormi. Kokonaisnormissa kerrotaan itseisarvoltaan matriisin
suurin alkio matriisin kertaluvulla n. Kokonaisnormi on

14l = nmaxa;| = n Al

Osoitetaan, ettd kokonaisnormi on matriisinormi. Koska kokonaisnormi || Al||,, on vek-
torinormi ||Al|__ kerrottuna luvulla n, niin on selvdi, ettd kokonaisnormi toteuttaa
vektorinormille vaaditut ominaisuudet eli mééritelmén 5.1 ehdot (1)-(3). Riitté4 siis
osoittaa, ettd méadritelmén 5.1 ehto (4) eli |ABJ,, < ||Al|, ||Bll, pétee. Laskemalla
saadaan

1<i,j<n 1<i,j<n

n n
IABl, =n max > awby| <n max > |apby]
k=1 k=1

1<i,j<n

<n max S AL )1Bl. = n Al nllBl..
k=1

= (Al 11BII...

ja néin ollen kokonaisnormi on matriisinormi. Kokonaisnormi sopeutuu kaikkiin lu-
vussa 4 esitettyihin vektorinormeihin, joita olivat [;—,lo— ja [, -normit. Naiden li-
siksi se sopeutuu muihinkin /, -normeihin. Talléin siis [[Az[[, < [[A[l, [|z]],, missd
p € [1,00]. Kokonaisnormi ei kuitenkaan ole mink&én vektorinormin indusoima. Ku-
ten jo aiemmin todettiin, niin maksiminormi eli /o, -normi ei ole matriisinormi, mutta
pienilld muutoksilla siitd saadaan kokonaisnormi, joka on matriisinormi. Néin ollen
kokonaisnormi ei voi olla minkd4n vektorinormin indusoima [3].

5.3.2. Rivisummanormi. Rivisummanormissa lasketaan jokaisen rivin alkioi-
den itseisarvojen summa ja valitaan niistd suurin. Rivisummanormi méaaritellaéan siis

seuraavasti:
n
1Al = max (3 las)-

7=1
Maksiminormi eli /o, -normi indusoi rivisummanormin. N&in ollen rivisummanormi
samalla sopeutuu [ -normiin ja talloin [|[Az||_ < [|All, ||zl .-
Osoitetaan seuraavaksi, etté [, -normi todella indusoi rivisummanormin eli
max || Az||,, = [ Al
[lz]|=1
TobisTus. Todistetaan indusointi tarkastelemalla molempien puolien epayhtiloi-
td. Osoitetaan ensin, ettd max [|Az|| < ||A]],:

it
n n n
= | < Z | < Z y
| Az, = max Zlau% < x> laij5] < max 3 1 aij] (]l
J= J= J=

= (1Al NIzl -
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Todistetaan seuraavaksi yhtéalon toinen puoli eli, etté

Al < max || Azl

r S
[lzll=

Jos A = 0, niin viite on todistettu. Voidaan siis olettaa, ettd A # 0. Oletetaan, ettd
matriisin A rivi k£ ei ole nollarivi ja valitaan k siten, etté

n

> largl = A,

Jj=1

Maaritelladan lisaksi vektori z € C™ seuraavasti:

. jos ag; # 0,

zi=1, josap =0.

Nyt tiedetddn, ettd ||z||, = 1 ja ax;z; = |ag;| kaikilla j = 1,2,...,n. Néin ollen
saadaan
n n n

max || Az, > [|Az], = max |> " ayz] > | az| =Y lay| = [|A]l,-

Jeli=1 Isisn | — ~
Nyt siis saatiin, etta

o [ A4sl, < AN, Ja s Al > 1A,
Télloin on oltava, etté
s [ As], = I,

miké tarkoittaa, ettd maksiminormi indusoi rivisummanormin. O

Katsotaan seuraavaksi esimerkki rivisummanormin kéytosta.

ESIMERKKI 5.4. Olkoon A € M3 matriisi,

6
5 0
Lasketaan jokaisen rivin alkioiden itseisarvot yhteen:

5 +[=2[ + |1] = 8,
4] + 6] + | =3[ = 13,
7]+ 15 +10] = 12,

ja valitsemalla néistéd suurin saadaan [|Al|, = 13.
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5.3.3. Sarakesummanormi. Sarakesummanormi lasketaan samaan tapaan kuin
rivisummanormi, mutta nyt sarakkeiden suhteen. Sarakesummanormi on siis

n
Al = mas (3 loa )

i=1
Sarakesummanormi on indusoitu /; -normista. [3, Luku 5] Tlloin sarakesummanormi
my0s sopeutuu samaan vektorinormiin, josta se on indusoitu, eli ||Az||, < [|A]l. ||lz]];-
Sarakesummanormin indusointia /; -normista ei todisteta, koska se voidaan osoittaa
ldhes vastaavalla tavalla kuten edelld esitetyssé rivisummanormin tapauksessa. Kat-
sotaankin seuraavaksi esimerkki sarakesummanormin kéytosté.

ESIMERKKI 5.5. Olkoon meilld kéiytossd sama matriisi kuin esimerkissia 5.4 Tél-
16in sarakesummanormi saadaan laskemalla jokaisen sarakkeen alkioiden itseisarvojen
summat ja valitsemalla niistd suurin.

Al = max(|5] 4 [4] +[7],|=2] + 16] + |5], [1] + [=3[ + [0])
= max(16,13,4) = 16.
5.3.4. Euklidinen matriisinormi. Euklidinen matriisinormi vastaa euklidista
normia, jossa vektoreiden pituus madridtadin Pythagoraan lauseen avulla. Euklidises-
sa matriisinormissa otetaan neliGjuuri jokaisen alkion nelion summasta. Euklidista

matriisinormia kutsutaan myos Frobeniuksen normiksi. Euklidinen matriisinormi on
siis

Al =

Euklidinen matriisinormi sopeutuu ly -normiin eli euklidiseen normiin. Néin ollen
| Az||, < ||All. ||z]|,- Euklidinen matriisinormi ei kuitenkaan ole mink&én vektorinor-
min indusoima. [9, 1.3-18]

Euklidinen matriisinormi voidaan esittdd myos [y -normin avulla, jolloin

n

2
> llagll,
j=1

missé merkinnélld a; tarkoitetaan matriisin A € M,, saraketta j = 1,2,...n. Esitys-
tapa (5.1) on yhtépitavd myos seuraavan esitystavan kanssa:

(5:2) Al = /tr(A*A),

missd A* tarkoittaa matriisin A hermitointia ja tr(A*A) matriisin A*A jdlked. Hermi-
toinnilla tarkoitetaan matriisin A transponointia ja alkioiden a;; konjugointia mé&ari-
telmén 1.9 mukaisesti. Jéljelld puolestaan tarkoitetaan matriisin diagonaalialkioiden
summaa, eli jos A € M,, on matriisi, niin t&lléin

(5.1) Al =

tr(A) = ai=an +ap+ -+ an,.
=1

Nyt jos tarkastellaan matriisituloa C' = A*A, niin talléin

n
Cij =Y apar;, kaikilla i,j €1,2,...,n.
k=1
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Nyt siis
tr(C) = Zcz’i = Z Zakiaki = Z Zaki(_lki = (A, A),
i=1 i=1 k=1 k=1 i=1
jolloin matriisitulon (A*A) jéljelle saadaan siis
tr(A*A) = (A, A).

Jéljelle on lisdksi voimassa seuraavat laskusdannot:

(1) tr(A+ B) =tr(A) + tr(B),

(2) tr(AB) =tr(BA).

Osoitetaan seuraavaksi, ettd euklidinen matriisinormi on matriisinormi eli se to-

teuttaa erityisesti méaritelmén 5.1 ehdon (4):

IABIE =3 QQifmgmﬁﬂgpw)

n

Z @by

i=1 j=1 | k=1 i=1 j=1
n n n n
_ (zzw) (zz wjmf)
i=1 k=1 j=1 m=1
2 2
= [I|A|I[ZI| BIIIZ

missd (*) seuraa Cauchy-Schwarzin epédyhtélosté eli lauseesta 4.7. Néin ollen eukli-
dinen matriisinormi on matriisinormi. Katsotaan vield esimerkki euklidisen matriisi-
normin kaytosta.

ESIMERKKI 5.6. Kéytetddn edelleen esimerkin 5.4 matriisia ja saadaan
Al = V(52 4 (—2)2 + 12 4+ 42 + 62 + (—3)2 + 72 + 52 + 02)
=/(25+4+1+16+36+9+49+25+0) = V165.
Listataan vield esimerkin 5.4 matriisille saatujen matriisinormien tulokset:
A, =13,
Al = 16,

Al = v165.

Huomataan, etté jokainen matriisinormi antaa eri tuloksen. Kuten jo aiemmin mainit-
tiin, niin "oikean” matriisinormin valinta tuleekin tehdd sen mukaan, mité on tarkoitus
tai halu mitata.

Lisdksi on tarkedd muistaa, ettd myos matriisinormeille péatee luvussa 4 esitetty
ekvivalenttisuus: Aina on olemassa luvut ¢t > 0, s > 0 siten, ettd kahdelle matriisinor-
mille [[e]l,, [[e[l, péitee

AL < 11AN, < sllAl,, kaikilla A € M,

Koska dim F™" = n? < oo, eli F-kertoiminen vektoriavaruus on #érellisulotteinen,
niin kaikki sen matriisinormit ovat ekvivalentteja keskendén.




LUKU 6

Spektraalinormi ja spektraaliside

Kuten jo luvussa 3 mainittiin, matriisin ominaisarvojen joukkoa kutsutaan matrii-
sin spektriksi. Kdytetaan jatkossa matriisin A € M,, spektristd merkintdd o(A). Téssé
luvussa maériteltdvissa spektraalinormissa ja spektraalisdteessa jo nimenséd mukaises-
ti tarvitaan spektrid. Spektrin rajojen madrddminen onkin yksi tarkeista kiyttotar-
koituksista matriisinormeille.

Tamén luvun alussa maédritelladan spektraalinormi ja osoitetaan, ettéd se on eukli-
disen normin indusoima. Tamén jalkeen méadritelladn spektraaliside ja osoitetaan,
ettd se ei ole vektori- eikd matriisinormi. Liséksi tdhén lukuun on koottu merkittavia
tuloksia spektraalisidteeseen ja matriisinormeihin liittyen, kuten ehtoja matriisijonon
suppenemiselle ja matriisin kdédntyvyydelle.

6.1. Spektraalinormi
MAARITELMA 6.1. Matriisin A € M,, spektraalinormi |||/, on
I A]l, = max {V/X : missi A on tulon A*A ominaisarvo}

Huomataan, ettd normi on hyvin mééritelty, koska, jos A*Ax = Az ja x # 0, niin
kertomalla yhtélon vasen puoli hermitoidulla vektorilla z* saadaan

* A% 2 2
AT Ar = [|Axlly = Al
Talloin A > 0 ja niin ollen v/ on reaalinen ja ei-negatiivinen luku.

Seuraavassa lauseessa 6.2 osoitetaan, ettd euklidinen normi eli /5 -normi indusoi
spektraalinormin [6, Luku 10] eli

Al = max [l Az, .
Jli=1

Télloin spektraalinormi samalla sopeutuu /s -normiin, jolloin
[Az[ly < [[Al, [l -
LAUSE 6.2. Olkoon A € M,,. Tdalloin
Al = max | As] .

TobisTus. Oletetaan, ettd Ay on matriisitulon A*A € M,, suurin ominaisarvo.

T#lloin tiedetddn, ettd matriisitulolla (A* A) on ortonormaali ominaiskanta {1 - -+ , x,}
[12, Luku II, lause 2.3], koska

(A*A)" = A"A™ = A" A,
Koska siis tulomatriisi A*A on symmetrinen, on silld ortonormaali ominaiskanta.

Télloin tulomatriisin A* A ominaisvektorit muodostavat lineaarisesti risppumattoman
joukon ja tulomatriisilla on kertaluvut huomioiden n kpl ominaisarvoja. [8] Nyt siis

31
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X1, T, ..., T, ovat matriisitulon A*A ortonormaaleja ominaisvektoreita ja 0 < A\; <
Ay < --- <\, ominaisvektoreihin liittyvid ominaisarvoja. Talloin on oltava Ay = A,
koska A4 oli matriisitulon A*A suurin ominaisarvo. Olkoon nyt z € C, jolle ||z||, = 1.
Talloin vektorille x saadaan seuraava esitys ortonormaalissa ominaiskannassa: [11,
Lause 12.4]

n n

T = Z a;x;, josta saadaan A*Axr = Z AN L.
i=1 i=1

Nyt euklidiselle normille saadaan arvio

|Az]l, = V/(Az, Az) = /{z, A*Az) = Z Jai* i < AAZ lai” = V/Aa,
=1 i=1

silla \; < A4 kaikilla ¢ = 1,...,n. Tésté seuraa, ettd || A, < vAa = || 4], Toisaalta
vektorille z,, saadaan

||A$n||2 = \/<xnaA*A:Bn> = \/<93n7)‘Axn> =V = |||A|||s

Nain ollen siis

Al = max [l Az,
[l =1

ja viite on todistettu. 0

6.2. Spektraalisidde
MAARITELMA 6.3. Matriisin A € M,, spektraalisiade p(A) on

p(A) = max {|A| : missd A\ on matriisin A ominaisarvo}.

Koska p(A) on méiritelty itseisarvoiltaan suurimmaksi matriisin A ominaisarvoksi
A, niin on selvii, ettd kaikille ominaisarvoille patee |A| < p(A). Tallsin on myds
ainakin yksi ominaisarvo A\, jolle |A| = p(A).

LAUSE 6.4. Jos ||e|| on mikd tahansa matriisinormi ja A € M, niin tdlloin
p(A) <Al

Tobistus. Kuten jo aiemmin todettiin, niin on selvéd, ettd jollakin matriisin
A ominaisarvolla A on |[A\| = p(A). Valitaan tdmé ominaisarvo A ja olkoon x # 0
ominaisarvoa A\ vastaava ominaisvektori. Ominaisarvoyhtilo on télloin Az = Az.
Olkoon X € M, matriisi, jonka jokaisena sarakevektorina on ominaisvektori x eli
X = [z x---z]. Talloin saadaan ominaisarvoyhtalo AX = AX eli

[Ax Ax - Am}:[/\x DY/ A )\m].

Jos nyt [|e|| on mikd tahansa matriisinormi, niin matriisinormin ominaisuuksien pe-
rusteella

AT = MIAXE = EAX < LA
jolloin |A| = p(A) < ||| A]|| ja viite on todistettu. O
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Spektraaliside -funktio ei ole vektori- eikd matriisinormi. Esimerkiksi on olemassa
matriisi A, jolle p(A) = 0, mutta A # 0. Néin ollen seké vektori- ettd matriisinormille
mééritelty ehto (1a) ei toteudu. Esimerkkin téllaisesta matriisista voidaan tarkastella

matriisia
0 0
=Py
Nyt luvun 3 ominaisarvoyhtélon perusteella saadaan
0—Xx 0
det(A — \I) = 1 0_)\:—)\-(—)\)—1-0:)\2.

Néin ollen ominaisarvot ovat A\; = 0 ja Ay = 0. T&lloin p(A) = 0, mutta A # 0.

Tarkoituksena on péistd tarkastelemaan lausetta 6.10 ja seurausta 6.13, joissa
kéasitelldadn spektraalisiteen ja matriisitulon raja-arvojen vélisid yhteyksid. Myoskin
halutaan osoittaa seuraus 6.12, joka antaa tédrkeén tuloksen kédnteismatriisista. Naita
tuloksia varten tarvitaan muutamia tarkeitd aputuloksia eli lemmoja ja méaritelmis
raja-arvoihin ja suppenemiseen liittyen. Osoitetaan seuraavaksi lemma 6.5, joka sanoo,
ettd jokin matriisinormi saadaan aina hyvin ldhelle spektraalisddettd. Tamén jalkeen
osoitetaan similaarisuuteen liittyva lause 6.6, jonka jélkeen jatketaan maarittelemalla
raja-arvo ja suppeneminen.

LEMMA 6.5. Olkoon A € M, matriisi ja € > 0. On olemassa matriisinormi |||e||
siten, ettd

p(A) < IAflF < p(A) +e.

Tobistus. Luvun 3 lauseen 3.3 mukaan on olemassa unitaarinen matriisi U ja yl&-
kolmiomatriisi A siten, ettd A = U*AU. Merkitédén A = (d;;), missd 4,5 =1,2,...,n
ja asetetaan D; = diag(t,t,t%,t3,...,t") . Nyt laskemalla saadaan

[\t t72dys t73dy oo TN,

0 Ao tldyy t72dyy -+ T2y,

0 0 As  tldsy - t7T"P3d,
D,AD; = | . : 0 : . .

: : : 0 t_ldn,l,n

| 0 0 0 0 0 An

Néin ollen, kun ¢ > 0 on tarpeeksi iso, voidaan olla varmoja, etté ei-diagonaalilla ole-

vien alkioiden itseisarvojen summa on vihemmaén kuin e, silld kun valitaan tarpeeksi

iso t, niin kertoimet ¢ =%, missé k € N, ovat pienid. Erityisesti tiedetéifin, etts
ID.ADF, < )+

kun ¢ on tarpeeksi suuri. Médritelladn nyt matriisinormi [||e || seuraavasti mille tahansa
BeM,

151 = | BUD; |, - WDy BE D)),
ja nyt valitaan tarpeeksi iso t. Lauseessa 6.6 todistetaan, ettd néin todella saadaan
aikaiseksi matriisinormi. Néin ollaan saatu konstruoitua matriisinormi siten, etté
IIA[l < p(A) + €. Nyt lause 6.4 antaa yhtélon toisen puolen

p(A) < AN < p(A) + €

ja véite on todistettu. U
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Seuraava lause 6.6 antaa hyodyllisen tuloksen, kuinka matriisinormi voidaan muun-
taa toiseksi similaarisuuden avulla. Liséksi se antaa perustelun sille, etté edelld esite-
tyssé lemmassa 6.5 konstruoitu matriisinormi on todella matriisinormi.

LAUSE 6.6. Olkoon ||e||| matriisinormi avarvudessa M, ja S € M, ei-singulaarinen
matriisi. Tdlloin ||A]l|,, = 1S~ AS|| on matriisinormi kaikilla A € M,.

TobisTus. Tulee osoittaa, ettd || Al|,, on matriisinormi eli ettd se toteuttaa maa-
ritelmén 5.1 ehdot. Ehtojen (1)-(3) todistukset ovat suoraviivaisia. Osoitetaan, etta
médritelmén 5.1 ehto (4) pétee:

1Bl = || 4BS]| = [|(5~A8)(s~B) | < [|(s~ s[5~ BS)|

= (1AM Bl -
0

Tarkastellaan nyt seuraavaksi raja-arvoja ja suppenemista. Yleisesti voidaan sa-
noa, ettéd lukujonolla (a,)nen On raja-arvo a € R, jos luvun n ldhestyessé déretonta lu-
kujonon termit lahestyvét lukua a. Télloin sanotaan, ettéd lukujono (a,)nen Suppenee.
Tarkastellaan seuraavaksi mité tarkoitetetaan sarjan ja matriisijonon suppenemisella.

MAARITELMA 6.7. Olkoon x; € R. Téll6in summa eli sarja
Zﬂﬂi:$1+l’2+"'+$n+l’n+1+---
i=1

suppenee, jos sen osasummien jono (S, ),en suppenee. Télloin on olemassa S € R eli

raja-arvo, jota merkitddn lim S, = S. Télléin S on sarjan summa ja merkitdan
n—oo

Z:v,-:x1+x2+-~-+mn—|—xn+1—|—---:S.
i=1

Erés suppenemiseen liittyva tiarked lause sanoo, ettd suppenevan sarjan termien
raja-arvo on nolla. Jos esimerkiksi mééritelmén 6.7 sarja suppenee eli konvergoi, niin
1—00
Taméa ei kuitenkaan vélttaméatta pade toisinpdin. Jos sarja ei suppene, niin silloin
sanotaan, ettéd sarja hajaantuu eli divergos.

MAARITELMA 6.8. Olkoon A® € M, jono matriiseja. Sanotaan, ettd matriisijono

(A®), suppenee kohti matriisia A € M,, jos al(-;-g) — a;; kaikilla 4,5 € N. Télloin
merkitaan

lim A® = A tai A® 5 A

k—o0

(k)

Matriisin tapauksessa suppeneminen mééritelldén siis alkioittain eli a;;” — a;;.

Seuraavissa tuloksissa tullaan tarkastelemaan potenssijonon (A¥); suppenemista.
Lemmassa 6.9 osoitetaan, ettéd jos jonkin matriisinormin arvo on pienempi kuin yksi,
niin talléin matriisijono suppenee kohti nollaa.

LEMMA 6.9. Olkoon A € M,, matriisi. Jos on olemassa matriisinormsi |||e||| siten,
etti | Al < 1, niin tdlloin lim A* = 0 eli kaikki matriisin A* alkiot menevdit kohti

k—00
nollaa, kun indeksi k ldhestyy ddretontd.
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TopIsTUS. Matriisinormille pitee [||A*||| < [|A[l*, joten jos |[|A]|| < 1, niin [|A[|* —
0, kun £ — oo. Télloin siis klim H‘Akm < 0 ja sen vuoksi tiytyy myos olla A¥ — 0
—00

matriisinormin suhteen. Lisiiksi, koska kaikki vektorinormit ovat ekvivalentteja n? -
ulotteisessa avaruudessa M,,, saadaan erityisesti, ettd A¥ — 0 myos vektorinormin
|||, suhteen.

Niin ollen lim A* =0 ja véite on todistettu. ]

k—o00

Suppeneville matriisijonoille on olemassa monia téarkeitd sovelluksia. Suppenemis-
ta hyodynnetetddn mm. iteratitvisten ohjelmien analysoimisessa. Néin ollen on tér-
kedd pystyd méadrdamain ehtoja matriisijonon suppenemiselle. Seuraavassa lauseessa
6.10 osoitetaan, ettd matriisitulo suppenee, jos ja vain jos spektraaliside on pienem-
péad kuin yksi.

LAUSE 6.10. Olkoon A € M,,. Talloin klim A¥ =0, jos ja vain jos p(A) < 1.
—00

TopisTus. Todistetaan ensin, ettd jos limy_,., A*¥ = 0, niin p(A) < 1. Olkoon A

matriisin A ominaisarvo ja x # 0 sitd vastaava ominaisvektori. Talloin Az = \Fz.
Koska AF — 0, niin

APz = Az — 0, mikd pétee vain ja ainoastaan, jos |A| < 1.

Epéayhtdlon |A| < 1 tulee toteutua kaikilla matriisin A ominaisarvoilla. Néin ollen
saadaan, ettd p(A) < 1 ja véitteen toinen puoli on todistettu.

Todistetaan seuraavaksi, ettd jos p(A) < 1, niin limg_. A* = 0. Lemma 6.5
sanoo, ettd on olemassa matriisinormi ||e|| siten, ettd p(A) < [|A[| < p(A) + €. Nyt
siis halutaan, ettd [|Af| < 1 ja tiedetéén, etté

ANl < p(A) +e.
Télloin tulee valita € siten, etté
p(A)+e<1

eli e < 1 — p(A). Nyt jos p(A) < 1, niin ||4]| < 1. Télloin lemman 6.8 mukaan

AF — 0, kun k — oo. Nyt yhdistamilld molempien suuntien todistukset saadaan,

etté klim A¥ = 0 jos ja vain jos p(A) < 1 ja viite on todistettu. O
— 00

Seurauksen 6.12 todistusta varten tarvitaan lemmaa 6.11, missé osoitetaan daret-
tomén matriisijonon suppeneminen [1, Lemma 3.2.3]. Sovitaan, etté jatkossa kéyte-
tadn merkintada A° = 1.

LEMMA 6.11. Olkoon |||e|| matriisinormi joukossa M,. Jos ||Al| = X < 1, niin
tdlloin matriisijono (A,), C M, suppenee, missi A, =1+ A+ A%+ ... + A"

Tobistus. Niytetdén, ettd (A, ), on Cauchy-jono: kaikille n, m € N, joille n > m
saadaan, etté

A, — A, = z”: A,

k=m-+1
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Naiin ollen saadaan

k=m+1
< > Al

k=m+1
< > llAlF

k=m+1

n n—m—1
= > A=t NN

k=m+1 7=0

(%)
< A1 = X)) =0, kun m — oo,

missd epayhtalo (*) on voimassa, koska 0 < A < 1. Nyt koska (A,), on Cauchy-jono,
niin alkioiden muodostamat jonot ovat myos Cauchy-jonoja ja télloin (A, ), suppenee.

[4, Luku 3| Télloin dédreton sarja Z Ay, suppenee kohti jotakin matriisia C' € M,,. 0O
k=0

Nyt voidaan todistaa seuraus 6.12, jossa saadaan ehtoja matriisin kiddntyvyydelle
ja maarattyd kadnteismatriisi potenssisarjan avulla. Téata seurausta tullaan jatkossa
hyddyntédméan myos seuraavassa luvussa, jossa késitellddn matriisien virhearviointia.

SEURAUS 6.12. Matriisi A € M,, on kddntyva, jos on olemassa matriisinormi |||e||
siten, etta ||I — Al|| < 1. Talloin

[e.e]

AT =) (1 - Ak

k=0
Tobistus. Merkitddn kasiteltavid sarjoja

N

S = f:(z —AF ja Sy =) (I—AF

k=0 k=0

Koska tiedetdén, etta

S < S - A
k=1 k=1

ja [T — A < 1, niin sarja > -, |H(I - A)km suppenee, ja siten lemman 6.11 nojalla
myo6s sarja S suppenee jotakin matriisia C' € M, kohti. Nyt siis S = (. Télloin
médritelmén 6.7 nojalla sarjan osasumma Sy suppenee eli Sy — C, kun N — oo.
Riittd4 siis osoittaa, ettd C' = A7L.
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Tarkastellaan mitd tapahtuu sarjan osasummalle Sy . Kerrotaan sarjaa Sy vasem-
malta puolelta matriisilla A:

ASy = Ai([ —AF =[I - (I - A)] i([ — A)*

=1 3 (I—A)’“—(I—A)i(I—A)’“
N:0 N+1 e

=Y (I-AF=> (1-A4¢
k=0 k=1

=T —A) "+ .. (I+AN —[I-A'+...(I-AY + - AN
=1—(—AN" = I, kun N — oo, lemman 6.9 nojalla.
Vastaavalla tavalla voidaan osoittaa, ettd Sy A — I, kun sarjaa Sy kerrotaan oikealta

puolelta matriisilla A. Nyt matriisin C' on siis oltava A~1. T&lléin summalle S saadaan
S = (I-AfF=C=Aa"
k=0
ja viite on todistettu. (|

Edellla esitettyjen lemmojen ja lauseen 6.10 avulla pystytdédn osoittamaan mer-
kittava seuraus 6.13, jossa spektraaliside voidaan ilmaista myos niin kutsussa "Gel-
fand’sin muodossa”. [2, Theorem 12]

SEURAUS 6.13. Olkoon ||e|| matriisinormi avaruudessa M,. Tdlloin
p(A) = lim ||| A*||¥ aikitla A € M,
—00
TopisTus. Koska p(A)* © p(AF) < |[[A*]||, niin p(AFE = p(A) < H|AkH|%

Yhtasuuruus (*) perustuu Schurin lauseeseen 3.3 ja siihen, etté yldkolmiomatriisien
ominaisarvot ovat samat kuin sen diagonaalialkiot. Olkoon nyt ¢ > 0 ja matriisi

. A
A= ———.
p(A) + e
Télloin saadaan, etta
; p(A)
A)=——— <1
p(A) (A) + ¢

Nyt lauseen 6.10 nojalla tiedetdédn, ettad limy oo AF = 0. Tamé taas tarkoittaa, etté
on olemassa luonnollinen luku N € N siten, etté kaikilla £ > N on

14
Toisaalta tiedetddn myos, etta kaikilla & > N on
M < (p(A) + o)",

‘<1.

josta edelleen

1451 < p(A) +e.



38 6. SPEKTRAALINORMI JA SPEKTRAALISADE

Lisdksi lauseen 6.4 perusteella tiedetdin, ettd p(A) < [|A]l, jolloin p(A) < H|AkH|E
Talloin kokoamalla ndma tiedot yhteen saadaan: Olkoon e > 0. T&ll6in on olemassa
luku N € N siten, etta kaikille k£ > N pétee

p(4) = e < [ 4[F < o) +e,
mika tarkoittaa, ettéa L
lim [[[A*[|[* = p(A).

k—o00
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Matriisien virhearvioinneista

Vektori- ja matriisinormien sovelluksena voidaan arvioida, minkélaisia ja miten
suuria virheitd on tehty laskettaessa kidénteismatriisia ja lineaarista yhtaloryhméaé.

Olkoon A € M, ei-singulaarinen matriisi. Aiemmin opitun perusteella voidaan
ajatella, ettd matriisin A kdénteismatriisi voidaan méaréata tdsmallisesti. Néin ei kui-
tenkaan aina ole, koska jos kéddnteismatriisiin madrdamiseksi vaadittavat laskut ovat
esimerkiksi toteutettu tietokoneella dérellisen pitkélle, talloin tulee viistamétti eteen
pyoristysvirheitd ja ennenaikaisia laskujen keskeytyksié.

Téasséd luvussa haetaan vastauksia sithen, kuinka laskennassa ja datassa eli mat-
riisin A tai vektorin a alkioissa esiintyvét virheet vaikuttavat etsittdvin kaédnteis-
matriisiin virheeseen. Datan kertoimet on voitu saada esimerkiksi mittaustulosten
perusteella.

On saatu selville, ettd monien tuttujen algoritmien laskemisesta saadut pyoristys-
virheet voidaan mallintaa samaan tapaan kuin datassa esiintyvit virheet. Seuraavaksi
johdatellaankin kohti suuretta, jota kédytetddn virheen laskemisessa.

7.1. Virheen arviointia

Olkoon A € M, ei-singulaarinen matriisi. Halutaan méératd matriisin A kéanteis-
matriisi A~!. Koska A~! on "tdsmillinen” késinteismatriisi, tulee lisdtd matriisiin A
jotain pientd, mistd saadaan virheen suuruus selville. Talloin taytyy madratd matriisi
(A+ E)~', missi E € M, on tarpeeksi pieni, jolloin (A + F) on kiifintyvi. Oletetaan,
ettd virhe E € M, on niin pieni, ettd p(A~'F) < 1. Nyt seurauksen 6.12 nojalla tie-
detiifin, ettd (I + A71E) on kisintyv, jolloin myés (A + F) on kiifintyvi. TAmé siksi,
etti ([ + A'E) = (A'A+ A7'E) = A7Y(A + F). [3, Luku 5] Néin ollen virheen
suuruus voidaan laskea vihentdmilla "tasméillisestd” A~! kddnteismatriisista "virheen
siséltdva” kddnteismatriisi (A + E)~! ja saadaan seuraava esitys:

AV (A+E)y ' =AT AU+ AT'E) P =A - (T + ATTE) AT

Nyt lausekkeen (I + A7'E) tulo A~'E voidaan kirjoittaa seurauksen 6.12 nojalla
potenssisarjojen avulla seuraavasti:
AT —(A+E) T =A== (I+AE)FAT

k=0
00

— A1 Z(_l)k(AflE)kAfl

k=0

— (—1)k+1(A_1E)kA_1,

1
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joka on tasmaéllinen kaava virheelle.

MAARITELMA 7.1. Olkoon A € M, ei-singulaarinen matriisi. Jos p(A™'F) < 1,

niin virheen kaava on
oo

(7.1) AT —(A+E)7 =) ()T AT R AT
k=1
Maéritelmén 7.1 pohjalta voidaan maarittaa ylaraja suhteelliselle virheelle: olete-
taan, etti ||e[|| on annettu matriisinormi ja [|A™!E|| < 1. Erityisesti p(A™'E) < 1 ja
yhtalo (7.1) patee. Nyt voidaan arvioida lauseketta ylospéin seuraavasti:

[e.9]

Z(_l)k—i-l (A—IE)kA—l

k=1

<> A e[l
k=1

_llaE|
T[4

Talloin saadaan ylaraja suhteelliselle virheelle jakamalla molemmat puolet termilla
A=

A7 =+ By =

AT

AT = (A+ E)7H _ _ [IATE|
A= 1—[lA=E
jos [[ATYE|| < 1. Jos liséiksi oletetaan, ettéi E on riittdvin pieni

1| < niin t4llsin p(A7'E) < [[[ATE||| < [||[A7H]|] £

1
A=

ja saadaan lopullinen arvio seuraavasti:

_ _ _ -1 £l
A~ = A+ E) I IATHENEN AT AN g

A=) S 1-[JATHEN 1 - |||A*1||||||A|||H'

(7.2)

7.2. Matriisin ehtoluku

Seuraavaa suuretta kutsutaan matriisinormin ||e||| ehtoluvuksi

(7.3) o) = { I|A~H|IIIIANl,  jos A on ei-singulaarinen

00, jos A on singulaarinen.

Huomataan, ettd x(A) > 1, mille tahansa matriisinormille. TAdmé& ndhdéén suoraan
laskemalla matriisinormien ominaisuuksien avulla, kuten kohdassa 5.1:

A) = [[[ATH[INAN = AT Al = 1 = 1

ja néin ollen, k(A) > 1.
Nyt sijoittamalla saatu ehtoluku (7.3) yhtdloon (7.2) saadaan:
AT = A+ BN w4 [IE]

-1 —1_ 2]
AT 1= n(A)EL Al

(7.4)
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jos IENMAY < 1. Yhtils (7.4) antaa rajat kidénteismatriisin datasta 16ytyviille
suhteelliselle virheelle. Nahdéén, ettd mitd suurempi ehtoluku on, sitd enemmén mat-
riisilla on taipuvaisuutta virheeseen. On téarkedd huomata, ettd ehtoluku riippuu myos
kaytetysta matriisinormista. Seuraavassa esimerkissi 7.2 lasketaan kdanteismatriisin
suhteellinen virhe sarakesummanormin avulla.

ESIMERKKI 7.2. Oletetaan, ettd matriisissa

1,00 0,50 0,10
A= 10,50 1,00 0,25
0,10 0,25 1,00

lukujen tarkkuus on € = 0,01. Lasketaan nyt A™! ja arvioidaan saadun ké#nteismatrii-
sin tarkkuutta sarakesummanormin avulla. Alkuperéisen matriisin A ka#inteismatriisi
on

375 —190 10

1
- 581 —190 396 —80
8L1 19 _80 300
Talloin sarakesummanormeista saadaan
”|AH|C = 1,75,
£, = 0,03,
666
A7, = a7
¢ 281
ja misté erityisesti huomataan, etté [|E|[| A~ < 1. Nyt ehtoluku on
666 2331
A == A Ail = 1 - _— =
() = A, [ = 175 5 = S

ja sijoittamalla ehtoluku kaavaan (7.4) saadaan matriisin A~! suhteelliselle virheelle
arvio 5331
S 0,03 999

2331 0,03 o
1 - BT 75 13051

~ 0,0765.






LUKU 8

Suunnitelma lukion pitkdn matematiikan syventaviksi
kurssiksi - Matriisit tutuiksi

Lukion pitkdn matematiikan opetussuunnitelmassa on yhtené pakollisena kurssina
vektorit (MAAD). Syventavén kurssin "Matriisit tutuiksi” on tarkoituksena olla jat-
kokurssi télle pakolliselle kurssille. Kurssin ideana on yleistda vektorit matriiseiksi ja
tutustua niiden perusominaisuuksiin. Lisdksi kurssilla ratkaistaan yhtaloryhmia mat-
riiseja hyodyntdaen. Kurssin lopussa opiskelijat saavat todistaa ryhmissé yliopistota-
soisia lineaarialgebran lauseita. Kurssista ei jéarjesteté koetta, vaan kurssi arvostellaan
opiskelijan tekemén itsearvioinnin ja tuntiaktiivisuuden pohjalta joko hyvaksytty tai
hylatty -arvolauseella.

Oletetaan, etté télle syventévélle kurssille on varattu viikossa 3 puolentoista tun-
nin tapaamista. Yksi jakso on lukiossa noin 7 viikon mittainen. Alla on tehty kar-
keahko viikkokohtainen kurssisuunnitelma.

8.1. Kurssin viikkoaikataulu

Viikko Aihe
Kurssin esittely

Vektoreiden kertausta

Mik& on matriisi ja mihin sitd tarvitaan?
Erilaisten matriisien tarkastelua
Matriisin perusoperaatiot

Matriisin perusoperaatiot

Matriisin determinantti

Matriisin determinantti

Matriisin kdantyvyys

Gaussin & Jordanin menetelmé

Gaussin & Jordanin menetelmé

Sisatulo

Vektorinormin ja matriisinormin esittely
Laskemista matriisinormeilla

Kertausta kurssin asioista ja todistusaiheiden esittely
Pienryhméissé todistusaiheen valinta
Pienryhmétyoskentelya
Pienryhmétyoskentelya

Todistuksien esittelya

Todistuksien esittelya

Todistuksien esittelya ja itsearviointi

N IO OO OOt Ul e W W WD - ==
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Ensimmaisen viikon aikana on tarkoitus saada opiskelijoille ndkemys siitd, miké
on kurssin suunnitelma ja mitd oppimistavoitteita kurssilta halutaan saavuttaa. En-
simmaéisen viikon jalkeen on kidyty myos lépi kertausta vektoreista ja esitelty matriisi.

Toisella viikolla paneudutaan jo tunnistamaan, minké tyyppisid matriisit ovat ja
minkélaista dataa niihin voidaan tallettaa. Té&lld viikolla késitelldién muun muassa
tutkielman alussa olevissa luvuissa esiintyneet termit ylé- ja alakolmiomatriisi, ident-
tinen matriisi, diagonaalimatriisi ja nollamatriisi. Lisédksi tdmén viikon jéalkeen opis-
kelijat osaavat matriisien perusoperaatiot: yhteen- ja vihennyslaskun, transponoinnin
ja pienien matriisien kertolaskun.

Kolmas viikko tayttyy determinanttiin liittyvista asioista. Ensin tarkastellaan 2 x 2
-dimensioisia matriiseja, jonka jélkeen mietitddn, miten lasketaan 3 x 3 -dimensioisen
matriisin determinantti. T&ll& kurssilla el menné endé suurempien matriisien determi-
nanttien tarkasteluun. Viikon viimeiselld tunnilla otetaan aiheeksi kddntyva matriisi,
jonka laskemista harjoitellaan seuraavalla viikolla Gaussin & Jordanin menetelmallé.

Neljannelld viikolla paneudutaan siihen, kuinka kéénteismatriisi saadaan méarét-
tyd. Téahén avuksi tarvitaan Gaussin & Jordanin menetelméé. Tarkoituksena on antaa
opiskelijoille edellytykset ratkaista kdénteismatriisit 3 x 3 -dimensioisille matriiseille.
Loppuviikolla kasitellaén sisdtulo ja mietitdédn, mitd kaikkea silld saadaan vektoreista
selville.

Viides viikko tayttyy normeista. Ensin tutustutaan vektorinormiin perusteellisesti
ja lasketaan erilaisilla normeilla vektorien pituuksia. Tamén jélkeen esitellaén lyhyesti
muutama matriisinormi ja lasketaan esimerkkeji. Loppuviikosta esitelldén todistusai-
heet, joista opiskelijat saavat ryhmissé valita mieleisensé. Opiskelijat saavat myos itse
ehdottaa todistusaiheita.

Kahdella viimeisella viikolla opiskelijat tyostavat todistusta yhdesséd ja etsivit
sithen sopivaa lisimateriaalia. Viimeisella viikolla opiskelijat esittelevit omat tuo-
toksensa muille kurssilaisille. Seuraavassa on listattuna muutamia esimerkkejé to-
distusaiheista. Todistusten lisdksi opiskelijoita kannustetaan esittdméén esimerkkeja
valitsemastaan aiheesta.

1) Osoita, ettd matriiseille pétevit seuraavat osittelulait:
i) A(B+C)=AB+ AC,
ii) (A+ B)C = AC + BC.
2) Osoita, ettd transpoosille pétee:
i) (AT)T = A,
ii) (A+ B)T = AT + BT,
ii) (Z\A)T = NAT|
3) Osoita, ettd suunnikasyhtélo pétee:

2 2 2 2
[z +ylI” + [l = ylI” = 2(ll=[]" + [ly[I°),

kaikilla z,y € R".
4) Osoita, ettéd jos ad — be # 0. niin

-1
a c B 1 a c
[b d]  ad—be [b d} ’

kaikilla a, b, c,d € R.
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5) Osoita Cauchyn-Bunjakovskin-Schwarzin epéayhtilo:

(= 9)| = Nzl lyll,

kaikilla z,y € R™.
6) Olkoot matriisit A ja B samankokoisia symmetrisid neliomatriiseja. Osoita,
ettd talloin matriisitulo AB ei ole symmetrinen.
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LUKU 9

Merkintoja

Selitys

Reaalilukujen joukko

Kompleksilukujen joukko

Luonnollisten lukujen joukko

Joko reaalilukujen tai kompleksilukujen joukko
Vektoriavaruus V, jossa médritelty yhteenlasku ja kertominen luvulla
n X n -dimensioiset joko reaaliset tai kompleksiset matriisit
Identtinen neliématriisi

Itseisarvo

Vektorinormi F'-kertoimisessa vektoriavaruudessa V'
Matriisinormi joukossa M,

Matriisin A determinantti, josta kdytetadan myos merkintad | A |
Vektoreiden x,y € V sisétulo

Reaalisen matriisin A transpoosi

Kompleksisen matriisin A hermitoitu matriisi

Matriisin A k#anteismatriisi

Kompleksiluvun z = a + ib konjugaatti

Matriisin A jalki

Matriisin A ominaisarvo

Jonon termien a;, € R raja-arvo, kun £ € N ldhestyy déretonta
Matriisin A spektraaliside

Matriisin A spektri eli ominaisarvojen joukko

Matriisin A ehtoluku

Ylakolmiomatriisi
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