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Téasséd tutkielmassa tutustutaan kahteen kayttaytymiseltdin erilaiseen diskreet-
tiin dynaamiseen systeemiin: kvadraattiseen (tai logistiseen) kuvaukseen ja ympy-
ran kiertokuvaukseen. Tarkastelun keskitssé ovat pisteiden radat néissd kuvauksissa.
Kvadraattisen kuvauksen @,(z) = pz(l — z) dynamiikan osoitetaan olevan melko
hyvin ennakoitavissa, kun 0 < p < 4. Pohjana tarkasteluille ovat jaksolliset pisteet
ja syklit sekd néiden asymptoottinen kayttdytyminen kuvausta iteroitaessa. Lisdksi
osoitetaan, ettd kvadraattinen kuvaus bifurkoi ja kuvaus haarautuu tietyilla vakion
p arvoilla. Kuvaus kahdentuu tihenevisti, kun vakion p arvo kasvaa, kunnes kéyt-
taytyminen on kaoottista. Kaoottinen alue ei kuitenkaan ole yhtenéinen, vaan valilla
kaytos tasapainottuu, ja muuttuu jaksolliseksi.

Kvadraattisen kuvauksen osoitetaan myos olevan yhteydessd Cantorin joukkoon.
Tutkielmassa osoitetaan, ettd niiden pisteiden joukko, jotka vakion p arvolla p > 4
iteroituvat kuvauksella @), vilille [0, 1] on Cantorin joukko, eli perfekti, erillinen ja
suljettu. Lisdksi osoitetaan, ettd kvadraattisen kuvauksen dynamiikka on kaoottinen,
kun p > 4. Télloin dynamiikan ennustaminen on mahdotonta ja sen kiyttadytyminen
riippuu valitusta alkupisteesté.

Kun tarkastellaan jonkin pisteen rataa ympyran kierrossa R, () = ze*™, osoit-
tautuu ettd vakion « valinta vaikuttaa kayttaytymiseen merkittavisti. Tutkielmassa
osoitetaan, etté rationaalinen « tekee pisteen radasta jaksollisen, kun taas irrationaa-
linen vakion « valinta tekee radasta tihedn. Tutkielman lopuksi osoitetaan Birkhoffin
keskiarvolauseen péatevan irrationaaliselle ympyréan kiertokuvaukselle ja osoitetaan ir-
rationaalisen ympyrén kierron olevan yksikésitteisesti ergodinen.
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Johdanto

Diskreetit dynaamiset systeemit keskittyvit tarkastelemaan iteratiivista prosessia,
jossa eri tilanteet seuraavat toisiaan: mitéa tapahtuu annetulle alkuarvolle, kun sitéd ku-
vataan jollakin kuvauksella ja téstd saatua arvoa kuvataan uudelleen télld samaisella
kuvauksella. Tata jatketaan ja edeltdva tilanne méa#rittdd aina seuraavan. Dynaa-
misten systeemien avulla pyritddn ennakoimaan ilmioitd, mutta annetut olosuhteet
voivat aiheuttaa sen, ettd téllainen ennakointi on hyvin vaikeaa tai jopa mahdotonta,
jolloin systeemi osoittautuu kaoottiseksi. Vastakohta diskreeteille dynaamisille systee-
meille ovat jatkuvat dynaamiset systeemit, jotka eivit tarkastele muutoksia erillisinéd
tilanteina, vaan jatkuva-aikaisena prosessina.

Dynaamisia prosesseja, diskreetteja ja jatkuvia, esiintyy ympérillaimme hyvin mo-
nella tapaa ja ajassa muuttuvien ilmididen tarkastelu onkin keskeistd monilla tie-
teenaloilla aina klassisesta mekaniikasta matemaattiseen biologiaan ja ekonomiaan.
Monia yhteiskunnassa tapahtuvia ilmioitd ja niissd tapahtuvia muutoksia pyritdan
mallintamaan ja ennakoimaan dynaamisten systeemien avulla. Dynaamisten systee-
mien tutkimuksen juuret ovat jo 1600-luvulla Newtonin mekaniikassa ja aurinkokun-
nan liikkeiden tutkimuksessa, mutta varsinainen léapilyonti tapahtui 1800-luvun lo-
pulla. T&llin H.J. Poincaré (1854-1912) alkoi ensimméisené tutkia epélineaarisia yh-
taloryhmié ja ennen kaikkea ilmitissd tapahtuvia laadullisia muutoksia sen sijaan,
ettd hén olisi keskittynyt esimerkiksi méaarittdmééan tarkkoja planeettojen paikkoja
kullakin ajanhetkelld. Poincaré oli liséksi ensimmaéinen, joka esitti ajatuksen ilmioi-
den mahdollisesta kaoottisesta, ennakoimattomasta kayttaytymisesta. 1900 — luvulla
osoitettiin, ettd jo yhden muuttujan systeemi voi kdyttaytyad kaoottisesti. Dynamii-
kan sovellukset keskittyivit aluksi pitkélti fysiikkaan ja tekniikan alalle, ja sen myoté
kehittyivat monet tekniset laitteet, kuten radio ja laservalo. Tietokone mullisti myd6s
dynamiikan alan ja mahdollisti laskukapasiteetillaan dynaamisten systeemien késit-
telyn ennenndkeméttomén pitkalle. [16]

Tassa tutkielmassa keskitytdaéan diskreetteihin dynaamisiin systeemeihin ja otetaan
tarkastelun kohteeksi kaksi dynamiikaltaan melko erilaista systeemid. Téamé tutkiel-
ma on yksi osoitus siitd, ettd yksinkertaiseltakin nédyttava kuvaus voi dynamiikal-
taan osoittautua hyvinkin monimutkaiseksi. Ensimmaéiset kolme lukua késittelevit
kvadraattisen kuvauksen

Qu:0,1] = R,Q,u(x) = pa(l — z)

dynamiikkaa vakion p eri arvoilla. Tamé kuvaus tunnetaan myos nimellé logistinen ku-
vaus. Ensimmaisessd luvussa tutustutaan kuvauksen dynamiikan ymmérryksen kan-
nalta olennaisiin peruskésitteisiin, ja tarkastellaan kuvauksen @, jaksollisia pisteitd ja
pisteen x rataa vakion p eri arvoilla. Toisessa luvussa ndhdéén, kuinka tdméa kvadraat-
tinen kuvaus tietyilld vakion p arvoilla bifurkoi, ikdén kuin haarautuu, ja synnyttaa
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JOHDANTO 2

aina uusia sykleja. Téssa luvussa osoitetaan lisdksi, ettd kvadraattisella kuvauksella
on 3-sykli ja ettd tdmén 3-syklin olemassa olosta seuraa, ettd kuvauksella on kaikki n-
syklit. Tamé on erikoistapaus Sarkovskiin lauseesta. Kolmannessa luvussa siirrytaan
tarkastelmaan kvadraattista kuvausta, kun p > 4, ja tutkitaan kvadraattisen kuvauk-
sen yhteyttd Cantorin joukkoon. Lopuksi osoitetaan, ettéd kuvaus ), on kaoottinen,
kun p > 4. Téalloin kuvauksen kayttédytymisen ennakointi osoittautuu mahdottomak-
si, toisin kuin aiemmissa tapauksissa.

[Imioiden ymmarrysté néissa luvuissa on pyritty helpottamaan erilaisten kaavioi-
den ja kuvaajien avulla. Joissain tapauksissa padtelmét perustuvatkin pitkélti kuviin
ja aiempaan kirjallisuuteen, silla pisteen z radan ja n-syklien pisteiden méaérittami-
nen vaatisi tietyilla vakion p arvoilla useampiasteisten polynomien ratkaisua. Pisteen
x rataa ja syklejd on kuitenkin selvitetty myo6s laskien, ja olennaisesti laskuproses-
si on samanlainen my6s muilla vakion p arvoilla, joskin todistukset ja laskuvaiheet
ovat huomattavasti tyolaampié ja pidempid. Erikseen mainittuja kuvioita lukuun ot-
tamatta kaikki tutkielmassa kéaytetyt kuvaajat on tehty koodina KETEX-ohjelmiston
tikzpicture-pakettia kayttaen.

Toinen dynaaminen systeemi, johon téassd tutkielmassa keskitytdan, on ympyrdn
kiertokuvaus

Ry : St — S' Ru(z) = ze®™
ja pisteen x rata téssé kierrossa. Ympyréan kiertoja tarkasteltaessa keskitytdan péaa-
asiassa irrationaaliseen kiertoon, jolloin kuvauksessa vakio o on irrationaalinen. Yksi
keskeisisté tuloksista tarkasteluissa on, etté irrationaalisessa kierrossa pisteen x rata
on tihed. Rationaalisessa ympyrén kierrossa pisteen rata puolestaan on jaksollinen.

Viimeisessd luvussa tutustutaan lyhyesti ergodisuuteen Birkhoffin keskiarvon kaut-
ta. Ensin osoitetaan Birkhoffin keskiarvon tila- ja aikakeskiarvon yhtasuuruuden

im > () = [ e(@)do

piatevan myos ympyrén kierrolle, eli kun valitaan f = R,,, ja osoitetaan irrationaalisen
ympyran kierron olevan ergodinen.

Dynaamisiin systeemeihin ovat perehtyneet lukuisat tutkijat ja matemaatikot.
Téassé tutkielmassa keskeisind ldhdeteoksina on kédytetty muun muassa Hasselblat-
tin ja Katokin teosta A First Course in Dynamics [4], Devaneyn teoksia An Intro-
duction to Chaotic Dynamical Systems [2] ja A First Course in Chaotic Dynamical
Systems [1] sekd Gulickin teosta Encounters with Chaos And Fractals [3]. Lisdksi
Strogatzin teos Nonlinear Dynamics and Chaos [16] on tarjonnut kdyténnonldheista
niakokulmaa tdmaéan tutkielman ilmididen ymmaéarrykseen. Néiden lisdksi perustason
kurssien luentomuistiinpanot seké aihetta kisittelevit artikkelit ovat luoneet pohjaa
asian ymmarrykselle. Kaikki tutkielmassa kaytetyt ldhteet 16ytyvét lahdeluettelosta.



LUKU 1
Kvadraattisen kuvauksen tarkastelua

Yksinkertaisimmillaan diskreetti dynaaminen systeemi voi olla esimerkiksi pankkiti-
lilld olevan rahasumman kasvumalli z,, = a - x,,—;. Néain ollen 8% korkoa kasvava
padoman karttumista kuvaava kasvumalli saadaan, kun a = 1,08. Téllaisen dynaa-
misen systeemin kayttaytymistd pystytddn siis melko helposti ennakoimaan, mutta
on useita dynaamisia systeemejé, jotka niin ikédén vaikuttavat yksinkertaisilta systee-
meiltd, mutta joiden kdyttdytyminen osoittautuu huomattavasti edeltdvaa monimut-
kaisemmaksi. Tutkielman kolmessa ensimmaéisessé luvussa tutustutaan kvadraattisen
kuvauksen
Qp 0,1] = R, Qu(x) = pz(l — )
dynamiikkaan ja tarkastellaan sen iteraattien

Qﬁ:QuOQuO“'OQg

k kpl

kayttaytymistd vakion p > 0 eri arvoilla. Tdmé&n ensimmaéisen luvun aluksi avataan
peruskasitteitd, joiden ymmérrys helpottaa myohempien ilmididen ymmaéartamista ja
tdmaén vasta tdmén jalkeen luodaan tarkempi katsaus kvadraattiseen kuvaukseen. Seu-
raavassa luvussa tutustutaan bifurkaatioon, ikdén kuin kuvauksen haarautumiseen, ja
kvadraattisen kuvauksen sovelluksiin. Kolmas luku késittelee kvadraattisen kuvauk-
sen aiemmasta jonkin verran poikkeavaa kéyttédytymistd vakion p arvoilla u € [4, 00|
Téamén luvun tarkasteluissa péadasiallisina ldhteinéd on kédytetty Devaneyn teoksia
A first course in chatic dynamical systems. Theory and experiment [1], ja An intro-
duction to chaotic dynamical systems [2], Gulickin teosta Encounters with chaos and
fractals [3] sekéd Hasselblattin ja Katokin teosta A first course in dynamics [4].

1.1. Kiintopisteet ja jaksolliset pisteet

MAARITELMA 1.1. Olkoon X C R ja f: X — X. Pisteen z € X rata funktiossa f
on

O = {f"(z) : k € N}

Téten funktion @), iteraattien tarkastelu johtaa pisteen x radan tarkasteluun. Myo-
hemmin kay ilmi, ettd vakion p valinta vaikuttaa merkittavasti pisteen x radan kéyt-
taytymiseen kvadraattisella kuvauksella.

MAARITELMA 1.2. Piste p € X on funktion f : X — X kiintopiste, jos f(p) = p.
Kiintopiste p on puoleensavetivd, jos on olemassa avoin vili I =]p — €, p + €[ siten,
ettd jos © € X ja x € I, niin f"(x) — p. Kiintopiste p on puolestaan hylkivd, jos on
olemassa avoin vili J =|p — €, p + €] siten, ettd jos y € X ja y € J, mutta y # p, niin
|f(y) —pl > |y —pl-
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HuomAuTUs 1.3. Graafisesti kiintopisteen méaédritelma voidaan tulkita siten, etté
piste p on kuvauksen f kiintopiste, jos ja vain jos funktion f graafi sivuaa tai leikkaa
suoraa y = x pisteessi (p,p).

LAUSE 1.4. Olkoon f : X — X jatkuva funktio pisteessd p ja olkoon x € X . Oletetaan
lisiksi, ettd pisteen x iteraatit kuuluvat joukkoon X. Jos f™(x) — p, kun n — oo,
nin p on kitntopiste.

TonIisTUS. Oletuksen mukaan f™(x) — p, joten f"*(x) — p. Koska f on jatkuva
pisteessii p, niin f(f")(x) — f(p). Koska f*(z) = f(f")(x), niin f*(z) = f(p)
ja téstd edelleen raja-arvon yksikisitteisyyden nojalla saadaan, ettd f(p) = p. Siten
p on kiintopiste. O

SEURAUS 1.5. Oletetaan, ettd f on jatkuva funktio suljetulla wvdlilld ja ettd jono
{f™(x)}5°, on rajoitettu ja monotoninen. Tdlloin on olemassa kiintopiste p siten, ettd
f™(z) = p, kun n — oo.

ToDISTUS. Seuraa lauseesta 1.3 ja siitd, ettéd rajoitettu monotoninen jono suppenee
aina. U

LAUSE 1.6. Olkoon f : X — X differentioituva funktio ja p sen kiintopiste.
(i) Jos |f'(p)| < 1, niin p on puoleensavetivi.
(ii) Jos |f'(p)| > 1, niin p on hylkivd.
(iii) Jos |f'(p)| = 1, niin p on neutraali, jolloin se voi olla puoleensavetivd, hyl-
kivd tai er kumpaakaan.

TobisTus. Todistetaan ensin (i). Koska |f'(p)| < 1, niin derivaatan mééritelméasta
seuraa, ettd on olemassa positiivinen vakio C' < 1 ja avoin véli I =|p — €, p + €] siten,
ettéd jos x € I ja x # p, niin pétee

f(x) = f(p)
r—p
jasiten |f(x) — p| = |f(z) — f(p)| < Clz — p| kaikille x € I. Nyt siis f(x) € I, koska
0<C<1ljaxel, jasiten f(x) on vahintdén yhtd lahelld lukua p kuin luku z on.

Jos f"(x) = p jollekin n € N, niin talléin f"(z) — p, kun n — oo, ja viite seuraa.
Voidaan siis olettaa, ettd f"(x) # p kaikille n € N. Induktiolla voidaan osoittaa, etta
patee

‘ <C, (1.1)

|f"(z) — p| < C"|x — p| kaikille n > 1. (1.2)
Kun n = 1, viite seuraa yhtalostd (1.1). Oletetaan sitten, ettd yhtalo (1.2) pétee
jollekin n > 1. Huomataan, ettd f"(z) € I, koska 0 < C" < C' < 1, ja siten sijoit-

tamalla yhtdloon (1.1) muutujan = paikalle f"(x) ja soveltamalla induktio-oletusta
(1.2) saadaan

[ (@) = pl = |[f(f"(2)) = pl < CO|f"(2) = p| < C(Cla —p|) = " |z — pl.
Koska C™ — 0 kun n — oo, niin f"(z) — p ja (i) on todistettu. Véitteen (ii) todistus
on vastaavanlainen edellisen todistuksen kanssa.

Viitteen (iii) osoittamiseksi kayvit esimerkiksi kuvaukset f(z) = arctanz, jolle
f'(0) = 1 ja piste 0 on puoleensavetivi kiintopiste, g(z) = 2% + %, jolle g’(%) =1
1

ja jolle piste 5 ei ole puoleensavetiivii eiké hylkivé, ja kuvaus h(z) = 2° + z, jolle

R'(0) =1 ja jolle piste 0 on hylkivé kiintopiste. Osoitetaan néisté toinen ja kolmas.



1.1. KIINTOPISTEET JA JAKSOLLISET PISTEET 5

Piste p = % ei ole puoleensavetava eiké hylkivé, silla jos valitaan x > %, niin t&lloin
lg(@) = pl = 12+ 1 — 3 = [a* = 3] = |(e — D) + D] > [¢ — 1], koska [+ 4| > 1.
Siten kiintopisteen pisteen p = % oikealla puolella piste on hylkivi. Kuitenkaan piste
p ei ole hylkivd koko vélilla |p — €, p + €], silld hylkivén kiintopisteen mééritelméa ei
téyty, jos @ < 3. T&llsin nimittéin |g(z) — p| = [(z — 3)(z + 3)| < |z — 3|. Koska
p on hylkiva, kun =z > %, niin talléin p ei mydskadn voi olla puoleensavetava vililla

]% — €, % + €[ ja siten piste p ei ole hylkivé eiké puoleensavetava.

Osoitetaan sitten kolmas. Olkoon = €|p — €, +€[=] — €,¢[,e¢ > 0. Nyt |h(z) — p| =
|h(z) = 0] = |23 + 2| = |z(2*+1)| > |z| = |x — p|, ja siten piste p = 0 on mééritelméin
mukaan hylkiva kiintopiste. O

ESIMERKKI 1.7. Olkoon p > 0 vakio ja kvadraattinen kuvaus
Qu(z) = pz(l —2) = pr — pa*,0 <z < 1.

Etsitdén ensin ne vakion p arvot, joilla 0 on puoleensavetédva kiintopiste, ja sen jél-
keen etsitddn vakion p arvot, joilla 16ydetddan muita, nollasta eroavia kiintopisteité.
Selvitetdan lisdksi ndiden nollasta eroavien kiintopisteiden laatu.

Huomataan ensin, ettd z on kiintopiste, jos ja vain jos x = px — ux®. Nyt piste
x = 0 on kuvauksen kiintopiste kaikilla ¢ > 0. Riittava ehto sille, ettd  on puoleen-
savetdvi kiintopiste on, ettd |Q),(z)| < 1. Nyt @ (z) = p — 2uz ja siten Q,(0) = g,
ja téstd huomataan, ettd 0 on puoleensavetivi kiintopiste, kun 0 < p < 1, ja hylkiva,
kun p > 1.

Osoitetaan vield, ettd jos p = 1, niin 0 on puoleensavetdva: Olkoon € > 0 ja
2 €]0,¢[. Nyt Q1(2) = 2— 22, missii 0 < z < € < 1 ja huomataan, etté jono {Q7(2)}52,
on rajoitettu ja vithenevi, silli 0 < z — 22 < z < 1. Siten jono suppenee kohti
kiintopistettd 0 ja médritelmén 1.2 mukaan tdma kiintopiste on puoleensavetava.

Oletetaan sitten, ettd x # 0. Talloin = on kiintopiste, jos ja vain jos

T = px — pa’
eli
l=p—pe,
miké edelleen on yhtépitdvaa sen kanssa, ettéd
r=1——.
1

JosO0<pu<1l ninz=1-— i < 0, joten z ei ole médrittelyjoukossa. Siten nollasta
eroava kiintopiste 1 — l% 16ytyy vain, jos p > 1.
Koska

1 1
Q=)= —2u(l — =) =2—
Q( u) p—2p(1 u) 1,

niin kiintopiste 1 — i on puoleensavetiavi, jos 1 < p < 3 ja hylkiva jos p > 3.
Jos = 3, niin kiintopiste 1 — i on neutraali.
MAARITELMA 1.8. Jos p on funktion f : X — X Kkiintopiste, niin pisteen p attraktio-

allas (basin of attraction) koostuu niista pisteistd € X, joille péatee f™(z) — p, kun
n — oo. Tété kiintopisteen p attraktioallasta merkitdan symbolilla B,,.
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ESIMERKKI 1.9. Olkoon f(z) = z?. Kiintopisteen 0 attraktioallas By on | —1, 1], silld
jos |z| < 1 niin f"(x) = z*" — 0. Jos taas |z| > 1, niin |f"(z)| > 1, joten x ¢ By.

MAARITELMA 1.10. Olkoon f : X — X ja zy € X. Piste xg on n-jaksollinen piste, jos
f™(z0) = o jollekin n > 0 ja jos lisiksi zq, f(z0), f*(x0), ..., " (xg) ovat eri lukuja.
Pisteelld z on siten n-jaksollinen rata {xo, f(zo), f*(xo), ..., f* ' (x0)} jaradan pisteet
muodostavat n-syklin.

ESIMERKKT 1.11. Funktiolla f(x) = 22 — 1 on jaksolliset pisteet 0 ja —1, silld f(0) =
—1, f(—=1) = 0. Namé arvot muodostavat 2-syklin {0, —1}.

Huom. Kiintopisteet ovat jaksollisia pisteitd, joiden jakson pituus on 1. Liséksi jos x
on funktion f n-jaksollinen piste, niin x on funktion f™ kiintopiste, ja tdméan vuoksi
on luontevaa méaritella puoleensavetéivat ja hylkivéat jaksolliset pisteet.

MAARITELMA 1.12. Olkoon z funktion f n-jaksollinen piste. Piste = on puoleensave-
tdvd n-jaksollinen piste, jos x on puoleensavetiava kiintopiste funktiolle f™. Vastaavasti
x on hylkivd n-jaksollinen piste, jos se on hylkiva kiintopiste funktiolle f™.

MAARITELMA 1.13. Pisteen x( sanotaan olevan tuleva kiintopiste tai tuleva jaksolli-
nen piste (eventually fixed /periodic point), jos piste xq ei ole kiintopiste tai jaksollinen
piste, mutta joku piste sen radalla on kiintopiste tai jaksollinen piste. Esimerkiksi 1
on tuleva jaksollinen piste funktiolle f(z) = z? — 1, koska f(1) = 0 ja siten pisteen 1
rata on 1,0, —1,0, —1... Talloin esimerkiksi jaksollinen piste 0 on pisteen 1 radalla.

ESIMERKKI 1.14. 7y = 1 on tuleva jaksollinen piste funktiolle f(z) = x* — 1, koska
f(1) = 0 ja siten pisteen 1 rata on 1,0,—1,0,—1... T&ll6in esimerkiksi jaksollinen
piste 0 on pisteen 1 radalla.

MAARITELMA 1.15. Jos funktio f on jatkuva puoleensavetivissi (vast. hylkivéissi)
n-jaksollisessa pisteessi zg, niin jokainen piste radalla {zo, f(zo), f2(xo)..., f* *(z0)}
on puoleensavetivi (vast. hylkivd) n-jaksollinen piste. Télloin sanotaan, ettd koko
n-sykli on puoleensavetéva (vast. hylkivéi).

Puoleensavetivin n-syklin {zg, f(xq),...f™ !(z,)} attraktioallas muodostuu pis-
teistd x, joille pétee |f™(z)— f"*(zo)| — 0, kun n — oo, jollekin luonnolliselle luvulle
k.

Jaksollisen pisteen xy wvdliton attraktioallas on suurin pisteen z sisdltdma vali
J, jolle pétee |f™(z) — f™(xo)| — 0, kun n — oo kaikille z € J. n-syklin valiton
attraktioallas on syklin sisdltdmien pisteiden vélittomien attraktioaltaiden yhdiste.

Kahdessa seuraavassa lausessa loydetéén keino tunnistaa puoleensavetéva/hylkiva
n-sykli kuvauksen derivaattaa kayttaen.

LAUSE 1.16. Olkoon {x,y} funktion f 2-sykli. Jos f* on differentioituva pisteissi x
ja y, nitn tdlloin pdtee

(f*) (=) = f'(a) f'(y) = (f*) ().
Tobistus. Koska {z,y} on 2-sykli, niin pétee f(x) = y, ja ketjusdéntod kayttien
saadaan
(f*) (@) = (f o ) (x) = [f@)F (f(2)] = f'(2) [ (y).

Koska pitee myds £(y) = 2, niin (/2)(y) = /'(5) ' (x). 0
LAUSE 1.17. Olkoon {x,y} funktion f 2-sykli.
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(i) Jos |f'(z) f'(2)| < 1, niin 2-sykli on puoleensavetivi.
(ii) Jos |f'(x)f'(z)] > 1, niin 2-sykli on hylkiva.

TobisTtus. Kohdan (i) oletuksen mukaan |f'(z)f/(z)| < 1, joten lauseen 1.16 nojalla
|(f2)(z)| = [(f*)(y)] < 1 ja siten lauseen 1.6 ja puoleensavetiviin jaksollisen pisteen
mééritelmén nojalla nojalla pisteet = ja y = f(z) ovat puoleensavetivid. Koska syklin
molemmat pisteet ovat puoleensavetavié, niin koko sykli on puoleensavetava. Kohdan
(ii) todistus menee vastaavasti. O

ESIMERKKI 1.18. Olkoon f(z) = x?—3z+2. Niytetiin, ettd 2-sykli {0, 2} on hylkivé.
Koska f(0) = 2 ja f(2) = 0, niin {0,2} on 2-sykli. f'(z) =22 — 3 ja f'(0) = —3
ja f/(2) = 1. Nyt
FOF(2) = —31=—3
ja siten 2-sykli {0, 2} on hylkiva.

1.2. Kvadraattinen kuvaus

Téssé luvussa tutustutaan tarkemmin kvadraattisten kuvausten perheeseen @), :
0,1] = R, Qu(z) = px(l — z). Kuvaus (), tunnetaan myos nimelld logistinen ku-
vaus. (), on yhden parametrin funktioiden perhe siten, etté jokaisella vakion p arvol-
la @, on funktio muuttujan x suhteen. Kuvaukset ovat alaspéin aukeavia paraabele-
ja, jotka leikkaavat x-akselin pisteissd 0 ja 1 ja saavuttavat maksimiarvonsa pisteessé
xr = % Tama kvadraattinen kuvaus nayttdd melko yksinkertaiselta, mutta kun sen
dynamikkaa ryhdytédn selvittdmédn tarkemmin, tormétaan sen kayttaytymisen mo-
nimutkaisuuteen.

Tulevissa tarkasteluissa rajoitamme vakion p arvot vilille ]0,4]. Tadméa tehd&én
siksi, ettd kuvauksen @), ja sen iteraattien arvojen halutaan pysyvén valilld [0, 1].
Kuvauksen @), derivaatalle pitee @, (z) = j1—2px ja siten QL(%) = 0. Koska edelleen
Q)(z) = —2pu, niin tiedetddin, ettd Qu(%) = & on kuvauksen @, maksimi, jos p # 0.
Tamé maksimi Q,(3) on vililld [0,1] vain jos 0 < & < 1eli 0 < p < 4. Piste 2 =
on kuvauksen kriittinen piste.

Esimerkissd 1.7 selvitettiin kvadraattisen kuvauksen Q,(z) = pz(l — ), 0 <z <
1, kiintopisteité ja huomattiin, ettd kuvauksella on yksi kiintopiste, kun 0 < ¢ <1 ja
kaksi kiintopistetta, 0 ja 1 — i, kun g > 1. Seuraavaksi pyrimme selvittdmaén, onko
kuvauksella ), mahdollisesti sellaisia jaksollisia pisteitd, jotka eivét ole kiintopisteita,
ja mitka ovat néiden pisteiden attraktioaltaat.

Jaksollisten pisteiden tarkastelu on jaettu tapauksiin: 0 < p < 1,1 < p < 2,2 <

p<3jad<pu<4d

Tapaus 0 < p < 1:

Koska 0 < Qu(z) = pr(1 —z) < pr < 2, kun 0 < 2 < 1, niin jono {Q}(7)}72, on
positiivinen ja vahenevé ja siten seurauksen 1.5 mukaan se konvergoi kiintopisteeseen
0. Pisteen 0 attraktioallas on koko vili [0, 1] eikd muita jaksollisia pisteitd kiintopis-
tettd 0 lukuunottamatta ole.

Tapaus 1 < p < 2:
Tiedetéén, ettd vakion p ollessa télld vililld, kuvauksella @), on kaksi kiintopis-
tettd, 0 ja 1 — i Esimerkissa 1.7 todettiin, etté kiintopiste 0 on hylkiva, kun g > 1,
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ja kiintopiste 1 — i on puoleensavetéivé, kun 1 < p < 3. Osoitetaan sitten, ettd kiin-
topisteen 1 — i attraktioallas on koko vili |0, 1] ja siten muita jaksollisia pisteita ei
ole. Merkitdén jatkossa p, =1 — }%

Olkoon 0 < z < p,,. Talloin

1
—<(l-xz)elil<p(l—2x)
v

ja tastd saadaan edelleen
r < pr(l—z)=Q,x).
Kimm0<z<p, < % niin @, on kasvava ja talléin

T < Qu(r) < Qupu) = Py

Téstd seuraa, ettd jono {Q](7)};L, on rajoitettu ja kasvava, ja seurauksen 1.5 no-
jalla se konvergoi kiintopisteeseen p,. Vastaavalla tavalla voidaan osoittaa, ettd jono
{Qp ()2, konvergoi pisteeseen p, myds, kun p, < z < 3. Télléin

1
pp=1——<zelip(l—-2z)<1jaedelleen Q,(z) = pz(l —x) < z.
I
Kun p, < z < 3, niin Q,(z) = pz(l — ) < z < 3 ja siten @, on vihenevi ja t&ll5in

Pu = Qu(pu) < Qu<$) <z < %

Téstd seuraa, ettd jono {Q](7)};, on rajoitettu ja viihenevi ja siten se seurauksen
1.5 nojalla konvergoi pisteeseen p,,. Jos taas % < < 1, niin télléin 0 < Q,(z) < % ja
téstd seuraa ylldolevan pidttelyn tavoin, ettd jono {Q(z)}52, on vihenev ja siten
konvergoi kiintopisteeseen p,. Nyt on osoitettu, ettd kiintopisteen p,, attraktioallas on
koko véli ]0, 1] ja siten kiintopisteiden liséksi kuvauksella @, 1 < o < 2, ei ole muita
jaksollisia pisteité.

Tapaus 2 < p < 3:

Kun p kasvaa arvosta 2 arvoon 3, niin kiintopisteen p, arvo kasvaa arvosta %
arvoon % Osoitetaan seuraavaksi, ettd kun 2 < p < 3, niin pisteen p, attraktioallas
on jélleen koko vali ]0, 1.

Kiintopiste p,, sijaitsee nyt pisteen % oikealla puolella ja kuten aiemmassa tarkas-
telussa huomattiin, saa kuvaus @, saa korkeimman arvonsa £ pisteessd % Siten @,
ei ole endd kasvava koko vililld [0,p,] ja jonon suppenemisesta télla koko valilla ei
voida tehd& padtelmia jaksollisten pisteiden olemassaolosta.

Olkoon g, sellainen luku vélilla 0, %[, jolle pétee Q,(q,) = Q.(p,). Nyt huoma-
taan, ettd pisteet g, ja p, sijaitsevat z-akselilla yhtd kaukana pisteestéd %, ja siten

1 1 1 1 1 1

g TPyl = T =

Osoitetaan ensin, ettéd jos x €0, 1], niin t&lloin pisteelld = on iteraatti valilla |g,, p,[.
Jaetaan tarkastelu kolmeen eri tapaukseen.

Valitaan ensin 0 < z < g,. Kuten kuvasta 1.1 n&hdéén, niin talla valilld kuvauksen
@, graafi on suoran y = x ylépuolella, ja x < Q,(x) kaikilla z €]0, ¢,]. Jos oletetaan,
etté pisteelld x ei ole iteraattia vélilld ]g,, p, [, niin tdlloin on oltava @} (r) < g, kaikille
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Pu

1/2

Qu

Il
8
v v

ap i2 Pu p/4 1

Kuva 1.1. Kvadraatinen kuvaus @, 2 < pp < 3.

n € N. Nyt jono {Q(z)}52, on kasvava ja rajoitettu ja seurauksen 1.5 nojalla se
konvergoi kiintopisteeseen. Kuitenkaan valilld ]0, g,] ei ole kiintopisteité, silld ainoat
kiintopisteet ovat 0 ja 1 — %, ja siten voidaan péitelld, ettd kun 0 < z < g, niin
pisteelld x on iteraatti, joka on suurempi kuin g,.

Olkoon sitten ¢, < x < p,. Huomaamalla, ettd
1 1 1
Qu(qu) = ﬂ;(l - ;) =1- ; =DPu = Qu(pu)a

ja muistamalla, ettd kuvaus @), saa ddriarvonsa pisteessi %, voidaan ndhdé, etta

1,0, ..
P < Qu(z) < % = Q#(§) kaikilla © €]q,, pul.

Liséksi voidaan osoittaa, ettéd q, < Q,(4): Merkitdén ensin

2 3

NN
hp)=Quby =L —E o, <3
=@ty =tz
ja selvitetdan derivaatan h'(p) = 2 — % nollakohdat. Derivaatalle pétee h'(n) =

0, kun ¢ = 0 tai p = 1. Koska kumpikaan niistd derivaatan nollakohdista ei ole
médrittelyvalilla 2 < p < 3 ja koska funktion h arvot vilin paitepisteissd ovat h(2) =
5 ja h(3) = £, niin voidaan paitelld, etté h(u) on kasvava ja siten pitee

1

W
W) = Qu(5) > 5 > au

Témén ja sen tiedon kanssa, ettéd (), on véhenevé, kun % < x < 1, voidaan péaatella,
etta

qu < Qu(%) < Qu(x) <pu, kunp, <z < %
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Liséksi, koska p, < £ ja koska @), on vihenevé vililld [p,, 1], niin tiedetddn, etta
0<Quz) <py,kun § <z <1

Nyt on osoitettu, ettd jos 0 < x < 1, niin pisteelld = on iteraatti vélilld |g,, p,|.
Vield on osoitettava, ettd x iteroituu juuri kiintopisteeseen p, = 1 — l%, miké osoit-
taa, ettd muita jaksollisia pisteitd ei ole. Tamén todistamiseksi riittédéd osoittaa, etté
|Qu(y) —pul < |y—py| jollekin pisteelle y €]q,, p,[, missd y on jokin pisteen x iteraatti
valilld Jq,, pu|, eli y = Q};(), jollekin n € N.

Differentiaalilaskennan véliarvolauseen nojalla on olemassa z €|q,, p,[ siten, etté

Qu(y) = pul = 1Qu(z) — Qulpy)| = 1QL()ly — pul- (1.3)
Koska Q) (q.)] = |p — 2/¢(%)| = |g—2 <1, kun 2 < p < 3, niin talloin pétee
Q. (2)] < 1@Q,,(q.)] <1, ja siten yhtdlosta (1.3) seuraa, etti

1Qu(y) — pul <y —pul-
Nyt on siis osoitettu, ettéd kuvauksen @), 2 < p < 3, kiintopisteen p, = 1 — i attrak-
tioallas on koko vili ]0, 1] ja siten kuvauksella ei ole muita jaksollisia pisteité. Liséksi
mielivaltaisen pisteen x €]0, 1] iteraatti ldhestyy kiintopistettéd p, oskilloiden vasem-
malta ja oikealta, silld jos g, < x < p,[ niin télléin p, < Q,(z) < £, ja toisaalta, jos
py <z < &, niin tilloin g, < Qu(4) < Qu(z) < pu.

Tapaus 3 < p < 4:

Kun vakion p arvo ylittdé luvun 3, niin kvadraattisen kuvauksen @), iteraatioiden
kayttdytyminen muuttuu merkittdvasti. Edelleen kuvauksen kiintopisteet ovat 0 ja
pp=1-— /% Nyt kuitenkin huomataan, ettd kun g > 3, niin [Q],(p,)] > 1 ja siten
kiintopisteesté p,, tuleekin hylkivé. Sanotaan, ettéd kvadraattinen kuvaus bifurkos, kun
i = 3. Seuraavassa luvussa tutustutaan tarkemmin bifurkaatioon ja tutkitaan, mihin
vilin |0, 1] pisteet iteroituvat kuvauksella @, kun p > 3.



LUKU 2

Bifurkaatio

2.1. Puoleensa vetiavit ja hylkivat 2-syklit

Kvadraattisen kuvauksen Q,(z) = pa(1 — ), kun 3 < p < 4, dynamiikan selvittdmi-
seksi tarkastellaan ensin kuvausta Qi.

A A

y y

2
Q2.7

p2.7 1 D3 1

Kuva 2.1. Kuvaus @}, vakion y arvoilla 2.7,3 ja 3.3

Kuvasta 2.1 huomataan, ettd kun p < 3, niin suora y = z leikkaa kuvauksen Qi
graafin kiintopisteessd p, = 1—/%. Kun taas g = 3, niin suora y = x on sivuaa kuvausta
QZ pisteessé (py,p,), ja kun vakion p arvo ylittdd luvun 3, niin suora y = x leikkaa
kuvauksen Qi graafin nelja kertaa. Téastd ndhdédan, ettd kun p > 3, niin kuvaukselle
Qz syntyy kaksi uutta kiintopistettd, s, ja r,, kahden aiemman kiintopisteen, 0 ja
Py, lisiksi. On kuitenkin muistettava, ettd ndmé ovat nimenomaan toisen iteraatin,
QZ kiintopisteitd, silld kuvauksella (), on esimerkin 1.7 mukaan vain edelld mainitut
kaksi kiintopistettd 0 ja p,, kun g > 1.

Seuraavassa esimerkissé selvitetdédn lukujen s, ja r, numeeriset arvot ja osoitetaan,
ettd {s,,r,} on kuvauksen @), 2-sykli eli

Qu(su) =1,
ja
Qu(%) = Qu(Qu(Su)) = Qi(%) = Su-
ESIMERKKI 2.1. Olkoon g > 3. Kuvauksella ), = pz(l — z) on 2-sykli {s,,r,}.
Kirjoitetaan jatkossa s, = s ja r, = r. Selvitetdén ensin lukujen s ja r arvot ja
osoitetaan sitten, ettd ndméa todella muodostavat 2-syklin.
Jos s ja r muodostavat 2-syklin {s, 7}, niin télloin
F = Quls) = ps(1 = s) ja s = Qu(r) = por(1 — 1), 2.1)
11
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mistd seuraa, etta

r—s=ps(l—8)—pur(l—7r)=pu(s—r)—pu(s*—r?.

Koska s # r, niin voidaan jakaa luvulla (r — s), mink4 jélkeen saadaan

1 1
r+s= —+1 tai yhtépitdvistir = —+1 —s (2.2)
u [
Kohdan (2.1) yhtéaloistd saadaan nyt
r? =rus(l —s) jas* = sur(l —r), (2.3)

ja tasta edelleen
r? — 5% = psr(r — s).
Jaetaan sitten puolittain luvulla (r — s), mistd saadaan
T+ S = usr. (2.4)
Kun yhdistetddn kohdat (2.2) ja (2.4), saadaan

1 1
—+1l=r+s=upsr=ps(—+1-3s),
7 7

misté seuraa
pu2s* —pts —pus+pu+1=0
s — (P +p)s+p+1=0

Vastaava toisen asteen yhtélo olisi voitu muodostaa myds muuttujille . Ratkaistaan
yll& oleva yhtélé muuttujan s suhteen, jolloin saadaan

G VR p)? - 4P )

212
_ Wt pEpy/(p? —2p—3)
2442
1 1 1
=—4+ —+ — -3 1
>t o 2u\/(“ )(p+1)
Olkoon s pienempi ja r suurempi luvuista s ja r, jolloin
1 1 1 1 1 1
S T -3 1) i =4 — 4+ = -3 1).
s=3%5, 2M\/(u Jp+1) jar 2+2u+2u\/<“ )(pw+1)

Kun 3 < g < 4, niin t&lloin 0 < /(1 — 3)(p + 1) < /5 ja edelleen %—l—%—%g <s <2
Néin ollen 0 < s < 1. Vastaavalla paéttelylld ndhdé&in, ettd myods 0 < r < 1. Liséksi
nihdddn, ettd ndmé luvut todella muodostavat 2-syklin {s,r} kuvaukselle @, kun
>3

Quls) = ps(1 = s)

G+an— 5e VI DG D= G+ 5o - ooVl 3+ )

1t o
1 1 1
2

T.

+ﬂ+ﬂ\/(“_3)(”+l)
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Vastaavalla tavalla ndhddén, ettd @, (r) = s.

Nyt siis esimerkin 1.7 nojalla tiedetéén, ettéd kvadraattisella kuvauksella @), on kaksi
hylkivéd kiintopistettd, 0 ja p, = 1—%, sekd yksi 2-sykli, {s,,r,}, kun g > 3. Muita 2-
syklejé kuvauksella @), ei ole, silld jos olisi jokin toinen 2-sykli, niin té&ll6in kuvauksella
QZ olisi kiintopisteiden 0 ja p, lisdksi neljd muuta kiintopistettd, kaksi molemmista
sykleista. Jos x on kuvauksen Qi kiintopiste, niin taytyy pétea QZ = 1z ja talloin
Qi — z on neljdnnen asteen polynomi, jolla on enintéén neljd erisuurta juurta. Siten
kuvauksella ), ei voi olla kuutta kiintopistettd eikd kuvauksella @), voi siten olla

kahta 2-syklié.

MAARITELMA 2.2. Olkoon A joukko, x,y € A jat € [0,1]. Funktio f : A — R on
aidosti konkaavi, jos f(tx — (1 —t)y) > tf(x) — (1 —t)f(y).

MAARITELMA 2.3. Olkoon f : R — R. Piste zy on kuvauksen kriittinen piste, jos
f'(zg) = 0 tai derivaattaa ei ole olemassa téssd pisteessi.

HuomAuTUs 2.4. Aidosti konkaavin kuvauksen kdyra on kovera, eli jos yhdistetdan
kdyran kaksi pistettd toisiinsa suoralla, niin pisteiden valilla kdyrd jad aina suoran
ylépuolelle.

LEMMA 2.5. Olkoon I = [a,b] ja f : I — I aidosti konkaavi ja kahdesti differentioi-
tuva kuvaus, jolle pitee f(a) = f(b) = a. Tdlldin puoleensa vetdvin jaksollisen radan
attraktioallas sisdltdd kriittisen pisteen.

TobisTus. Jos f'(a) < 1, niin kuvauksen f aidosta konkaaviudesta seuraa, ettéi
f'(x) < 1, kun & > a, ja siten f(x) < x, kun = > a. Téll6in I kuuluu pisteen a
valittoméaan attraktioaltaaseen, ja viite seuraa.

Oletetaan sitten, ettd f'(a) > 1. Olkoon xy puoleensa vetdva m-jaksollinen piste ja
J =]c, d] sen viliton attraktioallas, jonka paatepisteille pétee ¢ < d. Bolzanon lauseen
nojalla (ks. [7,s. 67]) f™(J) on vili, joka siséltdé pisteen zq ja talloin vali J U f(J)
kuuluu pisteen z, vilittoméén attraktioaltaaseen ja siten f™(J) C J.

Tehdain antiteesi: Attraktioallas J ei sisalld kriittista pistetta. Télloin yksikdan
villeistd f*(J),0 < i < m — 1 ei sisalld kriittistd pistettd. Ketjusidinnon nojalla f™
on monotoninen vélilla J. Oletetaan ensin, ettd toinen vélin J pédtepiste kuvautuu
toiseksi vélin I péatepisteeksi. Koska f(b) = a, niin voidaan olettaa ettd tamé péa-
tepiste on a € I. Kun korvataan piste xq sen iteraateilla, voidaan olettaa ettd a on
vilin J péadtepiste siten, ettd ¢ = a. Koska a on kuvauksen f kiintopiste, siitéd etté
f'(a) > 1 seuraa, etta (f™)'(a) > 1. Télloin (f™)" on positiivinen ja viheneva valilla
[a, d], koska puoleensa vetavé piste zo on valilla. Téaten 0 < (f™)(d) < (f™) (xo) < 1
joten f™ on viheneva vélilla [zg,d] ja d < b, koska [a, d] ei antiteesin nojalla sisil-
14 kriittistd pistettd. Nyt siis f on vidheneva vélilla [zg, d + €], mielivaltaisen pienelle
e > 0. Tamé on ristiriita, silla J on attraktioallas ja siten suurin vili, jonka pisteet
attraktoituvat pisteeseen x.

Niin ollen kumpikaan pééatepisteista c ja d ei kuvaudu vélin I paitepisteiksi. Té-
mén vuoksi siitd, ettd f™(J) C J seuraa ettd f™(J) = J, koska c eikéd d kuulu att-
raktioaltaaseen. Nyt c ja d ovat joko m— tai 2m—jaksollisia pisteitd. Ketjusddnnon,
kuvauksen f konkaaviuden nojalla derivaatat (f™) ja (f?™)’ ovat aidosti monotoni-
sia valilld J ja kuvaukset f™ ja f2™ siilyttivit merkkinsi télld vililli. Derivaattojen
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(f™) ja (f*™) keskiarvot ovat +1, koska f™(J) = J, joten péiitepisteen arvo ku-
vauksessa on vihemmén kuin 1, silld aidon konkaaviuden vuoksi kuvaus ei voi olla
vakio. Néin ollet ainakin toinen pisteistd ¢ ja d on puoleensa vetédvéa jaksollinen pis-
te kuvaukselle f. Tamé& on mahdotonta, koska tdmén pisteen attraktioallas menisi
padllekain pisteen zg vilittomén attraktioaltaan J kanssa. 0

LAUSE 2.6. Olkoon I = |a,b] ja f : I — I aidosti konkaavi ja kahdesti differentioi-
tuva kuvaus, jolle pdtee f(a) = f(b) = a. Tdlloin kuvauksella f on korkeintaan yksi
puoleensa vetdvd jaksollinen rata.

Tobistus. Koska eri n-syklien vilittoméat attraktioaltaat ovat pistevieraita ja koska
kuvauksella f on yksi kriittinen piste, niin véite seuraa lemmasta 2.5. U

SEURAUS 2.7. Kvadraattisella kuvauksella ), on korkeintaan yksi puoleensa vetdvd
jaksollinen rata.

TobISTUS. Q,(0) = 0 = Q,(1) ja @, on kahdesti differentioituva. Liséksi (), on
aidosti konkaavi, silla

Qulte — (1 —t)y) = pta(l — tx) + 2uta(l — )y — (1 = )puy(1 —y)

> pta(l —tz) — (L= t)uy(l —y) = Qutz) — (1 —1)Qu(y).

Nyt viite seuraa suoraan lauseesta 2.6. U

Tarkastellaan seuraavaksi, milld vakion y arvoilla 2-sykli {s,,7,} on puoleensave-
tava.
LAUSE 2.8. Olkoon 3 < pu < 4. Kvadraattisen kuvauksen Q,, 2-sykli {s,,r,} on puo-
leensavetdvd, kun 3 < u < 1+ V6.

TopisTus. Merkitdén jilleen s, = s ja r, = r. Koska {s,7} on 2-sykli ja Q) (z) =
i — 2px, niin lauseesta 1.16 seuraa

(Qi)’(s) = Q,(5)Q,(r) = (1 — 2us)(p — 2ur) = p? —2u* (s + 1) + 4plr.

Esimerkin 2.1 merkintoja ja siind kdytettyja yhtaloitd hyodyntden saadaan kirjoitet-
tua yhtélon oikea puoli vain muuttujan g avulla. Esimerkin 2.1 kohtien (2.2) ja (2.4)
avulla saadaan

(Q2)(s) = 2 — M(% L1 4,4% 1) 2t d

Nyt [(Q2)'(s)| < 1, jos ja vain jos |p* —2u—4| = |(u—1)*| =5 < 1. Témé on edelleen
vhtéipitdvii sen kanssa, ettd —1 < (u — 1) — 5 < 1, mistd saadaan 3 < u < 1+ V6.
Siten 2-sykli {s,7} on puoleensavetiivi, kun 3 < p < 1 + /6. d

LAUSE 2.9. Kun 3 < pn < 1++/6, niin syklin {s,,r,} attraktioallas on koko vili |0, 1],
lukuunottamatta kiintopisteitd O ja p,,.

Tobistus. Tatéd ei osoiteta, mutta todistuksen hahmotelman voi 16ytad teoksesta
[4, s. 303]. Péépiirteissaén todistus on vastaavanlainen kuin tarkasteltaessa jaksollisia
pisteitd vakion p arvoilla 0 < p < 3 edellisesséd luvussa. Téssé tapauksessa todistus
vain on huomattavasti pidempi. U
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Niisté seuraa, ettd kun 3 < pu < 14 /6, niin kuvauksen @, ainoat jaksolliset
pisteet ovat kiintopisteet 0 ja p, sekd puoleensavetévin 2-syklin muodostavat pisteet
S, jar,.

Kun g > 1+ /6, niin [(Q%)(s,)] > 1. Télloin 2-syklisté {s,,r,} tulee hylkivi
ja uusi, puoleensavetédva 4-sykli syntyy vastaavalla tavalla kuin tdmén luvun alussa
kuvattu 2-sykli. Tarkastelussa on nyt kuvauksen 4. iteraatti. Kun g = 1 4+ /6, niin
suora y = x sivuaa kayria Q‘ll B kahdessa pisteessi, s, ja r,. Kun sitten p > 1+ V6,
niin tadmé suora leikkaa kuvauksen Qi kédyran 8 kertaa. Néista kaksi leikkauspisteisté
on kuvauksen @), hylkivét kiintopisteet, 0 ja 1 — i, ja kaksi pistettd ovat hylkivin
2-syklin muodostavat pisteet s, ja r,. Nelja muuta pistettd muodostavat puoleensa
vetdavén 4-syklin. Néiden pisteiden numeerinen méérittdminen tapahtuu vastaavalla
tavalla kuin tdmén luvun alussa méadritetyn 2-syklin pisteiden r, ja s, madrittaminen.

MAARITELMA 2.10. Parametrisoitujen kuvausten perhe {f,} bifurkoi pisteessé po,
jos funktion f, jaksollisten pisteiden lukumééra tai laatu (puoleensavetava/hylkiva)
muuttuu, kun vakion p arvo ylittda arvon pg. Téalloin sanotaan, ettd piste pg on
bifurkaatiopiste.

ESIMERKKI 2.11. Nyt tiedetéén, ettd kuvauksella @, = pz(1—2) on bifurkaatiopiste
ainakin kohdissa u = 3 ja u = 1 4+ /6, silld kun 0 < p < 3, niin kuvauksella Qu
on puoleensavetdvi kiintopiste p, = 1 — i, joka muuttuu hylkiviksi, kun p > 3.

Kun 3 < g < 1+ /6 niin kuvauksella (Q,, on puoleensavetdvé 2-sykli, joka muuttuu
hylkiviiksi, kun g > 14 /6.

Kun vakion p arvo kasvaa edelleen, 4-syklisté tulee hylkiva ja muodostuu uusi,
puoleensavetava 8-sykli. Aina kun vakion p arvo ylittda bifurkaatiopisteen, syntyy
uusi puoleensavetéiva sykli, jonka pituus on kaksinkertainen edelliseen verrattuna.
Liséksi edellinen puoleensavetédvé sykli muuttuu hylkivéksi.

Kuten aiemmin huomattiin, kuvauksen (), ensimmdiset bifurkaatiopisteet ovat
to = 3 ja pu1 = 1+ /6. Voidaan osoittaa - joskin todistus on vaikea - etté bifurkaa-
tiopisteille py pétee (ks. [3, s. 46])

P12 L+ /3 + .

Bifurkaatiopisteiden arvo ei kuitenkaan kasva rajatta, vaan lahestyy Feigenbaumin
lukua [3, s. 46]

[ioo & 3, 569946...

Seuraavassa lause kertoo tarkemmin ratojen laadusta ja méadrastd ja méadrittelee
bifurkaation muodon. Tété lausetta ei todisteta, mutta todistuksen palaset voi 16ytas

Welington de Melon ja Sebastian van Strienin teoksesta One-dimensional dynamics
[11].

LAUSE 2.12. On olemassa jono parametrin jy arvoja py = 3, s = 1 + V6, ... siten,
ettd kaikille p €| pon—1, pn| kuvauksella Q,, on yksi puoleensavetivd 2™-jaksollinen rata,
kaksi hylkivdd kiintopistettd, 0 ja 1 — %, sekd yksi hylkivi 28 -jaksollinen rata, kaikille
k=1,2,...n—1. Kun = p,, niin radassa tapahtuu jakson tuplaantumisbifurkaatio.

Kun vakion g arvo ylittdd luvun 1 4+ /6, syklin pisteiden numeeristen arvojen
laskeminen kay tyoladksi, silld pisteiden ratkaiseminen edellyttdd useampiasteisten
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polynomien juurten selvittdmistd. Bifurkaatioita tapahtuu yhé tiheAmmin vakion p
arvon kasvaessa ja ldhestyessd lukua ... Bifurkaatiopisteitd ovat selvittdneet muun
muassa Bailey ja Broadhurst sekd Grober, joiden ratkaisut bifurkaatiopisteille s ja
g 16ytyvit lyhennettyiné artikkelista [8].

Alla on lueteltuna vakion u arvoja, joilla syntyy uusia 2"-sykleja (ks. [16, s. 355]):

u =3 2 — sykli
po =146 = 3,449... 4 — sykli
ps = 3,54400... 8 — sykli
g = 3,5644... 16 — sykli
fhoo = 3,569946... oo — sykli

ESIMERKKI 2.13. Laskimen avulla voidaan selvittda - joskin epitarkasti - milld va-
kion p arvoilla bifurkaatioita tapahtuu. Tiedetédén, ettéa % on kuvauksen @), kriittinen
piste, silla talloin QL(%) = 0. Kun kuvausta @), iteroidaan téssé kriittisessd pisteessé
% kayttden eri vakion p arvoja, voidaan bifurkaatiopisteita 16ytéa. Tarkkaa bifurkaa-
tiopisteen arvoa ei laskimella saada selville, mutta mutta likiarvoista voidaan péétella
mille valilla vakio p sijoittuu, kun uusia sykleja syntyy. Kun esimerkiksi p = 2,98,
niin pisteen x = % radan kuusi ensimmaista pistettd ovat

0, 566; 0, 732; 0, 585; 0, 724; 0, 596; 0, 718.

Kun iterointia jatketaan, ndyttavat syklin pisteet ldhestyvén lukua 1 — %u joka onkin

kuvauksen kiintopiste. Kun taas p = 3, 02, niin pisteen x = % radan kuusi ensimmaisté
pistetta ovat

0.559;0,745;0,574;0,738;0, 583; 0, 734,

ja kun iterointia jatketaan huomataan, etté iteraatit alkavat ldhestyd vuoroin lukuja
0,61... ja 0,71.... Néin ollen bifurkaatio tapahtuu vakion p ollessa valilld ]2, 98; 3, 02].

Bifurkaatiota voidaan kuvata bifurkaatiokaavion avulla, jossa vaaka-akselilla on
vakion p arvot ja pystyakselilla muuttujan x arvot. Kun kuvausta @, iteroidaan, al-
kavat iteraatioiden arvot ldhestyé tdhin vakioon p liittyvan syklin pisteitd. Kuviois-
ta 2.2 ja 2.3 ndhdédén, milld vakion p arvoilla tuplaantumisbifurkaatioita tapahtuu.
Esimerkiksi kuvassa 2.2, kun p = 3, kuvaaja haarautuu ja ndhdéén, ettd kaikilla
3 < 1 < 14 /6 iteraatioiden arvot alkavat lihestyi kahta pistetti, s, ja r,. Puo-
lestaan, kun u = 14 v6 ~ 3,449, niin iteraatiot lilkkuvat neljin pisteen vélilla.
Kun g = piso, syklissd on oo médra pisteitd ja siten aiemmin ddrellisestd syklistéa
muodostuu ddrettomén pitka sykli. Kaaviossa nédkyy yhtendiselld mustalla viivalla
puoleensavetéavit kiintopisteet ja katkoviivalla hylkivat kiintopisteet. Esimerkiksi 0
on puoleensavetiva kiintopiste, kun g < 1, mutta muuttuu hylkiviksi, kun g > 1.
Lisdksi puoleensavetéva 2-sykli muuttuu hylkivéaksi juuri silloin, kun puoleensavetéiva
4-sykli syntyy.
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Kuva 2.2. Bifurkaatiokaavio

1.0

0.8 —

0.6

0.2 H

0.0 1 1 T T T T T 1
24 2.6 2.8 3.0 3.2

Kuva 2.3. Kuvauksen Q),,2,4 < p < 4 bifurkaatiokaavio. Kuvassa
symbolin p tilalla on kiytetty symbolia r. Kuva lainattu 7.8.2014 sivulta
http : / Jupload.wikimedia.org/wikipedia/commons/7/7d/
LogisticM apgi furcation Diagram.png

2.2. 3-syklin synty

Mité sitten tapahtuu, kun g > p.7 Tamén selvittdmisessa luotetaan pitkalti graafi-
seen tarkasteluun ja aiempaan kirjallisuuteen, silld syklien pisteiden numeerinen maa-
rittdminen edellyttiisi jo kolmannen iteraatin Qi tapauksessa kahdeksannen asteen
polynomin juurten maérittamista.
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Aiemmin huomattiin, ettd syklin pituus kasvaa, kun vakion p arvo ldhenee lukua
i~ 3,57. Taméa ndkyy bifurkaatiokaaviossa 2.3 tummana alueena, missa syklien pis-
teet ovat niin lahell& toisiaan, ettei sykleja voi erottaa. Kuitenkin bifurkaatiokaaviosta
nahdadn myos, kuinka tummien pisteiden keskelld nédkyy vaaleampia alueita, joissa
iteraatioiden arvot iteraatioiden madrén kasvaessa lahestyvat kolmea pistettd. Tata
aluetta kutsutaan 3-jaksolliseksi ikkunaksi. Huomattavin téllainen ikkuna on ldhell&
vakion p arvoa 3,82. Tarkastellaan seuraavaksi, miten tdmé 3-sykli syntyy. Muiden
3-syklien muodostuminen tapahtuu vastaavasti. Keskeisessé tarkastelussa on kolmas
iteraatti Qi

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

KUvA 2.4. Kuvaus Q) vakion p arvolla 3,8

14
0.8
Q3 835
0.6 T
0.4
y=a
0.2
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Kuva 2.5. Kuvaus Q% vakion x arvolla 3,835

Kun tarkastellaan kuvia 2.4 ja 2.5, huomataan, ettd vakion p arvon ollessa 3,8
suora y = x leikkaa graafia Qg,S(:U) vain kahdessa pisteessd, jotka ovat kuvauksen
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(), kiintopisteité. Kuitenkin suora leikkaa kolmannen iteraatin kuvaajaa kahdeksan
kertaa, kun p = 3, 835. Naista kaksi pistetta, 0 ja 1 — ﬁ, ovat kuvauksen (), kiintopis-
teet. Kuusi muuta leikkauspistettd ovat olennaisia tarkasteltaessa 3-syklid. Kuvassa
2.5 nakyvéat mustat pisteet muodostavat puoleensavetdvan 3-syklin. Néisséd pisteissa
kulmakerroin on alle 1. Avoimet pisteet puolestaan muodostavat hylkivin 3-syklin
kuvaukselle Q3 g55, silli néissé pisteissé kulmakerroin on enemmén kuin 1. Kuvista
2.4 ja 2.5 voidaan pédtelld, ettd jollain vakion p arvolla, 3,8 < p < 3,835, kuvaus
Qi tangentoi suoraa y = x. Talla vakion p arvolla tapahtuu tangenttibifurkaatio ja
aivan kuin tyhjéastd syntyy 3-sykli, jonka pisteet ovat ne pisteet, joissa suora y = x
tangentoi kuvausta Qi

Tami 3-sykli syntyy, kun g = 1 + /8 = 3,82842.... Tamén vakion p arvon ovat
selvittdneet Saha ja Strogatz ja tarkempi ratkaisu télle 16ytyy artikkelista [15].

Bifurkaatiokaaviossa 2.3 ndkyvéan 3-ikkunan sisilla on ikdéan kuin pienoismalli koko
bifurkaatiokaaviosta. Tama johtuu siitd, ettéd juuri kun tangenttibifurkaatio tapahtuu,
suora y = x sivuaa kolmea kéyran Qi pistetta ja néissa pisteissd kuvauksen kulmaker-

roin on +1. Kun vakion p arvo kasvaa ja u > 1+ v/8 kuvauksen Qi kéyra jyrkkenee
ja kuvauksen kulmakertoimen arvo mustissa pisteissa lahestyy lukua —1. Kun kul-
makerroin on tdsmélleen —1, niin suora y = x leikkaa kéiyraa Qi kahdeksan kertaa
kuvan 2.5 tavoin. Nyt kuusi leikkauspistettd (kaikki leikkauspisteet paitsi kiintopis-
teet 0 ja 1— %) muodostavat kaksi 3-syklié, joista toinen on puoleensavetéivé ja toinen
on hylkiva. Jélleen puoleensavetavissa pisteisséd kulmakertoimen arvo on +1. Vakion
i arvon edelleen kasvaessa kayra Qi jyrkkenee ja kulmakertoimen arvo puoleensave-
tavissd pisteissd ldhestyy lukua —1. Kun tdmé arvo saavutetaan, puoleensavetavit
syklit muuttuvat hylkiviksi ja synnyttivit uuden puoleensavetivin 3 - 2'-syklin. Niin
ollen uusia puoleensa vetivia 3 - 2"-sykleja syntyy tuplaantumisbifurkaation tavoin,
kun p kasvaa, ja 3-ikkunan sisilla nakyy bifurkaatiokaavio.

Seuraava lause on merkittiavi kvadraattisen kuvauksen iteraatioiden kayttaytty-
misen ymmértédmiseksi. Se sanoo, ettd mikéli kuvauksella on 3-sykli, niin silld on n-
sykli my6s kaikille muille luonnollisille luvuille n. Tdm& on erikoistapaus Sarkovskiin
lauseesta, joka esitellddn tdméan luvun lopuksi.

LAUSE 2.14. Olkoon I suljettu vdli ja f : I — I jatkuva. Jos funktiolla f on 3-
jaksollinen piste, niin talloin funktiolla f on n-jaksollinen piste kaikillan =1,2,3, ...

Tamén todistamiseksi tarvitaan kaksi aputulosta, jotka pohjaavat Bolzanon lausee-
seen (ks. [7, s. 67]), joka sanoo ettd jatkuvalle funktiolle g : [0,1] — R, jolle pétee
g(0)g(1) < 0, on olemassa x €]0, 1] siten, ettd g(x) = 0.

LEMMA 2.15. Olkoon I wdli ja f : I — I jatkuva kuvaus. Jos J C I on wvdli siten,
etti J C f(J), niin tdlloin kuvauksella f on kiintopiste x vdlilld J.

Tobistus. Olkoon J = [a,b],a < b. Koska J C f(J), niin t&lléin on olemassa z,w €
J siten, ettd f(z) < a ja f(w) > b. Jos nyt méiritelldén g(z) = f(z) — x, niin
g(z) = f(z)—2<a—z<0jag(w) = f(w)—w > 0. Nyt Bolzanon lauseen nojalla on
olemassa x €|z, w/[, jolle pétee g(x) = 0 eli f(z) = z. Néin ollen z on kiintopiste. [

LEMMA 2.16. Olkoon I wvali ja f : I — I jatkuva kuvaus. Jos {I; C I;i = 0,1,2...}
on joukko wdileja siten, ettd 111 C f(1I;), niin tdlléin on olemassa vihenevd jono
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sisakkdisia valeja J, C Iy, joille pdtee f"(J,) = I,. Erityisesti on olemassa x € Iy
siten, etti f'(x) € I; kaikilla i > 0.

TobisTus. Oletuksen mukaan I; C f(ly), joten on olemassa vali J; C Iy, jolle pa-
tee f(J1) = I. Induktio-oletuksen nojalla f(J;) = I; kaikille 1 < ¢ < n. Koska
I,+1 C f(I,), niin on olemassa I, C I, siten, ettd f(fn) = I,,,. Toisaalta induktio-
oletuksesta saadaan f"(J,,) = I, D I, jolloin on olemassa vili Jni1 C J, siten, etté
F*(Jps1) = L. Néin ollen f"*'(J,11) = f(I,) = I,i1. Koska vilit .J; ovat sisdkkéi-
sid, niin on olemassa x € N, J, ja koska f™(J,) = I, kaikille n > 0, niin t&lléin
fi(z) € I, kaikilla ¢ > 0. O

LAUSEEN 2.14 TODISTUS. Olkoon a 3-jaksollinen piste, ja olkoot kaksi muuta syklin
pistettd b ja c. Nyt pisteet muodostavat 3-syklin {a, b, ¢}, jolle pétee f(a) = b, f(b) = ¢
ja f(¢) = a. Oletetaan sitten, ettd a < b < ¢, muut tapaukset osoitetaan vastaavasti.

Olkoon Iy = [a,b] ja I, = [b,c|. Koska f on jatkuva ja f(a) = b ja f(b) = ¢, niin
I, C f(1y), ja vastaavasti koska f(c) = a, niin f(I;) D Io U I;. Osoitetaan ensin, etté
on olemassa n-sykli, kun n > 3 ja sen jialkeen néytetdin, ettd on olemassa n-sykli
myo6s, kunn =1 jan = 2.

Jotta 1oydetaan n-sykli, tdytyy soveltaa lemmaa 2.16. Koska I; C f(I;), niin
tiedetédén, ettd on olemassa suljettu véli A; C I siten, ettd f(A;) = I;. Koska A; C I
ja koska f(A;) = I D A;. Nyt vastaavalla tavalla voidaan péaitelld, ettd on olemassa
suljettu vili Ay C Aq, siten, ettd f(As) = A;. Huomataan, ettd Ay C A; C 1 ja ettd
f?(As) = I,. Kun titi jatketaan n — 2 kertaa, saadaan joukko suljettuja vileji

An_QCAn_;gC"'CAQCAlCIl

siten, ettd f(A;) = Ay, i=2,3,...,n—2ja f(A)) = I,. Erityisesti f"2(A,_») =
[1.

Nyt koska f(ly) D I; D A,_2, niin on olemassa myos suljettu vali A,_; C Iy
siten, ettd f(A,_1) = A,_o. Vastaavalla pééttelylld ndhdddn, ettd on olemassa myds
suljettu vili A,, C I4, jolle pétee f(A,) = A,_1. Kun kaikki tdimé& yhdistetééin, saadaan
lemmasta 2.16 f"(A,) = I;.

Koska A,, C I, niin lemman 2.15 nojalla on olemassa piste xg, joka on kuvauksen
f™ kiintopiste eli piste xg on n-jaksollinen. Osoitetaan vield, ettd jakso alkaa tésté
pisteestd, eiké piste xq ole tuleva jaksollinen piste (ks. huomautus 1.13). Koska f(z) €
A,y C Iy, mutta fi(zg) € I, kun i = 2,...,n. Niin olen ensimméinen iteraatti on
véalilla Iy ja muut iteraatit ovat vélilla ;. Nain ollen pisteen xy jakson pituus on n.

Osoitetaan sitten tapaukset n = 1 ja n = 2. Koska I; C f(I), niin valilld I; on
kiintopiste. Vastaavasti Iy C f(ly) ja Io C f(I;). Néin ollen on olemassa 2-sykli, joka
liikkkuu vélien [ ja I vililla vastaavan paattelyn nojalla kuin yll&. 0

Seuraava Sarkovskiin lause osoittaa edellistd lausetta vahvemman tuloksen. Lauset-
ta varten asetetaan luonnollisille luvuille seuraavanlainen jarjestys (Sarkovskiin jér-
jestys):

3579+
2:3=2-5=2-7T»--+»
22.3%-22.5% ...
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L) S ) L

LAUSE 2.17. (Sarkovskiin lause) Olkoon f : R — R jatkuva. Oletetaan, ettd kuvauk-
sella f on n-jaksollinen piste. Jos n = k Sarkovskiin jdrjestyksen mukaan, niin talloin
kuvauksella f on myds k-jaksollinen piste.

TobisTus. Téata lausetta ei todisteta, mutta paapiirteissiaidn todistus on vastaavanlai-
nen lauseen 2.14 todistuksen kanssa. Nyt tarkasteltavia véleja on kahden vélin sijaan
n—1 kappaletta. Tarkempi todistus Sarkovskiin lauseelle 16ytyy esimerkiksi Devaneyn
teoksesta [2, s. 63]. O

HuomauTus 2.18. Sarkovskiin lauseessa lukujen jarjestys on olennainen, silla jos jat-
kuvalla kuvauksella f on esimerkiksi 5-jaksollinen piste, sillé ei téalloin ole 3-jaksollista
pistettd. Osoitetaan tdméi. Olkoon f : [1,5] — [1,5] paloittain méaritelty funktio si-
ten, etta

f)=3,13)=4,f(4)=2,f(2) =5,f(5) =1
ja ettéd funktio on lineaarinen ndiden kokonaislukujen valilla. Nyt huomataan, etta 1
on H-jaksollinen piste. Koska

FL2) =25, f(2,3) =1[3,5] f([4,5) =[1,4],

niin kuvauksella f3 ei ole kiintopistetti milldin niisté vileistd. Kuitenkin f3([3,4]) =
[1,5], joten vililla [3,4] on ainakin yksi kiintopiste. Koska kuvaukset f : [3,4] —
2,4], f : [2,4] — [2,5] ja f : [2,5] — [1,5] ovat monotonisesti vihenevii, niin f3 on
myos monotonisesti vihenevé vililla [3,4] ja siten tamé kiintopiste on ainoa kiinto-
piste ja on siten kuvauksen f kiintopiste, eika siis ole 3-jaksollinen.

2.3. Sovelluksia

Dynaamisia systeemeja esiintyy useilla tieteenaloilla aina mekaniikasta, ekonomi-
aan ja biologiaan. Kun halutaan tietdd jonkin ilmion kayttdytymisestéd pitkilld aika-
vililla, voidaan keskittyé tarkastelemaan asetettua matemaattista mallia ja sen muu-
toksia tietyin aikavilein ajan ollessa diskreetti tai ajan ollessa jatkuva. Kvadrattinen
kuvaus

Qu=px(l—1z), 0<p<d,

on osoitus siité, ettd vaikka dynaaminen systeemi itsessdén voi olla hyvinkin yksinker-
tainen, sen dynamiikka saattaa olla monimutkaista ja kaoottista. Tatd kvadraattis-
ta kuvausta voidaan hyodyntdd matemaattisessa biologiassa esimerkiksi populaation
kasvun tarkastelussa. Oletetaan, etta eldinpopulaatiota kasvatetaan laboratoriossa ei-
véitké siithen siten pédase vaikuttamaan muut luonnon olosuhteet. Olkoon z,, > 0 po-
pulaation koko n. sukupolvessa, eli z,, = Q}.(7o), missé o on alkuperdinen populaatio
ja p kyseisen lajin luontainen kasvuaste. Kuvauksen (), graafi on alaspéin aukeava
paraabeli, kuten kuvassa 1.1, joka saa maksimiarvonsa 4, kun z = % Olkoon xg
alkuperéinen populaatio.

Nyt edellisten lukujen pééttelyistéd tiedetddn, ettd kun p < 1, niin Q7 — 0, kun
n — 00, ja 0 on kiintopiste. Siten laji kokee sukupuuton, kun p < 1.

Kun 1 < g < 3, niin populaatio kasvaa ja ldhestyy lukua 1 — l%, jakun 3 < p <

1+ +/6 niin populaation koko lihestyy kahta pistetti (s,,r,) oskilloiden niiden vililli
siten, ettd joka toinen populaatio on suurempi ja joka toinen pienempi.
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Kun p edelleen kasvaa, alkavat populaatiot oskilloida ensin 4 pisteen vilill, sitten
8 pisteen, 16 pisteen ja koko ajan jakson tuplaten kaaokseen saakka, joka saavutetaan
kun g & 3, 57. Témén jilkeen vakion u ollessa 1-++/8 ilmantuu 3-sykli, ja populaation
koko oskilloi ndiden pisteiden vililla, kunnes vakion arvon kasvaessa se jilleen johtaa
kaaokseen.



LUKU 3

Cantorin joukko ja kaaos

Aiemmat tarkastelut ovat keskittyneet kvadraattisen kuvauksen @), kiyttaytymiseen
vakion p arvoilla vélill [0, 4[. Vakion ollessa talla vélilla kidyttdytyminen muuttuu vain
muutaman kerran. Dynamiikka on helpohkosti péiteltiavissi, kun 0 < p < 1+ /6,
silld talloin Jaksollinen kéayttdytyminen on yksinkertaista ja torméatdan vain 1- ja 2-
jaksollisiin pisteisiin. Mit4 sitten tapahtuu suuremmilla vakion p arvoilla? Edellisissé
luvuissa huomattiin, ettd vakion p arvon kasvaessa syntyy uusia 2"-syklejé, kunnes
saavutetaan Faugenbaumin luku. Liséksi tiedetédén, ettd ja 3-sykli syntyy vakion u
arvolla 1 + /8.

Téssé luvussa tarkastellaan kuvauksen @), yhteyttd Cantorin joukkoon ja osoite-
taan kuvauksen olevan kaoottinen, kun g > 4. Nyt huomataan, ettd kun g > 4 niin
kvadraattinen kuvaus ei endé rajoitu vélille [0, 1], vaan nyt méaaritellddn @, : [0, 1] —
R. Luvun aluksi selvitetdan kuvauksen syklien méaaria, misséa keskeistéa on ratkaisujen
etsiminen yhtilélle Q7 (r) = x.

Keskeisind lihdeteoksina tidssid luvussa on kiytetty Devaneyn teoksia [1] ja [2],
Hasselblattin ja Katokin teosta [4], Gulickin teosta [3] sekéd Kraftin artikkelia [9].

MAARITELMA 3.1. Olkoon f : X — X kuvaus. P, (f) kertoo kuvauksen f n-jaksollisten
pisteiden lukumaéran, eli kuvauksen f" kiintopisteiden lukuméaéran.

Kuvaukselle @), padtee P,(Q,) < 2", koska kuvauksen @), n. iteraatti on astetta 2" ja
siten yhtalolld ()" (z) = x on korkeintaan 2" ratkaisua. Kompleksitasossa ratkaisuja
onkin 2", mutta reaalisille ratkaisuille tdmaé ei yleisesti pade. Kuitenkin vakiolle 1 > 4
voidaan osoittaa, ettd kiintopisteitd on 2™:

LAUSE 3.2. Kun p > 4, niin P,(Q,) = 2".

TobisTus. Koska aina P,(Q,) < 2", niin riittdd osoittaa, ettd P,(Q,) > 2". Huo-
mataan ensin, ettd jos f: R — R on jatkuva ja A C [0, 1] véli siten, ettd toinen paa-
tepiste kuvautuu luvuksi 0 ja toinen luvuksi 1, niin télléin kuvauksella f on olemassa
kiintopiste valilla, A.

Nyt [0,1] C [Q.(0),Qu(3)] ja [0,1] C [Q.(3),Qu(1)], joten on olemassa vilit
Ay C [0,3] ja Ay C [%, 1], jotka kuvauksella @, kuvautuvat véliksi [0,1] ja antavat
siten kaksi kiintopistettd kuvaukselle @,,.

Nollasta eroava kiintopiste on valilla Ay, koska vélin oikeapédtepiste on 1 ja kuvau-
tuu luvuksi 0, joten toinen padtepiste kuvautuu luvuksi 1 eiké néin ollen kumpikaan
ole kiintopiste. Lisdksi molempien vélien Ay ja A; alkukuvat kuvauksessa @), koos-
tuvat kahdesta viilisté, joten kuvauksella Qi ndmaé nelja valid kuvautuu véliksi [0, 1].
Jokainen néistd neljéastéa vilistéd sisdltdd kuvauksen Qz kiintopisteen ja jilleen kaik-
ki muut kiintopisteet, paitsi 0, siséltyvat niille valeille siten etteivit mitkddn kaksi
pistetté ole keskenédén samoja.

23
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Kun tété toistetaan useammille kuvauksen (), iteraateille saadaan 2" vilié, jot-
ka kuvautuvat kuvauksella @}, viiiksi [0, 1] ja joista jokainen siséltdd ainakin yhden
kiintopisteen. Néin saadaan 2" erillistd n-syklid kuvaukselle @),,. U

3.1. Cantorin joukko

Kun 4 > 4 niin kuvauksen @), dynamiikka ei enéé tapahdu vain vélilla I = [0, 1],
silld esimerkiksi kuvauksen maksimiarvo @,(3) = & > 1. Néin ollen jotkut pisteis-
td kuvautuvat pois valiltd I ensimmaéiselld iteraatiolla. Merkitddn néiden pisteiden
muodostamaa joukkoa Ag.

Joukko Ay on avoin viili, jonka keskipiste on %, ja jonka pisteille pétee: jos © € Ay,
niin Q,(z) > 1 ja Q%(z) < 0 ja Q(x) — oo. Muut viélin [ = [0, 1] pisteet pysyvét
edelleen vililld I ensimméisen iteraation jélkeen.

Olkoon sitten joukko Ay = {x € I : Q,(z) € Ao} sellainen vélin I osajoukko, jonka
pisteet kuvautuvat kuvauksessa @), vélille Ay. Néin ollen jos x € A;, niin Qi(m) > 1,

Qi < 0 ja edelleen Q};(7) — —oo. Kun tété jatketaan induktiivisesti, saadaan joukko
Ap={z €l:Q,(r) € Ao}
eli 4
Ay ={zel:Q)(x)el, kuni < n, mutta Q)" (z) ¢ I}.

Joukko A, siis sisdltdd ne pisteet, jotka kuvautuvat pois vililta [ iteraatiolla QZ“.

A
1

A
1

o |1
—

v

In Ay L
Kuva 3.1. Kuvaus @, ja sen toinen iteraatti Q2, kun p > 4.

Koska Aj on avoin joukko, niin 7\ Ay muodostuu kahdesta suljetusta vélista Iy
ja I, kuten kuvassa 3.1. Molemmat naisté véleistd kuvautuvat monotonisesti vélille
I siten, ettd Q,(ly) = I = Q,(I1). Koska Ay C I, niin molemmat vileistd Iy ja [;
sisaltdvéit avoimen osavilin siten, ettd tdamaé osavali kuvautuu valille Ag. Namé kaksi
osavilia muodostavat joukon Aj.

Nyt joukko I'\(Ap U A;) koostuu neljastd suljetusta osavélistd, jotka kuvautuvat
monotonisesti joko vélille [ tai vilille ;. Kuvaus Qi kuvaa ndma vilit vlille I, joten
jokainen néisté neljasta vélista siséltdd avoimen vilin joka kuvauksella Qi kuvatuu
joukkoon Aj. Néin ollen ndiden neljéan vilin siséltamét pisteet kuvautuvat pois valiltd
I kolmannella iteraatiolla. Témé& on joukko A,. Niin jatkamalla saadaan joukko A,
joka koostuu 2" erillisestd avoimesta vilistd, ja télloin joukko I'\(Ag U A;--- U A,)
muodostuu 2" suljetusta viilisté, koska 14+2+2%+---42" = 271 —1. Lisiksi kuvaus
QZH kuvaa ndmé suljetut vilit monotonisesti vilille I, silla kuvauksen QZH graafi
on nailla véleilla joko kasvava tai vdheneva. Kuvauksen graafissa on 2" "kumpua”.
Liséiksi lauseesta 3.2 seuraa, ettd kuvauksella @ on 2" kiintopistett.
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Kun nyt tarkastellaan niiden pisteiden joukkoa, jotka eivit koskaan iteroidu pois
joukosta I eli rekursiivisesti muodostuvaa joukkoa

A= INUpZoAn),

huomataan, ettd se muistuttaa Cantorin %—joukkoa, jossa suljetulta valilta [0, 1] on
poistetaan avoimia "keskimmaisid kolmanneksia:

ESIMERKKI 3.3. Olkoon I = [0, 1]. Poistetaan vélin I keskelté i-mittainen avoin véli
Ji1 =3, 3[. Témén jilkeen poistetaan jiljelle jédvistd kahdesta vilistd, I1; = [0, 5] ja
I, = [3,1] keskimmiiset avoimet kolmannekset, eli vilit Jo; =|§, 2[ ja Joo =]T, 3[.
Néiden pituus on 3% = é. Nyt jéljelle jaa nelja suljettua valid, joiden keskelta edelleen
poistetaan kolmannekset, ja néin jatketaan poistamalla aina n. vaiheessa 2™ avointa
keskimmaéistd kolmannesta. Jéljelle jadvien suljettujen vilien yhdistettd kutsutaan
Cantorin %—joukoksi. Tamaé joukko on nollamittainen ja poistettujen avointen vilien

yhteenlaskettu pituus on 1 (ks. esim. [6, s. 64]).

MAARITELMA 3.4. Joukko A on erillinen, jos se ei sisélla vileja, ja se on perfekti, jos
jokainen sen piste on kasaantumispiste tai rajapiste.

MAARITELMA 3.5. Joukko A on Cantorin joukko, jos se on suljettu, erillinen ja per-
fekti.

Seuraavaksi aiotaan osoittaa, ettd joukko A, on Cantorin joukko, kun p > 4.
Teknisisté syisté tarkastellaan ensin tapaus g > 2 4+ /5.

LAUSE 3.6. Jos ju > 2 + /5, niin A, on Cantorin joukko.

TopisTus. Kun g > 2 + /5, niin |Q),(2)] = | — 2px| > 2+ VB)|(1 — 22)| > 1
kaikille x € Iy U I;. Viimeinen epayhtalo seuraa siité, ettd x € Iy U [, vain kun 0 <

4 4

Qu(z) < 1. Kun téstd ratkaistaan z saadaan 0 < z < ' \/Qi tal 1+\/2i <z <l.
Niilld muuttujan x arvoilla |(1 — 2x)| > § ja siten pétee |Q/,(x)| > 1. Niin ollen on
olemassa A > 1 siten, ettd |Q] ()| > A kaikille z € A,,. Ketjusdéinnosta seuraa, etté
(Qr)(2)] > A", kaikille n € N.

Osoitetaan ensin, ettd A, ei sisdlld vilejé ja on siten erillinen. Tehd&&n antiteesi,
ja oletetaan ettd on olemassa vili [x,y] € Ay, missd x # y. Tilloin [(Q})"(a)] > A"
kaikille v € [z, y]. Valitaan sitten n niin suureksi, ettd A\"|y — x| > 1. Viliarvolauseen
nojalla talloin pétee |Q7(y) — Qp(x)| > A"|y — x| > 1, mistd seuraa ettd joko Q7 (y)
tai Q] () sijaitsee vilin I = [0, 1] ulkopuolella, miké on ristiriita. Siten joukko A, on
erillinen.

Koska A, on sisikkiisten suljettujen vélien leikkaus, niin A, on suljettu. Osoite-
taan sitten, ettd se on myos perfekti eli jokainen piste on kasautumispiste. Huomataan
ensin, ettd jokaisen vélin A, péétepisteet kuuluvat joukkoon A,. Namé padtepisteet

iteroituvat lopulta vélille Ay ja edelleen kiintopisteeseen 0 ja pysyvét siten joukossa
1.

Jos oletetaan, ettd on olemassa piste p € A, siten, ettéd sen ldheisyydessd ei jou-
kossa A, ole muita pisteité, niin talléin jokainen jossain vaiheessa sen ldhelld olevista
pisteisté iteroituu pois joukosta I. N&amé pisteet kuuluvat silloin johonkin joukoista
Ay. Nyt joko vilien A, padtepisteet konvergoivat pisteeseen p tai kaikki pisteen p naa-
purustossa olleet pisteet kuvautuvat pois vélilta I jollain iteraatiolla. Ensimmaéinen
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tapaus on selvi, silla tiedetéddn, ettd padtepisteet kuvautuvat pisteeseen 0 ja kuuluvat
siten joukkoon A,. Jilkimmiisessi tapauksessa voidaan olettaa, ettd @ (p) = 0 ja
muut pisteen p naapuruston pisteet kuvautuvat negatiiviselle reaaliakselille. T&ll6in
kuitenkin kuvauksella Q0 on maksimiarvo pisteessé p, koska (Q};)'(p) = 0. Ketjusia-
nén nojalla téytyy péted @), (Q%(p)) = 0 jollain i < n, ja titen Q/,(p) = 3. Tallsin
kuitenkin Q' (p) ¢ I ja Qp(p) — —oo, miki on ristiriidassa oletuksen Q7 (p) = 0
kanssa.

Néin ollen joukko A, on Cantorin joukko, kun p > 2 4 V5. O

LAUSE 3.7. Jos . > 4, niin A, on Cantorin joukko.

TobpisTus. Todistuksesta tapauksessa p €]4,2 + \/5] haastavamman tekee se, ettei
nyt voida hyédyntdd tietoa |Q),(x)| > 1, joka ylld olevassa todistuksessa oli keskei-
nen joukon erillisyyden osoittamisessa. Tamén osoittamiseksi tarvitaan liuta lemmoja
ja madritelmia, ja ndmé& aputulokset esitelladn tésséd todistuksessa. Kaikkia niitéd ei
kuitenkaan osoiteta kokonaisuudessaan, vaan tédydellisen todistuksen on tehnyt esi-
merkiksi Kraft artikkelissaan [9].

Joukon perfektiuden todistaminen menee vastaavasti kuin tapauksessa p > 24++/5.
Sen sijaan erillisyyden osoittamiseksi tarvitaan nyt liséé tietoa joukon A, ominaisuuk-
sista, silld tapauksessa pu > 4 kuvauksen @, derivaatalle pétee |Q,(z)| > 1 joillekin
r € IpU I, mutta |Q),(v)] < 1 joillekin x € I U .

Muistetaan, ettd I = Q;;'(lo U I1), ja yleisesti A, = Q;'(A,_1), mistd edelleen
saadaan A, = Q,"(Ao). Nyt joukko A, voidaan méiritelld alkukuvien leikkauksena
siten, ettd

=Mz OQ ().
Joukon erillisyyden osoittamiseksi riittdda osoittaa, ettd joukko A, on hyperbolinen.

MAARITELMA 3.8. Olkoon f C'-funktio ja joukko A kompakti ja invariantti kuvauk-
sen f suhteen (elif (A) = A). Joukko A on hyperbolinen kuvauksen f suhteen, jos on
olemassa vakiot A > 1 ja C' > 0 siten, ettd |(f")'(x)] > CA" kaikille z € A ja kalkllle
n>1.

Maéritelmén oletuksen kaltaisella joukolla on useita ominaisuuksia, jotka helpot-
tavat joukon osoittamista hyperboliseksi:

LEMMA 3.9. Olkoon f : R — R C'-funktio ja A kompakti, invariantti joukko kuvauk-
sen f suhteen. Tdlloin seuraavat ovat yhtdapitdvid:

(i) On olemassa vakiot C' > 0 ja N\ > 1 siten, ettd |(f™) (z)] > CX* kaikille
x € N ja kaikille n > 1.
(ii) On olemassa N > 1 siten etti |(f™)'(x)| > 1 kaikille x € A ja kaikille n > N
(iii) On olemassa ng > 1 siten ettd |(f™) (x)| > 1 kaikille z € A
(iv) Kaikille x € A on olemassa n, > 1, joka voi riippua pisteestd x, siten ettd

|(f) ()] > 1
Tobistus. Katso [9, s. 404]. O

Ennen hyperbolisuuden osoittamista mééritellaan viela Schwartzin derivaatta.
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MAARITELMA 3.10. C3-funktion f : R — R Schwartzin derivaatta pisteessi z, missi

f'(x) #0, on
(@) (f”( ))
S =5 ()
f'(x) f'(x)
LEMMA 3.11. Kvadraattisen kuvauksen Q,, Schwartzin derivaatalle pdtee
(i) SQu(x) <0, kaikille v € R\{1}
(i) SQn(x) <0 kaikille n > 0 kaikille v € R\ U}, Q;i(l)

2

TopisTus. Ensimméinen viite seuraa siitd, ettd () = 0. Toisen viitteen todistami-
seksi tarvitaan ensimméistéd kohtaa seké seuraavaa lemmaa ja induktiota. U

LEMMA 3.12. Jos ¢'(x) # 0 ja f'(g(z)) # 0, niin
S(f o g)(x) = Sf(9(x))(g ()’ + Sg(x).
Eli jos Sg(z) <0 ja Sf(g(x)) <0, niin S(f og)(xz) <O0.
TobisTus. Ketjusddnnosta saadaan
(f o 9)(x) = f'(g(x))d (z),
(fo9)"(x) = f"(g(x))g'(x)* + f'(g(x))g"(x) ja

)9
(fog)"(x) = f"(9(x))g (@)’ +3f"(9())g" ()9 (x) + f'(9(x))g" ().
O

Schwartzin derivaatta ja sen ominaisuuksia kédyttden voidaan osoittaa seuraavat
lemmat:

LEMMA 3.13. Jos I on avoin vili ja Sf < 0 talld valilld, niin tdlloin kuvauksella f'
et voi olla posititvista lokaalia minimid eikd negatiwvista lokaalia maksimia.

LEMMA 3.14. Olkoon a,b € R ja I = [a,b] vili ja olkoon f C3-kuvaus vdlilli I. Jos
Sf <0 wvalill |a, b[, niin talloin | f'(x)| > min|f'(a)|,|f'(D)] kaikille x €]a,b].

Tobistus. Katso [9, s. 405]. O
Kahdesta edellisestd lemmasta saadaan seuraus:

SEURAUS 3.15. Vililld J =|a,b[ kuvauksella Q), ei ole lokaalia minimid eikd maksi-
mia, ja |Q),(v)] > min{Q,(a), Q,(b)} kaikille x €]a, b|.

———————————

T T R 1
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Kuva 3.2. Kuvaus @, kun p > 4.
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Tiedetddn, ettd kuvauksella @), on kiintopiste p, = 1 — %, kun p > 2. Méaritel-
laan liséksi g, = i, vastaavalla tavalla kuin tarkasteltaessa kvadraattisen kuvauksen
jaksollisia pisteitd aiemmassa luvussa. Nyt pisteet ¢, ja p, sijoittuvat symmetrisesti
pisteen % suhteen kuten kuvassa 3.2. Piste g, sijaitsee vililld I ja p, vililla I;. Olkoon
ko vilin Ay vasen paétepiste, ja ki sen oikea péditepiste.

Alemmista tarkasteluista tiedetdin, ettd Q.(q.) = Qu(p.) ja ettd |Q),(pu)| =
2—p <1, kun p > 3. Lisdksi Q,([gu, ko]) = Qu([k1,pul) = [pu, 1]. Mééritelldén sitten
vili J =]q,, ko[Ulk1, pu[- Nyt jos € J, niin Q,(z) ¢ J. Kuitenkin seuraava lemma
sanoo, etté iteroitaessa piste padtyy vélille [g,, p,|.

LEMMA 3.16. Jos > 4 jax € J, niin on olemassan > 2 siten, etti Q) (v) € [qu, pul-
LEMMA 3.17. Kun p > 4 niin valit |q,, ko[ ja k1, pu[ ovat lyhyempid kuin valit 10, q,,[
Ja |pu, 1].

TobisTus. Lemmojen 3.16 ja 3.17 todistukset 1oytyvit artikkelista [9]. O

Nyt koossa on tarvittavat aputulokset joukon A, hyperbolisuuden osoittamiseen:
Olkoon x € A, ja x > % Tapaus = < % seuraa kuvauksen @), symmetrisyydesta
pisteen 3 suhteen. Nyt siis tiytyy 16ytédé n € N siten, ettd [(Q})'(x)| > 1. Témén
jélkeen hyperbolisuus seuraa lemmasta 3.9.
Jos x > p,, niin voidaan valita n = 1 ja véite pétee. Jos z = k;, niin Qﬁ(kzl) =0,
kun n > 2. Talloin

(@) (k)| = 1@y, (k)| - Q) (1] - 1@ (0)["™* = u" 7/ (p? — dp) = u™y /(1

joka on suurempaa kuin 1 kaikille n > 2.

Olkoon = €]k, p,[. Lemman 3.16 nojalla on olemassa n > 2 siten, ettd Q].(v) €
(94, pul- Olkoon A, ; C A, sellainen osavili, jolle z kuuluu. Nyt A, ; joko kuuluu
vilille |ky, p,[ tai sitten ei. Tarkastellaan molemmat tapaukset erikseen.

Jos Ap; Clk1,pu[, niin kuvaus Q] kuvaa joukon A, ; monotonisesti vélille [0, 1],
ja siten véli A, ; voidaan jakaa kolmeen osavéliin A, ; = J, ;U K,, ;U L, ; siten, ettd
QZ(‘]TLJ) = [quu]aQZ(Kn,j) = [quu]aQZ(Ln,ﬁ = [qu,1]. Koska Jpj, Ln; C An; C
Jk1,pul, niin lemmasta 3.17 seuraa, ettd |Q(Jn )| > [Jnjl| ja |Q)(Lnj)l > |Lnjl.
Téstd voidaan pdételld ettd kuvaus Q) "venyttad”vilid A, ;.

Nyt viliarvolauseen nojalla on y € J, ; siten, ettd [(Q})' (y)| > 1 ja 2z € L, ; siten,
ettd [(Qn) ()] > 1. Kun €]k, qu[, niin Q)(x) € [gy,pul, joten pisteen x téaytyy
kuulua vilin K, ; sulkeumaan, ja télloin y < z < z. Koska kuvauksella @} el ole
kriittistd pistettd vélilld [y, 2], niin seurauksen 3.15 nojalla [(Q};)(z)| > 1.

Oletetaan sitten, ettd A, ; ei kuulu vélille |k, p,[. Osavileille A,, ; = J, ; U K, ; U
L, ; pétevit samat ominaisuudet kuin ylla. Koska = €]k, g,[, niin joko J, ; tai L, ;
sisdltyy véliin [kl,q#[ Oletetaan ettéd J,, ; kuuluu télle vélille. Koska A, ; C [k, 1] ja
Apj N k1, pu[# 0, niin p, € A, ;. Samalla pagttelylld kuin ylla [Q}(Jn ;)| > [Jn, | niin
on olemassa piste y € Jy, ; siten, ettd [(Q})'(y)| > 1. Liséiksi |Q”(pu)| > 1, koska p,, on
hylkivé kiintopiste kun p > 3. Néin ollen z € [y, p,] ja kuvauksella @}, ei ole kriittista
pistettd talld vililld, joten lemman 3.15 nojalla [(Q})"(z)| > 1.

Nyt on siis osoitettu, ettd joukko A, on hyperbolinen, ja tésté johtuen erillinen,
ja edelleen Cantorin joukko. U
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3.2. Kaaos

Luvussa 2 tarkastelut keskittyivit kuvauksen @),,0 < p < 4, jaksollisten pistei-
den, erityisesti puoleensa vetédvien pisteiden tarkasteluun. Té&ssd luvussa tutkitaan,
miten kuvauksen kayttdytyminen riippuu sen olosuhteista ja oletuksista ja tutustu-
taan Lyapunovin eksponenttiin, jonka avulla voidaan tehd& péédtelmia dynamiikasta
tarkastelemalla iteraatioiden ldheisyyksia.

MAARITELMA 3.18. Olkoon J vili ja f : J — J. Kuvaus f on rigppuvainen alkupe-
rdisistd olosuhteista pisteessd x, jos on olemassa € > 0 siten, ettd kaikille 6 > 0 on
y € J jan € N siten, ettd

[z =yl <djal|f"(z) = ["(y)] > e
HuomAauTuUs 3.19. Méaritelmén alkuperéisilla olosuhteilla tarkoitetaan pisteitd x ja

y. Jos pisteen x ldhelld on piste y siten, ettd niiden iteraatit loittonevat toisistaan
kuvauksessa f, niin kuvaus on riippuvainen alkuperéisisté olosuhteista.

ESIMERKKI 3.20. Olkoon p sellainen n-jaksollinen piste, jolle pétee |(f")(p)| < 1.
Talloin kuvaus f ei voi olla riippuvainen olosuhteista pisteessé p. Téma johtuu siita,
ettd piste p on kuvauksen f™ puoleensa vetéivé kiintopiste. Téalloin pisteen z ldhel-
14 olevat pisteet iteroituvat pisteeseen x ja siten etdisyys |f™(z) — f™(y)| saadaan
mielivaltaisen pieneksi kaikille y jotka ovat pisteen x lahella.

Téamén esimerkin nojalla kuvaus @), ei ole riippuvainen alkuperéiisisté olosuhteista
missdén jaksollisessa pisteessa p, kun 0 < p < fioo.

Kuitenkin voidaan osoittaa, ettd tapauksessa g > 4 tilanne on erilainen. Té&ta
varten méadritellddn Lyapunovin eksponentti:

MAARITELMA 3.21. Olkoon J rajoitettu vali, f : J — J jatkuvasti differentioituva
valilla J ja z € J. Maéritellaan

Az) = lim ~In|(f") (2),

n—oo M

jos raja-arvo on olemassa. A(z) on kuvauksen f Lyapunovin eksponentti pisteessi x.
Jos se on riippumaton pisteestd x merkitddn vain .

HuomAuTUs 3.22. Lyapunovin eksponentti siis ikdédn kuin mittaa iteraatioiden ai-
heuttamaa muutosta pisteen x ldheisyydessa. Jos pisteet x ja y ovat ldhelld toisiaan
ja jos myos niiden iteraatit pysyvét lihekkéin, niin A(z) on logaritmin vuoksi ne-
gatiivinen. Jos taas iteraatit erkanevat toisistaan, niin Lyapunovin eksponentti on
positiivinen.
ESIMERKKI 3.23. Olkoon @, = px(1—x), z € [0,1] ja 0 < p < 3, u # 2. Osoitetaan,
ettd Lyapunovin eksponentti on talloin A = In|2 — pul.

Kuvauksella ), on kiintopiste p, = 1 — i, kun 0 < p < 3, ja attraktioallas on véli
10, 1], joten

T = QZ(QZ’) — Dy,
kun k — co. Koska @, (z) = p — 2pz, niin

QL (wx) = Q' (pu) = 11 — 21 %> P
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Koska p # 2, niin
InlQ, )] — Inf2 —

kun £ — oo. Olkoon sitten ¢ > 0. Koska logaritmi on jatkuva ja x; — p,, niin on
olemassa N € N siten, ettd jos k > NN niin

In|2 — p| —e < In|Q,(z)] <In|2 —p| +e
Edelleen kaikille n > N

n

n—N 1 1 &
(Inf2 = pl =€) =~ > (Inf2 = pl =€) < ~ > n|@, (x|
k=N+1 k=N+1
<1 i(znu | +e) =" (in)2
- —pl+e) = n|2 — pl +e€).
k=N+1

n+N
n

Kun n on paljon suurempi kuin NV, niin ~ 1, ja siten saadaan

1 n
|2 —pl —e <~ > n|@Q(z)| < Inf2 — p| + €.
k=N+1

Edelleen, riittdvéin suurille n saadaan

N
1
=3 i@l < e
k=0
ja siten

1
lim —

n—oo N n—oo ‘N

n N n
S i@l = lim (&S ml@ Gl + - S Il (m0))
k=0 k=0

k=N+1
=0+1In|2—p| =Inl2 — pyl,

missa xp = Qﬁ(:c) Lyapunovin eksponentti on siten riippumaton luvusta x, joten
saadaan \ = [n|2 — pl.

HuomAuTus 3.24. Nyt siis kuvaukselle @, In|2 — pu| < 0, kun 1 < p < 2 tai
2 < p < 3, joten A < 0 niilld vakion p arvoilla. Kun g — 2, niin A — —oo, joten
voidaan pédtelld ettd A < 0, kun p €]1, 3[.

Samanlaista paattelyé kayttdaen kuin edellisessé esimerkissé, voidaan osoittaa, etta
jos x ei ole (tuleva) jaksollinen piste, niin A(z) < 0 myos kun 3 < g < fiso.

Kun taas g — 4, niin A oskilloi positiivisten ja negatiivisten arvojen vililla, ja
tiedetddn ([3, s.85]), ettd kun p = 4, niin A(z) =In2 > 0, kun 0 < z < 1 ja x ei ole
jaksollinen piste.

Seuraavaaksi voidaan méaéritella kaaos, joka matematikassa liittyy kayttaytymisen
ennakoimattomuuteen. Siten alkuperéiset olosuhteet ja Lyapunovin eksponentti ovat
madritelmésséd ennakoimattomuuden mittareina.

MAARITELMA 3.25. Olkoon f : J — J, missd J on rajoitettu véli. Kuvaus f on
kaoottinen, jos vahintddn toinen seuraavista pétee:
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(i) Kuvauksella f on positiivinen Lyapunovin eksponentti jokaisessa pisteessd
x € J, joka ei ole (tuleva) jaksollinen piste
(ii) Kuvaus f on riippuvainen alkuperéisistd olosuhteista koko joukossa .J.

LAUSE 3.26. Kuvaus @), on kaoottinen, kun p > 4.

TobisTus. Koska kuvauksen (), Lyapunovin eksponentti A = in|2—p| on positiivinen
koko wvélilld [0,1], kun g > 4, niin kaoottisuus seuraa mééritelmén ensimmaéisesta
kohdasta. U



LUKU 4

Ympyrin kierrot

Aiemmissa luvuissa keskityttiin tarkastelemaan kuvausta, jonka iteraatioiden kiyt-
taytyminen oli melko helposti kuvattavissa, silla jokainen rata ldhestyi kiintopistetta
tai jotain jaksollista syklid. Téssa luvussa siirrytdédn tarkastelemaan melko erilaista
ratojen kayttaytymistd, kun keskiossé ovat ympyréan kierrot. Aluksi kuvataan lyhyes-
ti pisteen rataa ympyréan rationaalisissa kierroissa, minké jélkeen tarkastelu keskittyy
irrationaalilukuihin ja niiden pistiden ratoihin irrationaalisessa kierrossa. P#dasialli-
sena ldhteend seuraavissa tarkasteluissa on kéytetty Hasselblattin ja Katokin teosta
[4].

4.1. Ympyra ja sen kierto

MAARITELMA 4.1. Maéritelladn yksikkoympyréa kolmpleksitasossa joukkona
S'={zeC:|z| =1} = {&|p € R} C C,

misséd kehédn pisteet z ovat yhden yksikon péadssd ympyréan keskipisteesta. Téatéa kut-
sutaan ympyran multiplikatiiviseksi: merkinndksi.

Avattu ympyré voidaan samaistaa viliksi [0, 1], ja merkitaén titd valid symbolilla
I/ ~. Yleisemmin ympyrén voi kuvata merkinnalld

S'=R/Z

Tamén joukon pisteet ovat reaalilukujen x ekvivalenssiluokkia x + Z: kaksi reaalilu-
kua x1, 2 € R kuuluvat samaan ekvivalenssiluokkaan, jos x1 = x5+ k, jollekin k € Z.
Nyt R/Z = I/ ~, silld valilld [0, 1] on yksi edustaja jokaisesta ekvivalenssiluokas-
ta. Merkintdd R /Z kutsutaan ympyran additiiviseksi merkinndksi, ja toisinaan tama
merkintéd soveltuu paremmin laskuihin.

Kahden kehépisteen vélisen kaaren pituutta voidaan merkitd symbolilla d;(x,y)
tai symbolilla I(A). Koska ympyréd voidaan samaistaa joukoksi R/Z, niin kahden pis-
teen vilinen etéisyys on joukoissa sama. Tilldin isomorfismi €>7® — ¢ yhdistéi joukot
St ja R/Z toisiinsa siilyttien pisteiden vilisen etiisyyden. Ympyrin kaaren pituutta
kahden kehépisteen vililla voidaan mitata parametrilla ¢. Télloin koko ympyréan ke-
hén pituus on isomorfismin nojalla 1.

HuomAuTUs 4.2. Kahden kehépisteen, x ja y vélistd matkaa voidaan mitata myos
euklidisella metriikalla (ks. esimerkiksi [13, s. 6]) do(z,y) = {|z —y| : x,y € R?}, joka
kertoo lyhyimmén etéisyyden niiden pisteiden vililld. Kuvassa 4.1 ndkyvét molemmat
etédisyysmitat. Vaikka ndmé kaksi etédisyysmittaa néyttéisivit olevan hyvin erilaiset,
osoittaa seuraava lause, ettd ne kuitenkin oleellisesti ovat samat.

32
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T

dl(xv y)

Kuva 4.1. Kehépisteiden etéisyydet d ja d;

MAARITELMA 4.3. Metriikat d. ja d; ovat ekvivalentit, jos identtinen kuvaus ja sen
kéddnteinen kuvaus ovat Lipschitz-jatkuvia nididen metriikoiden viélilla. Edelleen ident-

tinen kuvaus on Lipschitz-jatkuva, jos on olemassa vakio C' siten, ettd d.(id(x), id(y)) <
Cdl(‘ra y)

LEMMA 4.4. FEtdisyydet d. ja d; ovat keskenddn ekvivalentteja.

Tobistus. Nyt d.(z,y) = ZSin(W), missi dy(z,y) € [0,3] ja 2 < 2sin(L) < ¢,
kun ¢ € [0,Z]. Identtinen kuvaus metriikoiden vélilld, id : (S',d.) — (S',d;), on
Lipschitz-jatkuva vakiolla C' = 7. Vastaavasti kiénteiskuvaus, joka my06s on identti-
nen kuvaus, on Lipschitz-jatkuva vakiolla C' = 1. U

Lemman 4.4 nojalla voidaan nyt méaritella kehépisteiden x ja y vélinen etéisyys
metriikkana joukossa X = R/Z.

MAARITELMA 4.5. Olkoon = ja y ympyridn kehépisteitd. Télloin nédiden pisteiden
vélinen ympyrdn kaaren pituus on

d(z,y) :=min{|b—a|:a € x,be€ y},

missd x,y € X = R/Z = {[z] : x € R}. Téssd joukko X on kaikkien ekvivalenssiluok-
kien joukko.

LEMMA 4.6. FEtdisyys d(z,y) on metriikka ekvivalenssiluokkien joukossa X = R/Z.

TobisTus. Etdisyys d on selvésti symmetrinen. Liséksi jos d(z,y) = 0, niin x = y.
Tamén osoittaimiseksi huomataan ensin, ettd metriikka ei muutu, jos valitaan pienin
a € x ja mielivaltainen b € y. Taméa siksi, ettd lyhyin etdisyys pisteestd b mihin
tahansa ekvivalenssiluokan [z] alkioon on sama kuin lyhin etéisyys ekvivalenssiluokan
[x] alkioiden ja pisteen b vililla, kun pistetté b siirretddn minké tahansa kokonaisluvun
verran. Kuitenkin min{|b — a| : a € z} saavutetaan ja talléin d(x,y) = 0 vain jos
b € = ja tdten on oltava z = y.

Osoitetaan sitten, ettd d(z,z) < d(y,z) + d(z,y), kun x,y,z € R/Z. Valitaan
a € x jab € y siten, ettd d(z,y) = |b — a|. Nyt mille tahansa ¢ € z pétee

Viite seuraa, kun valitaan pienin c € z. O

MAARITELMA 4.7. Ympyrdn kiertoa kulman 2wa verran merkitddn symbolilla R,
missd a € R on rotaatioluku. Multiplikatiivista merkintda kéyttéden kierto on

Ro(2) = 229, missd 29 = ™ ja z € S,
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ja additiivista merkintdd kédyttéien

R.(xr) =2+« (mod 1), missd x € R/Z.

HuomauTus 4.8. Additiivisessa merkinnésséd (mod 1) tarkoittaa, ettd luvusta R,
véhennetééin kokonaisosa, jotta saadaan edustaja vélilté [0, 1].

Keskeisesséd tarkastelussa tédssd luvussa ovat juuri ympyrédn kiertojen iteraatit,
jotka multiplikatiivisen merkinndn mukaan ovat

R} (2) = Rua(z) = 2 2,
ja additiivisen merkinndn mukaan
R}(x) =x +na (mod 1) .

Rotaatioluvun « valinta vaikuttaa merkittavasti kiertojen dynamiikkaan, silla ra-
tionaalinen « tekee ratojen kayttdytymisestd huomattavasti yksinkertaisempaa kuin
irrationaalinen a.

4.2. Rationaalinen ja irrationaalinen kierto

MAARITELMA 4.9. Jos a € Q, niin sanotaan, ettd R, on rationaalinen kierto. Jos
a ¢ Q, niin R, on irrationaalinen kierto.

LAUSE 4.10. Olkoon R, : R/Z — R/Z ympyrdin kierto.

(i) Jos a = §7 p,q € Z, on rationaalinen, niin kaikille v € S* rata Og,_(2) on

q-jaksollinen.
(ii) Jos a ¢ Q, niin kaikille z € S* rata Og,(z) on tihed.

Topistus. (i) Olkoon o = 2. Tll6in
_ p
Ry (z) =z + = (mod 1)
q

2(0) = (z+ 2) + £ (mo
R:(x) = ( +q)+q( d1)

Rg(x):x+q-13:x(mod 1)

q
Nyt siis R on identtinen kuvaus ja g iteraation jélkeen jakso alkaa toistaa itsedén.

(ii) Koska «v on irrationaalinen, niin ympyran kierron méaéritelmésti 4.7 nihdaén,
ettd jokaisen pisteen x € R/Z rata on déreton joukko. Osoitetaan sitten, ettd positii-
vinen semirata OF (z), a > 0, on tihe.

Olkoon z, z € S! ja € > 0. Osoitetaan, ettéi z on pisteen z positiivisen semiradan
sulkeumassa. Merkinnélla |- | tarkoitetaan luvun - kokonaisosaa. Koska pisteen x rata
on #dreton ja koska ei ole sellaista k£ > L%j + 1 pisteen joukkoa, missé kaikki radan
pisteiden pareittaiset etdisyydet olisivat enemmén kuin €, niin on olemassa [,m € N
siten, ettd | < m < |1] ja joille d(R7(z), R, (z)) < e. Koska R,' siilyttéd etiisyydet,
niin pitee d(R™ ! (z),7) < e. Tami etiisyys on riippumaton pisteestii x, silld jos
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valitaan y € S*, niin y = R,_,(x) ja

d(R;nil(y)v y) = d(R;nil(Ry—x (z)), Ry—:v(x» = d(R(m—l)a-&-y—ﬂc(I)? Ry, (z))
= d(Ry (R} (7)), Ry—(2)) = d(Ry ™! (2), )

Niéin ollen m ja [ voidaan valita pisteestd x riippumatta.

Valitaan 6 € [—3, 3] siten, ettd § = (m — l)a (mod 1). T&lldin p := [¢] < € ja
Rm~t = Ry. Olkoon N = L%J + 1. Nyt pisteen x positiivisen semiradan osajoukko
{Rip(z)]i = 0,1,..., N} jakaa ympyrdn kehén vileihin, joiden pituus on vihemmén
kuin p < €, joten on olemassa n < N(m — ) siten, ettd d(R(x), z) < €. O

o>

XN

N
S

<>

<
e

<7
/7
[ Z

] 7

N 7
NCoN— =7/
NS
J\N S {l.[."’

“‘ RN A
X
KuvaA 4.2. Pisteen jaksollinen rata rationaalisessa ympyréan kierrossa

ja segmentti tiheéstd radasta irrationaalisessa kierrossa.

ESIMERKKI 4.11. Olkoon o = % ja x = 0. Pisteen 0 rata ympyran kierrossa R%(a:) =
T+ % (mod 1) saadaan iteroimalla kiertokuvausta:

2 2
Rg(O)zO—i—gzg (mod 1)
2 2 4

2y 222
R3(0) = FrtE=x (mod 1)
1
R3(0) = g = - (mod 1)
1
R%(O) =3 = g (mod 1)
R%(0) = g =0 (mod 1)

Pisteen 0 rata rationaalisessa kierrossa Rz on (0, %, %, %, %) Viidennen iteraation j&l-
5
keen jakso alkaa toistaa itsedén.
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Olkoon sitten a = /2 € R\Q ja = = 0. Pisteen 0 rata kierrossa R 5(z) = x4+ v/2
(mod 1) voidaan selvittdd vastaavalla tavalla kuin ylla

R 5(0) = 0+ V2 = 0,4142 (mod 1)

R25(0) = V2 + V2~ 0,8284 (mod 1)
R?5(0) = 3-v2~0,2426 (mod 1)
R!5(0) =4-v2~0,6569 (mod 1)
R’5(0) =5- V20,0711 (mod 1)
RS5(0) =6 - v/2 =~ 0,4853 (mod 1)

Pisteen 0 radan ensimméiset pisteet irrationaalisessa kierrossa R, ;5 ovat
(0, 0,4142, 0,8284, 0,2426, 0,6569, 0,0711, 0,4853...)

Y14 olevissa laskuissa kaytettiin additiivista merkintéé ja siten kokonaisosan vahen-
tdmélld kaikki radan pisteet saadaan vilille [0,1] = S*.

HuomauTus 4.12. Koska kierron R, negatiivinen semirata on sama kuin kierron R_,,
positiivinen semirata, niin lauseen 4.10 todistuksessa todistettiin radan tiheys myos
negatiivisille semiradoille.

MAARITELMA 4.13. Joukko A C X on invariantti kuvauksen f : X — X suhteen,
jos kuvaus séilyttad joukon ominaisuudet.

Pisteen radan tiheys irrationaalisessa ympyran kierrossa voidaan todistaa myos
invarianttiudesta késin. Jos voidaan osoittaa, ettd ympyrén kehélld ei ole ympyréan
kierron suhteen invarianttia osajoukkoa A, niin tésté seuraa, ettd pisteen x € A rata
on tihed irratianaalisessa kierrossa, koska iteraatit tayttavét koko ympyréan. Osoite-
taan tadméa antiteesilla.

Vaihtoehtoinen todistus lauseen 4.10 kohdalle (ii):

Oletetaan, ettdi A C S on invariantti, suljettu joukko. Antiteesi: Rata ei ole
tihed, eli pisteen x € A radan komplementti sisiltdi vilejd. Nyt komplementti S*\ A
on epéatyhjé, invariantti avoin joukko, joka koostuu pistevieraista véleistd. Olkoon [
pisin (tai yksi pisimmisté, jos saman mittaisia vileja on useita) niistd véaleista. Koska
ympyréin kierto siilyttdd pisteiden vilisen etdisyyden ja siten viélin pituuden, niin
véilien iteraatit R (I) eivét mene pédllekkéin. Jos vilit menisivit paalleikéin, télloin
joukossa ST\ A olisi jokin vili I pidempi vili, miké johtaa ristiriitaan.

Koska « on irrationaalinen, niin mitkdéan valin [ iteraatit eivit voi myoskadn
yhtya toisiinsa, silld muutoin jonkin iteraatin R?(I) paatepiste x kuvautuisi itselleen,
jolloin  + ko = = (mod 1), missd ka = [ on kokonaisluku ja a = % Talloin valit
R (I) ovat yhté pitkid ja erillisia, mik& on mahdotonta, koska ympyrén kehan pituus
on #drellinen ja vilien yhteenlaskettu pituus ei voi olla pidempi kuin ympyrén keha.
Nain ollen antiteesi on véara ja siten rata on tihea.

MAARITELMA 4.14. Kuvaus f : X — Y on homeomorfismi, jos se on jatkuva bijektio,
jonka kédnteiskuvaus on jatkuva.
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MAARITELMA 4.15. Homeomorfismi f : X — X on topologisesti transitiivinen, jos
on olemassa piste x € X siten, ettd sen rata Of(x) = (f"(x))nez on tihed joukossa

X.

MAARITELMA 4.16. Homeomorfismi f : X — X on minimaalinen, jos jokaisen pis-
teen z € X rata on tihed joukossa X tai yhtdpitavasti jos kuvauksella f ei ole suljet-
tuja invariantteja joukkoja.

LAUSE 4.17. Ymyprdn irrationaalinen kierto on minimaalinen ja siten topologisesti
transitiivinen.

ToDISTUS. Ympyrén irrationaalinen kierto R, : R/Z — R/Z, R,(x) = = + a on
homeomorfismi, silld jokainen piste kuvautuu eri pisteeksi ja tiheyden nojalla kaikki
maalijoukon pisteet tulevat kuvatuksi. Liséksi se on jatkuva kuvaus, jonka kéédnteis-
kuvaus on jatkuva. Viite seuraa lauseesta 4.10. O

ESIMERKKI 4.18. Osoitetaan, ettéd pisteen 0 rata ympyréan kierrossa R, missi
1

i
1
5+ -

C

jollekin ¢ > 1, on tihed, jos o on irrationaalinen ja jaksollinen, jos a on rationaalinen.
Huomaa, ettd o € Q jos ja vain jos ¢ € Q.
Koska

1 1
Z<a<§e11304<1<4a, (4.1)

niin pisteen 0 rata on kolmannen iteraation jialkeen ensimmaéisen kerran lahempéna
lukua 0 kuin milladn aiemmista iteraatioista. Ensimmaiset kolme pistettéd, a,2a ja
3a, ovat sijoittuneet tasaisesti ja koska 4a > 1, niin 3 on ldhempéné kokonaislukua
kuin aiemmat pisteet a ja 2a.. Tarkka etéisyys on

1
1
3 D+ -~ 1

0=1—-3a=1-— T = f = 3
3+— 3+— 16+ -
1 1 p

5+ — 5+ —

c c

Jotta 16ydetéddn seuraava iteraatio, jolla paédstddn ldhemmas pistetté 0, aloitetaan
tarkastelu neljannestd askeleesta. Olkoon 4o = o — § (mod 1). Nyt siis kolme a-
askelta vie pisteestd « pisteeseen o — §. Kuinka monta téllaista 3a-askelta tarvitaan,
ettd padstain lahemmaés pistettd 07 Vastaavalla péadttelylla kuin kohdassa 4.1 pitéisi
askeleita olla §. Nyt pitéisi siis 16ytdé n, jolle pitee

nd <a<(n+1)d (4.2)

Lasketaan askeleiden méaara:
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1
1
3t T 16c+3
g— « — 5+E— c —5_’_1
5 1—3a 1 - 16c+3 c
3
1642 5¢c+ 1
C

Taméan mukaan 5 3a-askelta vie lahemmaés pistettd 0, kuin mikdén aiemmista,
silld nyt n = 5 toteuttaa epayhtalon 4.2:

5 1 1 1
B+(1+-) 3+(z+=) 3+ 3+—=
c 5 bc 5 1
5+ —
c
ja
6 6 1
6: —_—
6 >18 > o

3
16 + -
c

Néamaé viisi 3o -askelta tayttavit tasaisesti vélin |0, o[. Kun tdmé seuravaksi 1dhin piste
saavutetaan, niin pisteen 0 rata ympyran kaarella on d-tihed ympyran osajoukko, joka
on tasaisesti jakautunut. Seuraavaksi lahimmén askeleen maarittaa vakio ¢, ja luvun o
valinnasta voidaan arvata, ettéd seuraavaksi lahimmaéksi padstdan c iteraation jalkeen.
Jos ¢ = 1000000, niin tarvitaan 1000000 5d-askelta, ettd padstain lihemmés pistetta
0 kuin missddn vaiheessa aiemmin. T&hén tarvitaan noin 15000000 iteraatiota.

a-0 (mod 1)

0 4o o 2c0 3o 1
a-0 (mod 1) i 1)

Kuva 4.3. Ympyrin kierto R,(0), missid § < a < 3.

Téasté esimerkistd voidaan patelld, ettd pisteen 0 rata on jaksollinen lukuunot-
tamata pientd virhettd 6. Tamé& virhe pysyy iteroitaessa samana, kunnes pédstdan
jélleen lahemmés pistetta 0, jolloin my0s virhe pienenee. Néin irrationaalista kiertoa
iteroitaessa, iteraatiot asettuvat tihedsti ympyréan kaarelle.

Edellinen esimerkki osoitti, ettéd pisteen radan tarkastelu irrationaalisessa kierros-
sa keskittyy selvittdmé&én, kuinka monta kertaa pisteen iteraatio osuu tiettyyn ympy-
ridn osaan. Médritellddn seuraavaksi tarkemmin ndméa frekvenssit ympyrén kierroille.
Jatkossa oletetaan, ettd « on irrationaalinen.
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MAARITELMA 4.19. Olkoon A C S' jokin ympyriin kaari, x € S',a ¢ Q jan € N.
Funktio

Fa(z,n) := card{k € Z|0 < k < n, RF(z) € A}

ilmaisee frekvenssin, kuinka moni pisteen z iteraatioista osuu kaarelle A, kun tehdédan
n iteraatiota.
Suhteellinen frekvenssi
F A (x ) TL)
n
mittaa kuinka usein iteraatio osuu kaarelle.

ESIMERKKI 4.20. Olkoon a = v/2, 2 = 0ja A = Llp %] C S'. Kun kiertoa iteroidaan 6

kertaa, esimerkin 4.11 nojalla tiedetéin, ettd iteraatiot R 5(0) ~ 0,4142 ja R%(O) A

0,4853 osuvat kaarelle A ja siten Fa(0,6) = 2. Suhteelliseksi frekvenssiksi saadaan
FA(O,G) _ 1
6~ 3

HuomauTus 4.21. Koska funktio Fa ei ole vdheneva ja koska irrationaaliselle «
semirata on tihe#, niin hyvin moni pisteen x iteraatioista osuu kaarelle A. Nén ollen
patee

Fa(z,n) — 0o, kun n — 0.

Madritelméssa 4.1, madriteltiin pisteiden x ja y vélisen kaaren A pituus symbolilla
[(A). Tama mittaa kaaren pituutta parametrilla ¢.

LAUSE 4.22. Olkoon « irrationaalinen ja R, ympyrdin irrationaalinen kierto. Olkoot
A ja A" ympyrdin kaaria, joille péitee [(A) < I(A"). Talldin on olemassa Ny € N siten,
etti jos x € S', N > Ny jan € N, niin

Fa(z,n+ N) > Fa(z,n).

Tobistus. Koska positiivinen semirata on tihed, niin 16ytyy Ny € N siten, ettd
RM(A) C A'. T&llsin siitd, ettd R?(x) € A seuraa R (z) € A’) ja edelleen

Fa(x,n+ N) > Fa(x,n+ Ny) > Fa(z,n) kun N > Nj.
U

Tahéan asti tarkastelluissa lauseissa ja esimerkeissé ei ole ollut vélid, onko kaari
avoin, suljettu vai puoliavoin. Kaaren avoimuudella ei ole vélid, kunhan frekvenssien
kayttaytyminen rajalla huomioidaan, silld ero iteraatioiden méériassia avoimen ja sul-
jetun kaaren vélilla on enintéén kaksi. Oletetaan jatkossa, ettéd tarkasteltavat kaaret
ovat vasemmalta suljettuja ja oikealta avoimia.

Tallaisilla puoliavoimilla kaarilla, Ay ja A on additiivisuusominaisuus: Jos kaari
Ay yhtyy kaaren A, vasempaan laitaan, niin talloin A;NA, = (), A;UA, on puoliavoin
kaari ja

FAl (SL’, n) + FAQ (SL’, n) = FA1UA2 (:L’, n)

Liséksi, jos A on yhdistelmé pistevieraita ympyréan kaaria, niin voidaan mééritella
Fa(z,n) := card{k € Z|0 < k < n, R%(z) € A}. (4.3)

Vield ei tiedetd, onko suhteellisten frekvenssien raja-arvoa olemassa. Seuraavaksi
madritellddan yldraja-arvo suhteellisille frekvensseille ja kuvataan sen ominaisuuksia.
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MAARITELMA 4.23. Olkoon A joukko pistevieraita ympyrén kaaria ja Fa(x, n) pisteen
x iteraatioiden vierailujen méérid joukossa A. Suhteellisten frekvenssien yldiraja-arvo

on

fz(A) := limsup M

n—o0

LAUSE 4.24. Olkoon Ay ja As joukkoja, jotka koostuvat pistevieraista ympyrdin kaa-
rista. Yldraja-arvo on subadditiivinen, eli pdtee

fac(Al U AQ) S f:v(Al) + fz(A2>
Erityisesti, jos \J;_, A; = S*, niin Y1 | f.(4;) > 1
TobisTus. Koska Fa,ua,(x,n) < Fa,(x,n) + Fa,(z,n), niin

fz(Al U A2) = lim sup M < lim sup Ay («T; n) + lim sup As (ZE, n)

n—o00 n n—00 n Nn—00 n
ja edellinen viite seuraa.
Koska | J;, A; = S*, niin Fgi(z,n) > n, silld jokainen pisteen x iteraatio R osuu
johonkin osaan ympyrin kaarta. Siten

fo i) > fal UA = f=(5") —hflnj;}pw > % =1
O
Lauseesta 4.22 ja maédritelmésta 4.23 saadaan seuraus:
SEURAUS 4.25. Jos [(A) < I(A"), niin f.(A) < fu(A).
TobDISTUS. Lauseen 4.22 nojalla pétee
Fa(x,n+ N) > Fa(z,n),
missid x € S', N > Ny, ja Ny,n € N. Nyt
fo(A) = lim sup W < limsup fa (gj’: ) _ fo(A)
O

Vastaavalla tavalla voidaan suhteellisille frekvensseille méiritelld alaraja-arvo.

MAARITELMA 4.26. Olkoon A joukko pistevieraita ympyrén kaaria ja F4(z, n) pisteen
x iteraatioiden vierailujen méa#ra joukossa A. Suhteellisten frekvenssien alaraja-arvo
on
F
7 (4) = liming T2
= n—00 n

HuomauTus 4.27. Joukolle A pitee Fy(x,n) = n— Fac(x,n), missd A° on joukon A
komplementti S\ A. T&llsin

- Fa(x,n Fac(x,n
fz(A) = limsupM =1- liminfM =1—f (A°).
n—00 n n—oo n -

Yhdistamaélla ylé- ja alaraja-arvot, voidaan tehda padtelmii suhteellisten frekvens-
sien asymptoottisesta kiyttidytymisestd. Seuraava lause sanoo, ettd yld- ja alaraja-

arvot ovat yhtenevét.
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LAUSE 4.28. Olkoon A C S ympyrin kaari ja x € S*. Télloin

f(A> = lim M

n—o00 n

= 1(A)

ja tdmd raja-arvo on tasainen muuttujan x suhteen.

HuomAauTus 4.29. Jono a,, = R(x),n =0, 1,2... on tasaisesti jakautunut, jos jokai-
selle A C S* pitee

n—1

1
Jim, 5D o = 1(A),
missé ap € A. Téama tarkoittaa, ettd vierailujen asymptoottiset frekvenssit ovat sa-
manmittaisilla kaarilla samat, riippumatta siité, misséd osassa ympyraé ne sijaitsevat.
Ennen lauseen 4.28 todistamista, osoitetaan lemma, joka sanoo, etté iteraatioiden
vierailujen méara on ylhaélta rajoitettu ja siten suhteelliset frekvenssit eivét voi olla

liian suuria.
LEMMA 4.30. Jos I(A) = 1, niin tdlldin f,(A) < .

Tobistus. Olkoon Ay, Ao, ..., Aj_1 pistevieraita kaaria, joista jokaisen pituus on k—il

Jos 1 <1 < k, niin lauseesta 4.22 seuraa, ettd on olemassa luonnolliset luvut N; siten,
ettdi jos z € S1, niin

Fa,(x,n+ N;) > Fa(z,n).
Talloin Fa,(x,n + N) > Fa(z,n), missi N = maz;N; ja

E

(k—=1)Fa(xz,n) < ; Fa,(z,n+ N).

i
i=1

Kun N on kiinnitetty ja n — co, niin saadaan

k—1

(k- 1)0) < LAy =1

i=1

ja viite seuraa. U

LAUSEEN 4.28 TODISTUS. Kaarelle A ja kiinnitetylle € > 0 I6ydetédén luku & ja ym-
pyran kaari A’ D A, jonka pituus on % < I(A) + e. Nyt lemman 4.30 nojalla pétee

k
k-1

- - 1
Jo(B) < Ju(&) < o < (UA) )
Kun € — 0 ja kun k — oo, niin f,(A) < I(A).
Kun sovelletaan huomautusta 4.27 joukkoon A = A€ niin saadaan vastaavalla
padittelylld osoitettua, ettd f (A) > I(A).
Nyt on siis osoitettu, ettd raja-arvo fa on olemassa ja ettd fa = ((A). O

ESIMERKKI 4.31. Esimerkin 4.20 tapauksessa saadaan raja-arvoksi kaaren [, 3] C S*
pituus, eli

F(A) = lim Fal0n) _

1
n—o0 n 4"
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Tamaén luvun tarkastelut ovat siis osoittaneet, ettéd pisteen x rata irrationaalisees-
sa kierrossa on tihed. Tdhén asti on tarkasteltu keskenéén pistevieraita kaaria, mutta
seuraavassa luvussa osoitetaan, ettd suhteellisten frekvenssien ominaisuudet pétevit
mille tahansa joukolle A, jonka reuna on nollamittainen. Pédpaino on Birkoffin kes-
kiarvossa, jonka avulla voidaan selvittdd, kuinka mones iteraatti keskimé&édrin osuu
tiettyyn osaan ympyraé.



LUKU 5

Birkhoffin keskiarvo

Edellisesséa luvussa tarkasteltiin frekvensseja ja niiden ominaisuuksia, kun A oli kaari.
Tésséa luvussa tullaan osoittamaan, etté kaari voidaan korvata milld tahansa Riemann-
integroituvalla funktiolla. Frekvenssien madrittelemiseksi tarvitaan aluksi karakteris-
tista funktiota, jonka avulla lause 4.28 voidaan yleistdéd kaarista joukkoon A, jonka
reuna on nollamittainen.

MAARITELMA 5.1. Olkoon A #érellinen joukko, joka koostuu ympyrén kaarista. Jou-
kon A karakteristinen funktio on

(z) = 1 joszeA
XA =10 josa ¢ A
Méaritelladn sitten iteraatioiden vierailujen frekvenssit ja suhteelliset frekvenssit

joukolle A karakteristisen funktion avulla. Tésséd F4 on sama kuin kohdassa 4.3.

MAARITELMA 5.2. Olkoon A &érellinen joukko ympyran kaaria. Funktio

n—1
Fa(z,n) =Y xa(Rh(x))
k=0
ilmaisee frekvenssin, kuinka moni pisteen z iteraatioista osuu joukkoon A, kun teh-
déan n iteraatiota.
Suhteelliset frekvenssit ovat
F A(x ) n)
—
Nyt karakteristisen funktion avulla saadaan kaaren A pituudeksi

&)= [ xaloyao,

Tamén avulla voidaan edelleen mééritelld suhteellisten frekvenssien raja-arvo ja lausees-
ta 4.28 saadaan

n—1

Tim 37 valRe () = [ xa(0)de, (5.1)

missid A on kaari.

Seuraavissa tarkasteluissa huomataan, ettd karakteristisen funktion y sijaan ylla-
olevissa tarkasteluissa voidaan kidyttdd myos Riemann-integroituvia funktioita. Kos-
ka joukon A karakteristinen funktio on Riemann-integroituva tdsmélleen silloin, kun
joukon reuna JA on nollamittainen (ks. [5, s. 23]), niin tarkastelut yleistavit kohdan
5.1.

43
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MAARITELMA 5.3. Birkhoffin keskiarvo-operaattori B,, yhdistda funktioon ¢ funktion

—1 poRFE . ..
By, := Y, & siten, etté

BL(e)a) = - 3" e(BL(@)).

HuomauTus 5.4. Birkhoffin operaattorille B,, pétee
(i) B, on lineaarinen: B, (ap + b)) = aB,(p) + bB, ()
(ii) B, on ei-negatiivinen: Jos ¢ > 0, niin B,(¢) > 0. Liséksi, jos ¢ > 0, niin
B, > 0.
(ili) B, on ei-laajeneva: sup,c g B(p)(x) < sup,cq ¢(2)
(iv) By siilyttad keskiarvon: [ By(p)(@)do = [4 ©(d)do
LAUSE 5.5.

(i) Kaikille sellaisille porrasfunktioille ¢, jotka ovat lineaarisia kombinaatioita
ympyran kaarien karakteristisista funktioista, pdtee

lim Bu(e) = [ olo)do,

(i) Kaikille funktioille , jotka ovat porrasfunktioiden tasaisia rajoja, pdtee
lim Bu(e) = [ ol0)ds.
n—oo S1

TobisTus. (i) Koska ¢ on lineaarinen kombinaatio karakteristisia funktioita, huo-
mautuksen 5.4 ominaisuudet patevat myos tassd tapauksessa. Viite seuraa suoraan
kohdista 5.1 ja Birkhoffin operaattorin méaritelmésté.

(ii) Olkoon € > 0. Valitaan porrasfunktio ¢, siten, etté

sup |@(@) — ()| < e.
peS?t

Kun nyt sovelletaan Birkhoffin operaattorin mééritelméén funktiota ¢ = p.+(p—@.),
saadaan kaikille € > 0

/Sy(@daﬁ—?eé/Slsow)—edmesL e(p)dd — €

= lim B,(¢¢) <liminf B, (¢) < limsup B,(¢) < lim B, () + €
n—o0

n—00 n—00 n—00

= [ edortores [ o) vedores [ ploo)+ 2

S1
U

LEMMA 5.6. Jokainen jatkuva funktio on porrasfunktioiden tasainen raja. Jokainen
funktio, jolla on ddrellinen mddard epdjatkuvuuspisteitd ja jolla on toispuoleiset raja-
arvot ndissd pisteissd, on niin ikddn porrasfunktioiden raja.

TobpIsTUS. Jokainen jatkuva funktio joukossa S* on tasaisesti jatkuva, sillé jokaiselle
€ > 0 voidaan 16ytdd n € N siten, ettéd jokaisella ympyrén kaarella, jonka pituus on
%, funktion saamat arvot télla vililld ovat alle € pédissé toisistaan. Nyt jos S* jactaan
n téllaiseen kaareen, niin saadaan porrasfunktio, joka on vakio jokaisella kaarella ja
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jonka etdisyys annetusta funktiosta on alle €. Vastaava péittely osoittaa myos lemman
jalkimméisen osan. O

Kahdesta edellisesté lauseesta saadaan nyt:

LAUSE 5.7. Olkoon « irrationaalinen ja ¢ jatkuva. Tdalloin

lin Bue) = [ p(0)ds

n—oo

Nyt voidaan todistaa merkittava lause, joka sanoo, ettd Birkhoffin keskiarvo kon-
vergoi kohti integraalia kaikilla Riemann-integroituvilla funktioilla ([14, s.8]). Nyt
kun muistetaan, etti ympyrd S' voidaan samaistaa viliksi I = [0,1], Riemann-
integroituvuus soveltuu myos Birkhoffin keskiarvon tarkasteluissa.

MAARITELMA 5.8. (Riemann-integroituvuus) Rajoitettu funktio f : I — R on Riemann-
integroituva valilla I, jos sen alaintegraali

ala/f = sup{Z(h,[)Vz : I — R porrasfunktio, h < f}
I

ja yldintegraali

yli / f=inf{) (h,I)|h: I — R porrasfunktio, h > f}
I

ovat yhtéasuuret. Talloin funktion f Riemann-integraali yli vélin I on

/If::ala/lf:yld/If.

LAUSE 5.9. Olkoon « irrationaalinen ja ¢ Riemann-integroituva. Tdlloin
lim Ba(e) = [ o(0)ds
n—oo S1

ToDISTUS. Jaetaan S' direlliseen médriain kaaria I;. Merkitéisin alempaa Riemann-
summaa merkinnalla ), ming,1(1;) ja vastaavasti ylempad Riemann-summaa mer-
kinnalld ) . maxy),l(1;). Naimé Riemann-summat voidaan tulkita porrasfunktioiden
©1 ja o integraaleiksi, missé 1 = minyr, ja @2 = mazryr,.

Riemann-integroituvuudesta seuraa, etté vileihin jakaminen voidaan tehd& niin,
etta

[ e@s—e< [ pono< [ oo [ eloore
st St St 51

Tasté seuraa, ettd

/@ww%s/mwwwmmw§mmmm
51 St n—00

<timsup B,(¢) < lim Bu(er) = [ @a(0)do < [ oo)do+e

Kun € — 0, niin viite seuraa. U

HuomauTus 5.10. Oletus Riemann-integroituvuudesta on olennainen. Valitaan piste
To ja madritellidn joukko A siten, ettéd se koostuu ympyran kaarista, joiden pituus
2752 ja joiden keskipisteend R¥(x¢),k > 0 on. Huomataan ensin, etti osa joukon A
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sisaltdmisté kaarista menee péallekain. Nyt joukon A kaarien yhteenlasketulle pituu-
delle pétee

1
104) = [ xa(0)do < 5
Sl
Kuitenkin
n—1
o1
Jon 52 xalBa() =1
k=0

koska jokainen iteraatio osuu joukkoon A. Néin ollen lauseen 5.9 véite ei pade. Té-
mé johtuu siitd, ettd kuvaus ya ei joukon A méaérittelystd johtuen ole Riemann-
integroituva.

Lauseen 5.9 yhtéalossa

i 3 e(Rhw) = [ oo

yhtésuuruusmerkin molemmilla puolilla on keskiarvot. Vasemmalla olevaa raja-arvoa
kutsutaan aikakeskiarvoksi ja oikealla olevaa tilakeskiarvoksi.

MAARITELMA 5.11. Annetun funktion ¢ aikakeskiarvo on

n—1

1 )
lim —~ kz; P(Re(x)).

| #torio

MAARITELMA 5.12. Olkoon X kompakti metrinen avaruus ja funktio f : X — X
jatkuva. Kuvaus f on yksikdsitteisesti ergodinen, jos

ja integraali

on funktion ¢ tilakeskiarvo

1 n—1
L k
3 (@)
k=0
konvergoi tasaisesti kohti vakiota jokaiselle jRiemann-integroituvalle kuvaukselle ¢.

LAUSE 5.13. Olkoon R, ympyrdin kierto, A kaari, xa sen karakteristinen funktio ja

olkoon x € S'. Pisteen x rata ympyrdin kierrossa on tasajakautunut jos ja vain jos
kaikille A C S pitee

Tim B (xa)(2) = [(A).

TobisTus. Oletetaan ensin, ettd pisteen x rata on tasaisesti jakautunut. T&ll6in huo-
mautuksen 4.29 nojalla pétee

lim —ZXA(RZ(@")) =I(A).

Viite seuraa, silla
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Ké&énteinen véite seuraa suoraan oletuksesta ja huomautuksesta 4.29, silla

lim B(xa)(o) = 1(8) = lim T s (R4 (0).
k=0

O

LAUSE 5.14. Olkoon R, : S' — S' yksikdsitteisesti ergodinen kuvaus ja x € S*.
Tdlloin pisteen x rata on tasaisesti jakautunut.

TobisTus. Olkoon A C S! kaari. Koska R, on oletuksen mukaan ergodinen, niin
talloin

o1
lim —
n—oo N

S (R (1)) =

missd r € R ja ¢ on Riemann-integroituva. Nyt Birkhoffin keskiarvon mukaan r =
Jo1 ©(0)d ja siten viiite seuraa lauseesta 5.13. O

Seuraavassa esimerkissé tarkastellaan ergodisuutta rationaalisessa ja irrationaali-
sessa kierrossa.

ESIMERKKI 5.15. Jos a € Q, niin talloin ympyrén kierto R, ei ole ergodinen: Olkoon
o = &. Kiytetdén additiivista merkintdd ympyrén kierrolle, eli Ro(z) = 2 + o (mod
1) ja valitaan @(x) = X021 X(L,3]- Nyt Birkhoffin keskiarvo on

i S p(Ra(e) = { o o £ €11
k=0 47 2

il
74
n—oo N [U[ 71

[
Téastd ndhdadn, ettei aikakeskiarvo ole vakio kaikkialla, joten R, ei ole ergodinen, kun
a € Q.

Olkoon sitten a € R\Q. T&lloin lauseen 5.7 mukaan

NI

n—1
lim B, = lim + > oliale)) = / p(o)ds

ja siten R, konvergoi kohti vakiota ja on néin ollen ergodinen.
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