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Tiivistelma

Polynomiset kvantiilisekoitukset on yhden muuttujan parametrinen malliperhe, jos-
sa mallinnetaan jakauman kvantiilifunktio lineaarikombinaationa ns. pohjajakau-
man kvantiilifunktiosta ja toisen asteen polynomista. Taméa generoi tiettyjen eh-
tojen tayttyessd todennédkoisyysjakauman. Tallaisen mallin idea on lisata pohjaja-
kaumaan esimerkiksi vinous- ja huipukkuuskomponentteja kvantiilifunktioon lisatyn
polynomin muodossa.

Kvantiilisekoitusmallia voi soveltaa elinaikojen mallinnukseen mallintamalla elinai-
kojen logaritmia tallaisilla kvantiilisekoituksilla. Tamé antaa eksponenttimuunnok-
sella mallin alkuperaiselle elinaikajakaumalle. Logaritmiskaalan pohjafunktioksi voi-
daan valita esimerkiksi normaalijakauma, logaritminen eksponenttijakauma tai lo-
garitminen Gamma(1, 2)-jakauma, joiden generoimat elinaikaskaalan mallit saavat
nimet lognormaali-polynominen, eksponentti-polynominen ja gamma-polynominen
kvantiilisekoitus.

Huomataan, ettd ndiden mallien parametrit voidaan estimoida esimerkiksi niin sa-
nottujen L-momenttien avulla, suurimman uskottavuuden menetelman tai kvan-
tiilifunktioon sovelletun pienimmén neliGsumman menetelméin avulla. Simuloimal-
la jakaumia ja vertaamalla niitd Weibull-jakaumaan nahdéaan, etta lognormaali-
polynominen malli voi olla heikohko elinaikojen mallinnuksessa, mutta kaksi viimeis-
td toimivat paremmin, ja ne ovat varsin joustavia malleja, joilla voi mallintaa hy-
vin erilaisia elinaika-aineistoja. Erityisesti havaitaan, etta eksponentti-polynominen
malli yleistaa Weibull-jakauman.

Soveltamalla néitd malleja suomalaisten kaytossd olevien matkapuhelinten ikéra-
kennetta kuvaavaan aineistoon ndhdain muun muassa, ettd vanhemmilla ihmisilla
kaytossé olevat puhelimet ovat keskiméarin vanhempia.

Avainsanoja: elinaika, elinaika-analyysi, kvantiilifunktio, kvantiilisekoitus, lognor-
maali, eksponentti, parametrinen, L-momentit, Weibull-jakauma, matkapuhelin
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1 Johdanto

Elinaikoja on perinteisesti mallinnettu parametrisilla malleilla, esimerkiksi Weibull-
jakauman avulla. Parametriset elinaikamallit muodostavat joustavan kehikon mal-
lintaa erilaisia ja erilaisilla tavoilla syntyneité elinaika-aineistoja mm. riskifunktioi-
den avulla sekd tarjoavat keinon haluttaessa liittda malliin selittavid muuttujia.
(Jenkins, [2005| sivut 1 — 12)

Kvantiilisekoitusmallit ovat jatkuvia parametrisia malleja, jotka voidaan ym-
méartda laajennuksina tai vaihtoehtoina yhden muuttujan parametrisille malleille.
Parametrisissa malleissa on yleensa ldahtokohtana mallintaminen parametrisoidun
tiheysfunktion avulla. Kvantiilisekoitusmalleissa ldhdetaén jakauman kertymafunk-
tion kaanteisfunktion eli kvantiilifunktion mallintamisesta. Tamé voidaan tehda esi-
merkiksi mallintamalla kvantiilifunktio painotettuna summana erilaisista kvantiili-
funktioista. Erityinen tyyppi kvantiilisekoituksia on polynomiset kvantiilisekoituk-
set, joiden komponentteina kaytetdan yhté ns. pohjajakaumaa, joka on jokin jatkuva
jakauma, ja tdhén lisitdan toisen asteen polynomi, jonka voi tulkita vinous- ja hui-
pukkuuskomponentiksi. Kvantiilisekoitusmallit on esitetty artikkelissa (Karvanen)
2000).

Tamén tutkielman tarkoituksena on tutkia kvantiilisekoitusmallin kayttamista
parametrisena elinaikamallina. Miten kvantiilisekoitusmallit voidaan muotoilla eli-
naikojen mallinnukseen sopiviksi? Millaisia ominaisuuksia niilld on? Miten téllaiset
mallit vertautuvat klassisiin parametrisiin elinaikamalleihin?

Tutkielmassa esitetadn aluksi polynomisten kvantiilisekoitusten teoriaa ja para-
metrien estimointia. Esitetdan tahén kolme soveltuvaa menetelmad. Suurimman us-
kottavuuden menetelmé (SU-menetelmé) soveltuu parametrien estimointiin, koska
kyseessd on parametrinen malli. Estimaattorit eivéit kuitenkaan ole yleensa saatavil-
la suljetussa muodossa, joten suuren otoskoon tapauksessa numeerisesti laskettavien
estimaattien laskeminen voi olla laskennallisesti verrattaen vaativaa. Helposti juuri
kvantiilisekoitusten parametrien estimointiin sovellettavissa oleva menetelmé on ns.
L-momenttimenetelma. Viimeisena kasitelldaan kvantiilifunktioon sovellettu pienim-
mén neliGsumman menetelma (PNS-menetelm4).

Seuraavaksi on tutkittu kvantiilisekoitusten soveltamista elinaikatilanteeseen. Esi-
tetadn Karvasen johtaman normaali-polynomisen kvantiilisekoituksen kéytto elinai-
kamallina. Uusina tuloksina johdetaan sitten kaksi muuta elinaikojen mallintamiseen
soveltuvaa kvantiilisekoitusta ja tarkastellaan naiden kayttaytymista ja estimointia.
Huomataan, ettd ensimmaéinen naista kahdesta on Weibull-jakauman laajennus.

Tutkielmassa tavoitteena on erityisesti tutkia, kuinka erilaiset kvantiilisekoitus-
mallit sovittuvat erityyppisiin elinaika-aineistoihin, ja kuinka ne toimivat klassisiin
parametrisiin malleihin verrattuna. Tarkastellaan em. kolmen kvantiilisekoituksen
sovittumista Weibull-jakautuneeseen aineistoon. Erityisesti sovittuvuus riskitiheys-
funktion suhteen on kiinnostuksen kohteena.

Lopuksi tarkastellaan elinaika-aineistoa, jossa on havaittu suomalaisten kaytos-
sd olevien matkapuhelinten hankinnasta kuluneita aikoja. Tutkitaan, etté eroavatko
mediaanit eri-ikaisilla henkil6illd tai eri osissa maata. Aineisto on luonteeltaan vali-
sensuroitua, joten mallintaminen parametrisen mallin avulla on luontevaa. Sovelle-
taan tassa kolmea esiteltya kvantiilisekoitusmallia.



2 Kvantiilisekoitukset

Esitelldan tassa kvantiilisekoitusten idea yleisesti.

2.1 Yleinen kvantiilisekoitus

Kvantiilisekoitusmallilla tarkoitetaan yhden muuttujan parametrista mallia, jossa
jakauman kvantiilifunktio @) eli kertyméafunktion kdénteisfunktio mallinnetaan line-
aarikombinaationa useiden eri jakaumien kvantiilifunktioista (); maérittelemalléa

k
Q(u) :Z:ciQi(u), 0<u<l, (1)

jossa kertoimet ¢; ovat reaalisia parametreja ja kvantiilifunktiot (); ovat tunnettuja.

Funktio @ on jonkin jakauman kvantiilifunktio vain silloin, kun Q'(u) > 0 kaikilla
u € (0,1). Talldin Q mairiid jakauman F' = Q~ !, joka on kyseistd kvantiilisekoitusta
vastaava kvantiilisekoitusjakauma. Huomattavaa on, ettd voi olla ¢; < 0 joillekin
1t = 1,...,k, mutta ainakin yhden kertoimista on oltava ei-negatiivinen. Toisaalta
ehto ¢; > 0, kaikilla ¢ = 1,..., k, on riittdva kvantiilifunktioehdon téayttymiselle.
(Karvanen, 2006

2.2 Polynominen kvantiilisekoitus

Tassa tarkastellaan eraita kvantiilisekoitusten erikoistapauksia, polynomisia kvantii-
lisekoituksia. Ajatus jakauman kvantiilifunktion mallintamisesta polynomien avulla
on esitetty ensi kertaa vuonna 1969 artikkelissa (Sillittol |1969). Muun muassa ar-
tikkelissa (Malham ja Wiese, 2014)) on approksimoitu summasatunnaismuuttujan
kvantiilifunktiota polynomilla. Jakauman kvantiilifunktio mallinnetaan ns. pohja-
jakauman Qg ja toisen asteen polynomin summana, kuten artikkelissa (Karvanen,
2006)), médrittelemalla

Q(u) = bQo(u) + agu® + a1u + agl. (2)

Kyseessé on kvantiilisekoitus, koska toisen asteen polynomin termeista kukin vas-
taa tietyn jakauman kvantiilifunktiota. Taman muotoilun idea on lisata jakaumaan
(o sijainti-, vinous- ja huipukkuuskomponentteja. Erityisesti kerroin ag vaikuttaa
vain jakauman sijaintiin. Kertoimet a; ja as vaikuttavat myos jakauman vinouteen
ja huipukkuuteen. Polynomi voi olla korkeampaakin astetta, mutta uudet kompo-
nentit eivit yleensé paranna mallia kovin paljon, ja kertoimien tulkinta vaikeutuu
niiden maaran kasvaessa. (Karvanen, 2006) Kvantiilisekoitusmallia on sovellettu esi-
merkiksi simulointikokeessa artikkelissa (Saarela et al., [2012)).

Kuvissal[l] [2|ja[3|on esitetty polynomin eri termejé vastaavien kvantiilifunktioiden
kadnteisfunktiot eli eri polynomikomponentteja vastaavat kertymafunktiot.
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Kuva 1: 1-komponenttia vastaavat kvantiili- ja kertyméafunktiot.
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Kuva 2: u-komponenttia vastaavat kvantiili- ja kertymafunktiot.
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Kuva 3: u?-komponenttia vastaavat kvantiili- ja kertymafunktiot.



Polynomikomponentit vaikuttavat siis kvantiilisekoitusjakaumaan rajatulla reaa-
liakselin vélilla. Jos mallin halutaan kasittédvan koko reaaliakselin, niin komponentin
() on oltava sellainen. Téllaiselle jakaumalle lin% Qo(u) = oo ja lin% Qo(u) = —o0.

u—r uU—

Télloin lim Qp(u) = oo ja lim Qp(u) = 0.

Perustelu. Jos olisi lin% Qp(u) < L < oo kaikilla u € (0,1), niin esimerkiksi
u—r

Qo(l)—Qo<;> SL(l—;>

differentiaalilaskennan véliarvolauseen nojalla valilla (%, 1), joten olisi Qp(1) < é +
Qo(3) < oo, miké ei voi pited, koska li_)m1 Qo(u) = oo. Arvolle Qy(0) saadaan

samankaltainen paattely. O

Koska polynomikomponenttien derivaatat ovat rajoitettuja, niin huomataan, et-
ta téssd tapauksessa on oltava b > 0, jotta kvantiilifunktioehto 0 < Q'(u) =
bQy(u) + 2asu + ay, 0 < u < 1, pétisi. Jones (1992) kéayttaa kvantiilifunktion deri-
vaatasta nimitysta kvantiilitiheysfunktio.

Tallaisilla kvantiilisekoitusjakaumilla on myos darellisina tasmalleen ne momen-
tit kuin jakaumalla Q. Erityisesti odotusarvo on aérellinen. Témé voidaan muotoil-
la seuraavasti:

Olkoon X ~ F'| joka on kvantiilisekoitusjakauma, jonka pohjajakauma on Fy, ja
Xo ~ Fp. Talloin, jos E(]X,|”) < oo, niin E(|X]”) < oo, missa p > 1.

Perustelu. Olkoon X ~ F ja ug = F(0). Merkitdan |as| + |a1| + |ao| = ¢. Télldin,
jos u > ug, niin

0 <Q(u) < [Q(u)| = [pQo(u) + azu® + ayu + ag|
<[6Qo(u)] + |agu® + ayu + ao| < bQo(u) + |ag| + |ay| + |ao]
=bQo(u) + ¢ = Qa(v).
Téma (4 on muunnoksen A = b.X( + ¢ kvantiilifunktio. T&ll4 muuttujalla on &éarel-
lisind samat momentit kuin jakaumalla Fp. (Liite 1) Nyt kvantiilifunktioita @ ja Q4

vastaaville kertyméfunktioille patee Fy(z) < F(x), kun x > 0. Vastaavasti arvoille
ug < 0 saadaan

0>Q(u) > —|Q(u)| = — ’bQO(u) + apu® + aju + ao‘
2 — ‘bQo(U” — ’CLQUQ +&1U+ Cl()| 2 bQo(U) — ’(12| — ’CL1’ — ’&0’

=bQo(u) — c = Qgs(u).

Tamé Qs on muunnoksen S = b.Xy — ¢ kvantiilifunktio. Talld muuttujalla on darelli-
sind samat momentit kuin jakaumalla Fj. Nyt kvantiilifunktioita @) ja Q) vastaaville
kertyméafunktioille pétee Fg(z) > F(z), kun z < 0. Kuvassa [4] on hahmoteltu néita
kertymafunktioita.

Olkoot X* ja X~ muuttujan X positiivi- ja negatiiviosat. Talloin muuttujan |X|
kertymaéafunktio

Fix|(z)=P(|X|<z)=P(—r < X <x) = F(x) — F(-x) > Fa(z) — Fs(—x).



Téaméan avulla ndhdaan, etta
B(XP) =p [ a7 (1= Fx(e)dz <p [ 711 = Fa(a) + Fs(—))dz
0 0

= [ (1= Fal@)do+p [ " Fy(—a)do
=E([A*]") + E([S ") < oo,

jos E(|X,|") < 0.

U
u=1
//FA
FS/
F x
0

Kuva 4: Hahmotelmaa paattelyssa kaytetyistd kertyméfunktioista.



3 Kvantiilisekoitusten parametrien estimointi

Parametrisen mallin kdyttoon liittyy oleellisena osana mallin parametrien estimoin-
ti otoksesta y;, ¢+ = 1,...,n, jonka oletetaan noudattavan jotain témén jakauma-
perheen jakaumaa. Esitelladn téssa luvussa kolme menetelméd kvantiilisekoitusten
parametrien estimointiin.

3.1 Suurimman uskottavuuden menetelma

Parametrisena mallina kvantiilisekoitusmallin parametrit voidaan estimoida tavalli-
seen tapaan SU-menetelmélld. Jos oletetaan, ettd Q(u) = bQo(u) + asu? + ayu + ay,
niin havaintoa y;, 7 = 1, ..., n, vastaava kertyméafunktion arvo u; 16ydetaan yhtalon

Y; = Q(uz) = bQo(Ul) -+ agu? + a1 u; -+ Ao (3)

ratkaisuna. Huomataan, etta oikea puoli on arvon u kasvava funktio, joten ratkai-
su on helppo 16ytéda esim. puolitushaulla. Mallin mukainen tiheysfunktio voidaan
kirjoittaa arvon u; avulla

1

f(yz|bv a2’a’1’a0) = f(Q(u,)|b, a27a17a0) = bQOI(Uz) T 2aqu; + alv (4)

koska Q'(u) = bQq'(u) + 2azu + a; > 0 kaikilla u € (0,1). (Karvanen| (2006), Jones
(1992))

Perustelu. Olkoon Y ~ F. Jos U ~ Tas(0, 1), niin muuttuja Y on samoin jakautu-
nut kuin muunnos Q(U) = F~(U), joten muuttujan Y tiheysfunktio on

Fo (9) =fou QW) = fo(Q'(w) (Z/Q‘l(y)|
folu)  fulu) 1

’d%Q(U)‘ T 0w~ bQo(u) + 2a0u +ay’ missi y = Q(u).

Talloin otoksen yi, ..., y, (i.i.d.) uskottavuusfunktio voidaan kirjoittaa:

n
L(b,az, a1, aolys, ..., yn) = H f(yilb, az, a1, ag). (5)
i=1
Vastaavasti, jos osa havainnoista on sensuroitunut, eli niistd tunnetaan vain véli

y; € (c, %), m+1 <i < n, voidaan uskottavuusfunktio kirjoittaa:

L(b,az,ay, aolys, ..., yn) =

m n 6
Hf<y2|b7 &2,@1,&0) : H [F<C?|b7 a?aalaa(]) - F(Ci’b, a?aaba[))] . ( )

=1 i=m-+1

Maksimoimalla tdmaé uskottavuusfunktio l6ydetdan suurimman uskottavuuden rat-
kaisu (8, ay,a1,00)T ja siten myos kvantiilisekoitusta vastaava estimoitu jakauma.
Tama joudutaan kaytannossé aina tekemaédn numeerisesti ja voi olla raskaahko las-
kea otoskoon n ollessa suuri.



3.2 L-momenttimenetelma

Vaihtoehtoinen tapa estimoida parametrit on ns. L-momenttimenetelmé. (Hosking),
1990) Menetelmé muistuttaa tavallista momenttimenetelméé, jossa otoksen tietyt
momentit asetetaan samoiksi vastaavien mallin teoreettisten momenttien kanssa.
Vastaavasti L-momenttimenetelméssd asetetaan samoiksi otoksesta laskettuja L-
momentteja mallijakauman L-momenttien kanssa.

3.2.1 L-momentit

L-momentit (lineaariset momentit) ovat perinteisten momenttien kaltainen jouk-
ko jakauman tunnuslukuja, jotka kuvaavat jakauman sijaintia, vaihtelua, vinoutta,
huipukkuutta ym. Ne ovat jarjestettyihin otoksiin perustuvia tunnuslukuja. [Hosking
(1990) esittelee L-momenttien teoriaa ja johtaa teoreettiset L-momentit seuraavalla
tavalla:

Olkoot Z; ~ F, i = 1,...,n, jakauman F mukaan jakautuneita riippumattomia
satunnaismuuttujia. Olkoot talloin Zi.,, ..., Z,., vastaavat nousevaan jarjestykseen
jarjestetyt muuttujien arvot. Télloin Z.,, £ = 1,...,n, on siis muuttujajoukon k.
pienintd arvoa kuvaava satunnaismuuttuja. Talloin asteen r L-momentti maéritel-
laan

= S () B )
missa o | |
EZie-iye =Gy — g1 ] PP L= FG2dF ()
7!

ook v W e

Talloin erityisesti neljid ensimméistd L-momenttia voidaan jakauman F' kvantii-
lifunktion @ avulla kirjoittaa:

M= 1B (Z) = [ Qrlu)du (8)
Vo = 5B (Zns — Z12) = [ (2= D)Qr(u)iu,

As = ;,E<Z&3 — 2253+ Ziy) = /01(6u2 = 6u+1)Qr(u)du ja

A = iE(ZM 3754+ 304 — Zr) = /0 "(20u — 3002 + 120 — 1)Qp(u)du.
Vastaavasti kuin tavalliset momentit, naiméa neljé ensimmaistéd L-momenttia ku-

vaavat jakauman sijaintia, vaihtelua, vinoutta ja huipukkuutta. L-momenttien olem-
massaolon toteamiseen riittda, ettd jakauman odotusarvo on aarellinen.



L-momenttien estimointi otoksesta

L-momenttien suora estimointi otoksesta siten, etté kaydéaan lapi kaikki r havainnon
aliotokset ja keskiarvoistetaan ne, on laskennallisesti vaativaa otoksen ollessa suuri.
Hosking| (1990) esittdd tehokkaamman kaavan estimoida L-momentit otoksesta suo-
raan lineaarikombinaatioina, joiden kertoimet ovat tietynlaisia alternoivia summia.
Elamir ja Seheult| (2003)) esittévat kaavan seuraavasti:

Olkoon yi.p, ..., Yn:n jrjestetty otos kasvavassa jérjestyksessi. Talloin saadaan
L-momentin A, estimaatti [, seuraavalla kaavalla:

; v (i (D () () (O
l, :7’_1; (Zk b (<n>)( )( )) Yin.- (9)

Jos kaavan binomikertoimissa (Z) ei pade 0 < k < n, niin (Z) =0.

Tamé on implementoitu R-kirjastossa Lmoments. (Karvanen, 2011)).

L-momenttien estimointi on varsin robustia myos pienillé aineistoilla. Elamir ja
Seheult, (2004) esittévit estimaattoreille (9) eksaktin varianssi — kovarianssimatriisin
estimaattorin ;. TAm& on implementoitu R-kirjastossa nsRFA. (Viglione, 2014

3.2.2 Parametrien estimointi L-momenttien avulla

Avainasemassa on huomio, ettd kvantiilisekoitusmallin tapauksessa voidaan kirjoit-
taa:

= Ar(Z: CiQi) = Z: Ci)\r(Qi)a (10)

joka seuraa suoraan esimerkiksi yhtaloista . Tapauksessa r = 2 nahdaan, etta

Az(Q)ﬂz(iCiQi):/ 2u—1) li ]
_ch/ 2u —1)Qi(u i

Muut L-momentit kayttaytyvit vastaavasti. O]

Néma yksinkertaisten jakaumien L-momentit \,.(Q;) ovat yleensa helposti las-
kettavissa, ja erityisesti polynomin komponenteille nelja ensimmaistéd L-momenttia
ovat seuraavat:

M(Q1) =1 X(@) =0 X(Q1) =0 M@) =0
MQu) =3 X(Qu) = % A3(Qu) =0 MQ,) =0 (11)
Al(QuQ) = % )\2(Qu2) ~ % AS(QuQ) = % )\4(Qu2> = 0.



Jakauman parametrien estimointi tapahtuu nyt asettamalla samoiksi otoksesta
estimoituja L-momentteja jakauman teoreettisten L-momenttien kanssa. (Gilchrist),
2000, sivut 74 — 79, 194) Koska mallissa on nelja parametria, niin ratkaisun saami-
seksi on kiinnitettava nelja momenttia samoiksi. Luonnollinen valinta on kiinnittaa
nelja ensimmaista L-momenttia siten, etta

l_r :)\r(bQo+a2Qu2 +Q1Qu+CLQQ1), r= 1,...,4. (12)

Nyt L-momenttiestimaatti (b, Gs, é1,dg)” saadaan yhtiléryhmén

L A (Qo) % s 1 b b
1_2 o )\Q(QO) = L0 a2 . a2
l_3 - )\3(@0) 3% 8 0 aq o A aq (13>
l4 )\4(@0) O O O ag ap
ratkaisuna
- 1 -
b - )\4(@0) l47 (].4)
2 ond A3(Qo)
a9 = 30[3 — 3())\4(@0)[4,
Gy = 61y — 3005 + BOA?’(Q;B(EQS&(QO)ZQ ja
o = Iy — 3ly + 5l + —524(Qo) +/\i>(\22<§0) — N1(G) Ly.

L-momenttiratkaisu on hyodyllinen sellaisenaan, mutta erityisesti sitd voi kayt-
tda SU-menetelmén lahtoarvona uskottavuusfunktion numeerisessa maksimoinnissa.
Toisaalta L-momenttien robustisuus pienilla otoksilla periytyy myos itse estimaatto-
rille (l;, dy, a1, ag)’, miké voi olla tavoiteltava hyoty. Parametriestimaattoreille saa-
daan varianssi — kovarianssimatriisi L-momenttien varianssi — kovarianssimatriisin
avulla huomaamalla, etté fl( o= A15(A™HT. (Karvanen, 2006)

b,az2,d1,d0

3.3 Kvantiilifunktion pienimman neliosumman menetelma

Kvantiilisekoituksen parametrit on myos mahdollista estimoida minimoimalla otok-
sen empiirisen kvantiilifunktion ja mallikvantiilifunktion erotuksen neliosumma pis-
teissa %, %, I "T’l ja 1, jossa n on otoskoko. (Gilchrist} 2000, sivut 193 — 222)

Estimaatti

(b, in, )T =argmin Y (Qu( 1) — Q1) (15)

b,az,a1,a0 ;—1

=arg min zn:(?/m - Q(%))Qv

b,az,a1,a0 ;—1

jossa @), on otoksen empiirinen kvantiilifunktio ja () on kvantiilisekoitusmalli.



4 Polynominen kvantiilisekoitusmalli elinajoille

Tassa luvussa tarkastellaan, kuinka kvantiilisekoitusmalleja voidaan soveltaa elinai-
kojen mallintamiseen. Muodostetaan kolme erilaista kvantiilisekoitusmallia tahan
tarkoitukseen ja tutkitaan niiden kayttaytymista.

4.1 Lyhyesti elinajoista

Elinajaksi kutsutaan sellaista muuttujaa, joka voi saada vain ei-negatiivisia arvoja.
Kaikki muuttujat, joilla on jokin kiinteéd darellinen alaraja, voidaan itse asiassa tul-
kita tallaisiksi. Nimitys elinaika tulee siité, ettéd tallainen muuttuja voidaan yleensa
tulkita jonkinlaiseksi ajaksi, joka kuluu alkuhetki nollasta johonkin yksilolle tapah-
tuvaan tapahtumaan, kuten elion kuolemaan tai laitteen rikkoutumiseen.
Tallaisesta tulkinnasta tapahtumaan kuluvana aikana saadaan elinaikajakaumil-
le kdyttoon kdteva funktio, joka kuvaa tapahtumatiheytta. Tama elinaikojen jakau-
maa kuvaava funktio on sen ns. riskitiheysfunktio. Muuttujan X riskitiheysfunktio

_J(=)
11— F(z)
Tassa F on jakauman kertyma- ja f tiheysfunktio. Riskitiheysfunktio kuvaa muuttu-
jan X todennékoisyystiheyttd saada arvo kyseiselld hetkelld x ehdolla, ettd X > z,
eli se on yksilon kuolemistodennékoisyystiheys hetkella x ehdolla, etta yksilo on
selviytynyt hetkeen x asti. Esimerkiksi laskeva riski vastaa paksuhantaista jakau-
maa, jossa muuttujan X odotettavissa oleva elinaika tulee suuremmaksi muuttujan
x kasvaessa.

Rx(x) x> 0. (16)

4.2 Kvantiilisekoitusmallin soveltaminen elinaikoihin

Tapaukseen, jossa aineisto on tyyppia x; > 0, ¢ = 1,...,n, ei kvantiilisekoitusmalli
sovi sellaisenaan. Kuitenkin, jos alkuperaiselle aineistolle tehdédan muunnos

y; = log(x;), i =1,...,n, (17)

niin muunnoksen kantajaksi tulee koko reaaliakseli, jolloin tdhan muunnettuun ai-
neistoon voidaan sovittaa kvantiilisekoitusmalli. Kaikissa seuraavissa tapauksissa
aineisto muunnetaan kaavalla . Haluttaessa tarkastella mallin sovitetta alkupe-
riisessé skaalassa téytyy tiheysfunktio muuntaa takaisin kdanteismuunnoksella. Lo-
garitmimuunnos on aidosti kasvava, joten tiheysfunktio alkuperaisessa X-skaalassa
saadaan muunnoksella

() = fi (log(a)) +, > 0. (13)

Talla tavalla muunnetulla kvantiilisekoituksella on samat momentit darellisind kuin
muuttujalla e?*°, jossa X, ~ F,. Eksponentoidun kvantiilisekoituksen momenttien
olemassaolo riippuu siis myos parametrista b, mika nahdadn seuraavasti:

Olkoon X ~ F'| joka on kvantiilisekoitusjakauma, jonka pohjajakauma on Fj, ja
Xy ~ Fp. Talloin, jos E(|e**0|”) < oo, niin E(|e*|") < oo, missd p > 1.
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Perustelu. Kéytetadn apuna kappaleen merkintoja ja tuloksia. Todetaan, etta
Fux() = P(e¥ < 2) = P(X < log(x)) = F(log(x)
ja vastaava patee muuttujalle A, joten kertyméfunktiolle F,x saadaan arvio
Fox(z) = F(log(z)) > Fa(log(x)) = F.a(x),

kun z > 1. Muuttujalla e = e?*0%¢ on dérellisind samat momentit kuin muuttujalla

ePXo. ([Liite 1)) Siten nédhddén, etta
e’} 1
E(|eX|") :p/ V(1 — Fox(2))de < p/ V(1 — Fox(2))de
0 0
e’} 1
0 [ a1 = Faa(@))de < p [ 277 (1= Fox(@))de + E(e ") < o0,
1 0

jos E(|e"X0]”) < oo. O

4.3 Lognormaali-polynominen kvantiilisekoitus

Artikkelissa (Karvanen, |2006) on tutkittu normaali-polynomista kvantiilisekoitusta,
jossa Qo on N (0, 1)-jakauman kvantiilifunktio. Sovelletaan tété kvantiilisekoitusmal-
lia logaritmoituun aineistoon. Alkuperéisen aineiston nakokulmasta téata voidaan ni-
mittda lognormaali-polynomiseksi kvantiilisekoitukseksi. On huomattavaa, ettd nimi
ei ole taysin yhteneva normaali-polynomisen sekoituksen kanssa, silla se ei ole sama
asia kuin kvantiilisekoitus, jossa lognormaaliin jakaumaan yhdistettéisiin polynomi-
komponentteja. Sen sijaan polynomikomponentit ovat tédssé mukana tietylla tavalla
eksponentoidussa muodossaan.

Olkoon otos x1, ..., z,, josta saadaan kaavalla logaritmoitu otos y1, ..., ¥,. Esti-
mointi voidaan tehda kolmella luvussa |3| esitetylla tavalla.
L-momenttiestimaattia varten otoksesta voidaan laskea kaavalla @[} L-momenttien

estimaatit [y, [5, [3, 4. Itse estimointiyhtaloryhmé saa lognormaali-polynomisen
kvantiilisekoituksen tapauksessa muodon:

(0
iy - O (19)
I PR R
ls U000 0 ) \ ag

Téassa matriisin ensimmaéisen sarakkeen arvot ovat N (0, 1)-jakauman L-momentteja,
jotka on laskettu kaavojen avulla.

Estimoidun kvantiilisekoitusjakauman tiheysfunktio voidaan kirjoittaa muodos-
sa:

3 1
- w)|b, g, a1, dg) = = 20
Ty () =fv(Q(u)|b, ag, ax, ao) b0y (a) + 2 + (20)
B 1 B 1
-3 T 3 >
Qo) T 202U+ a1 pgimy T 262U+
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missd y = Q(u). Kaavasta saadaan tasta alkuperdisen skaalan tiheysfunktio.
Tédman kvantiilisekoituksen funktiot ja parametrien estimointi on implementoitu R-
kirjastossa Lmoments. (Karvanen, 2011)

SU- ja PNS-estimaatit saadaan edella esitetylla tavalla.

4.3.1 Simulointiesimerkki

Tarkastellaan esiteltyjen kolmen estimointimenetelméan kayttaytymisté simuloimal-
la lognormaali-polynomisesta kvantiilisekoitusjakaumasta 200 kertaa 200 havainnon
suuruinen otos. Kéaytetdan niin pientd maaraé, koska myohemmassé simuloinnissa
joudutaan tekemaan sama laskennallisesti raskaammalle mallille. Kéytetaan jakau-

maa, jonka parametrien arvot ovat b = 1, as = —0.5, a; = —1 ja ag = 0. Kyseessa
on siis jakauma, jonka kvantiilifunktio on
Qu) = Qno1)(u) —0.5u° —u, 0<u< 1. (21)

Estimoidaan kvantiilisekoituksen parametrit kolmella menetelmalla kullekin simu-
lointiotokselle ja tarkastellaan ndiden parametriestimaattien jakaumaa. Verrataan
lisdksi sovitteita simulointijakaumaan kdyttamalld mittana Kolmogorov — Smirnov -
etdisyyttd. Kolmogorov — Smirnov -etiisyys on kahden yksiulotteisen jakauman eroa
kuvaava suure. Jakaumien Fj ja F, vélille se voidaan maéritellé seuraavasti:

Dgs(Fh, F2) =§161153|F1(x) — Fy(z)], (22)

jossa S tarkoittaa jakauman kantajaa.

Kertoimien estimaatit

arvo

menetelmé
0- =
=

B3 PNS

1 1 1 1
b a2 al a0
kerroin

Kuva 5: Lognormaali-polynomisesta kvantiilisekoitusjakaumasta poimituille otok-
sille eri menetelmalla laskettujen oikean arvon suhteen keskitettyjen parametriesti-
maattien viiksilaatikkokuvaajat.
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Néyttad, ettd SU-menetelméd toimii néistd parhaiten, koska se on keskiméaérin
lahimpéana oikeaa, ja estimaattien vaihtelu on pieninta. L-momenttimenetelmalla
saadaan ldhes yhta hyviéd tuloksia, mutta PNS-menetelméan estimaateissa on jonkin
verran harhaa, vaikka sekin menetelma toimii varsin hyvin tassa mallissa. Erityisesti
kertoimet as ja a; estimoituvat hieman heikosti. Naiden kertoimien vaihtelu on itse
asiassa kaikilla kolmella menetelmallé varsin isoa, koska molemmat kuvaavat hyvin
samanlaista vaikutusta, mika tuo yksittaisen kertoimen estimointiin epavarmuutta.

Taulukko 1: Edellisista 200 otoksesta eri menetelmilla saatujen parametrivektoreiden
keskiarvot ja niitd vastaavien sovitteiden ja simulointijakauman vélisten Kolmogorov
— Smirnov -tunnuslukujen keskiarvot seka kaikkien naiden keskihajonnat.

Parametri | L-momenttimenetelmé | SU-menetelmé | PNS-menetelmé
b=1 1.010 (0.144) | 0.993 (0.142) |  1.013 (0.154)
as = —0.5 —0.501 (0.401) | —0.492 (0.340) | —0.669 (0.384)
a; = —1 —1.031 (0.575) | —0.989 (0.543) | —0.869 (0.573)
ap =20 0.016 (0.233) | —0.008 (0.228) | —0.020 (0.246)
K-S 0.040 (0.017) 0.037 (0.017) 0.041 (0.018)

Taulukossa [I] on estimoidun parametrivektorin keskiarvot ja keskihajonnat me-
netelmittdin. Huomataan, ettd L-momentti- ja PNS-estimaatit ovat hyvin lahell&
toisiaan ja poikkeavat jonkin verran SU-estimaatista, joka vaikuttaa olevan lahim-
péanéa oikeaa.

4.4 Eksponentti-polynominen kvantiilisekoitus

Luonnollinen valinta pohjajakaumaksi @)y elinaikatilanteessa voisi olla eksponentti-
jakauma. Tama yhdistettyna vinouskomponentteihin voisi olla toimiva tapa mallin-
taa elinaikoja kvantiilisekoitusten avulla. Siirryttaessa logaritmoituun aineistoon on
kuitenkin luonnollista logaritmoida myos pohjajakaumaksi tarkoitettu eksponentti-
jakauma. Siis nyt Qo(u) = Qug(x)(u) = log (log (ﬁ)), missda X ~ Exp(1).

Perustelu.

Fx(z)=1—¢e"", jolloin
Fiogx)(z) = P(log(X) < z) = P(X <¢") = Fx(e")

—¢" jonka kéddnteisfunktio

Eggl(X) (u) = Quog(x)(u) = log (log (1;1)) .

Kaytetaan tasta nimitysta eksponentti-polynominen kvantiilisekoitus.

Olkoon logaritmoitu otos v, ..., y,. Estimointi voidaan tehda kolmella luvussa
esitetylla tavalla.
L—momentt_iesﬁirr_laa_ttia varten otoksesta voidaan laskea kaavalla @D L-momenttien

estimaatit [y, [o, [3, 4. Itse estimointiyhtaloryhma saa eksponentti-polynomisen
kvantiilisekoituksen tapauksessa muodon:
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l:l )\1,10g X % % 1 b
ly Xojogx 5 g 0 az
2 ) , 23
{3 /\3,10gX % 0 0 aj ( )
Iy Adlogx 0 0 0 ag

jossa Ajlog(x), ¢ = 1,...,4, saadaan laskettua numeerisesti kaavasta kayttaen
kvantiilifunktiota Qog(x):
)\l,logX = —0.577, )\2710gX = 0693, )\3,10gX = —0.118 ja /\4710gX = 0.104.

Estimoidun jakauman tiheysfunktio saadaan vastaavasti, kuten kaavassa ([20)), ja
se saa logeksponenttisen pohjafunktion tilanteessa muodon:

Fr(y) = [ (Qu)|b, as, ar, do)
1
B b {log (log (ﬁ))} + 2a2u + ay (24)
1

3 - -
(=) log(i=w) T 202t + a1

Kaavalla saadaan tasté alkuperdisen skaalan tiheysfunktio. Jakauman funktiot
ja parametrien estimointi L-momenttien avulla ovat R-koodissa
SU- ja PNS-estimaatit saadaan edellé esitetylld tavalla.

4.4.1 Yhteys Weibull-jakaumaan
Olkoon X ~ Weibull(3, k), jolloin muuttujan X kertyméfunktio on

1— e_(%)k, kun z >0

25
0, kun x < 0. (25)

FXﬂ,k ($) = {

Weibull-jakautuneen muuttujan logaritmin log(X) kvantiilifunktio voidaan tél-
16in kirjoittaa:

Qg (1) — % (logk(li“)) +log(B), 0<u<1. (26)

Perustelu.

FlOgXB,k(x) = P(log(X) < 95) = P(X < ex) = FXB,k:(ex)

T

=1- e_(%)k, jonka kadnteisfunktio (g saadaan ratkaisemalla

o 6_(EQ%<u>)’“
eQo(w) k
< 5 ) = —log (1 —u)
k (Qo(u) —log(B)) = log (—log (1 — u))
log (log (1
L Gt ) B
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Tasta huomataan, ettd eksponentti-polynominen kvantiilisekoitus on itse asias-
sa. Weibull-jakauman yleistys. Weibull-jakaumaan paadytédan, kun asetetaan b =
%, az = 0, a; = 0ja ap = log(f). Seuraavissa kuvissa |§| ja EI on havainnollistettu,
millainen vaikutus komponenteilla a; ja as on Weibull(1, 1)-jakauman eli Exp(1)-
jakauman tiheysfunktioon, kun niita poikkeutetaan nollasta.

15 2.0 2.5
| | |

f(x)

1.0

0.0
|

kauman tiheysfunktioon kun sité

Kuva 6: Kertoimen a; vaikutus Weibull(1, 1)-ja
1,4,...,1.4,1.5, ja tapaus a; = 0 on

poikkeutetaan nollasta. Tassa a; = —1.5, —1,
korostettuna.

25

f(x)
1.5

1.0

0.5

0.0
|

0.0 0.5 1.0 15

kauman tiheysfunktioon kun sité

Kuva 7: Kertoimen ay vaikutus Weibull(1, 1)-ja
1,4,...,1.4,1.5, ja tapaus ay; = 0 on

poikkeutetaan nollasta. Téassa ay, = —1.5,—1,
korostettuna.
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4.4.2 Simulointiesimerkki

Tarkastellaan vastaavasti eksponentti-polynomisen kvantiilisekoituksen tapauksessa
kolmen estimointimenetelman kéyttaytymista simuloimalla kvantiilisekoitusjakau-
masta 200 kertaa 200 havainnon otos. Kéytetdan jakaumaa, jonka parametrien ar-
vot ovat b = 1, as = —0.5, a; = —1 ja ag = 0. Kyseessid on siis jakauma, jonka
kvantiilifunktio on

Q(u) = log (10g (1;;)) —0.5u” —u, 0<u<l. (27)

Estimoidaan kvantiilisekoituksen parametrit kolmella menetelmalld kullekin simu-
lointiotokselle ja tarkastellaan ndiden parametriestimaattien jakaumaa.

Kertoimien estimaatit

arvo

Bl su
B3 PNS

el =l % e

-25- . 't

-5.0-

kerroin

Kuva 8: Eksponentti-polynomisesta kvantiilisekoitusjakaumasta poimituille otoksille
eri menetelmallé laskettujen oikean arvon suhteen keskitettyjen parametriestimaat-
tien viiksilaatikkokuvaajat.

Menetelmista SU-menetelma ja L-momenttimenetelmé antavat lahes yhta hy-
vid tuloksia, mutta PNS-menetelmélld saaduissa estimaateissa on paljon harhaa
vksittédisten kertoimien kohdalla. Erityisesti harhaa on kertoimissa ay ja a;. PNS-
menetelma ei vaikuta kovin kayttokelpoiselta taman kvantiilisekoituksen kohdalla.
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Taulukko 2: Edellisista 200 otoksesta eri menetelmilla saatujen parametrivektoreiden
keskiarvot ja niitd vastaavien sovitteiden ja simulointijakauman vélisten Kolmogorov
— Smirnov -tunnuslukujen keskiarvot seka kaikkien naiden keskihajonnat.

Parametri | L-momenttimenetelmé | SU-menetelmé | PNS-menetelmé
b= 0.985 (0.173) 0.980 (0.151) 1.593 (0.320)
as = —0.5 —0.516 (0.440) | —0.508 (0.435) | —4.064 (0.730)
a; = —1 —0.907 (0.840) | —0.905 (0.819) 1.397 (0.760)
ap =20 —0.051 (0.426) | —0.059 (0.392) | —0.600 (0.422)
K-S 0.042 (0.018) 0.039 (0.017) 0.499 (0.110)

Taulukossa [2] on estimoidun parametrivektorin keskiarvot ja keskihajonnat me-
netelmittdin. Huomataan, ettd L-momentti- ja SU-estimaatit ovat hyvin ldhella toi-
siaan, mutta PNS-estimaatit eroavat merkittavasti naistd kahdesta.

4.5 Gamma-polynominen kvantiilisekoitus

Eksponenttijakauma pohjajakaumana on itse asiassa Gamma(1l, 1)-jakauma. Tar-
kastellaan taméan vuoksi toista mahdollista gammajakaumaa kvantiilisekoituksen
pohjajakaumana. Otetaan pohjajakaumaksi Gamma(l,2). Téssd ensimmaéinen pa-
rametri on kdénteinen skaala- ja toinen muotoparametri. Olkoon X ~ Gamma(l,2).
Silloin

fx(z) =ze ™, x> 0. (28)

Vastaavasti tehdadn X:lle logaritmimuunnos, jotta se soveltuu kvantiilisekoituk-
sen pohjajakaumaksi. Téméan logaritmoidun muuttujan kertyméafunktio on

Fo(x) = Fogx(z) =1 — e (1 +¢7). (29)

Tarvittava kvantiilifunktio )y voidaan hakea numeerisesti timén kaanteisfunktiona
Fy . Nimitetdén tatd mallia gamma-polynomiseksi kvantiilisekoitukseksi.

Olkoon logaritmoitu otos i, ..., y,. Estimointi voidaan tehd& kolmella luvussa
esitetylla tavalla.
L-momenttiestimaattia varten otoksesta voidaan laskea kaavalla @ L-momenttien

estimaatit [y, ls, I3, 4. Itse estimointiyhtaloryhma saa gamma-polynomisen kvan-
tiilisekoituksen tapauksessa muodon:

l:l )\l,log X % % 1 b
I Aojogx 5 5 0 az
b _| M , 30
l_3 >\3,10gX % 00 a1 ( )
l4 A4,10gX 0 00 ap

jossa Ajlog(x), ¢ =1,...,4, saadaan kaavasta kdyttden muuttujan log(X) kvan-
tiilifunktiota Qy:
Miogx = 0423, Agjogx = 0443, A31ogx = —0.053 ja  Ag1ogx = 0.061.
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Estimoidun jakauman tiheysfunktio saadaan vastaavasti, kuten kaavassa , ja
se saa logaritmisen Gamma(1, 2)-pohjafunktion tilanteessa muodon:

fr () =fv(Q(u)|b, as, , ao)
B 1 B 1 (31)

b ~ ~ b ~ ~
F(Qo(w) + 2aou + ay —e(QQo(u)—eQ()(u)) + 2a0u + ay

Kaavalla saadaan tastd alkuperdisen skaalan tiheysfunktio. Jakauman funktiot
ja parametrien estimointi L-momenttien avulla ovat R-koodissa
SU- ja PNS-estimaatit saadaan edellé esitetylld tavalla.

4.5.1 Simulointiesimerkki

Tarkastellaan vastaavasti gamma-polynomisen kvantiilisekoituksen tapauksessa kol-
men estimointimenetelméan kayttaytymistd simuloimalla kvantiilisekoitusjakaumas-
ta 200 kertaa 200 havainnon otos. Kéytetdan jakaumaa, jonka parametrien arvot
ovat b =1, as = —0.5, a1 = —1 ja ag = 0. Kyseessa on siis jakauma, jonka kvantii-
lifunktio on

Q(u) = Qo(u) — 0.5u* —u, 0<u < 1. (32)

Estimoidaan kvantiilisekoituksen parametrit kolmella menetelmalla kullekin simu-
lointiotokselle ja tarkastellaan naiden parametriestimaattien jakaumaa.

Kertoimien estimaatit

menetelmé
0 -
9 : B
Y °
: : B sU

* E3 PNS

b a2 al a0
kerroin

Kuva 9: Gamma-polynomisesta kvantiilisekoitusjakaumasta poimituille otoksille eri
menetelmallé laskettujen oikean arvon suhteen keskitettyjen parametriestimaattien
viiksilaatikkokuvaajat.
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SU-menetelmélla ja L-momenttimenetelmalld saadaan lahes yhta hyvia tuloksia.
PNS-menetelméan tulokset poikkeavat néistd jalleen varsin paljon juurikin kertoi-
mien as ja a; osalta. Naiden kertoimien vaikutukset sekoittuvat PNS-estimaatissa
ja hajaantuvat kahteen suuntaan. Vaikuttaa siltd, ettd PNS-menetelméa toimii ko-
keilluista tapauksista vain normaalisessa tilanteessa hyvin. Kun pohjajakaumaksi
otetaan vinompia vaihtoehtoja, niin estimaatteihin tulee harhaa.

Taulukko 3: Edellisisté 200 otoksesta eri menetelmillé saatujen parametrivektoreiden
keskiarvot ja niita vastaavien sovitteiden ja simulointijakauman vélisten Kolmogorov
— Smirnov -tunnuslukujen keskiarvot seka kaikkien nédiden keskihajonnat.

Parametri | L-momenttimenetelmé | SU-menetelmé | PNS-menetelmé
b=1 1.007 (0.165) 0.995 (0.143) 0.943 (0.171)
as = —0.5 —0.495 (0.286) | —0.487 (0.248) —2.154 (0.402)
ap = —1 —1.019 (0.486) | —0.994 (0.472) 0.155 (0.444)
ap =20 0.004 (0.148) | —0.006 (0.144) 0.390 (0.231)
K-S 0.056 (0.027) 0.042 (0.019) 0.880 (0.105)

Taulukossa [3| on estimoidun parametrivektorin keskiarvot ja keskihajonnat me-
netelmittdin. Huomataan, ettd L-momentti- ja SU-estimaatit ovat hyvin ldhella toi-
siaan, mutta PNS-estimaatit eroavat merkittavasti nédistd kahdesta.
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5 Kvantiilisekoitusten sovittumistarkasteluja

Polynomisen kvantiilisekoitusmallin kaytettavyyden kannalta oleellista on sen kyky
sovittua erilaisiin elinaika-aineistoihin. Edella tarkasteltiin mm. kvantiilisekoitusten
parametrien estimointia, kun malli oli oikea, jolloin aineisto noudatti kvantiilisekoi-
tusjakaumaa. Mitd tapahtuu, kun kvantiilisekoitusmalli ei ole oikea, vaan aineisto
tulee jostain toisesta jakaumasta? Tarkastellaan tassa luvussa téllaista tilannetta.

5.1 Weibull-jakauman ominaisuuksista

Tarkastellaan tassa luvussa polynomisten kvantiilisekoitusten kykya sovittua jakau-
miin, jotka ovat riskifunktioltaan muutamaa perustyyppid. Haetaan ndma jakau-
mat Weibull-perheesta. Tata varten seuraavassa on tehty joitain huomioita Weibull-
jakaumasta.

Weibull-jakauman riskitiheys

Weibull-jakaumaperhe on erityisesti elinaikojen mallintamiseen sopiva parametrinen
jakaumaperhe. Se parametrisoituu kahdella parametrilla. Parametri 5 > 0 on ns.
skaalaparametri, joka kuvaa jakauman arvojen absoluuttista kokoa, ja £ > 0 on
muotoparametri, joka kuvaa jakauman tyyppid. Jakauman kertyma- ja tiheysfunk-
tiot ovat seuraavat, kun Xz ~ Weibull(3, k): (Weibull, 1951))

1-— e*(%)k, kun >0

F =
%o (7) { 0, kun x <0 (33)
z\k
(%)(%)k_le_(ﬁ) , kun z >0
= 34
Sxau(@) { 0, kun z < 0. (34)

Téten jakauman riskitiheysfunktio saadaan kaavalla (16]): (McCool, 2012} sivut
95 — 118)

Ry, (1) = (Z) (;)M, kun z > 0. (35)

Tama riskitiheysfunktio on

vaheneva, kun k <1

vakio, kun k =

hidastuvasti kasvava, kun 1 <k <2 (36)
tasaisesti kasvava, kun k=

kiihtyvésti kasvava, kun k > 2.
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Kuvassa [10| on erilaisten Weibull-jakaumien riskitiheysfunktioita. Néissé riskiti-
heyksissd parametri § = 1.

k=0.5 k=1

14

R(X)
10

0.8

0.6

k=15 k=2

R(x)
15
I
R(X)
10 15 20

0.5
05

k=3

R()
00 05 10 15 20 25 30

Kuva 10: Erilaisten Weibull-jakaumien riskitiheysfunktioita.

Huomio logaritmisen Weibull-jakauman L-momenteista

Tarkasteluissa on tarve kayttaa alkuperdiseltda skaalalta logaritmoitua muuttujaa.
Sovitus voidaan tehdé tdman skaalan L-momentteja hyviksi kdyttaen. Tarkastellaan
siksi logaritmoidun Weibull-jakauman L-momentteja. Olkoon Xz, ~ Weibull(3, k).
Talloin muuttujalle log X saadaan kertymafunktio

T

Flog x5, (2) = Fx,, (€") =1 — e~ (F)" (37)
Talloin taméan kaanteisfunktiona saadaan sen kvantiilifunktio

Qlog x5, (u) = log(—loi(l —v) +1log(f3), kun 0 <u <1, (38)

kuten kaavan johdossa.
Parametri [ siis vaikuttaa kvantiilifunktion arvoihin vain lisdyksen log(f) verran.
Tasta seuraa kaavalla , ettéd logaritmisen Weibull-jakauman L-momenteille

)\l,longyk = Al,lOgXBZLk + ]‘Og(ﬁ) ja (39)
)\i,logXB,k = /\i,longszv kun i > 2.
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Perustelu.

Llog(—log(1l —u
ALlog X5 2/0 (= los( ) + log(8)du

k
1 ]og(—log(1 — 1
_ /0 os( Oi( ) g+ /O 10g(8)dt = A jog x5, , + 108 3,
1 log(—log(l — u
>\2,10ng,;€ :/0 (2u - 1) [ g( i( )) + IOg(B)‘| du

e S EC e

1
:)\2,10ng:1,;€ + log(ﬂ)/o (2u - 1)du = AQ,logXﬁzlyk-

Vastaavasti muille L-momenteille tdma seuraa siita, etta
1
/ (6u — 6u + 1)du = 0,
0

1
/ (204 — 30u2 + 12u — 1)du = 0 jne.
0

O

Taméa tarkoittaa, ettd parametri § vaikuttaa vain ensimméiseen logaritmisen
Weibull-jakauman L-momenttiin.

5.2 Kvantiilisekoitusten sovittuminen Weibull-aineistoihin

Edella néahtiin, ettd Weibull-jakaumaperheeseen kuuluu laaja kirjo erityisesti ris-
kitiheydeltaan erilaisia jakaumia. Tarkastellaan tassé naistd muutamaa perustyyp-
pid yksi kerrallaan. Tarkastellaan kolmen kvantiilisekoituksen kykyé sovittua néihin
Weibull-jakaumiin L-momenttimenetelmalld. Kysymys on siis siitd, ettd miten 1a-
helle oikeaa mallia padstaan, kun mallinnetaan Weibull-aineistoa vaaralla kvantiili-
sekoitusmallilla, jolla on samat L-momentit kuin logaritmisella Weibull-jakaumalla.

Edelld huomattiin, ettd logaritmisen Weibull-jakauman parametri § vaikuttaa
vain jakauman ensimmaiseen L-momenttiin. Kun L-momentteja kdytetadn kvantii-
lisekoitusmallin parametrien estimointiin, kuten yhtaloissa (14)), niin ensimmaéinen
L-momentti Ajjogx,, vaikuttaa vain parametrin aq estimaattiin. Siten parametrin
B vaikutus periytyy vain sijaintiparametriin ag, kun estimoidaan kvantiilisekoitus,
jolla on samat L-momentit.

Talloin, jos R.x on logaritmiskaalan muuttujan X eksponenttimuunnoksen riski-
tiheysfunktio, niin vastaavalla riskitiheysfunktiolla muuttujalle X — log(«), « > 0,

on yhteys siihen kaavalla:

R.x 10s(0) () = aR.x (ax), x> 0. (40)
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Perustelu. Olkoon X satunnaismuuttuja ja sen kertymafunktio Fx ja tiheysfunktio
fx. Esitetddn muuttujan eX riskifunktio niiden avulla:

F.x(z) =Fx(log(x)), ja siten

fox () = Py (log(x)) =  Fxlog(x)). joten

L (log(a)
1 — Fx(log(z))

~

Rex (l’)

X —log(«

Esitetdan sitten muuttujan e ) riskifunktio tdmén avulla:

Fxtogey (1) =P (X718 < )
=P(X <log(az)) = Fx(log (ax)) ja

fox —108(e) (T) :CZUFEXW(Q) () = (Z:Fx(log ()
:;fx(log (o)), joten
o) - Hxlloz(ea) L fllog o)
X T Fe(log (ax)) 1 — Fy(log (ax))
=aR.x(ax).

[]

Taméan tarkastelun tarkoitus oli nayttéda, ettd kvantiilisekoitukset sovittuvat ris-
kitiheysfunktion mielessé tietylld tavalla samoin Weibull-jakaumaan parametrilla k
riippumatta parametrin /5 arvosta. Kaavassa oleva —log(a) edustaa téssa edelld ha-
vaittua Weibull-jakauman parametrin 8 vaikutusta kvantiilisekoitussovitteen sijain-
tiparametriin ag. Nahtiin siis, ettd parametri § ei vaikuta sovitteeseen muuten kuin
sijainnin kautta. Voidaan siis kiinnittaa jatkossa § = 1 ilman, etta tulkinnat muut-
tuisivat.

Kvantiilisekoitus, jolla on samat L-momentit, sovitetaan ratkaisemalla yhtaloryhméa

)\1,10ng21’;€ )\1(@0) % % 1 b

A2,log X511 _ A2(Qo) % % 0 az (41)
A3log X5_1.1 A3(Qo) 5 0 0 ap |’

Adlog Xs_1 1 A(Qo) 0 0 0 agp

jossa vasemman puolen arvot ovat logaritmisen Weibull-jakauman L-momentteja pa-
rametrien arvoilla g = 1 ja k. Kaavasta itse asiassa nahdaan, etta Ajjogx,_,, =
%Ai,log Xs_1_- Lastéd seuraa, ettd parametrien estimaatti kiyttaytyy vastaavasti:

- 1
(b, ag, ay, Cbo)g:l,k = E<
Tama kayttaytyminen johtuu siis pelkdstdan valinnasta 5 = 1.

b, s, @1, o)1 p1- (42)

Eksponentti-polynomiselle kvantiilisekoitukselle sovite on aina tasmélleen sama
kuin vastaava Weibull-jakauma, kuten nahtiin logaritmisen Weibull-jakauman kvan-
tiilifunktiosta (26]).
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Verrataan seuraavaksi sovitettujen jakaumien tiheys- ja riskitiheysfunktioita vas-
taaviin Weibull-jakauman funktioihin erilaisten riskien tapauksissa. Téssd on oleel-
lisesti kyse siita, etta kuinka hyvin kvantiilisekoitus pystyy korvaamaan Weibull-
jakauman, kun halutaan kayttaa riskitiheysfunktiota kuvailevana menetelmané, ja
kuinka hyvin se tekee sen erilaisten riskien tapauksessa.

Vahenevin riskin tapaus

Edella nahtiin, etta Weibull-jakauman riskitiheysfunktio on vaheneva parametrien
arvoilla 0 < k < 1. Tarkastellaan téssé erityisesti tilannetta k& = 0.5. Kahdella eri
L-momenttisovituksella saadaan seuraavat sovitteet kuvissa [I1] ja [I12] ja taulukossa
on parametrien estimaatit ja tunnuslukuja.

Tiheyssovite Riskisovite

)

Kuva 11: Lognormaali-polynomisen kvantiilisekoitussovitteen tiheys- ja riskitiheys-
funktiot ja vastaavat Weibull(1, §)-jakaumalle.

Tiheyssovite Riskisovite

)

Kuva 12: Gamma-polynomisen kvantiilisekoitussovitteen tiheys- ja riskitiheysfunk-
tiot ja vastaavat Weibull(1, 1)-jakaumalle.
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Taulukko 4: Eri kvantiilisekoitusten parametreja tapauksessa k=0.5.

Parametri | Lognorm. | Eksp. | Gamma
b 3.014 2 3.400
Qo —7.067 0| —1.664
ay 5.183 0 0.938
ag —1.390 0| —2.506

Kaikki tarkastelussa olleet kvantiilisekoitukset soveltuvat varsin hyvin tallai-
sen riskin mallintamiseen. Normaalikomponentti yhdistettyna polynomiin kuitenkin
tuottaa tietynlaisen oskillaatioilmion. Gamma-polynominen on varsin lédhelld koh-
dejakaumaa. Kvantiilisekoituksen soveltuvat riskiltaan tallaisen jakauman mallinta-
miseen hyvin.

Vakioriskin tapaus

Arvolla & = 1 tavoiteltavana Weibull-jakaumana on eksponenttijakauma. Téalloin
kohteen riskitiheysfunktio on vakio. Kahdella eri L-momenttisovituksella saadaan
seuraavat sovitteet kuvissa ja[14] ja taulukossa [5] on parametrien estimaatit ja
tunnuslukuja.

Tiheyssovite Riskisovite
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Kuva 13: Lognormaali-polynomisen kvantiilisekoitussovitteen tiheys- ja riskitiheys-
funktiot ja vastaavat Weibull(1, 1)-jakaumalle.
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Kuva 14: Gamma-polynomisen kvantiilisekoitussovitteen tiheys- ja riskitiheysfunk-
tiot ja vastaavat Weibull(1, 1)-jakaumalle.

Taulukko 5: Eri kvantiilisekoitusten parametreja tapauksessa k=1.

Parametri | Lognorm. | Eksp. | Gamma
b 1.507 1 1.700

Qo —3.534 0| —0.832

aq 2.592 0 0.469

Qg —0.695 0| —1.253

Vakioriskin tapaus on kvantiilisekoituksille sinansa jakauman sovittuvuuden kan-
nalta aivan toimiva. Logormaali- ja gamma-polynomiset mallit eivat kuitenkaan pys-
ty kuvaamaan kovinkaan hyvin itse riskifunktion kayttaytymista. Riskifunktioissa
havaitaan voimakas oskillaatioilmio néissd kahdessa tapauksessa. Jos riskitiheys-
funktio on kiinnostuksen kohteena, niin silloin naiden kahden kaytto ei ole kan-
nattavaa. Eksponentti-polynominen kvantiilisekoitus toimii luonnollisesti téssakin
tapauksessa.

Hidastuvasti kasvavan riskin tapaus

Arvolla 1 < k < 2 Weibull-jakauman riskitiheysfunktio on hidastuvasti kasvava. Poi-
mitaan naisté tapaus k = % Kahdella eri L-momenttisovituksella saadaan seuraavat
sovitteet kuvissa[I5]ja[16] ja taulukossa [ on parametrien estimaatit ja tunnuslukuja.
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Kuva 15: Lognormaali-polynomisen kvantiilisekoitussovitteen tiheys- ja riskitiheys-
funktiot ja vastaavat Weibull(1, )-jakaumalle.
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Kuva 16: Gamma-polynomisen kvantiilisekoitussovitteen tiheys- ja riskitiheysfunk-
tiot ja vastaavat Weibull(1, 2)-jakaumalle.

Taulukko 6: Eri kvantiilisekoitusten parametreja tapauksessa k = 2

5
Parametri | Lognorm. | Eksp. | Gamma

b 1.005 % 1.133

a9 —2.356 0| —0.555

a1 1.728 0 0.313

ap —0.463 0| —0.835
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Hidastuvasti kasvavassa tapauksessa gamma-polynominen kvantiilisekoitus so-
vittuu varsin hyvin. Se 16ytad myo6s riskifunktion tyypin kohtuullisesti, mutta kéyt-
taytyminen jakauman hannassa ei vastaa kovin hyvin kohdejakaumaa. Lognormaali-
polynominen antaa heikohkon tuloksen, koska se ei loydéd jakauman yksihuippui-
suutta. Sen riskitiheysfunktio sovittuu myos melko heikosti, jos verrataan gamma-
polynomiseen kvantiilisekoitukseen.

Tasaisesti kasvavan riskin tapaus

Arvolla k = 2 Weibull-jakauman riskitiheysfunktio on tasaisesti kasvava. Kahdella
eri L-momenttisovituksella saadaan seuraavat sovitteet kuvissa [17] ja [18] ja taulu-
kossa [7| on parametrien estimaatit ja tunnuslukuja.

Tiheyssovite Riskisovite
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Kuva 17: Lognormaali-polynomisen kvantiilisekoitussovitteen tiheys- ja riskitiheys-
funktiot ja vastaavat Weibull(1, 2)-jakaumalle.
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Kuva 18: Gamma-polynomisen kvantiilisekoitussovitteen tiheys- ja riskitiheysfunk-
tiot ja vastaavat Weibull(1, 2)-jakaumalle.
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Taulukko 7: Eri kvantiilisekoitusten parametreja tapauksessa k = 2.

Parametri | Lognorm. | Eksp. | Gamma
b 0.753 1 0.850
Qs —1,767 0| —0.416
ay 1.296 0 0.234
aop —0.348 0| —0.626

Tassa tilanteessa lognormaali-polynominen sekoitus loytaa itse asiassa jakauman
varsin hyvin. Myos riskitiheysfunktio kuvaa hyvin todellisuutta oleellisella alueel-
la. Jakauman hanta on kuitenkin varsin erilainen kuin kohdejakaumalla. Gamma-
polynominen kvantiilisekoitus sovittuu taas selvisti paremmin. Sen riskitiheysfunk-

tion sovite on myos varsin hyva.

Kiihtyviasti kasvavan riskin tapaus
Arvolla k > 2 Weibull-jakauman riskitiheysfunktio on kiihtyvasti kasvava. Tarkas-
tellaan tapausta £ = 3. Kahdella eri L-momenttisovituksella saadaan seuraavat so-
vitteet kuvissa [I9ja [20] ja taulukossa [§ on parametrien estimaatit ja tunnuslukuja.
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Kuva 19: Lognormaali-polynomisen kvantiilisekoitussovitteen tiheys- ja riskitiheys-
funktiot ja vastaavat Weibull(1, 3)-jakaumalle.
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Kuva 20: Gamma-polynomisen kvantiilisekoitussovitteen tiheys- ja riskitiheysfunk-
tiot ja vastaavat Weibull(1, 3)-jakaumalle.

Taulukko 8: Eri kvantiilisekoitusten parametreja tapauksessa k = 3.

Parametri | Lognorm. | Eksp. | Gamma
b 0.502 5| 0.567
Qs —1,778 0| —0.277
aq 0.864 0 0.156
ao —0.232 0| —0.418

Kiihtyvasti kasvavan riskin tapaus on sinansa samanlainen kuin edeltéava, mut-
ta sovittuvuus téssa tapauksessa on edelleen parempi kuin edellisessd kummankin
jakauman kohdalla. Erityisesti gamma-polynominen kvantiilisekoitus on myos riski-
funktioltaan ldhella oikeaa.

Kaiken kaikkiaan voidaan todeta, ettd Weibull-mallin korvaaminen kvantiilise-
koitusmallilla voi olla harkittavissa oleva vaihtoehto. Erityisesti eksponettipolyno-
minen kvantiilisekoitus on juuri Weibull-tapauksissa toimiva, sama kuin Weibull-
jakauma. Gamma-polynominen kvantiilisekoitus on my6s hyvin lahella edellista.
Lognormaali-polynomisella sekoituksella on selvat heikkoutensa naihin kahteen ver-
rattuna. On kuitenkin huomattava, etté tdssa on rajoituttu vain Weibull-jakaumaan.

Vaihtoehto gammajakaumasta

Weibull-jakaumien lisiksi tarkastellaan sovittumista Gamma(3, 5)-jakaumaan. Pa-
rametrit ovat kdanteinen skaala- ja muotoparametri. Jakauma muistuttaa monin
tavoin Weibull-jakaumaa parametrin arvolla k = %, riskitiheys on hidastuvasti kas-
vava. Kolmella eri L-momenttisovituksella saadaan seuraavat sovitteet kuvissa [21],
ja[23], ja taulukossa [9] on parametrien estimaatit ja tunnuslukuja.
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Kuva 21: Lognormaali-polynomisen kvantiilisekoitussovitteen tiheys- ja riskitiheys-
funktiot ja vastaavat Gamma(3, 5)-jakaumalle.
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Kuva 22: Eksponentti-polynomisen kvantiilisekoitussovitteen tiheys- ja riskitiheys-
funktiot ja vastaavat Gamma(3, 5)-jakaumalle.
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Kuva 23: Gamma-polynomisen kvantiilisekoitussovitteen tiheys- ja riskitiheysfunk-
tiot ja vastaavat Gamma(3, 5)-jakaumalle.

Taulukko 9: Eri kvantiilisekoitusten parametreja tapauksessa Gamma(3,5).

Parametri | Lognorm. | Eksp. | Gamma
b 0.672 | 0.446 0.758
Qs —1.017 | 0.559 0.188
aq 0.839 | —0.317 | —0.107
ag —0.767 | —0.457 | —1.016

Sovitteet ovat jokseenkin samanlaisia kuin aikaisemmin Weibull(1, 2)-jakaumalle
saadut. Lognormaali-polynominen sovittuu jalleen heikommin kuin kaksi muuta.
Hieman yllattden gamma-polynominen kvantiilisekoitus sovittuu nyt jopa hieman
paremmin kuin eksponentti-polynominen versio. Eksponentti-polynominen kvantii-
lisekoitus ei siis valttamatta ole ylivertainen gamma-polynomiseen verrattuna, kuten
Weibull-esimerkeista voisi olettaa.

Yleisesti voidaan sanoa, etté kvantiilisekoitusmalli soveltuu téassa esitettyjen elin-
aikamallien korvaajaksi melko vaihtelevasti. Jos riskifunktion tyyppi on hyvin sel-
kedsti kasvava tai vihenevé, niin lopputulos on hyva. Muussa tapauksessa malli voi
antaa harhaanjohtavia tuloksia.

Sovitteista voi kuitenkin todeta, ettd kvantiilisekoitukset voivat olla harkittavis-
sa oleva malli tilanteisiin, joissa riskifunktiossa tapahtuu jollain muuttujan arvolla
muutos monotonisuuden suunnassa. Weibull-jakauma sellaisenaan ei sisalld naité
vaihtoehtoja.
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6 Sovellus matkapuhelinaineistoon

Sovelletaan kvantiilisekoitusmalleja aineistoon (Karvanen ja Luomal 2014)), joka liit-
tyy ihmisten matkapuhelimen kayttoelinkaarien pituuksien ja merkkiuskollisuuden
mallintamiseen liittyvaan tutkimukseen (Karvanen et al., 2014).

6.1 Aineisto

Tutkimusta varten on tehty kysely eri-ikaisille ja eri puolilla Suomea asuville ih-
misille. Néiltd on kysytty mm. télla hetkella kaytossa olevan puhelimen hankki-
misesta kulunut aika. Vastaus on voitu antaa erilaisilla tarkkuuksilla: kuukauden,
vuodenajan tai vuoden tarkkuudella. Vastemuuttujan arvo on siis valisensuroitu eli
sen tiedetdan olevan vain jollakin tunnetulla vélilla. Havainnot ovat siis muotoa
z; € (cl,c), missd ¢} ja ¢!, madrdytyvit henkilon antaman ajankohdan ja tarkkuu-
den mukaan. Taustamuuttujina kyselyn henkil6iltéd on kirjattu mm. asuinalue, ika,
tulot, sukupuoli ja puhelimen tyyppi. Lopullisesti kyselyyn on saatu 536 vastausta.
Kun karsitaan dataa niin, ettd ne havainnot, jotka eivit sisélld informaatiota kulu-
neesta ajasta, jatetddn pois, niin lopulliseen aineistoon jaa 499 havaintoa. Aineisto,
jota kéytetdédn, on esitetty Kun yhdistetdéan ikd-muuttujan luokkia niin,
ettd muodostuu kolme erilaista ikdryhméa: 15 — 34, 35 — 54 ja 55 — 79 -vuotiaat,
niin aineisto on jakautunut ian ja asuinalueen mukaan taulukossa [10] esitettavalla
tavalla.

Taulukko 10: Otoksen frekvenssit ién ja asuinalueen mukaan.

Alue/Ika 1534 | 35 —-54 | 55 — 79 | Yhteensa
Uusimaa 27 42 66 135
Muu Eteld-Suomi 25 23 35 83
Léansi-Suomi 51 41 56 148
Pohjois- ja Itd-Suomi 41 45 47 133
Yhteensa 144 151 204 499

Kun poimitaan vastevilien (¢}, ¢!,) keskipisteet, niin koko dataa voidaan havain-
nollistaa histogrammilla kuvassa [24] Aineisto on tyypillinen elinaika-aineisto, jossa
suurin osa puhelimista on varsin uusia, ja vanhempia puhelimia on vihan, mutta ne
voivat olla idltdan huomattavan vanhoja.
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Kuva 24: Aineiston vastevélien keskipisteiden histogrammi.

6.2 Tutkimuskysymys

Léhdetaédn aineiston avulla tekemaan paatelmia matkapuhelinten idn mediaanista
aineiston eri ositteissa. Pyritdan vastamaan kysymykseen, ettd eroavatko mediaanit
eri ositteissa. Jaetaan aineisto osiin kahden muuttujan suhteen ja tarkastellaan naité
osituksia toisistaan erilldan. Tutkitaan, ettd onko puhelinten ién mediaaneissa eroa
em. kolmessa ikaryhmaéssé, ja toiseksi tutkitaan, etta poikkeaako lansisuomalaisten
vastaava mediaani muun maan mediaanista. Muulla Suomella tarkoitetaan téssé
Uudenmaan, Muun Eteld-Suomen ja Pohjois- ja Itd-Suomen yhdistettyé otosta.

6.3 Mallintaminen

Koska tarkkoja ikia ei tiedetd, vaan puhelimille on tiedossa vain véli, jolle ika si-
joittuu, niin varsinaisia otosmediaaneja ei ole mahdollista laskea. Jotta mediaaneille
saataisiin estimaatit, niin aineistolle on asetettava esimerkiksi parametrinen malli.
Mallinnetaan aineistoa em. kvantiilisekoitusmallien avulla. Tata varten tehdaan ai-
neiston vastevéleille logaritmimuunnos. Estimointi voidaan tehd&d SU-menetelmalla
vélisensuroidulle datalle muodostamalla uskottavuusfunktio, kuten kaavassa [6]

Mediaanin tutkiminen kvantiilisekoitusten avulla onnistuu helposti, silld medi-
aanille Md pétee

log (Md) = Q (;) . bQo(;) + aQG)Q +a (;) +ao, (43)

joten sen estimaatti saadaan helposti kertoimien estimaattien avulla. Tastd saa-
daan mediaanin estimaatti Md = ¢1°8 (M4) alkuperéiselld skaalalla. Estimaatin tark-
kuutta voi arvioida esimerkiksi laskemalla mediaanille varianssiestimaatti jackknife-

menetelman avulla.
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6.3.1 Ikaryhmit

Sovitetaan kvantiilisekoitusmalli erikseen kunkin ikdryhméan muodostamaan osada-
taan. Toistetaan tama kullekin kolmelle kvantiilisekoitustyypille. Verrataan naité
sovitteita eri ikdryhmien valilla.

Lognormaali-polynominen kvantiilisekoitus
Taulukossa |11} on lognormaali-polynomisen kvantiilisekoituksen sovitteet ikdryhmit-
tdin, mediaanin estimaatti ja sen varianssin jackknife-estimaatti.

Taulukko 11: Lognormaali-polynomisen kvantiilisekoituksen sovitteet ikdryhmittéin.

Estimaatti 15-34|135-54 |55 -79
b 1.147 | 1313 | 1.707
s —3.151 | —2.192 | —1.671
ay 3.397 | 1.812 | —0.287
ao 1.605 | 2350 | 3.726
Md 12.374 | 14.996 | 23.696
Varjs (Md) | 1714 | 2127 | 2.652

Kuvassa [25[ on piirrettyné sovitteiden tiheysfunktiot.
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Kuva 25: Lognormaali-polynomisen kvantiilisekoituksen sovitteiden tiheysfunktiot
kolmessa eri ikdryhmaéssé.

Eri ryhmien mediaanien erotuksille saadaan estimaatit, keskivirheet ja Bonferroni-
korjatut p-arvot taulukossa[12] Nayttaa siltd, ettd vanhimmalla ikaryhméalla kéytos-
sé olevat puhelimet ovat mediaani-ialtaén vanhimpia. Nuoremmilla ikaryhmilla ei
havaita merkitsevaé eroa.
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Taulukko 12: Lognormaali-polynomisen kvantiilisekoituksen ikédryhmien mediaanien
vertailu.

Erotus Arvo sd | p-arvo
Mdss 54— Mdys 54 | 2.621 | 1.960 0.54
Mdss 79 — Mdys 54 | 11.322 | 2.090 | < 0.001
Mdss 79 — Mdss 5, | 8.700 | 2.186 | < 0.001

Eksponentti-polynominen kvantiilisekoitus

Taulukossa (13| on vastaavat eksponentti-polynomisen kvantiilisekoituksen sovit-
teet ikdryhmittdin, mediaanin estimaatti ja sen varianssin jackknife-estimaatti.

Taulukko 13: Eksponentti-polynomisen kvantiilisekoituksen sovitteet ikdryhmittéin.

Estimaatti 15—-34|35-54|55-79
b 0.915| 0813| 1.157
as —0.520 | 0.131 | 1.442
a 0.780 | 0.579 | —2.533
ao 2.597 |  2.669 | 4.498
Md 12.446 | 14.771 | 23.747
Varjo, (Md) | 4.427 | 3.835 | 12.107

Kuvassa [26| on piirrettyné sovitteiden tiheysfunktiot.
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Kuva 26: Eksponentti-polynomisen kvantiilisekoituksen sovitteiden tiheysfunktiot
kolmessa eri ikaryhmaéssé.

Vastaavat mediaanien erojen estimaatit, keskivirheet ja Bonferroni-korjatut p-
arvot ovat taulukossa Tulokset ovat samanlaisia, mutta tdma kvantiilisekoitus
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antaa selvasti suuremmat keskivirheet kuin lognormaali-polynominen, joten p-arvot
tulevat suuremmiksi. Erityisesti vanhimman ikaryhmaéan sovitejakauman tyyppi vai-
kuttaa olevan erilainen kuin lognormaali-polynomisessa.

Taulukko 14: Eksponentti-polynomisen kvantiilisekoituksen ikdryhmien mediaanien
vertailu.

Erotus Arvo sd p-arvo
Mdss 54 — Mdys 50 | 2.325 | 2.874 | > 0.999
Mdss 79 — Mdys 34 | 11.301 | 4.066 | 0.005
Mdss 790 — Mdss 5, | 8.976 | 3.993 | 0.0246

Gamma-polynominen kvantiilisekoitus

Taulukossa [I5] on vastaavat gamma-polynomisen kvantiilisekoituksen sovitteet
ikaryhmittain, mediaanin estimaatti ja sen varianssin jackknife-estimaatti.

Taulukko 15: Gamma-polynomisen kvantiilisekoituksen sovitteet ikdryhmittéin.
Estimaatti 15-34135-54|55-179

b 1.513 1.559 1.925
Qs —1.277 | —0.189 0.476
ay 1.288 0.077 | —1.887
ag 1.419 1.899 3.015
Md 12.523 | 14.845 | 24.226

Varjo (Md) | 3383 | 2.736 | 14.184
Kuvassa [27] on piirrettyné sovitteiden tiheysfunktiot.
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Kuva 27: Gamma-polynomisen kvantiilisekoituksen sovitteiden tiheysfunktiot kol-
messa eri ikaryhmassa.
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Vastaavat mediaanien erojen estimaatit, keskivirheet ja Bonferroni-korjatut p-
arvot ovat taulukossa [16] Tulokset ovat samanlaisia kuin eksponentti-polynomisen
kvantiilisekoituksen tapauksessa. Myos jakaumien tyypit eksponentti-polynomisen
ja gamma-polynomisen kohdalla ovat hyvin samanlaisia. Huomattavaa kuitenkin
on, etta jos tarkastellaan eroja 0.05 riskitasolla, niin kahden vanhimman ikaryhmén
ero ei ole talla mallilla merkitseva.

Taulukko 16: Gamma-polynomisen kvantiilisekoituksen ikdryhmien mediaanien ver-
tailu.

Erotus Arvo sd p-arvo
Mdss 54 — Mdys 50 | 2.322 | 2.474 | > 0.999
Mdss 79 — Mdys 54 | 11.703 | 4.191 | 0.016
Mdss 790 — Mdss 5, | 9.381 | 4.113 | 0.068

Kaikki kolme mallia loytavat kutakuinkin samanlaiset mediaaniestimaatit, ja
vanhimmassa ikaryhmassa kaytossé olevien puhelinten ika vaikuttaa korkeimmalta.
Kuitenkin lognormaali-polynominen kvantiilisekoitus poikkeaa kohtuullisen paljon
kahdesta muusta. Edelld huomattiin, ettd se on useassa tapauksessa heikoimmin
sovittuva malli, joten havaitut erot saattavat johtua lognormaali-polynomisen mallin
huonosta sopivuudesta.

6.3.2 Alueet

Jaetaan aineisto vastaavasti kahteen osaan henkilon asuinalueen mukaan. Tarkas-
tellaan, ettd eroaako lansisuomalaisten mediaani muun Suomen mediaanista. Sovi-
tetaan vastaavasti kolme kvantiilisekoitusmallia naihin otoksiin.

Lognormaali-polynominen kvantiilisekoitus

Taulukossa [17/on lognormaali-polynomisen kvantiilisekoituksen sovitteet kahdel-
la alueella, mediaanin estimaatti ja sen varianssin jackknife-estimaatti.

Taulukko 17: Lognormaali-polynomisen kvantiilisekoituksen sovitteet alueittain.

Estimaatti Léansi-Suomi | Muu Suomi
b 1.247 1.593
Qo —2.238 —2.478
a, 2.231 1.171
ao 2.350 2.863
Md 18.284 16.934
Var o (Md) 3.228 1.136

Kuvassa [28] on piirrettyné sovitteiden tiheysfunktiot.
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Kuva 28: Lognormaali-polynomisen kvantiilisekoituksen sovitteiden tiheysfunktiot
kahdella alueella.

Eri alueiden mediaanien erotukselle saadaan estimaatti, keskivirhe ja p-arvo tau-
lukossa[18 Lansisuomalaisten suurempi mediaani ei tule tilastollisesti merkitsevaksi.

Taulukko 18: Lognormaali-polynomisen kvantiilisekoituksen alueiden mediaanien
vertailu.

Arvo sd
—1.350 | 2.089

Erotus
MdMuu Suomi — MdLénsi

p-arvo
0.52

Eksponentti-polynominen kvantiilisekoitus
Taulukossa [I9 on vastaavat eksponentti-polynomisen kvantiilisekoituksen sovit-
teet alueittain, mediaanin estimaatti ja sen varianssin jackknife-estimaatti. Varians-

siestimaateista tulee talla kvantiilisekoituksella suurempia.

Taulukko 19: Eksponentti-polynomisen kvantiilisekoituksen sovitteet alueittain.

Estimaatti Lansi-Suomi | Muu Suomi
b 0.970 1.119
as 0.305 0.820
i —0.092 —1.409
ao 3.258 3.724
Md 18.778 16.692
Var jaex (Md) 6.985 13.589

Kuvassa on piirrettynd sovitteiden tiheysfunktiot. Huomataan, ettd sovit-
teen tyyppi on varsin erilainen kuin lognormaali-polynomisen kvantiilisekoituksen
tapauksessa.
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Kuva 29: Eksponentti-polynomisen kvantiilisekoituksen sovitteiden tiheysfunktiot
kahdella alueella.

Vastaava mediaanien eron estimaatti, keskivirhe ja p-arvo ovat taulukossa [20]
Estimaatti poikkeaa jonkin verran lognormaali-polynomisen antamasta, ja myos sen
keskivirhe on suurempi. Ero ei ole tilastollisesti merkitseva.

Taulukko 20: Eksponentti-polynomisen kvantiilisekoituksen alueiden mediaanien
vertailu.

Erotus Arvo sd | p-arvo
Mty suomi — Mdpans | —2.089 | 4.536 | 0.65

Gamma-polynominen kvantiilisekoitus

Taulukossa 2] on vastaavat gamma-polynomisen kvantiilisekoituksen sovitteet
alueittain, mediaanin estimaatti ja sen varianssin jackknife-estimaatti. Huomattavaa
on, ettda Muu Suomi -alueen varianssiestimaatti poikkeaa eksponentti-polynomisen
sekoituksen vastaavasta. Tamé saattaa johtua naiden kahden erilaisesta herkkyy-
destéa poikkeaville havainnoille.

Taulukko 21: Gamma-polynomisen kvantiilisekoituksen sovitteet alueittain.

Estimaatti Lansi-Suomi | Muu Suomi
b 1.595 1.967
ao —0.499 —0.173
a 0.502 —1.044
ao 1.956 2.383
Md 18.331 17.050
Var ;o (Md) 6.608 6.941
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Kuvassa on piirrettyna sovitteiden tiheysfunktiot. Namé ovat kohtuullisen
samanlaisia eksponentti-polynomisen mallin sovitteiden kanssa, mutta poikkeavat
lognormaali-polynomisen vastaavista.
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Kuva 30: Gamma-polynomisen kvantiilisekoituksen sovitteiden tiheysfunktiot kah-
della alueella.

Vastaava mediaanien eron estimaatti, keskivirhe ja p-arvo ovat taulukossa [22
Estimaatti on nyt ehka hieman yllattaen lahempané lognormaali-polynomisen anta-
maa. Merkitsevyytta ei myoskadn havaita tamén kvantiilisekoituksen tapauksessa.

Taulukko 22: Gamma-polynomisen kvantiilisekoituksen alueiden mediaanien vertai-
lu.

Erotus Arvo sd | p-arvo

M dntun suomi — Mdpans | —1.281 | 3.681 | 0.728

Kaikki kolme mallia antavat saman johtopadtoksen. Alueiden vilille ei saada
tilastollisesti merkitsevaa eroa. Lognormaali-polynomisen kvantiilisekoituksen sovite
on jalleen hieman poikkeava kahdesta muusta.

6.4 Diagnostiikkaa

Tarkastellaan sovitettujen mallien sopivuutta kullekin ikaryhmalle ja kummallekin
alueelle piirtamalld samaan kuvaan otosvélien ala- ja ylarajojen kertyméfunktiot ja
kolmen kvantiilisekoitusmallin kertyméafunktiot. Vertaa artikkeliin (Karvanen et al.,
2014). Lénsi-Suomen ja Muun Suomen kuvaajat ovat kuvissa [31] ja . Eri ikédryh-

mien kuvaajat ovat kuvissa [33] [34] ja
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Kuva 31: Lansi-Suomen otoksen kertyméfunktiokuvaajat.

F(ika)

Kertyméfunktiot
o
S
[oe]
g
[(e}
<
<
3
N
© — havaittu
---- Lognorm.
Eksp.
--- Gamma
o
S -
T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60 70

puhelimen ika/kk

Kuva 32: Muun Suomen otoksen kertymafunktiokuvaajat.
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Kuva 33: Ikdryhmén 15 — 34 otoksen kertyméfunktiokuvaajat.
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Kuva 34: Tkdryhmén 35 — 54 otoksen kertymafunktiokuvaajat.
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Kuva 35: Ikdryhmén 55 — 79 otoksen kertyméfunktiokuvaajat.

Mallit nayttavit suurin piirtein sopivilta aineistoon. Lansi-Suomen aineiston koh-
dalla on mahdollisesti havaittavissa tietynlaista epéasopivuutta, mutta pédasiassa
mallin sovitteet kuvaavat hyvin puhelinten ikien jakaumaa.
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7 Yhteenveto

Tassa tutkielmassa tarkasteltiin yleista kvantiilisekoituksiin liittyvaé teoriaa ja esi-
teltiin, kuinka sitd voi soveltaa elinaika-aineistoihin. Havaittiin kolme tapaa, joilla
mallin parametrit voi estimoida. Johdettiin kolme erilaista kvantiilisekoitusta, jotka
sopivat elinaikadatan mallintamiseen. Verrattiin eri kvantiilisekoitusten sovittuvuut-
ta erilaisiin parametrisiin elinaikajakaumiin, erityisesti Weibull-jakaumiin. Lopuksi
sovellettiin kvantiilisekoitusmalleja matkapuhelinaineiston analysointiin.

Voidaan todeta, ettd kvantiilisekoitukset voidaan tarvittaessa muotoilla elinaiko-
jen mallinnukseen sopiviksi. Téassa tutkielmassa on lahestytty ongelmaa konstruoi-
malla muutama yksinkertainen malli ja tarkastelemalla niiden ominaisuuksia lahinna
kuvailevan analyysin keinoin. Syntyneet malliperheet ovat varsin joustavia ja sopivat
monessa tilanteessa korvaamaan esimerkiksi Weibull-jakauman. Mallit ovat kuiten-
kin siind mielessa heikkoja, etté kertoimien tulkinta juurikin elinaikatilanteessa voi
olla vaikeaa, eikd mikadn kerroin ole suoraan tulkittavissa riskitiheyden tyypiksi,
kuten Weibull-jakaumassa. Mallit ovat kuitenkin loppujen lopuksi ihan kayttokel-
poisia, varsinkin Weibull-mallin laajentava eksponentti-polynominen kvantiilisekoi-
tus, joka voi olla harkittavissa oleva vaihtoehto, jos tavallinen Weibull-malli ei ole
tarpeeksi joustava.

Tallaisten kvantiilisekoitusjakaumien tarkempien ominaisuuksien tutkiminen ja
edelleen laajentaminen toisille jakaumille saattaisi kaivata jatkotutkimusta. Mité ta-
pahtuu, jos neljan kertoimen parametrisointia rajoitetaan? Olisiko mahdollista so-
veltaa kvantiilisekoituksia elinaikoihin muuten kuin eksponenttisen linkin kautta?
Miten malliin voisi liittaa selittavia muuttujia?

Kiitokset téastd tyosta erityisesti polynomiset kvantiilisekoitukset kehittaneelle
ohjaaja Juha Karvaselle, jolta koko aiheen alun perin sain ja jolta olen saanut ideat
suurimpaan osaan tassakin tutkielmassa késitellyista asioista. Liséksi kiitokset Juk-
ka Nyblomille seké tilastotieteen pro gradu -seminaarien osanottajille talvena 2013
— 2014 viitteista, vihjeistad ja kommenteista, joita pystyin ottamaan huomioon viela
ihan loppuvaiheessakin, seké lisaksi Salme Kérkkéiselle, joka patisti minua tutkiel-
man tekemisen aloittamiseen niin, etta péaasin lopulta aloittamaan vain kohtuullisesti
myohassé.
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Liite 1: Momentit

Olkoon muuttuja Y sellainen, etta E(|Y'[") < oo, missa p > 1. Talloin E(|pY + ¢|*) <
0.

Perustelu.
[0y + e pe)de < [ (0 |+ |l fayda = [(BFIYE + ...+ [el") f(2)da
= [QBFIYP)f(@)da + ..+ [ 1l f(@)da < o,

Tama pétee, koska tiassd muodostuu polynomi muuttujalle |V, ja [ |Y|?f(z)dx <
oo, kun ¢ < p. O

Olkoon muuttuja Y sellainen, ettd E(|e?Y |”) < oo, missd p > 1. Talloin E(|e?Y +|”) <
00.

Perustelu.

[ fyde = [ (e f@)de = (e [ () f(x)do < oo.

]

Muuttujalla e?¥ ¢ ei vilttimittd ole samoja momentteja dérellisind kuin muut-

tujalla e¥, ellei muuttujan ¥ momentit generoiva funktio m, jolle m(t) = E(et!),
ole direllinen kaikilla t € R. Jos niin kuitenkin on, niin E(|e?Y+¢[") = eP’E(e??Y) =
eP“m(pb) < oo. Eli téssa tapauksessa myos eksponentoidun kvantiilisekoituksen odo-
tusarvo on aina aarellinen.



Liite

2: Aineisto

1D Tka Alue Alaraja/kk Ylaraja/kk 1D Tka Alue Alaraja/kk Ylaraja/kk
1 55-64 Lansi 78 81 98 55-64 Lansi 5 6

2 55-64 Etela 61.5 73.5 99 45-54 Uusimaa 13.5 25.5
3 25-34 Lansi 54 57 100 55-64 Uusimaa 3 6

4 45-54 Etela 105 108 101 55-64 Uusimaa 13 14

5 55-64 Pohjoinenlta 12 15 102 35-44 Pohjoinenlta 75 78

6 55-64 Etela 21 24 103 25-34 Pohjoinenlta 25.5 37.5
7 55-64 Lansi 52 53 104 65-79 Lansi 49 50

8 65-79 Lansi 24 27 105 35-44 Pohjoinenlta 3 6

9 65-79 Etela 37.5 49.5 106 55-64 Lansi 44 45
10 55-64 Lansi 11 12 107 45-54 PohjoinenIta 9 10
11 45-54 Lansi 14 15 108 65-79 PohjoinenIta 37.5 49.5
12 35-44 PohjoinenIta 0.125 0.875 109 55-64 Etela 13.5 25.5
13 45-54 Lansi 4 5 110 55-64 PohjoinenIta 10 11
14 65-79 Etela 39 42 111 55-64 Lansi 37 38
15 55-64 PohjoinenIta 12 15 112 55-64 Lansi 18 19
16 55-64 Pohjoinenlta 22 23 113 45-54 PohjoinenIta 30 33
17 55-64 Lansi 13 14 114 65-79 PohjoinenIta 49.5 61.5
18 15-24 PohjoinenIta 10 11 115 65-79 Etela 85.5 97.5
19 35-44 Lansi 6 7 116 55-64 PohjoinenIta 6 9

21 25-34 PohjoinenIta 13 14 117 65-79 Pohjoinenlta 30 33
22 25-34 Uusimaa 25 26 118 55-64 Etela 32 33
23 55-64 Pohjoinenlta 25.5 37.5 119 35-44 Uusimaa 13 14
24 25-34 Pohjoinenlta 18 19 120 65-79 Etela 123 126
26 65-79 Pohjoinenlta 72 75 121 25-34 Lansi 7 8
27 55-64 Etela 13 14 123 65-79 Etela 12 15
29 45-54 Lansi 2 3 124 45-54 Lansi 22 23
30 25-34 Lansi 30 33 125 65-79 Pohjoinenlta 9 12
31 65-79 PohjoinenIta 12 13 126 35-44 Uusimaa 3 4

32 55-64 Etela 1.125 1.875 128 45-54 Etela 30 33
33 45-54 PohjoinenIta 121.5 133.5 129 45-54 Etela 21 24
34 55-64 Lansi 48 51 130 45-54 Etela 1.125 1.875
35 65-79 Lansi 35 36 131 15-24 Lansi 87 90
36 35-44 Lansi 17 18 132 65-79 Lansi 109.5 121.5
37 35-44 PohjoinenIta 7 8 133 65-79 Pohjoinenlta 7 8

38 35-44 Etela 31 32 134 35-44 PohjoinenlIta 34 35
39 25-34 Uusimaa 24 25 135 15-24 Lansi 1.125 1.875
40 55-64 Lansi 20 21 136 55-64 Uusimaa 37 38
42 25-34 Uusimaa 18 19 137 25-34 Etela 7 8
44 25-34 Etela 25 26 138 45-54 Lansi 9 10
45 65-79 Lansi 145.5 157.5 139 65-79 Pohjoinenlta 50 51
46 45-54 Uusimaa 4 5 140 65-79 Lansi 109.5 121.5
47 45-54 Pohjoinenlta 66 69 141 45-54 Pohjoinenlta 13.5 25.5
48 55-64 Lansi 30 33 142 55-64 Pohjoinenlta 7 8
49 55-64 Lansi 102 105 143 35-44 Etela 4 5

50 25-34 Pohjoinenlta 19 20 144 65-79 Lansi 43 44
52 55-64 Etela 21 24 145 65-79 PohjoinenIta 37.5 49.5
53 25-34 PohjoinenIta 25 26 146 65-79 Etela 33 36
54 55-64 Lansi 6 7 147 65-79 Lansi 31 32
55 35-44 Lansi 8 9 148 25-34 Lansi 5 6

56 55-64 Lansi 61 62 149 45-54 Uusimaa 27 28
57 55-64 Lansi 33 36 150 45-54 PohjoinenlIta 15 16
58 65-79 Lansi 49.5 61.5 151 25-34 Etela 8 9

59 15-24 PohjoinenIta 22 23 152 65-79 Uusimaa 78 79
60 65-79 Lansi 13 14 153 35-44 Pohjoinenlta 9 10
61 45-54 Uusimaa 18 19 154 15-24 Etela 1.5 13.5
62 45-54 Etela 6 7 155 65-79 Lansi 3 6

63 35-44 Lansi 1.125 1.875 156 25-34 Etela 25.5 37.5
64 35-44 Etela 13.5 25.5 157 15-24 Uusimaa 14 15
65 55-64 Lansi 25 26 158 55-64 Pohjoinenlta 61.5 73.5
66 35-44 Uusimaa 18 21 159 55-64 Pohjoinenlta 18 19
67 65-79 Lansi 61 62 160 55-64 Lansi 25 26
68 25-34 Pohjoinenlta 25 26 161 45-54 Lansi 27 30
69 55-64 Lansi 13.5 25.5 162 35-44 Lansi 0.125 0.875
70 35-44 Lansi 12 15 163 45-54 Etela 23 24
71 65-79 Lansi 3 4 164 35-44 Lansi 25.5 37.5
72 55-64 PohjoinenIta 0.125 0.875 165 35-44 Uusimaa 12 13
73 25-34 PohjoinenIta 3 4 166 55-64 Etela 18 21
74 55-64 Lansi 30 31 167 25-34 Uusimaa 15 16
75 55-64 PohjoinenIta 54 57 168 45-54 PohjoinenIta 61.5 73.5
76 55-64 Etela 25.5 37.5 169 35-44 Uusimaa 6 7
7 25-34 Uusimaa 17 18 170 65-79 Lansi 2 3

78 25-34 Uusimaa 31 32 171 65-79 Etela 12 15
79 25-34 Uusimaa 52 53 172 45-54 Lansi 61.5 73.5
80 35-44 Etela 12 13 174 15-24 Pohjoinenlta 5 6

81 25-34 Lansi 17 18 175 55-64 Lansi 24 27
82 25-34 Etela 4 5 176 55-64 Pohjoinenlta 28 29
83 35-44 Uusimaa 17 18 177 45-54 Uusimaa 73.5 85.5
84 55-64 Lansi 6 9 178 35-44 Lansi 13 14
85 45-54 Uusimaa 2 3 179 45-54 Pohjoinenlta 3 4

86 45-54 Pohjoinenlta 31 32 180 25-34 Lansi 8 9
87 55-64 Uusimaa 0.375 0.625 181 55-64 Lansi 28 29
88 65-79 Uusimaa 21 24 182 55-64 Pohjoinenlta 22 23
89 45-54 Uusimaa 2 3 183 25-34 Pohjoinenlta 31 32
90 35-44 Lansi 3 4 184 25-34 Lansi 16 17
91 55-64 Uusimaa 13.5 25.5 185 45-54 Lansi 2 3

93 35-44 Etela 27 30 186 65-79 Etela 138 141
94 15-24 Lansi 15 18 187 25-34 Etela 1.125 1.875
95 35-44 PohjoinenIta 18 19 188 45-54 Etela 0.125 0.875
96 35-44 PohjoinenIta 22 23 189 35-44 Pohjoinenlta 36 37
97 25-34 Etela 13 14 190 35-44 Uusimaa, 4 5




1D Tka Alue Alaraja/kk Ylaraja/kk 1D Tka Alue Alaraja/kk Ylaraja/kk
191 45-54 PohjoinenIta 13 14 289 55-64 Uusimaa 20 21
192 55-64 PohjoinenIta 4 5 290 45-54 Pohjoinenlta 45 46
193 15-24 Uusimaa 20 21 292 65-79 Uusimaa 21 24
194 45-54 Lansi 27 28 293 45-54 Lansi 27 30
195 65-79 Uusimaa 17 18 294 25-34 Etela 3 6

197 45-54 Uusimaa 37 38 295 25-34 Lansi 6 7

198 35-44 Lansi 18 19 296 25-34 Etela 11 12
199 45-54 Lansi 3 6 297 65-79 Etela 145.5 157.5
200 65-79 Etela 25.5 37.5 298 45-54 Uusimaa 21 24
201 45-54 PohjoinenIta 12 15 299 35-44 Uusimaa 5 6

202 45-54 Lansi 85.5 97.5 300 55-64 Etela 11 12
203 25-34 Etela 0.125 0.875 301 55-64 Lansi 20 21
204 55-64 PohjoinenIta 1.125 1.875 303 55-64 Etela 49.5 61.5
205 55-64 Lansi 2 3 304 45-54 Etela 1.125 1.875
206 35-44 Uusimaa 17 18 305 25-34 Uusimaa 0.125 0.875
207 35-44 PohjoinenIta 6 7 308 25-34 Etela 5 6

208 25-34 Etela 13.5 25.5 309 15-24 Lansi 0.125 0.875
209 55-64 Lansi 113 114 310 25-34 Etela 13.5 25.5
210 45-54 PohjoinenIta 18 19 311 45-54 Uusimaa 3 4

211 45-54 PohjoinenIta 42 45 312 65-79 Etela 1.125 1.875
212 25-34 Uusimaa 6 9 313 45-54 Lansi 3 6

213 35-44 Etela 42 45 314 45-54 Lansi 6 7
214 45-54 Etela 49 50 315 35-44 Lansi 18 19
215 45-54 PohjoinenIta 1.5 13.5 317 35-44 Lansi 54 57
216 65-79 Etela 21 24 318 15-24 Lansi 6 7

217 15-24 Pohjoinenlta 8 9 319 35-44 Uusimaa 10 11
218 55-64 Etela 159 162 320 65-79 Lansi 85.5 97.5
220 45-54 Lansi 5 6 321 15-24 Lansi 33 36
221 25-34 Lansi 4 5 323 35-44 Lansi 9 12
222 35-44 Uusimaa 49.5 61.5 324 45-54 PohjoinenIta 49 50
223 35-44 Lansi 63 66 326 45-54 Lansi 25 26
224 15-24 Uusimaa 12 13 327 25-34 PohjoinenIta 2 3

225 25-34 Lansi 1.125 1.875 328 25-34 Lansi 48 49
226 35-44 Lansi 1.125 1.875 329 25-34 Lansi 30 33
227 45-54 Lansi 9 12 330 35-44 PohjoinenIta 21 24
228 45-54 Lansi 7 8 331 65-79 PohjoinenIta 169.5 181.5
229 15-24 Uusimaa 19 20 332 25-34 Lansi 19 20
230 15-24 Lansi 9 12 333 35-44 Pohjoinenlta 12 15
231 25-34 PohjoinenIta 2 3 334 25-34 Lansi 48 51
232 35-44 PohjoinenIta 5 6 335 65-79 Pohjoinenlta 37.5 49.5
233 35-44 Etela 8 9 336 65-79 Pohjoinenlta 61.5 73.5
234 35-44 Uusimaa 33 36 337 35-44 Pohjoinenlta 17 18
235 65-79 Uusimaa 25 26 338 35-44 Lansi 7 8

236 15-24 PohjoinenIta 25 26 339 25-34 Pohjoinenlta 5 6

237 55-64 Uusimaa 7 8 340 15-24 Uusimaa 7 8

238 25-34 Lansi 27 30 341 25-34 Lansi 44 45
239 25-34 Lansi 61.5 73.5 342 45-54 Lansi 19 20
240 55-64 Etela 19 20 343 45-54 PohjoinenIta 37.5 49.5
241 35-44 Uusimaa 0.125 0.875 344 15-24 Lansi 0.125 0.875
243 25-34 Etela 8 9 345 35-44 PohjoinenIta 14 15
244 35-44 Lansi 1.125 1.875 346 25-34 Lansi 22 23
245 35-44 Lansi 4 5 347 15-24 Lansi 2 3

246 55-64 Lansi 46 47 348 45-54 Lansi 25 26
248 25-34 Uusimaa 34 35 349 25-34 Etela 7 8

249 25-34 Uusimaa 31 32 350 45-54 PohjoinenIta 18 21
250 45-54 Lansi 26 27 351 25-34 Lansi 0.125 0.875
251 45-54 Etela 1.125 1.875 352 25-34 Pohjoinenlta 15 18
252 65-79 Uusimaa 25.5 37.5 353 25-34 Uusimaa 39 42
253 45-54 Pohjoinenlta 6 7 354 25-34 Uusimaa 11 12
254 15-24 Uusimaa 9 10 355 15-24 Pohjoinenlta 21 24
255 25-34 Lansi 13.5 25.5 356 15-24 Lansi 3 4

256 55-64 Lansi 2 3 357 65-79 Lansi 19 20
257 45-54 Etela 13.5 25.5 358 15-24 PohjoinenIta 11 12
258 15-24 Uusimaa 25.5 37.5 360 25-34 PohjoinenIta 6 7

259 15-24 Uusimaa 11 12 361 25-34 Lansi 1.125 1.875
261 55-64 Etela 13 14 363 15-24 PohjoinenIta 4 5

262 15-24 Etela 13.5 25.5 364 25-34 PohjoinenIta 1.5 13.5
263 15-24 Uusimaa 12 13 365 15-24 Lansi 1.125 1.875
264 25-34 PohjoinenIta 3 4 366 15-24 Lansi 11 12
265 15-24 Lansi 27 28 367 15-24 Lansi 61 62
266 15-24 Lansi 7 8 368 15-24 Pohjoinenlta 13 14
267 15-24 Lansi 1.125 1.875 370 25-34 Lansi 13 14
269 15-24 Etela 18 19 371 15-24 Lansi 19 20
270 35-44 Etela 0.125 0.875 372 15-24 Pohjoinenlta 1.125 1.875
271 55-64 Etela 49 50 373 15-24 Pohjoinenlta 9 12
272 15-24 Etela 0.125 0.875 374 15-24 Lansi 20 21
273 55-64 Etela 13 14 375 65-79 Lansi 25.5 37.5
275 35-44 Etela 11 12 376 65-79 Lansi 23 24
276 45-54 Etela 18 21 377 65-79 Lansi 108 111
277 65-79 Lansi 13.5 25.5 378 65-79 Lansi 25.5 37.5
278 15-24 Uusimaa 65 66 379 15-24 Etela 54 57
279 25-34 Uusimaa 11 12 380 15-24 Etela 2 3

280 65-79 Etela 10 11 381 65-79 Etela 30 33
282 65-79 Etela 4 5 382 15-24 Etela 6 9

283 55-64 Etela 6 7 383 65-79 Uusimaa 6 7

284 65-79 Lansi 13.5 25.5 384 25-34 PohjoinenIta 17 18
285 15-24 Lansi 13 14 385 15-24 PohjoinenIta 20 21
286 25-34 Etela 1.125 1.875 386 15-24 Lansi 18 21
287 65-79 Etela 1.125 1.875 387 25-34 Lansi 9 10
288 45-54 Etela 30 33 388 25-34 Uusimaa, 15 16




1D Tka Alue Alaraja/kk Ylaraja/kk 1D Tka Alue Alaraja/kk Ylaraja/kk
389 65-79 PohjoinenlIta 5 6 485 65-79 Uusimaa 109.5 121.5
390 65-79 PohjoinenIta 25.5 37.5 487 65-79 Uusimaa 111 112
391 25-34 Lansi 54 57 488 65-79 Uusimaa 7 8
392 15-24 PohjoinenlIta 7 8 489 65-79 Uusimaa 23 24
394 35-44 Lansi 25.5 37.5 490 65-79 Etela 45 48
395 55-64 Pohjoinenlta 27 30 491 65-79 Pohjoinenlta 30 33
396 65-79 Pohjoinenlta 22 23 492 55-64 Uusimaa 25.5 37.5
397 25-34 PohjoinenIta 31 32 493 45-54 Uusimaa 6 9
399 45-54 PohjoinenIta 10 11 494 15-24 Pohjoinenlta 2 3
400 55-64 PohjoinenIta 19 20 495 55-64 Uusimaa 25 26
401 55-64 Pohjoinenlta 12 13 496 65-79 Uusimaa 37.5 49.5
402 35-44 Pohjoinenlta 13.5 25.5 497 35-44 Uusimaa 1.125 1.875
403 65-79 Lansi 78 81 498 55-64 Uusimaa 2 3
404 25-34 PohjoinenIta 2 3 500 65-79 Uusimaa 37.5 49.5
405 25-34 Pohjoinenlta 9 10 501 55-64 Uusimaa 27 30
406 35-44 PohjoinenIta 25.5 37.5 502 45-54 Uusimaa 49.5 61.5
407 55-64 PohjoinenlIta 12 15 503 55-64 Uusimaa 3 4
408 65-79 Lansi 63 64 504 25-34 Uusimaa 3 4
409 25-34 Lansi 25 26 505 65-79 Uusimaa, 31 32
410 55-64 Pohjoinenlta 9 10 506 65-79 Uusimaa, 0.125 0.875
411 65-79 Lansi 24 27 507 65-79 Uusimaa 47 48
412 25-34 Lansi 32 33 508 65-79 Uusimaa 33 34
413 15-24 Pohjoinenlta 9 12 509 45-54 Uusimaa 27 30
414 25-34 Lansi 14 15 510 65-79 Uusimaa 28 29
415 25-34 Lansi 21 24 511 65-79 Uusimaa 14 15
416 55-64 Pohjoinenlta 5 6 512 55-64 Uusimaa 8 9
417 25-34 Lansi 25 26 513 45-54 Uusimaa 13.5 25.5
418 15-24 Pohjoinenlta 11 12 514 45-54 Uusimaa 35 36
419 55-64 Lansi 16 17 515 55-64 Uusimaa 8 9
420 45-54 Lansi 57 60 516 65-79 Uusimaa 49.5 61.5
421 55-64 Lansi 13.5 25.5 517 55-64 Etela 12 15
422 35-44 Pohjoinenlta 34 35 518 35-44 Uusimaa 6 9
423 25-34 Lansi 4 5 520 65-79 Uusimaa 21 22
424 65-79 Lansi 169.5 181.5 521 65-79 Uusimaa 18 21
426 65-79 Lansi 13 14 522 25-34 Etela 11 12
427 15-24 Lansi 13 14 523 55-64 Uusimaa 45 48
428 15-24 Pohjoinenlta 45 48 524 55-64 Uusimaa 75 78
429 45-54 Uusimaa 18 21 525 45-54 Uusimaa 27 28
430 35-44 PohjoinenIta 59 60 526 45-54 Uusimaa 7 8
431 65-79 PohjoinenlIta 181.5 193.5 527 45-54 Uusimaa 0.125 0.875
432 25-34 PohjoinenlIta 0.125 0.875 528 45-54 Uusimaa 14 15
433 35-44 PohjoinenIta 10 11 529 55-64 Uusimaa 13.5 25.5
434 65-79 PohjoinenIta 25.5 37.5 530 65-79 Uusimaa 15 18
435 35-44 PohjoinenIta 6 7 531 65-79 Uusimaa 0.125 0.875
436 65-79 Pohjoinenlta 16 17 532 65-79 Uusimaa 91 92
437 35-44 Pohjoinenlta 5 6 533 65-79 PohjoinenIta 18 19
439 65-79 PohjoinenIta 22 23 534 65-79 Uusimaa 15 18
440 15-24 PohjoinenIta 0.125 0.875 535 35-44 Uusimaa 97.5 109.5
441 45-54 PohjoinenIta 11 12 536 55-64 Uusimaa 25.5 37.5
442 55-64 PohjoinenIta 25.5 37.5

443 65-79 PohjoinenIta 6 9

444 65-79 PohjoinenIta 3 6

445 55-64 PohjoinenIta 73.5 85.5

446 25-34 PohjoinenIta 0.125 0.875

447 65-79 Uusimaa 16 17

448 25-34 PohjoinenIta 1.125 1.875

449 45-54 PohjoinenIta 2 3

452 45-54 Pohjoinenlta 66 67

453 55-64 Pohjoinenlta 30 33

454 15-24 Pohjoinenlta 4 5

455 15-24 Uusimaa 37 38

456 15-24 Etela 8 9

457 55-64 Uusimaa 25.5 37.5

458 65-79 Uusimaa 37.5 49.5

459 55-64 Uusimaa 36 39

460 45-54 Uusimaa 15 18

461 65-79 Uusimaa 29 30

462 35-44 Etela 73.5 85.5

463 65-79 Uusimaa 1.125 1.875

464 55-64 Uusimaa 1.125 1.875

465 55-64 Uusimaa 3 4

466 35-44 Uusimaa 13.5 25.5

467 55-64 Uusimaa 27 30

468 65-79 Uusimaa 16 17

469 45-54 Uusimaa 13 14

470 65-79 Uusimaa 85 86

471 65-79 Uusimaa 32 33

472 65-79 Uusimaa 16 17

473 45-54 Uusimaa 11 12

474 65-79 Uusimaa 49.5 61.5

475 55-64 Uusimaa 5 6

476 45-54 Uusimaa 21 22

477 65-79 Uusimaa 14 15

478 55-64 Uusimaa 11 12

479 55-64 Uusimaa 1.5 13.5

480 55-64 Uusimaa 12 15

481 65-79 Uusimaa 53 54

482 55-64 Uusimaa 26 27

483 55-64 Uusimaa 1.125 1.875

484 45-54 Uusimaa 4 5




Liite 3: R-koodia

R-koodissa ekponentti-polynomisen ja gamma-polynomisen kvantiilisekoituksien kvantiili-
kertyma- ja tiheysfunktiot, jakauman simulointi ja parametrien estimointi L-momenttimenetelmallé.
Lognormaali-polynominen on kaytdnnossé toteutettu R-kirjastossa Lmoments.

# Eksponentti-polynominen kvantiilisekoitus

# Mallin logaritmin kvantiilifunktio

# u: kertymdpiste

# param: mallin parametrivektori(b,a2,al,a0)
qlogExpPol<-function(u,param) {
param[1]*log(-log(1-u))+param[2]*u~2+param[3] *u+param[4]
}

# Mallin kvantiilifunktio

# u: kertymdpiste

# param: mallin parametrivektori
qgExpPol<-function(u,param) {
exp(qlogExpPol (u,param))

}

# Mallin kertymd&funktio numeerisesti ratkaistuna
# y: piste

# param: parametrivektori
pExpPol<-function(y,param) {

arvo<-NULL

n<-length(y)

for (i in 1:n) {
arvo[i]<-uniroot (f=function(u,param,y0){qlogExpPol (u,param)-y0},
interval=c(0,1) ,param=param,y0=1log(y[il),tol = .Machine$double.eps~0.4)$root

if (abs(arvo[i]-0)<0.0001 | abs(arvo[i]-1)<0.0001) {
arvo[i]<-as.numeric((1-arvo[i])<0.5)

}

}

return(arvo)

}

# Jakauman tiheysfunktio

# n: otoksen koko

# param: parametrivektori
dExpPol<-function(y,param) {
n<-length(y)
arvo<-vector(length=n)

for (i in 1:n) {
u<-pExpPol(y[i] ,param)
arvo[i]<-(1/y[i])/(-param[1]/((1-u)*log(1-u))+2*param[2] *u+param[3])
}

arvo

}

# Satunnaisotos jakaumasta
# n: otoksen koko

# param: parametrivektori
rExpPol<-function(n,param) {
un<-runif (n)

qExpPol (un,param)

}

# Estimoi eksponentti-polynomisen mallin parametrit L-momenttimenetelm&lléd
# otoksesta

# dat: otos (X>0)

datEkspPol<-function(dat) {

require (Lmoments)

logdat<-log(dat)

Imom<-as.vector (Lmoments(logdat,rmax=4))
1Eksp<-c(-0.5772157,0.6931472,-0.1177830,0.1042320)
A<-matrix(c(1lEksp([1],1/3,1/2,1,1Eksp[2],1/6,1/6,0,
1Eksp([3],1/30,0,0,1Eksp[4],0,0,0) ,byrow=T,nrow=4)



solve (A)\%*\%1lmom
}

# Eksponentti-polynomisen mallin parametrien kovarianssimatriisi
# otoksesta estimoituna

# dat: otos (X>0)

covEkspPol<-function(dat) {

require(Lmoments)

logdat<-log(dat)

Ilmom<-as.vector (Lmoments(logdat,rmax=4))

lmom. cov<-Lmomcov(logdat ,rmax=4,na.rm=FALSE)
1Eksp<-c(-0.5772157,0.6931472,-0.1177830,0.1042320)
A<-matrix(c(1lEksp([1],1/3,1/2,1,1Eksp[2],1/6,1/6,0,
1Eksp([3],1/30,0,0,1Eksp[4],0,0,0) ,byrow=T,nrow=4)
A.minus<-solve(A)
A.minus\%*\%lmom.cov\%*\%t (A.minus)

}

# Gamma-polynominen kvantiilisekoitus

# Mallin logaritmin kvantiilifunktio

# u: kertymépiste

# param: mallin parametrivektori(b,a2,al,a0)
qlogGammaPol<-function(u,param) {
param[1]*log(ggamma (u, shape=2,rate=1))+param[2] *u~2+param[3] *u+param[4]

}

# Mallin kvantiilifunktio

# u: kertymépiste

# param: mallin parametrivektori
gGammaPol<-function(u,param) {
exp (qlogGammaPol (u,param))

}

# Mallin kertymdfunktio numeerisesti ratkaistuna
# y: piste

# param: parametrivektori
pGammaPol<-function(y,param) {

arvo<-NULL

n<-length(y)

for (i in 1:n) {
arvo[i]<-uniroot (f=function(u,param,y0){qlogGammaPol (u,param)-y0},
interval=c(0,1) ,param=param,y0=log(y[i]),tol = .Machine$double.eps~0.4)$root

if (abs(arvo[i]-0)<0.0001 | abs(arvo[i]-1)<0.0001) {
arvo[i]l<-as.numeric((1-arvo[i])<0.5)

}

}

return(arvo)

}

# Jakauman tiheysfunktio

# n: otoksen koko

# param: parametrivektori
dGammaPol<-function(y,param) {
n<-length(y)
arvo<-vector(length=n)

for (i in 1:n) {
u<-pGammaPol (y[i] ,param)
y0<-log(ggamma (u,shape=2,rate=1))
arvo[il<-(1/y[i])/(param[1]/ (exp(2*y0-exp(y0)))+2*param[2] *u+param[3])
}

arvo

}

# Satunnaisotos jakaumasta



# n: otoksen koko

# param: parametrivektori
rGammaPol<-function(n,param) {
un<-runif (n)

gGammaPol (un,param)

}

# Estimoi gamma-polynomisen mallin parametrit L-momenttimenetelm&ll&
# otoksesta

# dat: otos (X>0)

datGammaPol<-function(dat) {

require(Lmoments)

logdat<-log(dat)

1lmom<-as.vector (Lmoments(logdat,rmax=4))
1Gamma<-c(0.42301043,0.44336228,-0.05274223,0.06133349)
)

A<-matrix(c(1Gammal[1],1/3,1/2,1,1Gamma[2],1/6,1/6,0,
1Gammal[3],1/30,0,0,1Gamma[4],0,0,0) ,byrow=T,nrow=4)
solve (A)\%*\%1mom

}

# Gamma-polynomisen mallin parametrien kovarianssimatriisi
# otoksesta estimoituna

# dat: otos (X>0)

covGammaPol<-function(dat) {

require(Lmoments)

logdat<-log(dat)

lmom<-as.vector (Lmoments(logdat,rmax=4))

lmom. cov<-Lmomcov(logdat ,rmax=4,na.rm=FALSE)
1Gamma<-c(0.42301043,0.44336228,-0.05274223,0.06133349)
A<-matrix(c(1Gammal[1],1/3,1/2,1,1Gamma[2],1/6,1/6,0,
1Gammal[3],1/30,0,0,1Gamma[4],0,0,0) ,byrow=T,nrow=4)
A.minus<-solve(A)

A.minus\%*\%1mom.cov\%*\%t (A.minus)

}
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