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Johdanto

Tamén matematiikan opettajalinjan pro gradu —tutkielman tarkoituksena on tut-
kia kdyrdn pituutta metrisessd avaruudessa, tutustua pituusavaruuksiin seké selvit-
tad, milla oletuksilla kahden pisteen vililla on lyhin kédyra. Vaikka tutkielma onkin
opettajalinjan gradu, niin késiteltdvéit asiat eivét varsinaisesti liity koulumatematiik-
kaan. Tamé siksi, ettd koin oman kandidaatin tutkielmani aiheen (K&yrdn pituus,
ldhde [6]) niin mielenkiintoiseksi, ettd halusin jatkaa samasta aiheesta. Tutkielma on
siis tavallaan jatkoa kandidaatin tutkielmalleni. Tutkielma laajentaa ja syventad kay-
rian pituuteen liittyvid asioita —nyt siirrytdédn avaruudesta R™ metrisiin avaruuksiin ja
samalla pois koulumatematiikan maailmasta.

Monet kirjoitelman tulokset tuntuvat hyvin samanlaisilta kuin vastaavat tulok-
set euklidisessa avaruudessa, miké saattaa helpottaa asioiden hahmottamista. Téssa
piilee kuitenkin vaara. Huomasin itsekin asioita opiskellessani ja kirjoittaessani, et-
ta lilan yksinkertainen ajattelu johti usein virheelliseen paéttelyyn. Ero kandidaatin
tyohoni on siis selvé. Eron ja samankaltaisuuden voi huomata erityisesti tdmén tyon
viimeisessd luvussa, jossa késitelladn metristéd derivaattaa. Alunperin en ollut edes
suunnitellut metrisen derivaatan késittelemistd tédssd tyossd, mutta viime metreilld
paatin kuitenkin késitelld asiaa lyhyesti. Sen lisdksi, ettd aihe on mielenkiintoinen,
se ikd#dn kuin nayttdd yhteyden kandidaatin tyoni péddtulokseen. Kandidaatin tyoni
tunteminen auttaakin tdmén kirjoitelman ymmaértédmisessd, mutta valttamatonta se
ei ole. Varsinaisina esitietoina ovat matematiikan perus- ja aineopinnot, erityisesti
analyysiin ja metrisiin avaruuksiin liittyvét kurssit.

Omaa tyoskentelyéni vaikeutti aluksi esitietojen puute, silld en ole kidynyt kursseja
Topologia I ja Mitta- ja integraaliteoria I. Koska niissd kuitenkin on paljon valttamé-
tonté esitietoa, jouduin aloittamaan graduni tekemisen kurssin Topologia I itsenéi-
selld opiskelulla (1&hde [4]). Vaikeuksia aiheuttivat ajoittain myos lihdekirjallisuuden
virheet. Erityisesti ldhteen [3], joka on tdmén tyon padldhde, esimerkeissa ja todis-
tuksissa oli huomattavan paljon virheitd. Ehka paras esimerkki téstd on lahteen [3]
esimerkki 1.4.1 (i), joka on tdmén kirjoitelman Esimerkki 4.4 (b). Siité 16ytyi loppujen
lopuksi niin paljon virheitd, etté oikeaksi osoittautui lahinna tehtdvén anto. Toisaalta
virheet 1dhdekirjallisuudessa pakottivat tarkkaan tyoskentelyyn. Samalla ne lisésivat
omaa osuuttani tyon tekemisessd. Myos muutamat ldhdekirjallisuuden englanninkie-
liset termit aiheuttivat pddnvaivaa; esimerkiksi termeille geodeesinen viiva ja suora
viiva (Mééritelmé 3.10) en l6ytanyt suomenkielisid vastineita, joten ne ovat vapaita
suomennoksia. Hankalaksi koin myo6s tekniikan soveltamisen, minka vuoksi padadyin-
kin piirtdmédn gradussani olevat kuvat omin késin.

Ensimméisen luvun liahteend toimi ldhde [4], luvun 4.1 (Metrinen derivaatta) lah-
de [5]. Muuten péadldhteend on lihde [3], mutta joihinkin todistuksiin hain tdyden-
nysté tai vaihtoehtoisen tavan ldhteestd [1]. Topologian itsenéisen opiskelun liséksi
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JOHDANTO 2

hankin pohjatietoa lihteesté [2]. Ttse en luonnollisestikaan ole keksinyt uusia lauseita,
ja kaikki téssd gradussa oleva tieto 16ytyykin ldhdekirjallisuudesta. Kuitenkin ldhes
jokaiseen todistukseen olen tehnyt lisdé vélivaiheita, ja jotkut todistukset olen tehnyt
kokonaan itse. My0s suurimpaan osaan esimerkkeja olen tehnyt tdydennyksié.
Ensimméinen luku on johdantoa varsinaiseen aiheeseen, ja siinéd tutustutaan met-
risien avaruuksien perusteisiin. Luvun térkein asia on metrisen avaruuden (X, d) maa-
ritelmé (Méadritelma 1.1). Kun halutaan todistaa, etté jokin avaruus on metrinen ava-
ruus, on osoitettava, ettd kaikilla z,y, z € X metriikka d toteuttaa seuraavat kolme
ehtoa: (1) d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2), (2) d(z,y) = d(y,x), (3) d(z,y) = 0, jos ja vain
jos © = y. Esimerkissd 1.7 vertaillaan ympyréan kayttdytymista eri metriikoissa. Vii-
meistaan tAma esimerkki selventdé, miké ero avaruudella E" (avaruus R™ varustettuna
cuklidisella metriikalla) ja metriselld avaruudella (X, d) on. Esimerkin 1.5 (b)-kohdan
ratkaisun olen tehnyt kokonaan itse, muihin esimerkkeihin 1dhinné vilivaiheita.
Toisessa luvussa padstiaédn itse aiheeseen eli kdyrdn pituuteen. Polku, kdyra ja
jako maédritellddn samoin kuin euklidisessa avaruudessa. Kédyran pituus saadaan ra-
jankdynnin avulla. Jos o on miké tahansa vélin [a, b] jako, niin kdyran v : [a,b] — X
pituus on L(v) = sup, Yoy d(y(t;), ¥(ti11)). Midritelmid seuraa joukko hyodyllisia
ominaisuuksia ja lauseita, kuten kidyran pituuden additiivisuus ja yhdistetty polku.
Useissa todistuksissa hyodynnettava Lause 2.7 nayttad, ettd kdyrdan pituus on alhaal-
ta rajoitettu padtepisteidensa etéisyydelld. Polku v on parametrisoitu kdyrédn pituu-
della (Maaritelméa 2.18), jos kaikilla u, v € [a, b],u < v, pitee L(Y|ju) = v — u. Téma
ominaisuus on térkeéssé roolissa luvussa 3, kun kisitelldidn geodeeseja. Parametrin
vaihdon (Mééritelmd 2.13) avulla saadaan toinen erittdin térked ominaisuus, suh-
teellisesti kayréan pituudella parametrisoitu polku. Lauseen 2.21 mukaan suhteellisesti
kéyrdn pituudella parametrisoitu polku v : [0,1] — X on L(7)-Lipschitz. Myos ta-
mén lauseen sekd Seurauksen 2.22 térkeys tulee esiin mychemmin, silléd niité tarvitaan
tutkielman padtuloksen, lyhimmén kédyran olemassaolon, todistamisessa.
Kolmannessa luvussa kasitellddn kahta metrisien avaruuksien erikoistapausta, pi-
tuusavaruuksia ja geodeesisia avaruuksia. Metristd avaruutta kutsutaan pituusava-
ruudeksi, jos kaikilla z,y € X on d(z,y) = inf, L(y), missd infimum otetaan yli
pisteitd x ja y yhdistdvien kéyrien. Aluksi todistetaan, ettd pituusmetriikka todel-
la on metriikka (Lause 3.3). Todistus noudattaa ldhteen [3] todistusta, mutta tdhén
tyohon on lisdtty jonkin verran vilivaiheita. Lahteen [3] todistuksessa ehdot (2) ja
(3) kuitattiin muutamalla rivilld. My6s kolmioepéyhtdlon todistamisessa oli oikaistu
useissa kohdissa. Lausetta 3.3 seuraa joukko pituusavaruuteen liittyvia lauseita.
Luku 3 jatkuu geodeesien ja yksikésitteisten geodeesien kasittelylld sekéd vertai-
lemalla pituusavaruuksia ja geodeeseja. Geodeesiksi kutsutaan etéisyydet séilyttavas
polkua ~. Geodeesinen avaruus puolestaan on metrinen avaruus, jossa kahden pisteen
vilille 16ytyy aina geodeesi. Geodeesisuuden todistaminen mééritelméa kayttden on
usein hankalaa tai jopa mahdotonta. MyShemmin téssé tutkielmassa todistetaan tu-
los (Seuraus 4.16), joka antaa suoraan geodeesisuuden, mutta ennen sitd taytyy tyy-
tyd muihin keinoihin. Hyodylliseksi osoittautuu Lause 3.14. Entistd hyodyllisemméksi
sen tekee Lause 3.12, jossa todistetaan, ettd geodeesinen avaruus on aina pituusava-
ruus. Nyt néaitd kahta lausetta soveltaen voidaan usein osoittaa, etté jokin avaruus on
pituusavaruus. Kuten usein ldhteen [3] todistuksissa, niin myos téssé todistuksessa
polun parametrisointia kdyrén pituudella pidetdan itsestdén selvéné, joten Lauseen
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3.12 todistukseen on jélleen lisdtty joitakin osia. Esimerkissd 3.15 esitellddn joukko
erilaisia avaruuksia, joista osa on seké geodeesisia avaruuksia ettd pituusavaruuksia,
osa ei kumpaakaan. Euklidinen avaruus, josta on poistettu dérellinen méara pisteité,
on pelkéstadan pituusavaruus. Témén todistuksen olen tehnyt kokonaan itse.

Taméan tutkielman kolmessa ensimmaéisessd luvussa on paljon mééritelmié, lausei-
ta ja esimerkkejd, jotka toki ovat jo sinédnsé kiinnostavia, mutta suurin osa niistd on
oikeastaan tahdénnyt tdméan gradun paidtuloksen todistamiseen. Luvun 4 alkupuolella
luodaan vield pohjateoriaa, kunnes Lauseessa 4.15 vihdoin todistetaan, milla ehdoil-
la kahden pisteen vilille 16ytyy lyhin kdyra. Luvussa 4 késitelliin hieman erilaista
metristd avaruutta kuin aiemmissa luvuissa, joissa mitattiin kahden pisteen vilistéa
etdisyyttd. Nyt siirrytdédn polkujen avaruuteen, jolloin mitattavaksi tuleekin avaruu-
den X kahden eri polun etidisyys. Metriikaksi tdhén polkujen avaruuteen valitaan
tasaisen suppenemisen metriikka: ds(v1,72) = sup,eqp d(71(t), 72(t)). Jos avaruus X
on taydellinen, niin myos vastaava polkujen avaruus on tdydellinen. Tamén osoittaa
lause 4.3, jonka todistusta ei ollut ollenkaan ldhdekirjallisuudessa.

Tamén gradun péadtulos kertoo, ettd sellaisessa suoristuvasti yhtendisessd metri-
sessé avaruudessa, jossa suljetut pallot ovat kompakteja, kaikille z,y € X 16ytyy niita
yvhdistava kayra, jolle

L(7zy) = inf{L(7) : v yhdistid pisteet x ja y}.

Itse pédtuloksen todistus on melko yksinkertainen ja lyhyt, ja se tehd&édn todista-
malla epdyhtélo molempiin suuntiin. Lausetta edeltdd kuitenkin monta lemmaa ja
lausetta, jotka ovat todistuksen kannalta valttamattomia. Naihin lauseisiin liittyy vah-
vasti kuvauksen puolijatkuvuus alhaalta (M&éritelmé 4.5). Tyossa todistetaan, ettd
myo6s polun pituusfunktio on alhaalta puolijatkuva. Sitd ja muutamaa muuta lem-
maa ja lausetta apua kdyttiden saadaan tulos, jonka mukaan L(7y) < lim,, . inf L(7,)
((7n)n>0 on kohti polkua ~ tasaisesti suppeneva polkujono). Tésta tuloksesta saa-
daan epayhtélon toinen puoli. Toista puolta varten todistetaan Lemma 4.14, jonka
todistamiseen on liséatty jilleen joitakin vilivaiheita. Todistuksessa kaytetddn Asco-
lin lausetta, mutta koska todistus on jo valmiiksi melko ty6lds, niin Ascolin lauseen
todistus sivuutetaan tassé tyossé.

Aivan lopuksi késitelldin metristd derivaattaa. Médritelméaé seuraa kaksi esimerk-
ki&, jotka ovat lahteesta [5], mutta joiden ratkaisut olen tehnyt itse. Viimeisené asiana
esitellaén tulos (Lause 4.20), jota ei tdssd tyossd kuitenkaan lyhytté selostusta lukuun
ottamatta todisteta. Sen mukaan L(vy) = f; || (t)dt, missé |¥|(t) on polun v metrinen
derivaatta. Sen lisdksi, ettd tdméa on hyoddyllinen tulos, se luo yhteyden kandidaatin
tyohoni. Témén pro gradu -tutkielman tekeminen sai alkusysédyksenséd kandidaatin
tyoni padtuloksesta, ja Lause 4.20 tavallaan sulkee ympyrén. Tutkielma on siis hyva
paattdd tahan tulokseen. Jos kuitenkin tekisin sille joskus jatkoa, niin tulisin toden-
nékoisesti tutkimaan, pystyttdisiinkoé lukion pitkédssd matematiikassa késitteleméaan
joitakin kdyran pituuteen ja metrisiin avaruuksiin liittyvia asioita.



LUKU 1
Metrisista avaruuksista

Téassé luvussa madritellaan metriikka ja metrinen avaruus seké kaydaan lapi muu-
tamia esimerkkejd, joiden tarkoituksena on hieman selventdd késitteitd. Erityisesti
Esimerkki 1.5 auttaa ymmartdmaéaan, miké ero on metrisilla avaruuksilla ja tavallisel-
la euklidisella avaruudella.

MAARITELMA 1.1. Olkoon X joukko jaolkoon d : X x X — [0, 00) kuvaus. Kuvaus
d on metritkka joukossa X, jos seuraavat ehdot ovat voimassa kaikilla x,y, z € X:

(1) d(z, z) < d(z,y) +d(y, 2),
(3) d(z,y) =0, jos ja vain jos z = y.

Lukua d(z,y) kutsutaan pisteen z etdisyydeksi pisteesta y.

MAARITELMA 1.2. Metrinen avaruus on pari (X, d), jossa X on joukko ja d jokin
joukossa X maédritelty metriikka. Joukon X alkioita kutsutaan joukon X pisteikst.

MAARITELMA 1.3. Olkoon d metriikka avaruudessa X ja olkoon A C X jouk-
ko. Té&lloin metriikan d rajoittuma dsa = dax4 on metriikka joukossa A ja (A, da)
on metrinen avaruus. Metriikkaa d4 kutsutaan metriikan d indusoimaksi metriikaksi
joukossa A.

HuoMAUTUS 1.4.
(1) Koska tassia tutkielmassa keskitytadn metrisiin avaruuksiin, niin jatkossa ilman
erikseen mainintaakin lyhyempi merkintd X tarkoittaa aina metristd avaruutta ja d
jotain madriteltyd metriikkaa.
(2) Jatkossa, kun késitellddn metrisen avaruuden osajoukkoja metrisind avaruuksina,
kiytetddn aina indusoitua metriikkaa, jolloin (A, d4) = (A4, d).

ESIMERKKI 1.5.
(a) Olkoon (E, |- |) normiavaruus. Talloin d(z,y) = |z — y| on metriikka, silld M&éri-
telmén 1.1 ehdot tayttyvit:
Olkoot z,y, z € E. Télloin normin ominaisuuksista seuraa, etté
(1) d(z,2) = v =z = [(x —y) + (y = 2)| < |z =yl + [y — 2] = d(z,y) + d(y, 2)
(2) d(z,y) = |z —y| = ly — =] = d(y, z)
B) d(z,y) =0 |z—y|l=0czr—y=02=y.
Koska d on metriikka avaruudessa E, niin (E, | - |) on metrinen avaruus.
Jos E =R" ja | - | on euklidinen normi, niin kyseessd on avaruuden R™ tavallinen eli

euklidinen metriikka
n 1
dw,y) = (D lwi - wil?)”.
i=1

4



1. METRISISTA AVARUUKSISTA 5

(b) Olkoon X joukko. Asetetaan

S = |

Talloin, jos x # y, x # 2z ja y # z, niin

(1) (z,2) =1<1+1=06(x,y) + d(y, 2)

(2) 0(z,y) =1 =46(y,x).
Jos taas = y, niin §(z,y) = 0. Koska d(z,y) = 0 vain jos = y, niin my6s ehto (3)
tayttyy. Jos kaikki pisteet x, vy, 2z tai kaksi niistd ovat samoja, niin myos télléin ehto
(1) tayttyy.
Siis (X,0) on metrinen avaruus. Néin méériteltyd metriikkaa 0 kutsutaan {0,1}-
metriikaksi tai diskreetiksi metriikaksi.

1 kun z #y
0 kun x =y.

(c) Olkoon (R, d) metrinen avaruus, missi d on euklidinen metriikka | - | ja olkoon
Z =raj(D,R), D # (), kaikkien rajoitettujen kuvausten f : D — R joukko. Asetetaan
liséksi

e(f,g) =supd(f(z),g(z)),

zeD

kun f,g € Z. Nyt (Z,e) on metrinen avaruus ja metriikkaa e kutsutaan joukon Z
sup-metriikaksi. Todistetaan, ettd e on metriikka:

Olkoot f,g,h € Z. Té&ll6in
(1) 1) = supd(f(a), h(z) = sup £ (2) ~ h(a)| = sup () ~ 9(x)) + (g(x) ~ h(a))
< ilelgﬂf(x) —g(@)] + |g(z) — h(z)]) < Sup |f(z) — g(z)| + sup |9(x) + h(z)]

= sup d(f(z), g(x))) + sup d(g(x), h(z)) = e(f, ) + e(g, h)

(2) e(f.9) = Sup d(f(z),9(x)) = Sup |f(z) — g(z)| = Sup lg(z) — f(z)] = Sup d(g(x), f(x))
=e(g, f)

(3) e(f,9) =0« sup d(f(z), g(z)) =0« Sup |f(z) —g(x)| =0 [f(z) —g(z)| =0
< f=y,

joten Madritelméan 1.1 ehdot tayttyvat.

HuomAuTUs 1.6. Késiteltdessa metrisid avaruuksia on oltava tarkkana, millainen
metriikka on madritelty. On syytd korostaa, ettei aina edes avaruudessa R"™ ole kéy-
tossé euklidinen metriikka. Seuraavan esimerkin avulla selvida hyvin, kuinka paljon
vaikutusta annetulla metriikalla on. Kuten esimerkistd huomataan, metrisen avaruu-
den pallo ei aina ole pyored, vaikka se mééritelladnkin samoin kuin euklidisessa ava-
ruudessa:

Jos x € X ja r > 0, niin pistejoukko B(x,r) = {y € X : d(z,y) < r} muodostaa
avoimen r-siteisen, z-keskeisen pallon metriseen avaruuteen X.
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ESIMERKKI 1.7. Tarkastellaan tason R? origokeskeisen, r-séteisen, r > 0, ympy-
rin S(0,7) = {z € R?: d(0,z) = r} kiiyttidytymisti, kun metriikkaa muutetaan.

(a) Olkoon d euklidisen normin |z| = (/2% + 23 maédrittelemd metriikka. Talloin
r € S0,r) & |z =r e Jai+a23 =r eli S(0,7) on tavallinen pyoéred r-siteinen

yImpyTa.

%

2[1 = |21] + |22

(b) Kun d; on normin

méérittelemé metriikka, niin x € S(0,7) kun |z;| + |zo| = r. Tarkastellaan tilannetta
erikseen kaikissa tason neljanneksissa:

(i) Jos 1 > 0 ja xo > 0, niin |z1| + |x2| = r & 1 + x2 = 7, ja pisteet 2 muodostavat
janan, jonka péitepisteet ovat re; = (r,0) ja reg = (0, 7).

(i) Jos 1 < 0ja xg > 0, niin |xq| + |x2| = r & —x1 + 29 = 7. Nyt pisteet x sijaitsevat
janalla, jonka péitepisteet ovat —re; = (—r,0) ja res = (0, 7).

(iii) Tapauksessa 21 < 0 ja o < 0 pisteet x sijaitsevat janalla, jonka péaétepisteet
ovat —re; = (—r,0) ja —res = (0, —r).

(iv) Kun 27 > 0 ja 25 < 0, niin pisteet x muodostavat janan, jonka péaitepisteet ovat
re; ja —res.

Niin ollen metrisessi avaruudessa (R?, d;) ympyrd S(0,7) onkin neli6, jonka kirki-
pisteet ovat rei, res, —re; ja —res.

Tilanne yleistyy suoraan avaruuteen R”, kun mééritelliin ¢!-normi asettamalla

n
A :Z\xi’-
=1

€q

ey re,
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(¢) Olkoon dy sup-normin
|zlo = max{|z;| : j = 1,2}

méérittelemé metriikka. Télloin x € S(0,7), kun max{|z|, |z2|} = r. My0s tété ti-
lannetta taytyy tarkastella osissa:
(i) —r <z <7rjaxe > 0: max{|zi],|z2|} =r < | =reay=r.

(i) —r <z <71 jazy < 0: max{|xy|, |x2|} =1 & |xa| =1 & 29 = —7,
(i) —r < zo < 7rjax > 0: max{|zy|, |xe|} =7 S 11| =7 S 21 =7
(iv) —=r < xo < rjax; <0: max{|zi],|z2|} =r <o =r< = —r.

(V) &1 = 7 ja 29 = £r: max{|xy|, |z} =r < x = (r,r),z = (-r,r),x = (—r,—7)
tai x = (r, —r).

Siis myos metrisessi avaruudessa (R? dy) ympyrd S(0,7) on nelid, mutta nyt kir-
kipiseet ovat (r,r),(—r,7),(—r,—r) ja (r,—r). Metriikkkaa dy kutsutaan myos du.-
metriikaksi.

Myés tamaé tilanne yleistyy avaruuteen R™, kun mééritellaédn £°°-normi asettamalla

[#loo = max {|:l}.

) (r, 9]

-, (9

(d) Tarkastellaan sitten metristd avaruutta (R?,§), missi & on Esimerkissid 1.5 (b)
maédritelty {0, 1}-metriikka. Nain mééritelty metrinen avaruus poikkeaa selvésti edel-
lisistéi esimerkeistd. Koska &(x1,22) = 1 tai 6(z1,20) = 0 kaikilla 21,2, € R2, niin
tilannetta taytyy tarkastella kahdessa osassa riippuen sdteen r > 0 arvosta:
(i)r#1l:x e S(0,r) < 0(x,0) = r. Koska §(x,0) = 0 tai 6(x,0) = 1, niin S(0,7) = 0.
(i) r=1:2€ 85(0,r) & §(x,0) =r & §(z,0) = 1 &z € R*\{0}.

Niin ollen, kun avaruus R? varustetaan diskreetillé metriikalla, ympyré on joko tyhji
joukko tai taso, josta on poistettu origo.

Ennen kuin pédstadn késitteleméddan kayrien pituuksia metrisissd avaruuksissa,
kasitelladn vield lyhyesti joitakin metrisen avaruuden térkeitd ominaisuuksia. Kos-
ka avoimet ja suljetut joukot (Mé&é&ritelméd 1.8) sekd kompaktius (Madritelmé 1.11)
médritellddn metrisesséd avaruudessa samaan tapaan kuin avaruudessa R™, niitéd ei
kasitella téssd tutkielmassa sen tarkemmin. Myos funktion jatkuvuus méadritelldén
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samalla tavalla kuin avaruudessa R", joka on varustettu euklidisella metriikalla. To-
distetaan kuitenkin Lause 1.12, koska siitd saadaan useissa todistuksissa tarvittava
tarke&d ominaisuus, joka sekin on tuttu tulos avaruudesta R".

MAARITELMA 1.8. Joukko U C X on awvoin, jos kaikilla x € U 16ytyy avoin pallo
B(z, 1), joka sisdltyy joukkoon U. Joukko F' C X on suljettu, jos sen komplementti
X\ F on avoin.

HuomAuTUSs 1.9.
(1) Joukon avoimuus riippuu annetusta metriikasta: Jos d ja d’ ovat kaksi eri metriik-
kaa ja U C X, niin on mahdollista, ettd U C (X, d) on avoin, mutta U C (X,d') ei.
(2) Tyhji joukko () on aina avoin metrisessi avaruudessa.

MAARITELMA 1.10. Olkoon A C X ja olkoon D C P(X) kokoelma avaruuden X
osajoukkoja. Jos
Acl D,

missd D; € D, niin D on joukon A peite. Jos kaikki peitteen D jdsenet ovat avoimia
joukkoja, niin D on joukon A avoin peite.

MAARITELMA 1.11. Joukko A C X on kompakti, jos sen jokaisella avoimella
peitteelld on &irellinen osapeite.

LAUSE 1.12. Olkoon [a,b] C R ja olkoon f : |a,b] — X jatkuva kuvaus. Tdlldin f
on tasaisesti jatkuva.

TobisTus. Olkoon [a,b] C R suljettu vili ja olkoon f: R — X jatkuva kuvaus.
Tehdéén antiteesi ja oletetaan, ettd f : [a,b] — X ei ole tasaisesti jatkuva. Antiteesin
nojalla on olemassa € > 0 siten, ettd kaikilla § > 0 loytyy sellaiset x,y € [a,b], etté
d(f(x), f(y)) > €, vaikka |z — y| < 6.

Valitaan 6 = 1/n,n € N. Nyt kaikilla n on pisteet x,,y, € |a, b] siten, etta
|'Tn - yn‘ < 1/7’L ja

A (), () > €
Koska rajoitetulla lukujonolla on aina suppeneva osajono ja [a,b] C R on kompakti,
niin on olemassa jonon (z,) osajono (z!,), joka suppenee kohti pistettd xy € [a,b].
Koska télloin |z, — y,| < 1/n, niin my6s jonon (y,) vastaava osajono (y/,) suppenee
kohti pistetta zg.
Toisaalta, koska f on jatkuva, niin

lim f(a7,) = f(xo) = lim f(y}),
joten
Tim d(f(x7,), f(y,)) = 0.

Téamé& on kuitenkin ristiriidassa antiteesin kanssa, silla d(f (), f(y.,)) > €.

Siis antiteesi on epétosi ja f on tasaisesti jatkuva. O

HuomauTus 1.13. Lause 1.12 pétee myos yleisemmin: Olkoot X ja Y metrisia
avaruuksia ja olkoon f: X — Y kuvaus. Jos K on avaruuden X kompakti osajoukko
ja kuvaus fx on jatkuva, niin fix on tasaisesti jatkuva.



LUKU 2
Kayran pituus

Luvussa 1 kéytiin ldpi metrisien avaruuksien késitteité, jotka liittyvét aina kahden
pisteen etdisyyteen. Aivan kuten euklidisessa avaruudessa, myos metrisissa avaruuk-
sissa kdyrdn pituuteen padstdan késiksi rajankdynnin avulla. Téssa luvussa maéritel-
laan kdyrdn pituus ja siihen liittyvia késitteitd, kdydéaéan lapi muutamia esimerkkejé
seké esitellddn myohemmissé luvuissa tarvittavia ominaisuuksia. Osa tuloksista néyt-
tdd hyvin samanlaisilta kuin vastaavat tulokset euklidisessa avaruudessa, mutta on
syyté korostaa, ettd metrinen avaruus (X, d) ei ole sama asia kuin euklidisella normilla
varustettu avaruus R"”, joka on vain yksi esimerkki metrisistd avaruuksista.

MAARITELMA 2.1. Metrisen avaruuden polku on jatkuva kuvaus « : [a,b] — X,
missd a,b € R,a < b. Jos v(a) = z ja y(b) = y, sanotaan, etti x ja y ovat polun ~y
péditepisteet, ja ettd v yhdistdd pisteet x ja y. Polun kuvajoukko «([a,b]) on kdyrd
metrisessé avaruudessa X.

MAARITELMA 2.2. Olkoon [a, b],a < b, kompakti reaaliakselin véli. Téalloin vélin
[a, b] dérellinen osajoukko o = (t;)i=0,.. n,a =ty <ty <...<t,_1 <t, =D, on sithen
liittyva jako.
Jaon o moduli on luku
lo| = sup (tip1 —t3).

i=0,...,n—1

MAARITELMA 2.3. Kéyrén v : [a,b] — X pituus L(7y) on

n—1

L(y) = sup Y _ d(y(t:),¥(ti1)),

7 =0

missd supremum otetaan yli kaikkien vélin [a, b] jakojen o = (¢;)i—0....n-
Kéyra v on suoristuva, jos L(y) < oo.

HuomAUuTUS 2.4. Englannin kielisessé kirjallisuudessa sana path tarkoittaa usein
sekd polkua ettd kiyrdd. Vaikka suomen kielessd polku onkin kuvaus ja kdyrd ku-
vajoukko, niin tassd tutkielmassa, kuten usein suomenkielisisessé kirjallisuudessa, ne
tarkoittavat yleensd samaa asiaa. Tama késitteiden sekoittuminen ei kuitenkaan joh-
da véarinkasityksiin.

MAARITELMA 2.5. Olkoon v : [a,b] — X polku metrisessid avaruudessa X ja
olkoon ¢ vilin [a, b] jako. Polun + kokonaisheilahtelu jaolla o on luku

n—1

Vo(v) = ‘ d(y(t:), v(ti1))-

I
o
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HuoMmAuTUS 2.6. Kéyran v pituutta voidaan nyt merkitd lyhyemmin
L(v) = sup Vo (7).
Téastd merkinnéstd on hyotyé jatkossa.

Ennen esimerkkejé esitellidn myShemmissdkin luvuissa tarvittavia kdyran pituu-
teen liittyvid ominaisuuksia seké niiden todistamiseen tarvittavia lauseita.

LAuse 2.7. Kayrdn pituus on alhaalta rajoitettu pddtepisteidensd etdisyydelld.
Toisin sanoen, jos v : [a,b] — X on polku, jonka pddtepisteet ovat x ja y, x,y € X,
niin d(z,y) < L(v).

TobisTus. Valitaan kaikista vélin [a, b] jaoista jako {a,b}. Téll6in kolmioepéyh-
talostéa seuraa, etté

d(z,y) = d(y(a),7(b)) < sup Z d(v(t:),y(tis1)) = L(v).

O
LAUSE 2.8. Kdayrdn 7y : [a,b] — X pituus on nolla jos ja vain jos vy on vakiopolku.

TobisTus. Oletetaan ensin, ettd L(y) = 0.
Olkoon o = {a,t,b}, t €la,b], vilin [a, b] jako. T#lloin

Vo(y) = d(y(a), 7(t) + d(~(t), (b)) < L(7) = 0.

Koska d(y(a),v(t)) > 0 ja d(y(t),v(b)) > 0, on oltava sekéd d(y(a),v(t)) = 0 ettd
d(y(t),~v(b)) = 0. Tésté seuraa, ettd y(a) = y(t) = v(b) kaikilla ¢ €]a, b, joten v on
vakiopolku.

Oletetaan sitten, ettd v on vakiopolku.
Koska 7 on vakiopolku, on olemassa sellainen zy € X, ettd v(t) = x, kaikilla ¢ € [a, b].
Maaritelmén 2.3 merkinndin saadaan

= SupZd Y(tiz1)) = supZd T, To) = 0.

=1

O

Hyvin tavallinen ja itsestdén selvaltd tuntuva tulos on kdyrén pituuden additiivi-
suus (Lause 2.10), joka voidaan todistaa kahdella eri tavalla. Helpompaa olisi todistaa
Lause 2.10 kuten euklidisessa avaruudessa, mutta koska sen kaltainen todistus tehtiin
jo kandidaatin tutkielmassani, esitetdén téssa tyossia vaihtoehtoinen, joskin monimut-
kaisempi todistus. Sitd varten todistetaan seuraava tulos (Lemma 2.9), joka muistut-
taa euklidisen avaruuden murtoviiva-approksimaatiota. Lemmaa 2.9 tarvitaan myos
Lauseen 2.17 todistamiseen.

LEMMA 2.9. Kaikilla poluilla 7 : [a,b] — X kdyrdn pituus on
L(y) = lim V,(v).

|o|—=0
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Tobistus. Koska Huomautuksesta 2.6 seuraa, etté
L(y) > lim V,(v),
|o|—0

niin riittad osoittaa, etta

L(vy) < lim V ().

|o]—0
Olkoon M € R siten, ettd M < L(v). Naytetdén, ettd 16ytyy sellainen reaaliluku
n > 0, ettéd kaikilla jaoilla o, joilla |o] < 7, patee M < V(7).
Oletetaan ensin, ettd L(y) < oo. Olkoot € = (L(y) — M)/2, M' = M +e€jaT =
(ti)i=o.. n valin [a, b] sellainen jako, jolla M + e < V(7). Téllainen jako 16ytyy, silld
jos kaikilla vilin [a, b] jaoilla o olisi V,(y) < M + €, niin myds sup, V,(v) < M + €.
Tésté taas seuraisi, ettéa

L(y) = sup Vo(v) < M +e= M+ (L(y) — M)/2

= (L(y) + M)/2 < 2L(y)/2 = L(v),
mik& on ristiriita.
Jos L(y) = oo, niin M + € < L(7) kaikilla € > 0, joten voidaan valita miké tahansa
e > 0.
Koska 7 : [a,b] — X on Lauseen 1.12 nojalla tasaisesti jatkuva, niin 16ydetédén sellai-
nen 7 € R, ettéd
1 .
0<n <y _min (i —t),

ja ettd kaikilla u, v € [a, b], |u — v| < n, pitee

€

d(y(u v)) < —.

Olkoon sitten o vilin [a, b] sellainen jako, jolla |o| < 7. Olkoon lisiksi kaikilla
i=1,...,n—1 piste t; jaon o se jakopiste, joka on lahimpéana jaon 7 jakopistetta ¢;,
mutta on sitd pienempi tai yhtd suuri. Vastaavasti olkoon t! € o jakopisteen t; 1ldhin
piste, joka on sitd suurempi. Koska |o| < 7, niin kaikilla i = 1,...,n — 1 pétee nyt
t; < t;/ < t§+1 < it
Tarkastellaan sitten vilin [a, b] jakoa o U 7. Nyt

Vour(7) = Vo(7) = Z(d(v(té), V(t:)) + d(v(t:),y(t) — d(v(8),¥(t)))
< 3 (E), 9 (8)) + dr (1), 2 (2)
S;(2(71—1) 2(n—1)) :;n—l = =1i

Siten Vo () < V,(7) +e.
Koska 7 C o U 7, niin kolmioepéyht#losté seuraa, ettd V.(v) < Vou-(7) < Vo () + e
Néiin ollen

M+e<Vi(y) <Vo(v) 6
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eli M < V,(v). O
Nyt kdyran pituuden additiivisuus on helppo todistaa.
LAUSE 2.10. Olkoon v : [a,b] — X polku. Tdlloin kaikilla ¢ € |a,b] on
L(v) = LWae) + L(Vet):

Tobistus. Olkoon (oy,),>0 sellainen jono vilin [a, b] jakoja, joilla ¢ € o, kaikilla
n >0 ja joilla |o,| — 0, kun n — oo. Olkoot sitten kaikilla n > 0

! =0,Na,c]jacl =0,N][c].
Koska nyt o/, on vilin [a, c] ja 0!/ vilin [e, b] jako, niin
Vo (7) = Vor, (Viwal) + Vo (ies))
ja
lim |o/| = lim |o]| = 0.
n— oo n—oo
Lemman 2.9 nojalla saadaan talloin

L(v) = lim Vo(v) = Tim V5, (7) = T (Vor, (a.)) + Vor (Y(e))

|o]—0
= lim VU% (’yHaaC]) + lim VUZ(’VHCJ’]) = lim Va('7|[a,c]) + lim Va('y\[c,b})
n—00 n—00 |o|—0 lo|—=0
= L(Wa.c)) + L(fe):
0

MAARITELMA 2.11. Olkoot 7 : [a1,b1] — X ja 42 : [ag, ba] — X polkuja siten,
ettd v1(b1) = Y2(az). Kun méadritellaan polku v : [aq, by + by — as] — X asettamalla

(1) = 71 (t) kun ¢ € [aq, b]
v 72(25—1-@2—61) kun t € [bl,b1+b2—a2],

niin polku v on polkujen 7, ja v, yhdistetty polku.

\6; (Qs)

o N
V “Lb'
2 /’ e

Q, by byiby-a,

Vastaava méirittely pitee myos yleisemmin: Jos (7)1, 7 : [ai, b;] — X, on ddrel-
linen jono polkuja siten, ettd kaikilla ¢ = 1,2,...,n — 1 pétee 7;(b;) = Yi+1(a;y1), niin
induktiivisesti mééaritteleméllda saadaan polkujen vy, ..., v,_1 yhdistetty polku ~,.

LAUSE 2.12. Jos v on polkujen ~, ja vo yhdistetty polku, niin
L(y) = L(m) + L(72)-
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TobisTtus. Olkoot 7,7 ja 7. kuten Méaaritelméssa 2.11.
Koska by € [a1,b; + by — as] ja v(by) = 71(b1) = 72(as), niin Lauseesta 2.10. seuraa,
etta
L(V) = L(ﬁYI[ahbl]) + L(’V\[bl,bl+b2*a2]> = L(’yl) + L(72)'
O

MAARITELMA 2.13. Olkoot v : [a,b] — X ja 7' : [¢,d] — X polkuja. Jos on
olemassa sellainen monotoninen ja surjektiivinen kuvaus 1 : [¢, d] — [a, ], jolla
~" =~ 01, niin ¥ on kuvauksen 7 parametrin vaihto.

NN
e\
Bilanass PEm—

LAUSE 2.14. Olkoot v : [a,b] — X ja~'": [c,d] — X polkuja sekd 1 niiden vdlinen
parametrin vaihto. Tdlloin L(y) = L(v').

Tobistus. Todistetaan ensin, etté L(’y’) > L(7).
Olkoon 1 : [e,d] — [a,b] polkujen 7 ja +" vilinen parametrin vaihto. Liitetdan jo-
kaiseen vélin [a,b] jakoon o = (t;)i=¢,.» vilin [c,d] jako o' = (t});—0..n valitsemalla
kaikilla 7 = 0, ..., n piste (;) joukosta 1~ (¢;). Koska 1 on SU.l"JthlO tallainen piste
16ytyy kaikilla 2 = 0,...,n. Nyt

.....

Vor(v') = Z_:d(v’( )Y (tiga) Zd voy(t), v o (tis))
= S A, A ) = S A 0), 1w 1)
= 30, 7)) = Vola),

joten jos 7/ on miké tahansa vélin [¢, d] jako, niin Madritelmén 2.3 nojalla
L(y') = sup Var(v') 2 Vor (7) = Vo ().
Koska tdmé pétee jokaisella vélin [a, b] jaolla o, niin

L(v) > sup Vo(v) = L(v),

eli L(y) = L(7).
Todistetaan sitten, ettd L(y) > L(v/).
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Olkoon ¢’ vilin [, d] jako, jolloin o = 1 (0”) on vélin [a, b] jako. Koska 1) on monoto-
ninen kuvaus, niin vastaava lasku kuin ylla néayttaa, ettd V,.(7') = V(). Siten, jos
7 on miké tahansa vélin [a, b] jako, niin

MﬂzgmﬂwZWWﬁﬂﬂﬂ-

Ottamalla supremum yli kaikkien vélin [c, d| jakojen o', saadaan L(vy) > L(v').

Siis L(y) = L(v). O
LAUSE 2.15. Olkoot 7y : [a,b] — X ja 7 : [a,b] — X toistensa kadnteispolkuja,

toisin sanoen Y(t) = y(b+ a —t). Tdalloin L(7) = L(7).

TobpisTus. Esitetddn Lauseelle 2.15 kaksi vaihtoehtoista todistusta. Ensimmaéi-
sessé tulokseen padstddn suoralla laskulla, toisessa puolestaan hyodynnetédian Lauset-
ta 2.14.

(1) Mééritelmén 2.3 merkinnoin ja summausjirjestysta muuttaen saadaan

L) = sup V() = sup Y d(2(6),7ti11)

n—1

=sup Y _d(y(b+a—t;),v(b+a—tis1))
7 =0

= Sup Z d(y(t:), (tiv1)) = Sup Vo(7)

= L(7).
(2) Kéytetaan Lauseen 2.14 valintoja siten, ettd [c, d] = [a, b], v = 7 ja(t) = b+a—t.
Nyt tilanne vastaa viitettd, ja tulos saadaan suoraan Lauseesta 2.14. U

MERKINTA 2.16. Merkitéén jatkossa v, = |, toisin sanoen, jos 7 : [a,b] — X
on polku ja t € [a, b, niin 7; on polun v rajoittuma vélille [a, t].

LAUSE 2.17. Jos 7 : [a,b] — X on suoristuva polku, niin valilld [a,b] mddritelty
kuvaus t — L(7y;) on kasvava ja jatkuva.

TobisTus. Olkoot t',t" € [a,t] siten, ettd ¢’ < t”. Kdyrdn pituuden additiivisuu-
desta seuraa, ettd L(vyy) = L(yy) + L(7yw 1), joten

0 < L(wrem) = L) — L(yw), eli L(ve) < Ly).

Siis kuvaus t — L(7;) on kasvava.

Todistetaan sitten, ettd kuvaus ¢ — L(~;) on jatkuva.
Olkoon € > 0. Lemman 2.9 ja polun ~ tasaisen jatkuvuuden nojalla (Lause 1.12) on
olemassa sellainen 1 > 0, ettid seuraavat ehdot tayttyvit:

(1) Kaikilla vélin [a, b] jaoilla o, joilla |o| < n, pitee
L(,}/) - VO’(’Y) = |£1|I_I)10 VU(/Y) - VU(,Y) S E/2

eli L(y) < Vy(v) +€¢/2.
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(2) Kaikilla u,v € [a,b], joilla [v — u| <7, on
d(y(u),v(v)) < €/2.
Olkoot nyt u,v € [a,b] siten, ettd 0 < v —u < 1, sekd o vilin [a, b] sellainen jako,
jolla |o| < n jajolla o N[u,v] = {u,v}. Olkoot lisiksi o1 = o N [a,u] ja o9 = o N [v,b].
Téalloin
L(Wau) + LOVwa)) + L) = L(7)
<V,(y)+¢€/2  ehto (1)
= Vo, (Via,up) + d(v(w), 7(v)) + Vo, (V) + €/2
< Vo, (M) + €/2 4 Vo (Vo)) + €/2 ehto (2)
< L(Vaw)) + L) + €
joten L(|fu.q)) < €
Nyt kdyran pituuden additiivisuudesta seuraa, etté
|L(vu) = L(v)| = L(’Y\[U,v]) <
miké todistaa kuvauksen ¢ — L(7;) jatkuvuuden. O
MAARITELMA 2.18. Olkoon 7 : [a,b] — X suoristuva polku. Polku v on paramet-
risoitu kdyrdn pituudella, jos kaikilla u,v € [a, b],u < v, patee
L(Yue)) = v — u.
HuomauTus 2.19. Jos polku 7 : [a,b] — X on parametrisoitu kdyrian pituudella,
niin L(y) =b — a.

MAARITELMA 2.20. Olkoon 7 : [a,b] — X polku. Sanotaan, ettd v on parametri-
soitu suhteellisesti kdyrdin pituudella, jos v on joko vakiopolku tai on olemassa sellai-
nen kayrén pituudella parametrisoitu polku 7 : [¢, d] — X, jolla v =~/ 01 ja kuvaus
Y @ [a,b] — [c,d] on méiritelty asettamalla kaikilla = € [a, 0]

(d —c)x + (bc — ad)
Ylo) = ELEL 20T

LAUSE 2.21. Jos v : [0,1] — X suhteellisesti kayrdin pituudella parametrisoitu

polku, niin v on L(7)-Lipschitz.

TobisTus. Jos 7 on vakiopolku, niin kaikilla u,v € [0,1],u < v, on

d(y(u),7(v)) =0 < L(y)(v — u),
joten 7 on L(7)-Lipschitz.
Oletetaan sitten, ettd v =+ o1, missd 7' : [¢,d] — X on kéyrén pituudella paramet-
risoitu polku ja ¢ : [0, 1] — [¢, d] kuvauksien ~ ja 4/ vilinen parametrin vaihto, eli
P(z) = (d—c)x+ec.
Olkoot u,v € [0,1],u < v. Talloin ¥ (u), 1 (v) € [¢,d], ¥ (u) < ¥(v), ja
LV ) iy) = ¥(v) =1b(w). Liséksi L(y') = d—c, jolloin Lauseen 2.7 nojalla saadaan

/

d(y(u),v(v)) = d(v o p(u), 7 0 P(v)) = d(' (¥ (w)), 7' (¥ (v)))
< LYy wwy) = ©(v) = (u)
=d-—cv+c—((d=c)u+c)=(d—c)(v—u)
= L(¥)(v — ).
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Koska Lauseen 2.14 nojalla L(y) = L(«'), niin

d(y(u),7(v)) < L(7)(v —w),
eli v on L(~y)-Lipschitz. O

SEURAUS 2.22. Jos polku v on mddritelty vdlilli [a, b] ja muut oletukset ovat samat

L(

kuin Lauseessa 2.21, niin vy on rl)—Lipschitz.

Lisdiksi, jos L(y) < M, niin v on M-Lipschitz.
Tobistus. Todistus etenee muuten samoin kuin edelld, mutta nyt

(d—c)x + (be — ad)
b—a ’

(x) =
joilloin

Ay (1), 7)) < = C)Zt(;‘f —ad) (d— c)z;: (;c — ad)
(d=9w=u) _ L)

b—a _b—a(v_w'

Jos L(y) < M jab—a > 1, niin d(y(u),v(v)) < M(v —u). Jos taas 0 < b—a < 1,
niin vaite seuraa suoraan Lauseesta 2.21. O

Luvun 2 péaatteeksi kdydaan vield lapi kaksi esimerkkié, jotka havainnollistavat
kahta hyvin erilaista tilannetta metrisessi avaruudessa: (a)-kohdassa lasketaan kdyran
pituus, (b)-kohdan esimerkki puolestaan osoittaa, ettd kaikki kéyrit eivit suinkaan
ole suoristuvia.

ESIMERKKI 2.23.

(a) (Janapolku) Integraalilaskennan kursseilla ja kandidaatin tutkielmassani laskettiin
janapolun pituus tavallisella normilla varustetussa avaruudessa R™ helposti kaavalla

Liy) = / I/ (8) .

Lasketaan janapolun pituus nyt tdmén tutkielman tuloksia hyodyntéaen:
Olkoot siis X normiavaruus ja v : [0,1] — X,v(t) = (1 — t)x + ty, pisteitd = ja y
yhdistiavéa janapolku. Kaikilla ¢q,ts € [0,1],¢; < t, pétee

d(y(t1),7(t2)) = [v(t1) — (@t
= (T = t)z + ity — (1 — ta)z — toy|
= [|(ta = t1)x — (t2 — t1)y||
= (t2 = t1)|lz — yl|-
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Olkoon sitten oy = (t;)io,..., Vélin [0, 1] jako. Nyt edellisen yhtélon nojalla on

—_

n—

Voo (v) = ) d(v(ti), v(ti1))

-
Il
L)

3

n—1
(tir = t)llz =yl = llz =yl D (tisn — 1)
i=0

Il
=)

%

x _y||7

joten janapolun ~ kokonaisheilahtelu V() ei riipu vélin [0, 1] jaon valinnasta. Maa-
ritelmésta 2.3 saadaan nyt

L(y) = sup V,(y) = |z — v,

miké on yhtenevé tutun tuloksen kanssa.

Koska seké euklidinen avaruus ettd normiavaruus ovat metrisid avaruuksia, péatevit
niissa tietenkin myos muut tdmén tutkielman tulokset. Itseasiassa kaikki kandidaatin
tutkielmassani esitetyt tulokset on johdettavissa tdméan tutkielman tuloksista — ne
ovat vain yksinkertaisempia erikoistapauksia.

(b) (Von Kochin kiiyri) Olkoon (v, )n>0,7n @ [0, 1] — R?, jono kéyrid, joka suppenee
tasaisesti kohti kilyrdd ~ : [0, 1] — R?. Olkoon liséiksi 0y, = {5,7=0,...,4"},n > 0,
vélin [0, 1] jako. Suoristumattomaksi osoittautuvaa kdayraéa v kutsutaan Von Kochin
kéyrédksi tai Lumihiutalekdyriksi, kun jono (7, ),>0 méadritellddn seuraavasti:
Olkoon v(t) = (t,0) kaikilla ¢t € [0, 1]. Mé&é&ritelldén sitten kaikilla n > 0 polku 7,
siten, ettd 7, on lineaarinen kaikilla jaon o, osavileilla kuten kuvassa 2.1.

VAN

Kuva 2.1

Polku ~,4, saadaan polusta 7, jakamalla ensin jaon o, jokainen osavéili kolmeen
yhta pitkddn osaan, ja madrittelemalla v, jokaisella uudella osavélilla samoin kuin
~n madriteltiin (kuva 2.2).

Selvisti kaikilla n > 0 on L(7v,11) = 4/3L(7,).

Osoitetaan vield, ettd Von Kochin kiyra v = lim,, o, 7, on suoristumaton.

Tarkastellaan edelleen jakoa o, = {4%,2’ =0,...,4"}. Nyt

Vo (V) = Vo, () = (4/3)",
joten
L(y) = sgp Vo(y) > Vi, (v) = (4/3)" — oo, kun n — oo.
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s

Kuva 2.2. Lumihiutalekayré.
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LUKU 3

Pituusavaruudet ja geodeesit

Téassa luvussa tutustutaan kahteen metrisien avaruuksien erikoistapaukseen: pi-
tuusavaruuksiin ja geodeesisiin avaruuksiin. Lukua 3 voidaan sindnsé pitdéd hieman
erillisend lukuna, ettéd sen tuloksia ei varsinaisesti tarvita viimeisessa luvussa eiké si-
ten mydskéin tutkielman padatuloksen (Lause 4.15) todistamisessa. Pdinvastoin, Lause
4.15 ja Seuraus 4.16 antavat geodeesisuuden, joten luku 3 voisi siksi sijoittua aivan
yhtéd hyvin viimeiseksi luvuksi. Koska pituusavaruudet ja geodeesit ovat kuitenkin
mielenkiintoisia erikoistapauksia metrisistd avaruuksista, ja koska ne liittyvét vahvas-
ti kdyran pituuteen, tdmé luku sopii hyvin luvun 2 jatkoksi.

3.1. Pituusavaruudet

MAARITELMA 3.1. Metrinen avaruus X on suoristuvasti yhtendinen, jos kaikilla
z,y € X l6ytyy sellainen suoristuva kdyra v : [a,b] — X, ettd v(a) = z ja v(b) = y.

MAARITELMA 3.2. Metrinen avaruus (X, d) on pituusavaruus, jos kaikilla z,y € X
on

d(z,y) = igfL('Y),

misséd infimum otetaan yli pisteitd x ja y yhdistavien kéyrien.
Pituusavaruuden néin maériteltyd metriikkaa d kutsutaan pituusmetritkaksi tai pol-
kumetriikaks:.

Jotta edellisestd médritelméstéa olisi hyotyé, niin todistetaan seuraavaksi, etta pi-
tuusmetriikka todella on metriikka. Sitd varten tehddédn ensin kuitenkin seuraava
médritelmé:

Olkoon (X, d) metrinen avaruus. Méaritelldan kuvaus dy : X x X — RU{oc} asetta-
malla

missd infimum otetaan yli pisteitd x ja y yhdistavien kayrien.

LAUSE 3.3. Olkoon (X,d) suoristuvasti yhtendinen metrinen avaruus. Talldin d,
on metriikka ja (X, dy) on siis pituusavaruus. Lisiksi d(x,y) < d¢(x,y) kaikilla
z,y € X.

Tobistus. Olkoot x,y € X ja olkoon 7 : [a,b] — X niitd yhdistéva polku. Koska
Lauseen 2.7 nojalla on d(z,y) < L(7), niin ottamalla infimum yli kaikkien pisteitd x
ja y yhdistavien kéayrien, saadaan

d(z,y) < igfL(v) = dy(z,y),

mika todistaa véitteen toisen osan.
Todistetaan sitten ensimméinen viite. Pituusmetriikka dy(z, y) on metriikka, jos Maa-
ritelmén 1.1 ehdot (1)—(3) tayttyvit.
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Olkoot x,y, z € X ja olkoon € > 0. Olkoot lisiksi v : [a,b] = X ja

/

v ld, V] — X sellaisia polkuja, ettd v yhdistdd pisteet = ja y, ja +' pisteet
y ja z. Oletetaan vield, etta poluille v ja 7' pétee

L(fy) S dg(l’, y) + 6/2 ja L(V/) S df(yu Z) + 6/2
Madritelladan nyt polku 7" : [a,b+ b — '] — X asettamalla

" v(t) kun ¢ € [a, b]
() = { Yt —b+da) kunte[b,b+V —d].
Nyt 7v"(a) = x ja v"(b+ b — a’) = 2. Lisdksi y = v(b) = 7"(b) = 7'(a), joten
~" yhdistda pisteet x ja z.
Madritellaéan sitten kuvaus ¢ : [b,b+ 0 — d'] — [d/, V] asettamalla
W(t) =t — b+ d. Talldin

Nivprv—a(t) =7 ([t =b4ad) =~ (4(t)) =~ 0 9(1),

joten v on polkujen 'yﬁb,b b I8 ~" valinen parametrin vaihto. Siten Lauseen
. i /

2.14 nojalla on L(7jj, 44p—an) = L(V')-

Liséksi, koska [, ;; = 7, niin L(7([, ) = L(7)-

Nyt kdyran pituuden additiivisuudesta seuraa, etta

L(Y") = LWap) + LGV psrr—ar) = L(v) + L(Y)
S df(xu y) + 6/2 + d€<y7 Z) + 6/2
- dg(l', y) + d@(ya Z) T+ €

Ottamalla sitten infimum yli kaikkien pisteitd x ja z yhdistdvien kéyrien «
saadaan

de(z, z) = inf L(e) < L(Y") < de(z,y) + de(y, 2) + €.
Koska tdmé pétee kaikilla e > 0, niin
dg(l’, Z) S d@('fv y) + dﬂ(ya Z)7

miké todistaa kolmioepéyhtalon.

Olkoot z,y € X, € > 0 ja v sellainen pisteet = ja y yhdistava polku, ettd
L(v) < di(z,y) + e. Liitetdan sitten pisteet = ja y yhdistdvain polkuun
v : [a,b] — X sellainen polku % : [a,b] — X, ettd kaikilla ¢t € [a,b] on
() =(a+b—1).

Télloin 4 on polun v ka#dnteispolku, joten se yhdistda pisteet y ja x. Koska
liséiksi Lauseen 2.15 nojalla on L(y) = L(v), niin

de(y,x) < L(7) = L(v) < de(z,y) + €.

Tésta seuraa, etti dy(y, ) < dy(z,y).

Vaihtamalla pisteiden z ja y roolit saadaan epayhtalo dy(z,y) < di(y, ).
Siis dy(z,y) = de(y, x).

Oletetaan ensin, ettéd dy(x,y) = 0. Koska d(z,y) < d¢(x,y), niin

0 < d(z,y) < dy(z,y) = 0, joten d(z,y) = 0. Koska d on metriikka, niin
Madritelmén 1.1 ehdon (3) nojalla x = y.
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Olkoon sitten z = y. Nyt lyhyin pisteita x ja y yhdistava polku on vakiopolku
v : la,b] = X,v(t) = z, jolloin Lauseen 2.8 nojalla on L(vy) = 0. Siten

dy(z,y) = inf L(y) = 0,eli d¢(x,y) = 0.
il
U

HuomauTus 3.4. Olkoon (X, d) suoristuvasti yhtendinen metrinen avaruus. Tél-
16in (X, d) on pituusavaruus jos ja vain jos d;, = d, minki seuraava paittelyketju
helposti osoittaa:

Oletetaan ensin, ettd (X, d) on pituusavaruus. Pituusavaruuden mééritelmén nojalla
kaikilla z,y € X on

d(z,y) = igfL(’v) = dy(2,y),

joten dy = d.
Oletetaan sitten, ettd d, = d. Télloin kaikilla z,y € X on

d(l’, y) = d((ZE, y)7
joten d(z,y) = inf,, L(v). Siis (X, d) on pituusavaruus.
LAUSE 3.5. Olkoon (X,d) suoristuvasti yhtendinen metrinen avaruus. Tdlloin
identtinen kuvaus i : (X, d;) — (X, d) on jatkuva.
Tobistus. Olkoot x,y € X. Talloin Lauseesta 3.3 seuraa, etti
d(i(z),i(y)) = d(z,y) < de(z,y),

mistd véite seuraa helposti. O

Sovellettaessa néité tuloksia taytyy kuitenkin olla tarkkana, silld identtinen kuvaus
i:(X,d) — (X, dy) el valttamétta ole jatkuva, kuten seuraavat esimerkit osoittavat.

ESIMERKKI 3.6.

(a) Olkoon X C E? metrinen avaruus, missi

X = ([0,1] x {1}) u ({0} x [0, 1)) [ J({1/n} x [0,1]),
n>1
ja missi kiytetdin avaruudesta E? indusoitua metriikkaa d.
Tarkastellaan sitten avaruuden X pistejonoa (p,),>1, missd p, = (1/n,0) kaikilla
n > 1. Olkoon liséksi p = (0,0) ja olkoon 7, : [a,b] — X pisteet p, ja p yhdistava
polku.
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Nyt
d(pn,p) — 0, kun n — oo,
mutta koska L(,) > 2 kaikilla n > 1, niin

dy(pn,p) = inf L(y) > 2 kaikilla n > 1.
v

Siis identtinen kuvaus i : (X, d) — (X, dy) ei ole jatkuva.

(b) Olkoon (Q,d) metrinen avaruus, missié Q on rationaalilukujen joukko ja d ava-
ruudesta R indusoitu euklidinen metriikka. Olkoot ¢;,¢; € Q, 7 # j. Télléin

d(qi, q5) = lai — q;j| < o0,
kun taas
de(4i, q5) = o0,
silld avaruudessa (Q, d) ei ole yhtéén pisteet ¢; ja ¢; yhdistédvid polkua.

LAUSE 3.7. Olkoon (X,d) metrinen avaruus ja olkoon 7 : [a,b] — X suoristuva
polku avaruudessa (X,d). Tdlloin v on polku myds avaruudessa (X, dy).

Tobistus. Olkoot t,ty € [a,b] ja olkoon v mikéd tahansa pisteet v(to) ja ()
yhdistavé polku. Télloin kdayran pituuden additiivisuudesta seuraa, etta

de(y(to), 7(1)) = inf L) < L) = IL(Via) = L(Vjayta))

misséd infimum otetaan yli pisteet v(t) ja v(ty) yhdistévien polkujen.
Koska kuvaus t +— L; on Lauseen 2.17 nojalla jatkuva, niin
|L(7|[a,t]) — L(%[a,to])l — 0, kun ¢t — to,
joten
de(y(to),v(t)) — 0, kun t — .
TamA osoittaa, ettd kuvaus v : [a, b] — (X, dy) on jatkuva, ja siten polku avaruudessa
(X, dy). O

LAUSE 3.8. Olkoon (X,d) metrinen avaruus ja olkoon 7 : [a,b] — X polku ava-
ruudessa (X, d;). Talldin v on polku myds avarvudessa (X, d) ja Lq(y) = La, (7).

TobpIsSTUS. Osoitetaan ensin, ettd v on polku avaruudessa (X, d).
Olkoot t;,t; € [a,b]. Lauseesta 3.5 saadaan

d(v(t:), 7 (t5) < dely(ta),7(t;)),
joten 7 on jatkuva myo6s avaruudessa (X, d). TAmé todistaa ensimméisen viitteen.
Todistetaan sitten, ettd Lq(7y) = La, (7).
Olkoon o = (t;)i=o...» valin [a,b] jako. Lauseiden 3.5 ja 3.3 nojalla kaikillai = 0,...,n

-----

V() = S dla(t) ) < 0 e84 (k) = V().

Siten
La(y) = sup Vyi(7) < sup Vyi(7) = La,(7)-
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Toisaalta
n—1 n—1
V() = Zd€(7<ti)77(ti+1)) = Zigf La(:)
i=0 i=0 "

n—1
< Z Ld(7|[ti,ti+1}) = Ld('y)a
1=0

missé infimum otetaan yli pisteet v(¢;) ja y(t;+1) yhdistévien polkujen +;, joten
La, () = sup Vi (7) < La(7)-

On siis oltava Ly(y) = Lg, (7). O

LAUSE 3.9. Olkoon (X,d) suoristuvasti yhtendinen metrinen avaruus. Tdlloin
(X, dy) on pituusavaruus ja (dy)e = dy.

Tobistus. Olkoot z,y € X ja olkoon ~ pisteitd x ja y yhdistdava polku avaruu-
dessa (X, d). Todistuksen yleisyys ei kérsi, jos tarkastellaan vain suoristuvia polkuja;
olkoon + siis suoristuva polku. Lauseen 3.7 nojalla v on polku avaruudessa (X, dy),
jolloin Lauseesta 3.8 saadaan, ettd Lg,(v) = Lq(7y). Siten

de(z,y) = igf La(vy) = igf L, (7),

miké pituusavaruuden médritelmén nojalla tarkoittaa, ettd (X, dy) on pituusavaruus.
Liséksi, koska pituusavaruus on aina suoristuvasti yhtenéinen, niin Huomautuksesta
3.4 seuraa, ettd (dy), = dy. O

3.2. Geodeesit

Seuraavaksi késitelladn geodeesisia avaruuksia (Méadritelmd 3.11) ja niihin liit-
tyvid ominaisuuksia. Osoittautuu, ettd geodeesinen avaruus on aina pituusavaruus
(Lause 3.12), ja siten mielenkiintoinen erityistapaus pituusavaruuksista. N&ita kahta
avaruutta vertaillaan esimerkkien avulla.

MAARITELMA 3.10. Geodeesinen polku, lyhyemmin geodeesi, on etiisyydet séilyt-
tavé polku v : [a,b] — X, toisin sanoen, v on geodeesi, jos
d(v(t1),7(t2)) = [t1 — to
kaikilla tl, to € [a, b]

Erityisesti, jos 7 : [a,b] — X on pisteet x ja y yhdistdva geodeesi, niin
d(x,y) = d(y(a),v(b)) = |la —b] =b—a.

Geodeesinen side on etaisyydet siilyttava kuvaus v : [0, 00[— X, geodeesinen viiva
puolestaan etéisyydet siilyttava kuvaus v: R — X.

Geodeesinen jana [x,y] metrisessd avaruudessa X on geodeesin kuva v([a, b)), suora
vitva on geodeesisen viivan kuva.

MAARITELMA 3.11. Metrinen avaruus X on geodeesinen avaruus, jos kaikilla
x,y € X 16ytyy niitd yhdistava geodeesi.
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LAUSE 3.12. Geodeesinen avaruus on pituusavaruus.

TobisTtus. Olkoon X geodeesinen avaruus ja olkoot x,y € X. Madritelmén 3.11
nojalla 16ytyy pisteet x ja y yhdistdva geodeesi vy : [a,b] — X. Geodeesin mééritel-
maésté puolestaan saadaan

d(z,y) = d(vo(a), 70(8)) = [a — ] = b—a.

Olkoot sitten u,v € [a,b],a < u < v < b. Koska vy on geodeesi, niin kaikilla vilin
[u,v] jaoilla o = (¢;)i—0....n Détee

n—1 n—1 n—1
Vo (Yo[ju0)) = Zd(’Yo(ti)a”Yo(tiH)) = Z ti — tipa| = Z(ti+l — ) =v—u
i=0 i=0 i=0

Talloin
L(’YOHU,U]) = sup Vo(%‘[u’v]) =0 —u,

joten 7y on parametrisoitu kidyran pituudella.
Kun valitaan v = a ja v = b, saadaan

L(’}/()) =b—a.

Koska tdmé pétee milld tahansa pisteet x ja y yhdistavilla geodeesilla v, niin edelli-
sestd yhtélostd ja geodeesin médritelméstd saadaan

d(z,y) =b—a=L(y) 2 inf L(v).

Toisaalta aina on

d(z,y) < inf L(y),

o
joten d(z,y) = inf, L(~y), miké osoittaa, ettd X on pituusavaruus. O

HuomAuTUs 3.13. Lause 3.12 ei pade toisin péin: Pituusavaruus ei ole aina geo-
deesinen avaruus. Tdmén osoittaa Esimerkin 3.15 (c)-kohta.

Metrisen avaruuden todistaminen geodeesiseksi avaruudeksi pelkin méaritelmén
avulla voi joskus olla hankalaa. Todistaminen on kuitenkin huomattavasti helpompaa
seuraavaksi todistettavan Lauseen 3.14 avulla.

LAUSE 3.14. Olkoon vy : [a,b] — X kdyrdn pituudella parametrisoitu polku. Tdlloin
seuraavat ehdot ovat yhtdapitdvid:
(i) v on geodeesi;
(11) kaikilla u,v € [a,b],u < v, pdtee

d(y(a),v(v)) = d(v(a), y(u)) + d(y(u),¥(v));

(i1i) L(v) = d(y(a),v(D)).

TobI1sTUS. Tehdaan todistus kolmessa osassa.

e (i) = (ii): Koska 7 on geodeesi, niin kaikilla u,v € [a,b],u < v, on
d(7(a),y(v)) =v —a=v—utu—a=dr(u),v)+dr(a),v(u)
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o (it) = (ii1): Olkoon o = (t;)i—o
(n — 2) kertaa, saadaan

» valin [a, b] jako. Soveltamalla ehtoa (i)

-----

d(v(a),v(t1)) +d(y(t1),7(t2)) + ... + d(y(ta-1),7(D))
= d(v(a),v(t2)) +d(v(t2),7(t3)) + ... + d(v(tn-1),7(D))
=...=d(v(a),y(tn-1)) + d(v(tn-1).7(D))
= d(v(a), (b)),

joten
wa=%p%kﬂ=dWWL%®)

e (iti) = (i): Olkoot u,v € [a,b],u < v. Talloin ehdon (i), kolmioepayhtalon
ja kayran pituuden additiivisuuden nojalla on

L(v) = d(v(a),~(b))
< d(y(a),y(uw)) + d(y(u),v(v)) + d(v(v),7(b))
<d(v(a),v(u)) + LV ue)) + d(v(v), 7(b))

< L(awd) + L)) + L(Vw,)

= L(v),

joten epéayhtéloiden on oltava yhtaloitda. Téstd puolestaan seuraa, etté
L) = d(y(w), y(v)).

Koska v on oletuksen nojalla kdyrédn pituudella parametrisoitu, niin
L(’y‘[uﬂ,])) = v — u. Siten

d(y(u),7(v)) = L(ua)) = v = u,
miké osoittaa, ettd v on geodeesi.

ESIMERKKI 3.15.

(a) Euklidiset avaruudet E" = (R™, ||-]|),n > 1, ovat geodeesisia avaruuksia ja Lauseen

3.12 nojalla siis my0s pituusavaruuksia:

Olkoot z,y € E™ ja~y : [0, 1] — E™ janapolku, eli y(t) = (1 —t)x +ty kaikilla ¢ € [0, 1].

T#lloin v yhdistaa pisteet x ja y. Lisidksi Esimerkin 2.23 (a)-kohdasta saadaan
d(z,y) = ||z —yll = L(7).

Kun tehddédn parametrin vaihto johonkin kéyrdn pituudella parametrisoituun pol-

kuun, niin Lause 3.14 todistaa véitteen.

(b) Normiavaruudet ovat geodeesisia avaruuksia: Geodeesiksi kay selvésti janapol-
ku, kuten euklidisissa avaruuksissa.

(c¢) Euklidinen avaruus E™,n > 2, josta on poistettu &érellinen mééra pisteitd, on



3.2. GEODEESIT 26

pituusavaruus, mutta ei geodeesinen avaruus:
Olkoon E™\{p} n-ulotteinen euklidinen avaruus, josta on poistettu piste p = (p1, p2)
ja olkoot z,y € E"\{p}, x # y. Tarkastellaan tilannetta, jossa piste p on pisteitd = ja
y yhdistavélla janalla; p € [z, y]. Koska [z,y] ¢ E"\{p}, ja koska janapolku on ainut
geodeesi avaruudessa E", niin avaruudesta E™\{p} ei 16ydy yhtddn geodeesia, joka
yhdistéisi pisteet x ja y.
Pituusavaruuden méaaritelmén ehto sen sijaan tayttyy:
Olkoon 7 : [a,b] — E™\{p} pisteet = ja y yhdistavd polku. Valitaan avaruudesta
E™\{p} piste z = (21,p2), 21 # p1. Télloin

d(z, 2) +d(z,y) = |z = 2| + |z =yl = [z —yl, kun 2z — p1.
Jos nyt valitaan + siten, ettd se on yhdiste janoista [z, z] ja [z, y], niin saadaan

d(w,) = 1o~ yll = inf L(7)

/F‘l-oft} (24, Pq,)'z
™

(d) Euklidinen avaruus E™,n > 1, josta on poistettu avoin jana L, ei puolestaan ole
edes pituusavaruus:

Olkoot z,y € E™\ L siten, ettd jana L sijaitsee pisteiden z ja y vélissi. Koska janapol-
ku (tai yhdistetty janapolku) on lyhyin kahta pistettd yhdistdva polku euklidisessa
avaruudessa, niin lyhyin pisteitd x ja y yhdistdvi polku avaruudessa E™\ L on yhdis-
tetty janapolku v, joka kulkee janan L jomman kumman péétepisteen kautta. Olkoon
tamé piste z,z € E"\ L. Nyt

d(z,y) = |z =yl <l =2l +[lz = yll = L(v),

joten E™\ L ei ole pituusavaruus.

%

(e) Euklidinen avaruus E", n > 2, josta on poistettu avoin r-siteinen pallo, ei myds-
kédn ole pituusavaruus eikéd geodeesinen avaruus:

Olkoon B C E™ avoin r-siéiteinen pallo, S = 0B ja z,y € S C E"\B siten, etta pisteet
x ja y sijaitsevat vastakkain. Olkoon liséksi 7y : [a, b] — E™\ B pisteet z ja y yhdistava
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polku. Selvisti lyhyin téllainen polku kulkee pallon reunaa S pitkin, jolloin sen pituus
on alhaalta rajoitettu luvulla 7r, ja siten kaikilla poluilla v on L(v) > 7r. Kuitenkin
on d(z,y) = ||z — y| = 2r, joten

d(z,y) =2r #mr = igf L(v).

Siis E™\ B ei ole pituusavaruus.

(f) Tarkastellaan avaruudessa R™™ yksikkopallon kuorta S™. Olkoot x,y € S™ ja
olkoon « pisteiden x ja y vilinen kulma. Jos méaritellidn metriikka d asettamalla
d(z,y) = a, niin (5", d) on geodeesinen avaruus:
Olkoon 7 : [a,b] — S™ pisteitd z ja y yhdistava polku. Lyhyin téllainen polku kulkee
kulmaa « vastaavaa kaarta pitkin, josta tiedetéddn, ettd sen pituus on a. Kun valitaan
tdmé polku, saadaan

L(y) = a =d(z,y),
joten Lauseen 3.14 nojalla (S™,d) on sekéd geodeesinen avaruus ettd pituusavaruus.
Sen sijaan, jos metriikaksi d valitaan avaruudesta R"™! indusoitu euklidinen metriikka,
niin pallon kuori S™ ei ole geodeesinen avaruus, koska

L(7) 2 a>2sin s = o —y| = d(x.y).

3.3. Yksikisitteiset geodeesit

MAARITELMA 3.16. Metrinen avaruus X on yksikdsitteisesti geodeesinen, jos kai-
killa z,y € X loytyy tdsmélleen yksi pisteet x ja y yhdistdva geodeesi.

MAARITELMA 3.17. Metrisen avaruuden X osajoukko A on geodeesisesti konveksi,
jos kaikilla z,y € A l0ytyy sellainen pisteet x ja y yhdistava geodeesi, ettd geodeesinen
jana [z, y] sisdltyy joukkoon A.

Kuten Esimerkissa 3.15 todettiin, seké euklidiset avaruudet ettd normiavaruudet
ovat geodeesisia avaruuksia. Selvésti euklidiset avaruudet ovat yksikésitteisesti geo-
deesisia, silld janapolku on ainut geodeesi avaruudessa E". Sen sijaan normiavaruudet
eivat valttamétta aina ole yksikésitteisesti geodeesisia. Lause 3.19 kuitenkin osoittaa,
ettd tietyin ehdoin myos normiavaruus on yksikésitteisesti geodeesinen. Todistetaan
ensin kuitenkin todistuksessa hyodynnetteva lemma.

LEMMA 3.18. Normiavaruus V on yksikdsitteisesti geodeesinen, jos ja vain jos
kaikilla v,v',v" € V ehdosta d(v,v") + d(v',v") = d(v,v") seuraa, etti on olemassa
t € [0,1] siten, etti v' = (1 —t)v + tv”.

TobpisTus. Oletetaan, etté kaikilla v,v",v” € V' ehdosta
d(v,v") + d(v',v") = d(v,v") seuraa, ettd on olemassa t € [0, 1] siten, etté
v = (1—t)v+tv”. Olkoot v,v” € V. Nyt jana {(1—t)v+tv”, ¢t € [0, 1]} on pisteet v ja v”
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yhdistéva geodeesinen jana. Lauseesta 3.14 saadaan, etta d(v, v')+d(v', v") = d(v,v"),
jolloin oletuksesta seuraa, etté piste v’ on janalla {(1—t)v+tv”,t € [0, 1]}. Siten tdma
jana on ainoa pisteet v ja v” yhdistava geodeesinen jana avaruudessa V.

Toinen suunta on selvi. U

LAUSE 3.19. Normiavaruus V' on yksikdsitteisesti geodeesinen jos ja vain jos yk-
sikkopallo B(0,1) C V' on aidosti konveksi, toisin sanoen, jos ehdosta
ut|| = |luz|l = 1,u1 # uo, seuraa, etti ||(1 — t)uy + tus|| < 1 kaikilla t €]0, 1[.

TobisTus. Lemman 3.18 nojalla V' on yksikésitteisesti geodeesinen, jos ja vain
jos kaikilla v, v",v" € V ehdosta d(v,v") + d(v',v") = d(v,v") seuraa, ettd v' € [v,v"],
eli v/ = (1 —t)v + tv” jollain ¢ € [0, 1].

Merkitddn vy = v/ — v ja v9 = v” — v/, jolloin
d(v,v") +d(',v") = d(v,v")
& [l = vl + 0" = = " =l
& ol + flvafl = Jlor + w2l
Nyt V' on yksikésitteisesti geodeesinen, jos ja vain jos
[o1 + wal| < [[vi]| + [Jv2]]
aina kun vy ja vy ovat lineaarisesti riippumattomia vektoreita.

Merkitéadn sitten v; = a;u;, missi a; = ||v;|| ja i = 1, 2. Olkoon liséksi t = a1/(a; + as),
jolloin 1 —t = ay/(ay + as). Nyt
(a1 + ag)al (a1 + CLQ)CLQ

V1 + Vo = ajuy + agus = Uy + U9
aq + a9 aq + Qo

(a1 + )( U2 )
= \a a u u
! 2 aiy + as ! ai; + as 2

= (a1 + ag)(tuy + (1 — t)us),

joten
[[o1 4 w2 = [[(a1 + az)(tur + (1 = t)uy)]|
= [[([oall + [Joa]) (Fur + (1 = t)us)|
= ([[oall + llvalD)[[fus + (1 = t)uz|.
Siten ||y + ve|| < ||v1|| + [Jv2]] jos ja vain jos |[tu; + (1 — t)us|] < 1. Koska
|lwill = [|(vi/]]vi]])]] = 1, niin tdma& todistaa véitteen. O

Esimerkisséd 1.7 tarkasteltiin, kuinka metriikan valinta vaikuttaa ympyrian muo-
toon. Tarkastellaan seuraavaksi Esimerkin 1.7 (b)- ja (c)-kohtien normeja ja todis-
tetaan edellisen lauseen avulla, etti normiavaruudet (R™, (') ja (R™,£>°) eiviit ole
yksikésitteisesti geodeesisia, vaikka normiavaruus (R ¢?),1 < p < oo, sitd onkin
(todistus sivuutetaan, katso esimerkiksi 1dhde [3] Prop. 7.3.2.).
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ESIMERKKI 3.20.

(a) Olkoot u; = (1,0) ja ug = (0,1) vektoreita avaruudessa (R?, d;). T&llsin
|ur|| = [|uz|| = 1, mutta
11 = t)us + tus| = [|(1 = £)(1,0) +£(0, )| = (1 = £,0) + (0, 2)]]

= (=&, 0[] = |1 — ] + [¢]

=1—-t+t=1
kaikilla ¢ €]0, 1], joten yksikképallo B(0, 1) ei ole aidosti konveksi. Siis normiavaruus
(R%, 01) ei ole yksikisitteisesti geodeesinen Lauseen 3.19 nojalla. Pisteet u; ja ug yh-
distdvid lyhimpid geodeeseja, siis geodeeseja, joiden pituus on 1, 16ytyy itseasiassa
aareton madra: Minké tahansa porraskuvaajan, eli kuvaajan, jonka graafi muodostaa
"portaat”, pituus on 1.

(b) Olkoot u; = (1,1),us = (0,1) € (R? ds). Nyt
|ur|| = ||uz]| = 1, mutta
(L = )us + tuo|| = |(1 = )(1,1) + £(0, 1) ]| = [[(1 = £,1 — 1) + (0, 2)]]
=1 =&, D] = max{[(1 = ¢)[,[1]} =1
kaikilla ¢ €]0,1[. N&in ollen my6skéin normiavaruuden (R?, () yksikkopallo ei ole

konveksi, eikii (R?, () siten yksikéisitteisesti geodeesinen. Pisteet u; ja uy yhditdvia
lyhimpiéd geodeeseeja 16ytyy dédreton médra, kuten kuva osoittaa.




LUKU 4

Polkujen avaruus

Luku 4 on tdmén tutkielman viimeinen luku, ja siind todistetaan koko tutkielman
padtulos, eli lyhimmén kdyrin olemassaolo (Lause 4.15). Ennen sitd tdytyy kuitenkin
médritelld useita polkujen rajankéyntiin liittyvia késitteitd sekéd todistaa muutama
tarked lause. Lisdksi joitakin lauseita edeltdd lemma, jonka avulla lause todistetaan.
Aivan lopuksi késitellddn vield lyhyesti metristd derivaattaa (Luku 4.1.). Aloitetaan
médritteleméllda polkujen avaruus, ja kuinka sinne saadaan metriikka:

Merkitadn
C =C([a,b], X)={v]~:]a,b — X on polku},
ja kutsutaan sitd polkujen avaruudeksi.
Madéritelldan lisdksi polkujen avaruuteen metriikka d asettamalla kaikilla vy, v € C
ds(711,72) = sup d(7i(t), 12(t)).

tela,b]

Tata metriikkaa kutsutaan tasaisen suppenemisen metriikaksi, ja se todella on met-
riikka. Todistus ei eroa oleellisesti Esimerkin 1.5 (c)-kohdan todistuksesta.

MAARITELMA 4.1. Metrisen avaruuden (X, d) jono (z,) on Cauchy-jono (tai ly-
hyesti Cauchy), jos kaikilla € > 0 1oytyy sellainen ny € N, ettd d(x,,z;) < €, kun
n > ng ja k > ng.

MAARITELMA 4.2. Metrinen avaruus (X, d) on tdydellinen, jos sen jokainen Cauchy-
jono suppenee.

LAUSE 4.3. Jos metrinen avaruus (X, d) on tdaydellinen, niin myds polkujen ava-
ruus C = C([a, b], X) varustettuna metriikalla dg on tiydellinen.

Tobistus. Olkoon (7,) Cauchy-jono avaruudessa C. T&lloin kaikilla € > 0 on
olemassa ny € N siten, etté kaikilla n, k > ng pétee

ds(Yn, k) = Sl[l% d(n(t), (1)) <.
tela,

Nyt kaikilla ¢ € [a,b] ja kaikilla n, k > ng on

d(ya (), k() < sup d(va(t), (1)) <,
joten (y,(t)), € X on Cauchy-jono kaikilla t € [a, b]. Koska avaruus X on tédydellinen,
niin Méaritelmén 4.2 nojalla jono (v,(t)), suppenee, eli kaikilla ¢ € [a,b] 16ytyy
sellainen piste x; € X, jolla lim,, o Y, (t) = ;. Maaritelldén sitten kuvaus 7 siten,
ettd y(t) = limy, 00 ¥ (f). TAllGIn

d(Yn,7) = sup d(7a(t),v(t)) <e,
te(a,b]

30
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joten (7, ) suppenee tasaisesti kohti polkua . Kurssilla Analyysi 3 on todistettu, etté
tasaisesti suppenevan funktiojonon (f,), rajafunktio on jatkuva, jos f, on jatkuva
kaikilla n € N. Siten, koska 7, on polkuna jatkuva kaikilla n € N, niin my&s v on
jatkuva. Siis v € C eli polkujen avaruus C on taydellinen. O

Edellisessd luvussa todistettiin (Lause 2.17), etté jos v on suoristuva, niin kuvaus
t — L(v) on jatkuva. Kun ldhtoavaruutena on reaaliakselin suljetun vilin sijasta
polkujen avaruus, niin tilanne muuttuu: Kuvaus L : C — [0, c0[U{co},v — L(7), ei
valttamaétta ole jatkuva, kuten seuraavat esimerkit osoittavat:

ESIMERKKI 4.4.

(a) Médritellddn kaikilla n > 1 polku 7, : [0, 7] — R asettamalla
1 2
Tu(t) = Ecos(n t).
Kun ¢ kily ldpi vilin [0, 7], niin cos(n®t) vaihtelee n? kertaa arvojen 1 ja —1 vélilla,
jolloin
L(cos(n?t)) > n?| — 1 — 1| = 2n%
Siten

L(’Yn) > -2n® = 2n,

joten L(7,) — oo, kun n — oc.
Olkoon sitten v : [0, 7] — R, ~(¢) = 0 kaikilla ¢ € [0, 7], polku. Koska

ds(m, ) = sup d(ya(t),7(t)) = sup d(ya(t),0)

S|

te[0,x] te|0,m)
1 2 1 2
= sup |—cos(n’t)] = sup —|cos(nt)|
tefo,r] T te[o,x] T
1
< - =0,
n

kun n — oo, niin jono (7y,),>1 suppenee tasaisesti kohti kuvausta 7. Kuitenkin
Lauseen 2.8 nojalla L(vy) = 0, joten

L(n) #+ L(7),

miké osoittaa, ettd pituusfunktio L ei ole jatkuva.

(b) Mééritelldén tasoon R? pistejono asettamalla kaikilla n > 0

p €p) n
(2.2 )0<p=2),
missi €(p) = 0, kun p on parillinen ja ¢(p) = 1, kun p on pariton.

Olkoon F,, : [0,1] — R, n > 0, sellainen paloittain affiini kuvaus, jonka graafi on
yvhdiste janoista, joiden péitepisteet ovat edelld mééritellyn pistejonon peréttiisia
pisteité.

Miééritellddn sitten kaikilla n > 0 ja kaikilla ¢ € [0,1] kuvaus v, : [0,1] — R?
asettamalla

(t) = (1, Fu(t)).
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Kuva 4.1 havainnollistaa, miltd polkujen v, ¥2, 73 ja 4 kuvat nayttavit.
Nyt polkujono (7,) suppenee kohti polkua v : [0,1] — R? ~(t) = (¢,0), jonka pituus
on 1. Kuitenkin kaikilla n > 0 on L(v,) = v/2, joten

L) # L(7).

Y,

PONTY.ON
Kuva 4.1

MAARITELMA 4.5. Olkoon X metrinen avaruus ja olkoon xy € X. Kuvaus
f: X — RU{—00,00} on alhaalta puolijatkuva pisteessi xq, jos kaikilla m € R,
m < f(xg), loytyy sellainen pisteen xy ympéristo W, etté kaikillaz € Wonm < f(x).
Kuvaus f on alhaalta puolijatkuva, jos se on alhaalta puolijatkuva kaikissa pisteissé
reX.

HuoMAuTUS 4.6. On selvii, etté jos kuvaus f on jatkuva, niin se on myos alhaalta
puolijatkuva.

LEMMA 4.7. Olkoon T jokin indeksijoukko ja olkoon {f; : X — RU{—00, 00} }ier
joukko kuvauksia. Olkoon lisiksi kuvaus f: X — RU {—o00,00}, f(x) = sup,ez fi(x),
kaikilla x € X. Jos f; on alhaalta puolijatkuva pisteessi vy € X kaikilla v € Z, niin
myds [ on alhaalta puolijatkuva pisteessd xg.

TobisTtus. Koska f(xg) = sup;es fi(%o), niin kaikilla m < f(xy) on olemassa
ip € T siten, ettd m < fi,(xo). Koska f;, on alhaalta puolijatkuva pisteessi xq, niin
l16ydetaén sellainen pisteen xy ympéristo W, etté kaikilla € W on m < f; (z). Siten
kaikilla x € W pitee

m < fio(x) < sup fi(z) = f(x),

1€l
eli m < f(x). Siis my6s f on alhaalta puolijatkuva pisteessi z. O

LAUSE 4.8. Polun pituusfunktio L : C — RU{oc}, L(y) = sup, V,(7v), missd V,(7)
on Mddritelmdn 2.5 antama kokonaisheilahtelu, on alhaalta puolijatkuva.

Tobistus. Olkoon o = (t;)i—,.., vilin [a, b] jako ja olkoon t; € [a,b]. Mé&éritel-
ldéan kuvaukset I'; : C — X ja V, : C — R asettamalla

n—1

Li(7) = (t) ja Vo(7) = Y d(y(t:), v (tis)).

1=0
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Todistetaan ensin, ettd kuvaus V, on alhaalta puolijatkuva.
Olkoon € > 0. Talloin 16ytyy d > 0 siten, ettd kaikilla v,~" € C, joilla d(v,7")s < 9,
on

d(Ts(7), Ti(v')) = d(y(t:), ' (t:)) < sup d(y(t),7'(t))

tela,b]
= d(’% 7/)5 <€,

kun valitaan § = e. Siis I'; on jatkuva kaikilla 7 = 0,...,n. Néin ollen my6s kuvaus
V, on jatkuvien kuvausten dérellisend summana jatkuva, ja siten myos alhaalta puo-
lijatkuva.

Koska L on alhaalta puolijatkuvien kuvausten pienin ylédraja, niin Lemman 4.7 nojalla
myo6s se on alhaalta puolijatkuva. O

LEMMA 4.9. Olkoon X metrinen avaruus ja olkoon f : X — R U {—o0,00}
sellainen kuvaus, joka on alhaalta puolijatkuva jossakin pisteessd x € X. Olkoon
lisiksi (z5)n>0 pistejono, joka suppenee kohti pistettd x. Tdlloin

f(a) < lim inf f(z,)

TobisTus. Olkoon z € X piste, jossa f on puolijatkuva. Talloin kaikilla m < f(x)
16ytyy sellainen pisteen = ympéaristo W C X, ettd kaikilla y € W on m < f(y).
Koska z = lim,,_,+ Z,, niin on olemassa sellainen ng € N, ettd x,, € W kaikillan € N,
joilla n > ng. Siten m < f(z,,) kaikilla n > ng, jolloin

f(a) < Tim inf f(z,)
O

HuomAuTus 4.10. Edellisessé lemmassa vaadittiin jonon (z,,) suppenemista, mut-
ta Lauseessa 4.11 jonolta (7,) vaaditaan tasaista suppenemista. Ero johtuu funktioi-
den maaliavaruuksien erilaisista metriikoista — polkuavaruudessa C kidytettdva met-
riikka johtaa tasaiseen suppenemiseen.

LAUSE 4.11. Olkoon (Yn)n>0, Yn : [a,b] — X, sellainen polkujono, joka suppenee
tasaisesti kohti polkua 7y : [a,b] — X. Talldin

L(vy) < lim inf L(v,).
n—oo

TobisTus. Lauseen 4.8 nojalla polun pituusfunktio L : C — R U {oo},
L(v) = sup, V,(7), on alhaalta puolijatkuva. Liséksi, koska (7, ),>0 suppenee tasai-
sesti kohti polkua v (eli suppenee metriikassa dg), niin saadaan Lemman 4.9 tilanne.
Siten

L(v) < lim inf L(~,).

n—0o0

O

Jotta pystytddn todistamaan tdmén tutkielman péédtulos (Lyhimméan kdyréan ole-
massaolo, Lause 4.15), tarvitaan vield yksi aputulos (Lemma 4.14), jonka todistami-
seen puolestaan tarvitaan Ascolin nimeé kantavaa lausetta. Ascolin lauseen todista-
minen sivuutetaan téssé tyossi, mutta todistus 16ytyy esimerkiksi lahteesta [3] (Thm.
1.4.9.). Seuraavaksi kuitenkin esitelldén Ascolin tulos seké siihen liittyvi méaaritelma.
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MAARITELMA 4.12. Olkoon (X, d) metrinen avaruus, ja olkoot f, : [a,b] — X,
n € N, kuvauksia. Kuvausjono (f,,),>0 on tasaisesti yhtdjatkuva, jos kaikilla € > 0 on
olemassa 1 > 0 siten, ettd kaikilla n > 0 ja kaikilla z,y € [a,b], joilla |z — y| < n,
patee

d(fn(2), fn(y)) <e.

LAUSE 4.13. (Ascoli) Olkoon X sellainen metrinen avaruus, jossa suljetut pallot
ovat kompakteja. Olkoot lisiksi f, : [a,b] = X, n € N, kuvauksia siten, ettd (fn)n>0
on sellainen tasaisesti yhtdjatkuva kuvausjono, joka on rajoitettu kaikilla y € [a,b].
Tdlloin loytyy sellainen jonon (f,) osajono, joka suppenee tasaisesti kohti tasaisesti
jatkuwvaa kuvausta f : [a,b] — X.

LEMMA 4.14. Olkoon X sellainen metrinen avaruus, jossa suljetut pallot ovat
kompakteja, ja olkoon M > 0. Olkoon lisiksi v, : |a,b] — X kaikilla n > 0 sellai-
nen suhteellisesti kiyrdn pituudella parametrisoitu polku, jolla L(v,) < M. Oletetaan
vield, ettd avaruuden X osajoukko {v,(a),n > 0} on rajoitettu. Talldin loytyy jo-
non (Yn)n>o sellainen osajono, joka suppenee tasaisesti kohti polkua . Lisiksi on
L(v) <M.

Tobistus. Olkoon € > 0. Koska 7, on Seurauksen 2.22 nojalla %—Lipschitz
kaikilla n > 0, niin valitsemalla n < e¢(b — a)/M saadaan kaikilla z,y € [a,b], joilla

|x_y|<na
M M e(b—a)
< _ - . .
d(m(@), my) < g—lo —yl <= n < p— —;

Néin ollen kuvausjono (,)n>0 on tasaisesti yhtajatkuva.

Koska jono (y,(a)),>0 on rajoitettu, ja koska suljetut pallot ovat kompakteja ava-
ruudessa X, niin voidaan olettaa, ettd jono (y,(a)),>0 suppenee. Oletus voidaan teh-
dé, silla jos suljetut pallot ovat kompakteja, niin rajoitetulla jonolla on suppeneva
osajono. Siten, jos (7,(a))n,>o el suppene, niin jonolla (7,)n,>¢ on vdhintddn suppe-
neva osajono, jota voidaan tarkastella. Olkoon nyt z tdmén suppenevan jonon raja-
piste, eli x = lim,, o Y, (a). Koska (v,(a)), on suppenevana jonona rajoitettu, niin
d(z,v,(a)) < N jollain N > 0. Nyt Seurauksen 2.22 nojalla kaikilla n > 0 ja kaikilla
t € [a,b] pitee

= €.

(1) < d(a, 30(0)) + (), 3(0) € N+ 20 g

M M
<N+ —|t—a|<N+——(b—a)= N+ M.
b—a b—a

Siten jono (v,(t))n>0 on rajoitettu kaikilla ¢ € [a, b]. Nyt Ascolin lauseen nojalla on
olemassa sellainen jonon (7,),>0 osajono, joka suppenee tasaisesti kohti polkua .
Lauseesta 4.11 saadaan talloin

L(v) < lim inf L(v,) < M.

n—oo
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LAUSE 4.15. (Lyhimmén kayrén olemassaolo) Olkoon X sellainen suoristuvasti
yhtendinen metrinen avaruus, jossa suljetut pallot ovat kompakteja. Tdlloin kaikille
x,y € X loytyy sellainen pisteet x ja y yhdistdvd kdyrd vy, jolle

L(7zy) = inf{L(7) : v yhdistéé pisteet x ja y}.

TobisTus. Olkoot z,y € X ja olkoon o = inf{L(~) : v yhdistda pisteet = ja y}.
Olkoon liséksi (7,)n>0 sellainen polkujono, ettd -, yhdistdéd pisteet = ja y kaikilla
n >0, ja ettd L(vy,) = a, kun n — oco.

Todistuksen yleisyys ei kérsi, jos oletetaan, ettd v, on suhteellisesti kdyran pituudella
parametrisoitu, ja ettd ldhtéjoukko on véli [0,1]. Nyt Lemman 4.14 nojalla 16ytyy
sellainen jonon (7v,),>0 0sajono, joka suppenee tasaisesti kohti polkua 7. Koska

7(0) = lim 7,(0) = z ja y(1) = lim 7,(1) =y,
n—oo n—oo
niin myds v yhdistééd pisteet o ja y. Merkitddn tatd polkua v = 7,,. Lauseen 4.11

nojalla saadaan nyt
L(74y) < lim inf L(7,) = a.
n—oo

Liséksi luvun o maééarittelysta saadaan
a = inf{L(7) : v yhdistad pisteet x ja y} < L(7Vyy)-
Siten o < L(Vay) < @, eli L(7,y) = o O

SEURAUS 4.16. (Hopf-Rinow) Jos X on sellainen pituusavaruus, jossa suljetut
pallot ovat kompakteja, nitn X on geodeesinen avaruus.

TobisTus. Pituusavaruuden méadritelmén nojalla kaikilla x,y € X on

d(z,y) = igfL('y),

missd infimum otetaan yli pisteitd x ja y yhdistdvien kédyrien. Siis X on suoristuvasti
yhtendinen. Siten Lauseen 4.15 nojalla kaikille x,y € X 10ytyy niitd yhdistava kayra
Yy, Jolle

L(vsy) = inf{L(y) : v yhdistéé pisteet z ja y}.

Nyt pituusavaruuden mééritelmén nojalla L(7,,) = d(z,y). Kuten Lauseen 4.15 to-
distuksessa, voidaan nytkin olettaa, ettd 7,, on suhteellisesti kiyrén pituudella para-
metrisoitu, jolloin Lauseesta 3.14 seuraa, ettd X on geodeesinen avaruus. U

4.1. Metrinen derivaatta

Tamén tutkielman viimeinen késiteltéava aihe on metrinen derivaatta, jonka méaé-
ritelmé nayttad hyvin samanlaiselta kuin tavallisen derivaatan maéritelma euklidises-
sa avaruudessa. Aiheeseen ei paneuduta téssd tyossd kovin syvéllisesti; méaaritelman
ja lyhyen esimerkin liséiksi esitelldén vain yksi lause (Lause 4.20), jota sitikdédn ei to-
disteta. Lause 4.20 on kuitenkin sikéli mielenkiintoinen, ettéd se muistuttaa derivaatan
integraalin ja kédyradn pituuden yhtdsuuruutta avaruudessa R", mikéa oli kandidaatin
tutkielmani padtulos (Lause 6). Lisidksi Lause 4.20 todistaa, ettd metrinen derivaatta
on ldhes aina olemassa — my0s pisteissé, joissa derivoitava polku ei valttamétta ole
differentioituva.
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MAARITELMA 4.17. Olkoon 7 : [a,b] — X polku ja olkoon t €]a,b[. Jos raja-arvo

iy S0+ 1), 7 (1))
h—0 |h|

on olemassa, niin se on polun vy metrinen derivaatta pisteessd t, ja siitd kaytetdan
merkintdd |¥|(¢).

HuoMAUTUS 4.18. Metrinen derivaatta ei valttamétta vastaa tavallista derivaat-
taa, minkd seuraavat esimerkit osoittavat. Esimerkin 4.19 b)-kohta on my6s osoitus
siité, ettd metrinen derivaatta voi olemassa, vaikka polku ei olisikaan differentioituva.

ESIMERKKI 4.19.
(a) Olkoon (R", d) metrinen avaruus, missd d on normin | - || indusoima metriik-

ka. Olkoon 7 : [a, b] — R" sellainen polku, joka on differentioituva pisteessé t, €]a, b|.
Nyt

(to)ll,

eli metrinen derivaatta pisteessi ty on tavallisen derivaatan normi pisteessa t.

i 0o+ 1), 7o) _ 1o +h) — ”
h—0 |h| h—0 |h|

(b) Olkoon (V,d) normiavaruus, missé d on normin indusoima metriikka, ja olkoon
v € V. Maaritellaan polku v : [-1,1] — V asettamalla v(t) = |t|v kaikilla ¢t € [—1, 1].
Talloin

A0+ W) _ ROl ko ]

. ] e R—TY = 7]
N R R ST
h—0 |h|
= [lo]l = [71(t).

Metrinen derivaatta on siis olemassa kaikilla t € [—1, 1], vaikka ~y ei ole differentioituva
pisteessa t = 0.

LAUSE 4.20. Jos v : [a,b] — X on Lipschitz-jatkuva polku, niin silld on nollamit-
taisen joukon ulkopuolella metrinen derivaatta kaikilla t € [a,b]. Lisdksi

b
- / 1t dt

Tobistus. Todistus sivuutetaan, silld siind esiintyy niin runsaasti tuloksia, joi-
ta ei varsinaisesti voida edellyttdé esitiedoiksi tdhédn tutkielmaan. Koska omiin esi-
tietoihini ei myoskddn kuulu esimerkiksi Lebesguen mielessd mééritelty mitta, niin
Lauseen 4.20 muotoilu on my6s hieman erilainen kuin l&hteessd [5] (Thm. 4.1.6.):
"nollamittaisen joukon ulkopuolella” on alkuperiisessé lauseessa muotoa "reaaliakse-
lilla méaritellyn Lebesguen mitan mielessd melkein kaikilla pisteilld”. Todistuksen voi
lukea kokonaisuudessaan esimerkiksi lihteestd [5] (Thm. 4.1.6.), mutta esitellddn nyt
kuitenkin lyhyesti siiné esiintyvia tuloksia:

Todistuksessa madritelladn apufunktio ¢, (t) := d(y(t), z,), missd {z,} on tihed jono
kéyralla vy ([a, b]). Sen jalkeen hytdynnetéén rajankéynteja sekéd Lipschitz-funktioiden
ominaisuuksia, kuten Rademacherin lausetta ja Lebesgue pisteitd. Lopuksi kdyréan



4.1. METRINEN DERIVAATTA 37

pituuden ja derivaatan integraalin yhtasuuruuteen paadytdan Fatoun lemman avulla
hieman samankaltaisesti kuin euklidisessa avaruudessa (kandidaatin tutkileman Lause
6), eli todistamalla epéyhtélé molempiin suuntiin. d

HuomAuTUS 4.21. Jos polku on suoristuva, niin metrinen derivaatta on todella
olemassa ldhes aina, silld vaatimus polun Lipschitz-jatkuvuudesta ei ole kovin rajoitta-
va: Polun parametrisointi suhteellisesti kiyran pituudella sekd Seuraus 2.22 takaavat
Lipschitz-jatkuvuuden.

HuoMmAuTUS 4.22. Esimerkin 4.19 a)-kohta osoittaa Lauseen 4.20 ja kandidaatin
tutkielmani Lauseen 6 yhteyden:
Jos polku 7 : [a,b] — R™ on differentioituva, niin

Liy) = / 31(t)dt = / I (8 .
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