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Taméan tutkielman tavoitteena on esittdd, miten analyyttisen funktion maérittely-
joukko laajennetaan Riemannin pinnaksi, joka sisdltaé informaation kaikista funktion
analyyttisista jatkeista kompleksitasossa. Tatd Riemannin pintaa sanotaan kyseisen
analyyttisen funktion Riemannin pinnaksi. Konstruktiota varten téytyy ensin tar-
kastella analyyttisen jatkeen kiyttaytymistd kompleksitasossa, Riemannin pintojen
ja kompleksitason vilistd yhteyttd sekd perusryhmén ja peitteiden kiyttaytymista
Riemannin pintojen kontekstissa. Erityisesti tarkastellaan miten useat kompleksiana-
lyysin perustulokset yleistyvit suoraan Riemannin pinnoille ja Riemannin pintojen
analyyttisille funktioille sekd sitd, milloin Riemannin pinnan lokaali homeomorfismi
on peite.

Tarkeimpia tarkasteltavia funktioita tutkielmassa ovat juurifunktiot ja logaritmi.
Osoittautuu, ettd naiden funktioiden analyyttisen jatkeen kidyttaytyminen punktee-
ratussa kiekossa karakterisoi kaikkien punkteeratussa kiekossa vapaasti jatkettavien
analyyttisten funktioiden kayttdytymisen. Erityisesti juurifunktion kayttdytymisen
tunteminen antaa tavan késitelld analyyttisen funktion Riemannin pinnan muodosta-
miseen tarvittavia haarautumispisteitéd. Lisdksi tarkastellaan algebrallisten funktioi-
den analyyttisen jatkeen kayttaytymista ja sitd, miten algebrallisen funktion Rieman-
nin pinnan konstruktiota voidaan soveltaa algebrallisten kiyrien tarkasteluun.

Avainsanat: Analyyttinen jatke, Riemannin pinnat, tdydellinen analyyttinen funk-
tio, analyyttisen funktion Riemannin pinta, homotopia, perusryhmaé, peite, polun
nosto, algebralliset funktiot, algebralliset kiyrét.



SISALTO

Johdanto
1. Analyyttisen jatkeen muodostaminen
1.1.  Perustuloksia
1.2.  Jatke potenssisarjaesityksen avulla
1.3.  Jatke polkua pitkin
1.4.  Yhdistetty funktio ja kidénteisfunktio
1.5. Derivaatta- ja integraalifunktiot
2. Riemannin pinnat
2.1. Maéaritelmia
2.2. Kartastot ja analyyttinen rakenne
2.3. Perusominaisuuksia
3. Perusryhma ja peitteet
3.1.  Perusryhma
3.2. Lokaalit homeomorfismit ja peitekuvaukset
3.3. Peitteiden isomorfisuus
4. Analyyttisen funktion Riemannin pinta
4.1. Funktioelementit
4.2. Konstruktion idea
4.3. Saannolliset pisteet
4.4. FErikoispisteet ja haarautumispisteet
5. Algebralliset funktiot
5.1.  Algebralliset funktiot
5.2.  Algebrallisen funktion Riemannin pinta
Viitteet



JOHDANTO

Reaalisen derivaatan olemassaoloon verrattuna funktion kompleksisen derivaatan
olemassaolo on erittdin vahva ominaisuus. Kompleksianalyysin perustulosten mukaan
analyyttinen funktio nimittdin on aina &darettémén monta kertaa derivoituva ja saa sa-
mat arvot kuin potenssisarjaesityksenséd. Taman avulla saadaan osoitettua, ettd ana-
lyyttiselle funktiolle pisteen alkukuvajoukot ovat diskreetteja joukkoja, mikéli funktio
ei ole vakiofunktio. Edelleen, mikali kaksi samassa alueessa méadriteltya analyyttista
funktiota saavat samat arvot missd tahansa alueen avoimessa osajoukossa, niin ne
saavat samat arvot koko méarittelyalueessaan. Erityisesti, jos analyyttisen funktion
méarittelyjoukkoa voidaan laajentaa, tdmé laajennus, eli analyyttinen jatke, on yk-
sikésitteinen.

Osoittautuu kuitenkin, ettd kompleksitason geometria ei ole riittava késitteleméadn
analyyttisen jatkeen antamia funktiota. Esimerkiksi neliGjuuren tapauksessa juuren
molemmat haarat ovat saman funktion analyyttisid jatkeita, mutta kompleksitasos-
sa ei voi olla olemassa funktiota, joka antaisi molemmat haarat. Kompleksitasossa
analyyttisen jatkeen késittely johtaakin niin sanottuihin “moniarvoisiin” funktioihin,
jolloin hyvéksytéadn, ettd samassa pisteessd saadaan useita arvoja.

Usein ndméa ongelmat véltetddn kasittelemélld ainoastaan yhtd funktion haaraa
kerrallaan. Esimerkiksi neliGjuuren tapauksessa saadaan jonkin kompleksitason puo-
lisuoran (usein negatiivisen reaaliakselin) ulkopuolella hyvin mééritelty analyyttinen
funktio. Vaihtoehtoisesti nelijuuri voidaan méaéritelld koko kompleksitasossa, mutta
joustaa analyyttisyydesté ja jatkuvuudesta jollakin puolisuoralla. Analyyttisen jat-
keen ja funktion kiyttdytymisen kannalta ndmé ovat kuitenkin hyvin keinotekoisia
ratkaisuja.

Toinen tapa késitelld tilanne on ajatella saatava moniarvoinen funktio maéritel-
lyksi usealla kompleksitason kopiolla, joita leikataan ja liimataan sopivasti toisiinsa
kiinni. Tama konstruktio johtaa moniarvoisen funktion méaarittelyjoukon késittelyyn
abstraktina pintana, joka kuitenkin lokaalisti kiyttaytyy kuten kompleksitaso. Tama
on tasmélleen Riemannin pinnan késite. Osoittautuu, etta jokaisen analyyttisen funk-
tion maérittelyjoukko voidaan laajentaa yksikésitteiseksi Riemannin pinnaksi siten,
ettd saatava pinta siséltééd informaation kaikista alkuperdisen funktion analyyttisis-
téd jatkeista. Téssd mielessd Riemannin pinnat ovat analyyttisten funktioiden luon-
nollisia maksimaalisia méaéarittelyjoukkoja. Téallaista maksimaalista méaarittelyjoukkoa
sanotaan analyyttisen funktion Riemannin pinnaksi.

Topologisten leikkaus- ja liimausoperaatioiden sijaan analyyttisen funktion Rie-
mannin pinnan konstruktion apuvélineend voidaan kayttda algebrallisen topologian
keinoja. Analyyttisen jatkeen tarkastelussa voidaan tutkia mitd analyyttiselle funk-
tiolle tapahtuu, kun seurataan polkuja. Huomataan, etta jos seurattavaa polkua muu-
tetaan jatkuvasti, muuttuvat saatavat funktiot myos jatkuvasti. Tdmé johtaa klassi-
seen monodromialauseeseen, joka sanoo, ettd saman funktion analyyttiset jatkeet ho-
motooppisia polkuja pitkin antavat aina saman lopputuloksen. Homotooppisten pol-
kujen lokaali tarkastelu taas johtaa punkteeratun kiekon perusryhmén tarkasteluun
ja tata kautta analyyttisen jatkeen lokaali kdyttdytyminen saadaan karakterisoitua
punkteeratun kiekon peitteiden avulla.

Tassa tyossa esitettava analyyttisen funktion Riemannin pinnan konstruktio teh-
ddéan nimenomaan téta kautta. Tarvittavat algebrallisen topologian tulokset polkujen
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nostoista ja peitteista késitelladn luvussa 3. [tse konstruktio esitetaén luvussa 4, missa
naytetadn tarkemmin mitd tarkoitetaan silld, ettd analyyttisen funktion Riemannin
pinta “sisaltdd informaation kaikista alkuperdisen funktion analyyttisista jatkeista”.
Muut tarvittavat aputulokset ja maaritelmét analyyttiseen jatkeeseen ja Riemannin
pintoihin liittyen esitetdan luvuissa 1 ja 2. Viimeisessé luvussa taas tarkastellaan kon-
struktion sovellusta algebrallisten kéyrien teoriaan kdyttéden algebrallisia funktioita.



1. ANALYYTTISEN JATKEEN MUODOSTAMINEN

Tamé ensimmainen luku esittdd kompleksitason jonkin alueen analyyttisen funk-
tion méarittelyjoukon laajentamisen, eli analyyttisen jatkeen muodostamisen teknii-
koita. Potenssisarjaesityksen, polun jatkeen ja integraalifunktion jatkeen osilta tulok-
set pohjautuvat enimmiékseen kirjaan [6, Ch. 4] ja osittain my6s kirjoihin [10, Ch. 3,
3-1], [1, Ch. 8, 1] ja [9, Ch. 16].

1.1. Perustuloksia.

Maaritelma 1.1. Olkoon D C C alue ja f : D — C analyyttinen funktio. Alueen
G C C analyyttinen funktio g : G — C on funktion f suora analyyttinen jatke, jos
DNG#0jag(z) = f(z) kaikilla z € DN G.

Funktio g on funktion f aito analyyttinen jatke, jos alue D on alueen G aito osa-
joukko.

Kompleksianalyysin perustuloksista seuraa valittomasti, ettd analyyttisen funktion
f : D — C suora analyyttinen jatke annettuun alueeseen G on yksikésitteinen mikéli
se on olemassa:

Lemma 1.2. Olkoot D C C ja G C C alueita, joille D NG # (0. Jos funktiot
g1: G —= C ja g : G — C ovat funktion f : D — C suoria analyyttisid jatkeita, niin
g1 = 92-

Todistus. Suoran analyyttisen jatkeen méaéritelméan nojalla kaikille z € D N G pétee

joten edelleen
91(2) — g2(2) = f(2) = f(z) = 0.

Koska g1 ja go ovat alueen G analyyttisia funktioita, g; — go on myos alueen G ana-
lyyttinen funktio. Y1la olevan perusteella g; — go on alueessa D NG C G identtisesti
nolla. Edelleen funktion g; — g on oltava identtisesti nolla koko méarittelyjoukossaan
G, joten g1 = gs. O

Suoran analyyttisen jatkeen mééritelméssa ei vaadita, ettd jatkeen maérittelyjouk-
ko olisi missddn mielessd suurempi kuin alkuperéisen funktion maérittelyjoukko. Itse
asiassa analyyttisen funktion f: D — C rajoittuma mihin tahansa alueeseen G C D
on edellisen méaritelmén mielessa erds funktion f suora analyyttinen jatke. Jos sen
sijaan G\ D # (), niin voidaan muodostaa funktion f aito analyyttinen jatke asetta-
malla

§:DUG—C, g(z)—=4/B) JoszeD
g(z), joszeG

Suoran analyyttisen jatkeen médritelmén perusteella f(z) = g(z) alueessa D N G,
joten funktio ¢ : D UG — C on hyvin maéritelty analyyttinen funktio. Selvéasti
g(z) = f(z) alueessa D = DN (D UG). Lisdksi D C D UG oletuksen G\ D # ()
perusteella, joten g on tosiaan funktion f aito analyyttinen jatke.
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Huomautus 1.3. Edeltava konstruktio ei kuitenkaan aina toimi useamman funktion
tapauksessa. Jos g1 : G; — C ja go : Go — C ovat funktion f : D — C suoria
analyyttisia jatkeita, niin funktio
f(z), joszeD
G:DUGIUG, = C, §(2) =<2 qi1(2), joszeG
92(2), jos 2z € Gy
ei valttamatta ole hyvin méaéaritelty analyyttinen funktio. Ongelmana on, ettd alueiden

(1 ja Gy leikkausjoukossa ei valttdmatta pade g1(z) = go(2) kaikilla z € G1 NGy, silla
funktiot ¢g; ja go eivit valttamatta ole toistensa suoria analyyttisia jatkeita.

Esimerkki 1.4. Asetetaan
D={2ze€C:Im(z) >0}, f:D—C, f(z)=Logz,

GlzC\]—O0,0], 913G1—>C, gl(z):Lng ja
Logz, jos Argz >0
Gy =C\ [0 Gy — C =
2 \[ 700[7 g2 2 ) 92(2) {LOgZ+27TZ, jOS AI‘g2<0

Talloin funktiot g; ja go ovat molemmat funktion f suoria analyyttisid jatkeita. Kui-
tenkin suoraan funktioiden ¢, ja g, mééritelmistd nahdéén, ettd alemmassa puolita-
sossa

92(2) = g1(2) + 2mi # g1(2).
Itse asiassa kaikilla negatiivisilla reaaliluvuilla x patee

lim gy (z +it) = In(|z|) + i7 # In(|z]) —ir = lim gy (z + it),
t—0+ t—0—

joten funktiolla g; ei ole edes jatkuvaa jatketta millekdéan alueelle, joka siséltéisi osan
negatiivisesta reaaliakselista. Vastaavasti kdy funktiolle gy positiivisella reaaliakselilla,
joten funktioilla g; tai go ei ole lainkaan aitoja analyyttisia jatkeita.

1.2. Jatke potenssisarjaesityksen avulla. Annetun analyyttisen funktion suoraa
analyyttistd jatketta voidaan etsia kiyttden hyodyksi funktion potenssisarjaesitysta.
Olkoon a € C ja

o0
1) = an(z — a)"

n=0
analyyttinen funktio. Olkoon B(a,r) tdmén potenssisarjan suppenemiskiekko ja va-
litaan miké tahansa piste b € B(a,r).

Edeltéva potenssisarja suppenee itseisesti kiekossa B(a,r), joten funktion f deri-

vaatat saadaan laskettua termeittiain derivoimalla. Téll6in kaikilla z € B(a,r) saa-
daan

f(k)(z) = Z (n%!k)!an(z —a)" k.

n=~k

Merkitaan

1 . > n! ek > /n ek
bk:HU(b):;man(b_a) :Z(k)an(b—a) .

n=~k



Funktion f potenssisarjaesitys pisteen b suhteen on talloin
oo

}: f“ )(z — b)* E:mz—b

k=0

Olkoon 7y, tdméan potenssisarjan suppenemisside, jolloin saadaan analyyttinen funktio
g:B(br) —C, g(z2)= Zbk(z — b)*
k=0

Funktio g on funktion f suora analyyttinen jatke, silla kyseessé on funktion f potens-
sisarjaesitys pisteen b € B(a,r) suhteen. Koska f on analyyttinen funktio kiekossa
B(a,r), on lisdksi

ry > 1 —|b—al.
Jos 1, > r—|b — al, niin saadaan funktion f aito analyyttinen jatke alueeseen B(a,r)U
B(b, 1) kuten aiemmin asettamalla

Y an(z—a)*, jos z € B(a,r)
G:Bla,r)UB(b,m) = C, g(z) =14
S bi(z —b)k, jos z € B(b,mp)

Tarkastellaan seuraavaksi mielivaltaisen alueen D C C tapausta. Olkoon f : D — C
analyyttinen funktio. Kiinnitetdan piste a € D, jolloin funktiolla f on potenssisarjae-

sitys
Z an(z —a)"
n=0

pisteen a suhteen. Talld potenssisarjalla on jokin suppenemissade r > 0. Merkitaan
lisaksi
rp =sup{d > 0: B(a,d) C D}.

Jalleen tiedetddn, ettd on oltava r > rp. Vaikka r > rp, niin vastaavalla péaattelylla
kuin edelld ei valttdmatta saada funktion f aitoa analyyttisté jatketta alueeseen D U
B(a,r). Yleisen alueen D tapauksessa on nimittdin mahdollista, ettd joillakin z €

DN B(a,r) on
z) # Z an(z —a)"

Néin kiy muun muassa esimerkin 1.4 funktiolle g1, kun piste a valitaan 1aheltd nega-
tiivista reaaliakselia.

1.3. Jatke polkua pitkin.

Maaritelma 1.5. Olkoot D; alueita ja f; : D; — C analyyttisid funktioita kaikilla
j €{1,...,n}. Jarjestetty vektori (f1, ..., fn) on suorien analyyttisten jatkeiden ketju,
jos funktio f;; on funktion f; suora analyyttinen jatke kaikilla j € {1,...,n —1}.
Olkoon f : D — C analyyttinen funktio. Analyyttinen funktio ¢ : G — C on
funktion f analyyttinen jatke, jos on olemassa suorien analyyttisten jatkeiden ketju

(f?fla"‘7fn7g)'
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Toisin kuin suoran analyyttisen jatkeen kanssa, yleisen analyyttisen jatkeen ta-
pauksessa ei ole yksikésitteisyytta edes kun méarittelyjoukko on kiinnitetty. Tamé
nékyy muun muassa esimerkin 1.4 késittelyssé. Esimerkissd muodostettiin logaritmin
padhaaran f : D — C suorat analyyttiset jatkeet

91:G1—C, gi(z) =Logz ja

Logz, jos Argz >0

Gy — C, z) =
g2 92(2) {Logz+2m’, jos Argz <0

jotka eroavat toisistaan alemmassa puolitasossa G = {z € C : Imz < 0}. Kuitenkin
funktion g; rajoittuma g¢;|, on funktion g; suora analyyttinen jatke, joten (f, g1, g1/5)
on suorien analyyttisten jatkeiden ketju. Vastaavasti (f, g2, 92|,) on suorien analyyt-
tisten jatkeiden ketju, joten seké funktio g1/, ettd funktio g,|, ovat funktion f ana-
lyyttisid jatkeita alueeseen G.

Yksikésitteisyyden kannalta on olennaista se, miten alueeseen G on péisty. Edel-
tavan esimerkin tapauksessa suorien analyyttisten jatkeiden ketjut antavat méaritte-
lyjoukkojen ketjut

(D,G1,G) ja (D,Gy,G).
Suoran analyyttisen jatkeen yksikédsitteisyys takaa, ettd jos maarittelyjoukot kiinni-
tetddn suorien analyyttisten jatkeiden ketjussa, saatava analyyttinen jatke on yksika-
sitteinen. Toisin sanoen, jos

(f:D—C,h:Gy - C,h:G—C)

on myos suorien analyyttisten jatkeiden ketju, niin on oltava h= a1l

Monimutkaisemmissa tapauksissa madrittelyjoukkojen ketjun kiinnittdminen on
kuitenkin usein hankalaa. Helpompi tapa vastata kysymykseen “miten alueeseen G
on pddsty” onkin kiinnittdd polku v : [0,1] — C, jonka l&htopiste on alueessa D ja
pédtepiste alueessa G. Suorien analyyttisten jatkeiden ketjun sijaan annetaan t&lloin
jokaiselle polun pisteelle y(t) kyseisen pisteen ympéristosséd médritelty analyyttinen
funktio ja vaaditaan, ettd kun erotus |s — t| on pieni, pisteitd v(t) ja v(s) vastaavat
funktiot ovat toistensa suoria analyyttisid jatkeita.

Talla tavalla padstddn jalleen analyyttisen jatkeen yksikésitteisyyteen (lause 1.9)
ja toisaalta suorien analyyttisten jatkeiden ketjusta on helppo siirtyé polkuesitykseen
(lemma 1.10) sekd polkuesityksestd on helppo siirtyé suorien analyyttisten jatkeiden
ketjuun (lemma 1.11). Kiinnitetddn seuraavaksi tarkka mééritelmé edelld kuvaillulle
ja osoitetaan ndméa ominaisuudet.

Maaritelma 1.6. Olkoon f = fy : D — C analyyttinen funktio ja v : [0,1] — C
polku, jolle v(0) € D. Olkoon f; : D, — C, t € ]0,1], pisteen ~(¢) ympéristossa
mééritelty analyyttinen funktio. Jos on olemassa luvut €(¢) > 0 siten, ettd funktio f;
on funktion f; suora analyyttinen jatke kun |s — t| < €(t), niin sanotaan, etta funktio
fi1 on funktion f analyyttinen jatke polkua v pitkin.

Huomautus 1.7. Yksinkertaisuuden vuoksi jatkossa oletetaan, etta kaikki polut ovat
madriteltyja valilla [0, 1] ellei toisin mainita. Huomaa, ettd kdytédnnossi talld ei ole
merkitysté, silld polku v : [a,b] — C voidaan aina parametrisoida poluksi

4:00,1] = C, () =~((b—a)t+a).
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Lemma 1.8. Olkoon E C [0, 1] suhteellisesti avoin ja suljettu vilin [0, 1] topologiassa.
Tdlloin E = [0,1] jos ja vain jos E # ().

Todistus. Viite seuraa suoraan vélin [0, 1] yhtenaisyydesté, silla
0,1] = EU([0,1]\ E)

ja oletuksen mukaan joukot E ja [0, 1]\ E ovat molemmat avoimia joukon [0, 1] topo-
logiassa. Télloin toisen néisté joukoista on oltava tyhja ja toisen koko vili [0,1]. O

Lause 1.9. Olkoon f : D — C analyyttinen funktio ja v : [0,1] — C polku, jolle
v(0) e D. Josg: G — C jah: H — C ovat funktion f analyyttisii jatkeita polkua
v pitkin, niin on olemassa pisteen (1) ympdristé U C G N H siten, ettd

g(z) = h(z) kaikilla z € U.
Todistus. Olkoot
g:G—C ja h:H —C, tel01],
madritelmén 1.6 funktiot, joille

g =g, hi=h ja go=[f=ho

Olkoon E C [0, 1] niiden pisteiden ¢ € [0, 1] joukko, joille on olemassa pisteen ()
ymparisto U; C Gy N Hy, jolle

g.(2) = hy(2) kaikilla z € U,.

Lauseen viitettd varten riittaa talloin osoittaa, ettd 1 € E.

Kiinnitetdén ¢ € [0, 1] ja olkoon C' C Gy N H; se joukon G; N H; yhteniisyyskom-
ponentti, joka sisiltdd pisteen (t). Polun v jatkuvuuden nojalla on olemassa luku
0 > 0 siten, etta

v(s) € C, kun |s—t| <.
Mééritelmén 1.6 nojalla taas on olemassa luvut e,(t) > 0 ja €,(t) > 0 siten, ettd
funktio gs on funktion g; suora analyyttinen jatke, kun |s —t| < ¢,(¢), ja funktio hs
on funktion h; suora analyyttinen jatke, kun |s — t| < €,(t). Asetetaan

e =min{d, e,(t), ex(t)}.

Oletetaan, ettd on olemassa s € F, jolle |s — t| < e. Joukon E mééritelmén mukaan
on olemassa pisteen y(s) ympéristd Us C GsN Hy, jossa gs = h,. Télloin g = hs myos
avoimessa joukossa V = C' N U,. Luvun € valinnan nojalla funktio ¢g; on funktion g,
suora analyyttinen jatke ja funktio h; on funktion h suora analyyttinen jatke. Talloin
seké g;| ettéd hy|, ovat funktion gs|,, = hs|, suoria analyyttisié jatkeita alueeseen
C. Edelleen suoran analyyttisen jatkeen yksikésitteisyyden nojalla g; = h; alueessa
C'. Télloin mille tahansa pisteelle ¢, jolle |s" — t| < €, saadaan

gs(2) = gi(2) = hy(z) = he(2) kaikilla z € CNGy N Hy,
joten myos s’ € E. Néin ollen joko koko véli [0, 1] N |t — €, + €[ sisdltyy joukkoon E
tai joukkoon [0, 1] \ E.
Toisin sanoen joukko F on seké avoin ettéd suljettu valilla [0, 1]. Koska lisdksi gy =
f = ho, on 0 € E. Erityisesti F on epétyhjé, jolloin lemman 1.8 nojalla E = [0, 1].
Erityisesti 1 € E, joten lauseen véite on kunnossa. 0
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Lemma 1.10. Olkoon (fo,..., fn) suorien analyyttisten jatkeiden ketju. Tdlloin on
olemassa polku ~ siten, etta funktio f, on funktion fy analyyttinen jatke polkua ~y
pitkin.

Todistus. Olkoon D; funktion f; maarittelyjoukko. Koska funktio f; on funktion f;_;
suora analyyttinen jatke, D;_y N D; # () kaikilla j € {1,...,n}. Néin ollen kaikilla j
voidaan valita jokin piste

Zj € Dj—l N Dj.

Kaikilla j € {1,...,n — 1} alueen D, polkuyhteniisyyden nojalla on olemassa polku
v; +[0,1] = D;, jolle

740) =z Ja (1) =z
Yhdistetty polku
Y=mY2- - Ya-1:0,n—1] = C

on talloin polku pisteestd z; € Dy pisteeseen z, € D,,. Tarkistetaan, ettd funktio f,
tosiaan on funktion f; analyyttinen jatke tatd polkua ~ pitkin.

Maaritelméd 1.6 varten valitaan funktioiksi f; polun v polkua 7; vastaavalla osalla
funktio f;. Selvésti D; on polun v; jokaisen pisteen ympéristo ja funktio f; on tamén
alueen analyyttinen funktio, joten riittdd 10ytdd sopivat luvut e(t) > 0. Toisaalta
oletuksen mukaan funktio f; on funktion f;_; suora analyyttinen jatke kaikilla j €
{1,...,n — 1}, joten esimerkiksi luvut €(t) = 1 kelpaavat. O

Edellisessé todistuksessa puhuttiin analyyttisesta jatkeesta polkua vy : [0,n—1] — C
pitkin, vaikka médritelmé olikin muotoiltu vain poluille [0, 1] — C. Téssd kiytetddn
hyodyksi huomautuksen 1.7 havaintoa, ettd maaritelma yleistyy kuitenkin luonnol-
lisesti milla tahansa vililla maéaritellylle polulle, kun polku parametrisoidaan vilille
[0, 1].

On kuitenkin hyvé huomata, ettd téllainen parametrisointi muuttaa funktioiden f;
indeksoinnin ja muuttaa lukuja €(t). Esimerkiksi edellé, jos polku 7 : [0,n — 1] — C
parametrisoidaan lineaarisesti valille [0, 1], lukujen €(¢) = 1 sijaan tulee kiyttaa lukuja

et)y=1/(n—1).

Lemma 1.11. Olkoon g : G — C funktion f : D — C analyyttinen jatke polkua
v :0,1] — C pitkin. Tdlloin g on funktion f analyyttinen jatke myds mddritelmdn
1.5 muelessa.

Todistus. Mééritelmén 1.6 luvut €(¢) maaradvit valin [0, 1] avoimen peitteen
0,1] [ J Jt—e(®),t+et)].
tef0,1]
Vilin [0, 1] kompaktiuden nojalla on olemassa jokin &érellinen alipeite
0,1] C Jt1 —€(t1), t1 +e(t)[U--- Uty — €(tn), tn + €(tn)]-

Voidaan olettaa, ettd t; < --- < t, ja ettd mikdan valeistd ei sisdllad toista valia.
Talloin kaikilla j € {1,...,n — 1} on olemassa jokin piste

sj € Jtjr1 — e(tjpr), t; + e(t)[ -
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Jokaisella s € |t; — €(t;),t; + €(t;)[ funktio f, on funktion f;, suora analyyttinen jatke
lukujen €(t;) médrittelyn perusteella. Erityisesti funktio f,, on téll6in sekéd funktion
i, ettd funktion f;  , suora analyyttinen jatke. Talloin

(f?ftl’fSl’ft27f827‘"7ftn—17f5n—17ftn7g)

on suorien analyyttisten jatkeiden ketju, eli funktio g on funktion f analyyttinen
jatke. O

Analyyttisestd jatkeesta polkua v pitkin saadaan myos analyyttinen jatke mité
tahansa polun 7 rajoittumapolkua pitkin luonnollisella tavalla. Nimittéin, jos funktiot
f+, 0 <t <1, antavat analyyttisen jatkeen polkua ~y pitkin, niin funktiot f;, 0 <t <t
antavat analyyttisen jatkeen rajoittumapolkua 7|[07t0] pitkin. Vastaava pétee myos
toiseen suuntaan, eli analyyttiset jatkeet kahta perdkkéistd polkua pitkin voidaan
yhdistaa:

Lemma 1.12. Olkoon f analyyttinen funktio. Olkoon funktio g funktion f analyyt-
tinen jatke polkua 7 : [0,1] — C pitkin ja funktio h funktion g analyyttinen jatke
polkua 8 : [0,1] — C pitkin. Oletetaan lisiksi, ettd v(1) = 5(0). Tdlloin funktio h on
funktion f analyyttinen jatke yhdistettyd polkua oo = ~f : [0,2] — C pitkin.

Todistus. Olkoot ¢g;, 0 <t < 1 ja hy, 0 <t < 1 polkujen v ja 3 jatkeiden antamat
funktiot. Asetetaan

fi=g kmm0<t<1 ja fi=h_ kuin1<t <2

ja osoitetaan, ettd ndmé funktiot antavat funktion f analyyttisen jatkeen polkua «
pitkin.

Tarvittavat luvut €(t) saadaan helposti polkujen v ja [ jatkeiden médrdamista
luvuista €,(t) ja €,(t). Namé luvut eivét kuitenkaan vélttdméatta kelpaa sellaisinaan.
Ongelmana on, ettéd esimerkiksi véli

Jt —eg(t),t +€4(t)]

ei valttamattéd sisdlly kokonaan véliin [0, 1], jossa funktiot g, ovat toistensa suoria
analyyttisid jatkeita. Tdmé& ongelma voidaan vilttda pienentdmélld lukuja e(t), eli
asettamalla
min{e,(t),1 —t}, jost <1
€(t) = { min{e,(1),€,(0)}, jost=1
min{e,(t —1),t — 1}, jost>1
Té&ll6in funktio f, on funktion f; suora analyyttinen jatke, kun |s — | < €(t). O

Tarkastellaan lopuksi vield milloin analyyttinen jatke polkua pitkin antaa alku-
perdisen funktion suoran analyyttisen jatkeen johonkin alueeseen. Kiinnitetéddn taté
varten seuraava maaritelma:

Maaritelma 1.13. Olkoon f : D — C analyyttinen funktio ja G C C alue, jolle GN
D # (). Sanotaan, etta funktiota f voidaan jatkaa vapaasti alueessa G, jos funktiolla
f on analyyttinen jatke mitd tahansa alueen G polkua pitkin, jonka ldhtopiste on
alueessa D.
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Lause 1.14. Olkoon f : D — C analyyttinen funktio, jota voidaan jatkaa vapaasti
alueessa G O D. Oletetaan, ettd jokaiselle alueen G suljetulle polulle v : [0,1] — G,
jos h on funktion f analyyttinen jatke polkua ~ pitkin, niin f(z) = h(z) pisteen
v(1) = v(0) jossakin ympdristossd. Tdlloin funktiolla f on suora analyyttinen jatke
alueeseen G, eli on olemassa analyyttinen funktio g : G — C, jolle g|, = f.

Todistus. Kiinnitetddn jokin piste zg € D ja valitaan jokaiselle z € G jokin alueen G
polku v, pisteesté zy pisteeseen z. Koska funktiota f voidaan jatkaa vapaasti alueessa
G, jokaiselle z € G analyyttinen jatke polkua v, pitkin antaa jonkin funktion

f.: D, — C,
missd D, C G on jokin pisteen z ymparistd. Osoitetaan, ettd asettamalla
g:G—C, g(z)=f.(2) kaikillaze G

saadaan funktion f suora analyyttinen jatke.
Funktion g analyyttisyyden tarkistamiseksi osoitetaan, ettéd kaikilla w € G

9(2) = fu(z), kun z € D,,.
T&amaé seuraa, jos osoitetaan, etta
fuwi(2) = fu,(2) kaikilla z € Dy, N D,,,

kun Dy, N Dy, # 0.

Olkoot w; ja wy téllaiset pisteet ja olkoon S jokin alueen D, UD,,, polku pisteesté
wy pisteeseen wy. Talloin

O = Yoy Y0y

on suljettu polku alkaen pisteestéd 2y € D. Oletuksen mukaan funktion f analyyttinen
jatke polkua « pitkin tdsméé funktion f kanssa jossakin pisteen zy = «(0) ympéris-
tossd. Néin ollen voidaan olettaa, ettd tdma jatke on funktio f itse. Funktiot f,, ja
fuw, taas ovat madritelmiensd mukaan funktion f analyyttiset jatkeet polkuja v, ja
Yw, Pitkin. Lemman 1.12 mukaan funktion f analyyttinen jatke polkua

Oy

pitkin on talloin funktio f,,. Toisaalta, koska

Oérwa = ’le 57

tdma on myos funktion f,, analyyttinen jatke polkua [ pitkin. Koska g oli alueen
D,, U D,, mielivaltainen polku, tdma tarkoittaa, ettd funktio f,, on funktion f,,
suora analyyttinen jatke, jolloin

fuwi (2) = fu,(2) kaikilla z € Dy, N Dy,.

Néin ollen funktio g on analyyttinen.
Alueessa D funktion f analyyttinen jatke ei anna mitddn muuta kuin funktion f
itse, joten

g(z) = f.(2) = f(2) kaikilla z € D

ja lauseen viite on todistettu. 0
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1.4. Yhdistetty funktio ja kddnteisfunktio. Yhdistetyn funktion f = g o h ana-
lyyttisen jatkeen olemassaolo riippuu olennaisesti funktioiden ¢ ja h analyyttisten
jatkeiden olemassaolosta. Samoin analyyttisen funktion kidénteisfunktioiden analyyt-
tisten jatkeiden olemassaolo riippuu alkuperéisen funktion analyyttisista jatkeista.

Tulosten muotoilussa taytyy kuitenkin olla tarkkana sen kanssa mita polkuja tarkas-
tellaan. Esimerkiksi kdanteisfunktioiden tarkastelussa yleisesti kdanteisfunktion haa-
rat voivat kiyttaytya eri tavoin analyyttisen jatkeen suhteen.

Lause 1.15. Olkoot g : G — C ja h : D — G analyyttisid funktioita ja f = g o h.
Oletetaan, ettd funktiolla h on analyyttinen jatke polkua ~ pitkin ja funktiolla g on
analyyttinen jatke polkua B pitkin, missd

B(t) = hy(v(t)) kaikilla t € [0,1].
Talloin funktiolla f on analyyttinen jatke polkua ~y pitkin, jonka antavat funktiot
ft = g1 0 hy.
Todistus. Oletuksen nojalla kaikilla ¢ € [0,1] on olemassa pisteen (t) ympéristossa
médaritelty analyyttinen funktio h; : D; — C ja pisteen h;(y(t)) ympéristossd méaa-
ritelty analyyttinen funktio g; : Gy — C. Funktion h; jatkuvuuden perusteella on

olemassa pisteen y(t) ympéaristéo D, C Dy, jolle h(D;) C G;. Talloin yhdistetty funk-
tio

fr: Dy = C, fi(2) = g o hu(2),
on hyvin mééritelty analyyttinen funktio pisteen v(¢) ympaéristossa D;. Osoitetaan,
ettd ndmaé funktiot antavat funktion f analyyttisen jatkeen polkua ~ pitkin. Tata
varten riittda 16ytaa sopivat luvut e(t) > 0 mééritelméd 1.6 varten.

Olkoot €,(t) ja €,(t) vastaavat luvut funktioiden g ja h analyyttisille jatkeille pol-
kuja [ ja vy pitkin. Polun v jatkuvuuden nojalla on olemassa luvut §(¢) > 0 siten,
etta

v(s) € Dy,  kun |s —t| < (t).
Asetetaan
e(t) = min{0(t), €,(t), en(t)}.

Talloin, jos |s — t| < €(t), funktio gs on funktion g; suora analyyttinen jatke ja funktio
hs on funktion h; suora analyyttinen jatke, eli

hi(z) = he(z) kaikilla z € D,N D, ja

g1(w) = gs(w) kaikilla w € Gy N Gy.
Liséksi, koska €(t) < §(t), on oltava v(s) € Dy N D,. Néin ollen

0+ D,N D, C D, N D,

ja kaikilla z € Dy N Dy

fi(2) = gi 0 hu(2) = gi 0 hs(2) = gs 0 hy(2) = fs(2).
Siis funktio fs on funktion f; suora analyyttinen jatke. O
Maaritelma 1.16. Analyyttinen funktio f : D — C on lokaalisti kddntyvd pisteessd

a € D, jos on olemassa pisteen a ymparisto U C D siten, ettd rajoittumafunktiolla
fly : U — f(U) on olemassa analyyttinen kéénteisfunktio.
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Lause 1.17. Olkoon f : D — C analyyttinen funktio. Tdlloin funktio f on lokaa-
listi kadantyvd tasmdlleen niissd pisteissa z € D, joissa f'(z) # 0. Lisdksi lokaali
kddanteisfunktio on mddrittelyjoukkoa vaille yksikdsitteinen.

Olemassaolon todistus lauseelle 1.17 16ytyy esimerkiksi kirjasta [1, Ch. 4, s. 131,
Theorem 11|. Kiinteélle méérittelyjoukolle kddnteiskuvauksen yksikésitteisyys on sel-
vaa, silla bijektiolla on yksikésitteinen kaénteiskuvaus.

Lemma 1.18. Olkoon f : D — C analyyttinen funktio ja ~ : [0,1] — D polku, jolle
f'(v(t)) # 0 kaikilla t € [0,1]. Olkoon fy* funktion f lokaali kéidnteisfunktio pisteessi
7(0) ja f;t lokaali kidnteisfunktio pisteessi v(1). Talldin funktio fi' on funktion
fot analyyttinen jatke polkua f o~y pitkin.

Todistus. Koska funktion f derivaatta on nollasta eroava polulla v, on jokaisessa
pisteessé () € D olemassa lokaali kdédnteisfunktio

ot f(U) = Uy,

missd U; C D on pisteen 7(t) jokin ympéristo. Osoitetaan, ettd namé funktiot f, !
antavat funktion f; ' analyyttisen jatkeen. Jélleen riitt#d 16ytid sopivat luvut e(t) > 0
madritelmad 1.6 varten.

Polun ~ jatkuvuuden nojalla on olemassa luvut €(t) > 0 siten, etté

v(s) € Uy, kun |s —t| < e(t).
Talloin, jos |s — t] < €(t), joukko Us N Uy ja edelleen my6s joukko f(U;) N f(Us) ovat
epatyhjia. Lisdaksi
foffHw)=w= fo f ' (w) kaikillaw € f(U,)N f(U,),
silld funktiot f, ' ja £ ! ovat molemmat funktion f lokaaleja kisinteisfunktioita. Koska
U N f(U)) C U
ja funktio f on injektiivinen alueessa U;, on oltava
fit(w) = [T (w)  kaikilla w € f(U) N f(Us).
Siis funktio f;! on funktion f; ' suora analyyttinen jatke kun |s —t| < €(t). O

Lause 1.19. Olkoon f : D — C analyyttinen funktio, jolla on analyyttinen jatke
polkua v : [0,1] — C pitkin. Jos fl(7(t)) # 0 kaikilla t € [0,1], niin funktion f
lokaalilla kadnteisfunktiolla f;((l)) on analyyttinen jatke polkua

p:10,1]=C Bt) = fi(v(1))

pitkin. Tdmdn jatkeen antavat lokaalit kidnteisfunktiot f;*, missi f* on funktion
fi lokaali kddanteisfunktio pisteessa (t).

Todistus. Polun «y jatkuvuuden nojalla on olemassa luvut §(t) > 0 siten, ettd
([t —0(t),t+6(8)]N0,1]) C Dy,

missd D; on funktion f; médrittelyjoukko. Olkoot €(¢) > 0 mééritelmén 1.6 luvut
funktion f analyyttiselle jatkeelle ja asetetaan

lag, by = [t — 8(£), ¢+ 6(B)] N [t — e(t) /2, ¢+ e(t) /2] N [0, 1].
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Soveltamalla lemmaa 1.18 funktiolle f; ndhddén, ettd funktio f, ! on funktion [t
analyyttinen jatke polkua f; o 7|[at bl pitkin. Toisaalta kaikilla s € [ay, b;], funktio f
on funktion f; suora analyyttinen jatke, joten

Fi3()) = £(1(5)) = Bls)  Kaikilla s € [ar, b
Valin [0, 1] kompaktiuden nojalla on olemassa esitys
0,1] = [ag,, by, | U+ Ulay,, by, ].
Tarvittaessa pienentdmélléd véleji [a,,,b;,] voidaan olettaa, ettd
ay, <by, =ap, <---<by, , =a, <b,

jolloin polut v ja § voidaan jakaa osapolkuihin

'y: fy’[atl’btl}“"y‘[atn,btn] :fyl,-yn ja
ﬁ = ﬂ‘[atpbtl] Ce ﬁ‘[atn,btn] — 61 . Bn

Edeltavan paattelyn nojalla funktio fb; ! on funktion fa;- I analyyttinen jatke polkua

ftj 0 = ftj © ’Y’[atj,btj} = ﬁ‘[atj,btj] = 05;
pitkin. Viite seuraa induktiolla lemmasta 1.12, silla polkujen f; analyyttiset jatkeet
yhdistdmilli saadaan funktion f; ' analyyttinen jatke polkua 3 pitkin. O

Lauseet 1.15 ja 1.19 yhdistdmalld nahdéan, ettd yhdistetyn funktion f = goh ana-
lyyttisen jatkeen tunteminen kertoo jotakin funktioiden g ja h analyyttisten jatkeiden
vélisestd suhteesta.

Seuraus 1.20. Olkoot g : G — C ja h : D — G analyyttisid funktioita ja f = g o h.
Oletetaan, ettd funktiolla f on analyyttinen jatke polkua + : [0,1] — C pitkin.
(1) Jos funktiolla h on analyyttinen jatke polkua ~ pitkin ja h(y(t)) # 0 kaikilla
t € [0, 1], niin funktiolla g on analyyttinen jatke polkua
pitkin.
(2) Jos funktiolla g on analyyttinen jatke polkua B : [0,1] — C pitkin, jolle
fi(v(®) = ¢(B(2)),  h(v(0)) = B(0), ja g(B(t)#0 kaikilla t € [0,1],
niin funktiolla h on analyyttinen jatke polkua ~ pitkin.
Todistus. Kohdassa (1) oletuksen A'(v(t)) = hy(y(t)) # 0 nojalla funktio h on kdén-
tyvé pisteen (0) jossakin ympéristossd U. Téstd saadaan funktiolle g pisteen 5(0) =
h((0)) ympéaristossa h(U) esitys
g=foh™,
misséd A~ on funktion h lokaali kiiéinteisfunktio h=! : h(U) — U.

Lauseen 1.19 nojalla funktiolla A~! on analyyttinen jatke polkua /3 pitkin ja funk-
tiolla f on oletuksen mukaan analyyttinen jatke polkua

ter y(t) = hit o he(y(t) = b (B(1))
pitkin. Talloin lauseen 1.15 nojalla funktiolla g on analyyttinen jatke polkua [ pitkin.
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Kohdassa (2) on vastaavasti olemassa pisteen 5(0) = h(v(0)) ympéristd V, jossa
funktio g on kddntyvé. Edelleen on olemassa pisteen «(0) ympéristo U, jolle h(U) C V
ja yhdistetty funktio

fly = gly o hly
on hyvin miéiritelty. Lokaalia kiidnteisfunktiota g=! : g(V) — V kiyttien saadaan
talloin alueessa U esitys

h=glof
ja véite seuraa vastaavasti kuin kohdassa (1) soveltamalla lauseita 1.15 ja 1.19. O
Esimerkki 1.21. Olkoon
D =C\ |—o0,0]

ja tarkastellaan juurifunktion
f:D=C, [f(z)=3/r={/|z|et@
analyyttisid jatkeita. Funktio f on kokonaisen funktion
g:C—>C, g(z)=2"

lokaali kéiénteisfunktio jokaisessa pisteessd z € f(D). Olkoon ~ polku, jolle v(0) €
f(D). Funktion g ainoa derivaatan nollakohta on pisteessé z = 0, joten lemman 1.18
nojalla funktiolla f on analyyttinen jatke polkua g o y(t) pitkin, mikéli polku 7 ei
kulje pisteen 0 kautta.

Toisaalta miké tahansa alueen C \ {0} polku f voidaan esittdd muodossa

Bt) =(t)" = gon(t)
jollekin polulle 7, joten funktiolla f on analyyttinen jatke mita tahansa alueen C\ {0}

polkua pitkin, jonka ldhtopiste on alueessa D.
Tarkastellaan tarkemmin ympyrapolun

v:[0,1] = C, ~(t) =e*™
tapausta. Olkoot
wj:’Y(j/n):egmj/na jG{O,...,n—l}

ykkosen juuret. Funktion g kddnteisfunktiot gj_1 pisteissa w; ovat kaikki juurifunktion

1

haarat pisteessd z = 1. Lemman 1.18 nojalla funktion g; " analyyttinen jatke polkua

9° MymG+v/m
pitkin on talloin funktio gjjrll, kun tulkitaan etti g, ! = g;'. Toisaalta

— eQm’tn,

gon(t)
joten mille tahansa vélilla [j/n, (7 +1)/n], 7 € {0,...,n — 1}, rajoittumapolku

9° Yiim+1)/m)
on vain polku v uudelleen parametrisoituna. Toisin sanoen juurifunktion yhden haa-
ran analyyttinen jatke ympyrdpolkua v pitkin antaa juurifunktion seuraavan haaran.
Esimerkiksi pdihaaralle f = g;* tdmi tarkoittaa, ettd funktion f analyyttinen jatke
ympyréapolkua ~ pitkin antaa funktion

gfl(z) _ {L/mei(Arg(z)+27r)/n.
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Kuva 1.1. Funktion f(z) = 2% kiiéinteisfunktion eri haarojen reaaliosat
yksikkokiekossa.

1.5. Derivaatta- ja integraalifunktiot. Olkoon f : B(a,r) — C analyyttinen
funktio ja a € D mielivaltainen piste. Méadritellddn kiekossa B(a,r) integraalifunktio

F:B(a,r) - C, F(z)= f(w) dw,
[a,2]

missé [a, z] on janapolku pisteestd a pisteeseen z. Olkoon v : [0,1] — C paloittain
differentioituva polku, jolle 7(0) = a ja oletetaan, ettd funktiolla f on funktioiden
fi : B(y(t),r(t)) — C antama analyyttinen jatke polkua v pitkin. Asetetaan kaikilla
t e [0,1]

F: Bly(t),r(t) 5 C, F(z) = / Fov(s)7'(s) ds + /[ L e

Lemma 1.22. Funktio F, = F on funktion ' analyyttinen jatke polkua y pitkin.

Todistus. Olkoot €(t) > 0 mééritelmén 1.6 luvut funktioiden f; maardamaélle analyyt-
tiselle jatkeelle. Merkitdaan Dy = B(vy(t),r(t)). Télloin alueessa D; N Dy

fi(z) = fs(2),  kun [s —t] < e(t).
Kun |s —t| < €(t), alue D; U Dy on kahden toisiaan leikkaavan kiekon yhdisteend
yvhdesti yhtendinen alue. Talloin alueessa D; U Dy analyyttisen funktion integraali
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polun yli riippuu vain polun péaatepisteisté, joten kaikilla z € D; N D

/h(t) dw_/ fuly )d“+/h(s)’z] fi(w) dw.

/fu )du+/hs> fs(w) dw
:/nm mw/fu P dus [ g

/ fuly ) du —i—/ fr(w) dw = Fy(2).
[v(#),2]

Niéin ollen F on funktion F; suora analyyttinen jatke kun |s —¢| < €(t), jolloin F,
on funktion F' analyyttinen jatke polkua ~ pitkin. U

Edelleen

Lause 1.23. Olkoon f analyyttinen funktio ja f' sen derivaattafunktio. Talloin funk-
tiolla f on analyyttinen jatke polkua ~ pitkin, jos ja vain jos funktiolla ' on analyyt-
tinen jatke polkua ~ pitkin.

Todistus. Jos funktiot f; : D, — C antavat funktion f analyyttisen jatkeen polkua ~y
pitkin, niin

fi(2) = fs(2) kaikilla z € Dy, kun |t — s| < €(t).
Tésta seuraa valittomaésti, etté

fi(z) = fi(z) kaikilla z € Dy, kun |t — s| < €(t),

s

joten funktiot f; antavat funktion f’ analyyttisen jatkeen.
Toista suuntaa varten olkoot g; : D; — C funktion f’ analyyttisen jatkeen m&araa-
mét funktiot. Lemman 1.22 nojalla funktiot

G, - B((t).r(t) = C. @@zl%W@W@%+%®gwww

maadraavat integraalifunktion
G:BOO.r)~C G = [ ) de
[7(0),2]
analyyttisen jatkeen polkua 7 pitkin. Toisaalta, koska f on funktion f’ integraalifunk-
tio,

a@:/’ Fw) dw = f(z) - F(1(0)).
[(0),2]

Toisin sanoen f = G + f((0)), jolloin funktiot Gy + f((0)) méédraavit funktion f
analyyttisen jatkeen polkua ~ pitkin. O

Esimerkki 1.24. Tarkastellaan logaritmin padhaaran analyyttisia jatkeita kiyttaen
lausetta 1.23. Olkoon

fC\]—OO70] _>C7 f(Z) :LOg(Z),
ja olkoon v mikéd tahansa derivoituva polku, jolle v(0) € C\ |—o0,0]. Funktion f
derivaattafunktiolla z +— 1/z on suora analyyttinen jatke alueeseen C \ {0}, mutta
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el analyyttistd jatketta tdméan alueen ulkopuolelle. Niin ollen lauseen 1.23 nojalla
funktiolla f on analyyttinen jatke polkua ~ pitkin, jos ja vain jos polku v on alueen
C\ {0} polku.

Lauseen 1.23 todistuksen perusteella analyyttinen jatke polkua v pitkin on talloin
funktio

0 BOWWD > € gl = [1edet [ 1z det f00),
v [v(1),2]
Erityisesti, jos v on suljettu polku, niin
/[(1) | 1/zdz+ f(7(0)) = f(2) — f(v(1)) + f(7(0)) = f(2) = Log(2)

ja residylauseen nojalla

/l/z dz = 2min(y,0),

il
missé n(v,0) on polun v kierrosluku pisteen 0 ympéri. Néin ollen

g(z) = 2min(v,0) + f(2).
Toisin sanoen logaritmin paédhaaran f analyyttinen jatke suljettua polkua pitkin antaa
funktion f + 2mik jollekin k € Z, eli jonkin logaritmin haaran.

pi

0.5pi

-0.5pi

_p|

Kuva 1.2. Logaritmin padhaaran reaali- ja imaginéariosa.
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2. RIEMANNIN PINNAT

Tassa luvussa esitetdédn Riemannin pinnan méiritelmé ja perusasioita Riemannin
pintojen kasittelystd. Olennaisen roolin Riemannin pintojen késittelyssa saavat kartat,
joiden avulla Riemannin pinnan ja kompleksitason vélinen yhteys saadaan aikaan.
Luvun yksi tarkeimmista tavoitteista on tarkistaa, miten useat kompleksianalyysin
perustulokset yleistyvat Riemannin pinnoille.

2.1. Maaritelmia.

Maaritelma 2.1. Topologinen avaruus X on Hausdorff-avaruus, jos mille tahansa
kahdelle eri pisteelle on olemassa erilliset ympéristét. Toisin sanoen, jos x,y € X ja
x # g, niin on olemassa avoimet joukot U,V C X, joillez e U,y € V jaUNV = (.

Maaritelma 2.2. Olkoon R yhtendinen Hausdorff-avaruus ja ® on kokoelma homeo-
morfismeja ¢ : U — V, missda U C R ja V C C ovat jotkin avoimet joukot. Oletetaan
lisdksi, ettd kokoelman ® homeomorfismit toteuttavat seuraavat ehdot:

(i) Homeomorfismien ¢ € ¢ maééirittelyjoukot muodostavat avaruuden R avoimen
peitteen.
(ii) Jos kahden homeomorfismin ¢1, o € ® méiirittelyjoukot leikkaavat, niin para-
metrinvaihtokuvaus 1 o ;" on analyyttinen.
Télloin pari (R, ®) on Riemannin pinta.

Homeomorfismeista ¢ € & kiytetddn termeja kartta ja parametrikuvaus. Lisdksi,
jos @ € R on jokin piste ja ¢ € ® on kartta, joka on médritelty tdméan pisteen
ympaéristossé, niin sanotaan, ettd ¢ on kartta pisteessd a € R. Lisdksi sanotaan, etté
kokoelma ® on kartasto tai karttakokoelma.

E
a»

Kuva 2.1. Riemannin pinnan R kartta .

Riemannin pinta on erikoistapaus topologisesta 2-monistosta (pinnasta), eli ava-
ruudesta joka on lokaalisti homeomorfinen avaruuden R? kanssa. Toisin sanoen Rie-
mannin pinta on pinta, jolta vaaditaan lisdehto (ii). Erona yleisen 2-moniston méaa-
ritelmédn on myos se, ettd Riemannin pinnan méaaritelméssa ei oleteta topologian
numeroituvan kannan olemassaoloa. Edelld asetetuilla oletuksilla téllainen kanta on
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kuitenkin aina olemassa. Tamén todistus Dirichlet’'n ongelmaa soveltaen 16ytyy esi-
merkiksi lahteistéd [2, Ch. 2, §3, 12C] ja |7, III. 6.].

Yksinkertainen esimerkki Riemannin pinnasta on mika tahansa kompleksitason alue
D c C. Talloin identtinen kuvaus id : D — D antaa ainoan tarvittavan kartan. Sel-
vasti alue D on yhtendinen Hausdorff-avaruus ja kuvaus id on homeomorfismi. M&a-
ritelmén ehto (i) on triviaalisti voimassa, kuten myds ehto (ii), silld ainoa paramet-
rinvaihtokuvaus on idoid™! = z — z.

Toinen helppo tapaus saadaan annetun Riemannin pinnan avoimesta yhtenéises-
té osajoukosta. Jos (R,®) on jokin Riemannin pinta ja S C R sen avoin yhtenéi-
nen osajoukko, niin avaruudesta S saadaan Riemannin pinta valitsemalla kartoiksi
kokoelman @ karttojen rajoittumat avaruuteen S. Téssékin tapauksessa ehto (i) on
kunnossa, silla alkuperéisten karttojen maarittelyjoukot peittéavit koko avaruuden R,
joten avaruus S C R tulee varmasti peitettyd. Ehto (ii) on my6s helppo tarkistaa, silla
tarkasteltavat parametrinvaihtokuvaukset ovat pinnan R parametrinvaihtokuvausten
rajoittumia.

Kompleksitason ulkopuolella ehkd yksinkertaisin Riemannin pinta on Riemannin
pallo Co, = CU {oo}, jolle kartat saadaan kuvauksista

) 1
01:C—=C, pi(2)=2 ja ¢o:Cy\{0} —C, 902(»2):;-

Téssé tulkitaan, ettd 1/0o0 = 0 ja Riemannin pallon topologiana kiytetdén komplek-
sitason yhden pisteen kompaktifioinnin topologiaa, jolloin pisteen oo ympéristot saa-
daan joukoista C \ K U {oo}, missd K C C on jokin kompakti joukko. Téssé topo-
logiassa nahdaan helposti, ettd kuvaukset 1 ja o ovat homeomorfismeja. Paramet-
rinvaihtokuvaukset taas ovat identtinen kuvaus ja kuvaus

C\ {0} - C\{0}:2z+—1/z,

jotka ovat molemmat selviisti analyyttisia funktioita.
Maéritelmén ehto (ii) takaa, ettd jokaisella Riemannin pinnalla voidaan mielek-
kdasti puhua analyyttisestd funktiosta.

Maaritelméa 2.3. Olkoot (R, ®) ja (S,¥) Riemannin pintoja. Funktio f : R — S
on analyyttinen, jos funktio ¢ o f o ™! on analyyttinen funktio méérittelyjoukossaan
kaikilla kartoilla ¢ € ¢ ja v € W.

Edelld o f o™t voi olla hyvin miiritelty vain tyhjissi joukossa, jolloin tulkitaan,
ettd kuvaus on triviaalisti analyyttinen. Yleisesti karttojen ¢ : Uy — Vi ja : Uy — V,
tapauksessa tarkastellaan funktion

ofop Tl W =gofop (W)
analyyttisyytté, misséa
W = o(f~1(U:) NTY).

Huomaa, ettd ¢ o fo e !, on tillsin funktio kompleksitason yhdeltd osajoukolta
toiselle ja jatkuvan funktion f tapauksessa W on avoin. Néin ollen analyyttisyyden
madaritelméssa ei jouduta kehépéaatelméasan, vaan voidaan hyvin kiyttaa analyyttisyy-
den maéaritelméaa kompleksitasossa.
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Liséksi, jos ylla olevassa méaaritelméssd R = C tai S = C varustettuna standardilla
kartastolla ®¢ = {id : C — C}, niin mééritelméd yksinkertaistuu. Esimerkiksi Rie-
mannin pinnan (R, ®) funktio f : R — C on analyyttinen tédsmaélleen, kun funktiot
f o™t ovat analyyttisii.

KuvaA 2.2. Riemannin pintojen vélisen kuvauksen f : R — S analyyttisyys.

Esimerkki 2.4. Olkoon f : C\{0} — C analyyttinen funktio, jolla on napa pisteessi
0. Osoitetaan, ettd kuvaus

f(2), josz#0

oo, josz=0

f:C— (Coo, V), f(z) = {

on analyyttinen, missd ¥ = {91,195} on Riemannin pallon standardikartasto, eli
. 1
P1:C—=C, ¥i(z) =2z ja 2:Co\{0} = C, 1n(z) -

Analyyttisyyden médritelméé varten tiytyy tarkistaa, ettd funktiot ¢y o f ja ¢y o f
ovat analyyttisia méarittelyjoukoissaan. Olkoon

A= f7H0)cC\{o}
funktion f nollakohtien joukko. T&ll6in
f(z)eC, kunzeC\{0}, ja
f(2) € Cu\ {0}, kunzeC)\ A
Tarkistettavat funktiot ovat ndin ollen
drof:C\{0} = C, wi0f(2)=f(2), ja
oo f:C\NA—=C, o f(2)=1/f(2).
Ensimmaéisen funktion analyyttisyys seuraa suoraan oletuksesta, ettd funktio f : C\
{0} — C on analyyttinen. Jilkimmaéista funktiota varten huomataan, etti koska

funktiolla f on napa pisteessd 0, on olemassa luku n € N siten, ettd funktio z +—
2" f(z) on analyyttinen funktio koko kompleksitasossa ja

li_r}r(ljz"f(z) e C\ {0}.
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Néin ollen
" 1 1
lm— = 0= — = ——
z—0 z”f(z) 00 f(())
Toisaalta, koska funktiolla f ei ole nollakohtia joukossa A, sama pétee funktiolle
2+ 2" f(2). Néin ollen
1 1 "

f(z) [z 2" f(2)

Némé havainnot yhdistden ndhd&éan, ettd funktio

kaikilla z € C\ (AU {0}).

~ 1 2"

¢20f<z): f(Z) = z”f(z)

on analyyttinen alueessa C\ A.

Vastaavalla paattelylla ndhdéan, ettd itse asiassa mista tahansa kompleksitason
jonkin osajoukon meromorfisesta funktiosta, eli funktioista jolla erikoispisteet ovat
korkeintaan napoja, saadaan analyyttinen funktio, kun funktion maalijoukoksi vaih-
detaan Riemannin pallo.

2.2. Kartastot ja analyyttinen rakenne. Riemannin pinnan R késittely voidaan
palauttaa kompleksitason kisittelyksi karttoja kiyttamélla. Mééritelmén 2.2 ehto (i)
takaa, ettd jokaisella pisteelld @ € R on olemassa jokin ympaéristé U ja homeomor-
fismi ¢ : U — V jollekin kompleksitason osajoukolle V. Télloin ympéaristossa U
voidaan kayttda kompleksitason koordinaatteja, eli pisteen b € U Kkasittelyn sijaan
késitelld kompleksitason pistettd z = ¢(b) € V' C C. Esimerkiksi analyyttisen funk-
tion f : R — C tarkastelussa voidaan puhua analyyttisestd funktiosta lokaaleissa
koordinaateissa, jolloin tarkoitetaan funktiota

fop™

jollakin pinnan R kartalla . Vastaavasti Riemannin pintojen vélinen funktio f : R —
S voidaan esittda lokaaleissa koordinaateissa muodossa

pofop™,

joka on funktio kompleksitason osajoukolta toiselle kompleksitason osajoukolle. Ana-
lyyttisyyden méaritelmé 2.3 voidaankin nyt muotoilla sanomalla, ettd Riemannin
pintojen vélinen funktio on analyyttinen tédsmaélleen, kun se on analyyttinen kaikissa
lokaaleissa koordinaateissa.

Kuitenkin jokaisen pinnan pisteen ympéristossé voi olla (ja usein onkin) monta eri
karttaa. Talloin koordinaattiesitys ei ole yksikésitteinen, mikd voi joissakin tapauk-
sissa aiheuttaa ongelmia. Tamén takia Riemannin pintoja kasitellessa ollaankin usein
kiinnostuneita nimenomaan sellaisista ominaisuuksista, jotka eivéit ole riippuvaisia
kartan valinnasta.

Maaritelma 2.5. Olkoot (R, ®) ja (S,¥) Riemannin pintoja. Funktio f : R — S
on konformikuvaus, jos se on analyyttinen bijektio. Jos téllainen kuvaus f on ole-
massa, niin sanotaan, ettd Riemannin pinnat (R, ®) ja (S, V) ovat (konformisesti)
ekvivalentit.
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Jos keskitytddn vain lokaalin koordinaatin valinnasta riippumattomiin ominaisuuk-
siin, niin huomataan, etta kartaston siséllon tdsmaéllinen valinta ei ole olennaista, vaan
ainoastaan kyseisen kokoelman méaraamaélla Riemannin pintojen ekvivalenssiluokalla
on merkitysté. Toisin sanoen, jos (R, ®) ja (S, V) ovat ekvivalentteja Riemannin pin-
toja, voidaan hyvin tulkita, ettd (R, ®) ja (S, ¥) ovat sama pinta ja késittely pinnalla
S voidaan aina palauttaa pinnalle R niiden vélisen konformikuvauksen kautta.

Erityistapaus tastd saadaan, kun kiinnitetdan avaruus R ja vaaditaan, ettéd identti-
nen kuvaus antaa konformikuvauksen eri kartastoilla varustetun avaruuden R vélilla.

Lemma 2.6. Olkoot (R, ®) ja (R, V) Riemannin pintoja. Talloin identtinen kuvaus
id: (R, ®) —» (R, V)
on konformikuvaus, jos ja vain jos (R,® U W) on Riemannin pinta.

Todistus. Identtinen kuvaus on aina bijektio, joten kysymys on ainoastaan identtisen
kuvauksen analyyttisyydestd. Suoraan méaritelmén 2.3 perusteella taas identtinen
kuvaus on analyyttinen, kun funktiot

poidop™

ovat analyyttisid kaikilla ¢ € ® ja ¢ € V. Toisaalta, koska (R, ®) ja (R, V) ovat
Riemannin pintoja, kokoelmien ® ja W sisdiset parametrinvaihtokuvaukset ovat ana-
lyyttisid. Edellisen nojalla siis kokoelman ® U ¥ parametrinvaihtokuvaukset ovat ana-
lyyttisid tasmélleen kun identtinen kuvaus id : (R, ®) — (R, V) on analyyttinen. [J

Maaritelma 2.7. Olkoon (R, ®) Riemannin pinta. Kartasto ® on tdydellinen, jos ei
ole olemassa homeomorfismia ¢ ¢ @, jolle (R, ® U {¢}) on Riemannin pinta. T&ll6in
sanotaan myos, ettd kokoelma ® on analyyttinen rakenne.

Lause 2.8. Olkoon (R, ®) Riemannin pinta. Tdlloin on olemassa yksikdsitteinen ana-
lyyttinen rakenne ¥, jolle ® C U jaid : (R, ®) — (R, V) on konformikuvaus.

Todistus. Olkoon W kaikkien homeomorfismien ¢ : U — V kokoelma, missd U C R
ja 'V C C ovat avoimia ja kuvauksen 1 parametrinvaihtokuvaukset karttojen ¢ € ®
kanssa ovat analyyttisia. Selvasti ® C ¥, joten UV = W. Talloin lemman 2.6 nojalla

id: (R, ®) - (R, )

on konformikuvaus, jos (R, V) ylipddtdan on hyvin mééritelty Riemannin pinta. Tét&
varten riittad tarkistaa, ettd kaikki kokoelman W parametrinvaihtokuvaukset ovat
analyyttisid. Toisaalta suoraan kokoelman W méarittelyn perusteella funktiot

Yot ja poy!
ovat analyyttisia kaikilla ) € U ja ¢ € ®. Edelleen mille tahansa kartoille 11,1 € U,
funktiot
Yrop topory !, missd g€ P,
ovat analyyttisten funktioiden yhdisteina analyyttisid, mistd seuraa, ettd myos para-
metrinvaihtokuvaus ¢ o ¢, ' on analyyttinen.

Kokoelman ¥ taydellisyyden osoittamiseksi oletetaan, ettda ¢ : U — V on jokin
homeomorfismi avoimien joukkojen U C R ja V C C vilillg, jolle (R, ¥ U {¢}) on



23

Riemannin pinta. T&ll6in parametrinvaihtokuvausten analyyttisyydesta seuraa, etta
funktiot

Yot ja poy!
ovat analyyttisid kaikilla ¢ € ® C W U {¢}. Tdm4 taas on tdsmélleen kokoelman W
madritteleva ehto, joten ¢ € U ja kokoelma ¥ on taydellinen.

Yksikésitteisyytta varten oletetaan, ettd W, ja W, toteuttavat vaaditut ehdot. Ku-
vausten
id: (R,®) » (R, V) ja id:(R,®) — (R, V)

analyyttisyydesté seuraa, ettd kuvaus

id : (R, ‘Ijl) — (R, \112)

on myo6s analyyttinen. Edelleen lemman 2.6 nojalla (R, ¥y UW,) on Riemannin pinta.
Toisaalta, koska ¥y ja W, ovat taydellisid, niin talléin on oltava

U =W UW, = Wy,
joten yksikésitteisyys on kunnossa. U

Termi analyyttinen rakenne perustuu Riemannin pinnan analyyttisen funktion maa-
ritelméédn. Jotta voidaan puhua avaruuden R analyyttisestd funktiosta f : R — C,
taytyy kiinnittda jokin kartasto ®. Toisaalta, jos kartastot ®; ja 5 maardaavit saman
analyyttisen rakenteen W, niin kuvaukset

id: (R, &) = (R, V) ja id: (R, P2) — (R, ¥)
ovat analyyttisid. Edelleen kuvaus
id: (R, ®1) = (R, D9)
on analyyttinen, jolloin funktio
fi(R,®y) — C
on analyyttinen, jos ja vain jos funktio
f=foid: (R, ®)—C

on analyyttinen. Toisin sanoen pinnoilla (R, ®;) ja (R, ®2) on tdsmélleen samat ana-
lyyttiset funktiot. Téssé mielessd voidaan ajatella, ettd kartaston kiinnittdminen maa-
raa avaruudelle jonkin analyyttisen rakenteen ja tdama analyyttinen rakenne méaras
avaruuden analyyttiset funktiot.

Kaytannossd Riemannin pinnan kartastoa voidaan késitella melko vapaasti. Olen-
naista on kuitenkin sailyttad kartaston méaaraaméa analyyttinen rakenne. Tama tar-
koittaa, ettd kartastoon voidaan lisdtéd tai kartastosta voidaan poistaa tarvittaessa
karttoja, kunhan varmistutaan, ettd nédin ensinnékin saadaan kartasto, ja ettd saata-
va kartasto maaraé edelleen saman analyyttisen rakenteen.

Esimerkki 2.9. Olkoon (R, ®) Riemannin pinta.

(i) Olkoon ¢ : U — V kokoelman ® homeomorfismi ja olkoon ¢ = ¢|,. Talléin
parametrinvaihtokuvaukset kuvauksen ¢ kanssa ovat rajoittumakuvauksia vastaavista
parametrinvaihtokuvauksista kuvauksen ¢ kanssa, joten kaikki kokoelman ® U {¢}
parametrinvaihtokuvaukset ovat analyyttisid. Néin ollen (R, ® U {$}) on ekvivalentti
alkuperdisen Riemannin pinnan (R, ®) kanssa.
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(ii) Olkoon ¢ : U — V kokoelman ® homeomorfismi, W C C avoin ja h: V — W
konformikuvaus. Asetetaan @ = h o ¢. Télloin parametrinvaihtokuvaukset kuvauksen
¢ kanssa ovat muotoa

Godl=hopoy!
tai
@Do@_l zzpogp_loh_l.
Joka tapauksessa kyseessd on analyyttisen funktion h tai h~! yhdiste analyyttisen

parametrinvaihtokuvauksen kanssa, joten tassékin tapauksessa ® U {¢} on kartasto
ja (R, ® U {p}) on ekvivalentti alkuperdisen Riemannin pinnan kanssa.

2.3. Perusominaisuuksia. Riemannin pinta kiyttaytyy lokaalisti kuin kompleksi-
tason osajoukko, joten kompleksitason lokaalit ominaisuudet periytyvit suoraan Rie-
mannin pinnoille. Muotoillaan seuraavaksi muutamia jatkon kannalta hyédyllisia komplek-
sianalyysin perustuloksia Riemannin pintojen tapauksessa. Seuraavissa (R, ®) ja (.S, V)
ovat Riemannin pintoja.

Jos D C C on kompleksitason alue ja f : D — C on analyyttinen funktio, niin
funktion f lokaalin kdyttaytymisen pisteessd a € D maaraa pienin luku k € N, jolle
f (k)(a) # 0. Télloin funktion f potenssisarjaesitys tédssd pisteessd on muotoa

oo
1) =3 anlz - 0"
n=~k
Tallaisesta pienimmastd luvusta k& on mielekéstd puhua my6s Riemannin pinnan ana-
lyyttisen funktion tapauksessa, mutta téasséd tapauksessa lokaalien koordinaattien va-
linnan vapaus yksinkertaistaa analyyttisten funktioiden lokaalia késittelya.

Lause 2.10. Olkoon f : R — S analyyttinen funktio. Tdlloin jokaisen pisteen a € R
ympdristdssi on olemassa lokaalit koordinaatit, joissa 1) o f o ¢=(z) = 2* jollekin
k € N.

Todistus. Olkoot ¢ € ® ja 1» € ¥ mielivaltaiset lokaalit koordinaatit pisteiden a ja
f(a) ympéristoissd. Tarvittaessa siirtden pisteet ¢(a) ja 1(f(a)) origoon konformi-
kuvauksilla z — z — @(a) ja z — z — (f(a)), voidaan olettaa, ettd kartoille ¢ ja
Y patee (a) = 0 ja ¥(f(a)) = 0. Huomaa, ettd esimerkin 2.9 kohdan (ii) nojalla
konformikuvauksen liittdminen karttaan antaa edelleen pinnan R kartan.

Talloin ¢ o f o ¢! on analyyttinen funktio origon jossakin ympiristossi ja 1o f o
¢~ 1(0) = 0. Erityisesti tilli funktiolla on olemassa potenssisarjakehitelmi

Yo f Z

n=1

Olkoon k € N pienin luku, jolle a; # 0. Talloin

Yolf Zan —Zkzan b=z g(z),

missé ¢ on analyyttinen funktio origon ympéaristossé ja ¢g(0) # 0. Koska ¢(0) # 0, on
olemassa origon ymparisto U, jolle

9(U) < B(9(0),]9(0)]).
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Téassé ymparistossa funktio

h:U—C, h(z)=zv9(z)

on hyvin méiiritelty analyyttinen funktio, jolle A(0) = 0 ja h(2)* = 2*g(z). Funktion

h derivaatta on .
h'(z) = /g(z) + o Vg(2)k,

joten A/(0) = {¥/¢(0) # 0. Toisin sanoen on olemassa origon ympéristéo V' C U jossa
h on injektiivinen. Jélleen esimerkin 2.9 kohdan (ii) perusteella ¢ = h o ¢ on kartta
pisteen a € R jossakin ymparistossa. Koska

Yo fopTl(z) = 2"g(2) = (24/9(2))" = h(2)",

funktiolle f saadaan lokaali esitys

pofop l(z)=vofoptohT(z)=(hoh ' (2))" = 2"
]

Maaritelma 2.11. Analyyttisen funktion f : R — S derivaatan nollakohta on piste
a € R, jolle on olemassa kartat ¢ € ® ja 1) € U pisteiden a ja f(a) ympéristoissa
siten, ettd funktion 1) o f o =1 derivaatalla on nollakohta pisteessi ¢(a).

Lemma 2.12. Jos analyyttiselld funktiolla f : R — S on derivaatan nollakohta
a € R, niin (Yo foe VY(p(a)) = 0 kaikissa lokaaleissa koordinaateissa 1 € ¥ ja
p € d.

Todistus. Olkoot ¢ ja @/; kartat, joille
(o fod™)(g(a) =0.

Jos ¢ € ¢ ja 1 € ¥ ovat mita tahansa muita karttoja, niin funktiot

h=vod™ ja hy=¢ oy
ovat konformikuvauksia kompleksitason avoimien osajoukkojen vélilla. Naita konfor-
mikuvauksia kiyttden saadaan esitys

pofopt=hio(pofopt)ohs
Koska liséksi
ha(p(a)) = &(a),
yll&é olevasta esityksesté seuraa, etta funktiolla f on derivaatan nollakohta myos koor-
dinaateissa ¢ ja 1. O

Huomautus 2.13. Vaikka derivaatan nollakohdat ovatkin riippumattomia lokaalin
koordinaatin valinnasta, sama ei pade derivaattafunktiolle f’. Toisin sanoen lukua
f'(a) ei vilttdmétta voida madrita yksikésitteisesti, mikéli (¢ o fo o™ 1)(p(a)) # 0
joissakin lokaaleissa koordinaateissa ¢ ja 1.

Yksinkertainen esimerkki téstd saadaan, jos valitaan Riemannin pinnaksi yksik-
kokiekko B(0, 1) varustettuna epéstandardilla parametrikuvausten kokoelmalla & =
{¢1, 2}, missd

pi1(2) =2 Jja @a(z) =z/2.
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Talloin parametrinvaihtokuvaukset ovat

propy'(2) =22 ja wropri(z) =2/2
joten parametrinvaihtokuvaukset ovat analyyttisid ja Riemannin pinta (B(0,1), ®) on
hyvin maéritelty. Jos tarkastellaan funktiota

f:(B(0,1),®) = C, f(2)=2%
niin lokaaleissa koordinaateissa saadaan
foer'(z)=2" ja foypy'(z) =427
ja edelleen derivaatoille

(fopr)(2) =22 ja (fow,")(z) =38z
Nyt missé tahansa pisteesséd a € B(0, 1) saadaan derivaatalle f’(a) kaksi ehdokasta

(fowr)(pi(a) =2a ja (foyy")(p2(a)) = 4a.

Téastd huomataan, ettd derivaatalla on molemmissa lokaaleissa koordinaateissa nol-
lakohta origossa, mutta missd tahansa muussa pisteessd a € B(0, 1) saadaan kaksi
vaihtoehtoa derivaatalle f’(a). Ongelma aiheutuu siitéd, ettd Riemannin pinnalla ei
lahtokohtaisesti tiedetéd parametrikuvausten ¢ € ® kiyttaytymisestd muuta kuin pa-
rametrinvaihtokuvausten analyyttisyys. Tama ongelma voidaan kiertdd kdyttamalla
differentiaalimuotoja, jolloin otetaan huomioon lokaalin koordinaatin vaihdon vaiku-
tus derivaattaan ja saadaan derivaatalle koordinaateista riippumaton esitys. Differen-
tiaalimuotojen kasittelyyn voi perehtyd useimmista Riemannin pintoja tai differen-
tiaaligeometriaa kasittelevista kirjoista. Differentiaalimuotojen késittelyd Riemannin
pintojen kontekstissa 16ytyy muun muassa kirjasta [3, Ch. 5] ja yleisten (reaalisten)
differentioituvien monistojen tapauksessa kirjasta [11, Ch. 1].

Lause 2.14. Olkoon f : R — S analyyttinen funktio. Oletetaan, etté W C R on
avoin ja funktio f on vakio joukossa W. Tdlloin f on vakiofunktio koko pinnalla R.

Todistus. Tarkastellaan ensin tapaus S = C. Oletetaan, ettd ¢ : U — V on kartta ja
funktio f on vakio joukossa U. Télloin kompleksitason avoimen osajoukon V' funktio

fop™:V—=C

on vakiofunktio. Olkoon ¢ : U — V jokin toinen kartta, jolle U N U # §. Talldin
funktio

fogl=foglogoypl:pUNU)—C,
on vakiofunktio. Toisaalta funktion f analyyttisyyden nojalla funktio f o ¢~! on
kompleksitason avoimen osajoukon analyyttinen funktio, joten sen on oltava vakio
koko alueessa V. Niin ollen funktio f on vakio myds joukossa U.

Olkoon a € R mielivaltainen. Pinnan R on polkuyhtenédisyyden nojalla on olemas-
sa polku v : [0,1] — R siten, ettd v(0) € W ja (1) = a. Polun ~ jélki on kom-
pakti joukko ja pinnan R karttojen méaarittelyjoukot muodostavat pinnan R avoimen
peitteen, joten on olemassa darellisen monta karttaa ¢1, ..., p,, joiden maarittely-
joukot Uy, . ..U, peittaviat polun ~. Oletetaan, ettd kartat on numeroitu siten, etta
UinNUjp #0, v(0) € Uy ja a =~(1) € U,.

Koska funktio f on vakio joukossa W funktio f on vakio my6s joukossa U;. Edellisen
paattelyn nojalla funktio f on talloin vakio my6s joukoissa Us, ..., U,. Erityisesti se
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on vakio pisteen a € R ymparistossa U,. Toisin sanoen funktio f on lokaalisti vakio
pinnalla R, jolloin pinnan R yhtendisyyden nojalla funktio f on vakiofunktio.
Mielivaltaisen pinnan S tapauksessa voidaan toistaa sama péaattely kiyttden komp-
leksitason tulosta funktioille ¢ o f o p~!. Erona edelliseen péittelyyn on tissi tapauk-
sessa se, ettd kartan ¢ € ® vaihdon liséksi pitdd tarkastaa kartan ¢ € W vaihto.
Muuten todistus on tésmélleen sama kuin edella. U

Seuraus 2.15. Olkoon f : R — S analyyttinen funktio, joka ei ole vakiofunktio.
Talloin

(i) pisteen b € S alkukuvajoukolla f=1(b) ei ole kasautumispisteiti ja

(i1) funktion f derivaatan nollakohtien joukolla ei ole kasautumispisteitd.

Todistus. Tehddaan molemmissa tapauksissa antiteesi, ettd a € R on kyseisen jou-
kon kasautumispiste. Talloin lokaaleissa koordinaateissa pisteen a ympéristossa piste
¢(a) on alkukuvajoukon (¢ o f o o= 1)71(a(b)) tai funktion ¢ o f o p~! derivaatan
nollakohtien joukon kasautumispiste. Molemmissa tapauksissa lausetta vastaava tu-
los kompleksitasossa kertoo, ettd funktion ¢ o f o o' on oltava vakio pisteen ¢(a)
ymparistossd. Talloin lauseesta 2.14 seuraa, etté funktio f on vakiofunktio, mikéd on
ristiriita oletuksen kanssa. U

Lause 2.16. Analyyttinen funktio f : R — S on lokaali homeomorfismi, jos funktion
f derivaatalla ei ole nollakohtia.

Todistus. Olkoon a € R ja olkoot ¢ ja 1) kartat pisteiden a ja f(a) ympéristoissé.
Koska funktion f derivaatalla ei ole nollakohtia, sama pétee funktiolle ¢ o f o 1.

Erityisesti
(o fop ™) (p(a)) #0
Télloin lauseen 1.17 nojalla on olemassa pisteen ¢(a) ympéristo U ja pisteen ¢ o f(a)
ymparisto V', joille funktio
pofop U=V
on homeomorfismi. Koska kuvaukset ¢ ja 1 ovat homeomorfismeja, tdmé tarkoittaa,
etta
f|<p*1(U) =y to(pofop o 90|¢71(U) Lo U) = (V)
on homeomorfismi. Koska U on pisteen ¢(a) ympéristd, ¢~ (U) on pisteen a ympi-
ristd. Koska piste a oli mielivaltainen, tédstd seuraa, ettd funktio f on lokaali homeo-
morfismi. 0
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3. PERUSRYHMA JA PEITTEET

Tassa luvussa tarkastellaan polkuja ja peitteitd topologisissa avaruuksissa. Luvun
tavoitteina on antaa ehdot sille, milloin lokaali homeomorfismi on peite seka tarkas-
tella, miten polkujen homotopian maarddméan perusryhmén avulla voidaan loytaa
isomorfismi peitteiden vélille. Naméa tulokset tulevat olemaan olennaisessa roolissa
seuraavassa luvussa, missa ndhdadn, ettd analyyttinen jatke polkua pitkin voidaan
tulkita polun nostoksi sopivalle Riemannin pinnalle.

Riemannin pinnoilla on peitteiden ja polkujen kannalta monia hyvid ominaisuuksia.
Karttojen olemassaolo nimittdin takaa, ettd esimerkiksi Riemannin pinnan avoin yh-
tendinen joukko on aina polkuyhtendinen ja ettd Riemannin pinnan jokaisella pisteella
on yhdesti yhtendinen ympéristo. Toisaalta analyyttisten funktioiden avulla saadaan
helposti lokaaleja homeomorfismeja, silla analyyttinen funktio, jolla ei ole derivaa-
tan nollakohtia, on téllainen. Koska tavoitteena onkin soveltaa tuloksia nimenomaan
Riemannin pintojen tapauksessa, voidaan joissakin lauseissa hieman yksinkertaistaa
todistuksia todistamalla tulokset vain Riemannin pinnoille.

Perusryhmén ja peitteiden kisittely pohjautuu enimmékseen kirjaan [4, Ch. 1| ja
lokaalien homeomorfismien ja peitteiden yhteys kirjaan [8, Ch. 6], missd tulokset on
késitelty yleisten topologisten avaruuksien kontekstissa. Topologisten pintojen peittei-
ta taas on kasitelty kirjoissa |2, Ch.1, §3] ja [10, Ch. 4]. On kuitenkin hyvéa huomata,
ettd naissd jalkimmaisissé lahteissa kdytetty peitteen késite poikkeaa hieman téssé
tyossa ja ensimmaisissé lahteissa kiytetysta.

3.1. Perusryhma.

Maaritelma 3.1. Olkoon X polkuyhtenéinen avaruus sekd v : [0,1] — X ja § :
[0,1] — X polkuja, joilla on samat péadtepisteet. Polut v ja 5 ovat homotooppiset
avaruudessa X, jos on olemassa jatkuva kuvaus

F: 0,1 x[0,1] = X,

jolle
F(t,0) = ~(t) kaikilla t € [0, 1],
F(t,1) = p(t) kaikilla ¢t € [0,1]
F(

0,s) =7(0) kaikilla s € [0,1] ja
F(1,s) =~(1) kaikilla s € [0, 1].

Y

Kuvaus F' on homotopia polusta v polkuun (. Merkitdan téalloin

v~ 5.

Homotopia-relaatio ~ méarad ekvivalenssirelaation avaruuden X poluille. Relaa-
tion refleksiivisyys on selvad, silld kuvaus F'(¢,s) = v(t) on homotopia polusta v pol-
kuun 7. Symmetrisyys taas saadaan siitd tiedosta, ettd jos kuvaus F : [0,1] x [0, 1] —
X on homotopia polusta v polkuun £, niin kuvaus

F:[0,1]x[0,1] = X, F(t,s)=F(t,1 —s)

on homotopia polusta S polkuun .



29

Kuva 3.1. Homotopia F' polusta + polkuun £.

Transitiivisuutta varten oletetaan, ettd «, 5 ja v ovat polkuja [0, 1] — X siten, etta
a ja  sekd [ ja v ovat homotooppisia avaruudessa X. Olkoot Fig ja Fjp., vastaavat
homotopiat. Talloin kuvaus

Fop(t,2s), joss <

F:[0,1] x[0,1] = X, F(t,s):{pﬁ(tQS—l) jos
QNS ’

on homotopia polusta o polkuun ~.

Huomautus 3.2. Polun jokainen parametrisointi on homotooppinen alkuperaisen po-
lun kanssa. Jos h : [0,1] — [0, 1] on jatkuva, kasvava kuvaus, niin kuvaus

F(t,s) =~(t+ (h(t) —t)s)

on homotopia polusta v polkuun v o A. Néin ollen voidaan mielekkéddsti puhua myos
polkujen 7 : [a,b] — X ja B : [¢,d] — X homotooppisuudesta parametrisoimalla
polut vilille [0, 1], silld tulos ei riipu siitd, miten polut parametrisoidaan vilille [0, 1].

Polkujen yhdiste periytyy luonnollisella tavalla homotopialuokille. Jos polkujen -~y
ja B yhdistetty polku v on hyvin mééritelty, niin sama péatee homotopialuokille [v]
ja [B]. Jos v ja 4 ovat homotooppiset polut, sekd (3 ja 3 ovat toiset homotooppiset
polut, joille yhdistetty polku ~/3 on médritelty, niin yhdistetyt polut 74 ja 73 ovat
my6s homotooppiset. Néin ollen homotopialuokka [y/5] médraytyy yksikésitteisesti
homotopialuokkien [vy] ja [§] perusteella.

Tarkastelemalla pelkastadn kiintedsta lahtopisteesta alkavia suljettuja polkuja voi-
daan homotopialuokista sanoa enemménkin. Merkitaan pisteesta x( lahtevien suljet-
tujen polkujen homotopialuokkien joukkoa symbolilla 7 (X, o).

Lause 3.3. Olkoon X topologinen avaruus. Joukko mi(X,xy) varustettuna polkujen
yhdistamisen indusoimalla laskutoimituksella on ryhmd.

Todistus. Kaikilla [v], [8] € m1 (X, o) polut 7y ja 5 ovat suljettuja polkuja pisteesta zo,
joten yhdistetty polku /3 on hyvin méaritelty. Talloin lausetta edeltavin paédttelyn
nojalla [yf] on yksikésitteisesti méadritelty, joten polkujen yhdistdmisen indusoima
laskutoimitus on hyvin mééritelty joukossa (X, xg).
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Laskutoimitus on assosiatiivinen, silld polku (/) on parametrisaatiota vaille sama
polku kuin «a(f7v), joten ndmé polut ovat homotooppisia.
Laskutoimituksen neutraalialkio on vakiopolun

[Z[O,l]—)X, I(t):l'o
méadaraama ekvivalenssiluokka, silla v/ ja [y ovat parametrisaatiota vaille sama polku
kuin .
Polkujen 7 ja v~! yhdistetty polku on
v(2t), jost <

1
10,1 - X ) = 2
0= X () W2 20), jost>

1
2
Maaritellaan
in{2t jost <1
Po0Ux 0,15 X, Fs)={ mn2hsh), Jost<y
y(min{2 — 2¢,s}), jost >3

T&llsin kuvaus F on jatkuva, F(t,0) = z¢ ja F(t,1) = vy~ 1(t) kaikilla ¢ € [0, 1]. Niin
ollen F' on homotopia vakiopolusta polkuun yy~*. Edelleen [y][y™!] = [I], eli [y]7! =
[v~1, joten jokaisella joukon 7 (X, x¢) alkiolla on hyvin mééritelty kiénteisalkio. [

Lause 3.4. Olkoon X polkuyhtendinen ja xo,yo € X mielivaltaisia pisteitd. Tdlloin
ryhmdt w1 (X, ) ja m1 (X, yo) ovat isomorfisia.

Todistus. Avaruuden X polkuyhtenéisyys takaa pisteestd xg ldhtevén ja pisteeseen yq
pédttyvin polun o olemassaolon. Jos v on suljettu polku pisteestd 1o, niin aya ™t
on suljettu polku pisteesté xy. Jos taas polut v ja § ovat homotooppisia, niin polut
aya~! ja afBa~! ovat homotooppisia, silli homotopia siilyy polkujen yhdisteessi.
Taman perusteella kuvaus

frm(X,po) = m(X,m),  f([]) = laya ™,

on hyvin mééritelty. Vastaavalla paittelylld polkua o' kiiyttien nahdiin, ettd myos
kuvaus

g: WI(X7 xO) — 7TI<X7 y0)7 g([f}/D - [Oé_l’}/Oé]j
on hyvin maéritelty. Kuvauksille f ja g pétee

flg(l]) = f(la " ya]) = [aa™yaa™ ] = [1] ja
g(f([() = 9([ara™])) = [a"aya™ a] = [1],
joten kuvaus g on kuvauksen f kddnteiskuvaus, eli kuvaus f on bijektio.
Olkoot v ja 3 suljettuja polkuja pisteesta yq. Talloin
F(DF(B]) = lava™[aBa™] = [ayBa™] = f([vB)),
joten kuvaus f on homomorfismi. Néin ollen kuvaus f on etsitty isomorfismi ja ryhmét

m (X, zo) ja m (X, yo) ovat isomorfisia. O

Lauseen 3.4 nojalla jokaisella polkuyhtenaiselld avaruudella on isomorfiaa vaille yk-
sikdsitteinen polkuhomotopialuokkien maaradméa ryhmaé, joten voidaan asettaa seu-
raava madgritelma.

Maaritelma 3.5. Polkuyhtendisen avaruuden X perusryhmd on abstrakti ryhma
m(X), joka on isomorfinen jokaisen ryhmén m (X, z¢), o € X, kanssa.



31

Perusryhmé riippuu ainoastaan avaruuden X topologiasta. Toisin sanoen, jos X ja
Y ovat homeomorfisia avaruuksia, niin niiden perusryhméit ovat isomorfisia. Osoite-
taan tdma lauseessa 3.7.

Maaritelma 3.6. Jatkuvan kuvauksen f : X — Y indusoima kuvaus perusryhmdille
on

ferm(X o) = m(Y, f(wo)),  fullh]) = [f o]

Suljetun polun kuva on suljettu polku, joten [f o~y] ylla tosiaan méérittelee jonkin
ryhmén 7 (X, zo) alkion. Lisdksi tdmé alkio ei riipu valitusta edustajasta . Jos
ja 7o ovat homotooppiset polut, niin on olemassa homotopia £ : [0,1]> — X niiden
polkujen vililld. Téastéd taas seuraa, ettd fo F : [0,1]> — Y on homotopia polkujen
fom ja fory valill4, joten [fov;] = [fos]. Néin ollen kuvaus f, on hyvin méaéritelty.

Lause 3.7. Jatkuwvan kuvauksen f : X — Y indusoima kuvaus f, : m (X, z9) —
m (Y, f(zo)) on ryhmdihomomorfismi kaikilla xo € X. Lisdksi, jos f on homeomorfis-
mi, nin f, on isomorfismi.

Todistus. Olkoot [v], [5] € m1 (X, x). Talloin
FNIB]) = £vB]) = [f o (vB)] = [ o1 o B = fu([V]) £+ ([8)),

joten f, on homomorfismi. Néin ollen f, on isomorfismi tdsmélleen, kun se on bijektio.
Jos f on homeomorfismi, sen kiiéinteiskuvaus f~! on myds jatkuva. Niin ollen ku-
vauksen [ kddnteiskuvaus indusoi kuvauksen

ft i m(Y, fwo)) = m(X, xo),
Tamé on kuvauksen f, kddnteiskuvaus, silla
foof) = (fer)=[fToforl =D kaikilla [y] € m(X,20) Ja
foo £7HIB) = fullf e Bl) = [fo fTHo Bl = 8] kaikilla [3] € mi (Y, f()).
Niéin ollen f, on bijektio ja edelleen isomorfismi. O

Maaritelma 3.8. Polkuyhtendinen avaruus X on yhdest: yhtendinen, jos sen perus-
ryhmé on triviaali, eli m(X) = {0}.

Esimerkki 3.9. Kompleksitason kiekko B(0, 1) on yhdesti yhtendinen. Jos v : [0, 1] —
B(0,1) on miké tahansa suljettu polku, voidaan mééritelld jatkuva kuvaus

F:[0,1* = B(0,1), F(t,s)=(1—s)y(t) + s7(0).
Télle kuvaukselle

F(0,5) = (1 = s)v(0) + s7(0) = ~(0),

F(1,s) = (1 —s)y(1) + s7(0) = ~(0),

F(t,0) = (1-0)y() +0y(0) =~(t) ja
F(t,1) = (1= 1)y(t) + 17(0) = ~(0),

joten F' on homotopia polusta v vakiopolkuun ¢ — ~(0). Néin ollen jokainen suljettu
polku on homotooppinen vakiopolun kanssa kiekossa B(0,1), eli

™ (B(0,1)) = {0}
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Lemma 3.10. Yhdesti yhtendisen avaruuden X polut v ja B ovat homotooppiset
tasmdlleen, kun nilld on samat padtepisteet v(0) = £(0) ja y(1) = B(1).

Todistus. Jos poluilla on eri pédtepisteet, ne eivit voi olla homotooppiset, silld taméa
vaadittiin jo homotopian miiritelméissi. Jos piitepisteet taas ovat samat, niin /371
on avaruuden X suljettu polku. Oletuksen mukaan X on yhdesti yhtendinen, joten

Bt~ .
Toisaalta myos
BB~
jolloin
vyl =y~ If =~ B,
eli polut v ja  ovat homotooppiset. O

Esimerkki 3.11. Tarkastellaan kompleksitason punkteeratun kiekon

B*(0,1) = B(0,1) \ {0}
perusryhmaéé. Kompleksitason alueena punkteerattu kiekko on polkuyhtenéinen ava-
ruus, joten perusryhmét m (B*(0, 1), z9) ovat isomorfisia kaikilla zy € B*(0,1), joten
kantapisteeksi voidaan valita esimerkiksi zy = 1/2.

Osoitetaan, ettd jokainen alueen B*(0,1) pisteestd 1/2 alkava suljettu polku on
homotooppinen tdsmailleen yhden ympyrapolun

1 )
Y [0,1] = B*(0,1), ~(t) = =e*™* missi k € Z,

2
kanssa.
Olkoon S : [0,1] — B*(0, 1) suljettu polku pisteestd 1/2. Talloin kuvaus
B(t)
F:[0,1 = B*(0,1), F(t,s)=(1—-3s)3(t)+s :
2[8(¢)]

on hyvin méaéritelty homotopia polusta S polkuun

3 7 B(t)

p:10,1] — S(0,1/2), p(t)=

2[B(t)]

Asetetaan 3 .

B =B1/2) ja B =f(-1/2)
Polun f jatkuvuuden nojalla E, ja E_ ovat suljettuja joukkoja, joten vilin [0,1]
osajoukkoina ne ovat kompakteja. Selvésti ne ovat erillisid joukkoja, joten

d(Ei,E_)=min{lz —y|, z€ E,,yc E_}>0.
Maédéritellaan rekursiivisesti pisteet t9;41 € E_ ja t9j12 € E ehdoilla
to=0
toj1 = min{t € [ty;, 1], t € E_} ja
tajp2 = minf{t € [taj41,1], 0 € By}
niin suurille 7 kuin mahdollista. Konstruktion perusteella

tj+1 — tj > d(E+,E,) > 0
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kaikilla j, joten talla tavalla saadaan vélin [0, 1] osavilijako
O=ti<ti <---<t,=1
Valilla [ta;, t2;41] polku /3 kulkee pisteesté 1/2 pisteeseen —1/2. Olkoon
s = max £71(1/2) N [ta, taj41)-

Talloin rajoittumapolku B|[t2j 5 on suljettu polku pisteestd 1/2, joka ei kulje pisteen
—1/2 kautta. Toisin sanoen se on yhdesti yhtenéisen joukon

S(0,1/2)\ {=1/2}

suljettu polku, joten
~I.

[t2;,5]

Rajoittumapolku f3 taas on joko yhdesti yhtendisen joukon

[s,t2j+1]

$.(0,1/2) = {= € $(0,1/2), Im(z) > 0}
tai yhdesti yhtenéisen joukon

$.(0,1/2) = {= € S(0,1/2), Im(z) <0}

polku pisteestd 1/2 pisteeseen —1/2. Néin ollen tdmé rajoittumapolku on lemman
3.10 nojalla homotooppinen joko kaaripolun
1 .
ar 0,1 = 5:(0,1/2), as(t) = 5™,

tai kaaripolun

1 .
a_:[0,1] - 5.(0,1/2), a_(t) = Ee_’”t,
kanssa. Yhdistden ndmé havainnot, ndhdaan etta
3 ~ B 3 ~ Ja~a,
[t2;t2j41] [t25,5]  I[s;taj41]

missi o = o tai @ = a_. Vastaavalla tarkastelulla polulle 5 osavileilld [t2j+1, t2j42]
nahdéaan, etta

[t2j+1,t25+2]

missid o' on polun o tai a_ kadnteispolku.
Talla tavoin ndhdédan, ettd polku S on homotooppinen polun

-1 -1
10y Q3 ...00m 10,

kanssa, misséa jokainen «; on joko polku oy tai a_. Liséksi
arall ~aitar ~ 1
ara_ >~y ja

ooy ™~ Y_q.
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Niin ollen sieventdmailld esitys o ... ! saadaan jokin seuraavista esityksisté:

m

al...oflzowra:l...

m
1 1

Qp... Qg Xa_ay ...

-1
oL = Yk,

oot~y tai
~1
or.. o, =] >y,
missi k& € N on termien oy a”! tai Oz_oz_T_l lukumaéara esityksessa. Edelleen, koska

B~B~ar...a)l

polku 8 on homotooppinen jonkin polun v, k € Z, kanssa.
Jokainen polku 7, k € Z, maaraa jonkin homotopialuokan

h/k] € Wl(B*(Oﬂ 1)) = 7Tl(B*(O> 1)7 1/2)'

Edeltévan péittelyn nojalla ndmé ovat kaikki ryhmén 1 (B*(0, 1)) homotopialuokat.
Maaritelldan kuvaus

p:m(B*(0,1)) = Z, @([w]) =Fk.

Jotta tdmé kuvaus on hyvin méaritelty, taytyy tarkistaa, etta [vx] # [vi] kun k # [, eli
ettd v, 2 ;. Jos ndma polut olisivat homotooppiset, niin minki tahansa punkteeratun
kieckon analyyttisen funktion integraali ndiden polkujen yli antaa saman tuloksen.
Kuitenkin esimerkiksi funktiolle z +— 1/z saadaan

/ 1/z dz = 2mik.

Yk
Néin ollen v ¢ v, kun k # [, ja kuvaus ¢ on hyvin maéritelty bijektio. Lisdksi, jos
kokonaislukujoukkoa Z tarkastellaan ryhméné (Z, +), kuvaus ¢ on ryhmédhomomor-
ﬁSIIli, silla YVl = Y+, jOHOiIl

o([vellnl) = e(]) =k + 1= o([w]) + @([n)-

Néin ollen kuvaus ¢ on isomorfismi, eli punkteeratun kiekon homotopiaryhmé 7 (B*(0, 1))
on isomorfinen ryhmén (Z, +) kanssa.

3.2. Lokaalit homeomorfismit ja peitekuvaukset.

Maéritelmé 3.12. Olkoot X ja X topologisia avaruuksia. Jatkuva surjektio p : X —
X on peite, jos jokaisella pisteelld z € X on olemassa ympéristo U C X siten, etta
on olemassa erilliset avoimet joukot V,, C X, a € I, joille

pil(U) = U Va

ael

ja ply, : Vo — U on homeomorfismi kaikilla o € 1.

Edellisestd méaritelméasta seuraa vélittomaésti, etta jokainen peite on lokaali homeo-
morfismi. Toinen suunta ei sen sijaan pade yleisesti, eli jokainen lokaali homeomor-
fismi ei ole peite. Kuitenkin Riemannin pintojen tapauksessa usein paastaan helpom-
min késiksi lokaaleihin homeomorfismeihin kuin peitteisiin. Esimerkiksi lauseen 2.16
nojalla analyyttinen funktio, jonka derivaatta ei havia, on lokaali homeomorfismi.

Tassa luvussa osoitetaan millé lisdoletuksilla lokaalista homeomorfismista saadaan
peite. Todistuksissa seurataan péaédosin kirjojen [8, Ch. 6] ja [4, Ch. 1| kisittely4.
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Mairitelma 3.13. Olkoon p : X — X lokaali homeomorfismi ja f : ¥ — X jatkuva
kuvaus. Kuvauksen f nosto on jatkuva kuvaus f:Y — X, jolle po f = f.

Esimerkki 3.14. Tarkea erikoistapaus kuvauksen nostosta on avaruuden X polun
nosto. Olkoot

X =B(0,3/2)\ B(0,1/2) cC ja
X ={(rcosf,rsinf,f) € R3 1/2<r<3/2,—7 <6< 3r}.
Talloin projektio B
p: X =X, plz,y,z2)=x+1y,
on lokaali homeomorfismi. Tarkastellaan polun
v:[0,27] = X, ~(t) =€,
nostoja. Pisteen v(0) = 1 € X alkukuvajoukko on
p (1) ={(1,0,0), (1,0,2m)}.
Pisteestd (1,0, 0) alkaen on olemassa polun ~y nosto
A 0 [0,27] = X, Au(t) = (cost,sint, t),

mutta sen sijaan pisteestéd (1,0, 27) alkaen ei ole olemassa polun 7 nostoa 7,. Nimit-
téin, jos téllainen nosto 7, olisi olemassa, niin
A2(t) = (cost,sint, t + 2m) kaikilla 0 < ¢ < 7.
Kuitenkin pisteen y(w) = €™ = —1 ainoa alkukuvapiste projektion p suhteen on
(—1,0,m), jolloin on oltava 45(m) = (—1,0, 7). Télléin
}im Fa(t) = %im(cost,sint,t +271) = (—1,0,37) # (—1,0,7) = Ya(m),
—T —T

joten 5 ei voi olla edes jatkuva.

Kuva 3.2. Polun v nosto
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Mééritelmé 3.15. Olkoon p : X — X lokaali homeomorfismi. Oletetaan, etté jokai-
sella avaruuden X polulla v ja jokaiselle pisteelle € p~'(7(0)) on olemassa yksikéi-
sitteinen polun 7 nosto 7;, jolle 4z(0) = Z. T&llin sanotaan, ettd lokaalilla homeo-
morfismilla p : X — X on yksikdsitteiset polkujen nostot.

Lokaali homeomorfismi voi olla peite vain, jos silla on yksikésitteiset polkujen nos-
tot:

Lemma 3.16. Olkoon p : X — X peite ja v avaruuden X polku. Tdlloin jokaisella
pisteelli & € p~1(v(0)) on olemassa yksikdsitteinen polun v nosto 7, jolle 7(0) = .

Todistus. Peitteen méadritelmén perusteella jokaiselle pisteelle v(¢) on olemassa ym-
paristo Uy, jonka alkukuva koostuu erillisista joukoista V,,, joille p\vm :Var = U
on homeomorfismi. Polun v jatkuvuuden perusteella taas 16ytyy pistéen t € [0,1]
sisaltava vali I, C [0, 1], jolle vy(1;) C Us.

Vilit I; muodostavat vilin [0, 1] peitteen, jolloin vélin [0, 1] kompaktiuden perus-
teella saadaan luvut

O=ti<t1i < ---<th1<t,=1
siten, etté joukot Iy, ..., I;, antavat edelleen vilin [0, 1] peitteen. Voidaan myds olet-
taa, etta valien I, ja Iy, leikkaukset ovat epétyhjia.

Olkoon 7 jokin pisteen y(0) nosto. Piste 7 sisiltyy tdsmaélleen yhteen joukkoon V4,
joten polun « noston téytyy myos valilla [, sisaltyd tahén joukkoon V, .. Vililla I,
voidaankin asettaa

3(0) = (ply,.,,) " 0 (0).
Olkoon t € I, N I;,. Téll6in v(t) € Uy,, joten 4(t) kuuluu tédsmélleen yhteen joukkoon
Vo, ja edeltavilld padttelylla 5 tulee maariteltya yksikasitteisesti valilla ;. Nain

jatkamalla polku 4 tulee maéariteltyd yksikésitteisesti jokaisella valilla I, , eli koko
valilla [0, 1]. U

Jos avaruus X on Hausdorff-avaruus, niin polun noston olemassaolosta seuraa jo
noston yksikésitteisyys. Itse asiassa sama patee mycs minka tahansa jatkuvan ku-
vauksen nostolle:

Lemma 3.17. Olkoot X Hausdorff-avaruus, p : X — X lokaaly homeomorfismi, Y

yhtendinen avaruus ja f 1Y — X jatkuva kuvaus. Jos fi 1Y — X ja fo 1Y — X
ovat kuvauksen f nostoja, joille fi(yo) = fo(yo) jollekin yo € Y, niin fi = fo.
Todistus. Olkoon ) )

A={yeY: fily) = f(y)}
Oletuksen mukaan A # 0. Koska X on Hausdorff-avaruus ja kuvaukset fi ja fo
jatkuvia, joukko A on suljettu. Talloin viite seuraa, jos osoitetaan, ettd A on avoin,

silld talloin joukko A on yhtendisen avaruuden Y epétyhja avoin ja suljettu osajoukko.
Olkoon yy € A ja merkitdin

Zo = fi(yo) = folpo) € X ja o = p(do).

Koska p on lokaali homeomorfismi, on olemassa pisteen I, ympéaristo U ja pisteen xq
ympaéristo U, joille
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on homeomorfismi. Koska f; ja f» ovat molemmat kuvauksen f nostoja,
P0f1 :f:poﬁ.
Kuvausten f; ja f> jatkuvuuden nojalla on olemassa pisteen yo ympéristd V', jolle
AV)CU ja f(V)cCU.
Talloin
fi o (plg) "o fly = fo .
eli fi = f> joukossa V. Erityisesti V C A, misté seuraa, etté joukko A on avoin. [0

Esimerkki 3.18. Esimerkki Hausdorff-ehdon vélttamattomyydestd lemmassa 3.17
saadaan reaalilukusuorasta, jolla on kaksi origoa. Olkoon X =R ja

X =RuU{0}.

Joukon X topologian maédrda reaalilukujoukon tavallinen topologia, johon lisdtaén
ylimééraisen pisteen 0 ymparistot

(U\{0}) u {0},

missé U on mikd tahansa pisteen 0 € R ympéristo. Tamé topologinen avaruus X ei
ole Hausdorff-avaruus, sillé pisteille 0 ja 0 ei 16ydy erillisid ympéristoja.
Kuvaus

p: X=X, p0)=0 ja pl)=2x kaikillazeR

on lokaali homeomorfismi, silld jokaiselle pisteelle z € X on olemassa ympéristo joka
sisaltdd vain toisen pisteistd 0 tai 0. Olkoot

viEL = X () =t

. ~ . t, jost#0 i
71t [_L 1] — Xv Vl(t) = J ?é Ja
0, jost=0

. ~ t, jost#0
=11 = X, t)y=1<.
T2 ] P2(t) {O, jost =0

Talloin seka 7, ettd 42 ovat polun v nostoja alkaen samasta pisteestd —1 € X, silla

po(t) =poFe(t) =t =~(t).
Kuitenkin
71(0) = 0 # 0 = 32(0),
joten polun v nosto ei ole yksikésitteinen.
Lause 3.19. Olkoon p : X — X lokaali homeomorfismi, jolla on yksikasitteiset pol-

kujen nostot. Olkoot v ja B avaruuden X homotooppiset polut, sekd 7 ja B ndiden

polkujen nostot, joille 4(0) = 5(0). Tdlloin avaruuden X polut 7 ja B ovat homotoop-
piset.
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Todistus. Olkoon F' : [0,1]> — X homotopia polusta v polkuun 3. Oletuksen mukaan
jokaisella avaruuden X polulla on olemassa jokin nosto. Erityisesti jokaisella s € [0, 1]
polulla t = F(t,s) on nosto t — F(t,s), jolle F'(0,s) = ¥(0). Néin saadaan kuvaus
F:[0,1> = X, jolle

po F(t,s) = F(t,s) kaikillat,s € [0,1].
Osoitetaan, ettd néin saatu~kuvaus F on jatkuva. Kiinnitetdédn tata varten so € [0, 1]
ja osoitetaan, ettd kuvaus F' on jatkuva janan [0,1] x {so} jokaisessa pisteessi.

Koska p on lokaali homeomorfismi, jokaisella pisteelld # € X on ympéristd U, jolle
rajoittumakuvaus

Plg U — U, missa U :p(U),

on homeomorfismi. Vélin [0,1] kompaktiuden ja polun t — F(t,sy) jatkuvuuden
nojalla on télléin olemassa vilin [0, 1] osavélijako

O=to<ti <---<tp,=1
ja pisteiden F’(tj, s0), 7 € {1,...,m}, ympéristot Uj, joille rajoittumakuvaukset
Ply, - Uj = Uj
ovat homeomorfismeja ja
F([tj-1,1;] x {s0}) C Uj.

Tarkastellaan kuvausta F' jananpatkilld [t;_1,t,] x {so}. Jokaisella t € [t;_1,t;] piste
F(t,sg) € U], joten kuvauksen F' jatkuvuuden nojalla on olemassa vilit I, C [O, 1] ja
Jy C [tj—1,t;], joille so € I, t € J; ja

F(J, x I) € U;.

Vilin [t;_1,t;] kompaktiuden nojalla voidaan tarvittaessa osavilijakoa to) < --- < £y,
hienontamalla olettaa, ettd on olemassa vili I C [0, 1], so € I, jolle

F([tj—1,t;] x I) € U;.
Kuvauksen F' médritelmin perusteella kaikilla s € I kuvaus
(ti1,t]] = X, t F(t,s)
on polun
a:tjis,t] =X, te F(t,s)
nosto alkaen pisteestd F(t;_;, s). Toisaalta, kuvaus

[ti-1, ]—>X tr—>p|~oF(ts)

on myo6s polun a nosto, tosin alkaen pisteesta p](; o F(tj_1,s). Koska kuvauksella p
J

on yksikésitteiset polkujen nostot, ndmé nostot ovat samat, mikéli ne alkavat samasta
pisteesta, eli mikali

F(tj—b )_p’~ OF(J 1,98 )
Toisaalta, koska p| g, on injektio, polut alkavat samasta pisteesté, jos F (tj—1,5) € Uj.

Jos nostot ovat samat, niin

F(t,s) = p|;' o F(t,s) kaikilla t € [t;_y,¢;].
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Erityisesti, jos on olemassa jokin mahdollisesti pienempi véli J C I, jolle sq € J ja
F(t;_1,8) € U; kaikilla s € J,

niin kuvaus F on jatkuvien kuvausten yhdisteens jatkuva vililla [t;_1,t;] x J ja eri-
tyisesti jananpatkalld [t;_q1,¢;] x {so}.

Koska F' (tj—1,50) € U'j suoraan osavalijaon valinnan perusteella, jos kuvaus F on
jatkuva pisteessé (t;_1, So), niin edelld etsitty vili J 16ytyy jatkuvuuden nojalla. Néin
ollen téllaisen vélin J 16ytyminen jollekin j € {1,...,m} takaa vastaavan vélin 16y-
tymisen kaikille suuremmille indekseille j + 1,5 4+ 2,...,m.

Riitt4é siis tarkistaa tapaus j = 1. Témé& taas seuraa suoraan kuvauksen F kon-
struktiosta, silla

F(0,8) = F(0,s0) € U, kaikilla s € [0, 1].
Niin ollen edeltdvin pésttelyn nojalla kuvaus F on jatkuva janan [0,1] x {so} jo-
kaisessa pisteessd. Koska sqg € [0, 1] oli mielivaltainen, kuvaus F on edelleen jatkuva
koko maérittelyjoukossaan.

Kuvauksen F konstruktion nojalla

F(t,0) = (1),

F(t,1) = B(t) ja

F(0,5) = 3(0) = 5(0)
kaikilla t,s € [0,1]. Lisiksi kuvauksen F' jatkuvuuden nojalla s — F(1,s) on vakio-
polun s — F(1,s) = v(1) = (1) nosto, misté seuraa, etti

F(1,5) =7(1) = B(1).
Niin ollen F' on homotopia polusta 7 polkuun A. O

Lemma 3.20. Olkoon X polkuyhtendinen avaruus ja X yhdesti yhtendinen avaruus.
Talloin jokainen lokaali homeomorfismi p : X — X, jolla on yksikdsitteiset polkujen
nostot, on homeomorfismi.

Todistus. Kuvaus p on lokaalina homeomorfismina jatkuva ja avoin. Lisdksi polkujen
nostojen olemassaolon perusteella se on surjektio, joten p on homeomorfismi, mikéli
se on injektio.

Olkoot Zy, 71 € X siten, ettid p(Zo) = p(#;). Avaruuden X polkuyhtendisyyden
perusteella on olemassa polku 7 : [0,1] — X, jolle 5(0) = #, ja 5(1) = &;. Polku
p o7 on télloin avaruuden X suljettu polku ja 4 on selvésti polun p o 4 nosto. Koska
X on yhdesti yhtenéinen, polku p o ¥ on homotooppinen avaruuden X vakiopolun
t — p(Zo) kanssa.

Toisaalta polku ¢ — {Zp} on myos tdmén vakiopolun nosto, jolloin lauseen 3.19
nojalla polut 4 ja t — {Z} ovat homotooppiset. Erityisesti on oltava £, = (1) = Zo,
jolloin p on injektio ja siten homeomorfismi. 0

Lause 3.21. Olkoot R ja S Riemannin pintoja ja f : R — S lokaali homeomorfismsi
jolla on yksikdsitteiset polkujen nostot. Tdilloin f : R — S on peite.

Todistus. Olkoon a € S mielivaltainen piste ja U C S tdmén pisteen yhdesti yhte-
nédinen ymparisté. Huomaa, etté tallainen ymparisto on aina olemassa, silld kayttaen
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mitéd tahansa karttaa pisteen a € S ymparistossa yhdesti yhtendinen ymparisto saa-
daan esimerkiksi kompleksitason kiekon alkukuvana. Ympériston U alkukuva f~1(U)
voidaan nyt esittda erillisend yhdisteena

) = Ve
ael
misséd joukot V,, C R ovat alkukuvan yhtendisyyskomponentit.

Jokainen yhtenaisyyskomponentti V,, on Riemannin pinnan R avoimena yhtendise-
né osajoukkona polkuyhtendinen ja komponentin V,, kuva f(V,,) sisiltyy konstruktion
perusteella joukkoon U. Toisaalta, joukon U polkuyhtenaisyyden perusteella mille ta-
hansa pisteelle z € U 16ytyy polku =, jolle v(0) € f(V,) ja v(1) = z. Koska funktiolla
f on yksikésitteiset polkujen nostot, télld polulla on olemassa nosto 7, jolle 4(0) € V.
Talloin polku 4 on joukon V, polku, jolle

z=7(1) = f(5(1)) € f(Va).
Tasté seuraa, etta
f(Va) =U.
Niin ollen mille tahansa alueen U polulle « joukko V,, N f~1(~(0)) on epityhji. Toi-
saalta polun v jokainen nosto sisiltyy kokonaan tésmélleen yhteen yhtenaisyyskom-
ponenttiin V,. Néin ollen jokaisella rajoittumakuvauksella

f|Va:Va%U

on yksikésitteiset polkujen nostot. Koska funktio f on lokaali homeomorfismi, myds
rajoittumakuvaus f[,, on lokaali homeomorfismi. Till6in lemman 3.20 nojalla ra-
joittumakuvaukset f ’Va ovat homeomorfismeja. Talloin ndmé joukot V, tayttivat
madritelmén 3.12 vaatimukset, joten kuvaus f : R — S on peite. O

Huomautus 3.22. Lauseen 3.21 tulos patee myos yleisemminkin, eli lokaalin homeo-
morfismin ei tarvitse olla kuvaus Riemannin pintojen valilla. Erityisesti avaruuksien
R ja S analyyttistd rakennetta ei tarvittu lainkaan. Olennaista on vain se, etté lokaa-
lilla homeomorfismilla f on yksikésitteiset polkujen nostot ja ettd kuvauksen maali-
avaruus on riittavan siisti. Y1la olevassa todistuksessa tarvittiin nimittéin, ettd maa-
liavaruudessa jokaisella pisteelld on olemassa pieni yhdesti yhtendinen ympéaristo, eli
ettd avaruus on lokaalisti yhdesti yhtenéinen.

Tatakin ehtoa voidaan vield heikentdd parantamalla todistusta. Riittda nimittéin,
ettd lokaalin homeomorfismin maaliavaruus on lokaalisti polkuyhtendinen ja semilo-
kaalisti yhdesti yhtendinen. Téméan vahvemman tuloksen todistus 16ytyy esimerkiksi
kirjasta |8, 6.4, Proposition 6.13].

3.3. Peitteiden isomorfisuus.

Maaritelma 3.23. Peitteet p1: Xl — X ja po : XQ — X ovat isomorfisia, jos on
olemassa homeomorfismi A : X; — X, siten, ettd py o h = p;.

Riemannin pintojen vélisten peitteiden tapauksessa olisi luonnollista vaatia edel-
lisessé méadritelméssd homeomorfismin sijaan konformikuvauksen olemassaoloa, jotta
pinnan analyyttinen rakenne otetaan myo6s huomioon topologisen rakenteen lisdksi.
Tama oletus ei kuitenkaan ole tarpeen, silla mikéli alkuperéiset peitekuvaukset ovat
analyyttisid, niin méaritelmén antama homeomorfismi on itse asiassa konformiku-
vaus.
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Lemma 3.24. Olkoot R, Sy ja Sy Riemannin pintoja ja p1 : S1 — R ja py : So — R
analyyttisid peitteitd. Talloin jokainen isomorfismi h : S1 — Sy on konformikuvaus.

Todistus. Isomorfismin méaritelméan mukaan h toteuttaa yhtalon p, o h = p;. Koska
p2 on lokaali homeomorfismi ja h on jatkuva, lokaalisti pinnalla S; pétee

h = Pgl o P1,
jolloin funktion h analyyttisyys seuraa kuvausten p; ja py ' analyyttisyydesta. Siis h
on analyyttinen bijektio, eli konformikuvaus. U

Lemma 3.25. Olkoon X yhtendinen avaruus ja p : X — X peite. Talloin alkukuva-
joukon p~'(z) pisteiden lukumddrd on sama kaikille v € X.

Todistus. Olkoon zy € X jokin piste. Peitteen mééritelmdn mukaan on olemassa
pisteen xy ympdristé U C X ja erilliset avoimet joukot V,, C X, a € I, joille

p(U)=JVa
acl
ja rajoittumakuvaus p|Va : Vo — U on homeomorfismi. Erityisesti tamé tarkoittaa,

ettéd kaikilla z € U jokaisessa joukossa V,, on tasmilleen yksi alkukuvajoukon p~!(z)
alkio. Erityisesti funktio

f:X = NU{oo}, fl(z)=4#p"(2),

on lokaalisti vakio. Avaruuden X yhtendisyydesta seuraa télloin, ettd funktio f on
vakiofunktio, eli ettd alkukuvajoukon pisteiden lukumaéra on vakio. U

Miéritelmé 3.26. Olkoon X yhtendinen avaruus. Peitteen p : X — X aste on
minki tahansa alkukuvajoukon p~!(x) alkioiden lukuméiri. Merkitidén

#p =#p~ ' (2).

Peitteiden isomorfisuuden tarkastelussa perusryhmén kidyttaytyminen on ratkaise-
vassa roolissa. Tarkastellaan tdmén takia peitteen indusoimaa kuvausta perusryh-
malle. Perusryhmén kéasittelya varten taas taytyy kiinnittéda tarkasteltava kantapiste.
Esityksen yksinkertaistamiseksi merkitédén jatkossa

f(X, %) = (X, ),

milld tarkoitetaan, ettd f on kuvaus f : X — X, jolle f(Zg) = 0.
Toisin kuin yleisesti jatkuvalle kuvaukselle, peitteen tapauksessa indusoitu kuvaus
perusryhmaélle on aina injektiivinen:

Lemma 3.27. Olkoon p : (X, &) — (X, xg) peite. Talloin p 7r1()~(,§70) — m (X, o)
on injektiivinen.
Todistus. Koska p, on lauseen 3.7 nojalla homomorfismi, riittda tarkistaa, ettd ryh-

mén 7 (X, 7o) neutraalialkion alkukuva on tdsmélleen ryhmén m; (X, Zo) neutraalial-
kio. Olkoon [7] € m (X, Zy) homotopialuokka, jolle

p([3]) = po 3] =0 € m(X, z0).
Talloin polku p o4 on homotooppinen vakiopolun t — xy kanssa. Selvésti 4 on polun

po~ nosto jat — Ty on vakiopolun t — x4 nosto, joten lauseen 3.19 nojalla polku 7 on
homotooppinen vakiopolun ¢ — % kanssa. Toisin sanoen [§] = 0 ja p, on injektio. [J
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Esimerkki 3.28. (i) Olkoon n € N ja
f:B*(0,1) = B*(0,1), f(z)=2".

Asetetaan

U_.=B"(0,H)\{ANeR:0< A< 1} ja

Ur=B"0,1)\{ eR:—-1< <0}
Joukon U_ alkukuva f~(U_) koostuu tilldin pareittain pistevieraista joukoista
M}, ke{0,...,n—1}.
ja vastaavasti joukon U, alkukuva koostuu pareittain pistevieraista joukoista

2rk — 2n(k+1) —
V+7k:{zEB*(O,1):¥<arg(z)<w

2k
V_p={2€B*0,1): % < arg(z) <

b, ke{0,...,n—1}.

Funktio f on injektio missa tahansa joukossa V_ j tai V ;. Toisaalta, koska funktion
f derivaatta on punkteeratussa kiekossa nollasta eroava, niin ndhdaén, etté

f|vi,k : Vj;k — Uy

on homeomorfismi. Télloin mééritelméan 3.12 perusteella f : B*(0,1) — B*(0,1)
on peite, silld mikd tahansa piste w € B*(0,1) kuuluu ainakin toiseen avoimista
joukoista U, tai U_. Jokaisessa alkukuvajoukossa f~'(w) on tdsmélleen n pistettd,
joten peitteen f aste on #f = n.

Tarkastellaan vield peitteen f indusoimaa kuvausta perusryhmélle. Kiinnitetdén
tarkastelua varten perusryhmén kantapisteeksi zo = 1/2 € B*(0,1). Koska f(z9) =
2y = 1/2", tarkasteltavana on siis kuvaus

fe:m(B*(0,1),1/2) — m(B*(0,1),1/2").
Esimerkin 3.11 mukaan
m(B*(0,1),1/2) = {1f)e, k€ L} =(Z,+),
missé 71/, on suljettu yksinkertainen ympyrapolku
Yo 0 [0,1] = B*(0,1) = 71 2(t) = 1/2*™.
Vastaavasti
m(B*(0,1),1/2") = {41)on, k€ L} = (Z,+),
Polun v, /, pisteille saadaan
Fomp(t) = f(1/265™) = 1/2"e*™™ = 175 (t),
joten erityisesti
fllnyel) = [f o vipel = 0)an] € m(B7(0,1),1/27).
Koska kuvaus f, on homomorfismi, tdstd saadaan edelleen
Fellrtsal) = fullngel)® = Diiyan]® = Di1an]-
Néin ollen peitteen f : B*(0,1) — B*(0,1) indusoima kuvaus perusryhmélle on
fo:Z =7, f.(k)=nk.
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Huomaa, ettd tapauksessa n = 1 funktio f on vain identtinen funktio id : B*(0,1) —
B*(0,1) ja télloin saatava kuvaus f, on luonnollisesti myos vain id, =id : Z — Z.

(ii) Olkoon G = {z € C: Rez < 0}
g:G— B*0,1), g(z)=¢".

Asetetaan U_ C B*(0,1) ja U, C B*(0,1) kuten edellisessd kohdassa. Téssé tapauk-
sessa joukon U_ alkukuvajoukko koostuu joukoista

Vop={2€G: 2tk —2r <Imz <2rk}, keZ
ja joukon U, alkukuvajoukko koostuu joukoista
Vie={z€G: 2rk—nm <Imz <21k+ 7}, kel

Tassakin tapauksessa funktion g derivaatta on nollasta eroava ja g on injektio jo-
kaisessa joukossa Vi g, joten myos kuvaus g : G — B*(0,1) on peite. Télld kertaa
alkukuvajoukot ¢g~!(w) ovat didrettomii, joten #g = oo. Perusryhmiille saatava ku-
vaus taas on téssd tapauksessa huomattavasti yksinkertaisempi kuin edelld. Alue G
on nimittdin yhdesti yhtenéinen, joten

m(G) = m (G, z) = {0}

mille tahansa pisteelle zy € G. Téll6in peitteen g indusoima kuvaus perusryhmélle on
vain nollakuvaus

9. : {0} > Z, g.(0)=0.

Lause 3.29. Olkoot R, S ja S Riemannin pintoja. Olkoon p : (S, %) — (S, 20) pei-
te ja f 1 (R,wo) — (5, 20) jatkuva kuvaus. Jos f.(m(R,wo)) C p«(m(S,20)), niin
kuvauksella f on nosto f: (R, wy) — (S, Z).

Todistus. Valitaan jokaiselle w € R jokin pinnan R polku 7, pisteestd wg pisteeseen
w. T&lloin polku f o+ on pinnan R polku pisteesti zy pisteeseen f(w). Olkoon 3,
tdmén polun nosto alkaen pisteestd z,. Maaritelladn kuvauksen f nosto asettamalla

fiR—=S, f(w)=Pu(l)
Osoitetaan, ettd tdamé madritelméd ei riipu polkujen +, valinnoista. Olkoot 7, ja 7
pinnan R polkuja pisteestd w, pisteeseen w € R ja olkoot (i ja [y polkujen f o
71 ja f o 7 nostot. Koska 717, ' on suljettu polku pisteestd wy, se m#drad jonkin
ekvivalenssiluokan [y;7, '] € m (R, wp). Oletuksen nojalla

Fl[1172]) € fu(mi (R, wy)) C pulmi(S, Z0)) C mi(S, 2),

joten on olemassa avaruuden S suljettu polku o pisteest Z, siten, etté polut f oMYyt
ja p o a ovat homotooppiset avaruudessa S.

Olkoon 3 polun f o 179, ' nosto alkaen pisteesti Zy. Lauseen 3.19 nojalla polut 3
ja a ovat homotooppiset. Erityisesti 8 on suljettu polku alkaen pisteesta Zj.

Talloin polun S ensimméinen puolikas antaa polun f o ~; noston ja polun § jal-
kimmainen puolikas antaa polun f o v, noston kddnteispolun. Toisaalta polut f; ja
(o olivat méaritelty ndiden polkujen nostoina, jolloin lemmasta 3.16 seuraa, etté

B = 152

Erityisesti 51(1) = (1), joten pisteen f (w) madritelmé ei riipu valitusta polusta v,,.
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Jos kuvaus f on jatkuva, se on etsitty kuvauksen f nosto, sillé

po f(w)=poBu(l) = for(l) = flw).
Riittda siis tarkistaa, etta f on jatkuva jokaisessa pisteessd w € R.
Olkoon U pisteen f(w) ympéristo ja U = p(U) C S siten, etti

on homeomorfismi. T&ll6in joukko U on pisteen f(w) ympéristo, joten kuvauksen f
jatkuvuuden nojalla on olemassa pisteen w ympéristé W, jolle f(W) C U. Toisaal-
ta, Riemannin pinnan R lokaalin yhtenaisyyden nojalla voidaan olettaa, ettd W on
yhtenéinen.

Olkoon w’ € W jokin toinen piste ja n joukon W polku pisteestd w pisteeseen w’.
Olkoon S, pisteen f (w) madritteleva polku ja « polun f o n nosto alkaen pisteesta
f(w) = By(1). Téllsin kuvauksen f mésritelmin mukaan

f(w') = (Bua)(1),

silld 4,7 on polku pisteesti wy pisteeseen w’. Talléin a on polku pisteestd f(w)
pisteeseen f(w'). Toisaalta, koska f on on joukon U polku, o on joukon U polku,
joten f(w') € U. Néin ollen f(W) C U, joten kuvaus f on jatkuva pisteessd w. [

Huomautus 3.30. Lauseen 3.29 oletusten kanssa on samankaltainen tilanne kuin lausees-
sa 3.21, eli kisiteltdvien avaruuksien ei tarvitse olla Riemannin pintoja. Téssd ta-
pauksessa tarvittiin ainoastaan nostettavan kuvauksen lahtoavaruudelta lokaalia ja
globaalia polkuyhtendisyyttd. Vahvemman tuloksen todistus l6ytyy kirjasta [4, 1.3,
Proposition 1.33].

Lause 3.29 antaa keinon karakterisoida peitteiden isomorfisuus sen perusteella, mi-
ten peitteet kuvaavat lahtoavaruuksiensa perusryhmat.

Lause 3.31. Olkoot R, S; ja S Riemannin pintoja. Peitteet py : (S1,w1) — (R, 2o)
ja pa : (Se,wa) — (R, z0) ovat isomorfisia, jos

P1+(m1(S1, w1)) = Pau(m1(S2, wa)) C m(R, 20).

Todistus. Oletetaan, ettd pi.(m1(S1, w1)) = pau(m1(S2, we)). Koska, pr(m1(St,wr)) C
Pax(m1(S2, ws)), lauseen 3.29 nojalla on olemassa kuvauksen p; nosto

p1: (S1,wy) = (Sa,ws),
jolle py 0 p; = p;1. Vastaavasti saadaan kuvauksen ps nosto
Do = (Sa,wa) — (S1,wy),
jolle p1 o ps = po. TallGin
pL=p20p1=p1opP20opr ja
P2 = P10 P2 = P2 0 P1 O Pa.

Toisin sanoen kuvaus ps o p; sailyttad peitteen p; alkukuvajoukot ennallaan ja vas-
taavasti kuvaus p, o po sdilyttaa peitteen py alkukuvajoukot.
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Koska py 0 py(wy) = wy ja p1 o pa(wy) = we, on oltava

p2opp =idg, ja

p1op2 =idg, .
Niéin ollen kuvaukset p; ja po ovat toistensa kidénteiskuvaukset, joten kumpi tahansa
kuvauksista antaa etsityn isomorfismin. 0

Seuraavan luvun konstruktioiden takia on tarpeen karakterisoida erityisesti punk-
teeratun kiekon peitteet.

Seuraus 3.32. Olkoon R Riemannin pinta ja p: R — B*(0,1) peite.
(i) Jos #p = n jollekin n € N, niin p on isomorfinen peitteen B*(0,1) — B*(0,1),
z +— 2" kanssa.
(i1) Jos #p = oo, niin p on isomorfinen peitteen {z € C : Rez < 0} — B*(0,1),
z +— €7 kanssa.

Todistus. Peite p madrad jonkin aliryvhmén
H = p.(m(R)) C m(B*(0,1)) = Z.
Ainoat kokonaislukujoukon Z aliryhmét ovat triviaali aliryhmé {0} ja aliryhmét nZ,
n € N. Esimerkin 3.28 perusteella tiedetaén, ettd peite
B*(0,1) — B*(0,1), =z~ 2"
méaraa aliryhmén nZ C Z ja peite
{z€C:Rez <0} = B*0,1), zw¢€*
méarad triviaalin aliryhmén {0} C Z. Néin ollen lauseen 3.31 nojalla peite p ja jokin
ylla olevista peitteistd ovat isomorfisia. Viite seuraa siité, ettd isomorfismi sailyttaa

peitteen asteen ja tiedosta, etté peitteen z — 2™ aste on n ja peitteen z — e* aste on
00. U
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4. ANALYYTTISEN FUNKTION RIEMANNIN PINTA

Tamén luvun tavoitteena on muodostaa minkd tahansa analyyttisen funktion pe-
rusteella Riemannin pinta ja pinnan analyyttinen funktio, joka siséltdéd informaation
alkuperdisen funktion kaikista analyyttisistd jatkeista. Liséksi ndytetddn miten té-
ta pintaa kidyttden analyyttinen jatke polkua pitkin voidaan tulkita kompleksitason
polun nostoksi télle pinnalle.

Konstruktion idea on periisin kirjoista [1, Ch. 8, 1] ja [10, Ch. 3, 3-2|. Téssa tyossa
esitetty konstruktio kuitenkin poikkeaa teknisilté osiltaan naiden lahteiden konstruk-
tiosta, silla téssé tyossé korostetaan yhteyttéa peitteisiin.

4.1. Funktioelementit. Olkoon A kaikkien analyyttisten funktioiden f : D — C,
D c C, joukko.

Maaritelma 4.1. Funktioelementti on pari (a,f) € C x A, missd f : D — C on
jossakin pisteen a ympéristossd D C C méaritelty analyyttinen funktio.

Meromorfinen funktioelementti on pari (a, f) € Cy XA, missé f on jossakin pisteen
a ymparistossd D C C,, méadritelty meromorfinen funktio. Toisin sanoen f : D\{a} —
C on analyyttinen funktio ja raja-arvo f(a) = ll_r)r(ll f(2) € Cy on olemassa.

Huomautus 4.2. Meromorfisten funktioelementtien késittelyssa pisteen a = oo punk-
teeratulla ympéristolla tarkoitetaan joukkoa C\ K, missé K C C on jokin kompakti
joukko. Punkteeratulla kiekolla B*(co, ) taas tarkoitetaan joukkoa C\ B(0,1/r).

Funktioelementtid tai meromorfista funktioelementtia (a, f) késiteltdessd olennais-
ta on ainoastaan funktion f kdyttdytyminen pisteen a ympéristossia. Méaaritelladn
tdman takia meromorfisten funktioelementtien ekvivalenssirelaatio ~, asettamalla

(a,f: D —Cyx) ~(byg:G— Cy),

jos a = b ja on olemassa pisteen a ympérist6 U C DN G, jolle f|, = g|,.
Taman ekvivalenssirelaation ekvivalenssiluokkia

[a, f] € Coo X (A/~)

sanotaan analyyttisen funktion haaroiksi pisteessi a. Jos (a, f) ~ (a, g), eli jos [a, f] =
[a, g], niin sanotaan myos, ettd funktiot f ja g maaraaviat saman analyyttisen funktion
haaran pisteessd a. Samastetaan jatkossa funktioelementti sen médrddméan haaran
kanssa, jolloin merkitddn suoraan (a, f) = (a,g), kun funktiot f ja g maardavat
saman haaran pisteessé a.

Yksi syy tehdé tdmé samastus saadaan analyyttisen jatkeen kdyttdytymisestéa. Ol-
koot f: D — C ja g : G — C kaksi analyyttistd funktiota pisteen a € C joissakin
ymparistoissa D C C ja G C C, jotka médrdaviat saman haaran pisteessi a. Télloin
funktioiden f ja g analyyttiset jatkeet mité tahansa polkua ~ : [0, 1] — C pitkin, jolle
~v(0) = a, antavat tdsmélleen saman lopputuloksen, silld analyyttinen jatke polkua
pitkin riippuu vain funktion lokaalista kiayttaytymisestd polun ldhella. Lisaksi lauseen
1.9 nojalla saatava analyyttinen jatke madraa yksikésitteisen analyyttisen funktion
haaran ((1),h). Néin ollen voidaan mielekkéésti sanoa, ettd funktioelementin, tai
tasmaéllisemmin, analyyttisen funktion haaran (a, f) = (a, g), analyyttinen jatke pol-
kua 7 pitkin on funktioelementti (y(1), h).
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Huomaa, etté tehdylld samastuksella funktioelementeilld (a, f) ja (a,g) on samat
analyyttiset jatkeet vain jos (a, f) = (a,¢). Nimittéin, jos (b, h) on seké funktioele-
mentin (a, f) ettd funktioelementin (a, g) analyyttinen jatke samaa polkua 7 pitkin,
niin funktioelementit (a, f) ja (a,g) ovat funktioelementin (b, h) analyyttisia jatkeita
kisinteispolkua ! pitkin. T#llgin lauseen 1.9 nojalla (a, f) = (a, g). Ilman funktio-
elementtien ja analyyttisen funktion haarojen samastusta tamaé ei pade, silla yleisesti

f#g.

4.2. Konstruktion idea. Analyyttisen funktion Riemannin pinnan pisteitd tulevat
olemaan meromorfiset funktioelementit, jotka voidaan jakaa kolmeen luokkaan:

(1) Saannolliset pisteet, eli kompleksitason analyyttisen jatkeen médrddmét funktio-
elementit.

(2) Navat, eli meromorfiset funktioelementit, jotka jossakin punkteeratussa kiekossa
vastaavat sdannollisid funktioelementteja.

(3) Haarautumispisteet, eli meromorfiset funktioelementit, jotka vastaavat punktee-
ratussa kiekossa useita analyyttisen funktion haaroja.

Taman pistejoukon analyyttisen rakenteen ja topologian magrittamista helpottaa seu-
raava lause.

Lause 4.3. Olkoon R joukko ja ® kokoelma bijektioita p, : Uy — V,, o € I, mis-
sd U, C R on jokin osajoukko ja V, C C on avoin. Oletetaan, ettd kokoelman P
kuvaukset toteuttavat seuraavat ehdot:

(i) Kokoelman ® kuvausten mdadrittelyjoukot U, peittivdt joukon R, eli R = | ,c; Ua.
(i1) Kaikille kokoelman ® kuvauksille oy : Uy — Vi ja @o : Uy — Va joukot

QOI(UI N UQ) cC ja QOQ(Ul N UQ) cC
ovat avoimia ja kuvaus
(g O 301_1 : gOl(Ul N UQ) — (,02<U1 N UQ)

on analyyttinen.

Varustetaan joukko R kokoelman ® kuvausten indusoimalla topologialla. Jos avaruus
R on tassd topologiassa yhtendinen Hausdorff-avaruus, niin (R, ®) on Riemannin
pinta.

Todistus. Oletetaan, ettd R varustettuna kokoelman ¢ kuvausten indusoimalla topo-
logialla on yhtendinen Hausdorff-avaruus. Riittaé osoittaa, etté kokoelman ® kuvauk-
set ovat tdssd topologiassa homeomorfismeja, silla télloin Riemannin pinnan méari-
telmén ehdot (i) ja (ii) seuraavat suoraan lauseen ehdoista (i) ja (ii).

Avaruuden R topologian kanta koostuu méiritelmin mukaan joukkojen ¢~1(D)
aarellisista leikkauksista, missda D C C on jokin avoin joukko. Erityisesti kuvaukset
v € ¢ ovat triviaalisti jatkuvia, silld avoimen joukon alkukuva on suoraan maéaritel-
méan mukaan avoin. Toisaalta ne ovat oletuksen mukaan myds bijektioita, joten ne
ovat homeomorfismeja, jos ja vain jos ne ovat avoimia kuvauksia. Téata varten taas
riittdéd tarkistaa, ettd kuvaukselle ¢ € @ joukko ¢(B) on avoin kaikilla topologian
kannan alkioilla B.
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Olkoon ¢ : U — V kokoelmassa ® ja olkoon
B = ()¢ (D),

missé kuvaukset ¢, : U; — V; ovat joitakin kokoelman ® kuvauksia ja D; C C ovat
avoimia joukkoja. Koska V' = ¢(U) C C on avoin, voidaan olettaa, ettd B C U.
Kuvauksen ¢ bijektiivisyyden nojalla saadaan

p(B) = (ﬂ soj‘l(Dj)) = ﬂ p(e; (D) NU).

Kuvausten ¢; bijektiivisyytta kayttéden taas saadaan
©; (D) NU = ¢, 1(D; Np;(UNT;).

Néin ollen
p(B) = [ ele; (D) NU) =) eoe; (D;Ng;(UNT)).

j=1 j=1
Oletuksen (ii) nojalla joukko ¢;(U NU;) C C on avoin, jolloin joukko
Dj ﬂ(pJ(Uﬂ UJ) cC

1

on myds avoin. Edelleen saman oletuksen nojalla kuvaus ¢ o ;" on analyyttinen,

mista seuraa, etta
pop; (DN (UNU;) cC

on avoin. T&lléin joukko

p(B) = (¢ o (D;Ng;(UNT;))

Jj=1

on &ddrellisen monen avoimen joukon leikkauksena avoin, mistd seuraa, ettd kuvaus ¢
on avoin. Néin ollen jokainen kokoelman ® kuvaus on homeomorfismi. U

Téamén lauseen takia pinnan topologiaa ei tarvitse erikseen maéritelld, vaan se saa-
daan karttojen méarittelyn sivutuotteena. Analyyttisen funktion sdannollisten pistei-
den ja napojen tapauksessa ndmé kartat voidaan méaaritelld projektiona

CxA—=C, (a,f)a.

Meromorfisen funktioelementin (oo, f) ympériston karttakin saadaan késiteltyd ku-
vauksella

Coo \ {0} xA—=C, (a,f)—1/a.

Haarautumispisteen tapauksessa joudutaan tarkastelemaan hieman tarkemmin ana-
lyyttisen jatkeen kdyttaytymistd haarautumispisteen ymparistossa, jotta parametrin-
vaihtokuvaukset saadaan analyyttisiksi. Haarautumispisteiden késittelyssd olennai-
nen tyokalu on luvussa 3 saadut tulokset, erityisesti punkteeratun kiekon peitteiden
luokittelu.
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4.3. Saddnnolliset pisteet. Kiinnitetdan jokin analyyttinen funktio fy : Dy — C,
jonka Riemannin pintaa ldhdetddn muodostamaan. Olkoon ag € Dy jokin piste ja
A kaikkien funktioelementin (ay, fy) analyyttisten jatkeiden kokoelma. Toisin sanoen
(a, f) € A jos ja vain jos funktioelementti (a, f) on funktioelementin (ay, fo) analyyt-
tinen jatke.

Maaritellddn joukolle A karttojen kokoelma lausetta 4.3 varten. Jokaisella funktio-
elementilld (a, f) € A, funktion f potenssisarjaesitykselld pisteessd a on yksikésittei-
nen suppenemiskiekko B(a,r). Asetetaan

Ua,p) =1{(2,f) : z€ B(a,7)}.
Huomaa, ettd jos (a, f) = (a,g), niin funktioilla f ja g on sama potenssisarjaesi-
tys pisteessd a, joten joukko U,y on hyvin maaritelty. Maaritellddn tédssé joukossa
bijektio
$ah  Uan = Blar),  ¢an(zf) =z
Asetetaan
® = {p@rs : (a, f) € A}.
Kokoelman ® kuvausten méaarittelyjoukot muodostavat joukon A peitteen, silla jokai-
nen meromorfinen funktioelementti (a, f) € A siséltyy ainakin joukkoon Ulq,s). Néin
ollen ainakin lauseen 4.3 ehto (i) on kunnossa. Lisdksi huomataan, ettd parametrin-
vaihtokuvaukset
@) © Pog)
ovat suoraan kuvausten konstruktion perusteella identtisia kuvauksia z — z kahden
kiekon B(a,r) C C ja B(b,s) C C leikkauksessa, joten myos ehto (ii) on kunnos-
sa. Néin ollen lauseen 4.3 nojalla (A, ®) on Riemannin pinta jos se on yhtendinen
Hausdorff-avaruus.

Yhtendisyytta varten huomataan, ettd mille tahansa kahdelle funktioelementille
(a, f),(b,g) € A loytyy analyyttisen jatkeen mééritelmén perusteella ketju suoria
analyyttisid jatkeita (a, f) = (20, fo), (21, f1),- -+, (zn, fn) = (b, g). Vastaavat ympé-
ristot Uz, fo)s - - - Uz, ) muodostavat talloin ketjun avoimia yhtenéisié joukkoja pis-
teiden (a, f) ja (b, g) vélille, mista seuraa, ettd A on yhtenéinen.

Hausdorff-ehtoa varten valitaan mitkd tahansa kaksi eri pistetta (a, f), (b, g) € A.
Jos a # b, niin pisteille a, b € C on erilliset ympéristot U, V' C C, ja ndiden alkukuvat
4,0(_; ) ja gp(_b’lg)(V) antavat pisteiden (a, f) ja (b, g) erilliset ympéaristot.

Jos taas a = b, niin joukot U, sy ja U, g antavat suoraan pisteiden (a, f) ja (a, g)
erilliset ymparistot. Jos nimittdin olisi jokin piste

(C, h) € U(a,f) N U(a,g)v
niin funktiot f ja g maardaavit saman haaran pisteen ¢ ymparistossa. Erityisesti funk-
tiot f ja g saavat samat arvot pienessd avoimessa joukossa pisteen ¢ ymparillé, jolloin
edelleen f = g ja (a, f) = (a,g), mikéd on ristiriita. Ndin ollen Hausdorff-ehtokin on

kunnossa ja (A, ®) on lauseen 4.3 nojalla Riemannin pinta.
Maéaritelladn tdméan Riemannin pinnan funktiot

p:A=C, pla,f)=a ja
F:A—C, F(a,f)=f(a).
Lemma 4.4. Funktiotp: A — C ja F : A — C ovat analyyttisid.
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Todistus. Analyyttisyys on lokaali ominaisuus, joten riittaé tarkastella funktioita jon-
kin pisteen (a, f) € A ympéristossi U, y). Olkoon B(a, ) funktion f suppenemiskiek-
ko, jolloin

#@.n)(Uap) = Bla,r).
Kaikille z € B(a,r) saadaan télloin

Pogpn(2)=pzf)=2 ja
Fopid(2) = Flzf) = f(2),

joten funktioiden p ja F' analyyttisyys ymparistossa U, y) seuraa funktioiden idp(q,
ja funktion f analyyttisyydesta. O

Kuvaus p : A — C on tdmén Riemannin pinnan projektio kompleksitasoon. Kuten
edellisen lemman todistuksessa nédhtiin, sopivissa lokaaleissa koordinaateissa pisteen
(a, f) € A ympéristossd funktio F' on tdsmélleen funktio f.

Funktioilla F' ja p on Riemannin pinnan A konstruktion seurauksena ldheinen yh-
teys analyyttisen jatkeen kanssa. Edellisen lemman perusteella lokaalisti funktio p on
vain identtinen kuvaus, jolloin p on lokaali homeomorfismi. Avaruus A on Riemannin
pintana Hausdorff-avaruus, joten lemman 3.17 nojalla kompleksitason polun v nosto
on yksikasitteinen mikali nosto on olemassa.

Kiinnitetdéin jokin funktioelementti (7(0), f) € p~1(7(0)) ja oletetaan, ettd polulla
v on nosto 7, jolle (0) = (v(0), f). Tall6in ehdosta p o 4 = v seuraa, etté

7)) = (v(1), fr)

joillekin funktioelementeille (y(t), f;) € A. Polun 4 jatkuvuuden perusteella taas jo-
kaiselle ¢ 16ytyy € > 0 siten, etta

F(s) = (7(5), fs) € Uny,5) kun [s —t| <e.

Talloin joukon Uy, r,) konstruktion nojalla

(7(8)7 fs) = (7(5)7 ft)a

eli fy = fi jossakin pisteen 7y(s) ympéaristossd. Néin ollen funktioelementit (y(t), f;)
antavat funktioelementin ((0), f) analyyttisen jatkeen polkua ~ pitkin.

Toisaalta jos analyyttinen jatke kompleksitason polkua v pitkin on olemassa, niin
saatavat funktioelementit (y(t), f;) toteuttavat saman ehdon kuin edelld, jolloin ne
maédrittelevat Riemannin pinnan A polun 7, joka on polun v nosto. Néain ollen ana-
lyyttinen jatke vastaa tdsmélleen polun nostoa projektion p : A — C suhteen.

Liséksi jokainen funktion fy analyyttinen jatke on edellisen lemman todistuksen
perusteella olennaisesti vain funktion F': A — C rajoittuma. Tamén takia funktio F'
voidaan mieltdd funktion fy analyyttiseksi jatkeeksi. Tésmaéllisemmin sanottuna, jos
U C A on pinnan A avoin osajoukko, jossa projektio p on injektio, niin

Fo(ply) " :pU)—=C

on kompleksitason osajoukon p(U) C C analyyttinen funktio, joka on funktion fy
analyyttinen jatke.
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4.4. Erikoispisteet ja haarautumispisteet. Vaikka edella késiteltiin jo kaikki funk-
tion fp analyyttisen jatkeen médrddmaét pisteet, Riemannin pintaa A ja funktiota F'
voidaan vieli laajentaa ottamalla huomioon analyyttisen funktion F op~! navat, haa-
rautumispisteet ja kiyttaytyminen darettomyydessa.

Olkoon a € Cy, 7 > 0 ja oletetaan, ettd U C A on pinnan A alue, jolle p(U) =
B*(a,r) C C. Oletetaan lisdksi, ettd projektiokuvauksen rajoittuma

ply: U — B*(a,r)
on peite, jolle #p = n € N. Seurausta 3.32 vastaavaa tulosta punkteeratulle kiekolle
B*(a,r) soveltamalla ndhddén, ettéd on olemassa konformikuvaus h : B*(a, {/r) — U,
jolle
poh(z)=a+(z—a)", josaeC
tai
poh(z)=2", josa=oc.
Merkitaan
(=poh:B*(a,Yr) — B*(a,r),
jolloin kuvaus h voidaan esittdd muodossa

h(z) = (¢(2), f2).

Kiinnitetadn jokin piste zy € B*(a, {/r) tarkasteltavaksi kantapisteeksi ja merkitdan

(C(Zo)a f) = (C(ZO); fzo) = h(Zo) c A.

Olkoon 7 jokin punkteeratun kiekon B*(a, {/r) polku alkaen pisteesta zq. Talloin oy
on punkteeratun kiekon B*(a,r) polku alkaen pisteesté ((zp) ja ho~ on tdmén polun
nosto pinnalle U C A alkaen pisteestd (((zo), f).

Polun noston ja analyyttisen jatkeen vastaavuuden nojalla funktioelementit

hovy(t) = (Cov(t), fye)

antavat télloin funktioelementin ({(z), f) analyyttisen jatkeen polkua ¢ o vy pitkin.
Edelleen funktioelementit

(v(@®) fy © €)
antavat funktion f o ( analyyttisen jatkeen polkua v pitkin.
Jos v on suljettu polku, niin A o v on myos suljettu polku, joten funktioelementin
(20, f o ¢) analyyttinen jatke polkua 7 pitkin on funktioelementti (2o, f o () itse.
Lauseen 1.14 nojalla saadaan t&lldin analyyttinen funktio

g: B*(a, {/r) = C,
jolle
(20,9) = (20, f 2 ()
ja kaikilla z € B*(a, ¢/r) funktioelementti (z, g) on funktion f o ( analyyttinen jatke
pisteeseen z.
Mikali télla funktiolla g on poistuva erikoispiste tai napa pisteessi a, niin saadaan

meromorfinen funktioelementti (a,g), joka voidaan lisitd aiemmin muodostettuun
Riemannin pintaan A.

Maaritelma 4.5. Edelld méadritelty meromorfinen funktioelementti (a,g) on ana-
lyyttisen funktion Riemannin pinnan
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(1) sdannollinen piste, jos n = 1 ja a on funktion g poistuva erikoispiste,
(2) napa, jos n =1 ja a on funktion g napa,
(3) kertaluvun n haarautumispiste, jos n > 2.

Poistuvalla erikoispisteelld darettomyydessa tarkoitetaan, etta funktiolla z — g(1/2)
on poistuva erikoispiste origossa.

Huomautus 4.6. Tapauksessa n > 2 saatava haarautumispiste (a, g) ei ole yksikasittei-
nen. Itse asiassa jokaista kertaluvun n haarautumispistetta vastaa n eri meromorfista
funktioelementtid, silla konstruktiossa kiytetty konformikuvaus h : B*(a, /1) — U
ei ole yksikésitteinen, vaan riippuu peitteelle

p:U — B*(a,r)

valitusta kantapisteestd h(zp). Kuitenkin saatavilla eri funktioelementeilld on yksin-
kertainen yhteys.
Olkoot

hy: B*(a,/r) = U ja hy:B*(a,¥r) = U
konstruktion konformikuvauksia ja olkoot (a, g1) ja (a, g2) ndiden avulla saatavat ker-
taluvun n haarautumispisteet. Asetetaan

wo = hy(hi(20)).
Koska h; ja hy ovat peitteiden p ja (¢ vélisid isomorfismeja, on oltava
C(wy) = p o ha(wg) = po hi(z0) = ((20)-
Erityisesti on olemassa luku k € {0,...,n — 1} ja kierto s : B*(a, {/r) — B*(a, /r),
s(z) =a+ %" (2 —a), josaecC

tai

S(Z) _ e27rik/n

zZ, Jjos a = oo,
jolle

s(z0) = wy.
Talloin edelleen

ho 0 5(29) = ha(wg) = hq(20)-

Koska ¢ o s = ( ja kuvaukset h; ja ho ovat peiteisomorfismeja, edeltévasta seuraa,
etta

hy 0 s = hy.

Edelleen funktioiden ¢; ja go konstruktion perusteella

9203291;

eli funktiot ¢, ja go ovat kiertoa s vaille samat.

Néytetddn seuraavaksi, miten saatu meromorfinen funktioelementti (a, g) lisitaan
pintaan A. Tapauksessa n = 1 funktio ¢ on identtinen funktio, jolloin funktio g on
funktion f suora analyyttinen jatke. Jos (a,g) on sdénndllinen piste ja a € C, niin
(a,g) € A ja mitdén uutta ei saada. Jos (a, g) ei ole sddnnéllinen, a ¢ C tai n > 2,
niin (a, g) ¢ A ja pintaa voidaan laajentaa. Kéytetéén jalleen lausetta 4.3, jota varten
mééritellddn pisteen (a,g) ympéristo ja timén ympériston kartta.
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Olkoon B*(a, s) funktion g suppenemisrengas. Funktion g konstruktion perusteella
ainakin mahdollisesti pienemmésséd ympéaristossa

B*(a, {/r) C B*(a,s)
jokaiselle pisteelle z € B*(a, {/r) on olemassa funktioelementti
h(z) = (((2), f.) e U C A,
jolle
(2,9) = (2, f200).

Toisaalta funktio ( laajenee samalla maaritelmélla myos punkteerattuun kiekkoon
B*(a, s), jolloin myts kuvaus h laajenee kuvaukseksi

h:B*(a,s) — A.
Pisteelle (a, g) saadaan ympéristd asettamalla

Ulag) = h(B*(a,s)) U{(a, 9)}.
Mééritelladn tdssé ympéristossd kartta @(a.q) : U,g) = B(a, s"),

Qp(a,g)(C(z)’ fz) =z, @(a,g)(a’ag) = a, jOS acC
tal
90(00,9)<C(2)7 fz) = 1/27 90(00,9)(0079) =0, josa=o0.
Tarkistetaan, ettd (AU {(a,9)}, ® U {¢@,q}) on hyvin mééritelty Riemannin pinta
lausetta 4.3 soveltaen. Lauseen ehto (i) on jilleen selvésti voimassa ja ehto (ii) on
kunnossa, jos kumpikaan kartoista ei ole ¢, ). Tarkistetaan, ettd parametrinvaihto-
kuvaukset myos kartan ¢, 4) kanssa ovat analyyttisia.
Kisitelladn ensin tapaus a € C. Olkoon ¢, 5y € ® jokin toinen kartta, jolle

Ute.r) N Ulag) 7 0
Merkitaan
D =05 (Up.5) N Vlag) C C.
Jokainen joukon Uy, 5y funktioelementti on muotoa (z, f) ja toisaalta jokainen joukon
Ulq,g) funktioelementti on muotoa (¢(z), f.). Télloin leikkausjoukossa D on olemassa

hyvin médritelty funktion ¢ kiénteisfunktion haara (.
Parametrinvaihtokuvaukset ovat talloin

Po.5) © Piag () = 000 (C(2), ) = 0.0 (C(2), f) = ((2)  ja
P(a,g) © 90(_1;,110)(2) = @(a,g)(za f) = @(a,g)(C(C_1<Z))> f(j*l(z)) = C_I(Z)a

jotka ovat molemmat analyyttisid, silld funktiot ¢ ja (7! ovat analyyttisii.
Tapauksessa a = oo taas samoilla perusteluilla saadaan yksikésitteinen kaénteis-
funktion ¢(~! haara ja parametrinvaihtokuvaukset

Po.5) © Piog) (2) = 0.0 (C(1/2), i) = wn(C(1/2), f) = ((1/2) ja

P(c0,9) © 90(_1)71]0)(2) = @(oo,g)(za f) = Sp(oo,g)(C(C_l(Z))a fC*l(z)) = 1/C_1(Z),
joiden analyyttisyys seuraa jilleen funktioiden ¢ ja (! analyyttisyydesti. Niin ollen
ehto (ii) on kunnossa.

Avaruuden A U {(a,g)} yhtendisyys seuraa vélittomésti avaruuden A yhtendisyy-
destd ja pisteen (a,g) ympériston méadritelméstd. Hausdorff-ehdon tarkistamiseksi
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taas riittda tarkistaa, ettd pisteelld (a,g) ja kaikilla joukon A pisteilld on erilliset
ymparistot.

Olkoon (b, f) € A. Jos a # b, niin voidaan valita kompleksitason kiekot B(a, 1)
ja B(b, s), joille kiekot B(a,r™) ja B(b,s) ovat erilliset. Talloin kiekkojen B(a,r) ja
B(b, s) alkukuvat kartoissa ¢(4q) ja @) subteen antavat etsityt erilliset ympéristot.
Tapauksessa a = b taas vastaavasti kuin pinnan A tarkastelussa joukot U, g) ja U, )
antavat suoraan erilliset ymparistot pisteille.

Néin ollen avaruus A U {(a,g)} on yhtendinen Hausdorff-avaruus ja kokoelma @
toteuttaa lauseen 4.3 ehdot, joten

(AU{(a,9)}, 2 U{¢@g})

on Riemannin pinta.

Edeltavia paattelyé toistamalla voidaan lisdté yksitellen erikoispisteitd pintaan A.
Ainoa ongelma tulee vastaan huomautuksen 4.6 havainnon kanssa. Samaa kertaluvun
n > 2 haarautumispistetti vastaa n eri meromorfista funktioelementtié, joiden ympa-
ristot muodostuvat samoista funktioelementeista. Néin ollen jos kahta samaa haarau-
tumispistettd vastaavaa funktioelementtia yritetdén lisdtd pintaan, Hausdorff-ehtoa
ei saada kuntoon ja konstruktio epdonnistuu.

Olkoon F kaikkien Riemannin pinnan A erikoispisteiden kokoelma. Olkoon E C E
jokin osajoukko siten, etté kaikille (a, g) € E on olemassa yksikésitteinen kierto,

s(z) =a+e¥™*M(z—a), josaecC tai

2mik/n

s(z)=e z, jos a = oo,

jolle (a,gos) € E. Talloin kokoelmassa E on jokaiselle pinnan A erikoispisteelle yksi-
késitteinen meromorfinen funktioelementti ja pinta A voidaan tdydentdd Riemannin
pinnaksi R = AU FE kuten edella.

Maaritelma 4.7. Riemannin pinta R = AU E on analyyttisen funktion fy : Dy — C
Riemannin pinta.

Konstruktion alussa kiinnitetty analyyttinen funktio fo : Dy — C ei ole olennainen
lopputuloksen kannalta, vaan ainoastaan funktion f, analyyttisten jatkeiden méaaraé-
mélla kokoelmalla A on merkitystd. Mille tahansa funktioelementille (z, f) € A ana-
lyyttiselld jatkeella saadaan sama kokoelma A, joten edelliselld konstruktiolla saatava
Riemannin pinta R on myo6s analyyttisen funktion f Riemannin pinta.

Pinnalla A mé&ariteltiin aiemmin analyyttiset funktiot p: A — Cja F': A — C.
Laajennetaan ndma funktiot nyt koko pinnalle R. Koska pinta R saattaa nyt sisaltaa
jonkin funktioelementin (oo, f) tai analyyttisen funktion navan, taytyy funktioiden
maalijoukko laajentaa Riemannin palloksi C,,. Muuten maaritelma on tésmaélleen
sama kuin aiemmin, eli asetetaan

p:R—Cy,, bplz,f)=2 ja
F:R—Cy,, F(zf) =f(2).

Lause 4.8. Funktiotp: R — C, ja F : R — C., ovat analyyttisid.

Todistus. Konstruktion perusteella A C R on pinnan R avoin osajoukko. Toisaalta
my6s kompleksitaso on Riemannin pallon avoin osajoukko, joten lemman 4.4 nojalla
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funktioiden F' ja p rajoittumat joukkoon A ovat analyyttisid. Riittdd siis tarkistaa
analyyttisyys erikoispisteiden (a, g) € £ C R ympéristoissa.

Olkoon a € C, (a, g) € E ja ( pisteen (a, g) konstruktiossa kéytetty funktio. Olkoon
P(a,g) tité pistettéd vastaava kartta ja merkitaan

B(a,7) = ¢(ag)(Utag)-
Télloin kaikilla z € B*(a,r)
POy (2) =p(C(2), ) =C(2) ja
Fogn(2) = F(((2), f:) = £:(C(2) = f: 0 ((2) = g(2).

Liséksi pisteesséd z = a

Pog (@) =pla,g)=a=((a) ja

Foyl\(a)=F(a,g) = g(a).
Koska funktio g on meromorfinen funktio kiekossa B(a, ), se on analyyttinen kuvauk-
sena g : B(a,r) — C.. Néin ollen funktioiden p ja F' analyyttisyys seuraa funktioiden

( ja g analyyttisyydesta.
Tapauksessa a = co taas vastaavasti kaikilla z € B*(0,r) C C

powil ) (2) = p(C(/2), fuys) = C(1/2) ja
Fopn(2)=F(C(1/2), fije) = f1/:(C(1/2)) = g(1/2).
Lisaksi pisteessa z = 0
PO @) (0) = p(00,9) = 00 =((00) ja
Fop g ,(0) = F(o0,g) = g(co).
Néin ollen tassiakin tapauksessa funktioiden F' ja p analyyttisyys seuraa funktioiden

( ja g analyyttisyydesta. O

Esimerkki 4.9. Aiemmin luvun 1 esimerkeissa 1.21 ja 1.24 tarkasteltiin funktioiden

f:B(1,1) = C, f(z)=z ja
g:B(1,1) - C, g(2) = Log(z)

analyyttisen jatkeen kdyttaytymistd. Muodostetaan nyt ndiden analyyttisten funk-
tioiden Riemannin pinnat ja tarkastellaan saatavia pintoja.

(i) Funktion f tapauksessa analyyttinen jatke antoi n eri analyyttistd funktiota jo-
kaisen pisteen z € C\ {0} ympéaristossé, eli tasmélleen funktion z — 2" kdédnteisfunk-
tion eri haarat. Néin ollen analyyttinen jatke antaa funktioelementtien kokoelman

A ={(a,h):a € C\ {0} ja h(z)" = = pisteen a ympéristossi}.

Esimerkin 1.21 mukaan funktiota f voidaan jatkaa vapaasti alueessa C\ {0}. Télloin
analyyttisen jatkeen ja polun noston vastaavuuden, seké lauseen 3.21 nojalla projektio
p:Af — C\ {0} on peite.

Koska jokaisessa pisteessi a € C\ {0} on olemassa n eri analyyttisen funktion
haaraa (a, h;), joille h;(2)" = z, peitteen p aste on #p = n. Témén takia mahdollisen
haarautumispisteen tarkastelua varten asetetaan

¢:C\{0} = C\ {0}, <(2) = =",
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ja tarkastellaan funktion f o ¢ analyyttistd jatketta. Koska f o ((z) = z, kyseinen
analyyttinen jatke on vain kokonainen funktio

id:C—C, id(z) =z,
jolla on pisteessé 0 on poistuva erikoispiste. Néin ollen saadaan pinnan A; kertaluvun
n haarautumispiste (0, id).

Toisaalta C \ {0} on myds pisteen oo € C,, punkteerattu ympéristo ja vastaava
funktio ¢ on tdsmaélleen sama kuin pisteen 0 tapauksessa. Tarkastellaan siis myos
funktion f o ( kiyttdytymistd pisteen oo ympéristossa. Funktiolla f o ( = id on
kertaluvun 1 napa pisteessd z = oo, silla funktiolla

2z fo((l/z) =id(1/2) =1/z

on 1 kertaluvun napa pisteessd 0. Nain ollen pisteessé oo saadaan kertaluvun n haa-
rautumispiste (oo, id).

Mille tahansa muulle pisteelle a € C \ {0,00} = C\ {0} taas voidaan valita pieni
kiekko B(a,r), 0 < r < |a|. Téssé kiekossa mitd tahansa kokoelman A, funktioele-
menttid voidaan jatkaa vapaasti, jolloin erikoispisteiden konstruktiossa saadaan vain
saannollisid funktioelementtejd (a,h) € Ay, eli mitédén ei tarvitse liséta pintaan Ay.

Tamén nojalla juurifunktion f méadrdamé Riemannin pinta on

Rf = Af U {(O,id), (OO,ld)}

Tarkastellaan hieman tarkemmin haarautumispisteen (0, id) ympériston karttaa ¢ iq)-
Funktio id on kokonainen funktio, jolloin sen suppenemiskiekko on koko kompleksita-
so C. Pisteen (0,id) ympéristo U ,q) sisdltéad talloin kaikki funktioelementit ({(2), h),
z € C\ {0}, joille

(2,ho() = (z,id).

Téssé ((2) = 2", eli ndmaé funktioelementit (((z), h) ovat tdsmaélleen kaikki kokoelman
Ay funktioelementit. Néin ollen

Uto,a) = Ay U{(0,id)} = Ry \ {(00,1d)}.
Tama taas tarkoittaa, ettd kartta (g q) antaa konformikuvauksen
Y,a) + By \ {(o0,id)} — C.

Vastaavalla tarkastelulla haarautumispisteelle (co,id) néhdddn, ettd kartta oo ;q)
antaa konformikuvauksen

Plooia) + Bp \ {(0,id)} — C.
Toisaalta
P(0d) © Plaiay(?) = 1/2,
miké tarkoittaa, ettd kartta ¢(oq) laajenee konformikuvaukseksi
o: Ry = Cq.

Néin ollen juurifunktion f méadrddméa Riemannin pinta on itse asiassa Riemannin
pallo ja haarautumispisteiden (0,id) ja (oco,id) ympéristojen kartat ¢ ia) ja ©(co,id)
ovat jopa Riemannin pallon standardit kartat.
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(ii) Funktion g(z) = Log(z) tapauksessa analyyttinen jatke antaa jokaisen pisteen
z € C\ {0} ympéristossd ddrettomén monta eri analyyttistd funktiota, eli kaikki
logaritmin haarat pisteen z ympéristossa. Talloin

Ay ={(a,h) :a € C\ {0} ja ") =z pisteen a ympéristossi}.

Téssikin tapauksessa jokaista haaraa voidaan jatkaa vapaasti kiekossa B(a,r), kun
a € C\ {0} ja0 < r < |al, joten riittaa tarkistella analyyttistd jatketta pisteiden 0
ja oo ymparistoissa.

Toisaalta, minka tahansa logaritmin haaran analyyttinen jatke jokaista ympyrapol-
kua

v:[0,1] = C, ~(t) =re*™* keNr>0

pitkin antaa eri logaritmin haaran. Néin ollen ainoa pinnan A, osajoukko U, jolle
projektio p : U — C\ {0} on peite on U = A,. Téssé tapauksessa #p = oo ja téstd
ei saada mitddn lisattdvasa pintaan A,. Nain ollen funktion g madraama Riemannin
pinta on tésmélleen

R, = A,
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5. ALGEBRALLISET FUNKTIOT

Esimerkin 4.9 kohdassa (i) tarkasteltiin juurifunktion f(z) = {/z méidrddmaa Rie-
mannin pintaa. Kuten aiemmin mainittiin, ainoastaan analyyttisen jatkeen méaaras-
méllé kokoelmalla Ay on merkitystéd analyyttisen funktion Riemannin pinnan kannal-
ta. Juurifunktion tapauksessa tdmé kokoelma on tdsmalleen kaikkien funktion z + 2"
kiadnteisfunktion haarojen kokoelma. Toisin sanoen kyseessa on kaikkien polynomiyh-
talon

Pz, f(2)) = f(z)" =2 =0
toteuttavien funktioelementtien kokoelma.

Vastaavaa tarkastelua voidaan yrittda suorittaa myos minkd tahansa muun poly-
nomiyhtalon

Pz, f(z)) = ) am?'f(2)" =0
Jj+k<n
méadrdamien funktioelementtien kokoelmalle. Yleisen polynomiyhtélon tapauksessa
ongelmaksi muodostuu kuitenkin se, ettd kaikki saatavan kokoelman funktioelementit
eivit valttamatta ole toistensa analyyttisia jatkeita. Itse asiassa néin kiy aina, kun
polynomi P voidaan jakaa polynomitekijoihin P = QR.

Jaottoman polynomiyhtélon tapauksessa sen sijaan osoittautuu, ettd talld kon-
struktiolla saadaan aina Riemannin pinta. Lisdksi saatava Riemannin pinta on aina
kompakti. Hieman yllattaviammin, on myos totta, etta jokainen kompakti Riemannin
pinta saadaan jonkin jaottoman polynomiyhtéalon maardamanéd. Tata jalkimmaista
tulosta ei téssé tyossa padsta todistamaan, silla todistuksen olennainen tyokalu on dif-
ferentiaalimuotojen ja meromorfisten differentiaalimuotojen teoria. Kompaktin Rie-
mannin pinnan méaradvan polynomiyhtalon muodostamista on késitelty esimerkiksi
kirjassa [10, Ch. 10].

Tassa luvussa kasitellddan jaottoman polynomiyhtélon madradaméan Riemannin pin-
nan konstruktio kiyttden hyodyksi edellisen luvun analyyttisen funktion Riemannin
pinnan konstruktiota. Néiden vélisen yhteyden osoittaminen seuraa kirjan [1, Ch. 8,
2| kasittelya. Lisdksi todistetaan, ettd saatava Riemannin pinta on aina kompakti.

5.1. Algebralliset funktiot.

Maaritelma 5.1. Algebrallinen funktio on analyyttinen funktio f : D — C, joka
toteuttaa jonkin polynomiyhtélon

P(2, f(2)) = an(2) f(2)" + an1(2) f(2)" 7 + -+ ap(2) =0
missé funktiot ag, ..., a, ovat yhden muuttujan polynomeja.

Esimerkki 5.2. (i) Kaikki kompleksiset polynomit ovat algebrallisia funktioita, silla
polynomi f(z) = b,2" + - - - + by toteuttaa polynomiyhtalon

P(z, f(2)) = f(2) = (bp2" + -+ -+ by) = 0.
(ii) Polynomien kéénteisfunktiot ovat algebrallisia funktioita, silld funktion
f(z)=0buz2"+ -+ b
lokaalille kdanteisfunktiolle g patee

2= f(g9(2)) = bug(2)" + bu_1g(2)"" + -+ + bo.
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Talloin funktio g toteuttaa polynomiyhtalon
P(z,9(z)) = bag(2)" + bn—lg(z)n_l 4+ big(2) + b — 2.

iii) Kaikki rationaalifunktiot ovat algebrallisia funktioita, silld rationaalifunktio
f(z) = p(z)/q(z) toteuttaa polynomiyhtalon

P(z, f(2)) = a(2)f(2) = p(z) = 0.
(iv) Myo6s rationaalifunktioiden kddnteisfunktiot ovat algebrallisia funktioita. Jos

p(z bp2" 4+ b
flo) = e B2 .
q(z2)  cemz™m+ -+

ja g on funktion f lokaali kidnteisfunktio, niin

_ _ p(g(2) _ bug(2)" + -+ by
Z = f(g(z)) - (](9(2)) - cmg(z)m +o¥ C()'
Talloin funktio g toteuttaa polynomiyhtélon
P(z,9(2)) = 2q(9(2)) = p(9(2)) = emzg(2)™ + -+ + oz = bug(2)" —--- = by = 0.

Lause 5.3. Olkoon P : C* — C polynomi ja zy € C. Oletetaan, etti wy € C on
polynomin w +— P(zp,w) ensimmdisen kertaluvun nollakohta. Tdlloin on olemassa
pisteen zy ymparisto D ja analyyttinen funktio f : D — C, jolle f(z0) = wo ja
P(z, f(2)) = 0 kaitkilla z € D.

Todistus. Polynomilla w +— P(zp,w) on vain dérellinen mééra nollakohtia, joten on
olemassa siade r > 0, jolle

P(z0,w) # 0 kaikilla w € B(wo,7) \ {wo}
Maéaritelladn ympyrapolku
7 :[0,1] = C, ~(t) = re*™™ + wy.
Koska wg on polynomin w +— P(zy, w) ainoa nollakohta kiekossa B(wp, r), argument-
tiperiaatteen |1, Ch. 4, 5.2, Theorem 20| nojalla
1 P, (29, w)

% % P(Z(),IU)

dw =1,

missi Py, (20, w) = £ P (20, w).
Koska P(z,7(t)) # 0 kaikilla ¢ € [0, 1], on polynomin P jatkuvuuden nojalla on
olemassa jokin pisteen zy ympéaristo D, jossa

P(z,7(t)) # 0.

Niéin ollen integraalifunktio

1 P
2mi )., P(z,w)

on hyvin mééritelty tdssd ympéaristossda D. Argumenttiperiaatteen nojalla edellinen
integraali antaa kaikilla z € D polynomin w +— P(z,w) nollakohtien lukumé&érén ker-
taluvut huomioiden. Erityisesti tdmé integraalifunktio saa vain kokonaislukuarvoja.
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Toisaalta polynomien P ja P, jatkuvuuden nojalla integraalifunktio on jatkuva, joten
1 P,(z,w)

2mi )., P(z,w)

Toisin sanoen jokaisella z € D polynomilla w — P(z,w) on tdsmélleen yksi ensim-

maisen kertaluvun nollakohta. Téma nollakohta taas saadaan laskettua argumentti-
periaatteen yleistyksen |1, Ch. 4, 5.2, s.152| avulla laskemalla integraali

1 P
L / w2 4,
2mi )., P(z,w)

dw =1 kaikilla z € D.

Asetetaan ) Py(ew)
Z,w
:D—C = — —2 2d
/ RACIAC) 27i Aw P(z,w) “
jolloin saadaan analyyttinen funktio, jolle P(z, f(z)) = 0 ja f(20) = wo. O

Lauseen 5.3 soveltamista varten on olennaista tietdd missé pisteissd z € C po-
lynomilla w — P(z,w) on vain ensimmaéisen kertaluvun nollakohtia. T#td varten
huomataan, ettd jos w on kertaluvun k& > 2 nollakohta polynomille, niin w on se-
ké polynomin ettd sen derivaattapolynomin P, nollakohta. N&in ollen ongelmana on
loytaa polynomien P ja P, yhteiset nollakohdat.

Tarkastellaan tilannetta yleisemmin, eli etsitddn polynomien

P(z,w) = ap(2)w" +--- +ap(2) ja
Q(z,w) = bp(2)w™ + - -+ + bo(2)
yhteisid nollakohtia. Oletetaan, ettd polynomin w — P(z,w) aste on pienempi kuin

polynomin w +— Q(z,w) aste, eli ettd m < n. Kiinnitetddn z € C ja sovelletaan

polynomien jakoyht&lod polynomeille w +— P(z,w) ja w — Q(z,w). Tésta saadaan
P(z,w) = S(,0)Q(zw) + Rz, w)

joillekin polynomeille w — S(z,w) ja w — R(z,w), missd polynomin w — R(z,w)

aste on pienempi kuin polynomin w — Q(z,w) aste. Koska polynomeissa P ja @

termien w* kertoimet ovat muuttujan z polynomeja ax(2) ja bi(2), polynomin w

R(z,w) termien w* kertoimet ovat muuttujan z rationaalifunktioita. Niin ollen on
olemassa polynomi ¢(z) siten, etta

Si(z,w) = c(2)S(z,w) ja
Ri(z,w) = ¢(z)R(z,w)
ovat polynomeja. Télloin ylld oleva jakoyhtélé voidaan esittdd muodossa
c(2)P(z,w) = S1(z,w)Q(z,w) + Ry (z,w).

Mikali polynomi w +— R;(z,w) ei ole vakiopolynomi, voidaan edeltévd konstruktio
toistaa polynomeille w — Q(z,w) ja w — R;(z,w). Télloin saadaan yhtalo

CQ(Z)Q(Z7w) = S2(Z>w)R1(va) + R2(za w)

jollekin polynomeille Sy ja Ry, joille polynomin w +— Ry(z,w) aste on pienempi kuin
polynomin R;. Niin jatkamalla saadaan lopulta polynomi R;, jonka aste muuttujan
w suhteen on 0, jolloin R; on vain yhden muuttujan polynomi.

Maaritelma 5.4. Edelld konstruoitu polynomi R; on polynomien P ja () resultantti.
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Polynomien P ja () resultantti R; siséltdéd tiedon niista pisteistd z, joilla polyno-
meilla w — P(z,w) ja w — Q(z,w) on yhteinen nollakohta.

Lemma 5.5. Olkoot P : C*> — C ja Q : C* — C polynomeja ja olkoon R : C — C
polynomien P ja Q) resultantti. Jos

P(z,w) =0 =Q(z,w)
joillekin z,w € C, niin R(z) = 0.

Todistus. Jos P(z,w) = 0 = Q(z,w), niin resultantin konstruktiossa kéytettyé jako-
yhtélosta

c(z2)P(z,w) = S1(z,w)Q(z,w) + Ry(z,w)
néhdddn, ettd myos R;(z,w) = 0. Vastaavasti, koska Q(z,w) = 0 = Ry(z,w), myos
Ry(z,w) = 0. Edelleen konstruktion jakoyhtaloita seuraten ndhdaan, etté

R(2) = Ry(z,w) = 0.
U

Lemma 5.6. Olkoot P : C* — C ja Q : C*> — C polynomeja. Jos polynomien P ja
Q@ resultantti R on nollapolynomi, polynomeilla P ja () on vakiopolynomista eroava
yhteinen tekijd.

Todistus. Jos polynomien resultantti R = R; on nollapolynomi, resultantin konstruk-
tion viimeinen jakoyhtalo on muotoa

-1(2)Ri_o(z,w) = Si(z,w)Ri_1(z,w),

missd polynomin R;_; aste muuttujan w suhteen on positiivinen. T&ll6in polynomeil-
la R;_» ja R;_1 on vakiopolynomista eroava yhteinen tekija. Edelleen jakoyhtaloita
seuraamalla ndhdaén, ettd sama pétee talloin myos polynomeille R; 3 ja R;_s ja niin
edelleen aina polynomeihin P ja () asti. O

Lause 5.7. Olkoon
P:C*—=C, P(z,w)=an(2)w" +--+ap(z)

jaoton polynomi. Tdlloin on vain darellisen monta pistettd z € C, joissa polynomilla
w +— P(z,w) on alle n eri nollakohtaa.

Todistus. Koska polynomi P on jaoton, sen ainoa vakiopolynomista eroava tekija on
polynomi P itse. Toisaalta polynomin P derivaatan P, aste muuttujan w suhteen
on pienempi kuin polynomin P, joten polynomeilla P ja P, ei ole mitdan vakiopo-
lynomista eroavaa yhteista tekijaa. Talloin lemman 5.6 nojalla polynomin P ja sen
derivaattapolynomin P, resultantti R : C — C ei voi olla nollapolynomi. Erityisesti
polynomilla R voi olla vain &érellisen monta nollakohtaa zi,...,z. Talloin kaikil-
la z € C\ {z,...,2} polynomeilla w — P(z,w) ja w — P,(z,w) ei ole yhteisia
nollakohtia. Erityisesti jokainen polynomin w +— P(z,w) nollakohta on ensimmaéisen
kertaluvun nollakohta.

Algebran peruslauseen nojalla polynomilla w +— P(z,w) on aina kertaluvut huo-
mioiden asteensa verran nollakohtia. Kun a,(z) # 0, polynomin w — P(z,w) aste
on tasmélleen n, jolloin edeltdvan paattelyn nojalla tallaisissa pisteissa z polynomilla
w +— P(z,w) on tédsmélleen n eri nollakohtaa. Toisaalta polynomilla a,, voi olla vain
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aarellisen monta nollakohtaa z.1, ..., z,, jolloin polynomilla w — P(z,w) voi olla
alle n eri nollakohtaa vain pisteissa z1,..., z,. O

Lauseessa 5.7 polynomin P jaottomuus oli olennaista. Algebrallisten funktioiden
kisittelyn kannalta polynomin jaottomuusoletus ei kuitenkaan ole mitenkdéan ongel-
mallinen. Algebrallinen funktio nimittdin toteuttaa aina yhden ja vain yhden jaotto-
man polynomiyhtalon, kuten seuraavassa lauseessa ndhdéaan.

Lause 5.8. Jokaiselle algebralliselle funktiolle f : D — C on olemassa vakiokerrointa
vaille yksikdsitteinen polynomi P : C* — C, jolle P(z, f(z)) = 0.

Todistus. Algebrallisen funktion mééritelmén mukaan f toteuttaa jonkin polyno-
miyhtilon Q(z, f(z)) = 0. Oletetaan, ettd polynomi @) voidaan jakaa jaottomiin te-

Q:P1P2Pn

Talloin jokaisessa pisteessd z € D

joten ainakin yhdelle indeksille j = j(z) on oltava P;(z, f(z)) = 0. Olkoon z, € D
ja olkoon (z;) jono pisteitd alueessa D, joille zx — zo € D. Téll6in on jokin indeksi
j€{l,...,n}, jolle j = j(zx) dérettoman monella k € N. Néissd pisteissd z; € D on
talloin

Bz, f(2r)) = 0
jolloin funktion

2= Pi(z, f(2))

analyyttisyyden nojalla funktio f toteuttaa jaottoman polynomiyhtélon
P(z, f(2)) = Pi(2, f(2)) = 0.
Toisaalta, jos P on jokin toinen jaoton polynomi, jolle

P(z, f(z)) =0,

niin polynomeilla P ja P on yhteinen nollakohta kaikilla z € D. Téllsin lemman 5.5
nojalla polynomien P ja P resultantille R on oltava R(z) = 0 kaikilla z € D. Tallin
resultantti on nollapolynomi, jolloin lemman 5.6 nojalla polynomeilla P ja P on jokin
vakiopolynomista eroava yhteinen tekiji. Polynomien P ja P jaottomuuden nojalla
on t&lléin oltava

P=)\P

jollekin vakiolle A € C, joten polynomi P on vakiota vaille yksikésitteinen. O

Lemma 5.9. Olkoon f : D — C analyyttinen funktio, joka toteuttaa polynomiyhtilon
P(z, f(z)) = 0. Tdlloin funktion f mikd tahansa analyyttinen jatke toteuttaa saman
polynomiyhtalon.

Todistus. Olkoon g : G — C funktion f suora analyyttinen jatke. Talloin f(z) = g(2)
kaikilla z € D NG, joten

P(z,9(2)) = P(z, f(2)) =0 kaikilla z € DNG.



63

Koska P on polynomi ja g on analyyttinen, funktio z — P(z, g(z)) on analyyttinen.
Toisaalta se on identtisesti nolla joukossa D NG C G, joten sen on oltava nolla koko
joukossa G, eli P(z,g(z)) =0 kaikilla z € G.

Funktion f mielivaltaiselle analyyttiselle jatkeelle on suoraan maéritelméan perus-
teella olemassa ketju suoria analyyttisid jatkeita. Soveltamalla edeltdvad péadttelyé
induktiivisesti ketjun perdkkéisille funktioille ndhdéan, ettd funktion f analyyttinen
jatke toteuttaa saman polynomiyhtalon kuin f. O

Lause 5.10. Olkoon P : C*> — C jaoton polynomi ja f polynomiyhtilon P(z, f(z)) =
0 toteuttava analyyttinen funktio. Olkoot zi, ..., z, ne pisteet, joissa polynomiyhtd-
l6lli P(z,w) = 0 on alle n ratkaisua w. Tdlloin funktiota f voidaan jatkaa vapaasti
alueessa C\ {z1,...,2m}.

Todistus. Tehdaan antiteesi, ettd on olemassa polku
v:[0,1] = C\ {z1,...,2m},

jota pitkin funktiolla f ei ole analyyttista jatketta. Talloin on olemassa jokin piste
t € [0, 1] siten, ettd funktiolla f on analyyttinen jatke mité tahansa osapolkua 7|
pitkin, kun s < ¢, mutta ei ole analyyttista jatketta polkua 7|[0 1 pitkin.

Kuitenkin pisteessd y(t) € C\ {z1,...,2n} on oletuksen mukaan tésmélleen n
ratkaisua wq, ..., w, polynomiyhtaldlle

P(y(t), w) = 0.
Talloin jokaisen ratkaisun kertaluku on 1, jolloin lauseen 5.3 nojalla niité ratkaisu-

ja vastaa pisteen (t) joissakin ympéristoissd analyyttiset funktiot fi,..., f,, jotka
toteuttavat polynomiyhtalon
P(z f;(2) =

Koska pisteet w; ovat eri pisteitd, funktioiden f; jatkuvuuden nojalla on olemassa
jokin pisteen ~y(t) ympéristo D, jolle

£;(D)N fi(D) =0 kaikilla j # k.
Polun v jatkuvuuden perusteella taas on olemassa € > 0 siten, ettd v(s) € D, kun

t —e < s < t. Olkoon g funktion f analyyttinen jatke polkua 7|[0’t_€] pitkin. Lemman
5.9 nojalla funktio g toteuttaa téalldin polynomiyhtalon

P(z,9(z)) =0
jossakin pisteen (¢ — €) ympaéristossd G. Toisaalta alueessa D pisteet f;(z) ovat
polynomin w — P(z,w) kaikki nollakohdat, joten kaikilla z € G N D
) =

g(z) = f;(z) jollekin j = j(2) € {1,...,n}.
Jos kiinnitetddn alueen G N D jono (zg), jolle
Jim 2, = ~(t —e),
niin on ainakin yksi indeksi j € {1,...,n}, jolle
9(z) = fi(zr)
adarettoman monella £ € N. Tama taas tarkoittaa, etté
g(z) = f;(2) kaikilla z € DNG,
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jolloin funktio f; on funktion ¢ suora analyyttinen jatke. Koska funktio f; on ana-
lyyttinen funktio pisteen 7(t) ympéristossa D, téstd ndhdéaén, ettd funktiolla g on
analyyttinen jatke polkua ’y][ pitkin. Edelleen funktiolla f on téalloin analyytti-

t—e,t]
nen jatke polkua 7’[0 1 pitkin, mikd on ristiriita luvun ¢ valinnan kanssa. U

Lemma 5.11. Olkoon zy € Cy, ja f : B*(z9,7) — C algebrallinen funktio. Talloin
funktiolla f on napa tai poistuva erikoispiste pisteessd zg.

Todistus. Kasitelladn ensin tapaus zy € C. Algebrallisen funktion méaritelman mu-
kaan on olemassa jokin polynomi

P(z,w) = an(2)w" + -+ + ap(2),

jolle P(z, f(2)) = 0 kaikilla z € B*(2p, ). Jos funktiolla f ei ole napaa tai poistuvaa
erikoispistetti pisteessé zg, niin piste zy on funktion oleellinen erikoispiste. T&ll6in
kaikille m € N on olemassa jono pisteita zx € B*(z,r), joille z;, — 2 ja

" = oo.

Jim [ £ (1) (21 — 20)

Edelleen
lim f(z,) (2, — 20)"™ =0 kaikilla [ € N.

k—o0

Toisaalta kaikilla £k € N
P(zg, f(z6)) f(z1) (2 — 20) "™ =0,

eli
an(2x)(2r — 20)”"™ + -+ ao(2k) f(21) " (2k — 20)"" = 0.
Edellisen nojalla tasta seuraa, etta

lim a,(zx)(zr — 20)"" =0,
k—o0

eli polynomilla a,, on ainakin kertaluvun m nollakohta pisteessa zy. Koska tamé pétee
mille tahansa luvulle m € N, on oltava
a,(z) =0,

miké on vastoin alkuperaisen polynomin P valintaa.
Vastaavasti jos funktiolla f olisi oleellinen erikoispiste pisteessé zy = oo, niin kaikille
m € N 16ytyy jono z; — oo, jolle

lim [£(z) 2™ = oo,

jolloin edelleen
Jim f(z) 7'z =0 kaikilla [ € N.
—00

Tarkastelemalla polynomiyhtaloa

Pz, f(z1)) f(2) "2 =0
nahdaan, etta

lim a,(zx)z; =0,
k—ro0

kaikilla m € N, mikd on mahdotonta, silld polynomilla a, voi olla vain napa tai
poistuva erikoispiste darettomyydessa. 0
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Lause 5.12. Olkoon P(z,w) = a,(2)w" + - - - + ag(2) jaoton polynomi ja f : D — C
vastaavan polynomaiyhtdlon toteuttava algebrallinen funktio. Tdlloin jokaisella zy €
0D on olemassa luku m € N, jolle

lim f(z)(z—2)™ = 0.
zeD
Lisdksi, jos D on rajoittamaton, on olemassa luku m € N, jolle
lim f(2)z™™ =0.
z€D

Todistus. Olkoon zy € 0D. Koska polynomiyhtélolla P(z,w) = 0 on vain #érellinen
maara pisteitd zi,..., 2z, joissa polynomiyhtalolla on alle n ratkaisua, on olemassa
luku r > 0, jolle punkteerattu kiekko B*(zq,r) ei sisdlld mitddn pistettd z1, ..., z,.
Lauseen 5.10 nojalla funktiota f voidaan jatkaa vapaasti punkteeratussa kiekossa
B*(2p,7). Olkoon A kaikkien funktion f punkteeratun kiekon B*(zy,r) analyyttisten
jatkeiden maaraama funktioelementtien kokoelma. Téll6in projektio

p:A_>B*(207T)a p(Z,h):Z,

on peite. Peitteen p asteelle pitee #p < n, silld jokaisessa pisteessd z on korkeintaan
n eri funktioelementtié (z, h), jotka toteuttavat polynomiyhtilon P(z,h(z)) = 0.

Kuten analyyttisen funktion Riemannin pinnan konstruktiossa, peitteen p avulla
saadaan analyyttinen funktio

g: B*(Z(J? \k/?) - C7
jolle
(zlag) = (Zlv f © C)’
missd k = #p, z1 € B*(20,7) on konstruktiossa kiinnitetty kantapiste ja ¢ on funktio
¢ : B*(20, Y1) = B*(20,7), ((2) = (2 — 20)" + 20.
Koska (z1,9) = (z1, f o (), on olemassa pisteen z; ympéristo U C B*(zg,r), jossa
gly = fo(|,. Edelleen, koska funktio f toteuttaa polynomiyhtélén P(z, f(z)) = 0,
P(((2),9(2)) = P(¢(2), fo((2)) =0 kaikille z € U.

Selvésti g on funktion g|,, analyyttinen jatke, jolloin lemman 5.9 nojalla funktio g on
algebrallinen funktio, joka toteuttaa polynomiyhtalon

P(¢(2),9(2)) = an(¢(2))g(2)" + - -+ + ao(¢(2)) = 0.

Lemman 5.11 nojalla funktiolla g on talléin napa tai poistuva erikoispiste pisteessé
20, eli on olemassa luku m € N, jolle

lim g(z)(z — 2z0)™ = 0.

Z—Z20

Talloin funktiolle f pétee
lim f o ((2)(z — 2)™ = 0.

Z—20

Merkitéén Z = ((z), jolloin
=(E) = (- 20)"* + 2,
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sopivalle juurifunktion z — 2% haaran valinnalle. T#lls merkinnalla

fol(2)(z—20)™ = f()(CHE) = 20)™ = F(2)(Z = 20)™",
jolloin mille tahansa kokonaisluvulle m > m/k

lim f(2)(= — z0)™ = 0.
zeD

Jos D on rajoittamaton, sama konstruktio voidaan tehdé jollekin punkteeratulle kie-
kolle B*(o0,r) ja viite
lim f(z)z7™ =0

Z—>00
zeD

seuraa lemmasta 5.11 funktiolle g : B*(oo, ¥/r) — C kuten edell. O

5.2. Algebrallisen funktion Riemannin pinta.

Lemma 5.13. Olkoot z1, ..., z, € C eri pisteiti ja f : C\{z1,..., 2m} = C analyyt-
tinen funktio. Jos funktiolla f on napa tai poistuva erikoispiste pisteissi zy, ..., Zm, ja
oo, nun f on rationaalifunktio.

Todistus. Olkoon k; € N navan z; kertaluku tai k; = 0 mikéli z; on poistuva erikois-
piste. Madritellaédn funktiot

:C—C, q(2)= H(Z — ) =(z—2)" . (2= zm)™ Ja
j=1

p:C\{z1,.. . zm} = € p(2) = q(2) f(2).
Selvasti f(z) = p(z)/q(z) ja g on polynomi, joten riittdéd osoittaa, ettd funktio p on
my06s polynomi.
Koska k; on navan z; kertaluku, raja-arvo

wy = lim (2 = 2,)" £ (2)

on olemassa. Talloin

n n
; ; ki — k;
lim p(z) = lim E(z — )M f(z) = 1}(2]- — z2)Mw; € C,
#J
eli funktiolla p on poistuva erikoispiste pisteessd z;. Toisin sanoen p laajenee koko-
naiseksi funktioksi p : C — C.

Oletuksen mukaan funktiolla f on napa tai poistuva erikoispiste ddrettomyydes-
sé. Toisaalta polynomilla ¢ on my6s napa tai poistuva erikoispiste darettomyydessa.
Néin ollen néiden tulofunktiolla p on napa tai poistuva erikoispiste déarettomyydes-
sd. Lisaksi p on edellisen paéttelyn perusteella kokonainen funktio, mistd seuraa etté
funktion p on oltava polynomi ja edelleen, ettd f on rationaalifunktio. O

o~

Lause 5.14. Olkoon P(z,w) = an(z)w™ + - - - + ag(z) jaoton polynomi ja fo polyno-
miyhtdlon P(z, fo(z)) = 0 toteuttava analyyttinen funktio. Tdlloin jokainen polyno-
miyhtdlon P(z,g(z)) = 0 toteuttava funktioelementti (z,g) on funktion fo analyytti-
nen jatke.
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Todistus. Olkoot z1, ..., 2z, ne pisteet, joissa polynomiyhtélolla P(z,w) = 0 on alle n
ratkaisua. Olkoon
A={(zf):2€ C\{z,...,2m} ja f on funktion fy analyyttinen jatke}.

Oletetaan, ettd funktioelementti (z,g) toteuttaa polynomiyhtdlon P(z,g(z)) = 0.
Jos z ¢ {z1,..., 2z, }, niin riittdd osoittaa, ettd (z,g9) € A. Jos z € {z1,...,2Zm},

voidaan valita jokin piste Z € C\ {z1, ..., z,, } funktion g mééarittelyjoukosta. Selvésti
(Z, g) on funktioelementin (z, g) analyyttinen jatke, joten jilleen riittdd osoittaa, etté
(Z2,9) € A.

Lauseen 5.10 nojalla projektio
p:A—=C\{z,...,2m}, plz,f)==2

on peite ja lauseen 5.3 nojalla tiedetaén, ettd jokaisen pisteen z € C\ {z1,...,2m}
ymparistossa on tasmadlleen n eri analyyttistd funktiota f, jotka toteuttavat poly-
nomiyhtélén P(z, f(z)) = 0. Néin ollen lauseen viite seuraa, jos osoitetaan, ettd
#p = n.

Olkoon k = #p ja zo € C\ {z1,..., 2zm}. Olkoon
{(0, f1), - (20, fi)} = ' (20)

ja olkoon D jokin pisteen zy ympéristo, jossa kaikki funktiot f; ovat hyvin maaritel-
tyja. Maaritelladn kuvaus
k
R:DxC—C, R(z,w)= H(w — fi(2)).
j=1
Kertomalla auki kuvauksen R maéarittelevé tulo saadaan kuvaukselle R esitys
R(z,w) = wh + s1(2)w* ™ + s9(2)wF 2 + -+ + s3.(2),

missé funktiot s; : D — C ovat symmetriset funktiot

k
s() = =3 (),

s9(2) = Z fi(2) fi(2),
j;‘l;ll

su(2) = () [

Selvésti funktiot s; ovat analyyttisid, silld funktiot f; ovat analyyttisid. Lauseen
5.10 mukaan jokaista funktioelementtié (2o, f;) voidaan jatkaa vapaasti alueessa C\
{z1,...,Zm}, joten sama pétee funktioille s;.

Jos v on alueen C\ {z1, ..., 2z, } suljettu polku pisteesti zg, niin funktioelementin
(20, f;) analyyttinen jatke antaa jonkin toisen funktioelementin (z, f;). Merkitaén
tata indeksia
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jolloin tarkastelemalla kaikkien funktioelementtien (zy, f;) jatkeita polkua v pitkin,
saadaan jokin permutaatio

o:{l,...,5} = A{1,...,5}.

Talloin esimerkiksi funktion s; analyyttinen jatke polkua ~ pitkin antaa funktion

k
Z = chr(j)(Z)-

Summausjarjestystd muuttamalla ndhdaén, ettd tdméa on tésmélleen funktio s; itse.
Vastaavasti jokaiselle funktiolle s; analyyttinen jatke polkua «y pitkin antaa vain funk-
tion s; takaisin. Talloin lauseen 1.14 nojalla saadaan hyvin mééritellyt analyyttiset
funktiot

s; C\{z1,...,2m} = C,
jolloin voidaan laajentaa my6s funktio R funktioksi R: C\ {z1,...,2n} x C — C,

R(z,w) = wh + s51(2)w" ™ + s9(2)w" 2 + -+ + s1(2).

Lauseen 5.12 nojalla jokaisessa pisteessé zg € {21, ..., 2z} on olemassa luvut m; € N,
joille

lim f;(2)(z — 29)™ = 0.

Z—r20
Tasté seuraa, etta

lim s;(2)(z — 20)™ ... (2 — 20)™ =0,
Z—r20

joten symmetrisilla funktioilla s; on napa tai poistuva erikoispiste pisteissé z1, ..., 2.
Vastaavasti lauseen 5.12 avulla ndhdaan, ettd symmetrisilld funktioilla s; on napa
tai poistuva erikoispiste myos aarettomyydessé, jolloin lemman 5.13 nojalla ne ovat
rationaalifunktioita

si(2) = p;(2)/4;(2).
Asetetaan kaikilla j € {0,...,k — 1}

b(2) = si—5(2) [ [a(2) = p;(2) 1] a(2)
= 572?—]
ja
k
be(2) = [[a(2)
=1

Maéaritellaan naiden avulla polynomi
Q:C*—=C, Q(z,w) =bp(2)w" + -+ by(2) = R(z,w) [ [ ¢;()-

Jokaisessa pisteessd z € C\ {z1,..., 2m}

p (=) ={(z 1) (2 fi)}
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joillekin funktioelementeille (2, f1),...,(z, fx) € A. Funktioiden s; konstruktion pe-

rusteella
k

[0 = fi(2)) = 0" + a2+ 4 5a(2),
j=1
jolloin funktio R voidaan esittdd muodossa
k
R(z,w) = [J(w - fi(2)) = 0.
j=1
Erityisesti kaikille j € {1,...,k}

R(z, fi(2)) = [[(fi(2) = fi(2)) = 0.

=1

Toisin sanoen mille tahansa funktioelementille (z, f) € A on oltava R(z, f(z)) = 0.
Edelleen jokainen funktioelementti (z, f) € A toteuttaa polynomiyhtélon

Qz f(2)) = R(z f(2)) [ [au(2) = 0.

Télloin polynomeilla P ja @ on kaikilla z € C\ {z1,...,2,} yhteinen nollakohta
P(z,f(2)) =0 = Q(z, f(2)) jollekin (z, f) € A. Edelleen lemmojen 5.5 ja 5.6 nojalla
niilla on jokin yhteinen tekija. Toisaalta P on jaoton polynomi, joten polynomin P
on oltava polynomin () tekijé. Erityisesti polynomin () asteen on oltava vahintdan
polynomin P aste, eli &k > n. Polynomin () konstruktion perusteella taas k& < n, joten

#p=k=n.
O

Seuraus 5.15. Olkoon P jaoton polynomi ja olkoot f ja g algebrallisia funktioita,
jotka toteuttavat polynomiyhtilon P(z, f(2)) = P(z,9(z)) = 0. Tdlloin funktioiden f
ja g Riemannin pinnat ovat samat.

Todistus. Lauseen 5.14 nojalla funktiot f ja g ovat toistensa analyyttisid jatkeita,
joten molempien funktioiden Riemannin pintojen konstruktiossa analyyttinen jatke
maarad tasmalleen saman kokoelman funktioelementteja. Edelleen pinnoilla on samat
erikoispisteet, joten pinnat ovat samat. O

Lause 5.16. Algebrallisen funktion Riemannin pinta on kompakti.

Todistus. Olkoon R asteen n jaottoman polynomin P maadrdadmén algebrallisen funk-
tion Riemannin pinta ja olkoon {U, : @ € I} pinnan R avoin peite. Koska Riemannin
pinnalla on aina numeroituva kanta, on olemassa numeroituva alipeite {U; : j € N}.
Tehdaén antiteesi, ettd télla peitteelld ei ole dérellisté alipeitettd. Antiteesin nojalla
kaikille 7 € N,

Uhu---UU; #R,
eli on olemassa jokin piste

$j€Uj+1\<U1U"'UUj).
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Néiden pisteiden projektiot p(x;) € Co muodostavat télléin Riemannin pallon jonon.
Riemannin pallo on kompakti metrinen avaruus, joten jonolla (p(z;)) on olemassa
suppeneva osajono (p(y;)). Olkoon

zo = jli)rglop(yj) € Cw.

Olkoon r > 0 miké tahansa luku siten, ettd jokaisella punkteeratun kiekon pisteelld
z € B*(zp,r) C C polynomiyhtalolla P(z,w) = 0 on n eri ratkaisua w. Olkoon

k=#p (20

Talloin £ < n ja k < n vain jos pinnalla R on jokin haarautumispiste (zg,¢g). Joka
tapauksessa kiekon B(zg,r) C C, alkukuvassa p~'(B(z,7)) on téllsin k yhtenii-
syyskomponenttia. Olkoot Vi,...,V; C R ndmé yhtendisyyskomponentit, eli erillisia
avoimia joukkoja, joille
Viu---UV, =p YB(z,7)).
Koska p(y;) — 2o, on olemassa jo € N siten, ettd p(y;) € B(z,r) kun j > jo. Télloin
kaikilla 7 > 7jo
y; € ViU-- UV,
Erityisesti on olemassa jokin indeksi [ € {1,...,k} siten, ettd y; € V; ddrettomén

monella j > jo. Néistd pisteistd saadaan osajono (wj;), jolle selvésti p(w;) — zo.
Joukossa V; on yksikéasitteinen alkukuvapiste

w eV ﬂp_l(zo),

joten w; — w. Oletuksen mukaan {U; : j € N} on pinnan R peite, joten w € Uy
jollekin N € N.

Alkuperéisen jonon (z;) konstruktion perusteella voi olla z; € Uy vain, kun j < N.
Jono (w;) on tdmén jonon osajono, joten w; € Uy vain &érellisen monella indeksilla
j € N. Témaé on ristiriidassa jonon (w;) konstruktion kanssa, silld oletuksen mukaan
w; — w. TAmA ristiriita osoittaa, ettd tillaista jonoa (z;) ei voi olla olemassa, joten
on olemassa peitteen {U; : j € N} &érellinen alipeite ja véite on todistettu. O

Esimerkki 5.17. Olkoon
P(z,w) = zw* + w + 1.

Tarkastellaan polynomiyhtélon P(z,w) = 0 midrddméasd Riemannin pintaa. Tamén
polynomin derivaatta muuttujan w suhteen on
Py(z,w) =2zw + 1.
Jakoyhtélo polynomeille w — P(z,w) ja w — P,(z,w) antaa
1 1 1
P = a e Pw ) 11— R
(z,w) <2w+42> (z,w) + P

mista saadaan edelleen
42P(z,w) = (2zw + 1) P, (z,w) + 4z — 1.

Polynomiyhtélén P(z,w) = 0 kertaluvun k£ > 2 nollakohdat saadaan t&ll6in resultan-
tin

R(z) =4z —1
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nollakohdista, eli ainoa téllainen piste on z = 1/4. Muut ongelmapisteet saadaan
polynomin w — P(z,w) korkeimman asteen termin kertoimen nollakohdista, eli po-
lynomin

as(z) =z
nollakohdista, joita on tdsmaélleen yksi, z = 0. Néin ollen jokaisella z € C\{0, 1/4} po-
lynomiyhtélolla P(z,w) = 0 on tédsmélleen kaksi ratkaisua. Toisen asteen polynomin
ratkaisukaavalla saadaankin suoraan

—1+/T—4z
B 2z ’
mista saadaan pinnan R funktioelementit (z, f1) ja (z, fa),

—1+v1—-4z —1—+1—-4z
fi(z) = ja  fa(z) = -
2z 2z
Pisteesséd z = 1/4 on edeltavin péaéttelyn mukaan jonkin kertaluvun k& > 2 nollakohta,
mutta koska polynomin w — P(z,w) aste on 2, on oltava k = 2. Tdémé néhddan myos
esityksesta

w

P w)=1tw'+w+1=3w +4w+4) = L(w+2)%
jossa w = —2 on kaksinkertainen juuri polynomiyhtélolle. Pinnalla R on t&lldin kerta-
luvun 2 haarautumispiste (1/4, g). Tatd haarautumispistettd vastaa parametrisaatio

()= (-3 +1
Ratkaisemalla yhtalo
P(z),w)=((z= 1P+ D’ +w+1=(z—1)°+H{w+2)=0
muuttujan w suhteen saadaan
w=—-2+2(z— 1) ==+2z—2F 3,
joten funktioksi g kelpaa joko funktio

gi(z) = —2+2i(z—3)=2iz—2- L

tai funktio

go(2) = =2 = 2i(z — 1) = —2iz — 2+ L4
Huomaa, ettd ndmé funktiot tosiaan vastaavat samaa kertaluvun 2 haarautumispis-
tettd, silla kulman 7 kierto pisteen z = 1/4 ympéri antaa

g(—(z—3)+3)=-2+2i(—2+1)=-2-2i(z— 1) = ga(2).
Polynomin as(z) = z nollakohdassa z = 0 taas polynomiyhtélolla P(0,w) = w+1=0
on vain yksi nollakohta w = —1. Téssé tapauksessa pitdé tarkastella funktioiden f;
ja fo madrddmia haaroja erikseen pisteen z = 0 ympéristossa.
Funktion f; maéarittelevissa yhtélossa

-1+ v1—-4z
hiz) = 2z
seké osoittaja ettd nimittdja lahestyvat nollaa kun z — 0. Télloin 'Hospitalin sdannon
avulla ndhdéaan, etta funktiolla f; on raja-arvo pisteessa z = O:

—14++v1—-4z —4

lim fi(z) = lim = lim

z—0 2—0 2z z2—=0 4+/1 — 4z -
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Erityisesti funktio f; laajenee analyyttiseksi funktioksi pisteen z = 0 ympéristossa,
joten tdmé haara vastaa polynomiyhtélon P(0,w) = 0 ratkaisua w = —1. Funktion
fo tapauksessa taas osoittaja on pisteen z = 0 ympéaristossa nollasta eroava, joten
funktiolla fs on kertaluvun 1 napa pisteessda z = 0, eli fo on meromorfinen funktio
pisteen z = 0 ympaéristossd. Néin ollen myd6s pisteessd z = 0 on kaksi eri pinnan R
meromorfista funktioelementtié (0, f1) ja (0, fa).

Lopuksi tarkastellaan vield pistettd z = oo. Vastaavasti kuin haarautumispisteen
z = 1/4 tapauksessa, tarkastellaan polynomiyht&loéd sopivalla parametrisaatiolla.

Pisteen oo ympéristossd on jokaiselle pisteelle z kaksi funktioelementtia (z, f1) € R
a (z, fo) € R. Funktioelementin (z, f;) analyyttinen jatke suurta yksinkertaista ym-
pyrapolkua pitkin johtaa funktioelementtiin (z, f3) ja vastaavasti funktioelementin
(z, f2) jatke samaa polkua pitkin johtaa funktioelementtiin (z, f), silld suuret ympy-
rapolut kiertavét pisteen z = 1/4. Toisin sanoen pistetta z = oo vastaa yksi kertalu-
vun 2 haarautumispiste ja oikea parametrisaatio on talloin

C(z) = 2*.
Ratkaisemalla yhtalo
P23 w) =220’ +w+1=0
muuttujan w suhteen saadaan

—14+ /1 —422
222 '

Tassé taytyy olla tarkkana miten neliojuuren haara valitaan, jotta saadaan meromor-
finen funktio jossakin kiekossa B(oo, 7). Kun funktio z — 1 —422 ohittaa negatiivisen
reaaliakselin, tadytyy neliojuuren haaran vaihtua. Siis kun 2 ohittaa imaginaariakselin,
neliGjuuren haara vaihtuu. Jilleen saadaan kaksi vaihtoehtoa sopivalle meromorfisel-
le funktiolle riippuen siitd, kumpi neli6juuren haara kiinnitetdén jossakin pisteessé.
Asetetaan

w =

s:C\ {0} = {1,-1}, s(2)= {1_1J.OSJO_S i:g(A;gi g f %

jolloin
hn(2) —14+s(2)V1 —422 ha(2) —1—s(2)V1 — 422
z) = a Z) =
! 222 ! 2 222
ovat molemmat meromorfisia funktioita pisteen z = oo ympéristossia. Namé vastaavat
tosiaan samaa haarautumispistettd pisteessd z = oo, silld s(—z) = —s(z), jolloin

kulman 7 kierto pisteen oo ympéri antaa
—14+s(—2)y/1—4(=2)2 —1—s(2)V1—4z2?
2(—2) 2z
Niin ollen polynomiyhtilén zw? + w + 1 = 0 méirdimi Riemannin pinta koostuu

funktioelementeistd (z, f1) ja (z, f2) kaikilla z € C\ {1/4} ja kertaluvun 2 haarautu-
mispisteista (1/4, g1) ja (00, hy).

Edelld néhtiin, ettd jaottoman kompleksisen polynomin

P:C*—=C, P(z,w) Za]kzj
j+k=0
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nollakohtien joukko
A={(z,w) e C, P(z,w)=0}
laajenee kompaktiksi Riemannin pinnaksi, joka saadaan minké tahansa polynomiyh-
talon P(z, f(z)) = 0 toteuttavan algebrallisen funktion f Riemannin pintana analyyt-
tisen jatkeen avulla. Téllaista polynomiyhtélon nollakohtien joukkoa A kutsutaan al-
gebralliseksi kdyrédksi. Toinen lahestymistapa algebrallisten kiyrien tarkasteluun saa-
daan, kun nollakohtia tarkastellaan avaruuden C? sijaan kompleksisessa projektiivi-
sessa tasossa CP?.
Kompleksinen projektiivinen taso on avaruus

P*=C° \ {0}/N7
missa ekvivalenssirelaatio ~ maéaéaritellaan asettamalla
(20, 21, 22) ~ (Az0, Az1, Azg)  kaikilla A € C\ {0} ja (20, 21, 22) € C*\ {0}.

Tarkastelua varten polynomista P muodostetaan vastaava homogeeninen polynomi
méarittelemélla

P:C*—=C, P(u,zw) Z a; A whun Utk
j+k=0

Koska homogeeniselle polynomille
P(\u, Az, \w) = \"P(u, z,w) kaikille A € C\ {0},

voidaan mielekkédsti médritelld polynomin P nollakohtien joukko projektiivisessa ta-
sossa

A= {[u,z,w] € CP?>,  P(u,z w) =0}
Toisaalta, koska

P(1,z,w) = E aj w1 IR E a; 2wk = P(z,w),

j+k=0 j+k=0

alkuperéiinen nollakohtien joukko A € C? voidaan tulkita joukon A C CP? osajou-
koksi kdyttamalld kuvausta

¢:C* = CP?, ¢(z,w) =1, 2wl

jolloin ¢(A) C A. Joukko A siséltis kuitenkin enemmén tietoa kuin joukko A, silli
nollakohdille
0,z,w] € A
ei ole vastinetta joukossa A. Namé nollakohdat vastaavat nimittdin aiemmassa késitte-
lyssé polynomiyhtéalon P(z,w) = 0 méaradmén algebrallisen funktion kiyttaytymista
aarettomyydesséd (z — oo) ja funktion napoja (w — 00).
Esimerkiksi edelléd kasitellyn polynomin

P(z,w) = zw* +w+1
tapauksessa vastaava homogeeninen polynomi on
Pu, z,w) = zw® + v’w + u®.

Polynomiyhtalon )
P(0, z,w) = zw?
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nollakohdat projektiivisessa tasossa ovat piste [0, 1,0] € CP?, jota vastaa edelld kisi-
telty haarautumispiste (oo, h1), ja piste [0,0,1] € CP?, jota vastaa napa (0, f5). Tél-
14 tavoin saadaan vastaavuus polynomiyhtdlon P(z,w) = 0 méérdédméan algebrallisen
funktion Riemannin pinnan ja vastaavan homogeenisen polynomiyhtélon nollakohtien
joukon vilille. Algebrallisia kiyria kompleksisessa projektiivisessa tasossa on kasitelty
tarkemmin esimerkiksi kirjassa [5].
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