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Taméan tutkielman tarkoituksena on tarkastella menetelmié joilla voidaan las-
kea niin kutsuttuja Eulerin summia. Eulerin summia ovat Riemannin zeeta-funktion
C(s) =50, nl arvoja parillisissa ja positiivisissa kokonaislukupisteissi. Vaikka ky-
seessd, on joukko ddrettomid summia, niin Eulerin summien laskemiseksi on mahdol-
lista johtaa eksplisiittinen kaava. Téméa voidaan tehdd ainakin kahdella eri tavalla,
joista téssé tekstissd tarkastellaan ldhemmin ainoastaan toista.

Maééritellaén niin kutsutut Bernoullin luvut seuraavasti: Kehitetddn funktio —*

potenssisarjaksi, ja kutsutaan kyseisen potenssisarjan kertoimia Bernoullin luvuiksi

B,,. Masritelmin mukaan pitee siis =2~ = Y oo B, %r. Manipuloimalla tétd lause-
ez—1 n=0 n! )
ketta sopivasti voidaan 1oytidéd seuraava sarjaesitys: zcotz = Z;OZO(—KL)”B%(;—:)!.

Funktiolle z cot z on mahdollista johtaa my6s seuraavanlainen sarjaesitys: z cot z =
1—2%>, fri—:nn > pei 3w Potenssisarjat ovat samat tésmilleen silloin kun samaa
astetta olevien termien kertoimet ovat samat, joten néistd kahdesta sarjaesityksesta
voidaan asettaa termien z*™ kertoimet yhtisuuriksi, ja pienen sieventimisen jilkeen

saadaan kaava
=1 1 (—4)™ By, ™
2 = = _
¢(2m) ; f2m 2 (2m)!

Kaava on oikeastaan hdmméstyttavan yksinkertainen ottaen huomioon, etté silla saa
laskettua ddrettomén madrdn ddrettomid summia. Edelld mééaritellyt Bernoullin lu-
vut voidaan lukujen laskemisen helpottamiseksi maaritelld myos rekursion avulla, ja
ensimmaéisiksi luvuiksi saadaan laskettua By = 1, By = —1/2, By = 1/6, B3 = 0 ja
B, = —1/30. Téata tietoa kiyttamélla saadaan edellisen kaavan avulla laskettua kah-
deksi ensimmaéiseksi Eulerin summaksi (2) = 72/6 ja ((4) = 7*/90. Mielenkiintoinen
huomio on, ettéd mielivaltaisella n esimerkiksi osasumma Y, 7z on rationaalinen,
mutta raja-arvo on silti transkendenttinen 72 /6.

Edellisen lisdksi on olemassa useita menetelmié laskea yksittaisiad Eulerin summia.
Esimerkiksi Fourier-analyysi tarjoaa kaksi tyokalua: Parsevalin kaavan ja Fourier-
sarjan termeittdinintegrointilauseen. Soveltamalla Parsevalin kaavaa

1 [" -
- f(z)?de = Lad + g (a5 +b7),
. =
missé a; ja b; ovat funktion f Fourier-kertoimia esimerkiksi funktioon f : [—m, 7] — R,

f(x) = x? saadaan laskettua ((4).
Fourier-sarja voidaan integroida termeittédin mielivaltaisen vélin yli, toisin sanoen
patee

T2 T2 o )
/ f(z)dx = / lagdr + Z / (a; cos(jz) + b;sin(jz)) de,
T 1 j=17=

missé a; ja b; ovat edelleen funktion f Fourier-kertoimia. Soveltamalla tatéd tulosta
funktioon f : [-m, 7] = R, f(x) = x ja integroimalla yli vilin [0, 7] saadaan laskettua

¢(2).
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Johdanto

Tamén kirjoitelman tarkoituksena on tarkastella menetelmia joilla voidaan las-
kea niin kutsuttuja Eulerin summia. Eulerin summia ovat muotoa Y-, nik olevat
summat, missé eksponentti £ on parillinen ja positiivinen kokonaisluku.

Analyysin kursseilla ja oppikirjoissa todistetaan koko joukko lauseita, joilla voi
tutkia sarjan suppenemista. Sarjojen summien laskemiseksi ei kuitenkaan ole olemas-
sa mitddn yleispatevad menetelméd. Eulerin summien ollessa kyseessd on kuitenkin
mahdollista 16ytéda jopa eksplisiittinen kaava jolla saadaan ratkaistua kaikki summat.
Tamé kaava johdetaan téssd tutkielmassa kahdella eri tavalla, joista toinen perus-
tuu klassiseen sarjateoriaan ja toinen Fourier-analyysiin. Molemmissa tullaan tar-
vitsemaan lisdksi niin kutsuttuja Bernoullin lukuja. Liséksi tutkielmassa esitelldén
kourallinen erilaisia menetelmié, joilla saa laskettua yksittdisia Eulerin summia.

Téssé vaiheessa on hyva huomauttaa lukijalle, ettéd tutkielman ldhestymistapa on
joiltain osin ei-perinteinen; yleensd matemaattinen esitystapa noudattaa kaavaa mdd-
ritelmd - lause - lause joka todistetaan edellisen lauseen avulla - ... Tasséd tyOssa
kuitenkin valilla tehdddn jotain mielenkiintoista ja vasta sen jdlkeen maietitddin onko
timd perusteltua. Esitietoina lukijalta vaaditaan 1dhinné sarjateorian perusteiden ym-
mérrysté, ja tillaisen pohjan omaaville onkin tarjolla mielenkiintoista ja monipuolis-
ta siséltod. Tutkielman ensimmaéinen ja toinen luku sopivat kuitenkin vaikeustasonsa
puolesta vaikkapa harjaantuneelle lukiolaiselle.

Kahdessa ensimmaéisesséd luvussa tullaan mééritelmien ja pohjatulosten liséksi tar-
kastelemaan kahta eri keinoa summan y -, n—12 laskemiseksi. Luvuissa 3 ja 4 késitel-
ladn yleistd menetelméd laskea Eulerin summia, ja esitelldin muuta kiinnostavaa sar-
jateoriaa. Tutkielma pohjautuu suurimmilta osin Richard Courantin ja Fritz Johnin
Introduction to Calculus and Analysis teokseen [2] ja Tom M. Apostolin Mathema-
tical Analysis: A Modern Approach to Advanced Calculus teokseen [7]. Liséksi sar-
jateorian ja kompleksianalyysin perustulosten ldhteind on kaytetty Tero Kilpeldisen
Analyysi 3- ja Kompleksianalyysi-luentomonisteita [4], [5].



LUKU 1

Johdattelua ja méaritelmii

1.1. Maaritelmii

Aloitetaan mééarittelemélld Eulerin summat, jonka jalkeen ryhdytdén tarkastele-
maan niiden laskemista. Ensimmaéisend méériteltava funktio, Riemannin zeeta-funktio,
on muutenkin mielenkiintoinen funktio (se liittyy muun muassa alkulukujen jakau-
maan lukusuoralla), mutta tissd tutkielmassa sitd kdytetaéin ainoastaan Eulerin sum-
mien méadrittelyyn. Lisiksi seuraavassa osoitetaan, ettd Riemannin zeeta-funktio sup-
penee koko médarittelyjoukossaan.

MAARITELMA 1.1. Mééritellddn funktio ¢: ]1,00] — R,

o0

(=3~

ns’
n=1

Téata funktiota kutsutaan Riemannin zeeta-funktioksi.

HuomAuTUs 1.2. Lukusarjan médritelmén mukaan

> 1 |
= — =1 —
((s) =) — = lim (Z n)
n=1 n=1
Ennen kuin jatketaan zeeta-funktion analyyttisempéé kasittelyéd perustellaan ku-
vasta katsomalla, ettd Riemannin zeeta-funktio suppenee muuttujan s arvoilla s > 2.

Vaikka pelkkad kuvaan perustuvaa péadttelyé ei tietenkdén voi pitda tarkkana perus-
teluna, niin kuva antaa usein hyvié ideoita sille miten asiat todellisuudessa ovat.

LAUSE 1.3. Riemannin zeeta-funktio suppenee arvoilla s > 2.

TobisTtus. Kiytetddn todistuksessa apuna tietoa siitéd, ettd geometrinen sarja
14+1/2+1/4+1/8 4 1/16 + ... suppenee ja sarjan summa on y .., 1/2F = 2.
Perustellaan tamakin tulos kuvan avulla: Kun tulkitaan sarjan termit ensimméista
lukuunottamatta pinta-aloiksi niin huomataan, ettd ne tayttavat nelion jonka sivun
pituus on yksi (kuva 1.1). Kun téhén lisitd4n ensimméinen termi, saadaan summak-
si kaksi. Tutkitaan sitten tapausta ((2). Tarkastellaan suorakulmiota jonka kannan
pituus on kaksi ja korkeus yksi. Jaetaan kanta siten, ettd jakopisteet ovat edelld tar-
kastellun geometrisen sarjan termien méadrddmit. Tulkitaan sarjan ((2) termit taas
pinta-aloiksi. Sarjan ensimmaéinen termi on 1, joten se tayttaa puolet suorakulmiosta.
Seuraavat termit ovat 1/4 ja 1/9. Niiden summa on pienempi kuin 1/4+1/4 = 1/2,
mikéd on tarkastellun suorakulmion seuraavan lohkon ala. Edelleen sarjan nelja seu-
raavaa termié ovat 1/16, 1/25, 1/36 ja 1/49, joiden summa on taas pienempi kuin
4-(1/16), mikd on suorakulmion seuraava palanen. Néin jatkamalla huomataan, etta

2
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Kuva 1.1. Geometrisen sarjan summa pinta-alaksi tulkittuna.

sarjan ((2) summa on pienempéd kuin kaksi (kuva 1.2). Kun muuttuja s saa suurem-
pia arvoja kuin kaksi, niin sarjan summa luonnollisesti pienenee. Néin ollen viite on
tosi.

Kuva 1.2. Sarjan ¢(2) summa pinta-alaksi tulkittuna.
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Perustellaan sama tulos vield tarkasti. Itse asiassa huomataan, etté sarja suppenee
vield hieman suuremmassa joukossa kuin edelld saatiin kuvasta padteltyé.

LAUSE 1.4. Riemannin zeeta-funktion mddaradmd sarja suppenee kaikilla muuttu-
jan s arvoilla joille s > 1.

Tobistus. Todistetaan funktion suppeneminen kayttamalla integraalitestid, joka
on yksi monista lukusarjan suppenemisen tutkimiseen tarkoitetuista testeista. Inte-
graalitestin idea on seuraavanlainen: Olkoon funktio f: [1,00] — [0, 00[ jatkuva ja
vihenevé funktio, ja a, = f(n). Télloin sarja Y~ a, suppenee jos ja vain jos epé-
oleellinen Riemann-integraali

o
/ f(z)dx
1

lim (/:f(x) dx) < o0

Integraalitestin tarkka todistus sivuutetaan téssé tutkielmassa. Se 16ytyy esimerkiksi
Tero Kilpeldisen Analyysi 3-luentomonisteesta ([4, 4.15.]). Kuitenkin jo kuvasta kat-
somalla voidaan 16yté4 intuitiivinen perustelu lauseen toiselle suunnalle; jos integraali
suppenee niin sarja suppence. Tarkastellaan esimerkkind sarjaa Y - % ja funktiota
[ 1,00 = [0,00[, f(x) = 1/2z. Funktio f toteuttaa selvisti integraalitestin vaatimat
oletukset. Tulkitaan nyt jokainen sarjan termi suorakulmioksi jonka kannan pituus on
1 ja korkeus 1/n. Asetetaan néamé suorakulmiot sopivasti koordinaatistoon funktion
f kuvaajan kanssa (kuva 1.3). Kuvasta ndhd&dén, ettd suorakulmioiden yhteenlasket-
tu pinta-ala on pienempi kuin funktion f kuvaajan ja x-akselin viliin jadvé pinta-ala
(pois lukien sarjan ensimméinen termi, joka ei vaikuta suppenevuuteen millédén taval-
la). Siispd jos funktion f epéoleellinen integraali yli vélin [1, 0o[ suppenee, niin myds
sen "alle jadvan” sarjan tdytyy supeta. Muille sarjoille ja vastaaville funktioille voi-
daan kayttdd vastaavaa mallinnusta, ja edelld esimerkkind kaytetty sarja valikoitui
havainnollistukseksi lahinné piirtoteknisistd syisti. Itse asiassa sarja y -, % (ja vas-
taavan funktion integraali) ei edes suppene, kuten seuraavassa tullaan osoittamaan.

Ryhdytéén nyt tarkastelemaan funktiota f: [1,00[ — [0,00[, f(z) = 1/2*%, s € R.
Funktio f on jatkuva, seké selvisti myos vaheneva. Nyt péatee

suppenee, eli jos

loge, joss=1

C Cl
dx = —dr = 1
J fwrde= [ S (1), Joss AL

Siten integraalin raja-arvolle pétee

1
1 —, joss>1
lim(/ —de>— s—1 Jo5 8
T \J1 X 400, joss < 1.

Néin ollen integraali
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05

Kuva 1.3. Funktion f(z) = 1/z kuvaaja ja sarjan ), + summa
geometrisesti tulkittuna.
suppenee jos, ja vain jos s > 1. Siispd myos vastaava lukusarja ZZO 1 % suppenee
tdsmaélleen silloin, kun s > 1. Riemannin zeeta-funktion métélrittelyjoukko on |1, 00/,
joten funktio suppenee koko méarittelyjoukossaan. 0

MAARITELMA 1.5. Eulerin summiksi kutsutaan Riemannin zeeta-funktion arvoja
parillisissa kokonaislukupisteissi ¢(2m), m € Z..

HuomAuTUs 1.6. Edelld todistetusta lauseesta seuraa oleellisesti se, ettéd kaikki
Eulerin summat ovat suppenevat ja ovat siten dérellisia.

Vaikka Eulerin summat ovat ddrettomié, niiden arvojen laskemiseen on olemassa
useita erilaisia menetelmié joita tdssd tutkielmassa on tarkoitus tarkastella. Aloitetaan
laskemalla ensimmaéinen Eulerin summa, ((2). Lasku itsessdéan on helpohko ja sen
ymmaértad helposti jos tuntee sinifunktion ja polynomien kidyttaytymisen.

1.2. Funktio sinc ja ensimméiinen Eulerin summa

Maééaritelladn funktio sinc: R — R,
1, kuinz =0
sinc(r) = ¢ sin(x)
x

Funktion sin(z) nollakohdat ovat 4+, £27, 437, ..., ja funktiolla sinc(z) on nyt sel-
vésti samat nollakohdat. Polynomit voidaan tunnetusti esittdé tulona nollakohtiensa
avulla. Jos nyt sinc olisi "oo-asteinen polynomi”; se voitaisiin esittdd samoin tulona,

eli muodossa
sin(z)

muulloin.

T
3T

=(1 (1+ )(1——)(1+2ﬂ)(1——)(1+ o)

T 2 3
- - 505

42 972
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Tuloesityksessikin saadaan selvésti muuttujan x arvolla 0 funktion arvoksi 1, joten
sekin ehto on kunnossa. Tarkastellaan nyt tuloesitystd hieman tarkemmin. Muodolli-
sesti, jos tulo kirjoitetaan auki, saadaan

sin(z) x? x? 7 2

P P2 Sl e S T R
_1_332_1,2_332_1,2_ +x4+a:4+x4+ _xG_
N w2 4n?2 92 1672 Art - 97rt o 167 3676

Kun tulo kirjoitetaan auki, huomataan etta se sisiltda selvésti sarjan

1 1 1 9
—\ 12n2 +227T2 +327r2 T )
seké sen lisdksi muuttujan x korkeampia potensseja. Toisaalta, kun kiytetddn sini-
funktion Taylorin kehitelméé, voidaan funktio sinc esittdd muodossa
sin(x 1 1 1
6 _1f,

1
3 5 7
_Qx +§x _ﬁx +)

x x
Ly 14 134
—1—590 —l—ax —ﬁx + ...
Funktio sinc oli alunperin tulkittu polynomiksi, ja kaksi polynomia ovat samat
tdsmélleen silloin kun samaa astetta olevien muuttujien kertoimet ovat samat. Siispa

muuttujan 22 kertoimille on oltava

1 1 1 1 1
w2 4n?2 9n2 1672 3l
Kerrotaan yhtild puolittain vakiolla —7? ja saadaan
1+1—|—1—|—1+ _7r2_7r2
49 16 3l 6
Eli toisin sanoen
2
2) = —.
) ="

tullaan osoittamaan myohemmin kappaleessa 4.5, kunhan saadaan ensin kayttéon
riittdvisti tarpeellisia tyokaluja. Osa pédttelystd on siis vield tyhjan paalld, mutta
jatketaan ja tarkastellaan seuraavaksi toista, hieman tarkempaa tapaa laskea Eulerin
summia.



LUKU 2

Kompleksianalyyttinen ldhestymistapa

2.1. Alkeisfunktiot kompleksitasossa

Téassé kappaleessa tarkastellaan lyhyesti kompleksilukuihin liittyvid mééritelmié
ja tuloksia, joita tarvitaan mydhemmin Eulerin summien késittelyssd. Muistetaan,
ettd kompleksiluku z € C on muotoa z = x+1iy, missé z,y € R ja imaginaariyksikolle
i pitee > = —1. Sanotaan, ettd téitd muotoa olevan luvun z reaaliosa on Re(z) := z
ja imaginaariosa Im(z) := y.

LAUSE 2.1 (de Moivren kaava). Kaikille luvuille @ € R jan € N pdtee

(cos @ +isinf)" = cos(nf) + isin(nf)

Tobistus. Tehdaédn induktiotodistus muuttujan n suhteen. Kun n = 1, on viite
triviaalisti tosi. Oletetaan sitten, ettd viite patee jollekin kokonaisluvulle £ € N ja
osoitetaan trigonometristen funktioiden summakaavoja hyddyntéen, ettd véite pétee
my6s muuttujalle n = k + 1:

(cosf + isin 0)F = (cos @ + isin0)*(cos @ + isin 0)
= (cos(k) + isin(k#))(cos O + isin b)
= cos(kf) cos 0 + cos(k6)isin 0 + isin(k@) cos + isin(kf)isinf
cos(kf) cos @ — sin(k0) sin 0 + i (cos(k@) sin 6 + sin(k6) cos 0)
cos(k:@ +0) + i (sin(k0 + 0))
cos((k+1)0) + i (sin((k + 1)6))

Induktioperiaatteen nojalla véite on siis tosi. U

Maaritelladn sitten kompleksinen eksponenttifunktio sekéd hyperboliset funktiot, ja
tarkastellaan niihin liittyvia tuloksia. Reaalinen eksponenttifunktio voidaan kehittaa
Taylorin sarjaksi, ja sarjaesitys on

o N
Muistetaan lisiksi, ettii i2 = —1, 1> = —i, i* = 1,4° = 4, i® = —1, ja niin edelleen. Kun

liséiksi muistetaan sinin ja kosinin Taylorin kehitelmét, voidaan formaalisti laskea

7
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2 3 4 5
A
Yy _Z _ 7 g < _
e T TR TR
2 4 3 5
1Y .Y i LY
TR TR Al ety )

=cosy +isiny

Kun sovelletaan lisiiksi reaalisen eksponenttifunktion laskusidintod e*e? = e, on
kohtalaisen perusteltua mééritelld kompleksinen eksponenttifunktio seuraavalla ta-
valla:

MAARITELMA 2.2. Olkoon z = z + iy € C. Funktio
exp(z) := e* := e*(cosy + isiny)
on kompleksinen eksponenttifunktio.

Osoitetaan vield , ettd myos kompleksiselle eksponenttifunktiolle piatee ominaisuus
ete¥ = Y. Tamin jilkeen todistetaan lause 2.1 uudestaan, ja huomataan, etti
uuden tyokalun kayttoonotto tarjoaa usein uusia ja tehokkaampia tapoja késitella
ongelmia.

LEMMA 2.3. Olkoot luvut z,w € C muelivaltaisia ja n € N. Talloin pdtee

(i) e = e*tv
(i) () = e

TobisTus. i) Olkoot z = z+ iy ja w = u-+iv. Viite seuraa suoralla laskulla eks-
ponenttifunktion méairitelmésta sekd trigonometristen funktioiden laskusdannoisté:

z W x U

e*e” = e®e"(cosy +isiny)(cosv + isinv)

COSY COSU + 1 cosysinv + i cosvsiny — siny sinv)

*H(cosy cosv — sinysinv + i(cos y sinv + sin y cos v))

(
— eeru(
—e (
" (cos(y +v) +isin(y +v))
— ez—l—w
Viite ii) seuraa viitteesté i) helpolla induktiolla. O

Nyt huomataan, ettd lause 2.1 seuraa suoraan edellisen lauseen ii) kohdasta eri-
koistapauksessa z = 0 + 20:

(cosf +isinf)™ = ("7 = e = cos(nf) + isin(nd)
Madritelladn tédssd yhteydessid myos hyperboliset funktiot joita tarvitaan myo-

hemmin tutkielman kolmannessa luvussa, silld kompleksitasossa ne liittyvét laheisesti
trigonometrisiin funktioihin, kuten seuraavassa huomataan.

MAARITELMA 2.4. Hyperbolinen sini on funktio sinh : C — C, sinhz = 1(e” —

e~") ja hyperbolinen kosini on funktio cosh : C — C, coshz = %(ex + e~ "). Lisdksi
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hyperbolinen tangentt: maaritelladn luonnollisella tavalla, tanh : C — C,

sinh z et —e’ "
tanhz = =
coshz e*+4e®

LAUSE 2.5. Hyperbolisille funktioille pdtee cosh(iz) = cosx ja sinh(iz) = isinz.

TobisTus. Viite seuraa suoraan eksponenttifunktion méaéritelmésté, kosinin pa-
rillisuudesta (cos(z) = cos(—z)) ja sinin parittomuudesta (sin(x) = — sin(—=z)):

cosh(iz) = l(em +e ) = L (cos(x) + isin(x) + cos(—z) + isin(—x))

2 2
= cos(x)
Vaitteen toinen osa todistetaan vastaavasti. O

2.2. Ensimméiinen Eulerin summa trigonometriaa ja algebraa hydédyntéien

Tassd kappaleessa lasketaan ensimméinen Eulerin summa kayttden apuna edel-
14 todistettuja kompleksianalyysin tyokaluja, seké trigonometristen funktioiden omi-
naisuuksia. Lisédksi tarvitaan seuraavaksi todistettava lemma, joka antaa yhteyden
polynomin juurten ja kertoimien vélille.

LEMMA 2.6 (Vietan kaavat). Mielivaltaisen polynomin q(z) = apa™ + a,_12" ' +
o ayr + ag juurille x1,xo ..., x, pitee T + Ty + -+ X, = —“Z—;l.

TobisTus. Polynomi g(x) voidaan esittdé juuriensa tulona, ja edelleen laskemalla
tulo muodollisesti auki saadaan

q(7) = apz™ + ap_12" "+ arr + ag
= a, (:B”+ag—;1x”_1+---+g—jl:v+g—g>
=ap(r—zp)(x —2pq)... (T —x7)

— an ("L‘n — (Il + ajz + e + xn)xn_l _I_ P _|_ (_1)71(3311'2 .. .l‘n)> .

Polynomit ovat samat tdsmélleen silloin kun niiden samaa astetta olevien muuttu-
jien kertoimet ovat samat, joten astetta n — 1 olevien termien kertoimista saadaan
an_1/a, = —(x1+x+- - +1,), ja edelleen kertomalla puolittain vakiolla —1 saadaan
viite. U

HuomAuTUs 2.7. Ylldolevasta lemmasta saadaan tietty muitakin yhteyksié juur-
ten ja kertoimien vélille, esimerkiksi ag/a, = (—1)"(x123 - - - x,) ja niin edelleen.

Ryhdytdén sitten tarkastelemaan Eulerin summan laskemista. Toistaiseksi kiin-
nitetddn kokonaisluku n > 0, ja kokonaisluvuille 1 < k < n asetetaan 6, = %
Ensimmaiseksi kdytetadn edelld todistettua De-Moivren kaavaa sekd Newtonin bino-
mikaavaa, ja konstruoidaan polynomi jonka juuret ovat cot?(6) = cos?(6y)/ sin*(6}),
k=1,...,n. Merkitdan seuraavassa 0, =: 0, ja lahdetdin etsimédén luvulle 0 esitys-

muotoa josta loydetddn haluttu polynomi:
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0 = sin(km) = sin((2n + 1)8) = Im[cos((2n + 1)8) + isin((2n + 1)0]
= Im[(cos 6 + isin §)*" ]

2n+1
2n—+1
I 2 2n+1—k9 ko k9
= 1m [ ( k )COS 7 S1n

=0
2 1 2 1
=Im K n0+ )cos2”+10-1-1—|— ( n1+ )cosQ”HisinQ

2 1 2 1
+ ( n2~|— ) cos®™ 10 - (—1) -sin® 6 + ( n;— ) cos®™ 20 - (—i)-sin® O + ...

Kun muistetaan imaginaariyksikon ¢ potenssien kayttaytyminen, niin ylldolevasta au-
kikirjoitetusta summalausekkeesta huomataan heti, ettd summan termit sisaltavat
imaginaariyksikon ainoastaan parittomilla indeksin &k arvoilla. Koska ollaan kiinnos-
tuneita ainoastaan summan imaginaariosasta, niin kaikki parillisilla indekseilld &k saa-
tavat termit voidaan karsia pois. Kun liséiksi huomioidaan vakion ¢ potenssien mer-
kinvaihtelu, niin ylldoleva lauseke saadaan kirjoitettua muodossa

. 2n + 1
0= Z(—l)k (22_—:: 1) cos?" k) g sin?*+1 g

k=0

- 2n+1 sin?"=*) g
= § —1)* 2(n—k) g gin2k+1 9—
—0( ) (2k + 1) o8 sin sin?("=k) g

_ i<_1>k 2n + 1 cos®™ M g gin2kH1H+2(n—k) g
— 2k +1/ sin®"=* g

& 2n+1
= Z(—l)k( ) cot?(n=k) 0) (sinQ’"”rl «9)
( — 2k +1

) # 0 kun k£ = 1,...,n, niin tulon nollasdannén

Koska sinifunktiolle péatee sin (
nojalla polynomin

() = Z (5} vr

juuret ovat tdsméilleen muotoa cot? ;.
Nyt Vietan kaavojen mukaan polynomille p(z) pétee

Zn: Zcot (0r) = ("y7) _ @n+1)2020-1) _ n@2n-1)
tan?(6y)

Gty 3-2-(2n+1) 37

mista edelleen
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= 1 "L sin?(0y) + cos?(0r) < )
; sin(6) ; sin®(0,) ; (1+ cot™(6r))
n(2n—1)  2(n+1)n
33
Vililla [0, 7] on voimassa my®s epéyhtélopari tanz > z > sinz, eli pdtee myos
tan(fy) > 0 > sin(fy). Tarkastellaan ndiden lukujen kddnteislukuja, jolloin epéyhtéa-

16n suunta kaantyy. T&lloin saadaan m < é < m, misté edelleen nelidimaéalla
1 1 1

1l 1
tan?(f) — 67 — sin?(6y)"

Tamé epayhtalo pétee kaikilla indekseilld k&, joten kun lasketaan summa yli in-
deksien k =1,2,...,n, niin myés summille pétee kaksoisepéayhtalo

= 1
Z tan? Gk Z 07 — Z sin?(0y)

Sijoitetaan tdhén epdyhtaloon edelld 1asketut summat oikean ja vasemman puolen

sarjoille, seké tehdddn myos sijoitus 0, = 57+ +1 kuten alussa asetettiin. Télloin saadaan

n(2n —1) <Z(2n+1) 2(n+1)n
3

Kerrotaan tdmé epéyhtélo vield vakiolla m ja saadaan lopulta

32n+1 kQ_ 32n+1)
Kun lasketaan raja-arvot muuttujan n lahestyessa ddretontd huomataan, ettd seké

epayhtaloparin vasemmalla etté oikealla puolella olevat osaméérit lahestyvét arvoa
72 /6. Talloin suppiloperiaatteen nojalla pitee myos

n
1

li —=((2)=—

fim ) g =<@)
Ensimmaiselle Fulerin summalle saatiin siis tdlldkin tavalla laskettua sama arvo kuin
ensimmaisesséd osassa. Edelld esitetty pédttely ei myoskadn sisélla samanlaisia auk-
koja kuin ensimmaéinen, jossa oletettiin ettd "ddretonasteinen polynomi” kayttaytyy
samoin kuin tavallinen, &irellistd astetta oleva polynomi. Jatketaan sitten Eulerin

summien tarkastelua toisesta ndkokulmasta, ja katsotaan saadaanko laskettua ensim-
méisen summan, ¢(2), lisdksi myos muita summia.



LUKU 3

Bernoullin lukuja ja Eulerin summia

Tassd luvussa johdetaan yleinen kaava n. Eulerin summan laskemiseksi. Tama
tehd&én tarkastelemalla niin kutsuttuja Bernoullin lukuja. Liséksi sivutuotteena saa-
daan kaava tangenttifunktion sarjakehitelmaélle, jonka tarkka johtaminen tehd&an lu-
vun viimeisessd kappaleessa. Ensimméinen, Bernoullin lukujujen ja Fulerin summien
yhteytta kisittelevd kappale pohjautuu Grahamin, Knuthin ja Patashnikin Concre-
te Mathematics-teokseen [1, 6.5]. Toisesssa kappaleessa, jossa perustellaan tarkasti
ensimméisessi kappaleessa tehtéavit padttelyt taas kdyttdd lahteend Apostolin Mat-
hematical Analysis-teosta [7, 13] sekd Janne Koposen Pro Gradu-tutkielmaa [6]. Aloi-
tetetaan kuitenkin méarittelemélld Bernoullin luvut.

3.1. Bernoullin luvut

MAARITELMA 3.1 (Bernoullin luvut). Maéritellaan lukujono (B,,)5e_, rekursiivi-
sestl

“ 1
3 (mf )Bj —[m=0], kaikille m >0,
i=o N J

1, kinm=20
m=0]= { 0 muulloin.

misséa

Luvulle B,,, m > 0 saadaan liséksi laskettua eksplisiittinen rekursiolauseke:

m—1

1 1

| (m;j )Bk
m —+ o

Lasketaan esimerkkind muutama ensimméinen Bernoullin luku maéaritelméa kayt-

taen:
1
m=0: (0)30230:1

2 2 1

0 1
3 3 3
mistd B 1
76

s (e (G (- ()

=1-1+4-(=1/2)+6-(1/6) +4B; =0, mistd Bs=0.

12
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Seuraavat Bernoullin luvut saa laskettua vastaavasti, ja muutama niista 16ytyy allao-
levasta taulukosta.

| n |O] 1 |2]3]4]5]6]|7][8]|9]10]11] 12 |

Bt ol 5 lols ol 5ol g oo

Bernoullin luvut voidaan méaritella myd6s niin sanotun generoiwan funktion avulla:

Kehitetddn funktio —*5 potenssisarjaksi, jolloin Bernoullin luvut saadaan esille kysei-
sen potenssisarjan kertoimista. Téssé vaiheessa epéileva lukija voi toki miettid onko
kyseiselld funktiolla edes suppenevaa sarjaesitysta? Lisdksi yhteys rekursiivisesti maa-
ritellyn lukujonon ja erédén potenssisarjan kertoimien vililla saattaa tuntua hieman
kaukaa haetulta. Naihin kysymyksiin palataan tarkemmin tdmén luvun loppupuolella.
Téssé vaiheessa tyydytédén uskomaan, ettéd funktiolle —*5 on todella olemassa sup-
peneva sarjaesitys, ja tdmén sarjan kertoimista todella 1oydetédén edelld méaaritellyn

lukujonon termeja. Toisin sanoen pétee

z > z
(3.1) =Y B,

missd luvut B, ovat Bernoullin lukuja. Miksi samalle lukujonolle sitten tarvitaan
kaksi hyvin erilaista méédritelmda? Kun kaytetddan generoivan funktion mééritelméa,
voidaan Bernoullin luvuilla "laskea” ilman, ettd tiedetddn yhdenkédédn luvun arvoa
(kuten seuraavassa tullaan tekemidn). Toisaalta generoivan funktion avulla on erit-
tdin hankala méaaratéa eksplisiittisesti yhdenkdin Bernoullin luvun arvoa, joten téssé
rekursiokaava on parempi tyokalu. Lahdetéén sitten kuitenkin tutkimaan, miten Ber-
noullin luvut ja Eulerin summat liittyvit toisiinsa, ja palataan Bernoullin lukujen
yksityiskohtaisempaan tarkasteluuun myéhemmin.

Lisitéddn yhtélon (3.1) molemmille puolille 3z, jolloin vasemmalta puolelta saa-
daan

z 2 zer+1l zefPye 2 2 z
(3:2) ¢ 172 2e-1 2ef_c2 320y
missé funktio coth on hyperbolinen kotangentti; coth z = cosh z/ sinh z.
Funktio coth(z/2) on pariton funktio, ja kun sité kerrotaan niin ik&én parittomalla

funktiolla f(z) = z/2, saadaan parillinen funktio. Siispd myos funktion

taytyy olla parillinen. Méaaritelménsd mukaan parilliselle funktiolle patee koko maa-
rittelyjoukossaan g(z) = g(—=z), joten téytyy olla

0 n > n 0 n,n N n

z (—2) (=1)"z 2

D Buy= ) Bim= ) Bo— = ) (CU'Ban
n>0,n#1 n>0n#1 n>0,n#1 n>0,n#1

Siis on oltava voimassa B, = (—1)"B, kaikille n # 1, mistd voidaan paitelld, etta
B, =0 jos n > 3 on pariton. Kaavasta (3.2) saadaan edelleen
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2z 27— (22) & Z2n
the = 23" B, =N " 4"By,
S = § " (2n)! 7; 2 (2n)]

Lauseen 2.5 mukaan trigonometristen funktioiden ja hyperbolisten funktioiden vélilla
patevit muunnoskaavat

sinz = —isinhiz ja cosz = coshiz.

Siispé kotangentille pétee cot z = cos z/ sin z = coshiz/(—isinhiz) = i coshiz/sinhiz =
1 coth 7z, mistéa edelleen

- o (222)211 B & . »2n
(33) zcotz = HZ:O BZ”W = Z(—4) BgnT

Funktiolle z cot z patee myos kaava

B > 22 B 2, 22 1
zeotz =1 —2Zm =1 —22 ]g27'['21_—7"2'
k=1 k=1 k272
Huomataan, etta oikealla oleva sarja sisdltdd geometrisen sarjan, jolle péatee tunnettu

summakaava

[e.9]

=2

1—q =

Edelleen z cot z voidaan siis esittaa muodossa

o 22 o0 22 n
ZCOtzzl—QZW Z(W)
k=1 n=0

Oletetaan nyt, ettd summausjirjestyksen muuttaminen on mahdollista, jolloin saa-

daan
o9 22 o) 22 n oo 00 2'2 n+1
a3 (3 (—W) )12 (i)
n=0 n=0 k=1
2(n+1)
=1-2 Z 2(nt1) Z k? (n+1)

2m°°

_1_2Z7T2mzk2m missi m=n-+1

m=1

Summausjérjestyksen muuttaminen todella on sallittua, mutta tarkempi perustelu
sivuutetaan tésséd tutkielmassa. Karkeasti ottaen idea on sama kuin yksinkertaisen,
itseisesti suppenevan sarjan tapauksessa: Edella tarkastellussa kaksoissarjassa kaik-
ki termit ovat positiivisia ja molemmat sarjat suppenevat, joten summausjérjestysta
voidaan muuttaa. Todistus télle tulokselle ja lisdtietoa kaksoissarjoista loytyy kirjal-
lisuudesta (ks. esimerkiksi [7, 12-15]).
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Nyt ollaan siis tilanteessa, jossa funktiolle z cot z on saatu kaksi erilaista esitys-
muotoa

e . ZQm o Z2m e 1
m= m=1 k=1

Huomataan, ettd molemmista 16ytyy termi z2™. Potenssisarjat ovat samat tidsmiél-
leen silloin, kun vastaavanasteisten termien kertoimet ovat samat, joten merkitdan
kertoimet yhtasuuriksi ja pienen sieventdmisen jidlkeen saadaan lopulta tulos

1 <—4)mB2m7T2m
2 (2m)!

(3.4) Z kzim =((2m) = —

Nyt ollaan siis l16ydetty yhteys Bernoullin lukujen ja Fulerin summien vilille. Kaa-
va on oikeastaan himméstyttavin yksinkertainen ottaen huomioon sen, etté silld saa
laskettua ddrettoméan méadrdan ddrettomid summia. Kahdessa edellisessd luvussa saa-
tiin ensimméisen Eulerin summan arvoksi laskettua ((2) = 7?/6. Katsotaan antaako
tdmé Bernoullin lukuja kayttdva menetelmé saman lopputuloksen:

C(2-1):_%W:%'

Ensimmaiselle Eulerin summalle saatiin siis sama arvo kuin edelld. Lasketaan viela
seuraava summa, kun nyt kerran saatiin hieno tyokalu tdhén tarkoitukseen:

116-(1/30) - 74 4

Kuitenkin tdmékin péattely siséaltdd vield muutamia aukkoja. Alussa oletettiin,

etta
z > 2"
ec—1 Z B"H’
n=0

miké todistetaankin seuraavaksi. Bernoullin luvut vedettiin myos niin sanotusti ha-
tusta, joten herdd myos kysymys mitd ndméa luvut ovat ja mistd ne oikein tulevat?
Téatéa valotetaan hieman mychemmin, mutta nyt edelld mainittuun todistukseen.

3.2. Lauseita potenssisarjoille ja Bernoullin luvuille

Téssa kappaleessa perustellaan yksityiskohtaisesti, ettd Bernoullin lukujen mé&é-
rittely generoivan funktion avulla on jarkevid. Aluksi todistetaan kaksi lausetta joi-
den avulla halutun péaéttelyn voi tehdé, ja sen jélkeen tutkitaan vield lyhyesti miten
paljon helpommin asiat olisivat jos kaytossé olisi kompleksianalyysin kovia tuloksia.

LAUSE 3.2. Olkoot annettuna kaksi origon suhteen kehitettyd potenssisarjaa:
f(z) = Zanz", missi z € B(0;7), ja

g(z) = anz”, missd z € B(0; R).
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Jos kiinnitetylle z € B(0; R) pdtee Y, |b,2"| < r, niin kyseiselle z pitee

Flg(2) = azt,

missd kertoimet ¢y saadaan seuraavasti: Mddritellddn luvut by(n) yhtdlolld

g(2)" = (Z bkzk> = Z bi(n) 2",
k=0 k=0
jgolloin ¢, =307 yanb(n), k=0,1,2,...

TopIsTus. Oletuksen mukaan valitaan siis z siten, ettd > |b,2"| < r. Télléin
pétee myos |g(z)| < r, joten saadaan

F9(2) =D ang(2)" =D > anbr(n)".

n=0 k=0
Nyt jos summausjérjestyksen muuttaminen on mahdollista, saadaan

f(g(Z)) - Z <Z anbk(n>> Zk - Z Cka,

k=0 \n=0 k=0
miké olikin todistettava véite. Perustellaan vield, ettd edelld tehty summausjarjestyk-

sen muuttaminen on sallittua ja todistus on valmis. Taméa tehddan osoittamalla, etté
sarja f(g(z)) suppenee itseisesti, eli etté sarja

(3.5) DD lanb(m)zF[ =) lanl Y [bi(n)2"]

n=0 k=0

suppenee. Jokainen kerroin by (n) on dérellinen summa muotoa

bk(n) = Z bm1 e bmna

M1t mn=k
jasiten [bp(n)| <> b |+ [bm,|. Toisaalta pitee
(Z lbk'Z’“) =3 Bim)#,
k=0 k=0
missd Bi(n) = >, v g by | -+ - [0, |- Kun nyt palataan sarjaan (3.5), saadaan

D lanl D lbe(m)F <Y lanl Y Br(n)|z*|
k=0 k=0

n=0 n=0
o0 o0
=S o (z M) |
n=0 k=0

joten sarja todella suppenee. U
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SEURAUS 3.3. Olkoon annettuna sarja
= anz”, missd z € B(0; h),

ja jolle p(0) # 0. Tdlloin on olemassa ympdristé B(0;0) missd funktiolla 1/p on
olemassa suppeneva sarjakehitelmd

1 = .

TobisTus. Ilman yleisyyden menettdmistéd voidaan olettaa, ettd pg = 1, jolloin
p(0) = 1. Olkoon P(z) = > 7, |py2"|, missd z € N(0;h). Jatkuvuuden nojalla on
olemassa ympéristo B(0;0) siten, ettd |P(z) — 1| < 1 kun z € B(0;4). Valitaan

n=0
9(z) =1—=p(z) = > pnz",
n=1
jolloin véite seuraa lauseesta 3.2. U

Néiden kahden lauseen jélkeen ollaan valmiita todistamaan tulos, jota kédytettiin
edellisen luvun péaéttelyssa. Esitetdén lauseelle kuitenkin myo6s toinen todistus joka
perustuu kompleksianalyysin tuloksiin (ks. [5]) jotta huomataan, ettd tdménkin pe-
rustelun voi hoitaa monella eri tavalla. Jalkimmaéisessa todistuksessa ei tarvita edelld
(pitkésti ja teknisesti) perusteltuja tuloksia, joten voi toki kysya eiko asia kannat-
taisi vain hoitaa mahdollisimman yksinkertaisesti ja lyhyesti, ja unohtaa kokonaan
ensimmaéinen todistus? Kuitenkin myos toisen perustelun taustalla on koko joukko
kompleksianalyysin lauseita, joiden sisdllyttdminen tédhén tutkielmaan olisi myds vaa-
tinut merkittdvan méédran sivuja. Liséksi asioiden tarkastelu eri ndkokulmista tukee
usein oppimista ja antaa uusia tyokaluja myos muiden ongelmien késittelyyn. Osoi-
tettava tulos on myo6s todella keskeinen koko luvun teorian kannalta; se perustelee
kappaleessa 3.1 tehdyt padttelyt ja siten Eulerin summien laskukaavan paikkansapi-
tavyyden, joten siinédkin mielessd kahden eri todistuksen esittdminen on perusteltua.

LAUSE 3.4. Funktiolle f(2) = =5 on olemassa suppeneva sarjaesitys.

TobisTus. Merkitédén g(z) = <=, jolloin f(z) = 1/g(2). Seurauksen 3.3 nojalla
riittdé osoittaa, ettd funktiolla g(z) on olemassa suppeneva sarjaesitys. Funktiolla e*

on tunnetusti olemassa sarjaesitys e* = Z;O_O %, Joten saadaan

e*—1 . 2"
9(2) = :_Zkl Z k! :Z (k+ 1)

joten funktion g(z) sarjakehitelmé suppenee kalkllla muuttujan 2z arvoilla. U

TopisTus. Merkitédin taas g(z) = <=*. Funktio e* on analyyttinen koko komplek-
sitasossa, joten silld on olemassa Taylorin sarjakehitelmé origon suhteen: e* = "% | %’7

Samoin kuin edelld saadaan siis
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SISy

Funktion ¢ sarjaesitys suppenee kaikilla muuttujan z arvoilla, joten funktio g on
analyyttinen koko méérittelyjoukossaan. Koska liséiksi lim, o g(z) = 1, niin asetetaan
g(0) = 1 jolloin g on méiiritelty ja analyyttinen koko kompleksitasossa. Néin ollen
funktio f = 1/g on analyyttinen jossain pisteen 0 ympéristossa. Siis funktiolla f on
olemassa suppeneva Taylorin sarja origon suhteen. U

Edella todistetun lauseen jdlkeen voidaankin sitten perustellusti asettaa seuraava
maédritelmé:

MAARITELMA 3.5. Olkoon funktion f(z) =
teen

—— Taylorin kehitelmé origon suh-

o
-3 5.5
TL

n=0

Talloin kertoimia B,, kutsutaan Bernoullin luvuikss.

Bernoullin luvut voidaan siis méaritelld myos potenssisarjan kertoimista saatava-
na lukujonona. Osoitetaan vield, ettéd ylldoleva mééritelmé ei ole ristiriidassa ensim-
méisen méaaritelmén kanssa. Toisin sanoen tarkistetaan, ettd edella méaaritellyt luvut
todella toteuttavat madritelméan 3.1 rekursioyhtélon.

LAUSE 3.6. Madritelman 3.5 mukaiset Bernoullin luvut toteuttavat mdadaritelman
3.1 rekursioyhtdlon.

TobisTus. Olkoon z # 0. Kerrotaan mééritelmén 3.5 mukainen generoiva funktio

puolittain nimittajalla e* — 1. Esitetddn termi e* — 1 vield Taylorin sarjana, jolloin
saadaan

z 22 28 1 22 23
Z(ﬂ+§+§+ ) Boa+B1 +BQ + By +. )

TRREDTIEET
B By By B s( Bo Bi1 B
Z(W>+Z (W+ﬁ>+z o " Tam ) o
B B B B, B
n+1 0 1 2 n—1 n
T2 (0!(n+1)! T R T DA P S 1T +n!u) *

Sarjat ovat samat tdsmaélleen silloin kun samanasteisten termien kertoimet ovat
samat, joten saadaan aluksi By/(0!1!) = 1, mistd By = 1. Koska kaikkien termin z"
kertoimien tdytyy olla nollia kun eksponentti n > 2, niin termin 2"*! kertoimesta
saadaan Bernoullin luvulle B,, yhtalo
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By B Bs B
l%:_m(mm+1ﬂ+um+2w%4ﬂ+”ﬁwn—nm)
B n! (n+ 1)!By (n+ 1By (n+1)!By
__OHJﬂ(m«n+U—Oﬂ M) —1) 2t —2)

+

(n+ 1)!B,_4 >
(n=DN((n+1)—(n—1))!

n—1
1 n+1
= — B
n—i—lz( k ) g

k=0

Ylldoleva lauseke on tdsmélleen samaa muotoa, kuin méaritelméassi 3.1. Néin ollen
generoivan funktion tuottamat luvut B,, todella toteuttavat rekursioyhtélon, eli véite
on todistettu. ]

3.3. Tangenttifunktion sarjakehitelmi

Nyt kun Bernoullin lukuihin on saatu jonkin verran tuntumaa, niin tarkastel-
laan téssa luvussa vield erdstéd ongelmaa jonka ratkaisemisessa Bernoullin luvut ovat
oleellisessa osassa: Tangenttifunktion sarjakehitelmén maérittamista. Sinin ja kosinin
sarjakehitelmille, samoin kuin niiden hyperbolisille vastineille, 16ytyy kaavakokoelmis-
ta siistit lausekkeet joiden johtaminen on myos helppoa. Myos tangenttifunktiolle voi
tietysti 1oytad sarjaesityksen kaavan, mutta siinéd vaiheessa herdi usein kaksi kysymys-
ta: Mita ovat luvut B, ja miten téllainen kaava on saatu johdettua? Ensimmé&iseen
kysymykseen vastaus tiedetaédnkin jo, ja jalkimmaéaiseen perehdytéddn seuraavaksi.

Koska tan x = sinz/ cos z, ja sinin ja kosinin sarjakehitelmét origon suhteen ovat
tiedossa, niin ldhestytdédn ongelmaa aluksi yksinkertaisesti jakamalla sarjakehitelmét
muodollisesti jakokulmassa:

1.3 2.5 17 .7
X —1—393 +15x +315:v + ...

l—fpo iy g - gz
v —3a® 45’ —sxT 4
%333 —%ajg‘ —i—%aﬂ — ...
%x?’ —%mg’ —|—%x7 — ..
225 —ZaT+ ...
%$5 —%aﬂ—l—
%f “+ ...

Jo neljédstd ensimmaéisestd termisté voi arvata, etté siistin summakaavan keksimi-
nen pelkkid kertoimia tuijottamalla ei varmasti onnistu. Luvussa 3.1 loydettiin kui-
tenkin yhteys kotangenttifunktion ja Bernoullin lukujen vélille (yhtalo (3.3)), josta
saadaan ensin sarjaesitys kotangentille:

e 2n—1

cot z = Z<_4)HB2TLW

n=0
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Kaytetadan sitten kotangentin ja tangentin valistd yhteyttd tanz = cot z — 2 cot 2z,
jonka avulla saadaan laskemalla

(2z)2n1
(2n)!

no2n 2‘12”71 - no2n 2n—IZ ol
(=1)"2 B2nm - 22(_1) 27 B9 27—
n=0

o0 . Z2n—1 00 .
tanz =) (—4) BMW -2 ;(—4) By,

i
o

[
ok

(2n)!

3
Il
o

e . ZQn—l e 2meom ZQn—l
:;;(—1) 2 Bgnm —;(—1) 229 B, @]
e e on Z2n71
:nzzo(_l) 2" Ban(1 = 2 sy
(—1)"122n(22n — 1) By, 22—

I
NE

(2n)!

3
o

Néin ollaan siis johdettu sarjaesitys myos tangenttifunktiolle. Lasketaan vield sar-
jan muutama ensimmaéinen termi auki kaavaa kdyttden jotta huomataan, etta sarja
alkaa samoin kuin jakokulmassa auki laskettuna:

1 2 17 62
tanz:z+—z3—|——z5+—z7+ 9+...

3 T 15° T315° " 2835”



LUKU 4
Fourier-teoriaa ja Eulerin summia

Tassa luvussa johdetaan yleinen kaava Eulerin summille hyédyntamaélla Fourier-
analyysin tuloksia. Liséksi esitellddn kaksi Fourier-teoriaa hyodyntédvaa menetelméd,
joiden avulla saadaan laskettua Eulerin summia. Liséiksi tutkielman loppuhuipennuk-
sena todistetaan, ettd kappaleessa 1.2 kéytetty tuloesitys sinifunktiolle todella pétee.

4.1. Fourier-sarjojen perusteita

Tarkastellaan aluksi lyhyesti Fourier-sarjoja. Tamén kappaleen tarkoituksena on
vastata ensisijaisesti kysymyksiin "Mika on Fourier-sarja?”ja "Miten méaaratdan funk-
tion f Fourier-sarjaesitys?”. Karkeasti ottaen Fourier-sarjojen ideana on approksimoi-
da funktiota sarjalla, joka muodostuu sinin ja kosinin lineaarikombinaatioista (vrt.
esimerkiksi Taylorin sarjat). Méadritelladn seuraavassa tdmé formaalisti:

MAARITELMA 4.1. Olkoon f : [a,b] — R Riemann-integroituva funktio. Funktion
f Fourier-kertoimiksi kutsutaan lukuja

12mx

b
a; :%/ f(zx) cos( )dx ja

2 [P . 127
b= 7 [ 1@ s,

missd L = b — a on funktion méaarittelyvalin pituus, ja j € Z,. Sarjaa

1 - 2 2
500 + ; (aj cos(‘7 Zx) + b, sin(] 296))
kutsutaan funktion f Fourier-sarjaksi.

HuomAuTUS 4.2. (i) Joskus funktion f Fourier sarjasta kaytetdin merkin-
taa

1 - j2rx . j2mx
f(x) ~ 540 + ; (aj COS(T) +b; sm(T)) :

Merkintéd "~”on ldhinn&d symbolinen, ja tarkoittaa ainoastaan sitd, ettd oi-
kealla puolella oleva sarja on funktion f Fourier-sarja. Esimerkiksi sarjan
suppenevuuteen se ei ota mitdan kantaa.

21
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(ii) Jos funktio f on mééritelty 2m-mittaisella valilla, niin Fourier-kertoimille ja
-sarjalle saadaan miellyttavéin siisti esitys

aj; = %/bf(x) cos(jx)dz, b; = %/bf(x) sin(jx)dz, ja
flx) ~ %ao + Z (a; cos(jz) + b;sin(jz)) .
j=1

Usein Fourier-sarjat myos maaritellaan 2m-jaksoisille funktioille, ja esimer-
kiksi tdmén tutkielman Fourier-sarjoja koskevissa tuloksissa usein oletetaan
funktiot 27-jaksollisiksi.

Seuraavaksi herédé tietysti luonnollinen kysymys siitd milloin Fourier-sarja suppe-
nee, ja voidaanko ” ~ ”-merkin tilalle asettaa yhtasuuruusmerkki.

LAUSE 4.3. Olkoon f paloittain jatkuva 2m-jaksollinen funktio, jolla on paloit-
tain jatkuvat ensimmdisen ja toisen kertaluvun derivaatat. Jos lisdksi epdjatkuvuus-
pisteissd funktion f arvoille pitee f(z) = 3(f(z + 0) + f(z — 0)), niin funktion f
Fourier-sarja

(4.1) %ao + Z (a; cos(jz) + b;sin(jz))

j=1
suppenee pisteittdain kohti funktiota f.

TobDIsTUS. Lauseen todistus on pitkdhkd, tekninen, ja vaatii pohjalleen muuta-
man aputuloksen. Se sivuutetaan silla se veisi tutkielmaa liiaksi ohi alkuperiisen ai-
heen. Tarkka todistus 16ytyy esimerkiksi Courantin ja Johnin teoksesta Introduction
to Calculus and Analysis 1 (]2, 8.4.e.]). O

Fourier-sarjojen suppenevuus voidaan osoittaa myos laajemmalle joukolle funk-
tioita:

LAUSE 4.4. (1) 2m-jaksollisen funktion f Fourier-sarja suppenee pisteittdin
kohti funktiota f, jos funktio f on yhden kerran paloittain jatkuvasti derivoi-
tuva.

(i) Jos edelleen funktio f on jatkuva, niin suppeneminen on itseistd ja tasaista.
(iii) Paloittain jatkuvalla funktiolla suppeneminen on tasaista jokaisella suljetulla
valilld, joka ei sisdlld epdjatkuvuuspisteita.

Tobistus. Taménkin lauseen todistus sivuutetaan, se 16ytyy samasta teoksesta
edellisen kanssa (ks. ([2, 8.6.c.]). O

Fourier-sarjoista ja niiden suppenemisesta 16ytyy lisdtietoa esimerkiksi Tom Apos-
tolin Mathematical Analysis teoksesta ([7, Kappale 15]) ja lyhyesti Thomsonin, Bruck-
nerin ja Brucknerin teoksesta Elementary Real Analysis ([9, 10.8]) . Asiasta syvélli-
semmin kiinnostuneille voi suositella esimerkiksi Steinin ja Shakarchin Fourier Ana-
lysis: an introduction-teosta ([10]). Liséksi on syytd huomauttaa, ettd vaikka edelld
muotoilluissa lauseissa oletetaan funktioiden olevan 2m-jaksollisia, niin vastaavat tu-
lokset yleistyvét L-jaksoisille funktioille, misséd L on vilin [a,b] C R pituus.
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ESIMERKKI 4.5. Méiritetdan esimerkkind Fourier-sarjaesitys funktiolle f : [0, 1] —
R, f(x) = x — 1/2. Osittaisintegroimalla saadaan Fourier-kertoimiksi a;

1 1 1
aj; = 2/0 (x - 5) cos(2mjx) dx = /o (2x — 1) cos(2mjz) dx

_ sin(7j)(mj cos(mj) — sin(mj))
722

Y

joten a; = 0 koska sin(mj) = 0 kaikille j € Z,. Koska lausekkeen nimittija sisél-
tdd indeksin 7 tulon tekijané, niin sarjaesityksessé tarvittava kerroin agy joudutaan
tarkastelemaan erikseen: ag = 2 fol (x — %) cos0 dxr = 0. Vastaavasti kertoimiksi b,
saadaan

1 1 1
bj = 2/ (x - 5) sin(2mjx) do = / (2x — 1) sin(27wjz) dx
0 0

~cos(mj)(sin(mj) — mjcos(mj))  —mj(cos(my))?

7252 7252
—mi((=1)"7")* 1

w252 j

Néin ollen funktion f Fourier-sarjalle saadaan esitys

J T

1 <= sin(27jx) 1 (sin27x  sindrx  sin6rz
g) ~v—— Y + + +...).
/(@) T ]21 1 2 3

Alla on esitetty vield rinnakkain funktion f kuvaaja, sekd funktion f Fourier-
sarjan viiden ensimmaéisen termin summan kuvaaja (kuva 4.1). Kuvasta huomataan,
ettd vaikka summaan on laskettu vasta viisi ensimmaistd termié, niin kayrd alkaa
muistuttaa jo selvésti funktion f kuvaajaa. Intuitiivisesti voidaan péaatelld, ettd kun

summaan otetaan lisda ja lisdd termejé, niin approksimaatio tarkentuu.

4.2. Bernoullin polynomit

Tassd kappaleessa tarkastellaan niin kutsuttuja Bernoullin polynomeja, seké joh-
detaan Fourier-analyysin tuloksin kaava n. Eulerin summan laskemiseksi. Aloitetaan
kuitenkin todistamalla muutamia sarjateorian aputuloksia joita tarvitaan myohem-
min. Lisdksi todistetaan mielenkiinnon vuoksi lause 4.11, joka antaa vahvan ehdon
tiettyjen trigonometristen sarjojen suppenemiselle. Lauseet 4.6 - 4.10 pohjautuvat lah-
teeseen |7, 12-12], ja Bernoullin polynomeja késitteleva osuus teokseen [2, 8.A.II.1.a].

LAUSE 4.6. Olkoot (ay,)5 ja (bn)se, lukujonoja, ja merkitiin A, = a1+ --+ay.
Tdlloin pdtee

Z arby, = Anbn+l - Z Ak(bk+1 - bk)-
k=1

k=1
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Kuva 4.1. Funktion f(x) = x — 1/2 kuvaaja ja funktion f Fourier-
sarjan viiden ensimmaéisen termin summan kuvaaja

TobisTus. Asetetaan Ay = 0, jollon pétee

n n

Z agby = Z(Ak — Aj_1)by = Z Agby — (Z Apbr1 + Anbn+1>
k=1 k=1

k=1 k=1
U

HuoMAUTUS 4.7. Lauseesta 4.6 seuraa valittomasti, ettd jos jono (A,b,1+1)5%, ja
sarja Y ,_; Ag(bgy1 — by) suppenevat, niin myos sarja Y ,_, ayby suppenee.

LAUSE 4.8 (Dirichlet’'n testi). Olkoon Y .| ai sarja jonka osasummien muodos-
tama jono on rajoitettu, ja olkoon (by)p, vihenevd jono joka suppenee kohti nollaa.
Tdlloin sarja’y -, apby suppenee.

TobisTus. Merkitadn A, = a; + - - -+ a,. Oletuksen mukaan on olemassa M € R
siten, ettd |A,| < M kaikille n € N, joten lim, o, A,b,11 = 0. Edelld todistetun
lauseen nojalla riittdd siis osoittaa, ettd sarja y . Ag(bg+1 — by) suppenee. Koska
jono (by)7%, on vihenevi, pitee |Ay(byt1 — bg)| < M(bg — bgy1). Sarja Y oo (b —
br+1) on teleskooppinen sarja joka suppenee (ks. [7, Lause 12-10]), joten myos sarja
Y e M (b, — b41) suppenee. Néin ollen myos sarja » oo Ag(bgs1 — by) suppenee
itseisesti vertailutestin (ks. esim. [7, Lause 12-20], [4, 4.9]) perusteella. O

LAUSE 4.9. Kazikille reaaliluvuille x # 2mm, m € Z, pitee

Z ke _ eml - eléx _ Si?<nx/2>ei(n+l)x/2'
1 —ei sin(z/2)
k=1

TobpisTus. Tarkastellaan ensin ensimmaéistd yhtdsuuruutta. Laskemalla huoma-
taan, etta
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n
1 _ e Z ezkx _ Z iky ei(kJrl)z) — T _ ei(n+1):p7
k=1
mistéd viite seuraa Jakamalla puolittain termilld 1 — €. Jilkimmiinen yhtisuuruus
saadaan edelleen suoralla laskulla

i 1 — einz i enr _ 1 i einw/Q(einm/2 _ efin:p/2) B Z(n+1)$/2e nx/2 _ efinx/2
€ 1 — eim =€ et — 1] =€ 67Lx/2(€ix/2 _ 6—7290/2) - elz/2 _ g—iz/2
_ sm(nq:/Q) i(n+1)x/2
sin(z/2)
O
SEURAUS 4.10. (i) Edelld todistettu lause antaa yldrajan tarkastellun sum-
man itseisarvolle:
ik .
= k k < -
;e ; (cos(kz) + isin(kx))| < Sz /2)

(i) Kun lisiksi tarkastellaan erikseen reaali- ja imaginddriosat edellisen lauseen
tapauksessa, saadaan seuraavat kaavat trigonometrisille funktioille:

Z cos(kx) S;:lrf(zq;/;) cos ((n + 1)%) . Jja

Z sin(kx) S;EEZ:;/;)) sin ((n + 1)%) :

Todistetaan vield kaksi tulosta, jotka liittyvat trigonometristen sarjojen suppe-
nemiseen. Ensimméinen on yleisempi tulos tiettyjen trigonometristen sarjojen sup-
penemiselle, ja toinen on erikoistapaus jota tullaan tarvitsemaan mydhemmin téssa
tutkielmassa.

LAUSE 4.11. Olkoon vili I = [§,2m — §], missi 6 > 0. Olkoon lisiksi (br)3,
vdhenevd jono joka suppenee kohti nollaa. Tdlloin jos x € I, niin trigonometrinen
sarja Yo (cos(kx) + isin(kx))by suppenee.

ToDISTUS. Lauseen 4.8 nojalla riittéé osoittaa, etté sarjan y - (cos(kxz)+sin(kz))
osasummien muodostama jono on rajoitettu. Kun x € I, niin edellisen seurauksen 4.10
nojalla pitee

n

Z(Cos(k‘x) + isin(kz))

k=1

<L <
= [sin(z/2)]

jollekin luvulle M € R, joten véite on siis todistettu. U
LAUSE 4.12. Sarja

= sin(27kx) 1 (sin27z  sindrmx  sin6rz
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suppenee tasaisesti kun x € [6,1 — 0], missd 0 < § < L.

TobisTus. Tarkastellaan sarjan n. osasummaa — Y ,_, w Merkitdan A, =
> p_y sin(2wkx) ja b, = —=. Lauseen 4.6 nojalla pétee siis

n

sin(2rkx
’Sn| = ‘_Z ( )

km
k=1

= (Anbn+1 - Z Ak(bk+1 - bk))

k=1

Olkoon nyt n > m, ja tarkastellaan kahden osasumman erotuksien itseisarvoa:

|Sn - Sm| = |Anbn+1 - Ambm—l-l - Z Ak(bk-l—l - bk)l

k=m+1
n

< Al bl + [Anllomr ]l + D 1Al (Brar = by

k=m+1

Kaytetaan nyt samaa pédttelyd kuin edellisen lauseen todistuksessa, jolloin huoma-
taan ettd kaikille summille |Ay| voidaan 16ytéaé ylaraja. Siis pétee

‘Sn_sm‘ S Mbn+1+Mbm+l+M Z (bk_karl) = M(bn+1+bm+1)+M<bm+l_anrl)

k=m+1

Koska lukujono (b,,)7, suppenee kohti nollaa, niin mielivaltaiselle € > 0 voidaan

loytaa indeksi N siten, ettéd |S, — S,,| < e kun n > m > N. Niin ollen Cauchyn ehto

funktiosarjoille [4, 5.2.b] takaa tutkitun sarjan tasaisen suppenemisen.
O

MAARITELMA 4.13 (Bernoullin polynomit). Maaritellddn funktiot ¢, : [0,1] - R
rekursiivisesti seuraavilla relaatioilla:

O (x) = Ppr(x), o) =1
/1 ¢n(z)dx =0, kunn >0.
0

Ensimmaéinen ehto méaaraa funktiot mielivaltaiselle integroimisvakiolle, ja toinen ehto
kiinnittda ndmé vakiot. Funktio ¢,, on selvisti rationaalikertoiminen, astetta n oleva
polynomi. Lasketaan esimerkkind muutama ensimmaéinen Bernoullin polynomi auki
méadritelmad kayttden. Méédritelmén mukaan ¢p(z) = 1, mistd saadaan ensin

@) (x) = ¢o(x) = 1, mistd integroimalla ¢1(x) = x + C, missd C' € R. Toinen mé#éarit-
televé ehto kiinnittaéd vakion C:

1 1 1 1
/gbl(x)dx:/(a:+C)dx:/—x2+C'x:—+C:0,
0 0 2 2

0

mistd C' = —1/2. Ensimmaisen asteen Bernoullin polynomiksi saadaan siis ¢1(x) =
x—1/2. Lasketaan auki vield seuraava Bernoullin polynomi: ¢4(x) = ¢ (z) = v —1/2,
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joten ¢o(x) = 2?/2 — x/2 + C, misti

1 1 !
Y Y R _bob e
/o (bg(x)dx—/o (256 2:1:+C’)d1:—0/(6:c yid +Cx)—6 4+C—O,

joten vakiolle saadaan arvo C' = 1/12. Seuraavat polynomit lasketaan vastaavasti.
Alla on vield listattuna viisi ensimmaéistd Bernoullin polynomia

¢0(ZL‘):1
Pr(r) =2 — 3
Wr)=L12" - lo+ L

2 2 12
3\ T :lx3_1x2+Lx
P3(7) = 3 i i
gz54(x):ix4 112x3—|—ix2—%.

Kun Bernoullin polynomin asteluku n > 1, seuraa méaaritelmésta selvisti, etta

Du(L) — 6(0) = / oL (t)dt = / bus (1)t = 0

Téstéa seuraa, ettd polynomit ¢, n > 1 voidaan laajentaa vililtd [0, 1] koko reaaliak-
selille jaksolliseksi, jatkuvaksi funktioksi ¢,; niin kutsutuksi Bernoullin funktioksi.
Lauseen 4.4 nojalla jokaisella funktiolla 1,,, n > 1 on olemassa tasaisesti kohti funk-
tiota suppeneva Fourier-sarjakehitelmé. Kun n = 1, niin funktiota ; vastaa epéa-
jatkuva funktio joka mééritelladn siten, ettd laajennetaan ¢ (x) koko reaaliakselille,
jolloin saadaan 1-jaksollinen funktio joka on epéjatkuva pisteissi x, = k, k € Z. Tamé
funktio voidaan esittdd Fourier'n sarjana (vrt. esimerkki 4.5)

1 /sin27rx sindwrx  sinb6rwx
Yr(r) ~ —— Tttt )

T
Lauseen 4.12 nojalla funktion 1, sarjaesitys suppenee tasaisesti. Témé sarjaesitys on
saatu funktion 1), sarjaesityksestd derivoimalla termeittdin. Koska sarjan 1y kaikki
funktiot ovat jatkuvasti derivoituvia, ja molemmat sarjat suppenevat tasaisesti vé-
lilla [d, 1 — §], niin sarjojen derivoituvuuslauseen (ks. [4, 5.3.c]) nojalla summafunk-
tio on jatkuvasti derivoituva ja sen derivaatta on derivaatojen summafunktio. Koska
méaritelmén mukaan pétee lisdksi ¢ = 11, niin funktion 1, edella méaaratty Fourier-
sarjakehitelmé suppenee kohti funktiota ¢, eli patee

1 /sin27mx sindnrx  sin6nrx
i (z) = —= Tttt )

T
Mythemmin todistettavan lauseen 4.15 nojalla Fourier'n sarjaesityksestd funktiolle
11 saadaan edelleen useita kertoja integroimalla

2 = cos 27kt
Y (t) = (—1)/DHL. 5 Z COSk: , kun n on parillinen, ja
@mm S
2 <= sin 27kt
Un(t) = (=1)/D+1. o 3 Smk: . kun n on pariton.

k=1
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Alkuperaiselld valilla 0 < x < 1 funktiot 1, (t) ovat identtisid Bernoullin po-
lynomien ¢, (t) kanssa. Parillisille n funktio v, on parillinen funktio, ja vastaavasti
parittomille n funktio on pariton. Toisin sanoen

Un(=2) = (=1)"¢n()

Perakkéisten Bernoullin polynomien vakiotermit muodostavat erddn mielenkiin-
toisen lukujonon. Vakiotermit voidaan esittdd muodossa

! k =1
bn:¢n(0): —57 un n =
¥n(0) kun n # 1.

Kun muistetaan sinin ja kosinin nollakohdat, huomataan Fourier-sarjaesityksesté heti,
etta

b, =0, kunn=3,5,7,..., ja

2 1
Z—, kun n =2,4,6, ...
(2m) —~k

(4.2) b, = (—1)W/2+L.

Luvut b, pienenevit hyvin nopeasti kohti nollaa, kun n kasvaa. Kerrotaan jokaista
lukua b, sopivalla indeksistd n riippuvalla luvulla, ja saadaan néin uusi lukujono

(B,)5zy, missi

(4.3) B: = (=1 (2m)! by,.

Luvuille B}, pitee B = |B,,|, eli kyseessi on lukujono, joka muodostuu Bernoullin
lukujen itseisarvoista. Ylldoleva méaéritelmé sisiltdd Riemannin zeetafunktion, joten
sen avulla on hankalaa suoraan laskea Bernoullin lukujen itseisarvojen arvoja. Kui-
tenkin jos Bernoullin luvut kaivetaan vaikkapa mééritelmésta 3.1, niin ollaan jélleen
tilanteessa, missd on saatu suora laskukaava Eulerin summille. Yhtéloista (4.2) ja
(4.3) saadaan suoraan

C(2m) = (=) S(2m)"by =

(2m)>m o, (2m)"
2(2m)!Bzm ~2(2m)! Bl

Edellisessé osassa johdettiin eri tavalla ldhes samanlainen kaava, joka yhdistai
Bernoullin luvut ja Eulerin summat. Kyseiselld kaavalla laskettiin kahdelle ensimméi-
selle summalle arvot ((2) = 72/6 ja ((4) = n*/90 Tarkastetaan vieldi, ettd Fourier'n
sarjojen avulla johdettu ja vield edellista siistimpi kaava antaa saman lopputuloksen:

7T4

2m)t -1
2.4 [30] 90°

1 = (

: ' =— ja (4)=

Téssa kappaleessa l16ydettiin siis taas uusi kaava Eulerin summien laskemiseksi.

Tarkastellaan seuraavaksi vield kahta eri menetelméé joilla voi laskea yksittéisia Fu-
lerin summia.
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4.3. Parsevalin kaava

LAUSE 4.14 (Parsevalin kaava). Olkoon f jatkuva ja 2m-jaksollinen funktio. Til-

loin pdtee

L [" 2 2 2, 12
— | fla)yde= sag + ) (af +13),
. =
missd a; ja b; ovat funktion f Fourier-kertoimia.

Tobistus. Todistus vaati pohjalle muutamia Fourier-analyysin tuloksia, joiden
siséllyttdminen veisi tutkielmaa liiaksi pois alkuperéisestéd aiheesta. Todistus 10ytyy
kirjallisuudesta, esimerkiksi lihteista [2, *8.7.*%d.] tai [7, Lause 15-22]. O

Parsevalin kaavaa voidaan hyodyntdéd Eulerin summien laskemisessa. Tarkastel-
laan funktiota f : [-m, 7] = R, f(z) = 22, Funktion f Fourier-kertoimiksi saadaan
laskettua a; = ALY jab; =0, kun j > 1, jaay = %” Sovelletaan nyt Parsevalin

kaavaa funktioon f, jolloin saadaan

I 1 47t 16 27t
— d = = s — _— = — 1 4
7T/:c T=3 9—|—‘ i 9+6C(>

— =1

Kun lasketaan vasemman puolen integraali auki ja sievennetdédn hieman, ollaan saatu
ratkaistua summan ¢ (4) arvoksi ¢(4) = 71/90. Edelleen kiiyttiméilld Parsevalin kaavaa
muihin sopiviin funktioihin saadaan ratkaistua lisdd Eulerin summia.

4.4. Fourier-sarjan integrointi

Tasaisesti suppeneva funktiosarja voidaan tunnetusti integroida termeittdin. Tés-
sé kappaleessa osoitetaan, ettd Fourier-sarjoille péatee vastaava, mutta vield vahvempi
tulos. Liséksi tatéd lausetta hyodyntdmélla ratkaistaan erds FEulerin summa taas uu-
della menetelmalla.

LAUSE 4.15. Olkoon f : [—m, | = R paloittain jatkuva funktio, jolla on muodol-
linen Fourier-sarjaesitys

£(@) ~ a0+ 3 (a5 con(ja) + by (o)

Tdlloin mielivaltaisille pisteille x1,x9 € R pdtee

/ f(:r)dx:/ %aodas+2/ (a; cos(jz) + b;sin(jz)) de,
1 X1 j=1 X1

toisin sanoen funktion Fourier-sarjaesitys voidaan integroida termeittdin.

Tobistus. Kuten oletuksista huomataan, funktion f Fourier-sarjan integroimi-
seksi termeittédin ei tarvitse olettaa sarjan tasaista suppenemista; itseasiassa todis-
tuksessa ei tarvita edes tietoa sarjan suppenemisesta kuten seuraavassa huomataan.
Madritellaan funktio F': [—7, 7] — R asettamalla

Flz) = / (F(t) — La) dt.

—T
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Funktio F' on selvisti jatkuva, ja silld on paloittain jatkuva derivaattafunktio. Liséksi
Fourier-kertoimen ag mééaritelméan mukaan saadaan

F(w)z/ﬂ(f()—% dt = /f dt—/_ tagdt = /f ) dt — maq
[ swas (2 [ jwa) -0

joten pétee F'(m) = F(—m) = 0. Siispa funktion F' laajennus koko reaaliakselille on
jatkuva, joten lauseen 4.4 nojalla funktion Fourier-sarja

TAo+ Z (A; cos(jx) + Bjsin(jz))
j=1

suppenee tasaisesti kohti funktiota F'. Todetaan vield, ettd F'(z) = f(z) — 1ao jonka
jéalkeen osittaisintegroimalla saadaan laskettua funktion F' Fourier-kertoimiksi

A; = %/j F(zx)cos(jx)dr = % /MF@) - /_7r F’(:U)Sin(,jx)dx

~ J J
(o[ 0wt
([ s ]

:—; p f( )sin(jr) dv :—7,

ja vastaavalla laskulla B; = a;/j. Téssa luvut a; ja b; ovat luonnollisesti funktion
f Fourier-kertoimet. Siispd Fourier-sarjaesitystd ja madratyn integraalin méaritelmaa
hyédyntamalla saadaan

N |

F(zy) — F(xy) =

Mg

(A cos(jxa) + Bjsin(jzs)) Z (A cos(jxq) + Bjsin(jzy))
1 7=1

<.
Il

[Aj(cos(jxa) — cos(jzy)) + Bj(sin(jra) — sin(jzy))]

NE

.
I
—

[M]8

b; ) — cos(ix Y (sin(izs) — sin(iz
— = (cos(jzz) = cos(jz1)) + —(sin(jzz) - sin(j1))

.
Il
MR

2

/(% sintio) % cosin)

Z1

/IQ(aj cos(jx) + b;sin(jx)) dz.

17

WE

<.
Il
=

NE

<.
Il
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Kun z; < x4, niin integraalin laskusdédntojen perusteella pétee liséksi fﬁ flx)de =
L f(2) da:—{—f;f f(z) dr, misti f;f f(@)de = [*2 f(x)dz—["} f(z) dz. Yhdistamélla
edelliset tiedot saadaan siis lopulta

/:z(f(l") - %ao) dr = /jj(f(:)s) — %ag) dx — /m(f(x) — %ao) dr = F(x9) — F(x1)

—Tr

00 o
= Z/ (a; cos(jz) + b;sin(jz)) dz,
j=1 7=

mista -
/ f(z)dx = / tagdr + Z/ (a; cos(jz) + b;sin(jz)) dz,
1 1 j=17z1

mika olikin vaite. O

Edella todistetun lauseen 4.15 avulla voidaan siis laskea vaikkapa Eulerin summia.
Tarkastellaan funktiota f : [-m, 7] — R, f(z) = z. Funktiolle f saadaan helposti
laskettua Fourier-sarjaesitys

i Jsin(jr)

jolloin lauseen 4.15 nojalla pétee siis

/0 vdr = Z/ Sm(m dz.

Laskemalla integraalit ja 1ndek501malla yhtélon oikealta puolelta saatava sarja uudes-
taan havaitaan, etté

T o= 2(—1)(cos(mj) — 1) 4
7_; 52 _;(Qk—l)Q’

mistd saadaan ratkaistua erdén sarjan summa: S" ;=Y m = 72 /8. Huomataan
sitten, ettd ((2) voidaan hajottaa kahden sarjan summaksi:

1 1 ,
Zn2 sz sz—n 6@+ 5"

Summa S’ ratkaistiin edelld joten ylldolevasta yhtdlostd on helppo ratkaista tuntema-
ton ((2), joka saa arvokseen ((2) = 72/6. Hyddyntdmélld vastaavaa pééttelyd muihin
sopivasti valittuihin funktioihin, saadaan edelleen laskettua lisédd Eulerin summia.

4.5. Sinifunktion tuloesitys

Ensimmaisessd luvussa tarkasteltiin ensimmaéistd Eulerin summaa funktion sinc
avulla. Talloin oletettiin, etté kyseiselld funktiolla on olemassa padattyméaton tuloesitys

sin x x? x? x?

(4.4) sinc(z) = . =(1- F)(l - Hxl T 92

)...
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Todistetaan tdmé viite seuraavaksi kdyttden apuna Fourier-analyysin tuloksia. Aloi-
tetaan médrittamalla Fourier-sarjaesitys funktiolle f(z) = cos(ux), missd muuttujalle
x patee —m < x < 7, ja vakio p ei ole kokonaisluku. Funktio f on parillinen, joten
integraali yli vdlin [—a,a] on kaksi kertaa integraali yli vilin [0, a]. Kayttaméalla tété
tietoa, seké trigonometristen funktioiden summakaavoja, saadaan Fourier-kertoimiksi
a; laskettua

lwaj = /07r cos(px) cos(jx)dxr = %/OW (cos[(p — 7)x] + cos[(p + j)z])dx

2
1 7 fsinf(u—g)a] | sinl(e+f)al\ 1 sinl(e—j)a]  sin[(ut )]
_20/< S )_2( Wi uty )
—’u(_l)jsin T
~ 2 (pr)

Parillisen ja parittoman funktion tulo on pariton, joten funktio f(x)sin(jx) on pari-
ton. Parittomalle funktiolle integraali yli viilin [—a, a] on nolla, joten Fourier-kertoimiksi
b; saadaan

bj = 1 _ﬂ f(z)sin(jx)dx =0

s
Néin ollen funktiolle f saadaan Fourier-sarjaesitys
2 sin(pmw > 2u(—1) sin(pm
MQW(QL )+Z MST( Z_ ggi )
1 p p—j
 2psin(pm) ( 1 cosr  cos(2x)  cos3x N >

™

cos(ux) = cos(jx)

2_,112_#2—12 2 =22 p2— 32

Kun funktio f laajennetaan véliltd [—m, 7| koko reaaliakselille, se siilyttaa jat-
kuvuutensa pisteissd x = 7. Kun nyt asetetaan x = 7, jaetaan yhtdlon molemmat
puolet vakiolla sin(um) ja kirjoitetaan p = x, niin saadaan yhtilo:

2¢ (1 1 1 1
cot(mc):? @+x2—12+x2—22+$2—32+”' '

Manipuloidaaan lauseketta vield hieman, ja saadaan

1 2z 1 1 1
cot(rz) — — = —— + + +... ).

T m \12—22 222 32_g2

Nyt jos muuttujalle z péatee 0 < x < ¢ < 1, niin oikean puolen sarjan n. termille
patee
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Sarja Y 0% | —1— suppenee selviisti (vrt. 1.4), joten Weierstrassin M-testin (ks. [4,

n=1 n2—¢g2
5.4.]) perusteellqa my6s tarkasteltu funktiosarja suppenee itseisesti ja tasaisesti. Tél-
16in sarjan integrointi voidaan tunnetusti suorittaa termeittdin. Kerrotaan sarjaesi-
tyksen molemmat puolet vakiolla 7, ja integroidaan puolittain yli vélin [0, z], jolloin
vasemmalta puolelta saadaan

. /0 ’ (cot(m‘) - %) dt = 7 / (% log(sin(rt)) — %log(ﬂt))

~ log <Sin(7m)) |
T
ja oikealta puolelta

/m 2t L + L + dt /x —2t dt+/w —2 dt +
v _ = e e— —_—
o w12 222 , 12— 2 , 22— 2

- /10g(12 )y / log(2% — £2) + ...
0 0

(L’2 ;p2 . n 132
:10g<1—ﬁ>+10g(1—?)+~-~:nh_)rgozllog<1—j—2>.
]:

Kun yhdistetdan ndmé tiedot, saadaan lopulta
sin(mz) . © 2\ a x?
o () = S (1) = e [ (1- )
7=1 7j=1
T z?
= loggl_)rglol_[l (1 — —) .
j=

;2
Luonnollinen logaritmi on injektiivinen funktio, joten voidaan siirtya tarkastelemaan
ylld olevien logaritmien argumentteja. Siispéd saadaan

n 2 2 2 2
Sin(wx)zwxggrgog(l—%) zmv(l—%> <1—§—2) (l—g—)---,

ja néin ollen ollaan l6ydetty tuloesitys sinifunktiolle. Jos vield tehddén sijoitus mx = ¢,
ja jaetaan yht&lo sijoituksen jilkeen puolittain muuttujalla ¢, niin ollaan kaavan (4.4)
tilanteessa, mitd alun perin ldhdettiinkin tarkastelemaan. Sinifunktion tuloesityk-
sen voi johtaa my6s kompleksianalyysin tuloksia hyodyntamalla (ks. esimerkiksi [8,
13.5.]), mutta téhéan tutkielmaan Fourier-analyysid hyodyntéava padttely oli luonte-
vampi valinta. Alusta asti ilmassa roikkunut tulos on siis lopulta saatu perusteltua.
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