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Ryhmait ovat yksinkertaisina mutta elegantteina algebrallisina rakenteina jo pitkd&n olleet keskei-
nen osa niin puhdasta kuin sovellettuakin matematiikkaa. Erityisesti ryhmét soveltuvat erilaisten
symmetrioiden esittdmiseen. Ryhmien esitysteoriassa voidaan ryhmien rakennetta koskevia on-
gelmia palauttaa lineaarialgebran ongelmiksi, jotka ovat hyvin ratkaistavissa. Tamé tapahtuu
kuvaamalla ryhm& homomorfisesti lineaarikuvausten ryhméén. Osoittautuu myos mielenkiin-
toiseksi tutkia jo itsessédén lineaarikuvauksista muodostuvien ryhmien epétriviaaleja lineaarisia

esityksia.

Erityisen tarkastelun kohteena tutkielmassa on klassinen matriisiryhmda SO(3), joka siis koos-
tuu avaruuden R? rotaatiokuvauksista. Ryhmé# SO(3) muiden klassisten matriisiryhmien tapaan
on erityisesti ns. Lien ryhmd, ts. siled monisto siten, ettd ryhmén operaatio ja kadnteisalkion
muodostaminen ovat vastaavassa mielessé sileitd kuvauksia (Sophus Lie, 1842 - 1899). Monistoja
puolestaan voidaan luonnehtia kiyrien ja pintojen yleistyksiksi. Tarkemmin ilmaistuna monisto
on topologinen avaruus, joka on lokaalisti euklidinen, ts. jokaisella pisteelld on ympéaristo, joka
on homeomorfinen jonkin euklidisen avaruuden R"™ avoimen joukon ts. kartan kanssa. Monisto

on siled, jos siirtymét karttojen véalilla ovat avaruuden R" sileitéd kuvauksia.

Lien ryhmét ovat merkillisia monistoja siinédkin mielessé, ettd niiden geometria on pitkélti ku-
vattavissa algebrallisesti ns. Lien algebran avulla. Osoittautuu, ettd tdméa Lien ryhméé vastaava
Lien algebra saadaan aina moniston tangenttiavaruudesta neutraalialkiolle. Riittdvan siistissé
tapauksessa koko ryhmén geometria médrdytyy pelkéstddn sitd vastaavasta Lien algebrasta.
Kuitenkin aina neutraalialkion sisdltdvd yhtendinen komponentti madrdytyy Lien ryhmaéé vas-

taavasta Lien algebrasta.

Lien ryhmien esitysteoria eroaa hieman ddrellisten ryhmien esitysteoriasta, silld ryhmén ra-
kenteen s#ilymisen homomorfismissa lisdksi vaaditaan moniston siledn struktuurin siilymisté.
Liséiksi useat Lien ryhmét, kuten SO(3), ovat kompakteja. Tadmé tarkoittaa puolestaan sité,
ettd kiayttoon saadaan myos kompaktien topologisten ryhmien esitysteorian tulokset, kuten uni-
taaristen esitysten olemassaolo ja Peterin ja Weylin lause (Hermann Weyl, 1885 - 1955 seké
hénen oppilaansa Fritz Peter, 1899 - 1949). Namé& perustuvat pohjimmiltaan ns. Haarin mitan
(Alfréd Haar, 1885 - 1933) olemassaoloon kaikilla lokaalisti kompakteilla topologisilla ryhmilld,
joita kompaktit ryhmét tietysti ovat.

Tutkielman padtuloksena esitetddn ryhmén SO(3) redusoitumattomien esitysten konstruktio,
sekd todistus sille, ettd kaikki muut redusoitumattomat esitykset ovat ekvivalentteja télle kon-

struktiolle. Konstruktiossa paddytdéan ns. palloharmonisiin funktioihin.
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JOHDANTO

Lien ryhmét sileind monistoina ovat mielenkiintoisia paitsi algebran myo6s analyysin ndkokul-
masta. Téssé tutkielmassa esitetyt tulokset antavat mielenkiintoisia yhteyksid nédiden kahden

hyvinkin erilaisen matematiikan osa-alueen viilille.

Tutkielmassa perehdytéaén aluksi Lien ryhmié yleisempiin topologisiin ryhmiin ja erityisesti nii-
den suljettuihin ja kompakteihin aliryhmiin. Yleiselld tasolla esitellddn myo6s Lien ryhmét seké

niihin oleellisella tavalla liittyvét Lien algebrat.

Erityisesti tutkielmassa paneudutaan ns. klassisiin matriisiryhmiin, joista erityisen tarkastelun

kohteena ovat ryhmét SO(3) ja SU(2), jotka liittyvét léheisesti toisiinsa.

Tutkielmassa my6s esitelldin Lien ryhmien esitysteoriaa ja liséksi myos kompaktien ryhmien esi-
tysteoriaa. Erityisen tarkastelun alle otetaan kompaktin Lien ryhmén SO(3) redusoitumattomat

esitykset. Néamaé 16ytyvéatkin hyvin erikoisella tavalla.

Palloharmoniset funktiot 16ydettiin Laplacen yht#lon (Pierre-Simon Laplace, 1749 - 1827)

0? 0? 0?
i x5 Ox3
ratkaisujen kautta. Mikali ratkaisut esitetdin pallokoordinaateissa, voidaan ne erityisesti esittéaé

ns. separoidussa muodossa, toisin sanoen

f(r,0,¢) = R(r)Y(0,¢),

misséd R on sdteestd eli etdisyydesté origoon riippuva osa ja Y (0, ¢) on kulmakoordinaateista
riippuva osa. Osoittautuu, etti Laplace-operaattori
0? 0? 0?
A=—=+-5+-3
ox? Oz} 03
on niin sanotusti rotaatiosymmetrinen, ts. jos funktio f on harmoninen eli Af = 0, on my6s
kuvaus f o T harmoninen, kun 7" € SO(3). Tam4 johtuu tietysti siité, ettd lineaarikuvaus 7" on

avaruuden R3 rotaatio, ts. ortogonaalinen kannanvaihto siten, etti akselien orientaatio siilyy.
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Téstd johtuen ryhméin SO(3) redusoitumattomat esitykset palautuvat harmonisten homogee-
nisten polynomien avaruuksiin, joiden rajoittumia yksikképalloon S? palloharmoniset funktiot
ovat. Tutkielman lopussa konstruoidaan ryhmén SO(3) redusoitumattomat esitykset ja osoite-
taan, ettd oleellisesti muita ei ole, toisin sanoen kaikki muut redusoitumattomat esitykset ovat

ekvivalentteja tille konstruktiolle.



Luku 1

LIEN RYHMAT JA LIEN ALGEBRAT

1.1 TOPOLOGISET RYHMAT

Ryhmastéd saadaan topologinen avaruus varustamalla se jollakin topologialla. T&ll6in ryhmé&n

saadaan erityisesti jatkuvat kuvaukset ja niin paddytaan topologisen ryhmdn kisitteeseen.

Maéaritelma 1.1.1. Olkoon (G, ) ryhmé ja T joukon G topologia siten, ettd pari (G, T ) on
Hausdorff-avaruus. Ryhmé G topologialla 7 varustettuna, ts. (G, - , T ) on topologinen ryhmd,
jos kuvaukset

GxG—G:(g,h)—~g-h Yg,hedG

ja
G—>G:g—g 't Vgel

ovat jatkuvia topologian 7 mielessi.

Topologisen ryhmén maéritelméssi olevasta topologian Hausdorff-ehdosta voitaisiin luopua il-
man ettd topologisen ryhmén késite olennaisesti muuttuisi. Mikéli nédin tehtéisiin, voitaisiin kui-
tenkin jokaisesta (ei-Hausdorff) topologisesta ryhméstd kanonisella tavalla konstruoida Haus-
dorff topologinen ryhmé. Téastd syystd toisinaan kirjallisuudessa, kuten esimerkiksi teoksessa

[Far08] kiiytetddn vain niennéisesti yleisemp#é médritelmé.
Madritelma 1.1.2. Olkoon (G, -) ryhmé. Joukon G diskreetilli topologialla T = P(G) varus-

tettu topologinen ryhmé (G, - , T ) on diskreetti topologinen ryhmi.

Edellisen médritelmén mukaan siis jokainen ryhmé itse asiassa on (diskreetti) topologinen ryh-

maé, ko. joukon diskreetilld topologialla varustettuna.
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Suljetut aliryhmét ovat topologisten ryhmien aliryhmistd merkittdva erityistapaus.

Lause 1.1.3. Olkoon (G, -) topologinen ryhmd.
i) Jos H on ryhmdin G avoin aliryhmd, on H myds suljettu.

i1) Neutraalialkion sisdltivd yhtendinen komponentti Gy on suljettu normaali aliryhmd.

Todistus. i) Olkoon H C G avoin aliryhmi ja g € G\ H. Selvisti kuvaus G — G : ¢’ — g¢’ on
homeomorfismi ja siten avoin kuvaus. Néin ollen joukko gH on pisteen g ympéristo joukossa G.
Koska aliryhmén H sivuluokat ovat pistevieraita ja eH = H on yksi niistd, pidtee gH C G\ H.

Saadaan siten

G\H= |J 4H,
geG\H

joka on siis avointen joukkojen yhdisteens avoin ja siten H on suljettu.

i1) Olkoon gy € Gy. Télloin g, 1 Gy on yhteniisen joukon kuvana jatkuvassa kuvauksessa yhte-

néinen ja selvisti e € gy 1 Gy. Siis on 9 LGy C Gy ja siten Gy on ryhmiin G aliryhméi. Edelleen,

1

jos g € G, on joukko g Gy g~ selvisti yhtendinen ja siséltdd neutraalialkion e. On siis oltava,

ettid g Go g~ ! C Gy ja siten G on normaali aliryhmé. Lisiiksi Gy on komponenttina suljettu. [

1.2 LINEAARISET RYHMAT

Kéasdntyvistd lineaarikuvauksista muodostuvia ryhmid kutsutaan lineaarisiksi ryhmiksi. Niisté
yleisin eli vektoriavaruuden kaikkien kdantyvien lineaarikuvausten joukko kuvausten yhdistéamis-

operaatiolla varustettuna on vektoriavaruuden yleinen lineaarinen ryhmd.

Maiasritelmi 1.2.1. Olkoon V vektoriavaruus kerroinkuntanaan K. Tilloin vektoriavaruuden V

yleinen lineaarinen ryhmd GL(V) on lineaarikuvausten avaruuden £()) osajoukko
GL(V) ={T :V — V| T onlineaarinen bijektio} C L(V) ={L:V — V | L lineaarinen } ,
kuvausten yhdistdmisoperaatiolla varustettuna.

Lineaarikuvausten avaruudet ovat luonnollisella tavalla isomorfisia matriisiavaruuksien kanssa.

Masritelmé 1.2.2. Olkoon K joko reaalilukujen kunta R tai kompleksilukujen kunta C ja

n > 2. Joukko M, (K) on K-alkioisten n x n nelimatriisien vektoriavaruus, ts.
Mn(K) = { (aij)nxn | Qij € K} ’

matriisien summan ja skalaarimonikerran mielessé.
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Neliomatriisien avaruus on selvésti normiavaruus euklidisella eli Hilbert-Schmidt -normilla va-
rustettuna. Lisdksi normilta voidaan edellyttéa yhteensopivuutta matriisien tulon kanssa, jolloin

paddytéadn erityisen matricsinormin médritelméain.

Maéaritelma 1.2.3. Avaruudessa M, (K) mééritelty normi || - || on matriisinormi, mikili se on

submultiplikatiivinen, toisin sanoen
[AB[ <[ Al IB],
kaikilla A, B € M, (K).

Vektoriavaruuden normi indusoi ns. operaattorinormin nelidmatriisien avaruuteen.

Maéritelmé 1.2.4. Vektoriavaruuden K" normin || - || avaruuteen M, (K) indusoima operaat-

torinormi || - ||, miaritelldén siten, ettd

Ao = SuplllAwH ,

|z =
kaikilla A € M,,(K).

Lause 1.2.5. Operaattorinormi || - ||, on matriisinormi avaruudessa My(K).

Todistus. Operaattorinormi on selvisti normi. Riittdd osoittaa submultiplikatiivisuus. Olkoon
A, B € M, (K). Voidaan olettaa, ettd Bz # 0 jollakin x € K". Saadaan

| A(Bz) || _
|AB|,, = sup |[(AB)z| = sup ||Bzx| ——%—7— = sup [ Bz|
P zl=t Il ||=1 Bz = ||B |
Bxz#0 Bxz#0
= sup || Bzl [|[Az || < sup [[Az|| sup [[Bz| = Al [l Blop
|z [=1 |z [=1 |z l=1

O

Tarkastellaan nyt vektoriavaruuksien R™ ja C" yleisid lineaarisia ryhmié seké niiden aliryhmié.

Sellaisia ovat mm. niinsanotut klassiset matriisiryhmdt.

Maaritelmi 1.2.6. Olkoon n > 2. Télléin n X n klassiset matriisiryhmdt ovat

i) reaalinen ja kompleksinen yleinen lineaarinen ryhmd
GL,(R) = GL(R") € M,(R) ja GL,(C)= GL(C") c M,(C)
i1) reaalinen ja kompleksinen erityinen lineaarinen ryhmd

SL,(R) = { A € GLn(R) | det (4) =1} ja SLn(C) = { A € GL,(C) | det (4) = 1}
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iii) ortogonaaliryhmd

O(n) = {A € GL,(R) ‘ A7l = 4t }
iv) erityinen ortogonaaliryhmd

SO(n)={A€O(n)|det(A)=1}
v) unitaariryhmd

U(n) = { A € GL,(C) ‘ A= At }

vi) erityinen unitaariryhmd
SU(n)={Ae€U(n)|det(4) =1}

Edelld matriisin A € M,,(K) transpoosista kiiytetdin merkintii A?. Vastaavasti kompleksisen
matriisin A € M,,(C) hermiittinen transpoosi eli ns. adjungaattimatriisi on AT = (A*)t = (af;),
missé edelleen kompleksikonjugaatista kaytetdan merkintda *.

On selvad, ettd edelld médritellyt joukot todellakin ovat ryhmié. Sen lisdksi osoittautuu, ettd
matriisien tulo ja kddntdminen ovat jatkuvia kuvauksia matriisiavaruuden normien méaradméan
normitopologian mielessi. Téaten kyseiset joukot ovat itse asiassa topologisia ryhmid normitopo-

logialla varustettuna.

Lause 1.2.7. Matriisitulo on jatkuva kuvaus avaruuden M, (K) normitopologian mieless.

Todistus. Olkoon ||-|| jokin matriisinormi avaruudessa M, (K). Olkoon edelleen (Aj) ja (By)

normin || - || mielessd suppenevia jonoja avaruudessa M, (K) siten, ettd
A - Ae M,(K) ja By — Be M,K),

kun k — oo. Normiavaruudessa suppeneva jono on rajoitettu, joten on M > 0 siten, etté
|| Ak || < M, kaikilla k € N. Nahdéén, ettd A By — AB, kun k — oo, silla

| AxBy — AB || = || ApBx — AxB + Ar.B — AB|
< Ax(Br, — B) || + [| (A = A)B ||
<[ Axll | B = Bl + || Ax — All|| B
< M| B,—B|+I[A— Al B] =0,

kun k£ — oo. Matriisitulo on siis jatkuva matriisinormin || - || mééardédmaéssi topologiassa.

Adrellisulotteisen vektoriavaruuden kaikki normit ovat ekvivalentteja ja siten madradvit siis

saman topologian, normitopologian. Matriisitulo on siten jatkuva kuvaus normitopologiassa. [
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Matriisien tulon jatkuvuuden liséksi tullaan osoittamaan, ettéd vastaavasti matriisin kddntdminen

on jatkuva kuvaus normitopologiassa. Osoitetaan ensin seuraava merkittdva aputulos.

Lemma 1.2.8. Olkoon || -|| jokin matriisinormi avaruudessa My (K). Oletetaan, etti M €
M, (K) siten, etti | M || < 1. Tdlloin I+ M on kidntyvi ja kddanteismatriisille (I + M)™" pdtee

1
IT+M) < —rr.
| 1=y
Todistus. Osoitetaan, etté
(I+M)~"=> (-1)FM*.
k=0

Osoitetaan ensin sarjan suppeneminen. Jokaiselle k£ € N saadaan

ot || = fare | = flars=t i< warnffar=r [ < yarear2 << e

Siispéd oletuksesta || M || < 1 seuraa, ettd sarja Z 1)*M* on majoranttiperiaatteen nojalla
k=0
itseisesti suppeneva. Edelleen, kun N € N osasummille saadaan
N
Sy=Y (-D)FMF=T—-M+M* - M+ -+ (-)V MV,
k=0
josta edelleen
(I+MSy=T—-M+M* =M+ + (-1)VMY) +
(M o M2 4t (_1)N—1MN + (_1)NMN+1)
=TI+ (-1)NmNFL,
Siispd ndhd&én, etta
11— (I+MSy|=|(D)NMN | = || MV <MV — o0,
kun N — oo. Toisin sanoen siis (I + M)Sy — I, kun N — oo ja matriisitulon jatkuvuuden
nojalla on oltava vilttamittd Sy — (I + M)~ kun N — oc.

Lopuksi suppenevan geometrisen sarjan summasta saadaan arvio

| (I + M) 1H<ZHM’“H<ZHMH HMH



1.2. LINEAARISET RYHMAT 6

Edell4a osoitetun aputuloksen nojalla voidaan nyt osoittaa kaksi toisiinsa ldheisesti liittyvaa erit-

tiin oleellista tulosta.

Lause 1.2.9. i) Yieinen lineaarinen ryhmd GL,(K) on avoin avaruuden M, (K) normitopolo-

giassa.

i) Kuvaus GLy,(K) — GL,(K) : A — A~ on jatkuva normitopologiassa.

Todistus. Oletetaan, ettd | - || on jokin matriisinormi avaruudessa M, (K). Olkoon A € GL,(K)

mielivaltainen.

i) Olkoon 0 < ¢ < || A" || ™. Olkoon edelleen B € M,,(K) siten, etté
I1B- Al <e.
Osoitetaan, ettd B on kadntyvi. Saadaan, ettd
B=A(I+AYB—-A)=A(I+ M),
kun asetetaan M = A~!1(B — A). Nyt havaitaan, etti
1M = A B = A) | <[ A7 [1B-A] <] A7 o<1,

Néin ollen lemman 1.2.8 nojalla matriisi I + M on kééntyva ja B on kahden kd&dntyvan matriisin

tulona kddntyvi. Siten joukko GL, (K) on avoin avaruuden M,,(K) normitopologiassa.

i1) Jos B on kuten edelld, saadaan edelleen
B l'=T+M)1tAT

josta puolestaan saadaan arvio

i L e e A
Bl =|T+M A <||+M)||A ] < ———— || A7 < ——1— .
B =+ < an a7 ) < o a7 ) <

Lopulta, koska
Bl A =B 'AA' - B 'BA' =B 1(A-B)A!,
nahdaén, etti

A~ ]
—0

B =AY = | B A-B)A || < | B B- A !\A_l\\ﬁm )

kun € — 0. Matriisin k#&ntdminen on siis jatkuva kuvaus normitopologiassa. O
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Edellisten tulosten perusteella ndhdadn, ettéd itse asiassa kaikki klassiset matriisiryhmét ovat

topologisia ryhmié.

Seuraus 1.2.10. Klassiset matriisiryhmdt ovat topologisia ryhmid normitopologian mielessd.

Todistus. Selvésti jokainen klassisista matriisiryhmisté on joko reaalisen yleisen lineaarisen ryh-
mén GL, (R) tai kompleksisen yleisen lineaarisen ryhmén GL,, (C) aliryhma4 ja siten topologinen

ryhmé. O

Kompaktit ryhmét ovat olennainen osa ryhmien esitysteoriaa, silld hyvin tunnettu &direllisten
ryhmien esitysteoria yleistyy luonnollisella tavalla kompakteille ryhmille. Seuraava tulos antaa

hyodyllistd tietoa topologisen ryhmén GL, (K) kompakteista osajoukoista.
Lause 1.2.11. i) Olkoon C > 0. Ryhmdn GL,(K) osajoukko

Go(K) = {g€GL.(K) : |g| <Cja|g'|<C}

on kompakti.

i1) Jokainen ryhmdin GL,(K) kompakti osa sisiltyy joukkoon G¢(K), jollakin C > 0.

Todistus. i) Riittda osoittaa, ettd joukko G¢(K) on jonokompakti. Olkoon (gg) jono joukossa
Gc(K). Edelleen kompaktiin ja siten jonokompaktiin joukkoon B(O,C) C M, (K) sisiltyvilld
jonolla (gx) on suppeneva osajono (gi,) siten, ettd gr, — g € B(O,C), kun | — oo. Koska

edelleen kaikilla [ € N pétee gk_l1 € B(0,0), on olemassa suppeneva 0sajono (gk_ll) siten, etti
— J
gk,_l1 — h € B(O,C), kun j — oo. Koska kaikilla k € N pétee gkglgl = [ saadaan edelleen gh = I,
J

matriisitulon jatkuvuuden nojalla. Siis g on kisintyvi ja h = g~! ja on vilttamittd g € Go(K).

i1) Olkoon K C GL,(K) kompakti. Siten K on rajoitettu, toisin sanoen on C; > 0 siten, ettd
KcC B ={geGLy(K) : gl <C1}.
Edelleen kompaktin joukon K kuva jatkuvassa kuvauksessa
GL,(K) = GL,(K) : g—> g *
on kompakti ja siten rajoitettu. Siis on Cy > 0 siten, ettd
K CBy={g€eGLuy(K) : [|[g7"| <C2}.

Néin ollen K C B; N By ja erityisesti K C G¢(K), kun valitaan C' = max { Cy, Cs }. O
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1.3 LIEN RYHMAT

Lien ryhmét ovat sileitd monistoja ja siten merkittdvé erityistapaus topologisista ryhmisté.

Téssé tutkielmassa kiytetty sileiden monistojen terminologia vastaa teoksessa [Lee03] olevaa.

Madritelmid 1.3.1. Ryhmé (G, -) on n-ulotteinen Lien ryhmd, jos joukko G on silei n-

ulotteinen monisto, jollakin n € N siten, ettd kuvaukset
GxG—G:(g,h)—~g-h Vg,heG
ja
G5G:g—g ! Vged
ovat moniston G sileitd kuvauksia.

Lause 1.3.2. Lien ryhmd (G, -) on topologinen ryhmi.

Todistus. Joukko G on (sileéind) monistona Hausdorff-topologinen avaruus. Moniston G sileét

kuvaukset ovat vélttaméatta jatkuvia. ]

Tassd tutkielmassa pédasiallisen tarkastelun kohteena ovat klassiset matriisiryhmét. Osoittau-
tuu, etté ne itse asiassa ovat Lien ryhmié. Tdhén tulokseen péédstdén yleisen lineaarisen ryhmén
kautta.

Lause 1.3.3. Yleinen lineaarinen ryhmd GL,(R) on n?-ulotteinen Lien ryhmd.

Todistus. Neliomatriisien avaruus M, (R) ja euklidinen avaruus R™ ovat selvisti lineaarisesti

isomorfisia kuvauksella ¢ : M,,(R) — R™” siten, etti
¢(A) = (an, ey, Q10,021 -5, A2y - - - ,am) , kun A = (aij) S Mn(R) .

Siten edelleen kuvaus ¢ on homeomorfismi normitopologiassa. Lauseen 1.2.9 nojalla GL,(R) on
avoin avaruuden M, (R) normitopologiassa. Olkoon X € GL,(R) mielivaltainen. Nyt pisteelld
X € GL,(R) on ympéristé GL,(R), joka on homeomorfinen avaruuden R™ avoimen joukon
#(GL,(R)) kanssa. Niin ollen GL,(R) on n?-monisto. Nyt kaikki moniston siirtymikuvaukset

ovat sileité, silld kuvaus

¢p0 ¢~ : §(GLn(R)) = ¢(GLy(R))

on identtisené kuvauksena C>-kuvaus avaruudessa R"”. Niin ollen GL,(R) on siled monisto.
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Maééritellaan nyt kuvaus p : GL,(R) x GL,(R) — GL,(R) siten, ettd
W(X,Y)= XY, kaikilla X,Y € GLo(R).

Nyt kuvaus u on siled, silli yhdistetyn kuvauksen ¢ o po (¢~ ¢~!) komponenttikuvauksille,
kun i,j € {1,...,n} saadaan

n

(opo (¢, ¢ Nimtynri (T.4) = D T 1yntp Y1)ty
p=1

joka on selviisti C*°-kuvaus R"* x R"* — R. Edelleen mééritellsén kuvaus i : GL,(R) — GL, (R),

jolle
1 1

X=X = e @)

(cof (X))', kun X € GL,(R).

Edella siis matriisin A = (aij)nxn kofaktorimatriisi saadaan

cof (A) = [cof (asj)]

nxn ’

missé cof (a;;) on matriisin A alkioa (4, j) vastaava kofaktori s.e.
cof (aij) = (—1)i+j det (AZ]) s

missé edelleen A;; on matriisin A alkioa (i, j) vastaava alimatriisi, ts. (n — 1) x (n — 1) matriisi,
joka saadaan matriisista A poistamalla siit i:s rivi ja j:s sarake. Nyt kuvauksen ¢oio¢ ™! kaikki

komponenttikuvaukset ovat polynomeina C*°-kuvauksia R™ — R. Siten kuvaus i on sile. [

Edelliseen tulokseen voidaan palauttaa kaikkien reaalisten ja kompleksisten &dérellisulotteisten

vektoriavaruuksien yleiset lineaariset ryhméit.

Seuraus 1.3.4. Yleinen lineaarinen ryhmd GL,(C) on 2n?-ulotteinen Lien ryhmid.

Todistus. Kompleksinen n x n -matriisi voidaan samaistaa reaaliseen n x 2n -matriisiin. ]

Seuraus 1.3.5. Reaalisen n-ulotteisen vektoriavaruuden V yleinen lineaarinen ryhmd GL(V)

on n?-ulotteinen Lien ryhmd.

Todistus. Valitsemalla avaruudelle V kanta voidaan se samaistaa avaruuteen R™. O

Seuraus 1.3.6. Kompleksisen n-ulotteisen wvektoriavaruuden V yleinen lineaarinen ryhmd
GL(V) on 2n%-ulotteinen Lien ryhmq.

Todistus. Vastaavasti kompleksinen avaruus V voidaan samaistaa avaruuteen C". ]
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1.4 LIEN ALGEBRAT

Lien ryhméén liittyy ldheisesti rakenne nimeltédén Lien algebra. Yleisesti ottaen Lien algebra on
vektoriavaruus varustettuna erityisella tietyt ehdot toteuttavalla bilineaarikuvauksella ns. Lien
sulkeella. Osoittautuu, ettd jokaiseen Lien ryhmé&én liittyy aina erityinen Lien algebra, jonka

avulla voidaan Lien ryhmien geometrisia ominaisuuksia palauttaa algebrallisiin ominaisuuksiin.
Maédritelmé 1.4.1. Olkoon V vektoriavaruus.

i) Bilineaarikuvaus [ -, - | : V x V — V on Lien sulje, mikili kuvaus [ - , - | on alternoiva, ts.
[z,2]=0 VxeV
ja kuvaukselle [ -, - | pétee Jacobin yhtdlo, ts.
[z, [y, z]] + [y, [z, 2]+ [z, [z, y]] =0 Va,yzeV.
i1) Vektoriavaruus V Lien sulkeella [ - , - | varustettuna on Lien algebra.

Seuraavaksi ndhdédn, ettd Lien ryhmén ja sen neutraalialkioa vastaavan tangenttiavaruuden

vililld on merkittava yhteys. Méadritellddn ensin késite yhden parametrin aliryhmd.

Maéésritelmé 1.4.2. Olkoon (G, -) Lien ryhmé. Kuvaus v : R — G on Lien ryhmén G yhden
parametrin aliryhmd, jos v on siled ryhm#homomorfismi additiiviselta ryhmiltd (R, +) Lien
ryhmille (G, -).

Voidaan osoittaa, ettd jokaista neutraalialkion tangenttivektoria vastaa tasan yksi yhden para-
metrin aliryhma.

Lause 1.4.3. Olkoon G Lien ryhmd ja x € T.G mielivaltainen. Tdlloin on olemassa yksikdsit-
teinen Lien ryhmdin G yhden parametrin aliryhmd v, : R — G siten, etti +.(0) = x.

Todistus. Sivuutetaan, kts. [Lee03, Thm. 20.1, s. 516]. O
Edellisen tuloksen perusteella voidaan méaritelld eksponenttikuvaus, joka on kuvaus tangentti-
avaruudelta Lien ryhmélle.

Maiésritelmd 1.4.4. Olkoon G Lien ryhmé. Eksponenttikuvaus exp : T.G — G méaritelldéin
siten, etta
exp(z) = v:(1) Ve TG,

missé 7, : R = G on yhden parametrin aliryhmé siten, ettd 7,(0) = .
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Eksponenttikuvauksella on useita merkittévid ominaisuuksia. Olennaisimmat tulokset on koottu

seuraavaan lauseeseen, todistukset sivuutetaan.

Lause 1.4.5. Olkoon G Lien ryhmd.

i) Eksponenttikuvaus on siled kuvaus monistolle G.

i1) Eksponenttikuvauksen derivaattalle pisteessi 0 € T.G saadaan D(exp)o = ldr.¢

i1i) On olemassa pisteen 0 € T.G ympdristé U siten, ettd eksponenttikuvauksen rajoittuma exply

on diffeomorfismi joukolta U joukolle exp(U) C G.
Todistus. Sivuutetaan, kts. [Lee03, Prop. 20.8, s. 519-521]. O

Matriisiryhmille eksponenttikuvaus saadaan varsin luonnollisesti. Osoittautuu, etti reaalista ja

kompleksista eksponenttifunktiota vastaava potenssisarja on hyvin mééritelty myos matriiseille.

Lause 1.4.6. Olkoon A € M, (K). Potenssisarja

Az A3

e k
LAl 2
;k A+

suppenee itseisesti ja lisiksi tasaisesti jokaisessa avaruuden M, (K) kompaktissa joukossa.

Todistus. Olkoon || - || jokin matriisinormi avaruudessa M, (K) ja A € M, (K). Tarkastelemalla

nyt vastaavaa normien sarjaa ndhdéén, ettd kun N € N saadaan
oS L k] < S LAt oAl
R BN EDORTFTSE
k=0 k=0

> |4

kun N — oo, misté itseinen suppeneminen seuraa.

Olkoon nyt K C M, (K) kompakti ja € > 0 mielivaltainen. Nyt potenssisarja el A1 suppenee

tasaisesti joukossa K, joten on olemassa N € N siten, ettd

A’g " Ak
sup — = sup —_—
AeK Z AeK k_ZmH k!

<o >
Aek S m+1
A
cap 3 1AL
AeK k=m-+1 !

A

kun n > m > N. Siten potenssisarja e’ suppenee tasaisesti kompaktissa joukossa K tasaisen

Cauchyn kriteerion nojalla.
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Edellisen tuloksen nojalla voidaan mé&éaritelld kaikille matriiseille ns. matriisieksponentti em.

suppenevan potenssisarjan summana.

Miisiritelmé 1.4.7. Olkoon A € M,,(K). Matriisieksponentti on kuvaus A — e, missi

>, Ak Az A3

A _ _

e —k k!—I+A+2!+3!+...
=0

Maéritelmé on hyvin asetettu, silld kyseinen potenssisarja suppenee.

Matriisieksponentilla on useita hyodyllisid ominaisuuksia, joita tullaan jatkossa hyddyntamésn.

Lause 1.4.8. Olkoon A, B € M,(K).

i) Matriisieksponentin determinantille pétee det (e?) = e ) missi tr (A) on matriisin A jilki
n
tr(A) = Zaii’ kun A = (a;5) .
i=1

ii) Jos AB = BA, niin eteP = 418,

iii) Matriisieksponentti e on kddntyvi ja (e?)™! = e=4.

Todistus. i) Olkoon A € M, (K). On olemassa ylidkolmiomatriisi Y € M, (K) ja g € GL,(K)
siten, ettd, A = ¢ Y g~ !. Saadaan, etti

Siten nahd&din, etti

det (eA) = det (g ng_l) = det (ey) = V11 ... ¥ = Vit tynn — otr(Y)

_ etr(gfng) — etr(ngfl) — etr(A) )

i1) Koska AB = BA, binomikaava antaa
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silld itseisesti suppenevien sarjojen e ja e Cauchyn tulo suppenee itseisesti.
iii) Koska A ja —A kommutoivat, saadaan ete=4 = eAt(=4) = 0 = T, O

Seuraavan lemman avulla voidaan osoittaa, ettd yleisen lineaarisen ryhmén yhden parametrin

aliryhmét méaardaytyvit matriisieksponentin avulla.

tA

Lemma 1.4.9. Olkoon A € M, (K). Tdlldin reaalimuuttujan kuvaus t — e on C*°-kuvaus ja

sen derivaatalle saadaan
d
t

aeA:AetA VteR.

Todistus. Olkoon A € M,,(K). Olkoon edelleen K C R kompakti. Saadaan, kun ¢t € K, ettd

_d — d ( — 1~ 1A’f i th= 1Ak ot A
t dt (k—1)! k! ’
k: k=0 k=1 k=0
silld ko. derivaattojen sarja suppenee tasaisesti jokaisessa kompaktissa joukossa. O

Nyt voidaan osoittaa, ettd yleisten lineaaristen matriisiryhmien yhden parametrin aliryhmét

saadaan vilttamétta matriisieksponentin avulla.

Lause 1.4.10. Yieisen lineaarisen ryhmdin GL, (K) yhden parametrin aliryhmd v : R — GL,,(K)

on valttamdttd muotoa
oo

missi X € M,(K). Erityisesti X = ~'(0).
Todistus. Olkoon v : R — GL,(K) yhden parametrin aliryhmé. T&ll6in v on erityisesti differen-

tioituva ja saadaan derivaatalle

Yt +s) —(t) s+t —~1(0+1)

! _ . _ .
[ ;
iy Y =2 (O () _ (hm v(s) — 7(0)> )
s—0 S s—0 S
=7(0)7(t).
Jos nyt 7/(0) = X € M, (K), saadaan differentiaaliyhtéls v/(t) = Xv(t), jonka yksikésitteinen
ratkaisu alkuehdolla v(0) = I on lemman 1.4.9 nojalla y(t) = e'X. O

Seuraus 1.4.11. Lien ryhmdille GL,(K) eksponenttikuvaus exp : T.GL,,(K) — GL,,(K) on

0 k
exp(A) = e = % VA€ T.GL,(K).
k=0
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Osoittautuu, etti jokaisen Lien ryhmén neutraalialkioa vastaava tangenttiavaruus on Lien al-

gebra ns. adjungaattikuvauksen derivaatalla varustettuna.

Maiéaritelmé 1.4.12. Olkoon G ryhmé ja g € G. Kuvaus 14 : G — G siten, etté
Yg(h) =ghg™", kunheG,
on alkioa g vastaava konjugointikuvaus tai lyhyemmin g-konjugointikuvaus ryhméssi G.

Selviisti Lien ryhmien konjugointikuvaukset ovat sileitd kuvauksia.

Miéaritelmi 1.4.13. Olkoon G Lien ryhmi. Kuvaus Ad : G — GL (T.G) siten, ettéd
Ad(g):Ded)gv kung € G,
on ryhméin G adjungaattikuvaus.

Voidaan osoittaa, ettéd yleisesséikin tapauksessa adjungaattikuvaus on siled kuvaus.

Lause 1.4.14. Olkoon G Lien ryhmd. Adjungaattikuvaus Ad : G — GL (T.G) on siled.
Todistus. Sivuutetaan, kts. [Lee03, Prop. 20.24, s. 534]. O

Adjungaattikuvauksen Ad derivaattakuvaus on siten hyvin mééritelty.

Maééaritelmé 1.4.15. Olkoon G Lien ryhmé. Adjungaattikuvauksen Ad : G — GL (T.G) deri-
vaatta on kuvaus
ad = D.Ad : T.G — L(T.G).

Voidaan osoittaa, etté Lien ryhmélle saadaan aina muodostettua Lien algebra ryhmén neutraa-

lialkion tangenttiavaruudesta varustettuna em. adjungaattikuvauksen derivaatalla.

Lause 1.4.16. Olkoon G Lien ryhmd. Tangenttiavaruus TG on Lien algebra varustettuna Lien

sulkeella
[X,Y]=ad(X)Y, kun X,Y € T.G.

Todistus. Sivuutetaan, kts. [FH91, s. 104-109]. O

Lien ryhmén ja em. Lien algebran vilistéd yhteytta tullaan jatkossa hyodyntaméan merkittavasti.

Niin ollen on perusteltua maéritella kéisite Lien ryhmdd vastaava Lien algebra.
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Maiésritelmd 1.4.17. Lien ryhm#a G wvastaava Lien algebra on g = T.G varustettuna Lien

sulkeella
(X, Y]=ad(X)Y,

missd X,Y € T.G.

Yleisten lineaaristen matriisiryhmien Lien algebrat saadaan varsin yksinkertaisesti, vastaavista

matriisiavaruuksista ns. kommutaattorilla varustettuna.

Lause 1.4.18. Yieistd lineaarista ryhmdid GL,,(K) vastaava Lien algebra on gl(n, K) = M,,(K)

varustettuna Lien sulkeella
(X, Y]=XY-YX,

kaikilla X, Y € Mp(K).

Todistus. Osoitetaan reaalinen tapaus, josta kompleksinen seuraa suoraan. Selvisti nahd&an,
ettd T,GL,(R) C M,(R) ja koska dim (T,GL,(R)) = n? on edelleen vilttimittd T,GL,(R) =
M, (R).

Olkoon X,Y € M, (R). Olkoon X : (=1,1) = GL,(R) ja Y : (—1,1) — GL,(R) sileiti polkuja

siten, etta

X0)=Y(0)=1, X'(0)=X ja Y(0)=Y.

Nyt saadaan adjungaattikuvauksen derivaatalle, etté

d
ad(Xj::ggLZOLkwkww
misté edelleen saadaan Lien sulkeelle
[X}ﬂ—mumy—ff 4 X(s)Y(t) X(s)™"
’ B ~ds ls=0 dt li=o
_d ST a1 _ 4 > Sl
= 2| XV O X7 = dS‘S:O;X(s)}’)((s)
- - - d -
:X’(O)YX(O)+X(0)Y£OX(S)*1
:XYI+nﬂi X@leXY+Y(ﬂTmD
ds ls=0
= XY -YX,
sillé erityisesti pétee, etté
D e = —xO) L] X)X (0) " = —IX(0) I = —X(0).
ds s=0 ds s=0
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1.5 LIEN ALIRYHMAT

Lien ryhmien aliryhmét eivit aina itsessédén ole Lien ryhmié.

Maiidritelmé 1.5.1. Olkoon G Lien ryhmé ja H < G. Aliryhm& H on Lien ryhmén G Lien
aliryhmd, mikali se on Lien ryhmén G alimonisto ts. inkluusiokuvaus H < G on siled ryhmé-

homomorfismi ja immersio monistolle G.

Lause 1.5.2. Olkoon G ja H Lien ryhmid ja F : G — H injektiivinen siled ryhmdhomomorfisma.
Tdlloin F(G) on Lien ryhmdn H Lien aliryhmd.

Todistus. Sivuutetaan, kts. [Lee03, Proposition 7.17 sivut 157-158]. O

Helposti ndhd&an, ettd ainakin kaikki upotetut aliryhmét ovat Lien aliryhmié.

Lause 1.5.3. Jos Lien ryhmdn G aliryhmd H on upotettu moniston G alimonisto, on H Lien

ryhmdn G Lien aliryhmd.

Todistus. Lien ryhmén G tulokuvaus G x G — G on siled kuvaus, joten niin on my6s sen
rajoittuma H x H — G. Vastaavasti kddntdmiskuvauksen tapauksessa. Koska H on aliryhmé&

on inkluusiokuvaus H — G siled ryhmadhomomorfismi ja upotuksena edelleen immersio. O

Kuitenkaan kaikki Lien aliryhmit eivit ole upotettuja, esitetdéin teoksen [Lee03] vastaesimerkKki.

Lause 1.5.4. On olemassa torusryhmdn T? = S' x S' ¢ C? Lien aliryhmd, joka ei ole upotettu.
Todistus. Olkoon o € R\ Q mielivaltainen ja kuvaus v : R — T2 siten, etti
’Y(t) — (627rit 627riat)

Selvisti kuvaus v on yhden parametrin aliryhmé. Edelleen kuvaus v on immersio, silld +/(¢) # 0
aina. Liséksi, jos y(t1) = 7(t2) on oltava t| — ty € Z ja at] — ate € Z. Valttdmittd on siis

t; = to. Siten 7y on injektio ja lauseen 1.5.2 nojalla v(R) on torusryhmin T? Lien aliryhmi.

Tarkastellaan joukkoa «y(Z). Dirichlet’'n approksimaatiolauseesta (kts. [Lee03, s. 86-87]) seuraa,
ettd jos € > 0 on n,m € Z siten, ettd |an —m| < e. Lisdksi koska ’eitl —e2 | < |t — 1],
kun t1,t; € R saadaan, ettd |e™on — 1| = |e?mion — 2™m | < |27x(an —m)| < 2me. Siten
|v(n) —(0)] = || (e*™™, e*™em) — (1,1) || = || (1, ™) — (1,1) || < 2me. Siten (0) on joukon
~v(Z) kasautumispiste. Koska joukolla Z ei ole kasautumispisteitd joukossa R, ei kuvaus 7 voi

olla upotus, ts. homeomorfismi kuvajoukolleen. ]
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Seuraava Cartanin lause (Elie Cartan, 1869 - 1951) osoittaa, ettd kaikki Lien ryhmien suljetut

aliryhmét ovat itse asiassa jopa upotettuja Lien aliryhmié.

Lause 1.5.5 (Cartan). Olkoon G Lien ryhmd ja H < G. Jos H on suljettu, on H Lien ryhmdn
G upotettu Lien aliryhmd.

Todistus. Sivuutetaan, kts. [Lee03, Theorem 20.12, sivut 523-525]. O

Seuraava tulos antaa siten karakterisoinnin upotetuille Lien aliryhmille.

Seuraus 1.5.6. Olkoon G Lien ryhmd ja H Lien ryhmdn G Lien aliryhmd. Talloin H on

upotettu Lien aliryhmd, jos ja vain jos H on suljettu.
Todistus. Sivuutetaan, kts. [Lee03, Theorem 7.21, sivut 159-161]. O

Cartanin lauseen nojalla ndhdéén valittomasti, ettd reaalinen ja kompleksinen erityinen line-
aarinen ryhmé ovat molemmat Lien ryhmié, vastaavien yleisten lineaaristen matriisiryhmien

upotettuina Lien aliryhmin.

Lause 1.5.7. Olkoon K joko R tai C. Aliryhmd SL,(K) C GL,,(K) on upotettu Lien aliryhmd.

Todistus. Olkoon A joukon SL,(K) sulkeumassa, ts. on joukossa M, (K) suppeneva jono (Ay)
siten, ettd Ay € SL,(K) kaikilla k € N ja Ay — A, kun k — co. Pétee siis

det (Ap) =1 VkeN,
josta determinantin jatkuvuuden nojalla saadaan
det (A) = det < lim Ak) = lim det (A) =1.
k—o0 k—o0
Siis A € SL,(K) ja siten SL,(K) on Lien ryhmén GL, (K) suljettu aliryhma. O

Erityiselld lineaarisella ryhmaéllé on siten Lien ryhméné sitd vastaava Lien algebra.

Lause 1.5.8. FErityisti lineaarista ryhmdad SLy, (K) vastaava Lien algebra on yleisti lineaarista

ryhmdd vastaavan Lien algebran gl(n, K) aliavaruus
sl(n, K) ={X € M,(K) | tr(X) =0},

Lien algebralta gl(n, K) peritylld Lien sulkeella varustettuna.
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Todistus. Olkoon A : (—1,1) — SL,(K) siled polku siten, ettd A(0) = I. Saadaan Jacobin

kaavasta determinantin derivaatalle, etté

%det (A(t)) = det (A(t)) tr (A(t)lth(t)>

joten erityisesti, kun ¢t = 0 saadaan

Kadntden, jos X € M, (K) siten, ettid tr (X) = 0, saadaan lauseesta 1.4.8, etté
det (eX) =X =0 =1,

joten eX € SL,,(K). Edelleen e/* € SL,(K), kun ¢ € R. Koska pitee

on vilttaméttd X € sl(n, K). O

Vastaavan Lien algebran eli tangenttiavaruuden dimensiosta saadaan itse Lien ryhmén dimensio.

Seuraus 1.5.9. i) Reaalisen erityisen lineaarisen ryhmdn SLy(R) dimensio on n? — 1.

ii) Kompleksisen erityisen lineaarisen ryhmdin SL,,(C) (reaalinen) dimensio on 2n? — 2.
Todistus. i) Koska tr (X) = 0, kaikilla X € sl(n, R), on siten selvésti

dim (sl(n, R)) = dim (M,(R)) =1 =n* — 1.
i1) Vastaavasti saadaan kompleksisessa tapauksessa, etti

dim (sl(n, C)) = dim (M, (C)) —2 = 2n? — 2.



LUKU 2

ORTOGONAALI- JA UNITAARIRYHMAT

2.1 ORTOGONAALIRYHMAT

Tésséd tutkielmassa keskeisessd asemassa ovat klassiset matriisiryhmét ja niisté erityisesti orto-
gonaaliryhmé&t. Matriisien ja lineaarikuvausten vastaavuudesta johtuen pédddytédén usein késit-

teeseen ryhmdn toiminta joukossa.

Miéaritelma 2.1.1. Olkoon X joukko ja (G, -) ryhmé. Kuvaus x: G x X — X : (g,2) —» g*x
on ryhmén G toiminta joukossa X, jos kuvaukselle x pétee

i) (g-h)xx=g*(hxz), kaikilla g,h € Gjar € X

i1) e x x = z, kaikilla x € X.

Toimintaa « kutsutaan transitiiviseksi, mikdli X # () ja kaikilla z,y € X on olemassa g € G

siten, ettd g xx = y.

Jos x on ryhmén G toiminta joukossa X, niin kuvaus g — ¢ x (-) on ryhm#homomorfismi G —
XX Seuraavaksi esitettiviin tuloksen perusteella voidaan erityistéi ortogonaaliryhméié nimittés

myos rotaatioryhmdksi, sen euklidisen avaruuden toiminnan rotaatioluonteen perusteella.

Lause 2.1.2. Erityinen ortogonaaliryhmd SO(n) toimii transitiivisesti joukossa S*~1.

Todistus. Ensinnékin selvisti ndhdaan, ettd kuvaus
SO(n) x S" 1 - §"1: (R,z) — Rz

on ryhmin SO(n) toiminta joukossa S"~!. Osoitetaan induktiivisesti, ettd toiminta on transi-
tiivinen. Kun n = 2, on viite selvésti tosi. Oletetaan, ettéd véite on tosi, kun n = k — 1, missé

k> 3.

19
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Olkoon x € S¥~1. Riitt# osoittaa, ettd on R € SO(k) siten, ettd Rey = x. Saadaan ensinnikin
x =cosfe;, +sinfx,

missé

2 €span{ey,...,ep_1} ja O€ER.
Nyt havaitaan, ettd o’ € SF1, silli
1=|lz|?=(z, z) = cos® 0 +sin?8 ||« ||,

misté edelleen saadaan

1—cos?0 = sin® 6 Hx’ H2 ,

joten vilttamittd || 2’ || = 1. Induktio-oletuksen nojalla on siis olemassa U € SO(k — 1) siten,

ettd 2’ = Uej_1. Olkoon nyt

1o 0 0
U 0 .
Ry, = ) ja Ryg= 0 cosf) siné

0 .
0 —sinf cosf
Saadaan lopulta, etté
0
Ry Ryer, = Ry, : =sinfUej,_q +cosfe, =sinfz’ +cosfe, =z,
sin
cos 6
joten kun valitaan R = Ry Ry € SO(k), pitee Rep = x. Viite on siis tosi, kun n = k. O

Edelleen vastaavanlaisilla argumenteilla osoitetaan seuraavaksi, etté erityinen ortogonaaliryhmé

on ortogonaaliryhmén yhten&inen osa.

Lause 2.1.3. i) Jokainen R € SO(n) voidaan esittii muodossa R = Ry Ry Ra, missd

In_o 0 0
Ry = 0 cosf sind ja  Ri, Roe {Re€SO(n)| Re,=¢epn} .
0 —sinf cost

i1) Erityinen ortogonaaliryhmd SO(n) on yhtendinen.
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Todistus. i) Olkoon R € SO(n) ja x = Re,. Lauseesta 2.1.2 saadaan, etté

x=RiRypey,,
kun
I,_o 0 0
U 0 .
Ry = (0 1) €S0(n) ja Rp=1] 0 cosf sinf | € SO(n),
0 —sinf@ cos6

misséd U € SO(n — 1). Koska z = Re,, saadaan
R,'R'Re, = ey,

minké perusteella asettamalla
Ry=R,'R{'R

saadaan rotaatiolle R etsitty esitysmuoto

R=RiRyR;.

i1) Todistetaan véite induktiivisesti. Ensinnékin erityinen ortogonaaliryhmé SO(2) on selvésti

homeomorfinen ympyrille S!, joka on yhteniinen.

Edelleen, kun n > 2 oletetaan, ettd SO(n —1) on yhteniinen. Kohdan i) nojalla seuraava kuvaus

(isomorfiat huomioiden)
SO(TL — 1) X 80(2) X SO(TL — 1) — SO(n) : (Rl, Rg, RQ) — R1 Rg RQ

on jatkuva surjektio, joten SO(n) on yhteninen.

O]

Edelleen saadaan, etté ortogonaaliryhmaélld on erityisen ortogonaaliryhmén lisédksi ainoastaan

yksi toinen yhtendinen komponentti.

Lause 2.1.4. Ortogonaaliryhmdllid O(n) on kaksi yhtendisti komponenttia
{A€O0(n)|det(A)=-1} ja {A€O0(n)|det(A)=1}=S0(n)

ja muita ei ole.

Todistus. Olkoon n > 2 ja A € O(n). Saadaan

1 = det (I) = det (AA") = det (A) det (A") = det (4)*,
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joten valttamatta det (A) = +1. Jos Q € O(n) siten, ettd det (@) = —1, niin ortogonaaliryhmén

O(n) toinen yhtendinen komponentti saadaan erityisen ortogonaaliryhmén sivuluokkana
{A€0(n) | det(A) =—-1} =QSO(n),

joka on yhtendinen, yhtendisen joukon kuvana jatkuvassa kuvauksessa. O

Seuraus 2.1.5. Erityinen ortogonaaliryhmd SO(n) on ortogonaaliryhmdn O(n) normaali ali-

ryhmd.

Todistus. Selvésti I € SO(n) ja ryhmén O(n) neutraalialkion siséltévé yhtendinen komponentti

SO(n) on siten normaali aliryhmé lauseen 1.1.3 kohdan i) nojalla. O

Merkittavasd on se, ettd ortogonaaliryhmét ovat paitsi Lien ryhmié, ovat ne my6s kompakteja

sellaisia.

Lause 2.1.6. Ortogonaaliryhmd O(n) on kompakti ja upotettu Lien ryhmdn GL,(R) Lien ali-

ryhmd.
Todistus. Olkoon A € O(n). Olkoon edelleen = € R™ siten, etté || z || = 1. Saadaan
| Az ||* = (Az, Az) = (w, ) =1,

joten
H A Hop = H At Hop = H A_l Hop =1

Siten ortogonaaliryhmé O(n) on kompakti topologinen ryhmé lauseen 1.2.11 nojalla. Edelleen
O(n) on kompaktina ryhméné Lien ryhmén GL,, (R) suljettu aliryhmé ja Cartanin lauseen nojalla

upotettu Lien aliryhma. O

Edellisen tuloksen perusteella ndhdéin vastaavilla argumenteilla, ettd my0s erityiset ortogonaa-

liryhmét ovat kompakteja Lien ryhmié.

Seuraus 2.1.7. Erityinen ortogonaaliryhmda SO(n) on kompakti ja upotettu Lien ryhmdn O(n)

Lien aliryhmd.
Todistus. Nahdaan valittomésti, etta
SO(n) = O(n) N SL,(R)

on suljettujen joukkojen leikkauksena suljettu ja siten upotettu Lien ryhmén O(n) Lien aliryhmaé.

Liséksi SO(n) on kompaktin joukon O(n) suljettuna osajoukkona edelleen kompakti. O
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Koska erityinen ortogonaaliryhmé SO(n) on ortogonaaliryhmén O(n) neutraalialkion siséltavi

yhtenéinen komponentti on Lien ryhmilld SO(n) ja O(n) sama vastaava Lien algebra.

Lause 2.1.8. Erityistd ortogonaaliryhmdd SO(n) vastaava Lien algebra so(n) on vinosymmet-

risten matriisien avaruus
son) ={XeM,R) | X+X'=0},
kommutaattorilla varustettuna.
Todistus. Olkoon A : (—1,1) — O(n) siled polku siten, ettd A(0) = I. Koska A(t) € O(n), pétee
ADAR) =1 Vte(-1,1).

Siten saadaan

d t oAl t 1t d _
ZADAWD' = AMAW' + ANA W) = 21 =0,

misté

A0)+ A0 =0.
Titen mielivaltaiselle tangenttivektorille X € so(n) on siis vilttdméattd X + X' = O.

Olkoon kiéntien X € M, (R) siten, ettd X + X’ = O. Téllsin X ja X' kommutoivat, ts.
XX'=X(-X)=(-X)X = X'X.
Nyt kommutoivien matriisien matriisieksponentille saadaan lauseen 1.4.8 nojalla
eXeX' — XX 0 1.
Lisiiksi, koska vinosymmetriselle matriisille X pétee tr (X) = 0, lauseesta 1.4.8 saadaan
det (eX) =X =0 =1,
joten eX € SO(n). Edelleen jos s € R, on vastavasti

sX +sX'=0,

ja siten sX € SO(n). Lauseen 1.4.9 nojalla X € so(n), silla pétee
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Edellisen perusteella saadaan dimensio samalla aikaa seki ortogonaaliryhmille, ettd erityisille

ortogonaaliryhmille.

Seuraus 2.1.9. Sekd ortogonaaliryhmdn O(n), ettd erityisen ortogonaaliryhmdn SO(n) dimen-

sio on n(n —1)/2.

Todistus. Vinosymmetristen matriisien avaruuden so(n) virittdvien matriisien lukum&ird on

n(n — 1)/2 kappaletta, ts. sama kuin ala- tai yldkolmion alkioiden lukumé&iri, ts.

n

S -1y ="l

, 2
1=1
Avaruuden so(n) virittavéit matriisit ovat

-1 0

o = O
= o O
o

|
o o 4
o
)
)
)

[a)
)
)
[a)
[a)
[a)
e
o oo
[a)
e
[a)
[a)
()
—
()

jotka ovat selvisti lineaarisesti riippumattomia. O

Kolmiulotteisessa tapauksessa paddytdédn mielenkiintoiseen yhteyteen erityisen ortogonaaliryh-

mén Lien algebran kommutaattorin ja 3-vektorien ristitulon vélilla.

Lause 2.1.10. On olemassa lineaarinen isomorfismi ¢ : s0(3) — R3 siten, etti
P([X,Y]) =o(X) x(Y),
kaikilla X,Y € s0(3).

Todistus. Olkoon ensinnékin

0
0 O ja K=10 0 -1
0 01 0

Nyt matriisit I, J ja K ovat lineaarisesti riippumattomia ja virittévit avaruuden so0(3). Olkoon

nyt ¢ : 50(3) — R3 lineaarikuvaus siten, etti

o(l) =e1, &(J)=ez, ¢(K)=e3.
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Selvisti kuvaus ¢ on lineaarinen isomorfismi. Saadaan, etté

0 -1 0\ (00 —1 00 -1\ [0 -1 0
(1,J]=1J-JI=[1 0o of]o ~10 0 1
o 0 o/ \1 10 0
00 0 0
=100 -1|[-]0
00 0 0 —1 0
0 0
= 0 -1|=K.
0

Vastaavasti saadaan

[J,K]=1 ja [K,I]=J.
Olkoon nyt X,Y € s0(3) siten, etti

X=mnl+zJ+rz3K ja Y =yl +yJ+ysk.

Saadaan, etté

(X, Y] = [x1] +2od + 23K, y1 I + yoJ + y3K ]
=ayp [L, I+ 2y [, ]+ 2y [, K]+
zoyi [J, I+ moya [J, J]+ 2oy [J, K]+
zayr [K, I +asy2 [ K, J] +z3ys [ K, K|
= 1y2 K — 21y3J — 2oyt K + ways3l + x3y1J — x3y2l
= (z2y3 — z3y2)I + (z3y1 — m1y3)J + (192 — 2291) K,

silla Lien sulkeen bilineaarisuuden ja alternoivuuden nojalla erityisesti

[J,I|=-[I,J]=-K, [K,J|=-[J,K]|=-1, [I,K| =—-[K,I]=-J.

Lopulta saadaan siis, etta

([ X, V]) = (21,22, 23) X (y1,92,93) = ¢(X) X $(Y).
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2.2 UNITAARIRYHMAT

Léheisesti edellé esiteltyihin ortogonaaliryhmiin liittyvét niiden kompleksiset vastineet unitaari-
ryhmdt. Unitaariryhmét ovat my6s Lien ryhmié ja niilld on joitakin vastaavia ominaisuuksia

kuin ortogonaaliryhmill&.

Lause 2.2.1. Unitaariryhmd U(n) on kompakti Lien ryhmdn GL,(C) upotettu Lien aliryhmd.

Todistus. Vastaavasti kuin ortogonaaliryhmien tapauksessa kaikille V' € U(n) on ||V [, = 1,
ja siten U(n) on kompakti. Cartanin lauseen nojalla U(n) on Lien ryhmén GL,(C) suljettuna

aliryhméné edelleen Lien ryhmén GL,(C) upotettu Lien aliryhmé. O

Toisin kuin ortogonaaliryhmien tapauksessa, unitaariryhmélld on erityisen unitaariryhmén vas-

taavasta eroava vastaava Lien algebra.

Lause 2.2.2. Unitaariryhmdd U(n) vastaava Lien algebra u(n) on avaruus
u(n) = {XeMn((C) | X + X1 :o} :
kommutaattorilla varustettuna.
Todistus. Olkoon A : (—1,1) — U(n) siled polku siten, ettd A(0) = I. Koska A(t) € U(n) pitee
ABDADT =1 Vte(-1,1).

Saadaan siis

d , gy d o
aA(t)A(t)T = AADT + AR A (1) = Z1=0,

misté edelleen saadaan
A0)+ A0 =0,

joten mielivaltaiselle tangenttivektorille X € u(n) pitee vilttamitta X + Xt = O.

Olkoon késintien X € M,,(C) siten, ettd X + XT = O. Tillsin X ja X kommutoivat, ts.
XXT=X(-X)=(-X)X=X'X.

Siten on

t t
XXt — XHXT _ 0

X

joten e on unitaarinen matriisi ja siten vastaavasti X € u(n). O
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Vastaavasti edelleen ndhdéén, ettd myos erityiset unitaariryhmét ovat Lien ryhmié.

Lause 2.2.3. Erityinen unitaariryhmd SU(n) on kompakti ryhmdn U(n) upotettu Lien aliryhmd.

Todistus. Koska SU(n) = U(n) N SL,(C), on ryhmé SU(n) kompaktin joukon U(n) suljettuna

osana edelleen kompakti ja lisdksi Cartanin lauseen nojalla upotettu Lien aliryhmé. 0

Merkittévé erityistapaus erityisistd unitaariryhmistd on ryhmé SU(2).

Lause 2.2.4. Erityinen unitaariryhmd SU(2) on homeomorfinen avaruuden R* 1-pallolle S3.
Todistus. Homeomorfismi S* — SU(2) saadaan kuvauksesta

(a.b. c.d) <a+di —b—ci)

b—c a-—di
silla

di —b—ci
det | “ T )=t R+ = (abed)|=1.
b—ci a—di

Seuraus 2.2.5. Ryhmd SU(2) on (yhdesti) yhtendinen.

Erityistd unitaariryhmé&é vastaavaksi Lien algebraksi saadaan erds unitaarista ryhméa vastaavan

Lien algebran aliavaruus.

Lause 2.2.6. Erityisti unitaariryhmdada SU(n) vastaava Lien algebra su(n) on avaruus
su(n) ={X eu(n) | tr(X) =0},
kommutaattorilla varustettuna.
Todistus. Olkoon A : (—1,1) — SU(n) siled polku siten, ettd A(0) = I. Koska SU(n) C U(n) on
A'(0)+A(0) =0.

Lisiksi, koska det (A(t)) = 1 kaikilla ¢ € (—1,1) on oltava

o (A(0) = £

- L:O det (A(t)) = 0.

Kééntéden, jos X € M,,(C) siten, ettd

X+X'=0 ja tr(X)=0
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on lauseen 2.2.2 nojalla eX € U(n). Erityisesti koska
det (eX) = X = 0 =1
on edelleen eX € SU(n) ja siten vastaavasti X € su(n). O

Lien algebralla su(n) on merkittava yhteys Lien algebraan sl(n,C). Sanotaan, ettd Lien algebra

sl(n,C) on Lien algebran su(n) kompleksifikaatio.

Lause 2.2.7. Pdtee, etti
sl(n,C) = su(n) +isu(n),

siten, ettd jokaisella X € sl(n,C) on yksikdsitteinen esitys X = X1 41Xy, missi X1, Xo € su(n).

Todistus. Jos X1, X € su(n), on tr (X;) = tr (X2) = 0. Néin ollen myds tr (X; +iX2) = 0.

Kédntéen, olkoon X € M, (C) siten, ettéd tr (X) = 0. Osoitetaan, etté
X =X; +iXs,
misséd X, Xo € su(n). Valitaan

1 1
X1:§(X—XT) ja X2:§(X+XT).
(3

Saadaan, etté

1 1 1 1
X1+Xj=§(X—XT)+§(X—XT)Tzi(X—X*)+§(XT—X):0

ja vastaavasti, etta

1 1

1 1
X+ Xxht= —(x+xH - =
2( +XT) 2¢( + XT) ;

5 (X+XxH=o0.

Edelleen, koska tr (X) = 0 pétee, ettd tr (X;) = tr (X2) = 0. Siis X1, X» € su(n).

Nyt X = X7 4+ X9, koska saadaan, etti
X - X=X +iXo— X] +iX] = X1 + X1 +iXy —iXy = 2X)
ja vastavasti

X+ X=X +iXo+ XT —iX) = X1 — X1 +iXy +iXg = 2i Xs.
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Edellisestd merkittaviné erityistapauksena saadaan Lien ryhméia SU(2) vastaava Lien algebra

su(2), joka osoittautuu 3-ulotteiseksi.

Lause 2.2.8. i) Lien algebran su(2) reaalinen dimensio on 3.

i1) On olemassa (reaalisesti) lineaarisesti riippumattomat X1, Xo, X3 € su(2) siten, ettd
[X].) XQ] = 2X55 [X27 XS] = 2X15 [X?)v Xl] = 2X2

Todistus. i) Jos X € su(2) saadaan, ettd

X — ix 15} _ i a+1b ’
—-5* —ix —a+1ib —ix

missd x € R ja 8 = (a,b) € C. Méiritelladan X7, Xo, X3 € su(2) siten, ettd

v (i 0 v (01 (0
"o =) P\ o) P oo

X =xX1+aXo+bX3,

Nyt saadaan, etta
joten siis
sSpan {Xl, XQ, Xg} = 511(2) .

Lisiksi joukko {X1, X2, X3} on lineaarisesti riippumaton ja siten avaruuden su(2) kanta. Erityi-

sesti siis pétee, ettd dim (su(2)) = 3.

i1) Saadaan suoraan laskemalla, etti

[Xl,Xz]:XlXQ—XQ)Q:(i 0.><0 1>_<0 1) (Z 0.>
0 —1 —1 0 -1 0 0 —i
()2 0) () -e)
i 0 —i 0 2 0 i 0

Muut kommutaatiorelaatiot saadaan vastaavasti. O



Luku 3

LIEN RYHMIEN ESITYSTEORIAA

3.1 LIEN RYHMIEN ESITYKSET

Ryhmien esitysteoriassa tarkastellaan ryhmien ominaisuuksia siirtdmalld tarkastelu johonkin
ryhmén kanssa homomorfiseen lineaariseen ryhméén. Osoittautuu erityisesti mielenkiintoiseksi

tarkastella lineaaristen ryhmien epétriviaaleja lineaarisia esityksia.

Mséaritelma 3.1.1. Olkoon G ja H (Lien) ryhmié ja V kompleksinen vektoriavaruus.
i) Ryhm&homomorfismi 7 : G — H, joka on lisiksi siled kuvaus, on Lien ryhmdhomomorfismi.

! on silesi, on kuvaus 7 Lien ryhmdisomorfismi.

Jos kuvaus 7 on liséksi bijektio siten, ettd 7~
i1) (Lien) ryhmidhomomorfismi 7 : G — GL(V) on (Lien) ryhmén G esitys avaruudelle V. Jos
lisdksi kuvaus 7 on injektio, sanotaan etté esitys m on uskollinen. Vektoriavaruutta V kutsutaan
(Lien) ryhmén G esitysavaruudeksi. Erityisesti sanotaan lyhyemmin, ettéd pari (m, V) on (Lien)
ryhmén G esitys.

iii) Olkoon W C V aliavaruus. Olkoon edelleen (mg, W) ja (m, V) ryhmén G esityksid. Esitys

(mo, W) on esityksen (m, V) aliesitys, mikéali patee
mo(g9) = m(9)lw Vged.

Matriisiryhmilld on selvésti aina olemassa esitys eli ns. mddrittelevd esitys.

Lause 3.1.2. Olkoon G jokin yleisen lineaarisen ryhmdin GL,(K) Lien aliryhmd. Tdlloin
inkluusiokuvaus G — GLy,(K) = GL(K") on Lien ryhmdn G uskollinen esitys.

Todistus. Selvésti inkluusiokuvaus G — GL,(R) = GL(R"™) on injektiivinen ja lisdksi siled

ryhméhomomorfismi eli Lien ryhmé&homomorfismi. O

30
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Kaikista yksinkertaisin Lien ryhmé&n esitys on ns. triviaali esitys.

Lause 3.1.3. Olkoon G Lien ryhmd, V vektoriavaruus ja kuvaus m : G — GL(V) siten, ettd

7(g) = Idy, kaikilla g € G. Tdlloin (w,V) on Lien ryhmdn esitys.
Todistus. Kuvaus 7 on vakiokuvauksena sileé ja jos g, h € GG saadaan, etté
m(gh) = Idy = Idy o Idy = w(g) o 7(h),
joten kuvaus 7 on Lien ryhm#&homomorfismi. O

Esityksisté usein mielenkiintoisimpia ovat ne, jotka ovat redusoitumattomsia.

Maéritelm& 3.1.4. Olkoon (7, V) ryhmén G esitys.

i) Aliavaruus W C V on invariantti esityksessi (m, V), jos pétee
T(gpWCW, Vged.

i1) Esitys (7, V) on redusoitumaton, mikili esitysavaruudella V ei ole epdtriviaaleja invariantte-
ja aliavaruuksia esityksessd 7 ts. ainoat invariantit aliavaruudet ovat {0} ja V.
i1i) Esitys (m, V) on tdydellisesti redusoituva, jos se on suora summa redusoitumattomista esi-

tyksisté.

Lien ryhméaén liittyy aina vahintaén yksi epéatriviaali esitys, ns. Lien ryhmén adjungaattiesitys.

Lause 3.1.5. Olkoon G Lien ryhmé. Kuvaus Ad : G — GL (g) siten, ettd Ad(g) = D1y,
kaikilla g € G on Lien ryhmén G esitys avaruudelle g.

Todistus. Ad on siled kuvaus monistolta G monistolle GL (g) lauseen 1.4.14 nojalla. Liséksi

kuvaus Ad on ryhméhomomorfismi, sillé jos g, h € G pétee erityisesti konjugoinnille, etta
Ygh = Vg 0y,
ja siten edelleen ketjusdédnndsta saadaan, ettd
Ad (gh) = Detpgh = De(hg 0 thp) = Detpg o Detpp, = Ad (g) 0 Ad (),
joten Ad on Lien ryhmén G esitys. O

Mikali kaksi eri esitystéd on palautettavissa toinen toisekseen lineaarisella isomorfismilla sanotaan,

etta esitykset ovat keskenéddn ekvivalentteja. Kyseessd todellakin on ekvivalenssirelaatio.
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Miaritelma 3.1.6. Ryhmiéin G esitykset (71, V) ja (w2, W) ovat ekvivalentteja, jos on olemassa

isomorfismi A : YV — W siten, etti

Ami(g) Ah =m(g),
kaikilla g € G. Kuvausta A kutsutaan esitysten (w1, V) ja (w2, W) kietoutumaksi.

Osoitetaan seuraavaksi klassinen Schurin lemma, joka valaisee edellistd méritelméé.

Lemma 3.1.7 (Schur). Olkoon G ryhmi.
i) Olkoon (n1,V1) ja (n2,Va) ryhmdin G ddrellisulotteisia redusoitumattomia esityksid ja kuvaus
AV = Vs lineaarinen siten, ettd

Aom(g) =mn(g)0cA Vgea,

tilléin A on joko isomorfismi tai nollakuvaus.

i1) Olkoon (n,V) ryhmdin G kompleksinen ddrellisulotteinen redusoitumaton esitys ja A : V —V

lineaarikuvaus siten, ettd kaikilla g € G pitee

Aon(g)=n(g)cA.

Tdlloin on olemassa A € C siten, ettd
A=)

Todistus. i) Aliavaruus Ker (A) C V; on invariantti esityksessé 1, silld jos v € Ker (A) ja g € G,

saadaan oletuksesta, etté

A(m(9)(v)) = n2(9)(A(v)) = n2(9)(0) = 0.

Toisin sanoen 71(g)(v) € Ker (A). Vastaavasti aliavaruus Im (A) C Vs on invariantti esityksesséi

2, silld jos g € G ja w € Im (A), toisin sanoen on v € V; siten, ettd w = A(v) saadaan, ettéd

12(9)(w) = n2(9)(A(v)) = A(m(g)(v)) € Im (A) .

Nyt valttamétta joko Ker (A) tai Im (A) on triviaali aliavaruus {0}. Jos ker (A) = {0}, on
lineaarikuvaus A injektio ja siten myds surjektio, koska on oltava erityisesti dim (V;) = dim (Vs).

Jos puolestaan Im (A) = {0}, on selvisti A = 0.

i1) Kuvauksella A on olemassa ainakin yksi kompleksinen ominaisarvo A € C, toisin sanoen
kuvaus A — A ei ole bijektio. On siis oltava A — AI = 0 kohdan i) nojalla. O
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3.2 LIEN ALGEBROIDEN ESITYKSET

Myos Lien algebroille voidaan méaéritelld niiden esitykset. Témé tehdddnkin tdysin vastaavalla

tavalla kuin Lien ryhmille.

Miaritelmi 3.2.1. Olkoon V vektoriavaruus ja g Lien algebra. Lineaarikuvaus p : g — £ (V)

on Lien algebran g esitys vektoriavaruudelle V, lyhyemmin (p, V) on esitys, jos pitee

p(IX, Y =[p(X),p(Y)]=p(X)p(Y)=p(Y)p(X),

kaikilla X,Y € g. Edelleen esitys (p, V) on uskollinen, jos kuvaus p on injektio. Vastaavasti on
esitys (p, V) redusoitumaton, jos kaikilla X € g kuvauksella p(X) ei ole epétriviaaleja invariant-

teja vektoriavaruuden V aliavaruuksia.

Té&rkein tapaus Lien algebran esityksestid saadaan adjungaattikuvauksen derivaatasta.
Lause 3.2.2. Olkoon G Lien ryhmd ja g vastaava Lien algebra. Adjungaattikuvauksen Ad de-
rivaatta ad = D, Ad : g — L (g) on Lien algebran g esitys.

Todistus. Seuraa lauseesta 1.4.15, silld tulos on yhtépitaviad Jacobin yhtélolle, toisin sanoen

=ad(X)ad(Y)Z — ad(Y)ad(X)Z =[ad(X),ad(V)]Z VX,Y,Z€cg,
mistd ndhdéén, ettd ad ([ X, YV]) = [ad (X) , ad (Y)]. O
Osoittautuu, ettéd Lien ryhméé vastaavalle Lien algebralle saadaan esitykset luonnollisella tavalla,
yksinkertaisesti derivaattakuvauksella itse Lien ryhmén esityksisté.

Lause 3.2.3. Olkoon G Lien ryhmid ja g vastaava Lien algebra. Jos (7, V) on Lien ryhmdin G
esitys, on kuvaus dm = Do : g — L (V) Lien algebran g esitys.

Todistus. Sivuutetaan, kts. [FH91, s. 104-109]. O

Seuraava klassinen Adon lauseena tunnettu tulos antaa teoreettisen syyn jattda muut kuin mat-
riisialgebrat tdmén tutkielman kisittelyn ulkopuolelle.
Lause 3.2.4 (Ado). Olkoon V n-ulotteinen Lien algebra kerroinkuntanaan K joko C tai R.

Tdlloin on olemassa Lien algebran V uskollinen esitys avaruudelle M,,(K).

Todistus. Sivuutetaan, kts. [Var74, s. 233-238]. O



3.3. HAARIN MITTA 34

3.3 HAARIN MITTA

Merkittdvéan erityistapauksen topologisista ryhmistid muodostavat lokaalisti kompaktit ryhméit,
joihin my6s kaikki Lien ryhmét monistoina kuuluvat. Lokaalisti kompakteille ryhmille voidaan
aina konstruoida niille luonnollinen mitta ns. Haarin mitta. Tamé& mitta on erityinen siind mie-

lessé, ettéd se on translaatioinvariantti ryhmén operaation suhteen.

Maéritelm& 3.3.1. Olkoon (G, -) lokaalisti kompakti topologinen ryhmé. Olkoon B(G) ava-
ruuden G Borel-joukkojen kokoelma, toisin sanoen pienin o-algebra, joka sisiltéd avaruuden G

kompaktit joukot.

i) Joukon G mitta p on vasemmalta invariantti, mikéli kaikilla g € G ja S € B(G) pitee
1(gS) = u(S).
i1) Joukon G mitta p on vastaavasti oikealta invariantti, mikéli kaikilla g € G ja S € B(G) pitee

1(Sg) = pu(S).

Haarin mitan mééaritelmé voidaan antaa yhté hyvin niin vasemmalta invariantissa muodossa kuin

oikealta invariantissakin. Seuraavassa kiytetddn ensisijaisesti vasemmalta invarianttia muotoa.

Miaritelma 3.3.2. Olkoon (G, -) lokaalisti kompakti topologinen ryhmé. Joukon G nollasta

eroava mitta p on ryhmén (G, -) vasen (tai oikea) Haarin mitta, mikali
i) mitta p on ryhmiéssd G vasemmalta (tai oikealta) invariantti
i1) mitta p on dérellinen jokaiselle ryhmén G kompaktille osajoukolle

i41) mitta p on ulkoa pdin sddnndéllinen ryhmén G Borel-joukoilla, toisin sanoen
w(E)=inf{uw(U) | ECU, Uavoin} ,

kaikilla E € B(G).

iv) mitta p on sisdltd pdin sddnndllinen ryhmén G Borel-joukoilla, toisin sanoen
w(E) =sup{u(K) | K C E, K kompakti} ,

kaikilla E € B(G).

Kompaktin ryhmén G nollasta eroava Haarin mitta p voidaan normittaa luonnollisella tavalla,

silld on valttaméttd pu(G) < oo.
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Maiésritelmé 3.3.3. Kompaktin topologisen ryhmén G Haarin mitta p on normitettu, jos
n(G) =1.

Lokaalisti kompakteille ryhmille Haarin mitan olemassaolo on taattu.

Lause 3.3.4. Olkoon (G, -) lokaalisti kompakti topologinen ryhmd.

i) On olemassa ryhmdin G vasen (ja oikea) Haarin mitta.

i1) Jos p ja v ovat kaksi eri ryhmdn G vasenta (tai oikeaa) Haarin mittaa, on olemassa ¢ > 0
siten, etti u(E) = cv(E) kaikilla E € B(G).

Todistus. Sivuutetaan, kohta i) kts. [Hal74, s. 254-256] ja kohta i) kts. [Hal74, s. 263]. O

Néin ollen voidaan Lebesguen integraaliteorian mukaisesti edelleen méaritelld Haarin integraali

lokaalisti kompaktissa ryhméssé Haarin mitan avulla.

Masritelmé 3.3.5. Olkoon G lokaalisti kompakti topologinen ryhmé ja g ryhmén G Haarin
mitta. Olkoon f : G — R Borel-mitallinen funktio ja S € B(G). T#lléin integraalia

Lﬂmmm»

sanotaan funktion f Haarin integraaliksi yli ryhmén G Borel-joukon S.

Haarin mitan invarianssiominaisuudet siirtyvét edelleen Haarin integraalille.
Lause 3.3.6. Olkoon (G, -) lokaalisti kompakti topologinen ryhmd.

i) Jos pn on ryhmdn G vasen Haarin mitta ja f : G — R on integroituva, pdtee

| tto-a)utin) = [ 5@ uian),

kaikilla g € G.

ii) Jos u on ryhmdn G oikea Haarin mitta ja f : G — R on integroituva, pdtee
[ e gutd) = [ 1) i),
G G
kaikilla g € G.

Todistus. i) Olkoon g € G ja f : G — R Borel-mitallinen. Voidaan olettaa, ettd f > 0. Haarin

integraalille saadaan méaritelmén nojalla, etta

/ f(x) p(de) = sup{ / y(x)p(dr) |y € Vg ja 0 <y < f joukossa G} ,
G G
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missd Vi on ryhmén G Borel-yksinkertaisten funktioiden joukko. Riittd4 siis tarkastella Borel-

yksinkertaista funktiota y € Y3, jolle saadaan normaaliesitys siten, ettd
)4
y(x) =) bixp,(x) Yeed,
j=1

missé b; € R ja B; € B(G). Edelleen saadaan, etta

l J4
y(g-2) =S bxs,(g-2) = 3 bjxgip,(2) Veed.
j=1 j=1

Nyt Haarin mitan vasemman invarianssin nojalla saadaan

VA l
/G y(g - z) p(de) = jz;bnglBj) - jZleBj) - /G () p(de).

i1) Vastaavasti oikealle Haarin mitalle. O

3.4 KOMPAKTIEN RYHMIEN ESITYKSET

Kompaktien ryhmien esitysteoria on luonnollinen yleistys dérellisten ryhmien esitysteorialle. Jo-
kainen d#rellinen ryhmé nimittdin on kompakti topologinen ryhmé diskreetilla topologialla va-
rustettuna. Mikali ryhmén esitysavaruudeksi valitaan jokin Hilbert-avaruus, voidaan méaritella

erityisesti ryhmén unitaariset esitykset.

Maéaritelmé 3.4.1. Olkoon G kompakti topologinen ryhmé. Esitys @ : G — GL(#H) Hilbert-
avaruudelle H on unitaarinen, jos kaikilla g € G operaattori 7(g) on unitaarinen, toisin sanoen
péatee

(m(g)v, m(g)w) = (v, w), VvweH.

Kompaktin ryhmén Haarin integraalin avulla saadaan edelleen mé&iriteltyé sisétulo.

Lause 3.4.2. Olkoon m kompaktin ryhmdn G esitys ddrellisulotteiselle kompleksiselle vektori-

avaruudelle V. On olemassa avarvuden V' sisdtulo, jonka mielessd esitys m on unitaarinen.

Todistus. Olkoon (-, -),, jokin avaruuden V sisétulo. Maaritellién

(u, v) = /G (n(g) u, 7(g) v}y u(dg)

missé pu on ryhmén G normitettu oikea Haarin mitta. Nyt kuvaus (-, -) on sisétulo, silld
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kuvaus (-, -),, on sisétulo, integraali on lineaarinen ja joukko G on kompakti. Osoitetaan, ettd

esitys 7 on unitaarinen sisétulon (-, -) mielessd. Olkoon ¢’ € G ja u,v € V. Saadaan

(n(g)u, n(g)v) = /G (w(g)n(d) u, w(g)n(g) v}, u(dg)
—/< (99) u, w(gg") v),, u(dg)

/fuvgg (dg) = /fuv

- / w(g) u, 7(g) v}y p(dg)
G
= <u7 U)’

missé fy, : G — C siten, ettd

fu,v(g) = <7T(g) u, 77(9) U>V :
O

Edellisen tuloksen perusteella voidaan nyt osoittaa erityisesti, etté jokainen kompaktin ryhmén

esitysavaruus on esitettdvisséd suorana summana invariantteja aliavaruuksia.

Lause 3.4.3. Olkoon m kompaktin ryhmdn G esitys ddarellisulotteiselle kompleksiselle vektori-
avaruudelle V.

i) Jokaiselle avaruuden V esityksen m invariantille aliavaruudelle on komplementaarinen aliava-
ruus, joka on invariantti esityksessd .

i1) Avaruus V on esitettivissi suorana summana epdtriviaaleja invariantteja aliavaruuksia
V=V® - dVnN,
jollekin N € N.

Todistus. i). Lauseen 3.4.2 mukaan on olemassa avaruuden V sisdtulo siten, etti esitys 7 on
unitaarinen. Olkoon W avaruuden V aliavaruus, joka on invariantti esityksessd . Osoitetaan,
etté ortogonaalinen komplementti W+ on vastaavasti invariantti esityksessi 7. Olkoon x € W,

y € W ja g € G. Esityksen 7 unitaarisuudesta saadaan, etté

(m(9)x, y) = <7T(9_1)7r(g)w ﬂ(g_l) y) = <7T(g_1g)x, w9~ y)
<Idv > = <I' 7T > = 0,
koska m(g~1)y € W, silli aliavaruus W on invariantti esityksessi 7.

i1) Olkoon V; avaruuden V epétriviaali esityksen 7 invariantti aliavaruus, jolla pienin dimensio.
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Havaitaan ensin, ettd V = V; @ Vi-. Jos Vi~ # {0} valitaan Vo C Vi epiitriviaali esityksen 7 inva-
riantti aliavaruus, jolla pienin dimensio. Jatketaan nédin. Koska avaruus V on &dérellisulotteinen,

on Vi = {0}, jollakin k£ € N. O

Erityisesti kompaktien ryhmien esitykset ovat oleellisesti dérellisulotteisia.

Lause 3.4.4. Jokainen kompaktin ryhmdn redusoitumaton esitys on ddrellisulotteinen.
Todistus. Sivuutetaan, kts. [Far08, Theorem 6.3.2, sivu 105]. O

Kompaktien ryhmien esitysteoriassa esitysten matriisielementit ovat jatkuvia kuvauksia.

Miééaritelmé 3.4.5. Olkoon G kompakti topologinen ryhmé ja m : G — GL(H) ryhmén G a4-
rellisulotteinen esitys Hilbert-avaruudelle H. Esityksen (m, H) matriisielementit ovat kuvauksia
mij « G — C siten, ettd

Tij(9) = (m(g) €j, €i)qy »
missd {eq,...,e,} on avaruuden H sisdtulon (-, -),, mielessd ortonormaali kanta. Edelleen esi-

tyksen 7 matriisielementtien joukko on M.

Matriisielementeille péatevét ns. Schurin ortogonaalisuusrelaatiot, jotka yleistévét ddrellisten ryh-

mien esitysteorian kompakteille ryhmille.

Lause 3.4.6 (Schur). Olkoon (71, H1) ja (w2, Ha) kompaktin ryhmdn G redusoitumattomia uni-
taarisia esityksid, jotka eivdt ole keskenddn ekvivalentteja.
i) Matriisielementit m;; ja myj ovat ortogonaaliset avaruudessa L*(G), jos i # i’ tai j # j'.

ii) Joukot My, ja My, ovat keskenddin ortogonaalisia avaruuden L*(G) aliavaruuksia.

Todistus. Sivuutetaan, kohta i) kts. [Far08, Theorem 6.3.3, sivu 105] ja kohta ii) kts. [Far08,
Theorem 6.3.4, sivu 106]. O

Peterin ja Weylin lause antaa Schurin ortogonaalisuusrelaatioiden nojalla yleistyksen klassiselle

neliGintegroituvien funktioiden Fourier-sarjojen teorialle.

Lause 3.4.7 (Peter-Weyl). Olkoon G kompakti topologinen ryhmd. Tdlloin

L2(G) = @) M.

[r]ell

missd 11 on ryhmdn G ekvivalenttien unitaaristen esitysten ekvivalenssiluokkien joukko.

Todistus. Sivuutetaan, kts. [Far08, Theorem 6.4.1, sivut 108-109]. O



LUuKuU 4

ORTOGONAALI- JA UNITAARIRYHMIEN
ESITYKSISTA

4.1 RYHMAN SU(2) REDUSOITUMATTOMAT ESITYKSET

Erityisen unitaariryhmén SU(2) redusoitumattomat esitykset 16ydetédén tutkimalla vastaavan
Lien algebran su(2) (redusoitumattomia) esityksid. Tdmé tehdéén palauttamalla tarkastelu Lien

algebraan sl(2, C), silld muistetaan aiemmasta, ettd sl(2, C) = su(2) + isu(2).

Maisritelmé 4.1.1. Olkoon P, kahden muuttujan m-asteisten homogeenisten kompleksipoly-

nomien avaruus, missd m € N.

Lause 4.1.2. Kompleksisen vektoriavaruuden Py, kompleksinen dimensio dim (P,,) = m + 1.

Todistus. Olkoon f; € Py, siten, ettéd
m—j
)

filu,v) = wo

kun j = 0,...,m. Selviisti joukko {f;} on lineaarisesti riippumaton ja jokainen avaruuden Pp,

polynomi saadaan polynomien f; kompleksisena lineaarikombinaationa. O

Lause 4.1.3. Olkoon m € N ja g € SL(2,C). Madgritelliin kuvaus mpm(g) : Pm — Pm siten, ettd

(Wm(g)f)(’LL,U) = f((u,v)g).

Tdlloin m, on Lien ryhmdn SL(2,C) esitys avaruudelle Py, .

39
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Todistus. Olkoon g € SL(2,C) siten, etti

ja f € Pp,. Saadaan kuvaukselle 7,,(g), ettd
(mm(g) f) (u,v) = flau+ cv, bu + dv),

joten selvésti 7, (g) f € P Siten lineaarikuvaus 7,,(g) : Pp — Pr, on hyvin mééritelty. Lisdksi

7m(g) on bijektio kiinteiskuvauksella (m,,(g))~! siten, etti
((mm(g) ™" ) (u,0) = f((u,0)g7"),
koska erityisesti
((mm(9) ™! o mm(9)) £) (w,v) = f((u,0)g™"g) = f(u,v),

toisin sanoen (m,,(g))~! o mn(g) = Idp,, . Kuvaus m,, on siten hyvin midritelty. Edelleen 7, on

ryhmédhomomorfismi, silld jos g, h € SL(2,C) saadaan

(mm(gh) [) (u,v) = f((u,v)gh) = ((Tm(g) © Tm(h)) [) (u,v).

Kuvauksen m,, sileys seuraa suoraan lineaarikuvausten sileydesté. Néin ollen 7, on Lien ryhmén
SL(2,C) esitys. O

Esityksen m, derivaatasta saadaan redusoitumaton esitys vastaavalle Lien algebralle sl(2, C).

Lause 4.1.4. Kuvaus p,, = dmy, on Lien algebran sl(2,C) redusoitumaton esitys.

Todistus. Lauseen 3.2.3 ja edellisen tuloksen perusteella kuvaus p,, = dm,, on Lien algebran
5[(2,C) esitys. Kompleksisilla vektoriavaruudella sl(2,C) on kanta {H, E, F'}, missi

() () ()

Kantamatriiseille saadaan kommutaatiorelaatiot

oe=meen= (00 (00)-(00) (05
() )-00)-e
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ja vastaavasti
|E,F|=EF-FE=H ja |[F,H|=FH-HF=2F.
Saadaan derivoidulle esitykselle p,,, etti kaikilla X € s[(2,C)

p(X) = d(X) = L

> LZO T (exp (1X)) .

Liséiksi saadaan, etta

1
exp (tH) = lim — (tH)* = lim | k=0 =

N—o0 k! N—oo
k=0

ja edelleen

kuten my0s vastaavasti

oo
1
exp(tF) =Y —(tF)F =I+1tF,
silld matriisi H on diagonaalimatriisi seké pitee, ettd E? = F? = O. Saadaan nyt

(mm(exp (tH)) f) (u,v) = f((u,v) exp (tH)) = f(e'u, e "v)
ja vastaavasti

(mm(exp (tE)) f) (u,v) = f((u,v) exp (tE)) = f((u,v)(I + tE))
= f((u,v) + (u,v) tE) = f(u, tu +v)

kuten my0s

(mm(exp (tF)) f) (u,v) = f((u,v) exp (¢F)) = f((u,v)(I + tF))
= f((u,v) + (u,v) tF) = f(u+ tv,v).

Edellisistéd saadaan kuvat derivoidussa esityksesséa p,, siten, etta

pm(H)f = dm(H)f = 5| m(esp (tH)f = 5| fletu ')

_((’if &f) wy_,of  of
 \ou’ Ov —v/] Ou Ov
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ja vastaavasti

pm(E)f = dmm(E)f = % ’t:(] mm(exp (tE))f = % f(u,tu+v)

t=0
_(of Of 0y of
_<aua) o) = “au

ja edelleen

d d
punlF)f = dm(F)f = 2| mnlexp (tF))f = = | flu+to,0)

dt lt=0
_<8f 8f> v  Of
“\ow o) \o) " ou

Tarkastellaan kuvausten p,,(H), pm(E) ja pm(F) kuvia kantavektoreille f;, j € N. Saadaan

S P 9 o o . . o . .
pm(H) fj = pm(H) w07 = (uau - v(%) wo™ = ug. wo™I — v%ujvm_]
= uju?! ™ — o (m — ™I = jud o™ — (m— o™

= (21 —m)f;

ja vastaavasti

)y = p(B) w3 = (gl ) W™ = (o
[
= (m— 0D = (m— )

kuten my0s

pm(F) ;= pu(F) wv™ 7 = (a) W™ = joud ™I = jud Lyt
u
= jul U =

Niin saadaan lineaarikuvaukselle p,,(H) vastinmatriisi kannan {f;} mielessé diagonaalimatrii-

sina siten, etta

—m+ 2
mat (pm(H)) =

m

Vastaavasti saadaan kahdelle muulle lineaarikuvaukselle p,,(E) ja p,(F) matriisiesitykset
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mat (p(E)) = ja mat (pm (F)) =
2 0 0 m
10 0

Olkoon nyt W jokin epétriviaali esityksen p, invariantti aliavaruus. Lineaarikuvauksen p,,(H)
rajoittumalla aliavaruuteen W on ainakin yksi ominaisvektori f. Matriisiesityksestd ndhd&én,
ettd kuvauksen p(F') ominaisvektorit ovat vektorit fi, eikd muita ole. Téten f = fi, jollakin
k € N. Soveltamalla vektoriin fj lineaarikuvausten p,,(E) ja pn,(F) rajoittumia aliavaruuteen
W tai niiden potensseja, saadaan ettéd f; € W kaikilla j = 0,...,m. Siten W = P, eli esitys pp,

on redusoitumaton.

O]

Seuraavan tuloksen mukaan aiemman konstruktion lisdksi oleellisesti erilaisia redusoitumattomia

Lien algebran sl(2, C) esityksid ei ole.

Lause 4.1.5. Olkoon p redusoitumaton kompleksilineaarinen Lien algebran sl(2,C) esitys. Til-

loin p on ekvivalentti jollekin esityksistd py,.

Todistus. Olkoon p redusoitumaton kompleksilineaarinen Lien algebran s((2, C) esitys dérellis-
ulotteiselle kompleksiselle vektoriavaruudelle V. Olkoon A\g € C kuvauksen p(H ) ominaisarvoista

se, jolla on pienin reaaliosa ja ¢g € V ominaisarvoa \g vastaava ominaisvektori, ts.

p(H)po = Xogo -

Olkoon edelleen ¢ = p(E)¢pg. Oletetaan, ettéd ¢; # 0. Osoitetaan, ettd ¢; on kuvauksen p(H)

ominaisvektori ominaisarvolla A\g + 2. Saadaan, etté

p(H)o1 = p(H)p(E)po = p(E)p(H)do + p([ H , E])do
= Xop(E)do + 2p(E)po = (Ao + 2)¢1 .

Olkoon nyt ¢ = p(E)¥¢o, kun k € N. Induktiolla saadaan, etti (¢ )x on jono kuvauksen p(H)
ominaisvektoreita, silli jos p(H)¢r_1 = p(H)p(E)*1pg = (Ao + 2(k — 1))¢p_1 saadaan

(H)p(E) g0 = p(H)p(E)p(E)* "¢
(E)p(H)p(E)*"¢0 + p([H , E])p(E)" " 0
p(E) (Ao +2(k — 1)) dr—1 + 2p(E) dp—1

= (Ao +2(k = 1))k + 2% = (Ao + 2k) ¢y .

p(H)dr = p
=p
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Nollasta eroavat vektorit ¢, ovat eri ominaisarvoja vastaavina ominaisvektoreina lineaarisesti
riippumattomia. Edellisesté konstruktiosta seuraa, ettd on m € N siten, ettd ¢ # 0, kun kK < m

ja dm+1 = 0, silla muuten avaruus V ei olisi dédrellisulotteinen.

Olkoon nyt W = span {¢q, . .., ¢m }. Aliavaruus W on invariantti kuvauksille p(H) ja p(E),

p(H)pr = (Ao +2k)ox  ja  p(E)pr = ¢py1 VE<m.
Osoitetaan, ettd aliavaruus W on invariantti myos kuvaukselle p(F'). Saadaan ensinnékin, etta

p(H)p(F)¢po = p(F)p(H)do + p([H , F'])¢o
= Xop(F)do — 2p(F)do = (Ao — 2) p(F)o -

Edellisesté seuraa valttaméitti, ettd p(F)¢py = 0, silli jos néin ei olisi niin A\g — 2 olisi kuvauksen
p(H) ominaisarvo, joka on reaaliosaltaan pienempi kuin \g, miké on ristiriitaista. Osoitetaan
induktiolla, ettd p(F)or = —k(Xo + k — 1)¢pp—1. Kun k = 1 saadaan, etti

p(F)p1 = p(F)p(E)po = p(E)p(F)¢o + p([F', E])do
=—p([E, F)¢o = —p(H)po = —Ao¢o -

Oletetaan, ettd kun k € N, pétee p(F)or = —k(No + k — 1)¢g_1. Saadaan edelleen, etté

P(F) k1 = p(F)p(E)dpr = p(E)p(F)dx + p([F, E])dk
= —k(Xo +k —1)p(E)pp—1 — p(H)y
= (=kMo4+k—1) — (Mo +2k))pp = —(k+1)(No + k) oy .

Siten aliavaruus YV on invariantti myos kuvaukselle p(F).

Osoitetaan, ettd \g = —m. Havaitaan ensin, etté

tr (p(H)) = tr ([p(E) , p(F)]) = tr (p(E)p(F) — p(F)p(E))
— tr (9(E)p(F)) — tr (o(F)p(E)) = tr (p(E)p(F)) — tr (p(E)p(F)) = 0.

Jalki saadaan kuitenkin my06s ominaisarvojen summana, ts.

tr(p(H)) =X+ (Xo+2)+ -+ (Ao +2m)
=(m+ 1 o +m(m+1)=(m+1)(Ao+m)=0,

eli valttaméatta on A\g = —m.

Lopulta saadaan siis, etta

p(H)or = 2k —m)pp, p(E)op = dpy1, p(F)op =k(m —k+1)dp_1.
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Maéritelldén lineaarikuvaus A : V — P, siten, etté
Ao =cipfr, co=1c=m(m—-1)---(m—k+1).
Tallsin A on bijektio siten etté
Ao p(X) = pm(X) 0 4,

ts. kuvaus A kietoo esitykset p ja p,, ja siten p ja p,, ovat ekvivalentteja. O

Edellinen tulos voidaan edelleen nostaa eksponenttikuvauksen avulla Lien ryhméén SU(2).

Lause 4.1.6. Jos 7 on Lien ryhmdn SU(2) redusoitumaton esitys ddrellisulotteiselle kompleksi-

selle vektoriavaruudelle V, on m ekvivalentti jollekin esityksen v, rajoittumalle ryhmdin SU(2).

Todistus. Lauseen 2.2.7 nojalla pitee kompleksifikaatio
s[(2,C) = su(2) + isu(2)

jasiten Lien algebran su(2) esitys dm voidaan jatkaa lineaarisesti Lien algebran sl(2, C) esityksek-
sip:sl(2,C) — L(V). Olkoon nyt Exp : gl(V) — GL(V) Lien ryhmén GL(V) eksponenttikuvaus.

Télloin erityisesti alla oleva kaavio kommutoi.
T
SU(2) — GL(V)
€xXp Exp

su(2) —— ol(V)

dm

Osoitetaan, etté esitys p on redusoitumaton. Olkoon W # {0} esityksen p invariantti aliavaruus.
Nyt aliavaruus W on invariantti kuvauksessa Exp (p(X)) = 7(exp (X)), kaikilla X € su(2), silld

jos w € W saadaan, ettd

N N 1

Bxp (p(X)) w = (13900 lj!(p(X))k) w= Jim 3 (X)) wew.
k=0 =

Koska ryhmé SU(2) on yhtenéinen, on erityisesti
exp (su(2)) = SU(2).

Siten aliavaruus W on invariantti esityksessd 7. On siis oltava, ettd W = V), koska esitys 7 on

redusoitumaton. Lauseen 4.1.5 nojalla esitys p on ekvivalentti jollekin esityksista p,.
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Siten saadaan isomorfismi A : V — P, siten, etti
Ao p(X) = pm(X) 0 4,
kaikilla X € sl(2,C). Vastaavasti saadaan, ettd
Ao Exp (p(X)) = Exp (pm(X)) 0 A,

toisin sanoen

Aom(exp (X)) =mm(exp (X))o A,

kaikilla X € su(2). Ryhméan SU(2) yhtenéisyyden nojalla seuraa, etti
Aom(g) =mm(g) oA,

kaikilla g € SU(2). O

4.2 RYHMAN SO(3) REDUSOITUMATTOMAT ESITYKSET

Seuraavaan tulokseen perustuen saadaan Lien ryhmén SU(2) esityksistd muodostettua edelleen

Lien ryhmén SO(3) esityksid. Tamé perustuu adjungaattiesityksen kdyttoon ryhmésséd SU(2).
Lause 4.2.1. i) Kuvaus Ad : SU(2) — SO(3) on surjektiivinen Lien ryhmdhomomorfismi.

i1) Tekijiryhmd SU(2) / {e, —e} on isomorfinen ryhmdlle SO(3).

Todistus. Olkoon T' € su(2) mielivaltainen. T&ll6in saadaan joillekin ¢1,t9,t3 € R, ettd
T =t X1 +t2Xo +13X3,

missd { X1, X2, X3} on avaruuden su(2) lauseessa 2.2.8 esitetty kanta. Saadaan

ad(T)X1 = [T, Xl] = [t1X1 + to X9 + t3X3, Xl]
=t [ X1, X1]+t2[Xo, X1]+t3[ X3, X1]
— 1,0 + t2(—2X3) + 13(2X2) = 263X — 22X

ja vastaavasti

ad (T)X2 = [T, X2] = [thl + to X9 + 13X3, XQ]
=t [X1, Xo] +ta[ X, Xo] +13[ X3, Xo]
= t1(2X3) + t20 + t3(—2X1) = —2t3X1 + 2t1 X3,
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kuten myoés

ad (T) X3 = [T, X3] = [t1 X1 + taXo + t3X3, X3]
=t [ X1, X3]|+t2[Xo, X3] +13[ X3, X3]
= tl(—QXz) + t2(2X1) + 130 = 2t9 X7 — 2t1 X5

Niin ollen saadaan lineaarikuvauksen ad (7') matriisi kannan {X7, Xo, X3} suhteen, ts.

0 —2t3  2to
mat (ad (7)) = | 2t3 0 —2t; | €s0(3).
—2ty 2ty 0

Koska Lien ryhmé SU(2) on (yhdesti) yhtenéinen ja vastaavasti Lien ryhmé SO(3) on ryhmén
O(3) neutraalialkion siséltévé yhtendinen komponentti, on siten kuvaus Ad : SU(2) — SO(3)

surjektiivinen Lien ryhm&dhomomorfismi.

i1) Riittad osoittaa, ettd Ker (Ad) = {—e, e}. Saadaan, ettd

Ker (Ad) = {g € SU(2) : Ad(g)=¢}
={ge€SU?2) : Ad(g9) X = X, kaikilla X € su(2)}
={gesSU(2) : gXg~' =X, kaikilla X € su(2) }
={g€SU?2) : gX = Xg, kaikilla X € s5u(2)} .

Olkoon nyt g € SU(2) siten, ettd gX = Xg, kaikilla X € su(2). Merkitdin

b
g:<a ), a,b,c,d e C.
c d

On oltava erityisesti, ettd ¢ X1 = X1 g, toisin sanoen

6062 C )

eli yhtéapitédvasti saadaan, etté
ai  —bi [ ai bi
ci —di —ci —di |

On siis oltava, ettd b = ¢ = 0. Liséiksi, koska g on unitaarinen on oltava, ettd a = d = w siten,

ettd w? = 1, toisin sanoen w = +1. Siten g = I tai g = —1. O
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Edellisen tuloksen voi ymmiértdd myos siten, ettd Lien ryhmé SU(2) on Lien ryhmén SO(3)
kaksinkertainen peite. Néin ollen ryhmén SO(3) redusoitumattomattomat esitykset vastaavat

ryhmén SU(2) redusoitumattomia esityksié.

Lause 4.2.2. Jokainen ryhmdn SO(3) ddirellisulotteinen redusoitumaton esitys on ekvivalentti
jollekin esityksistd oy, joille

7~T2gOAd:7T25.

Todistus. Olkoon V &érellisulotteinen kompleksinen vektoriavaruus ja 7' : SO(3) — GL(V) ryh-

mén SO(3) redusoitumaton esitys. Télloin kuvaus
m=ToAd

on ryhmén SU(2) redusoitumaton esitys ja siten ekvivalentti jollekin esityksisté m,,, misséd m € N.
Koska erityisesti Ad (—e) = I, on oltava myds, ettd m,(—e) = I. Tdméi toteutuu tésmiilleen

silloin, kun m on parillinen.

Kéadntden, olkoon m = 2¢, missd ¢ € N. Talloin esityksestd mop saadaan tekijaryhmén
SU(2) / { —e, e} esitys. Lauseen 4.2.1 kohdan ii) nojalla on olemassa Lien ryhmén SO(3) esitys
oy siten, ettd

ﬁ'ggOAd:ﬂgg.

Néin ollen, koska esitys m = T o Ad on ekvivalentti esityksen w9, kanssa, on esitys 1" edelleen

ekvivalentti esitykselle 7oy.

O]

Osoitetaan lopuksi, ettd ryhmén SO(3) redusoitumattomat esitykset saadaan realisoitua ava-

ruuden R? harmonisten homogeenisten polynomien avaruuksiin.

Misritelmi 4.2.3. i) Olkoon U C R™ ja f : U — C siten, ettd f € C?>(U). Funktio f on

harmoninen, jos f on ratkaisu osittaisdifferentiaaliyhtdlolle

0%f  0*f 0% f
8756%4_87%%—’_'”4_871‘%70.

Toisin sanoen piatee Af = 0, missd A on Laplace-operaattori siten, etté

ii) Olkoon H, avaruuden R3 harmonisten homogeenisten astetta £ olevien polynomien avaruus,

missi ¢ € N.
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Voidaan rajoittua yksikkopallon pinnalle, jolloin homogeenisten harmonisten polynomien rajoit-

tumina saadaan ns. palloharmoniset funktiot.

Misritelmi 4.2.4. Joukon H, funktioiden f : R? — C yksikkopallolle S? rajoittumien f |s2
joukko on Yy. Funktio f € Yy on palloharmoninen funktio astetta £.

Palloharmoniset funktiot on luontevaa ilmaista avaruuden R3 pallokoordinaateissa.

Misritelmi 4.2.5. Avaruuden R3 pallokoordinaatit ovat (1,0, ¢) € [0,00) x [0, 7] x [0, 27) s.e.

x3 Z2
r=1/a?+22+2%, O =arccos(=—=), ¢=arctan| =],
1 2 3 r 1

toisin sanoen
x1 = rsinfcos ¢

To =rsinfsing

r3 = 1 cosf
missd, (21,72, 73) € R3.
Osittaisdifferentiaaliyhtéloiden teorian avulla voidaan etsid kaikki lineaarisesti riippumattomat

ratkaisut Laplacen yhtdlolle Af = 0.

Lause 4.2.6. Avaruuden )y kanta saadaan palloharmonisista funktioista astetta £ ja kertalukua

m, toisin sanoen kuvauksista Y, : [0, 7] x [0,27) — C siten, ettd

20+1(0—m)!

ng(9> ¢) = \/47T(€—|—Tn)' Pgm(COS H)eimqb’

missi £ € N, me {—¢,—0+1,...,0,1,...,4} ja P” : R — R on Legendren liittopolynomi s.e.

m (_1)m m d-m
P () = > (1 — %) /dem (z2 - 1) VzeR.
Todistus. Sivuutetaan, kts. [Atk2012, s. 81-86]. O

Osoitetaan, ettéd funktiot Y™ ovat kesken#fn ortogonaalisia avaruuden L?(S?) sisétulon

s 2
(f,9)= /S fg*dQ = /0 { ; f(8,0)g*(8,¢)dp| sinddh
mielessé, seké lisdksi normitettuja siten, etta

1Y |17 = (v, vy =1.
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Lause 4.2.7. Palloharmoniset funktiot Y;”* muodostavat ortonormaalin joukon, toisin sanoen

1, kun i =3

YV A = Sy Sper s A 0ij =
/s2€ ¢ mm! Oty 0 {O,kuni#j

Todistus. Olkoon £ € Njam e {—¢,—(+1,...,0,1,...,¢}. Merkitddn nyt

2041 —m)!
4 (L+m)!’

Y™, ¢) = y;" P (cos )™, kun yE”Z\/
on normituskerroin. Saadaan

s 2
8 Y Y do :/ [ Y0, 8) Y (0, ¢) dqﬁ] sin 0 d6
0 0

2T
= / [/ Y P (cos 0) €™y PIV (cos B)e ¢ d¢] sin 6 df
o LJo
T 2T
=yl / {Pgm (cos 0) P (cos 6) / etm=—m")¢ dqﬁ] sin 6 df
0 0
=yl / P (cos 0) P (cos 0) 2 8y sin 0 df
0

1
= G 209w [ PP 0) PP () d
—1

2 (K—i—m)'(S
2+1(—mn
dr (0 +m)!
2041 (€ —m)!

m

= O/ 2 Yy Ypr
= 5mm’ 55@’ (y;n)g = 5mm’ 5@6’ 5

silld Legendren liittopolynomit ovat ortogonaalisia ja erityisesti pétee, etté

! 2 (L+m)!
Pl (a)Pde = ——
/1[ ¢ @) de = S )
Seuraus 4.2.8. Avaruuden H; dimensio dim (H,) = 2¢ + 1.

Todistus. Rajoittumakuvaus H, — )y on lineaarinen isomorfismi. Astetta ¢ olevia lineaarisesti

riippumattomia palloharmonisia funktioita on 2¢ 4+ 1 kappaletta. O

Nyt voidaan osoittaa, ettd ryhmén SO(3) redusoitumattomat esitykset saadaan realisoitua har-

monisten homogeenisten polynomien avaruudelle H,.

Lause 4.2.9. Olkoon ¢ € N. Madritellidn kuvaus Ty siten, ettd

(Tr (9) f)(z) = f(zg),
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kaikilla g € SO(3) ja f € Hy. Tdlloin kuvaus Ty on ryhmdn SO(3) redusoitumaton esitys ava-

ruudelle Hy ja ekvivalentti esitykselle moy.

Todistus. Osoitetaan ensin, ettd kuvaus Ty on Lien ryhmén SO(3) esitys. Lauseen 4.1.3 perus-
teella riittdé osoittaa, ettd A(Ty(g)f) = 0.

Ensin ndhdéain, etta

3 3 3
(Te(9)f) (@) = flzg) = f(g'z) = f (Z K1k, ngﬂ?lm ngs.a?k) :
k=1 k=1 k=1

Saadaan ketjusdinnon avulla, etté

3
2 (110110 = g, 0

misté edelleen vastaavasti ketjusdéntod soveltamalla saadaan

o 5 Pf
—= (T x).
8£U12 ( 14 (g Z Z 9ik 9ij 5 Oz ank: (g )

k=1 j=1

Edellisistd saadaan summana

3 3 3
’f
A(Ti(g) [ )(z) = Zzzgikgijm(g x)
i=1 k=1 j=1
3 3 3
82f
-1 t
= i9ij o 5. g
3 3 3
82f
= Z O awk g €T Z kzgz]
k=1 j=1 i=1
3 3
62f
k=1 j=1 Tk
3
62
= Wf(gt ) =0
k=1 "k

silla matriisi g on ortogonaalinen ja funktio f harmoninen.

Osoitetaan, ettd T, on redusoitumaton. Lauseen 3.4.3 perusteella avaruus H, on esitettavissi

suorana summana invariantteja aliavaruuksia

H=H" o aul™,
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) )

on esityksen T invariantti aliavaruus ja siten kuvauksen 7, rajoittuma T, é( aliava-

ruuteen Hék) on ryhmén SO(3) redusoitumaton esitys.

missi Hé

On siis olemassa ¢, € N siten, ettd esitys Tg(k) on ekvivalentti esitykselle 79, . Siten saadaan
dim (’Hék)) = dim (Pyy,) = 2 + 1
ja siis vélttamitta £, < ¢. Avaruuden so(3) kantavektorille K = 1ad (X;) saadaan, etti

1 0 0
Ad (exp (6X1)) =exp(20K) =] 0 cos20 —sin20
0 sin20 cos20

ja kuvauksen T, e(k) (Ad (exp (AX1))) ominaisarvot ovat, kts. [Far08, s. 144]
e 299 kun—0,<j<l ja 1<k<N.
Tarkastellaan funktiota f : R? — C siten, etti
f(z1, 29, 23) = (z2 + ix3)é.

Funktio f on harmoninen polynomi astetta ¢, silla

> _
895% N

0w P _ P
. ord  0x3°

Saadaan lopulta, ettéd

(Ty(Ad (exp (0X1))) f) (z1,22,23) = f(x1, 22 cos 20 4 x3sin 20, —x2 sin 26 + x3 cos 20)

= (z cos 20 + x3sin 20 — ixg sin 20 + ix3 cos 29)4

= (cos 20 — isin 20)¢(xg + ix3)"

= e_%fef(xl’ €2, $3) .

Siten e 20

on yksi kuvauksen Ty (Ad (exp (0X1))) ominaisarvoista. Siten on ¢ = ¢, jollekin
1 <k < N, joten on edelleen Hy = Hék). Néin ollen esitys Ty on redusoitumaton ja ekvivalentti

esitykselle op. ]
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4.3 PALLOHARMONISET FOURIER-SARJAT

Palloharmoniset funktiot muodostavat ortonormaalin Hilbertin kannan yksikktpallon pinnalla

nelidintegroituvien funktioiden avaruudelle.
Lause 4.3.1. Joukossa S? nelidintegroituvien funktioiden avaruudelle pitee
Dy
LeN

Todistus. Patee [Far08, Theorem 9.3.1, sivu 196], ettéd avaruus
Y= @ Vi

on koko kompleksipolynomien pallolle S? rajoittumakuvausten avaruus. Avaruus ) on algebra,

joka sisaltdd vakiokuvaukset. Liséksi, jos f € Y on myos f* € Y, silla
(Y'Zm)* — Y*g—m ’
kaikilla ¢ € N ja —¢ < m < /. Erityisesti algebra ) erottelee pisteet, toisin sanoen, jos x,y € S?

siten, ettd z # y on kuvaus f € Y siten, ettd f(x) # f(y).

Stone-Weierstrass -lauseen nojalla avaruus ) on tihe# jatkuvien funktioiden avaruudessa C(S?),

joka puolestaan on tihe# avaruudessa L%(S?). Viite seuraa. O

Niin ollen nelidintegroituvat funktiot voidaan esittad Fourier-sarjana.

Seuraus 4.3.2. Olkoon f € L*(S?). Tdlloin saadaan funktiolle f esitys melkein kaikkialla L?-

normin mielessd suppenevana sarjana

oo V4
0,6)=>_ > [I"Y/"(0,9),

{=0 m=—/{
missd fi"* € C ovat funktion f Fourier-kertoimet. Toisin sanoen

2
2

lim
N—oo

sinfdfde =0.

Z F7Y(0, )

=0 m=—¢

Funktion f Fourier-kertoimet saadaan vastaavasti

= (f, Y™ / FOM* dQ = /Qﬂ/ £(6 ™)*(0, ¢) sin 6 do do .
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Kuva 4.1: Visualisointeja palloharmonisille funktioille, kun ¢ = 10 ja m = 0,1, 2, 3. Kuvissa on
palloharmonisten funktioiden reaaliosa kuvattuna pallon pinnalle. Imaginaariosat kayttaytyviét
vastaavasti, silld ainoana erona reaaliosiin on 7/2 suuruinen vaihe-ero kulmassa ¢.
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