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Téamén tutkielman tarkoituksena on tutkia Dirichlet’'n ongelmaa todennékdisyys-
teorian ja peliteorian ndkokulmasta. Osoittautuu, ettd kdytossa olevan alueen reuna
vaikuttaa siithen, onko olemassa Dirichlet’n ongelman ratkaisevaa funktiota, joka saa-
vuttaa oikeat reuna-arvot jatkuvasti. Tutkielmassa médritellddn joukon reunasidén-
nollisyys jatkuva-aikaisen satunnaisliikkeen avulla. Kéyttokelpoinen ja riittdvé ehto
reunapisteen sdannollisyydelle on Poincarén kartioehto. Téssé tyossa ndytetddn myos
Wienerin kriteerio, joka on riittavé ja vélttamaton ehto reunapisteen sdannollisyydel-
le.

Tutkielmassa kasitelladn myos p-Laplacen yhtélod kdyttden apuna hairittya koy-
denvetopelid (tug-of-war with noise). Héiritty koydenvetopeli on kahden pelaajan nol-
lasummapeli. Pelaajien arvofunktiot héirityssd koydenvetopelisséd kertovat parhaan
mahdollisen odotettavissa olevan tuloksen, pelasi toinen pelaajista kuinka hyvin ta-
hansa. Téassé tyossd naytetddn héirityn kdydenvetopelin arvofunktioiden yhteys p-
harmonisiin funktioihin. Lyhenevén askelpituuden hairitty kéydenvetopeli on koy-
denvetopelin variaatio, jonka avulla voidaan myos tutkia reunasdannollisyytta ja reu-
nafunktioiden resolutiivisuutta.

Avainsanat: Brownin liike, Dirichlet’n ongelma, héiritty koydenvetopeli, p-harmoni-
set funktiot, p-harmonious funktiot, stokastinen reunasaénnéllisyys, Wienerin kritee-
rio.
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LUKU 1

Johdanto

Tunnettu p-Laplacen yht&lo
Apu = div(|vulP~2vu) = 0

liittyy ldheisesti potentiaaliteoriaan. Epélineaarisessa potentiaaliteoriassa p-Laplacen
yhtalo esiintyy esimerkiksi lammonjohtuvuuden, sdhkostatiikan ja erilaisten fluidien
muodonmuutoksien ja virtauksien mallintamisessa. Todennékoisyysteoria ja erilaiset
stokastiset pelit antavat mielenkiintoisia ndkokulmia potentiaaliteoriaan.

Téssé tyossa ollaan kiinnostuneita Dirichlet’n reuna-arvo ongelmasta

(1.1) {Apu = 0 joukossa {2 ja

u = F joukossa 0f)

todennékoisyysteorian ja stokastisten pelien nakokulmasta, kun 2 < p < oo ja Q C
R™ on avoin ja rajoitettu ja F' : 02 — R on reunafunktio. Yhtdlopari (1.1) on
lineaarinen Dirichlet’n ongelma tapauksessa p = 2 ja epélineaarinen tapauksessa p >
2. Klassisessa Dirichlet'n ongelmassa yritetdin 16ytds funktio uw € C?(Q) N C(Q)
siten, ettd funktio u toteuttaa yhtéloparin (1.1). Ongelman (1.1) ratkaisevaa funktiota
sanotaan p-harmoniseksi funktioksi. Kun p = 2, puhutaan Laplacen operaattorista ja
harmonisista funktioista.

Yksi kysymys Dirichlet’n ongelmassa liittyy siihen, onko aina olemassa funktiota
u, joka ratkaisee ongelman (1.1), ja erityisesti onko olemassa funktiota u, joka myos
saavuttaa jatkuvasti halutut reuna-arvot. Osoittautuu, ettd alueen €) reuna vaikuttaa
vahvasti oikeat reuna-arvot jatkuvasti saavan ratkaisun olemassaoloon. Téssé tyossé
ollaan kiinnostuneita joukon €2 reunasdidnnollisyydestéd. Stokastiikan avulla saadaan
yksi ndkokulma reunasddnnollisyyteen, silla joukon sédénnéllinen reunapiste voidaan
médritelld jatkuva-aikaisen satunnaisliikkeen eli Brownin liikkeen avulla. Kayttokel-
poinen ja riittdva ehto reunapisteen sdannollisyydelle on Poincarén kartioehto, joka
osoitetaan lauseessa 3.38. Halutaan myos tietdd, miké ehto on riittava ja véalttaméaton
reunapisteen sdannollisyydelle. Tamén tyon yksi paatuloksista on lause 3.52, jossa an-
netaan tasmallinen ehto reunapisteen saannollisyydelle. Kyseinen lause on laheisesséa
kytkoksesséd kuuluisan Wienerin testin kanssa.

Téasséd tutkielmassa késitellidn myos p-Laplacen yhtaloa kayttden apuna hairit-
tya koydenvetopelia (tug-of-war with noise). Koydenvetopelissi kaksi pelaajaa pelaa
toisiaan vastaan. Aluksi kiinnitetdén pelialue €2, lahtopiste o € 2 pelialueessa ja
sidde € > 0. Peli ldhtee liikkeelle 1dhtopisteesté, johon on laitettu pelimerkki. Jokaisel-
la kierroksella heitetdén reilua kolikkoa. Jos kolikonheitossa tulee kruuna, Pelaaja 1
saa siirtdd pelimerkin mihin tahansa avoimen ldhtopiste keskisen ja e-séteisen pallon
pisteeseen. Jos kolikonheitossa tulee klaava, Pelaaja 2 saa vuorostaan péaattdd, mi-
hin pelimerkki siirretddn avoimessa pallossa. Seuraava kierros ldhtee pisteesté, johon
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1. JOHDANTO 2

pelimerkki on siirretty. Téalloin heitetdin uudestaan reilua kolikkoa, ja kolikonheiton
voittaja saa péaattad jélleen, mihin pelimerkki siirretdin uudessa avoimessa pallossa.
Siade € pysyy jokaisella kierroksella samana. Lisdtdéan pelialueen reunalle e-séteinen
vyohyke I'.. Peli paattyy, kun pelimerkki on ensimmaéisté kertaa siirretty reunavyo-
hykkeelle. Merkitdan pelin padttymispistettéd satunnaisella pisteelld x, ja maaritetdan
pelialueen reunalle maksufunktio F'. Pelin padtyttyd Pelaaja 2 maksaa Pelaajalle 1
summan F'(z,). Tamén vuoksi pelin aikana Pelaaja 1 yrittda "vetdd” pelimerkkia Pe-
laajan 1 edullisten arvojen suuntaan. Vastaavasti Pelaaja 2 yrittdd "vetdd” pelimerk-
kid Pelaajan 2 edullisten arvojen suuntaan. Téstéd tuleekin nimitys kéydenvetopeli.
Kuva 1 antaa esimerkin mahdollisesta pelin kulusta.

Kuva 1. Koydenvetopelin pelialue.

Hairitty koydenvetopeli eroaa kéydenvetopelista siten, ettd mukaan lisdtédan “hai-
riotd”. Kiinnitetddn todennékoisyydet a > 0 ja § > 0 siten, ettd a + 5 = 1. Otetaan
kayttoon painotettu kolikko, jossa kruunan todennédkdéisyys on « ja klaavan toden-
nikoisyys on . Jokaisella pelikierroksella heitetdén ensiksi painotettua kolikkoa. Jos
kolikonheitossa tulee kruuna, pelataan kdydenvetopelia kyseisellé kierroksella. Jos ko-
likonheitossa tulee klaava, pelimerkki siirtyy johonkin avoimen e-séteisen pallon pis-
teeseen tasajakauman mukaan. Seuraavat pelikierrokset pelataan samoilla sdannoilla,
ja pelin lopussa Pelaaja 1 maksaa Pelaajalle 2 summan F(x,).

Pelaajalle 1 ja 2 voidaan maéaritelld arvofunktiot. Pelaajan 1 arvofunktio kertoo
jokaisessa pelialueen pelipisteessé suurimman mahdollisen odotettavissa olevan sum-
man, jonka Pelaaja 1 ainakin saa riippumatta siitd, mitad Pelaaja 2 tekee. Vastaavasti
Pelaajan 2 arvofunktio kertoo pienimmén mahdollisen odotettavissa olevan summan,
jonka Pelaaja 2 joutuu korkeintaan maksamaan riippumatta siitd, mitd Pelaaja 1
tekee. Tamén tyon toinen padtulos on lause 4.15, jossa néytetddn pelaajien arvo-
funktioiden yhteys p-harmonisiin funktioihin. Arvofunktio suppenee tasaisesti sidteen
pienentyessé kohti alueen p-harmonista funktiota.

Yksi mahdollisuus yleistaa hairittya koydenvetopelid on lyhenevin askelpituuden
héiritty koydenvetopeli. Kyseisessd pelisséd ensiksi toinen pelaajista valitsee jonkin sé-
teen, jonka jilkeen toinen pelaajista valitsee séteen, jolla pelataan ja joka on korkein-
taan toisen pelaajan valitseman sidteen suuruinen. Kun pelissa ldhestytdaéan pelialueen
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reunaa, pelaajat valitsevat uudet séteet samalla lailla kuin aikaisemminkin. Liséehto-
na on kuitenkin vield se, etta pelaajien valitsemat séteet pitdé olla niin pienié, etté peli
ei voi vield padttyéd seuraavalla kierroksella. Kun niilld sdannoilla jatketaan, saadaan
héirityn kdydenvetopelin variaatio, joka ei péadty koskaan. Lyhenevin askelpituuden
variaatiolla voidaan tutkia reunasdannéllisyyttd, ja variaatio sopiikin erityisesti ti-
lanteisiin, joissa pelialueen reuna on epésaannollinen tai reunafunktio on epéjatkuva.
Kuten lauseessa 4.26 néytetdén, lyhenevin askelpituuden hiirityn koydenvetopelin
arvofunktiot liittyvét reunafunktion F' resolutiivisuuteen.

1.1. Historia

Fyysikot huomasivat 1800-luvulla, ettad erditd luonnonilmisitd voidaan mallintaa
Laplacen yhtélon mukaisten potentiaalien avulla. Lineaarista Dirichlet'n ongelmaa
tutki ensimméisten joukossa George Green esseesséén [12] vuonna 1828. Hénen to-
distuksensa eivit olleet tdsmaéllisid, mutta hinen ideansa toimivat tirkeiné alkuas-
kelina jatkoa ajatellen. Vuonna 1840 Carl Gauss huomasi, ettd tietyntyyppiset po-
tentiaalifunktiot ovat harmonisia funktioita, jolloin lineaarisen Dirichlet’n ongelman
vol yrittdé ratkaista 16ytdmalla potentiaalifunktio oikeilla reuna-arvoilla [8]. William
Thomson ja Gustav Lejeune-Dirichlet ehdottivat 1840-luvun lopussa, etté lineaarisen
Dirichlet’'n ongelman ratkaiseminen on ekvivalenttia sille, etté etsitdan funktio u, joka
minimoi energiaa

(1.2) /Q Tu(@)? de

ja jolle u|0Q = F. Aikansa ehkd kuuluisin matemaatikko Bernhard Riemann al-
koi kdyttdmaan nimed Dirichlet’n periaate ekvivalentista ehdosta (1.2), jonka vuoksi
kaytantoon vakiintui véahitellen termi Dirichlet’n ongelma.

Vuonna 1911 Stanislav Zaremba néytti paperissaan [28] esimerkin, jossa lineaari-
seen Dirichlet’n ongelmaan ei 10ydy klassista ratkaisua, vaikka reunafunktio on jatku-
va. Esimerkissé joukko 2 on avoin yksikko kiekko, josta on poistettu origo, avaruu-
dessa R?. Reunafunktio saa arvon 1 origossa ja arvon 0 yksikkdkiekon reunalla. Koska
kyseisessé esimerkissd origo on eristetty piste ja koska myo6s p = 2, ei ole yllattavaa,
ettd funktiota u, joka saa jatkuvasti oikeat reuna-arvot ja joka on harmoninen joukos-
sa €2, ei ole olemassa. Kuitenkin vuonna 1913 Henri Lebesgue néytti paperissaan [17]
esimerkin, jossa joukon () reuna on yhteniinen, mutta joukossa € ei silti ole olemas-
sa funktiota u, joka ratkaisisi klassisen Dirichlet’'n ongelman. Joukon €2 reuna 92 on
siis merkittavissa asemassa, kun halutaan tietdéd, milloin Dirichlet’'n ongelmalla on
klassinen ratkaisu. Joukon reunapiste on séddnnollinen, jos Dirichlet’'n ongelman rat-
kaisu saavuttaa jatkuvasti reunafunktion arvon reunapisteessé. Intuitiivisesti voidaan
ajatella, ettd mitd enemmén joukon reunalla on komplementtia, sitd sdannollisempi
joukon reuna on.

Modernissa todennéakoisyysteoriassa tutkitaan todennékoisyyksia hyodyntéden mit-
tateorian késitteitd. Andrey Kolmogorov loi aksiomaattisen pohjan todennékoisyys-
teorialle vuonna 1933 teoksessaan [15]. Kunnollinen matemaattinen todennékoisyys-
laskennan “kieli” vauhditti todennékdoisyysteorioiden kehittymista. Esimerkiksi sto-
kastisten prosessien ja martingaaliteorioiden kehittyminen on ollut tarke&dd varsinkin
sovellusten kannalta. Martingaaliprosessi yhdistetdédn usein esimerkiksi uhkapeleissé
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"reiluun peliin”. Odotettavissa oleva voitto tulevaisuudessa on sama kuin havaittu
arvo kyseiselld hetkellé.

Téarked esimerkki jatkuva-aikaisesta stokastisesta prosessista on Brownin liike.
Skotlantilainen botanisti Robert Brown huomasi siitepélyn hiukkasten vérdhtelevan
liikkkeen tutkiessaan mikroskoopilla siitepolyn liikettéd vedesséd. Han julkaisi havainton-
sa teoksessa [4] vuonna 1828. Ensimméisen teorian Brownin liikkeestd loi ranskalai-
nen Louis Bachelier véitoskirjassaan [3] vuonna 1900. Viisi vuotta myshemmin Albert
Einstein julkaisi kuuluisan paperinsa [6], jossa hin todisti matemaattisesti Brownin
liikkkeen yhteyden lampoyhtéaloon. Ensimméisen tdsmaéllisen todistuksen Brownin liik-
keen olemassaolosta antoi Norbert Wiener paperissaan [26] vuonna 1923.

Mielenkiintoinen linkki potentiaaliteorian ja todennékoisyysteorian vélille syntyy
Brownin liikkeen kautta. Jo aikaisemmin mainittu Bachelier oli ensimméinen, joka
huomasi Brownin liikkeen ja Laplacen operaattorin vélisen yhteyden teoksissaan [2]
ja [3] vuonna 1900. Yleisemmaéll4 tasolla huomattiin, ettd harmoniset funktiot ja mar-
tingaalit ovat samoja ominaisuuksia. Erityisesti molemmat toteuttavat keskiarvope-
riaatteen. Lineaarisen Dirichlet’'n ongelman ratkaisi todennékoisyysteorioiden keinoin
ensimmaéisten joukossa Wiener ja Henry Phillips teoksessa [23] vuonna 1923. Kuten
tdmén tyon lauseesta 3.40 voi lukea, silloin kun lineaarisella Dirichlet’'n ongelmalla
on ratkaisu u, funktion arvo u(z) on odotettavissa oleva reunafunktion F' arvo niiden
pisteiden yli, joihin Brownin liike osuu ensimmaéiseksi reunalla 02, kun Brownin liike
on lahtenyt pisteesta x € ().

Dirichlet’n ongelman (1.1) klassiselta ratkaisulta vaaditaan, etté ratkaiseva funktio
on kaksi kertaa jatkuvasti derivoituva, jolloin p-Laplacen operaattori voidaan mé&éri-
telld pisteittdin. Osoittautuu, ettd tdmé klassinen ldhestymistapa on liian rajoittava
ratkaisun olemassaolon kannalta. Tarvitaan myos heikompi mééritelméa p-harmonisille
funktioille. Yksi mahdollisuus heikentédé p-harmonisten funktioiden mééritelméd on
kayttaa viskositeettiratkaisuja. Viskositeettiratkaisujen ideaa aloitettiin kehittaa Mic-
hael Grandallin, Pierre-Louis Lionsin, Lawrence Evansin ja monien muiden toimesta
1980-luvun alussa. Aluksi viskositeettiratkaisuja sovellettiin ensimméisen kertaluvun
yhtaloihin ja mydhemmin siirryttiin myos toisen kertaluvun yhtéléihin. Huomionar-
voista on se, ettd yhtalon (1.1) viskositeettiratkaisulla u ei tarvitse lahtokohtaisesti
olla olemassa edes gradienttia Vu(x) jokaisessa pisteessa = € ).

Mielenkiintoinen kysymys liittyy siihen, mité tapahtuu héirityn kéydenvetopelin
arvofunktiolle, kun € — 0. Tavallinen koydenvetopeli vastaa héirityn koydenvetopelin
kontekstissa tilannetta @ = 1 ja § = 0. Jean Archer ja Erwan le Gruyer loivat
pohjan niiden kysymysten tutkimiselle paperissa [1] vuonna 1998, ja Le Gruyer osoitti
alueen pienimmén Lipschitz-vakion omaavan jatkeen yhteyden &édretonharmoniseen
funktioon wu, jolle

n 2
AooUZZZ ou Ou 0O“u

4~ Jx; Oxj Ox;0x;
3,j=1

paperissaan [16] vuonna 2007. Le Gruyerin tuloksesta huomattiin, ettd kdydenvetope-
lin arvofunktio suppenee kohti ddareténharmonista funktiota, kun ¢ — 0. Harmoninen
funktio toteuttaa keskiarvoperiaatteen, ja hairityn koydenvetopelin arvofunktiot to-
teuttavat keskiarvoperiaatteen, kun o = 0 ja 8 = 1. Operaattori A, voidaan muokata
muotoon

A = [VulP2((p = D] Tu| Doyt + A,
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Néin ollen p-Laplacen operaattori on kombinaatio oo-Laplacen ja Laplacen operaat-
torista. Koska arvofunktioiden suppeneminen kohti dédreténharmonista funktiota on
totta koydenvetopelissd ja koska harmoniset funktiot toteuttavat keskiarvoperiaat-
teen, voisi veikata, ettd héirityn koydenvetopelin arvofunktio liittyy jotenkin joukon
(2 p-harmoniseen funktioon Awu, = 0. Hairityn koydenvetopelin arvofunktio suppenee
tasaisesti sédteen pienentyessid kohti p-harmonista funktiota, kuten lauseissa 4.15 ja
4.16 naytetadn.



LUKU 2
Stokastiikan apuvilineet

Todennékoisyysteorian moderni aikakausi yhdistetddn yleensd henkilihin Emile
Borel, Andrey Kolmogorov tai Paul Lévy. Heidén ja useiden muiden tutkijoiden teke-
ma tyo mahdollistaa todennékoisyysteorian soveltamisen useisiin erilaisiin kaytdnnon
ongelmiin. Téssé tyossa kidytetddn todenndkoisyysteorian perustulosten péélahteena
Christel ja Stefan Geissin teosta An introduction to probability theory [9]. Erilaisten
martingaalitulosten pééaldhteend kédytetddn David Williamsin teosta Probability with
Martingales [27]. Stokastisten prosessien padlédhteend kéytetddn Stefan Geissin teos-
ta Stochastic differential equations [10], mutta stokastisten prosessien tuloksia ollaan
katsottu myos Peter Mortersin ja Yuval Peresin kirjasta Brownian motion [20] ja
Lawrence Evansin teoksesta An introduction to stochastic differential equations [7].

2.1. Todennikoé6isyysavaruudet ja satunnaismuuttujat

Tamén tyon lukijalta oletetaan stokastiikan ja mittateorian perustietojen tunte-
mista. Jotta todennédkdisyysteoriaa voidaan tutkia, méaritelladn todenndkdisyysava-
ruus. Todennédkoisyysavaruutta varten tarvitaan o-algebran ja todenndkdisyysmitan
késitteet.

MAARITELMA 2.1. Olkoon H jokin epétyhja joukko. Joukon H osajoukkojen kokoel-
ma F on o-algebra, jos seuraavat kolme ehtoa tayttyvit:

i) Ve F.
(ii) Jos A € F, niin A°:=H\ Ae F.

(iii) Jos Ay, Ay, As, --- € F, niin UAi e F.

=1

Sanotaan, ettd joukkokokoelma JF on algebra, jos ehto (iii) korvataan seuraavalla
heikommalla ehdolla:

Jos Ay, As,... A, € F, niin | JA; € F
=1

kaikillan =1,2,....

Jokaista o-algebran F alkiota sanotaan tapahtumaksi.
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MAARITELMA 2.2. Olkoon H jokin epétyhja joukko ja F joukon H o-algebra. Kuvaus
P: F — [0, 1] on todennékdisyysmitta, jos seuraavat kaksi ehtoa péatevit:

(i) P(H) = 1.

(ii) Jos Ay, Ay, As, -+ € F siten, ettd A; N A; = 0 kaikilla ¢ # j, niin

P(DA,-) - i]P’(Ai).

MAARITELMA 2.3. Todennékoisyysavaruus on joukko (H,F,P), jossa
H on epétyhja perusjoukko,
F on o-algebra ja

P on todennédkdoisyysmitta.
Avaruutta (H, F) sanotaan tapahtuma-avaruudeksi.

Huomautus 2.4. Kirjallisuudessa perusjoukkoa H merkitddn yleensé kirjaimella €.
Tasséa tyossa kirjain €2 on kuitenkin varattu héairityn koydenvetopelin pelialueen mer-
kiksi, kuten kappaleessa 4 tullaan huomaamaan.

Todennékoisyysavaruuden mééritelmé on hyvin luonnollinen. Jos esimerkiksi ol-
laan kiinnostuneita jonkin tapahtuman todennékoisyydestd, on jarkevad, ettd voi-
daan tarvittaessa tutkia myos tapahtuman komplementin todennékoisyytta. Talloin
tapahtuman komplementin on oltava myos o-algebrassa. Liséksi esimerkiksi toden-
nékoisyysmitan additiivuus eli todenndkoisyysmitan méadritelmén 2.2 kohta (ii) on
oltava voimassa. T4lloin voidaan puhua mitasta, joka mittaa "oikein”. Kenties térkein
o-algebra sisiltdd reaalilukujoukon avoimet joukot.

MAARITELMA 2.5. Borelin o-algebra B(R) on pienin o-algebra, joka sisiltda joukon
R avoimet joukot. Vastaavasti B(R™) on pienin o-algebra, joka sisdltdd joukon R”
avoimet joukot.

LEMMA 2.6 (Jatkuvuus ylhadltda). Olkoon (H, F,P) jokin todenndkdisyysavaruus. Jos
Ay, Ay, Ag - -+ € F siten, ettd Ay D Ay D As..., niin tdlloin

Jim P(A) = B( [ 4:).
Tobistus. Olkoon Bf := Af, BS := A§\ A§, BS :== A5\ AS,... Télloin
U B =J 4% ja BfnB; =0 kaikille i # j.
n=1 n=1

Nyt saadaan, etté
[e's) 00 o) N
]P’( U An> - ]P>( g Bn> =Y BBy = lim S P(BY)
n=1 n=1 n=1 n=1
N
— lim 1@( U B;) — lim P(AS),
n=1

N—o0 N—oo
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silla Ufj:l B: = A oletuksen nojalla. Télloin saadaan joukko-opin hyvin tunnetulla
de Moivren saannolla

P(N4) = 1-#((N4))
-1-p(U)

=1— lim P(A%)
N—oo
= 1— lim (1 - P(Ay))
N—oo
= lim P(Ay). O

N—oo

Seuraava lemma on hyvin yksinkertainen mutta yllattdvankin hyodyllinen.
LEMMA 2.7. Olkoon (H,F,P) todenndkdisyysavaruus. Tdalldin

P(AN B) > P(A) — P(B) kaikille A, B € F.

TODISTUS.
P(ANB) =P(A)+P(B) —P(AUB)
>P(A)+PB) -1
=P(A)+P(B) — P(BU B°)
=P(A) +P(B) — P(B) — P(B°)
=P(A) —P(B°),
silla BN B¢ = (. O

Ennen kuin siirrytdédn satunnaismuuttujien ominaisuuksiin, todistetaan viela erit-
tain tarkedt Borel-Cantellin lemmat. Taté varten tarvitaan rigppumattomuuden, limit
inferiorin ja limit superiorin késitteet.

MAARITELMA 2.8 (Tapahtumien riippumattomuus). Olkoon (H,F,P) todennikdi-
syysavaruus ja tapahtumat (A;);e; C F, jossa I on jokin epétyhjd indeksijoukko. Tél-
16in (A;);e; ovat riippumattomia, jos kaikilla erisuurilla indekseilld iy, o, ... 4, € [
patee

Huomautus 2.9. On tirkedd, ettd riippumattomuuden ehto toimii kaikilla indeksijou-
koilla iy, 49, ...,1, € I. Jos esimerkiksi P(A N B) # P(A)P(B) jollekin A, B € F ja
C = 0, niin P(AN BN C) = P(A)P(B)P(C), mutta tapahtumat A ja B eivit ole

riippumattomia.
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MAARITELMA 2.10. Olkoon (H, F) tapahtuma-avaruus ja Aj, Ay, --- € F. Téll6in

limsup 4, := (A, dérettomén usein)
n—oo

= (A,, d.u)
=N U4
m=1n=m
= {w € H : kaikille m € N, on olemassa n = n(w) > m siten,
etta w € An(w)}.
Vastaavasti méadritellaan
liminf A, := (A, jostain ldhtien)
n—oo
= (4, ]))
=U N4
m=1n=m
={w e H : jollekin m = m(w) € N yw € A, kaikille n > m(w)}.
Huomautus 2.11. Selvisti patee, etté (A, jostain ldhtien)® = (A ddrettémén usein).

Nyt péaastadn kasiksi tarkeisiin Borel-Cantellin lemmoihin.

LAUSE 2.12 (Borel-Cantelli). Olkoon (H,F,P) todenndkdisyysavaruus ja
Ay, Ay, - - € F. Tilloin seuraavat pdatevdt:

) Jos Z}P’ ) < oo, niin P(limsup 4,) = 0.

n—oo

(i) Jos Ay, Ag, ... ovat riippumattomia ja ZIP’(An) = 00, niin P(limsup A4,,) = 1.

n—00
n=1 -

Topistus. (i) Koska (J;~,,.1 Ax € U, Ak, niin lemman 2.6 avulla saadaan, etté

P(limsup A,,) m U Ap)

n—oo
m=1n=m

= Jim 2(U 40

Nyt todennédkdisyysmitan subadditiivisuus ja oletus antavat

lim P( UA <$EHOOZP =0.

n=m

.o 3 C _
) , =0.
(ii) Huomautuksen 2.11 nojalla riittda osoittaa, ettd P(liminf, ., AS) = 0. Koska
Mret A5 € Mies A5 € Nies A% - .., mitan P ominaisuuksien avulla saadaan, etté

(U ()40~ i #() 40

m=1n=m
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Koska tapahtumat A;, As, ... ovat riippumattomia oletuksen nojalla, saadaan
00 N

IP) C — : C
( ﬂ A7) ]}E}om ﬂ A3)

k=m k=m

N

= 1li P(AY).
L

Koska kaikille B € F pitee P(B) = 1 — P(B°) ja koska kaikille z € R pétee tunnettu

epayhtilo 1 — z < e™*, saadaan
N N
5 ey _ 1 B
Jim | | P(AY) = lim | ] (1= P(A))
k=m k=m
N
< lim e PlAr)
~ N—oo
k=m
= lim e~ Zkom PAR)
N—o0
= e ZZO:W IP)(‘416)'
Oletuksen nojalla e~ Zk=m P(4x) = (. joten viite on todistettu. U

Lauseen 2.12 kohta (ii) toimii myds, jos tapahtumille A;, Ay, --- € F sallitaan
pientd riippuvuutta. Tdhén palataan myohemmin lauseessa 2.25.

Siirrytadn seuraavaksi satunnaismuuttujien pariin. Yleisesti satunnaismuuttuja
voi saada arvoja mielivaltaisesta epatyhjédstd joukosta X. Tésséd tyossd satunnais-
muuttujat ovat kuitenkin aina R"-arvoisia jollekin n = 1,2,... Yleensa terminologia
menee siten, ettd satunnaismuuttujan arvojoukon ollessa R puhutaan reaaliarvoisesta
satunnaismuuttujasta ja arvojoukon ollessa R™, n > 2, puhutaan reaalisesta satun-
naisvektorista. Téssa tyosséd kaytetddn kuitenkin aina termié satunnaismuuttuja, oli
arvojoukon dimensio miké tahansa.

Satunnaismuuttujan yleinen idea on seuraavanlainen. Todennékoisyysavaruus
(H, F,P) on abstraktio, jonka ei tarvitse liittyd millaén ilmeiselld tavalla havait-
tavaan todellisuuteen. Todelliset havainnot liittyvat satunnaiskokeeseen, jossa ha-
vaitaan satunnaiskuvauksen X : H — R" tulos X (w). Alkeistapaus w € H jia
"kohtalon jumalattaren” salaisuudeksi. Paatelmét todennédkoisyyksisté eivit perus-
tu abstraktiin todennékoisyysmittaan P, vaan havaittavaan todennédkoisyysmittaan
Px(-) =P(X € -), jota kutsutaan satunnaismuuttujan X jekaumaksi.

MAARITELMA 2.13. Olkoon (H, F) tapahtuma-avaruus. Talloin kuvaus X : H — R”
on satunnaismuuttuja, jos

X1 A)={we H: X(w) € A} € F kaikilla Borel-joukoilla A € B(R").

Huomautus 2.14. Madritelmén 2.13 mukaan satunnaismuuttuja X on (F,B(R")) -
mitallinen, ja se on kuvaus tapahtuma-avaruudelta (H,F) tapahtuma-avaruudelle
(R™,B(R™)). Joskus satunnaismuuttujaa sanotaan vain F-mitalliseksi kuvaukseksi,
kun otosavaruuden tapahtuma-avaruus on selvilla.

Yleensd satunnaismuuttujaksi toteamisessa ei tarvitse kidydé kaikkia Borel-jouk-
koja lapi, silld seuraava perustulos on kaytossé.
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LEMMA 2.15. Olkoon (H,F) tapahtuma-avaruus ja valitaan toiseksi tapahtuma-ava-
ruudeksi (R™,B(R")). Tdalldin jos kaikilla avoimilla joukoilla A C R™ pdtee, ettd
XA e F,
niin kuvaus X : H — R™ on (F,B(R™))-mitallinen.

TopisTus. Olkoon A := {A C R": X~1(A) € F}. Oletuksen nojalla O C A, missi
O ={A CR": A on avoin}. Osoitetaan, ettd joukkokokoelma A on o-algebra.
Koska joukko R™ on avoin, niin R" € A. Jos U € A, niin

X NU)={we H: X(w)eU}
={weH: X(w)¢U}
=H\{weH: X(w)eU}
= (X'(U)) e F

silld F on o-algebra. Samasta syysté jos Uy, Us, ... €A, niin

X! ( G Ui) - DX‘l(Ui) N

Tiedetéén, ettd B(R™) on pienin o-algebra, joka siséltaa joukkokokoelman O. Koska
O C A ja A on o-algebra, niin B(R™) C A. Tam4 todistaa viitteen. O

Avoimet joukot virittdvét Borel-joukot ja lemman 2.15 nojalla jos kuvauksen X
jokaisen avoimen joukon alkukuva on tapahtuma-avaruudessa F, niin X on satun-
naismuuttuja.

SEURAUS 2.16. Jos f : R™ — R™ on jatkuva, niin f on (B(R™), B(R™))-mitallinen.

TopisTus. Koska f on jatkuva, niin jokaiselle avoimelle A C R™ piitee, ettd f~1(A)
on myés avoin. Téllsin f~1(A) € B(R™), ja viite pétee lemman 2.15 nojalla. O

MAARITELMA 2.17. Olkoon n, m € N mielivaltaisia. Sanotaan, ettd (B(R™), B(R™))-
mitallinen funktio f on Borel-mitallinen.

EsiIMERKKI 2.18. Tutkitaan yksinkertaista esimerkkié, jossa perusjoukon H alkiot
ovat lueteltavissa. Olkoon H = {1,2,3,4,5,6} ja F = P(H). Talloin X = "kuusisi-
vuisen nopan heittotulos”, X (w) = w, on satunnaismuuttuja tapahtuma-avaruudelta
(H, F) tapahtuma-avaruudelle (R,B(R)). Huomaa, etti H C R ja P(H) C B(R).
Jos taas G = {H,0,{2,4,6},{1,3,5}}, niin G on o-algebra, mutta X ei ole satun-
naismuuttuja tapahtuma-avaruudelta (H,G). TAmé& johtuu esimerkiksi siitd, etté

1 1
X‘l(]5§, N={we H: X(w) 6]55, 7} = {6} ¢ G.
Jos taas merkitddn Y = "kuusisivuisen nopan heittotulos on parillinen”,
1 2,4 j
Yiw) =4 b w € {2,4,6} ja
0, wed{l,3,5},
niin Y on satunnaismuuttuja tapahtuma-avaruudelta (H,G). Tama johtuu siita, etté

Y 1(A) € G kaikilla avoimilla joukoilla A C R.
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MAARITELMA 2.19. Olkoon (H, F,P) todennékoisyysavaruus ja X : H — R" satun-
naismuuttuja. Talloin

Py(A) :i=P({w € H: X(w) € A}) kaikille A € B(R")
on satunnaismuuttujan X jakauma (kuvamitta).

Huomautus 2.20. On helppo néyttdd, ettd médritelmén 2.19 mukaisen satun-
naismuuttujan X jakauma Px on todenndkoisyysmitta tapahtuma-avaruudessa
(R™,B(R™)). Télloin voidaan mieltdd, ettd satunnaismuuttuja X on kuvaus toden-
nékoisyysavaruudelta (H, F,P) todenndkoisyysavaruudelle (R™, B(R™),Py). Liséksi
kirjallisuudessa on joskus tapana merkita Py = pu.

Téarked satunnaismuuttujien késite on odotusarvo. Odotusarvon voi heuristisesti
mieltdd esimerkiksi uhkapelin kautta. Jos pelikerrat ovat riippumattomia ja samoin-
jakautuneita, niin suurten lukujen laki antaa, ettd uhkapelissd voi voittaa pitkilla
tahtdimelld ainoastaan, jos peliin osallistumisen hinta ei ylitd pelin voiton odotusar-
voa.

Satunnaismuuttujan odotusarvo mééritelladn perinteisesti kolmen vaiheen kaut-
ta. Oletetaan aluksi, ettd satunnaismuuttujan maaliavaruuden dimensio on yksi. En-
siksi odotusarvo mééritelldan yksinkertaisille funktioille, jotka saavat vain &érelli-
sen médran eri arvoja. Positiivisia arvoja saavaa satunnaismuuttujaa voidaan ar-
vioida kasvavalla jonolla yksinkertaisia satunnaismuuttujia. T&lloin toisessa vaihees-
sa odotusarvo otetaan supremumina niiden odotusarvojen yli, jotka on otettu niilla
yksinkertaisilla funktioilla, jotka pysyvét aina varsinaisen positiivisia arvoja saavan
satunnaismuuttujan alapuolella. Vaiheessa kolme odotusarvo lasketaan niille satun-
naismuuttujille X, jotka saavat seké positiivisia ettd negatiivisia arvoja. Satunnais-
muuttujasta erotellaan positiiviset ja negatiiviset osat erilleen, jolloin saadaan, etté
X(w) =XT(w) = X~ (w) = max{X(w),0} — max{—X(w),0} kaikille w € H. Satun-
naismuuttujat X ja X~ saavat vain positiivisia arvoja, jolloin vaiheesta kaksi seuraa
vaihe kolme. Lopuksi vield tilanne yleistetdén useampaan ulottuvuuteen tarvittaessa.

MAARITELMA 2.21. Olkoon (H,F,P) todennidkéisyysavaruus. Satunnaismuuttujan
X : H — R" odotusarvo on

HM=LXW:LMMWM-

Todennékoisyysteorian perustuloksista ehké tarkeimmét ovat monotonisen ja do-
minoidun konvergenssin lauseet, Fatoun lemma ja Holderin epdyhtdlo. Monotonisen
ja dominoidun konvergenssin lauseet 16ytyviat melkein kaikista stokastiikan kirjoista,
esimerkiksi David Williamsin teoksesta [27, s. 51-55], joten ei esitetd niitd tuloksia
téssa tyossd. Vastaavasti Holderin epayhtélo 16ytyy esimerkiksi teoksesta [9, s. 67-
68]. Todistetaan kuitenkin Fatou'n lemma siind muodossa, jossa sité tarvitaan, silld
kyseistd lemmaa kaytetddn useasti tédsséd tyodssd. Lauseen todistus on katsottu myos
teoksesta [9, s. 54-55].

LAUSE 2.22 (Fatou). Olkoon (H,F,P) todenndkdisyysavaruus ja olkoon (X, )nen jono
satunnaismuuttugia siten, ettd | X, (w)| <Y (w) katkillan =1,2,... ja kaikilla w € H
ja jollekin satunnaismuuttujalle Y, jolle E|Y| < co. Tdlloin
E[liminf X,] < liminf E[X,].
n—oo

n—oo
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Tobistus. Merkitdén g, := inf,>; X,,. Nyt kaikilla n > £ pétee, ettd X,, > g,
jolloin myo6s E[X,,] > E[gx]. Tasta seuraa, ettd inf,>, E[X,] > E[gs]. Koska g,
liminf, ., X, ja oletuksen nojalla |gx| <Y ja|liminf, . X,| <Y, niin monotonisen
konvergenssilauseen avulla saadaan, etta
E[liminf X,] =E[ lim g;] = lim E[g;] < lim inf E[X,] = liminf E[X,]. O
n—00 k—o00 k—o00 k—oon>k n—00
Olkoon T jokin funktioiden ominaisuus. Ominaisuus voi olla esimerkiksi jatkuvuus

tai rajoittuneisuus. Sanotaan, ettd satunnaismuuttujalla X on ominaisuus Y melkein
varmasti (lyhenne m.v), jos on olemassa A € F siten, ettéi

A C{w € H : funktiolla w — X (w) on ominaisuus Y}

ja P(A) = 1. Termin melkein varmasti tilalla kdytetddn myos usein termid melkein
kaikilla w € H.

Huomautus 2.23. Lauseessa 2.22 ei tarvitse olettaa, etté
(2.1) [ Xn(w)] <Y (w)

kaikilla n = 1,2,... ja kaikilla w € H, silld sama tulos pétee myos, jos yhtdlo (2.1)
pétee kaikilla n = 1,2,... ja melkein kaikilla w € H. Tdmé& johtuu pohjimmiltaan
siité, ettd sama pétee monotonisen ja dominoidun konvergenssin lauseisiin.

Satunnaismuuttujilla on konvergenssityyppeja enemmén kuin tavallisilla funktioil-
la.

MAARITELMA 2.24. Olkoot (H, F,P) todennékdisyysavaruus ja (X, ),en jono satun-
naismuuttujia. Merkitdan Hy := {w € H : lim,, o X, (w) = X (w)}. Téll6in jos

P(Hy) =1,
niin sanotaan, ettd X, — X melkein varmasti, kun n — oo.

Melkein varma konvergenssi on satunnaismuuttujille monesti luonnollisempi ké-
site kuin pisteittdinen konvergenssi. Merkitddn satunnaismuuttujalla X, (w) =
(w1, wa, ... ,wy) n kappaletta kolikonheittojen tulosta, missd w; € {kruuna, klaava} :=
{1,0} kaikilla ¢ € N. Jos heitetdén reilua kolikkoa riippumattomasti darrettémén
monta kertaa, vahva suurten lukujen laki antaa, ettd satunnaismuuttuja Y, (w) =
"kruunujen suhteellinen frekvenssi”— % melkein varmasti, kun n — oo. Nyt kuitenkin
X(w) = (1,1,1,...) on tdysin mahdollinen jollekin w € H, jolloin Y, (w) = 1 kai-
killa n € N. Tamén vuoksi vahva suurten lukujen laki pisteittéiselld suppenemisella
ei ole jarkeva, mutta melkein varmalla suppenemisella on, silld todennékoisyys saada
jokaisella heittokerralla kruuna on tasan 0.

Melkein varma suppeneminen on hyvin vahva suppenemisen muoto. Tamén vuoksi
on tarkedd tietdd myos muita satunnaismuuttujien suppenemismuotoja kuten mitan
P mielessa tai jakauma mielesséd suppenemiset. Lisdksi yleisessé tilanteessa melkein
varma suppeneminen ei kerro mitdén satunnaismuuttujien odotusarvojen suppenemi-
sesta, jolloin my0s odotusarvojen suppenemista taytyy osata késitella erikseen.
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Palataan vield lopuksi tyosséd taaksepéin. Borel-Cantellin lemmojen yhteydessa
mainittiin, ettd tapahtumille voidaan sallia pienté riippuvuutta. Téssa tyossa kéyte-
tadn seuraavaa merkintédd indikaattorifunktiolle:

1, kunwe Aja
Xa(w) =

0, muuten.

Seuraavan lauseen todistus on katsottu Sidney Portin ja Charles Stonen kirjasta Brow-
nian motion and classical potential theory [24, s. 65-66].

LAUSE 2.25. Olkoon (H,F,P) todenndkdisyysavaruus ja olkoon A, € F kaikilla
n > 1 siten, ettd

P(A,, N A,) < MP(A,,)P(A,)
jollekin M > 0 ja kaikilla |m — n| > 1. Tdlldin pdtee, ettd jos

ZIP’(An) =00, niin P(limsup A,) > 0.

n—oo

TopIsTus. Oletuksen nojalla joko > 7 P(As,) = oo tai > o P(As,1q) = oo (tal
molemmat). Ajatellaan tilannetta, jossa n on parillinen ja jossa m = n + 1. Liséksi
oletetaan, etta

P(A,, N A,) > MP(A,)P(A,).

Valitaan uudeksi indeksijoukoksi I parittomat tai parilliset luonnolliset luvut riippuen
siitd, kumman joukon suhteen yllamainittu summa menee dérettéméin. Jos summa
menee darettomadan seka parillisten ettd myos parittomien indeksien yli summattaes-
sa, ei ole valid, kumpi joukko valitaan indeksijoukoksi. Nyt jompikumpi luvuista m tai
n valikoituu uuteen indeksijoukkoon I, mutta molemmat eivét valikoidu. Liséksi jokai-
sen indeksin ero toisiinsa joukossa I on aidosti suurempaa kuin yksi. Osoitetaan viite
siten, ettd indeksijoukkona toimii uusi indeksijoukko I. Nyt joukko {limsup,, . 4.}
on sama indeksijoukon ollessa [ tai N.
Ylldolevista syistd johtuen voidaan olettaa, ettd

(2.2) P(A,, N A,) < MP(A,)P(A,), n#m.

Olkoon N, (w) := D" | xa,(w) ja olkoon N(w):= > xa,(w). Riittdd osoittaa, ettd
P(N = o0) = P{w € H : N(w) = o0}) > 0. Koska E[N,] = leﬁb( ;) —

kun n — 0o, niin on olemassa luonnollinen luku ng siten, ettd (E[N,])? > E[N,] > 0
kaikilla n > ng. Koska xa,na;, = xa,x4; ja Xii = x4, kaikilla 7, 7 € N, niin saadaan,
etté kaikille n > ng pétee

L ORATY
:irp +2ZZ (A; N A))

=1 j=i+1
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Nyt (2.2) antaa, ettd kaikille n > ng pétee

STPA) 25 3 BAN A < 3T P(A) 20 30 3 PUAIRA)

= E[No] + 2M (B[N ])°
< (2M + 1)(E[N,])?,
jolloin
(2.3) E[NZ] < (2M + 1)(E[N,])?

kaikille n > ngy. Koska

NnJ] _EN.]

E[
E[NnX{Nn<IE[]\;n]}]<E[ 5 5

niin myos
E[N,]
E[NnX n, >g30y] 2 9

T&amaé johtuu siité, ettd odotusarvo on lineaarinen operaattori, jolloin

E[N,] = E[Noxx, <anpy) + EDVaX (v, 55180
E[Ny]
<
-2
Holderin epéyhtélon ja yhtdlon (2.3) avulla saadaan, etta

(y

+E[Nax oy, sp]-

IN

(]E[NnX{anE[%]}}y

< (EINax gy, z5p])”

kun n > ng. Néin ollen
E[N,]
2

E[N,] 1

>
> )2 1o "

P(N > ) >P(N, >

kaikilla n > ng. Koska E[N,] — oo, kun n — oo, niin aikaisemman nojalla

P(N = o0) > 0. 0

2.2. Stokastiset prosessit

Téamén kappaleen pédidldhde on Stefan Geissin teos [10]. Aloitetaan stokastisen
prosessin méaaritelmalla.
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MAARITELMA 2.26. Olkoon (H,F,P) todennikéisyysavaruus. Satunnaismuuttujien
perhe X = (X})ier, jossa Xy : H — R” on satunnaismuuttuja kaikilla ¢ € I ja jossa [
on epatyhjé indeksijoukko, on stokastinen prosessi. Jos indeksijoukko I = [0, oo[, niin
stokastinen prosessi on jatkuva-aikainen ja jos I = 7, prosessi on diskreettiatkainen.

Téassé tyossa stokastiset prosessit ovat kappaleessa 3 jatkuva-aikaisia ja kappalees-
sa 4 diskreettiaikaisia.

Huomautus 2.27. Stokastinen prosessi méériteltiin numeroituvana tai ylinumeroitu-
vana perheend satunnaismuuttujia X; : H — R" indeksijoukon I suhteen. Kiinnite-
tddn ¢t € [ ja tutkitaan satunnaismuuttujaa

w i Xy(w).

Stokastista prosessia voi kuitenkin mydos ajatella yhtend alkiona satunnaisten polkujen
avaruudessa. Kiinnitetdan w ja tutkitaan polkua

t— Xi(w).

Stokastisten prosessien ominaisuudet méaardytyvat hyvin pitkélle niiden ddarellss-
ulotteisista jakaumista. Liséksi prosessin satunnaismuuttujien riippuvuussuhteet eri
aikaparametreilld ovat hyvin merkittdvassa asemassa.

Olkoon T := {(t1,t2,...,tx) : k > 1, ty,tq,...,tx € I ovat erisuuret} indeksijouk-
ko.

MAARITELMA 2.28. Olkoon X = (X;);c; stokastinen prosessi todennékoisyysava-
ruudelta (H,F,P). Olkoot k = 1,2,... ja (t1,...,t;) € T. Talloin prosessin X k-
ulotteinen jakauma ajanhetkilld (q,...,%) on
P((th,XtQ, . ,th) € B) ((thaXt27 . th) € Bl X BQ X+ X Bk)
{we H: Xy, (w) € By,..., X, (w) € Br})
(X5, (B), X, (Ba), ..., X 1 (By))
(X' (B) N X, (By)N---N Xt_kl(Bk’))

P
P
P

kaikilla B € B(R¥"). Koska B € B(R¥"), niin B = By X By X -+ X By, jossa
B; € ®B(R") jokaisellai € {1, ..., k}. Stokastisen prosessin #érellisulotteista jakaumaa
merkitddn yleensd merkilla

M(h,---ik)(B) = IP)((‘th?XtQ? s 7th) S B)

Huomautus 2.29. Méaritelméssa 2.28 huomaa pilkun merkitys lausekkeen sisélla. To-
dennikoisyyslaskennassa yleensa merkitddn P(A, B) := P(AN B) kaikilla A, B € F.

Kerrataan seuraavaksi tuloavaruuden maéaaritelma.

MAARITELMA 2.30. Olkoon [ jokin epétyhjé indeksijoukko. Joukon R™ tuloavaruus
indeksijoukon I suhteen on

RxT . H R"
tel
= {z : z on kuvaus z : I — R" siten, etta 2, € R" kaikilla t € I}.
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MAARITELMA 2.31. Olkoon a(R"X[ ) pienin o-algebra, joka siséltdd kaikki sylinteri-
joukot

S ={(Yy)er e R : (Yy,,...,Y,,) € B},
jossa (t1,...,t;) € T ja B € B(R¥™) ja joissa k =1,2,....

Huomautus 2.32. Madritelméssa 2.28 mietitddn prosessin dérellisulotteisia jakaumia
eri aikaparametreilld. Téstd haluttaisiin menné kuitenkin vield pidemmille. Usein
ollaan kiinnostuneita stokastisen prosessin polun ominaisuuksista. Tarvitaan jollakin
tapaa "déretonulotteisia’ jakaumia, silld halutaan vastata kysymyksiin, kuten esimer-
kiksi milld todennéakdisyydelld prosessi osuu joskus tai ei osu koskaan tiettyyn alu-
eeseen. Lisdksi jatkuva-aikaisten prosessien tapauksessa prosessin polun jatkuvuus-
kysymykset ovat oleellisia. Kuten jo aikaisemmin mainittiin, voidaan ajatella, etté
todennikoisyysavaruuden perusjoukko on tuloavaruus R™*!. Kohtalo “arpoo” yhden
satunnaisen polun w € R™ satunnaisten polkujen avaruudesta, ja kyseinen polku
"paljastuu” véhitellen indeksin ¢ kasvaessa joukossa I.

Nyt haluttaisiin 16yté4 todennakdisyysmitta, joka on méaritelty koko o-algebrassa
U(R”XI ) ja joka antaa kaikilla sylinterijoukoilla samat todennidkdéisyydet kuin &&-
rellisulotteiset jakaumat. Oletetaan, ettd on kiytossd jonkin stokastisen prosessin
X todennikdisyysjakaumien perhe (i, 4 (+)) Kiinnostava kysymys liit-

(t1,5t)ET”
tyy siihen, onko aina olemassa yksikésitteistd todennikoisyysmittaa P* tapahtuma-

avaruudessa (R"XI Lo (R™! )) siten, ettd

P*<<Yt)t61 : (}/tw s aY;fk) € B) = utl,---ytk(B)

kaikilla B € B(RF*") ja kaikilla (t1,...,t;) € T. Tdhin kysymykseen palataan myo-
hemmin.

ESIMERKKI 2.33. Olkoon (H, F,P) todennikoisyysavaruus ja olkoon stokastinen pro-
sessi B standardi 1-ulotteinen Brownin liike. Lauseessa 3.2 késitellddn Brownin liik-
keen olemassaoloa. Brownin liikkeen yksi tdrkeimmistd ominaisuuksista on se, etté
prosessin B lisdykset ovat aina normaalijakautuneita. Tamé tarkoittaa sité, ettd kai-
killa ajanhetkilld 0 < s < ¢

(2.4) B, — By ~ N (0, — 5).

Satunnaismuuttuja X : H — R noudattaa normaalijakaumaa odotusarvolla m < oo
ja varianssilla 02, o > 0 eli X ~ N (m,c?), jos

IP(XeD):/DfX(x) dm:/D 2171_06_ (=) o

kaikilla D € B(R). Funktio fy(x) on satunnaismuuttujan X tiheysfunktio. Olkoot
k=1,23,...,C e BR"F) = B(R*) ja0 < t; < - < t; ajanhetkid. Téllsin
C=Cy xCyx - xCy, jossa C; € B(R) jokaisella i € {1,...,k}. Brownin liikkeen
toinen térked ominaisuus on se, etté lisdykset (2.4) ovat myos riippumattomia. Lisdksi
tiedetddn, ettd By = 0. Merkitadn Y; := By, — By, |, jossai € {1,...,k} jaty=0. Nyt
satunnaismuuttujat Y; ovat riippumattomia ja normaalijakautuneita. Tiedetédan, etta
Y ~ N(0,t; — t;_1) kaikilla i € {1,...,k}. Talloin esimerkiksi Y; ~ N(0, ;). Koska

N|=
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Y) + Y, = By, niin Y] + Yy ~ N(0,t3). Merkitidén Sy = Y; + Y5, Téllin ehdollisen
satunnaismuuttujan Y; + Ys | Y7 = y; tiheysfunktio on

Favimu (s2ly1) = %y)y)

Niin ollen tiheysfunktion avulla voidaan niyttéd, ettd Yy + Yy | Yy = y1 ~ N (y1, o —
t1). Jos merkitédn S, := > ",V kaikilla m € {1,...,k}, niin vastaavasti S, |
Sr1=Ym-1~NYm_1,tm — tm_1). Lisiksi merkitidin, etti
1 (z—y)?

g(x,tly) == N
Saadaan, ettéd yksiulotteisen Brownin liikkeen &érellisulotteinen jakauma on
P((By,, Biy, ..., By,) € C)
=P(B;, € C1, By, € Cy, ..., By, € Cy)
:]P)(Yi 601,}/14—}/26027...,Y1—|-}/2+"‘+Yk60k)
=PMVi+Yo+ - +Y, €Y1 €C,.... Y1+ Yo+ -+ Y4 €Cry)

P+ Yo+ Ys€Cs | Y€ CLYI+ Y, € Cy)P(Y) + Y, € ColY) € C)P(Y; € CY)

=P(Sk € Cx|Sk_1 € Cr_1) -+ P(S5 € C5 | Sy € Cy)P(Sy € Cs|S; € C)P(S; € Cy)

/ / (w4,,t1]0)g(@sy, ta — t1]xgy) - - - g4y, the — tpo1|@e—1)day, day, - - - day,
Ch ch

? (), —m¢ )2
1 l< 714_..._’_%)
k / / ’ ( " e dxtl T dmtk
)2 Ja Cr (ty(ta — t1) - (ty, — o 1))

MAARITELMA 2.34. Olkoot X = (X})ier ja Y = (Y;)ies stokastisia prosesseja toden-
nékoisyysavaruuksista (H, F,P) ja (H*, F*,P*). Talloin prosesseilla X ja Y on samat
adrellisulotteiset jakaumat, jos

P(X:,, Xty .-, Xy,) € B) =P (Y, Yayy .., Yy, ) € B)
kaikilla (t1,...,t;) € T ja kaikilla B € B(R**"), joissa k =1,2,....

MAARITELMA 2.35. Olkoon (H,F,P) todenniksisyysavaruus ja olkoot X ja Y sto-
kastisia prosesseja. Prosessit X ja Y ovat riippumattomia, jos kaikille ¢y,...,t;, € I
ja kaikille sy, ..., s, € I pétee

P(Xy,.... Xy,) € A (Ys,,...,Y;,) € B)
=P((Xy,..., Xy,) € AP((Ys,,...,Ys,) € B)

kaikilla A, B € B(R**") ja k = 1,2,.... Lisiiksi stokastinen prosessi X on riippuma-
ton o-algebrasta G, jos

P((X,...,X.) € A, E) = P(Xy,, ..., X,,) € A)P(E)
kaikilla A € B(R¥>"), E€ G, ty,....tr, € [jak=1,2,....

Todennékoisyysteorian ehké tarkeimmaét laajennuslauseet ovat Carathéodoryn laa-
jennuslause ja Kolmogorovin laajennuslause. Carathéodoryn laajennuslause 16ytyy
esimerkiksi David Williamsin teoksesta [27, s. 195-197]. Kolmogorovin laajennus-
lause seuraa Carathéodoryn laajennuslauseesta. Témé johtuu pohjimmiltaan siita,
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ettd sylinterijoukot siséltdva joukkokokoelma muodostaa algebran ja todennakoi-
syysjakaumien perheeltd vaaditaan tiettyja hyvid ominaisuuksia. Maaritelladn nadma
"hyvéat” ominaisuudet.

MAARITELMA 2.36. Todennékéisyysjakaumien perhe (i, 1) (... 10)€T, JOSSQ Loty ¢,
on todennikdisyysmitta tapahtuma-avaruudessa (R¥*™, B(R**™)), on konsistentti, jos
(i) iy ...t (By x -+ X By) = ,Ut,r(l),...,t,r(k)(Bw(l) X X Bﬁ(k))
kaikilla k = 1,2,..., By,..., By € B(R") ja kaikilla permutaatioilla
7:{1,2,...,k} = {1,2,...,k} ja
(i) poy 4, (B1 X -+ X Bgoy X R™) = pug, 4, (B1 X -+ X By_1) kaikilla k > 2 ja
By, ..., By, € B(R").

LAUSE 2.37 (Kolmogorovin laajennuslause). Olkoon (pu, ..t ), .1)er konsistent-
ti todenndkdoisyysjakaumien perhe. Tdlloin on olemassa todenndkdisyysmitta P*

tapahtuma-avaruudessa (R"XI,U(R"XI)) siten, ettd

P*((Y;f)téf : (}/7517 s 7Y;fk) € A) = Mty ty (A)’
kaikilla (t1,...,t) € T ja A € B(RM™").
TobisTus. Katso esimerkiksi Srinivasa Varadhan kirjasta [25]. O

ESIMERKKI 2.38. Esimerkissd 2.33 tutkittiin, millainen on yksiulotteisen Brownin
liikkkeen aérellisulotteinen jakauma. Kyseisessé esimerkissé oletettiin, ettd yksiulottei-
nen Brownin liike on olemassa. Erityisesti siis oletettiin, ettd on olemassa todenné-

koisyysmitta P tapahtuma-avaruudessa (R[O"’O[, U(R[O’O"[)) siten, ettd tdméa todenné-

koisyysmitta antaa Brownin liikkeen sylinterijoukoilla saman todennékoisyyden kuin
adrellisulotteiset jakaumat. Ajatellaan nyt, etté ei vield tiedetéd todennékoisyysmitan
P olemassaoloa. Olkoon indeksijoukko T := {(t1,t2,...,tx) : k > 1, t1,t9,... ,tx €
[0, 00[ ovat erisuuret}. Olkoot k =1,2,... ja 0 <t <ty < --- < tg. Merkitddn

M tk(A)
_ / - / o 1]0)g (st — 1l - g(@a, s by — tos a1 )drnyda, - - - dy,
A A

kaikilla A = A; x --- x A, A; € B(R) jokaisella ¢ € {1,...,k}. Naytetdédn, ettd
todennékoisyysjakaumien perhe (fu, ¢, )(¢1,...tx)er On konsistentti. Tété varten olkoon

m:4{1,2,...k} = {1,2,... k}

jokin permutaatio. Nyt funktiot g(x,t|y) ovat aina positiivisia méarittelyjoukoissaan,
jolloin Fubinin lause antaa, ettéd integrointijéarjestyksen muuttaminen ei muuta lop-
putulosta. Tama tarkoittaa sité, etta

/'I/t17~--’tk (A) = utﬂ'(l)?"'?tﬂ'(k) (A>
kaikilla A € B(RF). Lisiiksi tiedetiin, etti

1 _l<(ztk*wtk_l)2>
2 tr.—t
/g(xtk,tk — tp_1|xe,_,)day, :/ e R dry, = 1.
R R (27(

ty, _tk71)>%
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Télloin saadaan, etta

..... 4 (A X - X A1 X R)

/ / / -Tt17t1|0 (ﬁtmtk tk—1|$tk—1)dfﬂt1 T diftk
A1 Ay

/ / (24, t1]0) - - - g(@s, | to1 — th—a|Tey—2) - 1wy, - - - dy,
Ap—1 Ay

= MUty,..., (Al X e X Ap 1)
Maéaritelladn seuraavaksi filtraatio ja stokastinen kanta.

MAARITELMA 2.39. Olkoon (H,F,P) todennékdisyysavaruus. Talloin o-algebrojen
perhe (F;)ier on filtraatio, jos Fs € F; C F kaikilla 0 < s <t < o0 ja s,t € I.
Sanotaan, ettd nelikko (H, F,P, (F;)ier) on stokastinen kanta.

Filtraation intuitiivinen idea on se, ettd o-algebra JF; siséltdd ne tapahtumat,
jotka ovat tiedossa hetkeen t asti. Seuraavaksi padstddn stokastisen prosessin mital-
lisuuskysymysten pariin. Oletetaan, ettd kédytossd on jatkuva-aikainen indeksijouk-
ko I = [0,00[. Muistetaan, ettd satunnaismuuttuja X : H — R" on (F,B(R"))-
mitallinen kuvaus.

MAARITELMA 2.40. Olkoot (H, F,IP, (F¢)icjo,00[) Stokastinen kanta ja X stokastinen
prosessi X = (X¢)iepo,o0[, Xt 1 H — R™.

(i) Prosessi X on progressiivisesti mitallinen, jos kaikilla T > 0, funktio
(w,t) — X;(w) on kuvauksena X;(w) : H x [0,T] — R"
((]:T, B(]0,7]), %(R”))—mitallinen.
(ii) Prosessi X on mitallinen, jos funktio (w,t) — X;(w) on kuvauksena
X(w) : H x [0,00[— R" ((]—“, B([0, o0, %(R”))—mitallinen.
(iii) Prosessi X on sopiva (engl. adapted) filtraation (F;)cjo,00f subteen, jos
X; on (F, B(R"))-mitallinen kaikilla ¢ € [0, ool.
Huomautus 2.41. Maaritelméssa 2.40 kuvauksen (w,t) — X;(w)
((]:, B(]0, 00])), %(R”))—mitallisuus tarkoittaa sité, ettd kaikilla A € B(R™) pétee
{(w,t) € H x [0,00[: X¢(w) € A} € F @ B([0, o).
Joukko F ® B([0, 00]) on pienin o-algebra, joka sisiltdd joukot
{(w,t) € H x [0,00[: w € Ay,t € As},
missd A; € F ja Ay € B([0, o0]).

Progressiivisesti mitallinen prosessi on aina mitallinen prosessi. Liséksi mitallinen
prosessi on aina sopiva. Kaikki muut implikaatiot eivét pédde yleisesti.

ESIMERKKI 2.42. Olkoon (H,F,P, (F;)c[o,00[) stokastinen kanta ja olkoon A C [0, 00|
siten, ettéd A ei kuulu Borelin o-algebraan %([0, co[). Olkoon X stokastinen prosessi,
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jolle kaikilla ¢ € [0, o] ja kaikilla w € H pétee

Xo(w) = 1, joste A
! o 0, jost & A.

Talloin siis kiinnitetylla ¢ € [0, 00[, w — X;(w) on vakio 1 tai 0. Vakiofunktio on
mitallinen mink# tahansa o-algebran suhteen, silli X; (1) = H € F, kunt € A ja
kun F; on mik# tahansa H:n o-algebra. Vastaavasti X; '(0) = () € F; kun t € A.
Jos t ¢ A, niin samalla tavalla X; on J; -mitallinen. Saadaan siis, ettd prosessi X on
sopiva minké tahansa filtraation (F)¢cjo,oof Suhteen. Nyt kuitenkin

{(w,t) € H x [0,00[: Xy(w) =1} =H x A& F ®B([0,]),

silld A ¢ B([0, 00[). Tallsin X ei ole mitallinen eikd myoskddn progressiivisesti mi-
tallinen.

Jos stokastinen prosessi X on sopiva ja jatkuva, niin X on myd6s progressiivisesti
mitallinen. Diskreettiaikainen stokastinen prosessi Z on sopiva, jos kaikilla n € Z
pétee, ettd Z,, on F,-mitallinen. Diskreettiaikaisen prosessin tapauksessa ei ole jarke-
véd erotella eri mitallisuuden muotoja, silla diskreettiaikainen sopiva prosessi on aina
progressiivisesti mitallinen joukon Z, o-algebran ollessa potenssijoukko P(Z, ).

Eras tarked filtraatio on luonnollinen filtraatio, jonka jokainen stokastinen prosessi
virittéid itse. Jos Y on stokastinen prosessi, niin luonnollinen filtraatio on F) = o (Y :
s€ 1,0 <s<t),joka on pienin o- algebra, joka siséltaé kaikki joukot

{we H :Y,(w) € B},

jossa s € [0,t] NI ja B € B(R™). Talloin stokastinen prosessi on aina sopiva luon-
nollisen filtraation suhteen. Madritelméan 2.31 sylinterijoukkojen virittdméa o-algebra
on sama kuin projektiokuvausten P, : R™*! — R" P(w) = w(t) = w; kaikilla t € I,
virittdmé o-algebra o(P; : t € I).

Progressiivinen mitallisuus antaa sen hyodyn, ettd pysdytetty prosessi on aina
my0s mitallinen. Progressiivista mitallisuutta tarvitaan erityisesti stokastisen inte-
groinmin yhteydessa. Kuten tullaan huomaamaan, stokastinen integrointi méaritellaan
ainoastaan progressiivisesti mitallisille prosesseille.

Siirrytéddn seuraavaksi pysdaytyshetkiin. Pysédytyshetki on satunnainen ajanhetki,
jonka voi intuitiivisesti mieltdd seuraavasti: Jos pysdytyssddnto ei vaadi ndkemistéd
tulevaisuuteen, vaan prosessi voidaan pyséayttia niilld tiedoilla, jotka on tiedossa tés-
mélleen kyseisella hetkelld, pysiaytyssadnnon nojalla pysaytetyn prosessin satunnainen
pyséhtymisajanhetki on pyséytyshetki.

MAARITELMA 2.43. Olkoon (H,F) tapahtuma-avaruus ja (F;):es filtraatio. Télloin
kuvaus 7 : H — [0, 0o] on pyséytyshetki filtraation (F;)sc; suhteen, jos

{r<t} ={we H:7(w) <t} eF kaikilatel.
Liséksi o-algebra
Fr={AeF:An{r <t} e F kaikilla t € I}

sisaltad kaikki ne tapahtumat, jotka tiedetéddn pysaytyshetkeen 7 mennessa.
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Huomautus 2.44. Deterministinen ajanhetki ¢ € R, on pyséytyshetki mink& tahan-
sa filtraation (F;)e; suhteen. Liséksi on helppo néhdé, ettd joukkokokoelma JF, on
todella o-algebra jokaisella pyséytyshetkelld 7.

Filtraatio (F;)ie; on keskeisessé osassa pysiytyshetkissia. Joskus on tarvetta hie-
man kasvattaa filtraatiota.

MAARITELMA 2.45. Olkoon (F)se; filtraatio. Talloin

FF =) Fs kaikilla ¢ € T

s>t

on filtraation (F;)iwer oikealta jatkuva hieman kasvatettu filtraatio.

Madéritelmé 2.45 on jatkuvalle prosessille hyvin térked. Taméa nikyy esimerkiksi
lauseen 2.46 kohdassa (i). Tédssa tyossd méadritellddn myohemmin stokastisen prosessin
vahva Markovin ominaisuus. Jos stokastisella prosessilla on vahva Markovin ominai-
suus, stokastisen prosessin X virittdmé luonnollinen filtraatio saadaan oikealta jat-
kuvaksi, kun filtraatioon lisdtddn nollamittaisten joukkojen osajoukot (katso Ioannis
Karatzasin ja Steven Shreven kirjasta [14, s. 90-91]).

Todistetaan seuraava tulos tapauksessa I = [0, co[. Diskreettiaikainen tapaus to-
distetaan taysin vastaavasti ilman tietoa prosessin X jatkuvuudesta ja ilman oikealta
jatkuvaa filtraatiota. Lauseen todistuksen kohta (i) on katsottu Peter Mortersin ja
Yuval Peresin kirjasta [20, s. 41] ja kohta (ii) Stefan Geissin teoksesta [10, s. 33].

LAUSE 2.46. Olkoon (H,F) tapahtuma-avaruus ja (F;)i>o filtraatio. Olkoon Q@ C R™
epdtyhja joukko. Olkoon X jatkuva ja sopiva stokastinen prosessi. Merkitddin

T = inf{t > 0: X; € Q}.
Tdlloin seuraavat pdtevdt:
(i) Jos Q on avoin, niin 7q on pysdytyshetki filtaarion (F;%)so suhteen.
(i7) Jos Q on suljettu, niin 7o on pysdytyshetki filtaarion (Fi)i>o suhteen.

TobisTus. (i) Olkoon ¢t > 0. Koska €2 on avoin, niin 2 € *B(R"). T&ll6in

{ro <t} = U{EUEH:XS(w)EQ}.

0<s<t

TV
€FC.--CFy, silla X sopiva

Koska prosessi X on jatkuva, ja kahden erisuuren reaaliluvun vilistd 1oytyy aina
véahintdan yksi rationaaliluku, saadaan

Ulwetr: Xwet= |J {weH:X,(w)e}eF"

0<s<t r>t s€]0,r[NQ cF,

Liséksi ylldolevassa tarvittiin tietoa siité, ettd F,. on o-algebra, jolloin numeroituva yh-
diste sen alkioista kuuluu myos joukkokokoelmaan, ja ettd F;" on oikealta jatkuva. Oi-
kealta jatkuvuus on térkeéd, silla prosessi X joutuu joukon 2 reunalla "vilkaisemaan”
tulevaisuuteen infinitesimaalisen pienen hetken, jotta prosessi tietééd, osuuko se avoi-
meen joukkoon €2 vai ei. Téstd syystd johtuen 7 ei vilttaméatta ole pysaytyshetki
ilman filtraation oikealta jatkuvuutta.
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(ii) Olkoon t > 0 ja olkoon t; >ty > --- > 0 jono ajanhetkid siten, ettd X; € 2
kaikilla k£ € N. Merkitddn s := lim,_, t;p < t. Koska X on jatkuva, niin X, =
limy,_,o X, . Liséiksi koska €2 on suljettu, niin X € Q ja 2 € B(R"). Merkitédén

d(z,Q) = inf{d(z,y) : y € Q},
misséd d(x,y) on avaruuden R™ metriikka. Néin ollen

{ra<t}= J{X.eQ={weH: inf dX,w),Q) =0}¢cF,

s€Q,s<t
0<s<t

silld pisteen etéisyys joukosta kaikilla metriikoilla d on jatkuva kuvaus, X on sopiva
ja JF; on o-algebra kaikilla ¢ > 0. U

2.3. Martingaalit ja niiden suppeneminen

Ehdollinen odotusarvo ja martingaalit ovat keskeinen osa todennékoisyysteoriaa.
Téamén kappaleen pé#dlahde on David Williamsin teos [27]. Aloitetaan ehdollisesta
odotusarvosta.

MAARITELMA 2.47. Olkoon (H,F,P) todennékdisyysavaruus ja olkoon X : H —
R™ F-mitallinen satunnaismuuttuja, jolle E|X| < co. Olkoon G c-algebran F ali-o-
algebra. Nyt satunnaismuuttuja Y on o-algebran G suhteen satunnaismuuttujan X
ehdollinen odotusarvo, jos

(i) Y on G-mitallinen,

(ii) E|Y| < 0 ja
(iii) / Y dP = / X dP kaikilla joukoilla G € G.
G e

Talloin merkitédén Y := E[X|G] m.v.

Huomautus 2.48. Maéritelman 2.47 ehdollinen odotusarvo on olemassa ja yksikésit-
teinen melkein varmasti. Taméa tarkoittaa sité, ettd jos on olemassa toinen satun-
naismuuttuja Y, joka téyttii méadritelmén 2.47 ehdot, niin téllsin P(Y = Y) = 1.
Méaritelmén 2.47 ehdollisen odotusarvon olemassaolo ja yksikésitteisyys on todistet-
tu teoksessa [27, s. 85-86].

Ehdollisen odotusarvon voi intuitiivisesti ajatella seuraavasti: Ajatellaan, etté ol-
laan tehty koe X (w) ja ollaan kiinnostuneita siitd, mikd arvo w € H on valikoitunut
otokseen. Valitettavasti tiedetdén ainoastaan arvot Z(w) kaikilla G-mitallisilla satun-
naismuuttujilla Z. Télloin Y (w) = E[X|G](w) on satunnaismuuttujan X (w) odotusar-
vo annetulla informaatiolla G. Voidaan jopa osoittaa, ettd Y on G-mitallisista satun-
naismuuttujista paras pienimmén neliGsumman estimaattori satunnaismuuttujalle X,
t.s. Y minimoi arvoa

E[(Y - X)7.

Ehdollisella odotusarvolla on monta ominaisuutta. Mainitaan seuraavaksi naista vain
muutamat.
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LEMMA 2.49. Olkoon E[X|G] mddritelmdn 2.47 ehdollinen odotusarvo. Tdlloin seu-
raavat patevat:
(1) Jos X on G-mitallinen, niin E[X|G] = X m.v.
(13) Jos J on o-algebran G ali-o-algebra, niin
B[E[X|G]7] = E[X|.7] m.v.

(i13) Jos X on riippumaton o-algebrasta G, niin E[X|G] = EX m.v.

TobisTus. Kohta (i) seuraa suoraan médritelmésti. Kohta (ii) seuraa myos suoraan

médritelmasta ja siitd, ettd J C G. Todistetaan kohta (iii). Kahdelle riippumattomalle
satunnaismuuttujalle X ja Y pétee

E[XY] = E[X]E[Y].

Liséksi satunnaismuuttujan X riippumattomuus o-algebrasta G tarkoittaa méaéri-
telmén nojalla sitd, ettd satunnaismuuttujat X ja yg ovat riippumattomia kaikil-
la G € G. Luku EX € R on vakio, jolloin EX on G-mitallinen ja E|EX| < oo. Nyt
viite péatee, silla riippumattomuuden nojalla

/ E[X] dP = E[X]P(G) = E[X|E[xs] = E[X x¢] = / X dP kaikilla G € G. O
G G

Seuraava maaritelma on erittain tarkea.

MAARITELMA 2.50. Olkoon (H,F,P, (F,)nez, ) stokastinen kanta. Stokastinen
prosessi X on martingaali, jos

(i) X on sopiva,
(i) E|X,| < oo kaikilla n € Z, ja
(iii) E[X,|Fn_1] = X,—1 m.v. kaikilla n > 1.
Lisdksi jos ehto (iii) korvataan ehdolla
E[X,|Frn_1] < X1 m.v. kaikillan > 1,
niin X on supermartingaali ja jos ehto (iii) korvataan ehdolla
E[X,|Frn-1] > X1 m.v. kaikilla n > 1,
niin X on submartingaali.

Huomautus 2.51. Stokastinen prosessi M on martingaali jos ja vain jos M on super-
martingaali ja submartingaali. Lisdksi M on supermartingaali jos ja vain jos —M on
submartingaali.

Ajatellaan pelid, jossa kaksi pelaajaa pelaa vastakkain. Olkoon prosessi M, :=
X, — X,,_1 = "saamani lisdvoitto toiselta pelaajalta hetkelld n” kaikilla n > 1. T&ll6in
jos

E[M,|F,-1] =0 kaikilla n > 1,

niin (M,,),>1 on martingaali, ja peli on reilu molemmille pelaajille. Jos taas
E[M,|F,-1] <0 kaikillan > 1,

niin (M, ),>1 on supermartingaali, ja peli on epéreilu minua kohtaan.
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Olkoon X (super)martingaali ja 7 pysdytyshetki. T&lloin pyséytetty prosessi
X7 = {XT/\’n nc Z+}
on myds (super)martingaali. Seuraava tulos on Doobin optimaalisen pysiytyksen teo-

ria (Doob’s optimal stopping theorem), joka on erittdin térked ja kiyttokelpoinen.

LAUSE 2.52. Olkoon (H,F,P,(F)cz, ) stokastinen kanta ja T pysdytyshetki. Olkoon
stokastinen prosessi X supermartingaali. Tdlloin E|X,| < oo ja

E[XT] < E[XO]a
708 jompi kumpt seuraavasta kahdesta ehdosta pdtee:

(i) T on rajoitettu, t.s. on olemassa N € N siten, ettd T(w) < N kaikilla w € H.
(i) P(1 < 00) =1 ja X on rajoitettu, t.s. on olemassa K € R, siten, ettd
| X, (w)| < K kaikilla n € Zy ja kaikilla w € H.
Vastaavasti jos X on martingaali ja jompi kumpi ehdoista (i)-(i1) pdtee, niin
E|X,| < o0 ja
E[X;] = E[Xq].
TobisTus. Koska X on supermartingaali, niin E| X, ,,| < oo kaikilla n € Z, . Liséksi
saadaan lemman 2.49 kohdan (iii) ja (ii) nojalla, etté kaikilla n € Z, pétee
E[Xr/\n] = E[Xr/\nu—o]
= E[E[Xrn| Fran—1]|Fol-

Nyt koska X on supermartingaali, saadaan arvio, ettd kaikilla n € Z, pétee

E[E[XT/\TL‘-FT/\TLflﬂ‘FO] < E[XT/\nfl‘—F.O]
<o < E[Xo|Fol-

Lopuksi vield saadaan lemman 2.49 kohdan (i) nojalla, ettd E[X,|Fy] = Xo. Koska
X, on deterministinen, saadaan, etté

E(X nn — Xo) <0 kaikilla n > 1.

Jos (i) on voimassa, niin valitaan n = N, ja viite pétee. Oletetaan, ettd (ii) on
voimassa. Téalloin koska X on rajoitettu, lause 2.22 pétee:
E[liminf X,] < liminf E[X,,].
n—oo n—oo
Tamé johtuu siitéd, ettd vakio K on rajoitettu ja P(H) = 1 antaa, ettd E[K] < oo.
Nyt saadaan, etté
E[X;] = E[lim X, A,

n—0o0

< liminf E[ X r,]

n—oo

n—oo

Tilanne, jossa X on martingaali, saadaan todistettua, kun ylldoleva tehddén proses-
sille X ja —X. U
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Huomautus 2.53. Doobin optimaalisen pysétyksen teoria eli lause 2.52 osoitettiin su-
permartingaaleille. Kyseinen lause oltaisiin kuitenkin voitu osoittaa vastaavasti myos
submartingaaleille. Télloin epayhtélot kdantyvat vain toisinpdin. Tamé johtuu siité,
ettd jos prosessi M on supermartingaali, niin prosessi —M on submartingaali.

Mielenkiintoinen kysymys liittyy martingaalien ja supermartingaalien suppene-
misiin. Vaikka martingaalit kayttaytyvat tietyssd mielessé reilusti, niin martingaali-
prosessilla M ei silti valttaméttéd ole olemassa raja-arvoa lim,, .o, M,,. Jos kuitenkin
martingaaliprosessi on rajoitettu avaruudessa £!, niin raja-arvo on olemassa jo su-
permartingaaleille. Huomautuksen 2.51 nojalla téstd seuraa raja-arvon olemassa olo
my6s submartingaaleille. Ennen kuin pédstién varsinaiseen konvergenssilauseeseen,
todistetaan Doobin vdlin ylitys (Doob’s upcrossing) lemma.

LEMMA 2.54. Olkoon (H,F,P,(F,)icz,) stokastinen kanta ja X supermartingaali.
Olkoon a,b € R siten, ettd a < b. Merkitddn

Un|a,bl(w) := suurin k € Z,., jolle on olemassa
0<s <ty <82<t2<~"<8k<tk§N8it€n, etta
X, (w) < a ja Xy, (w) > b katkilla 1 <i < k.
Talloin
(b — a)E[Uy[a,b]] < E[(Xy —a)7].
Tobistus. Todistuksen ajatus on todistaa lause pelin kautta. Supermartingaali X
voidaan ajatella olevan esimerkiksi prosessi, jossa X, — X,,_; kertoo voittoni panos-

taessani yksikkopanoksen pelihetkelld n. Haluan pelata pelid seuraavanlaisella strate-
gialla C.

TOISTA :
Odota, kunnes prosessi X padtyy luvun a alapuolelle.
Tamaén jalkeen pelaa yksikkdpanos jokaisella pelihetkelld niin kauan, kunnes pro-

sessi X on ensimmaéisen kerran luvun b yldpuolella.

Kyseinen strategia C' voidaan muotoilla formaalisti:

C1 = X{Xo<a} JA
On = X{Cn71:1}X{Xn71§b} -+ X{Cn71:0}X{Xn71<a} kaikilla n Z 2.
Nyt prosessi C' = (Cy)neny on F,—1 -mitallinen. Intuitiivisesti tdmé tarkoittaa sité,
ettd strategian C' toteutuksessa hetkella n > 1 tarvitaan kaikki informaatio hetkeen
n — 1 asti. Merkitdéan prosessilla Y kokonaisvoittoa strategialla C'. T&lloin
Yo:=0
Yo=Y Ci(Xy — Xp1) kaikillan > 1.

1<k<n
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Usein sanotaan, ettd prosessi Y on prosessin C' martingaalimuunnos prosessista X.
Seuraavaksi halutaan osoittaa, ettd prosessi Y on supermartingaali. Koska X on su-
permartingaali ja C' on selvésti rajoitettu prosessi, jolle C,, > 0 ja C,,; on F,, -
mitallinen kaikilla n € N, niin jokaisella n € N saadaan:

E[Yn - Yn—1|~Fn—1] - E[On(Xn - Xn—l)‘fn—l]
= C,E[(X,, — Xp_1)|Fn-1] <0.
Liséiksi koska X on supermartingaali ja C' on rajoitettu, saadaan tulos
E|Y,| < oo kaikilla n € N.

Y on myo0s sopiva, silla X on sopiva ja F,,_; C F, kaikilla n € N. Néin ollen prosessi
Y on supermartingaali. Tamé tarkoittaa lauseen 2.52 nojalla sité, ettd
(2.5) E[Y,] < E[Yy] = 0 kaikilla n € N.
Huomaa, ettéd deterministinen ajanhetki n € N on pysdytyshetki minké tahansa filt-
raation suhteen. Seuraavasta epéayhtéilostd saadaan haluttu tulos:
(2.6) Yn(w) > (b —a)Uyla,bj(w) — [Xn(w) —a] .
Epédyhtdlé on tosi, silld jokainen vilin [a, b] ylitys kasvattaa prosessia Y vdhintdin
arvolla (b — a). Lisdksi pysaytetylld hetkelld N ja arvolla [Xy(w) — a]” = max{a —
Xn(w), 0} saadaan suurempi mahdollinen hévio kesken viimeisen ylityksen. Nyt saa-
daan tietojen (2.6) ja (2.5) avulla, ettd

(b — a)E[Upn]a,b]] <E[Yn]+E[Xy(w) —a]” <E[Xy(w)—a]". O

SEURAUS 2.55. Olkoot lemman 2.54 oletukset voimassa. Lisiksi olkoon X rajoitettu
avarvudessa L', t.s
sup E|X,,| < oo.

neZy
Merkitidn Us|a, bl(w) == limy »e Un[a, b](w). Tdlloin
P{w € H : Uy[a,b](w) = c0}) = 0.
Tobistus. Nyt saadaan monotonisen konvergenssilauseen avulla, etta

Lemman 2.54 nojalla saadaan loput tarvittavat, silla

lim E[U bl < 1i E| X,

Am E{Uyla, b)) < lim 3—(la| + E|X,])
< lim al + sup E|X,,
< Jim 5= (al + sup LX)

1
= (la| + sup E|X,|) < oo,
b—CL neEly
jolloin on oltava, etta
P({w € H : Uyla,bj(w) < c0}) = 1. O

Nyt pédstddn varsinaisen konvergenssilauseen kimppuun.
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LAUSE 2.56 (Doobin suppenemislause). Olkoon (H,F,P, (Fi)icz,) stokastinen kanta
ja X supermartingaali, joka on rajoitettu avaruudessa L1, t.s
SUDez, E|X,| < co. Tdlldin

X = lim X,, on olemassa ja ddrellistd melkein varmasti.
n—oo

ToDISTUS. Merkitddn
A :={w € H : X,(w) el konvergoidu raja-arvoon}
={w € H : liminf X, (w) < limsup X,(w)}
n—oo

n—oo

= U {liminf X, (w) < a < b < limsup X, (w)}

n—oo
a,beQ:a<b o
= U Aa,b-
a,beQ:a<b

Nyt pitee, etté

Aup C{w € H : Uxla, b)(w) = oo},
jolloin seurauksen 2.55 nojalla saadaan, ettd P(A,;) = 0. Koska A on numeroituva
yhdiste nollamittaisista joukoista, saadaan tulos

P(A) = 0.
Talloin siis
P({w € H : on olemassa lim X, (w)}) =P(A°) = 1.

n—oo
Liséksi lauseen 2.22 avulla saadaan, etté

E|Xw| = Eliminf | X,,|
n—o0
< liminf E| X, |

n—oo

< sup E|X,| < oo,

neEZy
silld X on rajoitettu avaruudessa £'. T#lléin
P(X, < o0) =1. O



LUKU 3

Jatkuva-aikainen satunnaisliike

3.1. Brownin liike

Kaksiulotteisen Brownin liikkeen huomasi ensimmaéisten joukossa skotlantilainen
Robert Brown tutkiessaan siitepolyn levidmistd vedessd vuonna 1828. Mythemmin
noin vuonna 1900 ranskalainen Louis Bachelier kidytti 1-ulotteista Brownin liikett&
mallintaessaan rahoitusmarkinoita, ja vuonna 1905 Albert Einstein kdytti Brownin
lilkettd omissa tutkimuksissaan. Ensimmé&isen matemaattisen todistuksen Brownin
liikkeen olemassaololle teki Norbert Wiener vuonna 1921. Tamén vuoksi Brownin
liikettd kutsutaan myos usein Wiener prosessiksi. Brownin liikkeen olemassaolon voi
todistaa monella eri tavalla. Kéaytetadn taméan kappaleen alkuosan péaélahteené Stefan
Geissin luentomuistiinpanoja [10].

Ennen varsinaista Brownin liikkeen maéaritelméa tarvitaan normaalijakautuneen
satunnaismuuttujan méaritelma.

MAARITELMA 3.1. Satunnaismuuttujan X : H — R jakauma on normaali, jos

z—m)? d
IP’(XEB):/e( i

B 2ro

kaikille Borel-joukoille B € B(R), jossa parametrit m € R on satunnaismuuttujan
X odotusarvo ja 0? > 0 on varianssi. Talloin merkitdén, ettd X ~ N (m,o?). Satun-
naismuuttujan X = (Xy,...,X,,): H — R",n > 2, jakauma on normaali, jos

(a, X (w)) := Z a; X;(w) €R

on normaalijakautunut kaikilla a = (ay,...,a,) € R". Talléin odotusarvovektori
on m = (my,...,my,) = (EXy,...,EX,) ja kovarianssimatriisi on o = (04;)7;_1,
jossa o0;; = E(X; — m;)(X; — m;). Lisdksi méadritellddn, ettd vakiofunktio on nor-

maalijakautunut satunnaismuuttuja. T&lloin siis jos on olemassa m € R"™ siten, ettd
P(X = m) = 1, niin satunnaismuuttuja X on normaalijakautunut.

LAUSE 3.2. On olemassa todenndkdisyysavaruus (H, F,P), filtraatio (F;)i>o ja pro-
sessi B = (By)i>0, jolle By = 0 ja jolle pdtee
(i) (Bit)t=o on sopwva filtraation (Fy)eso suhteen,
(19) kaikille 0 < s <t < 0o satunnaismuuttuja B; — By on riippumaton
o-algebrasta Fj,
(i19) kaikille 0 < s <t < oo satunnaismuuttuja By — Bs ~ N(0,t — s) ja
(v) t — By(w) on jatkuva melkein kaikilla w € H.

29
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MAARITELMA 3.3. Lauseen 3.2 mukainen prosessi on nimeltdén 1-ulotteinen stan-
dardi (Fi)e>o -Brownin liike.

Standardin Brownin liikkeen voi my6s mééritelld ilman filtraatiota. Terminolo-
gia menee siten, ettéd jos on kiytossé filtraatio (F;)i>0, puhutaan standardista (F)i>o
-Brownin liikkeesté. Jos filtraatiota ei ole kiytossé, kidytetadn termié standardi Brow-
nin litke. Kéytannossa sovellusten kannalta on ldhes aina kédytettdva Brownin liiketta
filtraation kanssa. Sanaa standardi kédytetdén aina silloin, kun halutaan korostaa, et-
ta Brownin liike (filtraatiolla tai ilman) l&htee liikkeelle origosta. Jos Brownin liike
ldhtee liikkeelle jostakin muusta pisteesté, ei kiytetd termid standardi.

MAARITELMA 3.4. Olkoon (H,F,PP) todennikoisyysavaruus ja B = (By)i>o stokas-
tinen prosessi. Prosessi B on standardi Brownin liike, jos By = 0 ja

(i) kaikille 0 < 51 < 59 < -+ < 5, < s <t < o0 ja kaikille A, Ay, ..., A € B(R)

P(Bs, € Ay,...,Bs, € Ay, B; — B, € A)

=P(B;, € Ay,...,B,, € Ay)P(B, — Bs € A),
(i1) kaikille 0 < s < ¢ < oo pitee B, — By ~ N(0,t — s) ja
(iii) t — By(w) on jatkuva melkein kaikilla w € H.

On térkedd huomata méadritelmien 3.3 ja 3.4 erot. Ainoat eroavaisuudet tule-
vat riippumattomuus- ja mitallisuuskysymyksissd. Todistetaan lause 3.2 seuraavas-
ti: Osoitetaan ensiksi Kolmogorovin laajennuslauseen avulla todennédkéisyysmitan P
olemassaolo. Tamén jélkeen osoitetaan Brownin liikkeen jatkuvuus toisella Kolmogo-
rovin kuuluisalla lauseella. Niin ollaan saatu osoitettua standardin Brownin liikkeen
olemassaolo. Témén jilkeen etsitddn sopiva filtraatio, jonka avulla pdastdadan halut-
tuun lopputulokseen.

Esimerkissé 2.38 néytettiin, ettd todennikoisyysjakaumien perhe (g, ¢, )iy tpeT,
jossa

Hoty ..t

(A)
= / o / g(xt17t1|0)g(xt27t2 - Z51|xt1) e g(l'tk, by — tk—1|xtk—1)dxtldxt2 e dxtk
Ay, Ay

kaikilla A = Ay x -+ x Ay, A; € B(R) kaikillai € {1,...,k} ja 0 <t; < -+ < ty,
joissa k = 1,2, ..., on konsistentti. Téll6in Kolmogorovin laajennuslause antaa, etta
on olemassa todennékoisyysmitta P tapahtuma-avaruudessa (R[O’OO[, U(R[O’OO[)> siten,
etta
P(Yd)ezo : Ve, o, Vi) € A) = piay . (A)

kaikilla ty,...,t € T ja A € B(R¥™). Asetetaan B; : ROl — R, B,((Y;)i>0) := Vs
kaikilla ¢ > 0. Né&in ollaan osoitettu standardin Brownin liikkeen todennékoisyysava-
ruuden (R[O’OO[, U(R[O’OO[),IP’> olemassaolo. Jéljella on vield jatkuvuus. Se, ettd Brow-
nin litkkeen &érellisulotteiset jakaumat sallivat Brownin liikkeen polkujen jatkuvuu-
den, on hyvin epétriviaali tulos.

LAUSE 3.5 (Kolmogorov). Olkoon (H,F,P) todennikdisyysavaruus ja X stokastinen
prosessi, jolle jollakin p € [1,00] on olemassa c,e > 0 siten, ettd

E|X; — X,[P < c|t —s|'"
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kaikilla t, s > 0. Tdlloin jokaisella polulla w € H on olemassa prosessi
X = (Xy(w)),., siten, etti prosessi X on jatkuva ja

P(Xt - Xt) - ].

>0

kaikilla t > 0.
TobisTus. Katso Stefan Geissin teoksesta [10, s.22-25]. O

Brownin liikkeen jatkuvuutta varten tarvitaan vield seuraava térked normaalija-
kautuneen satunnaismuuttujan ominaisuus.

LEMMA 3.6. Olkoon B standardi Brownin liike. Tdlloin kaikilla a > b > 0 satunnais-
muuttujat B,y ja B, — By ovat samoin jakautuneet. Tarkemmin sanoen
Ba—b NN(O,CL—Z)) ja Ba —Bb NN(O,CL—b).
TobisTus. Olkoon a > b > 0. Riittdd osoittaa, ettd B, — By ~ N(0,a — b). Koska
a > b, niin on olemassa h > 0 siten, ettd a = b + h. Koska Brownin liikkeen lisdyk-
set ovat normaalijakautuneita, saadaan, ettd satunnaismuuttuja By, — By on myos
normaalijakautunut. Normaalijakautunut satunnaismuuttuja magrdytyy téysin odo-
tusarvon ja varianssin mukaan. Koska E[B, — By] = 0 selvisti, riittd4 osoittaa, etti
E[B, — By)? = a — b. Nyt saadaan, etti
E[B, — By)> = E[B.)? + E[B,)? — 2E[B.By) = a + b — 2(E[By(B, — By)] + E[By]?)

=a+b—2(E[B,E[B, — By)) +b) = a —b. O
LAUsE 3.7. Olkoon (H, F,P) todenndikéisyysavaruus ja prosessi B standardi Brownin
litke. Talloin jokaisella polulla w € H on olemassa prosessi B = (Bt(w))t>0 siten,
ettd prosesst B on jatkuva ja ~

P(Bt - Bt) - 1
kaikilla t > 0.
TobisTus. Olkoon T > 0 ja méiritelliin X; := By kaikille ¢ € [0, 1]. Kiinnitetdin
p €]2,00] ja olkoon € := £ — 1. Lemman 3.6 avulla saadaan, ettd
E|X; — Xs|P = E|Bir — Bsr|?
- ]E|B(t—s)T|p

1 __a?
—/ |x|1®6 2(t=s)T (].
V27r(t —s)T Jr

Integraalilaskennan muuttujanvaihtokaavan avulla saadaan, etta

1 a:2 D 1 a:2
—— [ |xPe @9Tdx = ((t — s)T)2 / zlPe” 2 dx
s L O Y L
Yp <0

P P
2 2

=Yt —s)2T
< 'VpTg (t—s)e.

Nyt lauseen 3.5 nojalla on olemassa prosessi X = (Xt (w)) siten, ettd prosessi X

te(0,1]
on jatkuva ja

]P)(Xt — Xt) — 1
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kaikilla ¢ € [0, 1]. Parametrista 7' > 0 pédstddn eroon, kun ylldoleva tehddén iteratii-
visesti kaikilla véleilld. Tadméan teknisen pyorityksen voi lukea teoksesta [10, s. 23]. [

Brownin liike on siis jatkuva melkein kaikilla poluillaw € H. Jatkossa ei valttadmét-
td aina mainita sanoja "melkein kaikilla”’, vaan puhutaan pelkéstdéan jatkuvuudesta.
Télloin ajatellaan, ettd kiaytossd on aina polun ekvivalenssiluokan jatkuva edustaja.
Haluttu filtraatio 16ytyy erittdin "luonnollisesti”.

MAARITELMA 3.8. Olkoon (H, F,P) todennékoisyysavaruus ja B = (B;);>o standar-
di Brownin liike. Luonnollinen filtraatio on (F);>o, jossa
FP =0(Bs:s€]0,t])
kaikilla ¢ > 0 on pienin o-algebra, joka siséltdd joukot
{w € H : Bs(w) € A}

kaikilla A € B(R) ja s € [0,t]. Luonnollinen filtraatio on siis pienin kasvava jono
o-algebroja, jonka suhteen prosessi B on sopiva. Kasvatetaan luonnollista filtraatiota
jokaisella ajanhetkelld ¢ > 0 seuraavasti:

Fi=F = mfsB
s>t

kaikilla ¢ > 0. Néin ollen saadaan oikealta jatkuva filtraatio, jota merkitdan merkilla
(Fi)t>0. Standardin Brownin liikkkeen lisdysten riippumattomuus johtaa siihen, etté
B; — B, on riippumaton o-algebrasta FZ kaikilla ¢t > s > 0. Koska Brownin liike on
jatkuva, riippumattomuus toimii myos oikealta jatkuvan filtraation suhteen, kuten
lauseen 3.14 todistuksessa tullaan ndkeméaén.

Brownin liike yleistyy helposti useampaan ulottuvuuteen. Tésta eteenpéin tdméan
kappaleen pé#éldhteend toimii Peter Mortersin ja Yuval Peresin kirja [20].

MAARITELMA 3.9. Olkoon (H, F,P) todenniikdisyysavaruus ja olkoot B',... B" n
kappaletta toisistaan riippumattomia standardeja Brownin liikkeitéd. T&ll6in prosessi

B := (B0 = ((By,---. B))iz0
on n-ulotteinen standardi Brownin liike, joka ldhtee liikkeelle origosta.

Brownin liikkeen filtraatio on useammassa ulottuvuudessa jélleen hyvin “luonnol-
linen”.

MAARITELMA 3.10. Olkoon (H,F,P) todennikdisyysavaruus ja B = (B;)i>o stan-
dardi n-ulotteinen Brownin liike. Luonnollinen filtraatio on (F2);>o, jossa

FB:=0(B,:s€[0,t])
kaikilla ¢ > 0 on pienin o-algebra, joka siséltdd joukot
{w € H : Bs(w) € A}

kaikilla A € B(R") ja s € [0,¢]. Kun luonnollista filtraatiota kasvatetaan vastaa-
vasti kuin yksiulotteisessa tapauksessa, saadaan haluttu filtraatio. Tété filtraatiota
merkitddn merkilla (F;)¢>o.
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Huomautus 3.11. Brownin litkkeen merkinnissd tummennus korostaa sité, ettd ky-
seessé on n-ulotteinen Brownin liike. Kuten muistetaan, termi standardi Brownin liike
on varattu tilanteeseen, jossa ldhtopiste on origo. Brownin liikkeelld voi olla 1dhtopis-
teend x € R"™. Télloin myos todenndkoisyysavaruuden todenndkoisyysmittaa merki-
tadan merkilla P, := P. Lisdksi kannattaa huomioida se, ettd lahtopiste x ei vaikuta
mahdolliseen filtraatioon (F;):>o.

Huomautus 3.12. Standardin n-ulotteisen Brownin liikkeen B liséykset ovat n-ulottei-
sia normaalijakaumia kiinteilld aika-arvoilla. Koska By = 0, niin nyt kaikilla ¢ > 0, B;
on n-ulotteinen normaalijakauma, jonka odotusarvovektori on 0 ja kovarianssimat-
riisi on diag(t, ... ,t), koska cov(B’, B’) = E[B'B’| = 0 riippumattomuuden nojalla
kaikilla @ # j. On tdrkedd huomata, ettd jo ulottuvuudessa n = 1, cov(Bs, B;) =
min{s,t} # 0 kaikilla s,¢ > 0. TAmé johtuu siitd, ettéd kaikilla t > s > 0

E[B,B,] = E[B,(B; — B,)| + E[B,)*> = E[B,JE[B; — B,] + 5 = s.

Seuraava Brownin liikkeen ominaisuus on hyodyllinen, ja kyseistd ominaisuutta
kaytetadnkin useasti tédssé tyossa.

LEMMA 3.13. Olkoon (H, F,P) todenndkiisyysavaruus ja olkoon B n-ulotteinen stan-
dardi Brownin litke. Olkoon a > 0. Tdlldin stokastinen prosessi

1
X, := =By katkillat >0
a
on myos standardi Brownin litke.

TobisTus. Todistetaan lemma ulottuvuudessa n = 1, koska muiden ulottuvuuksien
tapaukset seuraavat téstd suoraan samoilla argumenteilla. Prosessin X jatkuvuus ja
tarvittava riippumattomuus tulevat suoraan standardista Brownin liikkeestd B, silla
skaalaus ei vaikuta kyseisiin ominaisuuksiin. Satunnaismuuttuja X; — X, on normaali-
jakautunut kaikilla ¢, s > 0, koska B; — B, on normaalijakautunut, ja vakiolla kerrottu
normaalijakautunut satunnaismuuttuja on myos normaalijakautunut. Lisdksi kaikilla
t, s > 0 satunnaismuuttujan X; — X, odotusarvo on

1
E[X, — X,] = —(EBga — EB;,) =0

ja varianssi on

1

E[X, — X,*> — (E[X, — X,])?* = ?E[Ba% — By ]* — 0
1 2 2

zﬁ(at—a s)=t-—s.

Normaalijakautunut satunnaismuuttuja méadraytyy tédysin odotusarvon ja varianssin
mukaan. Tamé tarkoittaa sitd, ettd X; — Xy ~ N (0, — s), joten viite pitee. O

Tiedetdén, ettd Brownin liikkeen filtraatio on oikealta jatkuva maéritelméan 2.45
mielesséd. Oikealta jatkuvuuden yksi suurimmista hyddyistd Brownin liikkeelle tulee
lauseesta 2.46. T&lloin ensimmaéiset osumisajankohdat ovat aina pysdytyshetkia filt-
raation (F;)i>o suhteen. Seuraava tulos on Blumenthalin 0-1 laki.
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LAUSE 3.14 (Blumenthalin 0-1 laki). Olkoon x € R" ja (H, F,P,) todenndkdisyysava-
ruus. Olkoon (Fi)i>o pisteesti x ldhteneen n-ulotteisen Brownin liikkeen B wvirittimd
nollamittaiset joukot sisdltivi luonnollinen filtraatio. Olkoon A € Fo = Fo . Tdlldin

P.(A) € {0,1}.

TobisTtus. Olkoon s > 0 ja olkoon B pisteesté z ldhtenyt n-ulotteinen Brownin liike.
Nyt prosessi B := (Bt)tzo := (Bi+s — Bs)i>0 on standardi Brownin liike. Tdmé johtuu
siité, ettd prosessin B jatkuvuus- ja riippumattomuusvaatimukset pétevat selvésti,
ja myds prosessin B lisdiykset ovat normaalijakautuneita. Liséksi on helppo ndyttad
kuten lemmassa 3.6, ettd kun n = 1, prosessin Bj, — B odotusarvo on 0 ja varianssi
on h — q kaikilla h > ¢ > 0. Vastaavastl useampaan ulottuvuuteen saadaan odotusar-
vovektoriksi 0 ja kovarianssimatriisiksi diag(h — ¢, ..., h —¢q). Olkoon k =1,2,... ja
olkoot t1,ta, ..., tx >0, p1,pa, ..., px > 0ja A,C € B(R™*). Nyt Brownin liikkeen
lisdysten riippumattomuus antaa, etta

P((Btn"'aBtk) € A7 (Bpla'--aépk> € C)
—=P((By,,...,B,) € AP((B,,,....B,) € C).

Néin ollen prosessit B ja B ovat riippumattomia. Tatd ominaisuutta sanotaan Brow-
nin liikkkeen Markovin ominaisuudeksi. Prosessien B ja B riippumattomuus antaa
suoraan, etti prosessi B on riippumaton o-algebrasta F2, joka on Brownin liikkeen
luonnollinen filtraatio ilman nollamittaisten joukkojen osajoukkojen lisdamistéd. Halu-
taan, ettd prosessi B on riippumaton myds o-algebrasta F;, joka on oikealta jatkuva
hieman kasvatettu filtraatio. Tdmé& on totta, koska Brownin liike on jatkuva melkein
kaikilla poluilla. Oletetaan nyt, ettd s > 0.

Olkoot s1, s, ... laskeva jono ajanhetkié siten, ettd s = lim;_,,, s;. Brownin liik-
keen jatkuvuus antaa, ettd Byys — By = limj o0 Byys; — lim; o B,; melkein kaikilla
w € H. Nyt Markovin ominaisuuden nojalla kaikilla ¢y, ..., ¢, > 0 vektori

(Biu—s; = Bays- -y Biys, — By))

on riippumaton o-algebrasta .7-"5_ D F = Fsjokaisella j € N. Olkoot C' € B(R™*") ja
E € F;. Brownin liikkeen jatkuvuuden, dominoidun konvergenssilauseen ja Markovin
ominaisuuden nojalla saadaan, etté

P((Byy+s — Bsy ..., Bi,,+s — Bs) € C, E)
= E[ lim D X{(Bty—s;~Bsj oo Bimt5; ~Bs )eCE)}i|

— JIL%E[X{(BH 5 —Bs gerey Btm+s BS )ECE)}]

= lim P((By,_s, — Bs,,- -+, Bi,ss, — Bs,) € C)P(E)
j—00

= lim ]E|:X{(Bt1 o;—Bs; Btm+sj—B5j)eC}XE]

j—}OO

= P((Btl—l—s - BS, ey Btm—‘,-s - Bs) c C)]P)(E)

G

Tamaé tarkoittaa sité, ettd prosessi (Bt>t20 on riippumaton o-algebrasta F;.
Koska A € Fy ja (F;)i>0 on filtraatio, niin A € F« jollekin ¢* > 0. Valitaan s = 0.
Nyt aikaisemman nojalla A on riippumaton o-algebrasta Fy. Koska A € Fy, niin tdma
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tarkoittaa sité, ettd A on riippumaton itsestédan. T&lloin
P.(4) = P,(AN A) = Po(A)P,(4),
joten viite pétee. U

Edellisen lauseen yhteydessa tuli esille Brownin liikkeen Markovin ominaisuus.
Téama tarkoitti sitd, ettd jos (F;)i>o -Brownin liike pysdytetdén milld tahansa deter-
ministiselld ajanhetkelli s > 0, niin "uudelleen kiynnistetty” prosessi B = (B)io =
(Biis — Bs)t>0 on myos Brownin liike, joka on riippumaton o-algebrasta F,. Heuris-
tisesti tdmé tarkoittaa sitéd, ettd Brownin liike B hetkelld s > 0 "tietdd” ainostaan
arvon B(w), mutta "ei muista”, miten prosessi pdétyi kyseiseen arvoon. Sama ominai-
suus patee myos pysédytyshetkiin, silléd (F;)i>o -Brownin liikkeelld on vahva Markovin
ominaisuus.

LAUSE 3.15 (Vahva Markovin ominaisuus). Olkoon (H,F,P) todenndkoisyysavaruus
ja B n-ulotteinen (Fi)i>o -Brownin liike, joka lihtee liikkeelle pisteestid x € R™. Tidl-
loin karkille melkein varmasti ddrellisille pysdytyshetkille T, jotka ovat pysdytyshetkid
filtraation (F;)i>o Suhteen, patee seuraavaa:

(Bt+7' - BT)t20

on Brownin litke, joka on ritppumaton o-algebrasta F, ja joka lihtee origosta.

TobpisTus. Riittdd todistaa véite tilanteessa x = 0. Koska filtraatio (F;);>¢ on oi-
kealta jatkuva, niin F, = Ff 1= {A € F: An{r <t} € F; kaikilla ¢ > 0}. Olkoon 7
mielivaltainen pyséytyshetki, joka on melkein varmasti déarellista. Osoitetaan viite en-
siksi pysédytyshetkille 7, jotka diskreetisti approksimoivat pysédytyshetked 7 ylhaalta
péin. Approksimointi toimii, jos esimerkiksi

7= (m+1)27F kun m27* <7 < (m +1)27"

kaikilla & € N. Tami tarkoittaa sitd, ettid 7, pysiyttdd prosessin korkeintaan 2%
verran hetken 7 jélkeen kaikilla £k € N. Huomaa, ettd 7, on todella pysaytyshetki
kaikilla £ € N. Olkoon k£ € N mielivaltainen. Prosessi B* on myos standardi Brownin
litke, kun

B} = Bt+2ik — BQ%
kaikilla ¢ > 0 ja s > 0. Maaritellidn myos prosessi B* siten, etté kaikilla ¢ > 0
B} := Byy., — B,,.

Olkoot py,p2,...,p € [0,00[ ajanhetkié jollekin [ = 1,2,.... Merkitdin, ettd tapah-
tuma {B°® € A} := {(Bs,,Bs,. ..., Bs) € A} jollekin A € B(R™ ). Olkoon E € F.
Nyt Markovin ominaisuuden nojalla tapahtuma {B°® € A} on riippumaton tapah-
tumasta £ N {r, = s27%} € F} , kaikilla s > 0. Tiedetéién, ettd B® on standardi
Brownin liike kaikilla s > 0, jolloin prosessin B® dérellisulotteiset jakaumat ovat sa-
mat kuin prosessin B. Liséksi todenndkoisyysavaruuden perusjoukko H voidaan ja-

kaa erillisiiin paloihin siten, ettd H = (J2 {7 = s27"}. Edellisten tietojen nojalla
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saadaan, etti

P({B* € AYNE)=P({B* € A} N EnN G{Tk — s27*))

s=0

= i]@({BS e AANEN{n =s27"})

— S BB € ADB(EN {r = 5274)).

Kuten jo mainittiin, P{B* € A} = P{B € A} ei riipu parametrista s, jolloin saadaan

i]P’({BS c ADWP(EN{n =s27"}) =P{B c A} i]P’(E N{m = s27%})

— P{B € A}P(E)
= P{B* € A}P(E).

Tama tarkoittaa sitd, ettd prosessi B* on riippumaton o-algebrasta .7:;: . Prosessi B*
tayttad standardin Brownin liikkeen mééritelmén, joten véite on todistettu jokaiselle
pysaytyshetkelle 7, silld £ € N valittiin mielivaltaisesti. Jéljelle jaad vield osoittaa,
ettd sama toimii pysdytyshetkella 7. Tiedetédén, ettd 7, | 7, kun £ — oo. Nyt siis
B* on standardi Brownin liike, joka on riippumaton c-algebrasta F; ja F C F}.
Kuten aina aikaisemminkin, prosessi (B — B;):>0 on standardi Brownin liike, koska
kyseinen prosessi tayttdd madritelmén kriteerit. Brownin liikkeen jatkuvuus antaa,
ettéd pysédytyshetkien 7, rajalla 7 prosessi (B, — B;)¢>0 on riippumaton o-algebrasta

Fr. D

Huomautus 3.16. Brownin liikkeell& on siis vahva Markovin ominaisuus. Néin ollen
Brownin liikkeen oikealta jatkuva filtraatio voidaan konstruoida siten, ettéd luonnolli-
seen filtraatioon lisdtéén nollamittaisten joukkojen osajoukot (katso loannis Karatza-
sin ja Steven Shreven kirjasta [14, s. 90-91]).

Brownin liikkeen Markovin ominaisuus johtaa siihen, ettd Brownin liike on Mar-
kovin prosessi. Maaritetdan ensiksi, mikda on Markovin prosessi.

MAARITELMA 3.17. Olkoon (H, F, P, (F;)i>0) stokastinen kanta ja X stokastinen pro-
sessi. Funktio p : [0, 00) x R™ x B(R") — R on siirtymdydin (transition kernel), jos

(1) (t,x) — p(t,z, A) on mitallinen funktio kaikilla A € B(R").
(ii) p(t, x,-) on todennékdisyysmitta joukossa R" kaikilla ¢ > 0 ja x € R".
(1) kaikilla A € B(R"),z € R" ja t,s > 0 pétee

MH&%MZ/p@%Wﬁmw)

n

Ehto (i) tarkoittaa sité, ettd kun on kiinnitetty A € B(R™) ja K € B(R), niin
{(t,z) € [0,00) x R" : p(t,x,A) € K} € B([0,0)) @ B(R").



3.1. BROWNIN LIIKE 37

Stokastinen prosessi X on jatkuva-aikainen Markovin prosessi siirtyméytimen p ja
filtraation (F;)¢>o suhteen, jos X on sopiva ja kaikilla t > s ja A € B(R") pitee

P(X; € A|F,) = Elxyx,eay|Fs] = p(t — 5, X, A).

Huomaa, ettd p(t,z, A) on todennakoisyys, ettéd prosessi osuu joukkoon A hetkell4 ¢,
kun prosessi on lahtenyt liikkeelle pisteesta x.

ESIMERKKI 3.18. Yksiulotteinen Brownin liike on Markovin prosessi, jonka siirty-
méydin p(¢,z,-) on normaalijakauma odotusarvolla x ja varianssilla ¢. Vastaavasti
n-ulotteinen Brownin litke on Markovin prosessi, jonka siirtyméydin on n-ulotteinen
normaalijakauma odotusarvovektorilla m ja kovarianssimatriisilla diag(t, . .., t). Nor-
maalijakauma tayttad siirtyméytimen ehdon (ii) selvésti. Ehto (i) tayttyy jatkuvuu-
den nojalla parametrien (¢, z) suhteen. Lisdksi siirtyméytimen ehto (iii) toteutuu, kos-
ka kahden normaalijakautuneen satunnaismuuttujan summa on myo6s normaalijakau-
tunut. Huomaa, etté p(t—s, By, A) on satunnaismuuttuja kaikilla ¢t > s ja A € B(R").
Ehdollisen odotusarvon kolme ehtoa on taytyttidva. Rajoittuneisuus on téysin selvéa.
Satunnaismuuttuja p(t — s, Bs, A) on Fy -mitallinen, koska

x—p(t—s,x,A)

on alhaalta puolijatkuva Fatou'n lemman eli lauseen 2.22 nojalla ja koska Brownin liike
on sopiva, jolloin yhdistetty kuvaus on mitallinen. Funktio f on alhaalta puolijatkuva
pisteessd s € R", jos

liminf f(y) > f(s).

Yy—s

Puolijatkuvia funktioita tutkitaan tarkemmin myohemmin tésséd tyossd. Loput tar-
vittavat ominaisuudet seuraavat suoraan Brownin liikkeen Markovin ominaisuudes-
ta. Muistetaan, ettd n-ulotteisen Brownin liikkeen koordinaattiprosessit ovat yksiu-
lotteisia Brownin liikkeitd, jotka ovat riippumattomia toisistaan. Riippumattomuus
ja yksiulotteisen Brownin liikkeen todennékoisyysjakauma johtavat siihen, ettd n-
ulotteisen Brownin liikkeen siirtyméydin on

p(t,x, A) =P, (B € A)
=P,(B} € A))---P,(B]' € A,)

(y1—= >2 (n*zn)2
= [ Gmy e o [yt Ty,
A An

_ -3 ly —=f*
—/A(27rt) 2exp( T)dy

kaikilla ¢ > 0, x € R" ja A € B(R"). Merkitdéin tistd eteenpéin, etta

2
n — X
plt,2,9) = (2nt)~Fexp (~ L 20),

jolloin p(t,x, A) = [, p(t,z,y) dy.

Ulottuvuudessa n > 2 yksittéiset pisteet ovat polaarisia Brownin liikkeelle.
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LAUSE 3.19. Olkoot n > 2 ja B n-ulotteinen Brownin liike, joka ldhtee liikkeelle
pisteestd x € R"™. Tdlloin

P.(B: € {y} jollekint > 0) =0
kaikilla y € R™.

TobisTtus. Katso Peter Mortersin ja Yuval Peresin kirjasta [20, s. 47]. O

3.2. Stokastinen integraali ja Iton kaava

Tamén kappaleen pdildhteind toimivat Lawrence Evansin teos [7] ja Stefan Geis-
sin teos [10]. Edellisessé kappaleessa osoitettiin Brownin liikkeen B olemassaolo ja
tutkittiin sen ominaisuuksia. Seuraavaksi haluttaisiin tietdé, miten kannattaa maari-
telld stokastinen integraali

(3.1) /OTG iB

tietyntyyppisille stokastisille prosesseille G. Ensimméinen huomionarvoinen asia on se,
ettd (3.1) tulee olemaan stokastinen prosessi. Stokastisen integraalin (3.1) voi méé-
ritelld eri tavoilla. Yleisimmét tavat ovat Iton integraali ja Stratonovichin integraa-
li. Molemmissa tavoissa on puolensa, mutta kiytetddn téssid tyossd tutumpaa Iton
integraalia. Oleellinen ldhtckohta madritelméssid on stokastisen integraalin arviointi
Riemannin summilla. Tamén jéalkeen pyritddn saamaan haluttu tulos rajalla mikali
mahdollista. Oleellinen kysymys liittyy aikavélin [0, T'| ositukseen ja sithen, miké pro-
sessin G arvo otetaan huomioon jokaisessa osituksessa. Jos valitaan, ettd prosessin
G arvo saadaan osituksen ensimméisen ajan arvolla jokaisessa ositteessa, padstddan
tunnettuun Iton integraaliin. Sen sijaan prosessin G arvon valinta osituksen keskim-
maéiselld ajalla jokaisessa ositteessa johtaisi Stratonovichin integraaliin. Stokastisessa
integroinnissa satunnaisen stokastisen prosessin arvon valinnalla jokaisessa ositteessa
on siis vélid. Huomionarvoista on se, ettd klassiselle Riemann integroituvalle funk-
tiolle ei ole vilid, mikéa funktion arvo otetaan huomioon jokaisessa ositteessa, silld
ositteiden vilinpituuksien lyhentyesséd péaastddan lopulta aina samaan lopputulokseen.
Stokastisesta prosessista GG pitdd olettaa, ettd se on progressiivisesti mitallinen. Tél-
16in saadaan stokastinen integraali (3.1) toimimaan halutulla tavalla.
Kiinnitetddn stokastinen kanta (H, F,P, (F;):>0) ja yksiulotteinen standardi

(Fi)t>0 Brownin litke B. Olkoon T' > 0. Aloitetaan seuraavalla mééritelmalla.

MAARITELMA 3.20. Avaruus £2(0,T) siséltéii kaikki reaaliarvoiset ja progressiivisesti
mitalliset stokastiset prosessit G, joille

E[/OTGf dt} < 00.

Maéaritelladn stokastinen integraali ensiksi yksinkertaisille prosesseille.

MAARITELMA 3.21. Prosessi G € £2(0,T) on yksinkertainen, jos on olemassa joukon
[0, T ositus
P={0=toy<ti<--<t,=T}
siten, etta
Giw) = Gr(w), kunt, <t <ty (k=0,...,m—1).
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Huomautus 3.22. Mééaritelmén 3.21 Gy on F;, -mitallinen satunnaismuuttuja, koska
G on progressiivisesti mitallinen.

MAARITELMA 3.23. Olkoon G € £%(0,T') yksinkertainen prosessi. T#ll5in

T m—1
/ G dB:=> Gi(B,,, - By)
0 k=0

on prossesin G stokastinen integraali.
Yksinkertaisten prosessien stokastisella integraalilla on seuraavat ominaisuudet.

LEMMA 3.24. Olkoon a,b € R ja G, H € L*(0,T) yksinkertaisia prosesseja. Télldin
T T T
(4) / aG+bHdB:a/ GdB+b/ H dB,
0 0 0
T
(id) E[/ GdB] =0 ja
0
T 9 T
(i) E[/ GdB] :E[/ G2 dt]
0 0

Tobistus. Kohta (i) tulee suoraan mééritelmisté. Todistetaan kohta (ii). Koska G
on yksinkertainen prosessi, se on muotoa Gy = Gy kun t; < t < tpi1. Nyt Gy ja
By, ., — By, ovat toisistaan riippumattomia kaikilla £ = 0,1,...,m — 1. Tdmé& johtuu
siitd, ettd G, on F;, mitallinen, ja Brownin liikkeen Markovin ominaisuus antaa, etta

By, ., — By, on riippumaton o-algebrasta F;, . Télloin saadaan, etté
T m—1
IE[ / G dB] = ) E[Gi(By,, — By)]
0 k=0
m—1

(]

E[Gk] ]E[Btk+1 - Btk}

0

I
=T
=)

Kohta (iii) on nimeltédén [ton isometria. Nyt

m

E[/ G dB} = Z E[Gij(Btk-H - Btk)(Btj+1 - Btj)]'
0 1

)

Jos j < k, niin By, ,, — By, on riippumaton satunnaismuuttujasta GG ;(B;,,, — By,),

jolloin "ristitermien” odotusarvot menevét nollaan toiseen korotuksessa. Jiljelle j&a,
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etta
T m—1
]E[ / G dB} E[G2(B,,,, — By, )]
0 k=1
m—1
= E[Gk]2 [Btk+1 Btk]
k=1

tk+1 ti

= [mzzlG tlc—f—l_tk}

=1

_E[/OTc;fdt] O

Seuraavaksi on tarkoitus approksimoida mielivaltaista prosessia G € £*(0,T) yk-
sinkertaisilla prosesseilla G™.

LEMMA 3.25. Olkoon G € L£2(0,T). Tdlléin on olemassa jono yksinkertaisia proses-
seja G™ € L2*(0,T) siten, ettd
T
E[/ (G —G™?*dt| =0, kun n — oc.
0
Tobistus. Todistus kiayttad hyviksi dominoitua konvergenssilausetta ja sen voi kat-

soa esimerkiksi B. Oksendalin teoksesta [21, s. 21-24]. O

Nyt voidaan vihdoin maééritelld stokastinen integraali mielivaltaiselle prosessille
G € £2(0,T).

MAARITELMA 3.26. Olkoon G € L%*(0,T) ja olkoot G™ € L£*(0,T) yksinkertaisia
prosesseja, jotka approksimoivat prosessia G' lemman 3.25 mielessd. Madritellaén, etta
prosessin G stokastinen integraali on

T T
/ G dB := lim G"™ dB.
0

n—oo 0

Lemma 3.24 voidaan yleistdi prosesseille G, H € £2(0,T). TAmé# seuraa suoraan
lemmoista 3.24 ja 3.25. Néin ollen pédstiin tavoitteeseen. Stokastinen integrointi py-
sdaytyshetkeen 7 asti ei muuta stokastisen integraalin ominaisuuksia.

MAARITELMA 3.27. Olkoon G € £2(0,T) ja 7 pysiytyshetki siten, etti 0 < 7 < T

Talloin méaaritellaan
T T
/ G dB 2:/ X{tST}G dB.
0 0

LEMMA 3.28. Olkoon G € L*(0,T) ja T pysdytyshetki siten, etti 0 < 7 < T. Tdlldin
(z’)E[/ GdB} =0 ja
0
T 2 T
(id) E[/ GdB} :E[/ G2 dt]
0 0
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TobpisTus. Kohta (i) tulee siitd, etté

E[/OTG aB| :E[/OTX{tST}G aB| = 0.

€L£2(0,T)
Kohta (ii) seuraa vastaavanlaisesti aikaisemmista tuloksista. O

Klassisessa laskennassa pétee tiarked analyysin peruslause:

) = )+ | " P (u)du

kaikille f € CY(R) ja —oo < = < y < oo. Rakennetaan samantyyppinen kaava
tietyntyyppisille stokastisille prosesseille, Iton prosesseille.

MAARITELMA 3.29. Jatkuva ja sopiva stokastinen prosessi X = (X;)i>0, X¢ : H — R,
on Iton prosessi, jos on olemassa G € £2(0,T) ja progressiivisesti mitallinen prosessi
a = (at>t207 jolle

t
/ |ay (w)|du < oo
0

kaikilla ¢ > 0 jaw € H, ja xy € R siten, ettd

t t
Xi(w) = xo —i—/ G dB(w) —|—/ ay(w)du kaikilla ¢ > 0 m.v.
0 0

[ton prosesseille saadaan toimimaan kuuluisa Iton kaava. Kaavan todistuksen idea
on approksimoida kaavassa olevaa funktiota u polynomeilla. Aluksi tehdédén aikaver-
kon ositus, jonka jéilkeen kaytetdan Taylorin lausetta funktioon u. Lagrange virhe-
termiin jatetdén vahintddn kolmannen asteen termit. Tamén jélkeen osoitetaan, ettd
virhetermi suppenee kohti nollaa mitan P mielessd, kun aikaverkko tihenee. Lisak-
si osoitetaan, ettd ensimmaéisen ja toisen asteen termit suppenevat mitan P mielessé
kohti haluttuja integraaleja, kun aikaverkko tihenee. N&itéd varten tarvitaan lemma.
Lemma sanoo, etté jos Y,, — 0 melkein varmasti ja Z, — Z mitan P mielessé, niin
Y, Z,, — 0 mitan P mielessé.

LAUSE 3.30 (Iton kaava). Olkoon X Iton prosessi, jolla on esitys

¢ ¢
Xi(w) = xg —l—/ G dB(w) +/ ay(w)du kaikilla t > 0 m.v.
0 0

Olkoon u : Rx[0,T] — R jatkuva funktio, jolla g—“ 9u g, % ovat olemassa ja jatkuvia.

t’ Ox
Olkoon
Y; == u(Xy, t) kaikilla 0 <t <T.

Tdlloin stokastinen prosessi Y on muotoa

t ou
Y; = u(Xo,0) + — (X5, s)G dBs
0 aflf

t ou ou 1 82u 2
+/0 (%<Xs’ S)dS + %(XS, s)as + 5@()(57 S)Gs>d8

kaitkilla 0 <t <T m.v.

TobisTus. Katso todistus Stefan Geissin teoksesta [10]. O
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Nyt ollaan jo paasty hyvédn matkaa eteenpiin stokastisessa integroinnissa. Seuraa-
vaksi ldhdetédn yleistdméén tilannetta useampaan ulottuvuuteen. Téta varten kiin-
nitetddn m-ulotteinen standardi (F;);>o -Brownin litke B.

MAARITELMA 3.31. R™ ™ arvoinen stokastinen prosessi G = ((G*)) kuuluu avaruu-
teen L2, (0,T), jos
G9eL*0,T) (i=1,....,n;5=1,...,m).

MAARITELMA 3.32. Olkoon G € L2, (0,T). Téllsin

nxm

/GdB
0

on R™ arvoinen satunnaismuuttuja, jonka ¢ :s komponentti on

mo T
Z/ GY dB’ jokaisellai=1,...,n
j=1"0

[ton prosessi yleistyy myos useampaan ulottuvuuteen.

MAARITELMA 3.33. Jatkuva ja sopiva stokastinen prosessi X := (X;)i>0 =

(X}, ..., X")¢>0 on R™ arvoinen Iton prosessi, jos X* on Iton prosessi kaikilla

¢t =1,...,n. Tami tarkoittaa sité, ettd on olemassa prosessit G € L 0,7 ) ja at
siten, ettd a’ on progressiivisesti mitallinen ja fo ]a )]du < oo kaikilla¢ =1,...,n,
ja xg € R". Talloin saadaan esitys jokaiselle t =1,...,n:

n><m(

Xi(w) = b + Z /D G dB’(w) + /O a (w)du kaikilla ¢ > 0 m.v.
=1

Nyt Iton kaava voidaan yleistdd useampaan ulottuvuuteen.

LAUSE 3.34 (Iton kaava n-ulottuvuudessa). Olkoon X n-ulotteinen Iton prosessi. Ol-

koon u : R™ x [0,T] — R jatkuva funktio, jolla ‘?d—;‘, g—; ja 82_23’;]_ ovat olemassa ja

jatkuvia kaikilla v, 7 = 1,...,n. Tdlloin prosessi
Y = (u(Xy,t))o<t<r = (u(X}, X7, XY t))osi<r

on muotoa

Y; = u(Xo,0) /3 Xs,sds—l-Z/a (X, s) dX*
T

A5 2o

ij=1 =1
kaikilla 0 < t < T m.v. Merkintd dX* tarkoittaa
X':=) G dB’ + d,du.
=1

TobisTus. Todistus on vastaavanlainen kuin lauseen 3.30 todistus. O
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3.3. Stokastinen reunasididnnollisyys ja Wienerin kriteerio

Tamén kappaleen pédldhteind toimivat Sidney Portin ja Charles Stonesin kirja
[24] ja Peter Mortensin ja Yuval Peresin kirja [20]. Kiinnitetaan (F;)>o -Brownin
liikkeen todennékoisyysavaruus (H, F,P). Olkoon AS avaruuden R™ joukkokokoelma,
jolle

AS :={A € B(R") : A on avoin tai suljettu, A # () ja A # R"}.
Téassé tyossé kidytetddn useasti merkintdé 7, jolla tarkoitetaan satunnaista ajanhet-
ked
i =1inf{t >0: B, € K},

jollekin K € AS. Lauseen 2.46 nojalla 7 on pysaytyshetki. Satunnaismuuttuja 7y
voitaisiin médritellda myos kaikille Borel-joukoille, mutta yksinkertaisuuden vuoksi
madritetdan 7 vain avoimille ja suljetuille joukoille. Ma#ritetdan joukon Q € AS
sddnnollinen reunapiste Brownin liikkeen avulla.

MAARITELMA 3.35. Olkoot 2 € AS ja x € 92. Olkoon B Brownin liike, joka ldhtee
liikkeelle pisteestd z. Talloin piste x on joukon 2 sddnndéllinen reunapiste, jos

]P)w(TQc = O) =1.

Jos reunapiste = ei ole sddnnollinen, se on epdsddnndllinen. Lisdksi sanotaan, ettd
koko joukko §2 on sddnnollinen, jos sen jokainen reunapiste z € 02 on sddnnéllinen.
Merkitéaédn joukon €2 sddnnollisten reunapisteiden joukkoa merkilla €2". Té&ll6in siis jos
joukko € on s@énnollinen, niin Q" = 0.

Huomautus 3.36. Joukon €2 sdédnnollisyytta tutkittaessa méaritelméa 3.35 on mielen-
kiintoinen ainoastaan joukon reunapisteilld. Tadma johtuu siitd, ettéd jokaiselle sisépis-
teelle 2 € int(12) pitee aina P, (7qc = 0) = 0. Lisiksi jokaiselle ulkopisteelle z € R™\ Q
pétee aina P,(1q. = 0) = 1. Huomaa, ettd reunasddnnollisyytta voidaan tutkia myos
joukossa €2°. Reunapiste voi olla s&dnnoéllinen reunapiste sekd joukolle €2 ettd myds
joukolle €2¢. Néin kaykin esimerkiksi sileilld pinnoilla.

Huomautus 3.37. Lauseen 3.14 nojalla P, (7qc = 0) € {0, 1}, silld tapahtuma

(g = 0} = ﬁ U {Bse}e 7

n=lo<s<d

Téssé tyossa kiytetadn merkintdd B(x, €), jolla tarkoitetaan x-keskisté ja e-séteis-
td avointa palloa tavallisella euklidisella metriikalla. Toisin sanoen

B(z,e) ={y € R" : d.(z,y) < €},

missd d.(z,y) = />5,(¥; — y;)2. Vastaavasti joukko B(x,¢€) on z-keskinen ja e si-
teinen suljettu pallo.

Muistetaan esimerkki 3.18, jossa todettiin, ettd n-ulotteinen Brownin liike on Mar-
kovin prosessi siirtyméytimelld p(t,z, A) = [, p(t, z,y)dy, missé

2
n — X
p(t, z,y) = (2mt)” 2 exp ( My 5 | )

Joukon € reunaséddnnollisyytté tutkittaessa ei aina tarvitse turvautua pelkéstaan
médritelmédn 3.35. Annetaan seuraavaksi kiyttokelpoinen ja riittava ehto reunasiin-
nollisyydelle.




3.3. STOKASTINEN REUNASAANNOLLISYYS JA WIENERIN KRITEERIO 44

LAUSE 3.38 (Poincaré'n kartioehto). Olkoot Q € AS ja V = V(z,«a) kartio, jonka
karkipiste on x € 02 ja kulma o > 0. Jos on olemassa korkeus h > 0 ja kulma o > 0
siten, ettd

VN B(x,h) CQF
nun piste x on joukon §2 sddanndéllinen reunapiste.
TobpisTus. Huomautuksen 3.37 nojalla riittda osoittaa, ettd P,(mqe = 0) > 0. Voi-

daan olettaa, ettd x = 0. Olkoon t > 0 mielivaltainen. Vahentamélla vaihtoehtoja
saadaan arvio

Po(rae <) =Po( | Bs € Q%)

0<8<t
> Py(B; € Q).
Oletuksen ja lemman 2.7 avulla saadaan, etta
Po(B; € Q°) > Py(B, € B(x,h)NV)
>Po(By € V) —Py(B; ¢ B(z,h)).
Nyt lemman 3.13 nojalla saadaan vield, etta
Po(B, € V) — Py(B; ¢ B(x,h)) = Po(ViBy, € V) — Py(VtBy ¢ B(x,h))
h

= ]P)()(Bl € V) - ]P)()(Bl ¢ B(l’, %))
Néin ollen
(3.2) Py(rq: < t) > Po(B; € V) — Py(B; ¢ Bz, %)).

Koska kaikille ajanhetkille t; > ty > --- > 0 tapahtumat {rqc < t1} D {1qc < t2} D
.-+, niin lemman 2.6 avulla saadaan

P()(Tgc = 0) == Po(ﬂ{TQc S t}) = lgﬁ)lPQ(TQc S t),

40
jolloin yhtalon (3.2) avulla
h
c — > ] — _
Pi(ro- = 0) > lin (Po(B1 € V)~ Po(B1 ¢ Bx, 7))
=Py(B, €V).

Ylldaoleva todennédkdisyys voidaan laskea, jolloin

Po(By € V) =/p(170,y) dy
Vv

= /V(Zw)_g exp ( — %) dy

> 0.

Néin ollen viite pétee. O
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Poincaré’n kartioehto antaa riittdvén ehdon pisteen reunasdéannéllisyydelle. Ha-
luttaisiin kuitenkin myos tietdd, miké on riittéava ja valttdméaton ehto reunasdannol-
lisyydelle. Tata varten tarvitaan lisdd pohjatietoa.

LEMMA 3.39. Olkoon K € AS rajoitettu. Talloin

P, (Tre < 0) =1
kaikilla x € R™.
TobpisTus. Voidaan olettaa, ettd © € K, koska muuten viite pétee selvisti. Koska
K on rajoitettu, niin on olemassa r > 0 siten, ettd K C B(xz,r). Brownin liikkeen
jatkuvuudesta johtuen riittdd osoittaa, ettd Top(,) < oo melkein varmasti. Lisdksi
riittdd osoittaa vaite ulottuvuudessa n = 1. Tamé johtuu siitd, ettd n-ulotteinen
Brownin liikke on mennyt ulos pallosta B(z,r), jos sen yksiulotteinen projektio on

mennyt ulos pallon yksiulotteisesta projektiojoukosta samassa koordinaatissa. Olkoot
B yksiulotteinen Brownin liike, joka ldhtee liikkeelle pisteesta x, ja

7, =inf{t > 0: B, =r}.

Huomaa, etté 7, on pysdytyshetki, koska joukko {r} C R on suljettu. Riittda osoittaa,
etta

P.(7, < o0) =1.
Tapahtumat {7 < t;} C {7, <t} C --- kaikilla 0 < t; <ty < .... Néin ollen

P,(7, < o0) = Px<U{Tr < t})

t>0
= lim P,(7, < t)
t—ro0

= lim [Px(n <t,B;>r)+P.(r. <t,B, <r)l|.

t—o0
Nyt
P.(r. <t,B;=b) <P.(B,=b)=0.
Liséksi Brownin liikkeelle péatee heijastusperiaate (reflection principle). Tama tarkoit-
taa sité, etta
P.(1- <t,By >r)=P.(1. < t, B <r).
Heijastusperiaate pétee, koska Brownin liikkeen vahvan Markovin ominaisuuden eli
lauseen 3.15 nojalla prosessit

(Bt“l‘Tr - BTr)tZO -]a <_Bt+7—r + B’TT)tZO

ovat molemmat standardeja Brownin liikkeité, jotka ovat riippumattomia o-algebras-
ta F. . Liimaamalla ndmé& kaksi prosessia yhteen saadaan, ettd prosessi

(B} )iz0 = (BiX{t<r) + (2B7, — Bi)X{t>7,)) 0
on standardi Brownin liike. Koska
P.(7. <t,By>71)=Py(B; >r)
Brownin liikkeen jatkuvuuden nojalla, saadaan ylldolevien laskujen avulla, ettéa

P.(7, < o0) = tlim 2P, (B > 7).
—00
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Brownin liikkeen lemma 3.13 johtaa siihen, etta

r
lim 2P, (B, > 1) =2 lim P, (B > =) =1, O
2By =2 i B>
Klassinen lineaarinen Dirichlet'n reuna-arvo ongelma on seuraavanlainen. Olkoon
U C R" epityhji, siled ja rajoitettu alue. Alueella tarkoitetaan avointa ja yhtenéista
joukkoa. Kiinnitetddan F': OU — R jatkuva funktio. Nyt pitda ratkaista osittaisdiffe-
rentiaaliyhtalo

(3.3) {Au =0 joukossa U

u=F  reunalla OU,
n 0%
=1 89612 :
den teoriassa on hyvin tunnettu tieto, ettd on olemassa yksikésitteinen funktio w,
joka on kaksi kertaa jatkuvasti derivoituva joukossa U ja jatkuva joukossa U ja joka
ratkaisee yhtélon (3.3). Huomaa, ettd funktion F' jatkuvuutta ja alueen U "riittavaa
sdannollisyytta” tarvitaan. Siled joukko on selvésti sddnnollinen Poincaré’n kartioeh-
don nojalla. Funktiota, jolle Au = 0, kutsutaan harmoniseksi funktioksi.

Todennékoisyysteoria antaa yhteyden harmonisten funktioiden ja Brownin liik-
keen vélille. Tamén yhteyden keksi ensimmaéisend L. Bachelier 1900-luvun alussa
teoksissaan [3] ja [2]. Seuraavan tuloksen todistus on katsottu K. Iton teoksesta [13].
Tuloksen voi todistaa my6s muilla tavoilla.

jossa Laplacen operaattori Au := ) Klassisessa osittaisdifferentiaaliyhtaloi-

LAUSE 3.40. Olkoon u yhtdlon (3.3) klassinen ratkaisu. Olkoon B n-ulotteinen Brow-
nin liike, joka lihtee liikkeelle pisteestd x € U. Olkoon Toy = inf{t > 0: B, € OU}.
Talloin

u(z) = Eo[F(Bryy )]
TobisTus. Olkoon T > 0, jolloin pysiytyshetki 79y AT < T. Nyt u € C?, ja Brownin

liike B on Iton prosessi, jolle G = 1 ja a' = 0 kaikilla ¢ = 1,...,n. Tdméin vuoksi
Iton kaava eli lause 3.34 antaa:
n TouNT au ) 1 n TouNT' 82U
B, = u(B 0 —(Bs) dB" + = By)d
WBrr) = u(B) +0+ 3 [ S (B +%;A 5o (B

n Tou NT' ) 1 TouNT
= u(x) + Z/ gu (Bs) dB' + 5/ Au(Bg)ds.
=170 Ti 0

Koska Au(B;) = 0 aina kun By € U ja koska lemman 3.28 nojalla

Em[/o'Tz’}U/\T g;i(Bs) dBi] 0

kaikilla 2 = 1, ..., n, saadaan tulos

E.[u(Bryyar)] = u(z).
Koska U on rajoitettu, niin lemman 3.39 nojalla on oltava, ettd 75y < oo melkein
varmasti. Lisdksi funktio u on rajoitettu, joten dominoidun konvergenssilauseen avulla

saadaan, etti
lim E,[u(Br,ar)] = Ex[u(Br,,)].

T—oo

Koska B;,,, € U, niin u(B;,,,) = F(B,,, ), joten viite pétee. O

ToUu
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Kerrataan seuraavaksi Gamma-funktion maaritelma.

MAARITELMA 3.41. Funktio I': R\ Z_ — R on Gamma-funktio, jos

F(t):/ v le " dx.
0

Madritetadn Newtonin potentiaaliydin Brownin liikkeen siirtyméytimen avulla.

MAARITELMA 3.42. Olkoon ulottuvuus n > 3. Newtonin potentiaaliydin on funktio
g:R" - RU {oo} siten, ettd

:/ p(t,0,y)dt
0
n [Tk lyl®
= (27 2/ 2 exp dt.
en) | (-%5)

Oletetaan, ettd y # 0. Muuttujanvaihto z = |y| johtaa siihen, ettd dt = |y| 27 2dz.
Télloin saadaan, etta

et [t e (<)o = A Dy
0 ™2
jolloin
(3 —1) .
(3.4) gly) = 2—\y|2
T2

Funktio g(y) on &érellisté kaikilla y # 0. Jos y = 0, niin g(y) = oo. Olkoot p jokin
mitta joukossa R" ja x € R". Télloin mitan p Newtonin potentiaali pisteessd x on

(3.5) o) = [ gty = 2)duty).

MAARITELMA 3.43. Olkoot K € AS ja B n-ulotteinen Brownin liike, joka ldhtee
liikkeelle pisteestd x € R™. Télloin Brownin liikkeen osumisjakauma joukossa K on

hg(x,A) :=P,(Txk < 00, B, € A)
kaikilla A € B(R").

Huomautus 3.44. Osumisjakauma hg (7, -) saa arvon nolla joukon R™\ K osajoukoilla.
Mytchemmin mééritetdan tarkasti se joukko, jossa hg(x,-) voi saada positiivisia ar-
voja. Jakaumalla hg(z,-) on kokonaismassaa todennékoisyyden P, (7x < 0o) verran.
Néin ollen jos P,(7x < o0) = 1, niin hg(z,-) on todennékdisyysmitta avaruudessa
B(R™).

Olkoot t > 0 ja siirtymékuvaus ©, : H — H siten, ettd B(Ow) = Bgit(w)
kaikilla s > 0 ja w € H. Lisédksi olkoot K € AS ja p jokin pysidytyshetki. Kéytetéidn
merkintééd p + 7 o ©, ajanhetkestéd

(3.6) p+T1k 00, =inf{s > p: By € K}.
Koska p on pysdytyshetki, niin inf{s > p : B, € K} on myos pysdytyshetki. Jos
p(w) = oo, jollekin w € H, niin asetetaan, ettd 74 o O,(w) = oo. Téll6in myds

p(w) + 7 0 O, (w) = oo. Olkoot f: C ([0, c0[, R") — R rajoitettu ja Borel-mitallinen,
ja x € R". Lisdksi olkoon 7 pyséytyshetki, joka on P,-melkein varmasti dérellista.
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Brownin litkkeen vahva Markovin ominaisuus eli lause 3.15 voidaan muotoilla uuden
notaation avulla seuraavasti:

(3.7) E, [ f <(Bt(@Tw))t20) |f7} —Ep [f ((Bt(w))tzo)}

P,-melkein varmasti. Jos esimerkiksi f(w) := X{ri<oo}(w), niin P,-melkein varmasti
kaikilla w € {p < 7, p < oo} pitee

P, (7x © O, < 00l F)) = By [X{rio0,<o0t|Fp] = En, [X(ric<oo]-

Tavoitteena on 16ytda tarkka ehto jonkin joukon reunapisteen sddnnollisyydel-
le. Osoittautuu, ettd tarkka ehto voidaan 16ytd& Brownin liikkeen osumistodenné-
koisyyksien kautta. Todennékoisyys tapahtumalle, ettd Brownin liike osuu ainakin
kerran joukkoon K € AS, voidaan laskea Newtonin potentiaalin avulla, kun ollaan
ensiksi 16ydetty “sopiva” mitta. Seuraavat lemmat ja méaritelmé toimivat pohjatietoi-
na lausetta 3.51 varten. Lausetta 3.51 kidytetédén reunapisteen sddnnéllisyyden tarkan
ehdon todistuksessa.

Madritelmén 3.43 osumisjakauma hy (x,-) voi saada positiivisia arvoja ainoastaan
joukon (K°)" osajoukoissa, kun K € AS ja kun x € R" \ K. Joukko (K°)" sisiltii
joukon K komplementin kaikki sdénnélliset reunapisteet

LEMMA 3.45. Olkoot K € AS ja x € R"\ (int(K) U (K°)"). Tdlloin osumisjakauma
hi(z,-) voi saada positiivisia arvoja ainoastaan joukon (K°¢)" C 0K osajoukoissa.

TobIsTusS. Jos z € int(K) U (K", niin P,(tx = 0) = 1, jolloin hg(x,-) = 0.(:)
(delta-mitta). Oletetaan, ettd x € R™\ (int(K)U (K°)"). Huomaa, ettd joukoilla K ja
K¢ on sama reuna. Koska Brownin liike on jatkuva, niin B, € 0K kaikilla w € {0 <
T < oo}. Tamé pétee siis myos, jos K on avoin. Témén vuoksi mitalla hg(z,-) on
massaa ainoastaan joukossa 0K. Jos K; on rajoitettu ja jos P,(7x, < oo) = 0, niin
télloin

hK(.fL', Kl) < ]Px(TKl < OO) =0.
Voidaan nayttad, ettd todenndkoisyys P, (K \ (K°)") = 0. Taméi johtuu kidytdnnossa
Brownin liikkeen symmetrisyydesti (katso [24, s, 44]). Néin ollen hy(x, K\ (K¢)") =
0. Huomaa, etté jos

w € {1k <o} N{B,, € KU,
niin

Tk © O (W) = Inf{s > 7 (w) : Bs(w) € K} — 7 (w) = 0.

Tiedetdén, ettd satunnaismuuttujat X (- <co} ja X{B, eke} Ovat Fr -mitallisia. Nyt
Brownin liikkeen vahvan Markovin ominaisuuden (3.7) nojalla yhdessd ehdollisen odo-
tusarvon ominaisuuksien kanssa saadaan, etté

hK(LE,KC) = Px(TK < OO,KTK € KC)
=P.(tx < 00,B;, € K, 7k 00,, =0)

Pl |70

= Ex Ez [X{TKO@TKZO}X{TK<OO,BTKGKC}

- Ew Px(TK © @TK - O"FTK)X{TK<OO7BTK6KC}i|

— B, [Pr, (75 = 0)X{ri<oc.Berc) |
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Todennakoisyys P,(7x = 0) = 1 ainoastaan silloin, kun z € (K°)" U int(K). Muilla
arvoilla z pitee Blumenthalin 0-1 lain nojalla, ettd P,(7x = 0) = 0. Néin ollen

Pp. . (Tk = 0) = X{B. (ko))
jolloin
hg(x, K¢) = hg(z, KN (K)").
Koska
hi(x, K¢) = hg(z, KN (K)") + hg(x, K\ (K)"),
saadaan, etti
hic (@, K\ (K°)") = 0.
Lopulta pédstadan siihen, etté

huc (2, R\ (K)") = hue (2, K\ (K)") + e (2, K\ (K°)7) = 0.

TaméA antaa sen, ettd hy(z,-) voi saada positiivisia arvoja ainoastaan joukon (K€)"
osajoukoissa. Itse asiassa jos K on suljettu, niin 755 = 7 poluilla {rx > 0}. Téllin
siis ho (z,+) = hg(x,-), kun K on suljettu. O

LEMMA 3.46. Olkoot K € AS, A € B(R") ja x € R™. Tdlldin kaikilla t > 0 pdtee

Po(tx <t,By € A) = Eg |p(t — Tk, Bri, A) X frie<t} |-
TobpisTus. Tiedetddn, etté
t=71g(w)+t—Tx(w)

kaikilla ¢ > 0 kun w € {7x < t}. Lisdksi satunnaismuuttuja x {r, <;} on Fr,-mitallinen.
Brownin liike on Markovin prosessi, jolloin saadaan, etté

Po(ric < £, By € A) = By |X{Boy er-meet) Xircct)
= EJ} Px(BTK+t—TK € A|]:7'K>X{7'K<t}:|
=E;|Pp,, (Bi-r € A)X{TK<t}]

:]EI p(t_TK7BTK7A)X{TK<t}]' D

Lauseessa 3.40 ndhtiin Brownin liikkeen ja harmonisten funktioiden merkittava
yhteys. Koska harmoninen funktio pystytddn selvittdmaééan joissakin yksinkertaisissa
alueissa, Brownin liikkeen erilaisia todennékoisyyksié pystytéadn ratkaisemaan harmo-
nisten funktioiden avulla.

LEMMA 3.47. Olkoot ulottuvuus n > 3 ja 7, = inf{t > 0 : |By| = r}. Tdlldin kaikilla

x € R" pitee
n—2
r
P, (7, < 00) = <—> Al
|z

Tobistus. Olkoon joukko D annulus. Téll6in

D:={yeR":r<|y <q} CR"
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joillekin 0 < r < . Olkoon aluksi x € D. Voidaan nédyttda suoraan derivoimalla, etté
funktio

u(@) = |z*"
on harmoninen funktio joukossa D. Huomaa, ettd funktio u on symmetrinen origon
suhteen ja ettd arvo u(x) riippuu ainoastaan pisteen x etéisyydestd origosta. Olkoot
7, = inf{t > 0 : |By| = r} ja vastaavasti 7,. Merkitdén 7 = 7, A 7,. Lemman 3.39
nojalla 7 < oo melkein varmasti. Nyt lauseen 3.40 avulla saadaan, etté

u(r) = E.[u(B;)] = u(r)Py (7, < 7q) +u(q)(1 — Pu(7 < Tq))7

josta saadaan, etté

qun _ |x|2fn

Px(Tr < Tq) = qg_n _ T2_n .
Kun ¢ — oo, saadaan, etté kaikilla = ¢ B(0,r) pétee
Tn72
Pa;(Tr < OO) == W

Jos x € B(0,7), niin P, (7, < 00) = 1 selvisti lemman 3.39 nojalla. Ympyrin kehé on
saannollinen joukko kartioehdon eli lauseen 3.38 nojalla. Néin ollen P, (7, < 00) =1
kaikilla x € 0B(0,r), kuten viite sanookin. O

MAARITELMA 3.48. Olkoon K € AS rajoitettu. Jos on olemassa mitta p avaruudessa
R™ siten, ettd mitta p voi saada positiivisia arvoja ainoastaan joukon (K°¢)" Uint(K)
osajoukoissa ja ettd mitan p Newtonin potentiaalille (3.5) péatee

gu(z) =1
jokaisella x € (K°)"Uint(K), niin sanotaan, ettd mitta p on joukon K tasapainomitta
(equilibrium measure).

Huomautus 3.49. Voidaan osoittaa, ettd jos joukolla K € AS on olemassa tasapai-
nomitta, tasapainomitta on yksikésitteinen [24, s. 54].

Merkitddn ympyrankehén tasajakaumaa merkilld o, jollakin séteelld r > 0.

LEMMA 3.50. Olkoot ulottuvuus n > 3 ja r > 0. Tdlloin joukolla B, := B(0,r) on
olemassa tasapainomitta g, , jolle

27Tn/2,r,n72

MB, = T~ 1y

(3 —1)

Lisédksi tasapainomitan pp, Newtonin potentiaali on

o

n—2
.
gis,(7) = Po(Topor) < 00) = <m) Al

kaikilla x € R".

TobisTus. Olkoon r > 0 ja oletetaan aluksi, ettd 2 € R™\ B(0,r). Lasketaan ensiksi,
mikd on ympyrénkehén tasajakauman o, Newtonin potentiaali pisteessd x. Lemman
3.47 nojalla

n—2
r
Px(TéB(O,T) < OO) = <m) .
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Muistetaan Brownin liikkeen yhteys harmoniseen funktioon w lauseessa 3.40. Osoite-
taan seuraavaksi, etti

38  gl—m= iU

kaikilla z € B(0,r). Merkitdin, ettid S, = 9B(0,r). Selvisti
IP)Q;(TST > t, Bt S BT) =0

U(Z - x) =E, [g(z - BT@B(O,T))X{TaB(O,r)<OO}

kaikilla ¢ > 0. Brownin liikkeen todennékéisyysjakauman ominaisuudet ja vahva Mar-
kovin ominaisuus antavat, etta

]P)a:(TST = t) =0

kaikilla ¢ > 0 (ks. tarkka todistus [24, s. 11-12]). Niin ollen saadaan lemman 3.46 ja
Fubinin lauseen avulla, etté

p(t,z,y) dy = p(t,z, B,)

By

=P, (B: € B,)
= ]Pac<7_5r < t, Bt S BT)

= EI [p(t = TSps BTS ) B )X{Tsr<t}]
- ]EIE [ p(t — TS BTST ’ y) dyX{TsT<t}:|
B,

= / Ex [p(t — TS, BTST 5 y)X{TST<t}] dy
B

Koska g(z — z) fo (t,x,z) dt kaikilla z € B,, niin Fubinin lause antaa, etta

gz —x) = / E, [p(t —T7s,, Brg, z)X{TST<t}] dt
0

- EI |:g<2 - BTST)X{TST<OO}i| .

Télloin (3.8) pétee.

Integraali [ g(y — z)do,(y) rilppuu ainoastaan pisteesti z pituuden |z| kautta.
Tamé johtuu siitéd, ettd ympyrdnkehén tasajakauma on pyorédytysinvariantti. Néin
ollen

[ ot 2)do ) =,

kaikilla z € 9B(0,7). Nyt saadaan, ettd
gou(a) = [ gz = 2)dos(2)

= [ B[l - Bt <] don(2)

= ¢, P, (75, < 00).
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Joukon B, tasapainomitalta vaaditaan, ettd Newtonin potentiaali (3.5) on 1 kaikilla
pisteilla B,, silla ympyréan kehépisteet ovat sdannollisid. Néin ollen vakio ¢, voidaan
laskea siten, ettd z = 0 € B,.. Talloin saadaan, etti

9o,(z) = [ gly)dosly) - Bulrs, < o)

rg—-1), [ rm?
= ="y
2n/2 ’x‘nf2
= g(z).

Jos x € B,, niin vastaavasti kuin aiemmin

go.(z) = / 9(z — x)do.(z) = c,.
Néin ollen kun z € R", mitan pp, Newtonin potentiaali on

27rn/2,rn72
mgar(@

2
2/ T(3 - 1)

T U1 2n2

r n—2
_ (_) AL
|z

Ylldoleva lasku antaa suoraan, ettd gug, () = 1 kaikilla x € B(0,7)UdB(0,r). Koska
ympyrin kehédpisteet ovat sddnnollisid pisteitd ja koska ympyrdnkehén tasajakauma
voi saada positiivisia arvoja ainoastaan kehén osajoukoilla, mitta up, on todella ta-
sapainomitta. L]

gpp,(r) =

(Jz| v )

Seuraavassa lauseessa naytetddn, mikd on avoimen tai suljetun joukon tasapaino-
mitta.

LAUSE 3.51. Olkoot ulottuvuus n > 3, K € AS rajoitettu ja r > 0 siten, elld
K C B(0,r). Olkoon mitta upg, joukon B(0,r) tasapainomitta. Tdlloin joukolla K
on olemassa tasapainomitta g, jolle

i) = [ ey, Apn, ()
kaikilla A C R™. Lisdksi tasapainomitan pyx Newtonin potentiaali on

gug(z) = Py(1x < 00)
kaikilla x € R™.

ToDnISTUS. Nyt pg on selvisti mitta, koska g, ja hi(x,-) ovat mittoja. Lemman 3.45
ja mitan gk médritelmén nojalla mitta px voi saada positiivisia arvoja ainoastaan
joukon (K°¢)" osajoukoissa. Funktio g on symmetrinen parametrien x ja y suhteen,
jolloin g(y — z) = g(x — y) kaikilla z,y € R"™. Voitaisiin osoittaa vastaavasti kuin
lemman 3.50 todistuksessa, etta

(3.9) Ex |90y = Bro)Xiri<o)| = By [9(8 = Bre)Xgri<oe)]
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kaikilla ,y € R™ (katso tarkka todistus [24, s. 58]). Olkoon x € R". Lemman 3.50
nojalla gup, (2) = 1 kaikilla z € B(0,r). Néin ollen yht&ls (3.9) johtaa Fubinin lauseen
avulla siihen, etta

g (@ / / — 2)hi (2, dy)ps, (d2)

N / / 9(y — 2)hx(z, dy)ps, (dz)

Koska lemman 3.45 nojalla
]P)x(TK < OO) =1,
kun z € int(K) U (K€)", niin mitta px on todella tasapainomitta. O

Seuraava lause on yksi tdmén tyon padtuloksista. Lause antaa jos ja vain jos ehdon
reunapisteen sddnnéllisyydelle. Lause on ldheisessé kytkoksessd kuuluisan Wienerin
testin kanssa. Todistuksen "vain jos” osa on helpompi, ja se seuraa melkein suoraan
Borel-Cantellin lauseesta 2.12. Todistuksen ”jos” osa on haastavampi.

LAUSE 3.52. Olkoot n > 3 ja Q2 C R™ epdtyhjd, rajoitettu ja avoin joukko. Olkoon B
Brownin liike, joka lihtee pisteesti x € 0). Talldin

x on sddnnollinen reunapiste j0s ja vain jos

> P,(0r) =

missd Oy = {w € H : Ty\r(w) < 0o} ja missd
AR = (E(:c, 27k \ B(z, 2*<’f+l>)) NQ° ja
Tar(w) :=inf{t > 0: By(w) € AL}

katkilla k =1,2,....

TobisTus. Oletetaan, ettd x € 92 on sddnnollinen reunapiste. Talloin méaaritelméan
3.35 nojalla

(3.10) P, (g = 0) = 1.

Tehdaan antiteesi:

D Pu(6r) < o0
k=1

Nyt tapahtumat 6,65, --- € F, jolloin Borel-Cantellin lauseen 2.12 avulla saadaan
P, (limsup 6;) = 0.

k—o0
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Huomautuksen 2.11 nojalla tdmé on sama kuin P,(liminf, . 07) = 1. Tama tar-
koittaa sitéd, ettd melkein kaikilla w € H on olemassa n(w) € N siten, ettd w €
0y kaikilla k > n(w). Koska 6 = {7xx = oo}, niin télléin melkein kaikilla w € H
on olemassa €(w) > 0 siten, ettd (Bi(w))i>o el osu joukkoon B(z, €) N§2°. Koska Brow-
nin litkke on jatkuva melkein kaikilla w € H, niin talléin P, (7qc = 0) < 1. Tdmé& on
ristiriita oletuksen (3.10) kanssa.

Oletetaan seuraavaksi, ettd Y o P.(0;) = oo. Olkoon e, > 0 mielivaltaisia.
Koska ulottuvuus n > 3, niin yksittédiset pisteet ovat polaarisia Brownin liikkeelle
lauseen 3.19 nojalla. Tamé tarkoittaa sitd, ettd on olemassa k = k(e,n) € N siten,
etta

(3.11) P,((B;)¢se osuu palloon B(x,27%)) < 7.

Nyt lisdamalla rajoitteita ja valitsemalla luku k& yhtélon (3.11) mukaisesti saadaan
arvio

Py(ror <€) =Py(we H: | ] Biw) €

0<t<e

>PweH: | Bilw) € nB2")

0<t<e

> P ( U By(w) € Q°N B(x,27%) ja (B;)i>e ei osu palloon B(z,27%))
0<t<e

= P,((By)i>0 osuu Q°N B(z,27%) ja (B,)>. ei osu palloon B(x,27%)).

Kaytetaan vield lemmaa 2.7, jolloin saadaan

P.((By)i>0 osuu Q°N B(x,27%) ja (By)ssc ei osu palloon B(z,27"))

> P, ((By)>0 osuu Q°N B(x,27%)) — P,((B;)>e osuu palloon B(z,27%))

> P, ((By)is0 osuu Q°N B(z,27%)) —n.
Koska luvut € ja n on valittu mielivaltaisesti, riittda osoittaa, etta

P.((By)i>0 osuu Q°N B(z,27%)) = 1.
Talléin
P.(1qc <€) >1—n,

mikd on juuri sitd, mitd halutaan.

Koska
limsup6,, = ﬂ U 0, = m U {7an < o0},

nreo m=1n=m m=1n=m
niin tapahtuma limsup,,_,. 0, € Fy. Téll6in Blumenthalin 0-1 lauseen 3.14 nojalla
P, (limsup,,_,. 6,) € {0,1}. Osoitetaan seuraavaksi, etta

(3.12) P, (limsupéd,) > 0.

n—oo

Oletuksen ja lauseen 2.25 nojalla riittaé osoittaa, etta

P, (6; N 6;) < MP,(6;,)P,(6;)
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jollekin M > 0 ja kaikilla |i — j| > 1. Olkoon 7, j > 0 siten, etté |i —j| > 1. Nyt 75s on
pysaytyshetki lauseen 2.46 nojalla kaikilla s = 1,2,.... Muistetaan pysédytyshetkien
merkintdtapa (3.6). Koska indeksien i ja j vélissd on ainakin yksi indeksi, niin

{91 N 9]} = {TAQ < 00, Tpd < OO}
= {7a; < 00,7y © @TA% < oo} U{ryy < 00,7y 0 Or, < o0}

Kuva 1 havainnollistaa tilannetta.

Kuva 1. Tilanteen joukot joillakin indekseilld |i — j| > 1.

Brownin liikkkeen vahvan Markovin ominaisuuden (3.7) nojalla

P, (Tai < 00, Tp ©00:, < ) =E, [Px(TAgE 00, < oo|]:TAi )X{TAi <oo}}
(3.13) ‘ ’ i :
=E, []P)BTM (TA;J; < OO)X{TA& <oo}:| .

Vastaavasti saadaan tulos niille w, joille Tys > 7,;. Lauseen 3.51 nojalla

n

P.(1y; <o0) = / 9(y — 2)ppi (dy)

kaikilla z € A’. Saman lauseen nojalla myds

Py(7yy < o00) = / 9(y — @)y (dy).

n

Newtonin potentiaaliydin g (3.5) riippuu ainoastaan muuttujasta x € R™ pituuden
|z| kautta. Mitd suurempi pituus |z| on, sitd pienempié arvoja funktio g saa. Nyt on
olemassa M, , > 0 siten, etté

Z’y

gly—2) < 9y — )

kaikilla 2 € A% ja y € AJ. Tami arvio voidaan tehdd suoraan laskemalla kuvan 1
joukoille. Valitaan vakio M := sup yeni Mz y. Vakio M on selvisti olemassa ja
adrellistd. Nain ollen péatee, etté

z€EAL

M
(3.14) P.(1y; <o0) < ?[P’m(TAgD < 00)
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kaikilla z € A’. Koska piste B, € A? | ylldolevia padtelmid (3.13) ja (3.14) kiytté-
malld saadaan, etta :

M
(3.15) Py (as < 00,7y © @TA% < o0) < 71933(7,\; < 00)Py (1) < 00).

Arvio (3.15) voidaan my6s tehdé vastaavasti samalla vakiolla M > 0, kun 7y > 7,5
Nain ollaan todistettu, etté
P.(0; N6;) < MP,(6,)P,(6;),
jolloin (3.12) péatee. Nyt tuloksesta (3.12) seuraa, etté
P,(limsup#f,) = 1.

n—oo
Tamé tarkoittaa sitd, ettd melkein kaikilla w € H pétee: Jokaisella h € N on
olemassa n = n(h,w) € N siten, ettd n > h ja w € 6,. Valitaan h = k, missé k tulee
tuloksesta (3.11). Nyt 0, = Op.) = Tpntke) < 00 ja pallo B(z,27%) > B(x,27 k)
melkein kaikilla w € H, silld n(k,w) > k. Tamé antaa halutun tuloksen

P,.((By)i>0 osuu Q°N B(z,27%)) = 1. O

ESIMERKKI 3.53. Lebesguen torvi on joukko G(«), jonka parametrisointi on seuraava:

G(a) := {(z1, 79, 73) €] — 1, 1[*: y/23 + 22 > 2% jos 21 > 0} C R?
kaikilla o > 0. Lauseen 3.38 avulla voidaan osoittaa, ettd origo on sddnnollinen reu-
napiste, kun o < 1. Vastaavasti lauseen 3.52 avulla voidaan arvioimalla todistaa,
ettd origo on epésdiannollinen reunapiste, kun o > 1. Kuvat 2 ja 3 havainnollistavat
tilannetta.

Kuva 2. Lebesguen torvi, kun o < 1.
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Kuva 3. Lebesguen torvi, kun o > 1.

57



LUKU 4
Hairitty koydenvetopeli

Hairityn koydenvetopelin voi formalisoida usealla eri tavalla. Kéytan téssa tyossa
mallina Juan Manfredin, Mikko Parviaisen ja Julio Rossin kattavaa paperia On the
definition and properties of p-harmonious functions [19]. Aloitetaan ensiksi pelimaa-
ilman rakentamisella, jonka jilkeen péédstddn késiksi useisiin eri tuloksiin ja variaa-
tioihin.

4.1. Hairityn kdydenvetopelin sddnnét ja todennikdisyysavaruus

Kiinnitetdin e > 0 . Pelataan kahden pelaajan nollasummapelié, jossa pelialueena
toimii epétyhji, avoin ja rajoitettu joukko €2 C R™. Valitaan jokin pelin aloituspis-
te xg € 2. Oletetaan, ettd kiytetddn painotettua kolikkoa, jossa kruunan todenné-
koisyys on « ja klaavan todennikoisyys on [ siten, ettd o + § = 1. Kun kolikkoa
on heitetty, kruunan tapauksessa (todennikoisyydelld o), pelataan kdydenvetopeli.
Koydenvetopelissé ensiksi heitetdén reilua kolikkoa, jossa sekéd kruunan ettd klaa-
van todennikdoisyys on tasan % Kolikonheiton voittaja saa padattdd mihin suuntaan
siirrytddn pelialueessa. Siirtyminen ei voi kuitenkaan tapahtua mihin tahansa, vaan
seuraava pelipiste valitaan ympyrastd x1 € B(zg,€). Jos ensimméisessd kolikonhei-
tossa saadaan klaava (todennékéisyydella (), seuraava pelipiste valikoituu avoimesta
pallosta B(x, €) tasajakauman mukaan. Kun uusi pelipiste z; € B(xg, €) on saatu va-
littua, tdman jédlkeen pelataan uudestaan héirittya koydenvetopelié pisteestd x;. Kun
pelaamista jatketaan nailla sédnnoilla, saadaan mahdollisesti déretdn jono pelipisteité
Xo, L1, ..., jossa xp on satunnaismuuttuja jokaisella k € N.

MAARITELMA 4.1. Olkoon €2 C R™ avoin ja rajoitettu. Maéritelladn joukon €2 reu-
nalle e-vyohyke
Fe={zeR"\Q:d.(2,z) <e},

missi d.(Q, x) = inf{d.(y,z),y € Q}.
Hairittyyn kéydenvetopeliin tarvitaan maksufunktio.

MAARITELMA 4.2. Maksufunktio F' : I'. — R on jokin rajoitettu Borel-mitallinen
funktio.

Hiiritty koydenvetopeli paattyy, kun pelipiste osuu ensimmaéisen kerran joukkoon
I'.. Olkoon z, € I'. ensimméinen pelipiste joukossa I'.. Koska héiritty koydenveto-
peli on kahdenpelaajan nollasummapeli, pelin lopuksi Pelaaja 2 maksaa Pelaajalle 1
summan F'(z.). Talloin siis Pelaaja 1 voittaa summan F(z,) ja Pelaaja 2 summan
—F(z,). Tam4 tarkoittaa sitd, ettd kdydenvetopelid pelattaessa Pelaaja 1 yrittaa ve-
tad pelid Pelaajan 1 edullisten arvojen suuntaan. Vastaavasti Pelaaja 2 yrittaa vetaa
pelid Pelaajan 2 edullisten arvojen suuntaan. Tésté tuleekin nimitys kdydenvetopeli.
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Héirityn koydenvetopelin tarkka tutkiminen edellyttédd, ettd tiedetddn, mika on
kaytossa oleva todennikdisyysavaruus ja erityisesti, mika on kéytossa oleva todenné-
koisyysmitta. Todennékoisyysavaruuden rakentamiseen tarvitaan késitteitd historia
ja strategia.

MAARITELMA 4.3. Pelin historia k-askeleen jélkeen on vektori hy, joka siséltdd k + 1
pelipistettd, esimerkiksi hy = (xo, 21, ..., xx). Olkoon Hj joukko, joka sisiltdd kaikki
mahdolliset k-askeleen pelihistoriat h,. Merkitdéin kaikkien déarellisten askelpituuksien
historiaa H:lla, H = {J,—, Hy.

MAARITELMA 4.4. Pelaajan 1 strategia on funktio Sy : H — R”,
Si(wo, 21, .., k) = Thy1 € By, €),

kun tiedetddn pelihistoria hy ja on paadytty pelaamaan kéydenvetopelid, jonka pe-
livuoron voittaa Pelaaja 1. Vastaavasti Pelaajalla 2 on strategia S, kun tiedetdian
pelihistoria hj ja on paddytty pelaamaan koydenvetopelid, jonka pelivuoron Pelaaja
2 voittaa.

Merkitadn 2. = QUI. C R™ varustettuna euklidisella topologialla. Tamé tarkoit-
taa siis sitd, ettd joukko Q. = (€2, d.) on metrinen avaruus.

Tuloavaruus H> = Q. x Q. x ... on kaikkien mahdollisten pelijonojen tuloavaruus
varustettuna tulotopologialla. Nyt saadaan, ettd satunnaismuuttuja x; on

xy : H® — R" 2 (w) = wy kaikille w = (wg, w1, ...) € H® ja kaikille k = 0,1, ...

Olkoon (F)2q, Fo C F1 C ... luonnollinen filtraatio, jonka satunnaismuuttujat (zy)
virittavat. Télloin siis Fi, = o(x5(w), 0 < s < k) on pienin o -algebra, jonka suhteen
satunnaismuuttujat xo, x1, ..., x, ovat mitallisia ja stokastinen prosessi X = ()52,
on sopiva.

Merkitéddn satunnaismuuttujalla 7(w) pelin padttymishetked. Talloin
T(w) =inf{k =0,1, -+ : 21 (w) € [}

Satunnaismuuttuja 7(w) on pysaytyshetki filtraation (Fj)2, suhteen, silld joukko I’
on suljettu.

Halutaan, ettd todennékoisyymitta ottaa huomioon pelin sédnnot. Todennékoi-
syysmitan ydin piilee Pelaajien 1 ja 2 strategioissa S; ja S sekéd aloituspisteessi
zo € €. Niiden avulla voidaan maaritellld alkusiirtymétodennakoisyys d,,(A) ja siir-
tymétodennékoisyydet

AN B().0|
(4.1) $i8a (00l 1) D) = g ) o]

(6%
+ 5552(%(@‘;),4..,%(“;))(14)

(0%
+ 5551(x0(w),...,xk(w))(A)

kaikille A € B(R") ja kaikille £ € N. Tamén jialkeen méaritelladn todennikoisyys-
jakauma induktiivisesti darelliselle mé&érélle peliaskelia siirtymétodennékoisyyksien
(4.1) avulla. Merkinnélld | - | tarkoitetaan aina avaruuden R™ osajoukon Lebesguen
mittaa.
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MAARITELMA 4.5. Hairityssd koydenvetopelissd todennékoisyysjakaumat méaritel-
laén induktiivisesti seuraavasti:

11505, (Ao) = 0y (Ao) ja
1 (Ag x Ay X -+ x Ay)

_ / 70,5 (@0(@), - p1 (@), AR 5 (w0 (w), - 2 ()
A0><A1 X...Ak,1

kaikille k = 1,2, ....

Kayttamaélla Kolmogorovin laajennuslausetta saadaan maérattya yksikésitteinen
todennékdisyysmitta Pg’ o, koko perusjoukkoon H* siten, ettd mitalla Py 5 on ha-
lutut ominaisuudet.

. mddritelmdn

LAUSE 4.6. Olkoot k € N, tq,...,t, € T indeksijoukko ja (Ngﬁ?%)tl,...,t

4.5 mukainen todenndkadisyysjakauma. Tdlloin (Ngfos)tl,...,tk tayttad mddritelman 2.36
konsistentti kdsitteen kriteerit.

TobisTus. Tulee osoittaa, ettd ominaisuudet (i) ja (ii) patevit. Olkoon
74l .k} = A{L,... k}

mielivaltainen permutaatio. Nyt integraalit ovat rajoitettuja, jolloin Fubinin lause
antaa, ettd integrointijéarjestys ei muuta lopputulosta. Talloin

ko k,x
<NS1,05’2>t1,...,tk (Btl X e X Btk) = (Nsl,o,g’Q)tﬁ(l),...,tﬁ(k)(Bt%(l) X o0 X Bt%(k)).
Liséaksi

k+1,z

(Ms—li—ys20)t17---7tk (Bt1 X X Btk X QE)

|Q€ﬂB(1‘t (UJ),E) | o

= /6 k + _5‘5‘ T W)y w (QE)

LthBtQX...Btk X Qe | B(xtk(W)7€) | 2 1( tl( ) tk'( )

«

k,x
2 552 (287 ), sy, () (Q€>) d’usl,osz (‘rtl (w)’ o Tt (w»
k,x
= / 1d:uS'1,052 (xtl (w)? s Ly, (W))
Btl XBt2 ><~~Btk X Qe

= (u]gijS2>t1:w7tk (Btl X X Btk) |:|

_|_

Odotettavissa oleva pelin lopputulos annetuilla strategioilla S; ja S ja annetulla
lahtopisteelld xy € €2 on

B o [F(a)] = | Flon(w))dPg 5, ).

Héiritty kéydenvetopeli piéttyy P’ g melkein varmasti kaikilla strategioilla Sy, S
ja kaikilla lahtopisteilla zqg € 2. Taméa johtuu siitd, ettd hairityssd koydenvetopelissa
patee 0-1 laki. Tama 0-1 laki toimii, koska pelialue 2 on rajoitettu ja koska hairi-
tyssé koydenvetopelissi 8 > 0, jolloin aidosti nollaa suuremmalla todennékoisyydelld
seuraava pelipiste xj, valitaan pallosta B(zg_1,€) tasajakauman mukaan.
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4.2. Arvofunktiot ja p-harmonious funktiot

Madritellddn ensiksi Pelaajien 1 ja 2 arvofunktiot. Pelaajan 1 arvofunktio kertoo
parhaan mahdollisen odotettavissa olevan lopputuloksen, jonka Pelaaja 1 voi ainakin
saada, pelasi Pelaaja 2 sitten kuinka hyvin tahansa. Vastaavasti Pelaajan 2 arvofunk-
tio kertoo parhaan mahdollisen odotettavissa olevan lopputuloksen, jonka Pelaaja 2
voi ainakin saada, pelasi Pelaaja 1 sitten kuinka hyvin tahansa.

MAARITELMA 4.7. Pelaajan 1 arvofunktio on

ui(xo) = supinf EY o [F(x,)]
S So 1,02

ja Pelaajan 2 arvofunktio on

uy(wo) = infsup EY o [F'(,)].
So S1 )

Kuten muistetaan, kahden pelaajan nollasummapelissé Pelaajan 2 tappio on Pe-
laajan 1 voitto. Téalloin voidaankin pitda mielekkédéané, ettd Pelaajan 1 odotettu mini-
mivoitto on saman suuruinen kuin Pelaajan 2 odotettu maksimitappio. Néin tapah-
tuu, kun pelilld on arvo.

MAARITELMA 4.8. Kahden pelaajan nollasummapelilld on arvo, kun uj = u$

Jotta pédstéisiin osoittamaan, ettd héiritylla koydenvetopelilld on arvo, osoite-
taan ensin Pelaajien 1 ja 2 arvofunktioiden yhteys niin sanottuihin p-harmonious
funktioihin.

MAARITELMA 4.9. Funktio u on p-harmonious funktio joukossa £ C R™ reuna-
arvoilla F', missd F': I'. — R on maksufunktio, jos
u(z) = g( sup u+ inf u)+ 3 u dy kaikilla z € Q ja
2 B(z,e€) B(z,e) B(x,e€)
u(r) = F(z) kaikilla z € T,
2+n

mlssaa—p+n,ﬂ—p+n3a2§p<oo.

Merkinnélld f tarkoitetaan keskiarvointegraalia

1
Ue dy = —/ Ue dy.
]é(:c,e) |B<l’, 6)‘ B(x,€)

Osoittautuu, ettd annetulla maksufunktiolla F' joukossa €2 on olemassa yksikésitteinen
p-harmonious funktio. Tamén tuloksen todistuksen voi lukea Hannes Luiron, Mikko
Parviaisen ja Eero Saksmanin paperista [18].

Oletetaan, ettd pelataan héirittyd koydenvetopelid avoimessa ja rajoitetussa jou-
kossa €2 ja ollaan kiinnitetty arvot xyp € 2, ¢ > 0, a > 0 ja [ > 0 siten, ettd a+ (5 =1,
ja maksufunktio F'. Nyt voidaan osoittaa Pelaajien 1 ja 2 méaritelmén 4.7 mukaisten
arvofunktioiden yhteys p-harmonious funktioihin. Pelaajien 1 ja 2 arvofunktiot to-
teuttavat niin sanotun Dynaamisen ohjelmoinnin periaatteen. Lisdksi voidaan osoit-
taa tarked tulos, joka sanoo, ettd héiritylla koydenvetopelilld on arvo.
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LAUSE 4.10. Pelaajan 1 arvofunktiolle pitee Dynaamisen ohjelmoinnin periaate:

« .
uj(zo) = = ( sup uj+ inf uf)+ ﬁ][ uj dy, xg € Q,
2" B(zoe) B(zo,¢) Bl(zo,)

ui(zo) = F(xg), xo €T

Pelaajan 2 arvofunktiolle pdtee samanlainen yhtdlo. Lisdksi pdtee, ettd hdauritylld
koydenvetopelillid on arvo. Tdlloin siis

missd funktio u on yksikdsitteinen p-harmonious funktio.

Tobistus. Todistetaan ensiksi, ettd v < u§. Infimumin ja supremumin ominaisuuk-
sista johtuen
ﬁng?sz [F(x-)] < EE?SQ [F(x-)]

kaikilla strategioilla ST ja S5. Vastaavasti pétee, ettd
E?%,S; [F(z,)] < SupE?l],Sg [F(z,)]
S1

kaikilla strategioilla ST ja S5. Néin ollen
(4.2) inf Bz 5, [F(27)] < Sup g s; [F(2-)]
2 1

kaikilla strategioilla S ja S5. Koska (4.2) pétee kaikilla strategioilla ST ja S, pétee
se myo0s, kun otetaan supremum strategioiden S; yli ja infimum strategioiden Sy yli.
Néin ollen

supinf K¢ ¢ [F(z;)] < infsupEQ o [F(2-)].

S1 So ’ So S1 )
Huomaa, etté ylldoleva todistus perustui pelkédstddn infimumin ja supremumin omi-
naisuuksiin.

Todistetaan seuraavaksi, ettd v < w. Télloin vastaavasti u{ > u. Todistuksen ydin
idea on siiné, ettd Pelaaja 2 pelaa strategialla, joka riippuu funktiosta u. Olkoon A > 0
mielivaltainen ja olkoon S; sellainen Pelaajan 2 strategia, jossa hén yrittd4 minimoida
p-harmonious funktiota u melkein tdydellisesti. Tama tarkoittaa sitd, ettd kaikilla
k=1,2,... pisteessd xy_; € €2, Pelaaja 2 valitsee sellaisen pisteen zy € B(xg_1,€),
etta

uS(wp) < inf w4+ A27F

B(xk—1,€)
aina kun Pelaaja 2 saa pelivuoron itselleen. Pelaaja 2 ei siis yritd minimoida omaa
arvofunktiotaan u§ vaan p-harmonious funktiota u. Merkitaén

My = u(xy) + A27F

kaikilla & = 1,2,.... Osoittautuu, etté stokastisesta prosessista (My)72, tulee super-
martingaali, kun Pelaaja 2 pelaa strategialla S;. Tamén osoittamiseksi pitdd nayttas
kolme kohtaa:

(1) My on Fy -mitallinen kaikilla k =0,1,....
(2) Eg g[ M| < oo kaikilla k=0,1,....
(3) EY ss[Mk [Fi1] < Mi—y kaikilla b =1,2,....
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Kohta (1) seuraa siitd, ettd satunnaismuuttuja zj on Fj-mitallinen ja funktio u on
Borel -mitallinen. Néin ollen yhdistetty kuvaus u(zy) on Fj -mitallinen. Liséksi va-
kiokuvaus on mitallinen kaikille o-algebroille, ja kahden mitallisen kuvauksen summa
on my6s mitallinen. Kohta (2) seuraa siité, ettd maksufunktio F' on rajoitettu, jolloin
my0s p-harmonious funktio u on rajoitettu. Kohta (3) johtuu siité, ettd Pelaaja 2
kayttéa strategiaa S; ja funktio u noudattaa Dynaamisen ohjelmoinnin periaatetta.
Télloin saadaan, etta

ES) o [My |Fia] = ES) g fu(zi) + X27% | Fii]
=K s lul@r) [Feaa] + X2

< g( sup w4+ inf wu+ A2_k) + ﬁ][ wdy + \27F
2 B(zj_1,€) B(xg_1,€) B(zk_1,€)

< g( sup u+ inf u) + ﬁ][ wdy 4+ X278+ \27F
2 B(zp—1,€) B(zg—1€) B(zp_1,€)

= u(a:k_l) + )\2_k+1 = Mk—l-
Tiedetédén, ettd héairitty koydenvetopeli paattyy melkein varmasti. Toisin sanoen
IP§(1’752(T <o0)=1

kaikilla strategioilla Sy, Sy ja kaikilla lahtopisteilla zy € €. Liséksi supermartingaali-
prosessi (M), on rajoitettu jokaisella w € H*>°. Huomaa, etté z, € ['c. Nyt voidaan
kayttad Doobin optimaalisen pysdytyksen teoriaa eli lausetta 2.52 ja saadaan

(o) = inf supEZD ¢ [F(x,)]
S2 gy

zo
< Sglp B sy [F'(27)]
u(zr)
< Sgp ES sz lu(zr) +A277]
" —

1 e
< Sélp B, ¢z [Mo] = Mo = u(zo) + A.

1

Koska A > 0 on valittu mielivaltaisesti, véite on todistettu. 0

Intuitiivisesti Dynaamisen ohjelmoinnin periaatteen toimivuus on jarkevaé. Joka
kerta kun hiirityssi kdydenvetopelisséd paddytddn pelaamaan kdydenvetopelid (to-
denniikoisyydelld «), Pelaaja 1 voittaa pelivuoron itselleen todennikoisyydelld %, jol-
loin héin on saanut pelivuoron todennékoisyydelld 5. Pelivuoron saatuaan hén siirtaa
pelimerkin kohtaan, joka maksimoi odotusarvoa. Vastaavasti Pelaaja 2 saa pelivuo-
ron todennékoisyydelld § ja télldin hén siirtdd pelimerkin kohtaan, joka minimoi
odotusarvoa. Todennékoisyydelld 8 pelimerkki siirtyy tasajakauman mukaan pallossa
B(zp,€). Summaamalla eri vaihtoehdot ja kertomalla eri vaihtoehtojen todennékdi-
syydelld saadaan Dynaamisen ohjelmoinnin periaate.
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4.3. Yhteys p-harmonisiin funktioihin

Lineaarisen Dirichlet’'n ongelman yhteydessid torméttiin harmonisiin funktioihin,
jotka ratkaisevat klassisessa mielessé yhtalon (3.3). Harmoniset funktiot ovat térkeita
esimerkkejé niin sanotuista lineaarisista elliptisista yhtéloistd. Harmonisilla funktioilla
on vastineensa epélineaarisissa elliptisissd yhtéloissd. Naitda funktioita kutsutaan p-
harmonisiksi funktioiksi.

Kiinnitetdin epityhji, rajoitettu ja avoin joukko € C R™. Funktio u € C?, jolle
|Vu| # 0 joukossa 2, on p-harmoninen funktio (klassisessa mielessi), kun

Apu = div (|VulP~?vu)
= [Vul"*((p — 2)|Vu| 2 Ascu + Au)

(4.3) B p2 o= Ou Ou  Ou "L 0%u
=Tl (=20 Y S e, T 2 72)

=0

=1

jokaisessa pisteessd x € €. Yhtéloda (4.3) sanotaan p-Laplacen yhtéloksi. Nyt ei kui-
tenkaan voida mééritelld p-harmonisia funktioita pelkéstiain klassisessa mielessi, silla
p-harmoniselta funktiolta u vaaditut ominaisuudet (kaksi kertaa jatkuvasti derivoi-
tuvuus ja gradientin normin nollasta eroavaisuus) ovat lilan vahvoja vaatimuksia.
Maéaritelladn p-harmoniset funktiot wviskositeettiratkaisujen kautta. Huomaa, ettd p-
harmonisten funktioiden méaéritelmé viskositeettimielessd on heikompi kuin klassi-
sessa mielessé. Lisdksi 2-harmoninen funktio on jo aiemmin esille tullut harmoninen
funktio.

MAARITELMA 4.11. Funktio u : © —]| — 00, 00| on alhaalta puolijatkuva pisteessi
s € €1, jos
liminf u(x) > u(s).
r—S

Vastaavasti funktio u : Q — [—00, 00| on ylhdiltd puolijatkuva pisteessd s € ), jos

limsup u(x) < u(s).

Tr—S

MAARITELMA 4.12. Funktio v : 2 =] — 00, 00] on yhtdlén A,v = 0 viskositeettisu-
perratkaisu joukossa €2, jos

(i) v on alhaalta puolijatkuva joukossa (2,
(i) v # o0 ja
(iii) jokaiselle sellaiselle xg € 2 ja ¢ € C*(Q), jolle v(z) = ¢(x0), v(z) > P()
kaikilla © # x ja Vé(xo) # 0, pétee A,¢p(xp) < 0.
Lisaksi funktio u : © — [—o0, 00| on viskositeettisubratkaisu joukossa 2, jos v = —u
on viskositeettisuperratkaisu joukossa (2. Sanotaan, etta funktio v on yhtalon Aj,u =0
viskositeettiratkaisu, jos se on seké viskositeettisuperratkaisu etta viskositeettisubrat-

kaisu. Talloin © on myos jatkuva, koska u on puolijatkuva alhaalta ja ylha&lta. Jos
funktio u on viskositeettiratkaisu, funktiota u sanotaan p-harmoniseksi funktioksi.

Huomautus 4.13. Klassinen ratkaisu on viskositeettiratkaisu suoraan maaritelméan no-
jalla. Lisdksi tarvitaan tietoa, ettd p-Laplacen yhtélo on elliptinen. Tamé tarkoittaa
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sité, ettd kaikilla ¢1, ¢o € C?(R) siten, etti ¢y < ¢ ja ettd Vo (z) # 0 ja Vo(z) # 0
kaikilla x € ) péatee

DNppo < Dy

Hairitylla koydenvetopelilld on arvo, ja Pelaajien 1 ja 2 arvofunktiot toteuttavat
Dynaamisen ohjelmoinnin periaatteen lauseen 4.10 nojalla. Tama tarkoittaa sité, etta
u. = uj = u$ alueessa €2, missé p-harmonious funktio u,. on olemassa ja yksikasitteinen
kaikilla € > 0. Mielenkiintoinen kysymys liittyy siihen, mita tapahtuu arvofunktiolle
Ue, kun € — 0. On hyvin tunnettu tieto, ettd harmoninen funktio u, jolle Au = Aqu =
0 joukossa (2, toteuttaa niin sanotun keskiarvoperiaatteen. Tamé tarkoittaa sité, etté

ww:éwg@My

kaikilla z € Q jae > 0 siten, ettd B(x,e) C Q. Héirityssd kdydenvetopelissd ta-
mé tarkoittaa tilannetta o = 0 ja f = 1. Jean Archer ja Erwan le Gruyer loivat
pohjan niiden asioiden tutkimiselle paperissa [1] vuonna 1998, ja Le Gruyer osoitti
alueen pienimmén Lipschitz-vakion omaavan jatkeen yhteyden &aretonharmoniseen
funktioon wu, jolle

" Ou du

Aot = e}
“ 1 8@ 8SL’J' amzax]

i?j:
paperissaan [16] vuonna 2007. Le Gruyerin tuloksesta huomattiin, ettd kdydenveto-
pelin arvofunktio suppenee sdteen pienentyessd kohti ddretonharmonista funktiota.

Hairityssa koydenvetopelissd tdmé vastaa tilannetta o = 1 ja § = 0. Koska
Apu = Va7 ((p = 2)|Vu| 2 Dcu + Au),

on mielenkiintoista tietda, suppeneeko hairityn koydenvetopelin p-harmonious arvo-
funktio u, kohti p-harmonista funktiota u,, kun € — 0. Suppeneminen tapahtuu, ku-
ten Juan Manfredin, Mikko Parviaisen ja Julio Rossin paperista [19] ja Yuval Peresin
ja Scott Sheffieldin paperista [22] voi lukea.

LEMMA 4.14. Olkoot ¢ > 0 ja Q C R" avoin ja rajoitettu joukko. Olkoon u, p-
harmoninen funktio avoimessa joukossa ) siten, etti |Vu,| # 0 kaikilla x € Q. Télloin

a
uy(x) = 5( sup u, + inf u,,) + 8 u, dy + O(e*)
B(z,e€) B(a,e) B(z,e€)

kaikilla x € Q.

TobisTus. Oletuksen mukaan funktio u, on p-harmoninen funktio joukossa €2 ja
|Vu,| # 0 kaikilla z € Q. Tallsin

(p — 2)|Vu,| 2D suy, + Auy, = 0.

Voidaan osoittaa, ettd ominaisuus |Vu,| # 0 kaikilla € Q johtaa siihen, ettd funk-
tio u, on reaalianalyyttinen. Tarkempia lisétietoja voi lukea esimerkiksi Emmanuele
DiBenedetton paperista [5]. Reaalianalyyttisyyden nojalla voidaan kdyttaa Taylorin
kaavaa p-harmoniseen funktioon u, joukossa B(x,¢€) jokaisella x € 2. Saadaan, ettd

(14)  uply) = uyle) + Tup(@) (g — ) + 5y — ) D)y — ) + Oy — )
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joukossa B(z,¢€), kun z € Q. Merkintii A” tarkoittaa matriisin A transpoosia. Keskiar-
vointegraali vakion yli antaa saman vakion. Liséksi keskiarvointegraali gradienttiter-
mistd Vu,(z)? (y — z) on nolla, koska vastakkaismerkkiset termit kumoavat toisensa.
Té&ll6in myos keskiarvointegraali toisen asteen termistd (y — x)” D?u,(z)(y — x) jét-

tad jéljelle ainoastaan termit “2” jokaisella ¢ matriisista D?u,(x), koska integraali

gradienttitermien yli antaa Jalleen nollan. Néin ollen (4.4) antaa yhdessd muuttujan-
vaihtokaavan kanssa, etté

1
][ wy dy = uy(x) + 0+ ][ (y — 2)7 D*uy(2)(y — z) dy + O()
B(x,e€) 2 B(z,€)

— (o) + 1 i%p(x)(m— 2 dy+ O(c)
=ulo) g f D G @) dy

2
_ uy(z) + 22B@:) Z 0 “p / 2 Ldr 4+ O(e)

2n|B(x,€)| &

62

2(n+2)
Gradientin suunta on melkein maksimaalinen suunta. Téll6in jdlleen Taylorin kaavan
avulla termien kumoutumisesta johtuen saadaan, etté

= uy(x) + Duy(z) + O(E).

o
—( sup u, + inf u)
2 B(z,e€) ? B(z,e) P

= 3(w o+ ) + ool o))
= (&) + S 170,20ty (2) + O,

Ylldolevassa likiarvossa virhe on véhintdan kolmatta astetta (katso paperista [22]).
Valitaan vakiot o > 0 ja 8 > 0 siten, etta

p—2 . 24+n
o= ja g = .
p+n p+n
Talloin « + g = 1. Ylldolevilla laskuilla saadaan vakioiden « ja [ avulla, ettd
up(x) = E( sup u, + inf up) + B][ u, dy + O(€?)
2 B(z,e€) B(z,e) B(z,e€)
kaikilla z € Q, kun € — 0. Huomaa, etté virhetermi ei riipu pisteesté x. 0

Seuraavan tuloksen nojalla p-harmonious arvofunktio u. suppenee tasaisesti kohti
p-harmonista funktiota u, sdteen pienentyessd, kunhan p-harmonisen funktion wu,
gradientti ei hévid yhdessdkéaén alueen pisteessé.

LAUSE 4.15. Olkoot ¢ > 0 ja @ C R™ avoin ja rajoitettu joukko. Olkoon w, p-
harmoninen funktio avoimessa joukkossa ¥ O T'c U Q siten, ettd |Vu,| # 0 kaikil-
la x € Q. Olkoot F : T'. — R sellainen maksufunktio, jolle F(x) = u,(x) kaikilla
x € ', ja ue hairityn kéydenvetopelin arvofunktio. Tdlloin

U — U, tasaisesti joukossa (2,
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kun € — 0.

TobisTus. Reunafunktio F' on todella maksufunktio, koska F' on jatkuva, jolloin F'
on rajoitettu Borel-funktio seurauksen 2.16 nojalla. Lemman 4.14 nojalla

up(x) = g( sup u, + inf up) + 5][ u dy + O(e?).
2 \ Bz, B(e) B(z,e)
kaikilla z € Q, kun € — 0.

Olkoot n > 0 ja ldhtopiste xq € () mielivaltaisia. Oletetaan seuraavaksi, ettd
Pelaaja 1 pelaa héirittyd koydenvetopeliéd strategialla S. Strategia S} on sellainen,
ettd Pelaaja 1 yrittdd melkein maksimoida funktiota u, aina, kun hén saa pelivuoron
itselleen. Tamaé tarkoittaa sitd, ettd jos Pelaaja 1 saa pelivuoron itselleen hetkelld £,
hén valitsee pisteen xy € B(xg_1,€) siten, ettd

up(xy) > B(sup )up —n27k
Tp—1,€

Olkoon C > 0 siten, ettd |O(e?)| < Ci€®. Osoitetaan, ettd M = (Mj)gez, on sub-
martingaali, kun Pelaaja 1 pelaa strategialla ST ja

My = up(zg) + Cike® — 772”“
kaikilla £ =0,1,2,3,.... Olkoon £k =0,1,2,3,.... Nyt M} on selvésti Fr-mitallinen,
silla satunnaismuuttuja zy on Fj -mitallinen ja funktio u, on jatkuva, jolloin u,(x)) on
Fr -mitallinen. Liséksi vakiofunktio on mitallinen minké tahansa o-algebran suhteen

ja mitallisten funktioiden summa on aina myos mitallinen. Koska reunafunktio on
rajoitettu, saadaan myos, etté

E§%732|Mk| < 0.
Strategia S} antaa, ettd jokaisella k = 1,2,... pétee

]E“E%SZ (M| Fr-1] = Efé%& [up(wr) + Crke® — 027" | Fia]
= B g [up(w0) Fia] + Crke® — 2"

Zg( sup u, — 12 "+ inf up> + 5 u, dy
2 B(xk—_1,€) B(zk—1,€) B(zp_1,€)

+ Cyke® —n27"

> up(rp_1) + C1(k — 1) —p2-*=D

= M.

Huomautuksen 2.53 nojalla Doobin optimaalisen pysaytyksen teoria eli lause 2.52 toi-
mii myos submartingaaleille. Liséksi tiedetdén, ettd hiiritty kdydenvetopeli paéttyy
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melkein varmasti kaikilla strategioilla ja jokaisella lahtopisteelld ja ettd submartin-
gaaliprosessi M on rajoitettu jokaisella w € H. Muistetaan, ettd hiiritylla kydenve-
topelilla on arvo jokaisella ¢ > 0. Néin ollen saadaan, etti

(o) = uj (o)

=supinf E¢ ¢ [F(z,)]
5 S 1,52

> i B g, i (1)
> ig;f E& s, lup(zr) + Ci7é® —n27% — C176%)
> Eg%,sz My — C1é® iglgf ]E:g%,sz [7]
= u,(70) — C1€° iglf Es: s, (7] —n.
2
Huomaa, etté ylldolevissa paattelyissé ei otettu missidéin vaiheessa kantaa siithen, min-
kélaisella strategialla Pelaaja 2 pelaa.
Oletetaan seuraavaksi, ettd Pelaaja 2 pelaa strategialla S;. Strategia S; on sellai-
nen, jossa Pelaaja 2 yrittdd melkein minimoida funktioita u,. Téma tarkoittaa sité, et-

té jos Pelaaja 2 saa pelivuoron itselleen hetkelld &, hén valitsee pisteen zy, € B(xg_1,€)
siten, ettd

uy(zy) < inf w, +n27F

B(xkflze)

Nyt tédysin vastaavasti kuin aikaisemminkin voidaan osoittaa, ettd Pelaajan 2 pela-
tessa strategialla S5, prosessi M = (M})rez, on supermartingaali, missé

M, = uy(wy) — Crke® +n27".

Talla kertaa ei otettu kantaa siihen, miten Pelaaja 1 haluaa pelata. Ylldolevien péast-
telyiden nojalla saadaan lopulta arvio

(45)  uy(mg) — 1€ ingé%,SQ [7] = 1 < we(zo) < up(zo) + Cie® S}glp E?j,s; (7] +n.

Kun n — 0, viite on todistettu arvion (4.5) nojalla, kunhan vield osoitetaan, etté
on olemassa C' > 0 siten, etta

(4.6) Eg sl7] < Ce 2.

Symmetrian nojalla tdysin vastaavalla paittelylla tuloksesta (4.6) seuraa, ettd on
olemassa myts C' > 0 siten, etté

ES s:l7] < Ce 2.

Koska |Vu,| # 0, Pelaajan 1 strategian S} mukaisesti valitsema pelipiste
x € B(x_1,€) ei voi olla koskaan ympyrén keskipiste z. Oletetaan, ettd n > 0 on
niin pieni, ettd on olemassa Cy > 0 siten, etta

Up(Tr) — up(xp—1) > Cse,
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kunhan Pelaaja 1 saa pelivuoron itselleen, ja € on riittdvan pieni. N&in ollen saadaan,
etta

[0}
B s,y (w2) = wp (w2))*| Fica] = 5 ((Coe) +0) +0
2

Tésté seuraa, etté
ES 5, [(My — Mi—1)?|Fima] = B g, [(up (@) — up(ap-1) + Cre® +n27°)?| Fii]
> %((Cge +Cie + 12752 +0) 40

aC?
2

> 2.
Yllaolevassa kaytettiin myos hyvéksi sité, ettd toiseen korotus on kasvava funktio po-
sitiivisilla arvoilla. Toisin sanoen (z+a)? > x? | kun x,a > 0. Osoitetaan seuraavaksi,

ettd Z = (Zy)pez, on submartingaali, kun

aC?

2

Zy = M} — M — ek

jokaisella k € Z, ja kun Pelaaja 1 pelaa strategialla S}. Samoilla perusteilla kuin
aikaisemminkin, prosessi Z on sopiva ja integroituva jokaisella k € Z, . Lisdksi pétee,
etta

E?%,SQ (Z) — Zy—1|Fr-1]

. aC?
- ES%,SQ (M — M| Fia] - 7262
x0 2 x0 06022 2
= ES;,SQ[(Mk - Mk—l) ‘Jrk:—l] +E .52 [2<Ml~c - Mk—l)Mk—lyfk—ﬂ - TE
0402 = 0402
2 62 + ES(%,SQ [2(Mk — Mk*l)Mkfl‘kal]] _ 7262

= Eg%,& [2(M, — My—1) My—1| Fre—1]]-

Voidaan olettaa, ettd u, > 0. Témi johtuu siitd, ettd u, on rajoitettu, jolloin on
olemassa () > 0 siten, ettd |u,|o = SUp,cq Up(r) < Q. Téll6in voidaan muodostaa
funktio @, := wu, + @, jolle pétee @, > 0. Nyt loppuviite voitaisiin osoittaa funktiolle
Uy, silld 4, on myos p-harmoninen funktio joukossa €' ja silld pétee samat oletukset.
Tétéd kautta saadaan haluttu véite pdteméén myos funktiolle u, = 1, — Q.

Koska u, > 0, niin voidaan olettaa, ettd 7 > 0 on niin pieni, ettd myos M > 0
kaikilla k € Z,. Lisdksi My_1 on Fj;_; -mitallinen, ja aikaisemmin osoitettiin, etté
M = (My)rez, on submartingaali. Nyt saadaan, ettd

EE g, [2(My — My_1) My 1| Fy1]] = 2My 1 B g, [(My — My 1) Fj1]
> 0.
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Néin ollaan osoitettu, ettd Z on submartingaali. Satunnaismuuttujalle 7 A k£ pétee,
etta

B olr AR =) sPE g (T Ak =s)

s=1

= Z SPE g, (T = 8) + kPG 5, (T > k)

> /{PPE%SZ(T > k).
Liséksi, koska Z on submartingaali, niin lause 2.52 antaa, etti
aC? aCs

Eg?‘ﬂa (M — Mg = Egi [MTQAk Mg — TG (T AR+ I EQE?* ,S2 [T A K]
=EQ o [Zn] + == 2EEG [T A K]
aCs o, .
> 72 QES%& [T A K.

Kaikki ylldoleva johtaa siihen, etté
kPG o, (T 2 k) SEG o [T A K]
(47) < 2672
~ aC?
Tiedetdén, ettd 7 A k < k. Liséksi tiedetdén, ettd on olemassa K > 0 siten, ettéd
(a+0)* < K(a? + V?) kaikilla a,b € R ja etti 7 Ak > 1 aina. Voidaan jilleen olettaa,

ettd 7 > 0 on niin pieni, ettd aina Cy(7 A k)3 — 7271 > 0. Koska funktion M
madritelmé on

E§ 5, [Mzp, — Mp)-

M, = up(xk) + C1k€3 — 772_k,
niin saadaan, etté
43) B2 (M2, — M2 < K (Juyl + CH20).
Loppujen lopuksi yhtéloistéa (4.7) ja (4.8) paddytddn siihen, etté

T 2 |U |c2>o 21, 6
Ps%,&(T > k) < ezaC§K< 2 + Cike” ).

Nyt on olemassa A > 0 siten, ettd

aC. A

Tama johtuu siitd, ettd yhtéalon (4.9) oikeapuoli muodostaa toisen asteen funktion

2 2 1
(4.9) P g, (1> Ac?) < 2I((lup|°° + CfAEQ) <5

2 2 242 2 A
parametrin A suhteen. Kyseisen toisen asteen funktion diskriminantti on aina aidosti
suurempaa kuin nolla, jos
aC?

4.10 72
(4.10) 23|up|ooK01



4.3. YHTEYS P-HARMONISIIN FUNKTIOIHIN 71

Olkoon € > 0 niin pieni, ettd (4.10) pétee. Néin ollen on olemassa A > 0, jolle (4.9)
patee.
Olkoon X : H — {0,1,2,3,...} satunnaismuuttuja, joka noudattaa geometrista

jakaumaa parametrilla % Téalloin X ~ Geom(%) ja jokaisella k = 0,1,2,3,... pitee
1\ FH1
Pis X =k =(3) -

Lisdksi satunnaismuuttujalle X pétee, ettd EE‘%& [X] = 2. Geometrinen satunnais-

muuttuja kuvaa epdonnistuneiden yritysten méardd ennen kuin saadaan ensimméi-
nen onnistuminen. Tiedetdén, ettd +’— on pyséytyshetki. Ajatellaan, ettd stokastinen
prosessi () on toistokoe, joka on onnistunut, kun pyséytyshetki = pysdyttad pro-
sessin. Toistokoe on epédonnistunut jokaisella yritykselld ennen pysdytyshetked .
Jos esimerkiksi 7= > 1, niin ensimméinen koe on epdonnistunut. Vastaavasti jos
4=z > S, niin koe on epdonnistunut ainakin s kertaa perdkkdin. Yhtdlé (4.9) toimii
kaikilla pisteilla zo € . Néin ollen yhtélosta (4.9) seuraa, ettd epdonnistuneen kokeen

todennikoisyys on jokaisella yritykselld vihemmén kuin % Talloin

. T 1\’
(4.11) Ps: s, (P = 8) < <§>

kaikilla s = 0,1,2,.... Pysdytyshetken odotusarvo voidaan laskea seuraavasti:
X T | - X T
Bst.s, {p =D P&, (p > S)-
- s=0

Néin ollen yhtalosta (4.11) saadaan, etta

X T x
Es: s, P] < Eg 6 [X].

Nyt siis pétee, etta
T 2T -2
Valitaan C' = 2A, jolloin ollaan vihdoin pédsty tavoitteeseen. O

Jotta teorian yleistys toimisi oikein, pelialueen reuna taytyy olla tietysséd mielessa
riittdvan sdannollinen. Aikaisemmassa kappaleessa médriteltiin alueen €2 sddnnollinen
reunapiste Brownin litkkeen avulla. Muistetaan riittdva Poincaren kartioehto eli lause
3.38. Seuraava lause yleistédé lauseen 4.15. Valitettavasti p-harmonious funktiot eivét
yleensé ole jatkuvia, mutta onneksi p-harmonious funktiot ovat asymptoottisesti ta-
saisesti jatkuvia. Asymptoottinen tasainen jatkuvuus seuraa klassisesta Arzela-Ascoli
tyyppisestd kompaktiivisuuslauseesta, jota varten tarvitaan kaksi oletusta, jotka tayt-
tyvéat p-harmonious funktioiden tapauksessa. Todistus voidaan tehdé peliteoreettises-
ti.

LAUSE 4.16. Olkoon 2 C R™ avoin ja rajoitettu ja joka tdyttid lauseen 3.38 reuna-
sadannollisyysehdon. Olkoot € > 0, 2 < p < oo ja F : '« = R jatkuva funktio. Tdlloin
on olemassa funktio u,, joka on Dirichlet’'n ongelman

Apu, =0 alueessa ) ja
up(z) = F(x), kunxz el
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viskositeettiratkaisu. Olkoon u. hdirityn kéydenvetopelin arvofunktio parametreilla

o= ;’Jj ja B = H—Z maksufunktion ollessa F. Tdlloin

ue — up tasaisesti joukossa €1,

kun € — 0.

TobisTus. Todistuksen voi lukea yksityiskohtineen paperista [19]. O

4.4. Lyhenevan askelpituuden hiiritty kéydenvetopeli

Edellisessa kappaleessa tuli esille, ettd hiirityn kdydenvetopelin arvofunktio wu.
suppenee tasaisesti kohti p-harmonista funktiota w, tiettyjen oletusten ollessa voi-
massa, kun € — 0. Yksi oletus on se, ettd maksufunktio F' on jatkuva. Maksufunktion
F ollessa epéjatkuva, ei voida olettaa, ettéd on olemassa p-harmoninen funktio joukos-
sa 2 siten, ettd p-harmoninen funktio saa jatkuvasti epédjatkuvan funktion F arvot.
Toinen oletus liittyy joukon €2 reunaan. Jos 0€2 on hyvin epédsdannoéllinen, héirityn
kdydenvetopelin tutkiminen ei valttamétta ole mielekésta kyseisessa alueessa. Yksi
sopiva peli yllamainittuihin tilanteisiin on lyhenevin askelpituuden hairitty koyden-
vetopeli. Lyhenevén askelpituuden idea on peréisin Yuval Peresin ja Scott Sheffieldin
paperista Tug-of-war with noise: A game theoretic view of the p-Laplacian [22]. Pe-
resin ja Sheffieldin héiritty koydenvetopeli on kuitenkin muotoiltu formaalisti hieman
eri tavalla kuin tassé tyossd. Tamén vuoksi kirjoittaja on muokannut lyhenevan as-
kelpituuden idean vastaamaan tdmén tyon héirittyd koydenvetopelia.

Tutkitaan ensiksi niin sanottua pienen sdteen hiirittya koydenvetopelia. Kiinnite-
taan peliin tarvittavat parametrit kuten normaalistikin héirityssd kdydenvetopelissa.
Ainoa muutos on se, ettd ennen kuin pelid aloitetaan pelaamaan, toinen pelaajista
valitsee luvun ¢y > 0 ja toinen pelaajista valitsee luvun 0 < € < ¢y. Tamén jilkeen
pelataan hairittya koydenvetopelid tavalliseen tapaan sédteenéd parametri e. Merkitaan
symbolilla 1, Pelaajan 1 arvofunktiota, kun Pelaaja 1 valitsee ensin sdteen ¢, ja
Pelaaja 2 valitsee toisena sdteen e. Vastaavasti merkitdan symbolilla 5 Pelaajan 2
arvofunktiota, kun valintajarjestys on toisinpéin. Saadaan seuraava tulos.

LAuse 4.17. Ylldmainitussa pienen sdteen hdirityssa koydenvetopelissi pdtee jokai-
sessa lahtopisteessd xg € () :

V1(xg) := sup inf sup 1nf]E 5, F'(w7)] = lim inf u, (o).

e0>0 0<e<eg S1 S2 =0

Ua(xg) := inf sup inf sup ES s,[F(z,)] = limsup uc(zo).
e0>0 0<e<eg So e—0
TobisTus. Hiiritylla koydenvetopelilla on arvo kaikilla € > 0. Pelaaja 2 haluaa mini-
moida arvofunktiota ja Pelaaja 1 haluaa maksimoida arvofunktiota. Funktio info<.<,
on kasvava jono, joten Pelaaja 1 maksimoi arvofunktiota pienentdmélld parametria
€p > 0. Vastaavasti funktio supy_.., on vihenevi jono, jolloin Pelaaja 2 minimoi
arvofunktiota pienentdmaélld parametria ey > 0. 0

SEURAUS 4.18. Lauseen 4.16 oletusten ollessa voimassa, pienen sdteen hdirityn koy-
denvetopelin arvofunktioille pdtee

V1(z0) = V2(z0) = up(20),

missd uy(-) on p-harmoninen funktio joukossa € C R".
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Siirrytédn seuraavaksi lyhenevén askelpituuden héirittyyn kdydenvetopeliin. Kiin-
nitetddn jalleen avoin ja rajoitettu pelialue 2 C R" ja lahtopiste 2y € €. Kiinnitetdan
my6s maksufunktio F', mutta talla kertaa oletetaan vain, ettd F : 02 — R on ra-
joitettu funktio. Pelin sdénnoistd johtuen ei tarvita e -vyohykettd I'. télla kertaa.
Rakennetaan todennikéisyysavaruus (H>, F OO,IP’?L s,) melkein samalla tavalla kuin
tavallisestikin héirityn kdydenvetopelin tapauksessa. Koska pelin sddnnoét muuttuvat
héiritysta koydenvetopelisté, pelin strategiat muuttuvat myos erilaisiksi.

MAARITELMA 4.19. Olkoon xg € € ja olkoon v Pelaajan 1 arvofunktio seuraavanlai-
sessa pelissé:

Pelaaja 1 valitsee ensin ¢; > 0, ja tdmén jélkeen Pelaaja 2 valitsee 0 < € < ¢ siten,
ettd d.(zg,02) > e. Kun € on valittu, pelaajat pelaavat héirittyd koydenvetopelid
siteelld e. Aina, kun

de(z;,00) < e tai

4.12
(4.12) jollekin m > 1, j on pienin luonnollinen luku, jolle d.(z;,0Q) < 27™,

Pelaaja 1 valitsee uuden ¢y > 0 ja Pelaaja 2 valitsee uuden 0 < € < ¢ siten, etté
de(xj,00) > €.

Vastaavasti olkoon 77 Pelaajan 2 arvofunktio muuten samanlaisessa pelissa, mutta
valintajirjestys on toisinpéin. Pelaaja 2 valitsee aina ensin luvun ¢, ja Pelaaja 1 luvun
0 < € < ¢ siten, ettéd d.(z;,00Q) > e.

Lyhenevin askelpituuden hairityssé koydenvetopelissi strategiat ovat kaksivaihei-
sia. Pelaajien 1 ja 2 strategiat ovat arvofunktion v tapauksessa kaikilla £ = 1,2, ...

St(zo,. .., xp_1) =€)
S (2o, ..., Th1,€) = keB(:z:k 1,el),
Sa(xo,. . xp1,€6)) =€ € {0 <5< d(xp_1,00) > s} ja
S2(x0, ..., Tp_1,€) = kEB(xk el

misséi € on Pelaajan 2 valitsema side j. valintakerralla ja missé ef) on Pelaajan 1
valitsema € j. valintakerralla. Strategioita ST ja Si kiytetidn vain silloin, kun sdinnot
(4.12) niin sanovat. Vastaavasti vaihtamalla jérjestystd voidaan mééritelld strategiat
arvofunktion 7 tapauksessa. Merkitdén strategioilla

Sl = (3117512) ja

4.13
) 5= (85.53).

Todennékoisyysavaruus (H>, F°°, Pg s,) on olemassa hiirityssé koydenvetopelis-
sé kaikilla € > 0. Tamén vuoksi tdysin vastaavasti todenndkdoisyysavaruus on ole-
massa myos lyhenevédn askelpituuden variaatiossa, kunhan strategiat ovat muotoa
(4.13). Poistetaan todennékoisyysavaruuden perusjoukosta H aina kaikki nollamit-
taiset joukot. Télloin saadaan uusi perusjoukko, jota kuitenkin merkitddn samalla
merkilld H>°. Asetetaan, etté filtraatio (F;)¢cz, on luonnollinen filtraatio, jolloin on
kéytossd stokastinen kanta (H>, 7>, Py o , (Ft)iez, )-
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Maaritelladn, ettd lyhenevan askelpituuden héairityn koydenvetopelin maksu on
arvofunktion v tapauksessa

Vi — {infyeA F(y), missa A= {y € 0N : 3w e H* siten, ettd y = lim; o z;(w)}
0, A=0.

Vastaavasti maksu on arvofunktion 7 tapauksessa

W, — {supyeA F(y), missd A= {y € 0Q: 3w e H* siten, ettd y = lim; o z,;(w)}
0, A=10.

Nyt madritetdédn, ettd Pelaajien 1 ja 2 arvofunktiot v ja 7 ovat
- e )
v(zg) = S}qllp 1512f EY ¢, [V1] ja

v(xg) = ingf sgllp E§2752 [Vg] .

Huomautus 4.20. Mééritelmén 4.19 kohta (4.12) pitdd huolen siitéd, ettd peli ei voi
padttya &arellisella méaaralla pelikertoja. Toisin sanoen peli ei siis péédty koskaan.
Hiirityn koydenvetopelin yhteydessa todettiin, ettd Pelaajan 1 arvofunktio on
ui(zp) = sup iglf ES s, [F(zr)],
51 52

joka on sama kuin Pelaajan 2 arvofunktio lauseen 4.10 nojalla kaikilla ¢ > 0. Ly-
henevan askelpituuden pelissd tilanne on hieman eri. Ensinndkin pelin paattymét-
tomyydestéd johtuen arvofunktioissa ei voida ottaa odotusarvoa termistd F'(z.), silla
T = oo jokaisella w. Pienen séteen hairitty koydenvetopeli antoi hieman kuvaa siité,
miksi maksu kannattaa mééritelld joko infimumina tai supremumina yli mahdollisten
reunapisteiden.

Huomautus 4.21. Sdantojen (4.12) jalkimméinen ehto tarvitaan ldhinné teknisista
syistd. Tamé ehto ei muuta lyhenevin askelpituuden ideaa, mutta helpottaa jatkos-
sa itse padtuloksen eli lauseen 4.26 todistamista. Pdatuloksen todistuksessa tarvitaan
tarkkaa tietoa siitéd, milloin pelin sddntojen (4.12) mukaisesti valitaan uudet paramet-
rit € ja €y. Helpointa tdmé on tehda siten, ettéd alue €2 jaetaan pienempiin sisikkéisiin
alueisiin ja tutkitaan, milloin pelissé mennéén ensimmaéisen kerran ulos néistd pie-
nemmisté alueista.

Ennenkuin péaastadan kasiksi taméan kappaleen paidtulokseen, tutkitaan seuraavaksi
niin kutsuttua Perronin menetelmdd tietynlaisten osittaisdifferentiaaliyhtéloiden rat-
kaisemiseen. Vuonna 1923 O. Perron julkaisi metodin, jolla h&n pystyi ratkaisemaan
lineaarisen Dirichlet’n reuna-arvo ongelman

Au =0 joukossa 2
u=F  reunalla 0f2

erityisesti niissé tilanteissa, joissa joukko 02 on epésaénnollinen tai reunafunktio F
on epdjatkuva. Mybhemmin huomattiin, ettd sama metodi toimii my6s muille osittais-
differentiaaliyhtéloille. Perronin menetelmé toimii sellaisille osittaisdifferentiaaliyhté-
loille, jotka noudattavat vertailuperiaatetta. Erityisesti p-Laplacen yhtélo noudattaa
vertailuperiaatetta.
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MAARITELMA 4.22. Olkoon F' : 02 — R jokin rajoitettu funktio. Funktion F yld-
luokka on joukko Up, jolle

uelr <

u: Q) =] — 00, 00|, jolle pétee kolme ehtoa :
u on viskositeettisuperratkaisu joukossa (2,
u on rajoitettu alhaalta ja

limi?fu(x) > F(§), kun £ € 09.

Vastaavasti funktion F' ala-luokka on joukko Lp, jolle pétee
le Lp e —leU_p.
MAARITELMA 4.23. Funktion F': 92 — R yld-Perron ratkaisu on
Hp(z) = uignf u(x)

Ur
ja funktion F ala-Perron ratkaisu on
Hp(z) = sup l(x)
leELp

jokaisessa pisteessd x € 2.
MAARITELMA 4.24. Sanotaan, ettd funktio F': 90 — R on resolutiivinen, jos
H,=Hp=:Hp ja
Hp on p-harmoninen alueessa (2.
Méaaritelmé 4.24 on mielekés, silld yld- ja ala-Perronin ratkaisut ovat aina joko

p-harmonisia funktioita tai sitten identtisesti oo tai —oo. TAmé tulos on osoitettu
esimerkiksi Yoshikazu Gigan teoksessa [11].

ESIMERKKI 4.25. Olkoot p =n = 2 ja Q = B*(0,1) C R? punkteerattu pallo. Olkoon

reunafunktio
k =1
Flz) = 0, kun |z]
1, kun z = (0,0).

T&lloin saadaan, etta

_ 1
0 < Hp(xy,29) < Hp(x1,22) < €log (|—|> kaikilla € > 0.
x
Tamé johtuu siitd, ettd vakio 0 € Lp selvésti ja siitd ettd Hp < H p médritelmén
nojalla. Lisdksi
1
f(z) :=elog (m) e Up,

koska f on rajoitettu alhaalta, liminf, .o f(z) = co > 0 = F(0) ja liminf ,, f(z) =
0. Funktio f on viskositeettisuperratkaisu alueessa €2, koska f on jopa kaksi kertaa
jatkuvasti derivoituva, jolloin haluttu tulos saadaan suoraan derivoimalla. Kun ¢ — 0,
saadaan, etté
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Téallin F' on resolutiivinen, ja Perronin ratkaisu reuna-arvo ongelmaan on vakio-
funktio 0. Huomionarvoista on se, ettd tdméa ratkaisu ei saavuta oikeaa reuna-arvoa
origossa. Itse asiassa on helppo néyttéi, ettd ei ole olemassa funktiota, joka on p-
harmoninen joukossa {2 ja joka saavuttaa oikeat reuna-arvot, kun p=n=2. Mielen-
kiintoista on se, ettd kun p > n, funktio g(x) := 1 — |2|®=/®=Y on p-harmoninen
alueessa €, ja lisdksi g saavuttaa oikeat reuna-arvot.

Seuraavaksi paastain kasiksi itse padtulokseen.

LAUSE 4.26. Mddritelmdn 4.19 mukaisessa lyhenevin askelpituuden hdirityssa koy-
denvetopelissi koko pelialueessa §) pdtee

Hp<v<v<Hp.

Erityisesti jos I on resolutiivinen, pelin arvon kannalta ei ole vdilid, missd jdarjestyk-
sessd pelaajat valitsevat parametrit €y ja €, ja ei ole vdlid, onko maksufunktio mddri-
telty infimumina vai supremumina yli mahdollisten reunapisteiden.

TobisTus. Ensimméiseksi huomataan, ettd infimumin ja supremumin ominaisuuk-
sien nojalla ¥ < 7. Riittds osoittaa, ettdi 7 < Hp pétee, silld tdysin analogisilla
argumenteilla téstd seuraa epayhtilo H, < v. Olkoot u € Up, g € Q ja d > 0
mielivaltaisia. T&lloin riittda osoittaa, etté

on totta. Arvofunktion 7 tapauksessa Pelaaja 2 valitsee ensin séteen ¢, ja Pelaaja 1
tamén jdlkeen séteen e sddntojen (4.12) mukaisesti. Olkoon

Qp={x € Q:d(z,00) >27"}

ja valitaan m > 1 niin isoksi, ettd zy € €2,,. Joukko €2, on selvisti epatyhja, kun m
on kasvanut riittdvén isoksi. Olkoon Qm sellainen alue, etté €2, C Qm C Qi1 jaettd
Qm toteuttaa Poincarén kartioehdon eli lauseen 3.38. Joukko Qm on aina mahdollista
16y tAA.

Lauseen 4.16 nojalla on olemassa p-harmoninen funktio w,, joukossa €2,, siten, etti

U () = u(z) kaikilla € O,

Lisiiksi voidaan osoittaa, ettd w,(z) < u(z) kaikilla z € Q,,. Témé johtuu siitd,
ettd wu,, on p-harmoninen funktio ja u on viskositeettisuperratkaisu. Lauseen 4.16
nojalla p-harmonious arvofunktio u. suppenee tasaisesti kohti funktiota w,, joukon
Q,, sulkeumassa, kun € — 0. 3

Olkoon k,, € N ensimmaéinen k, jolle x; ¢ €,,. Lauseen 2.46 diskreettiaikaisen
version nojalla k,, on pysédytyshetki luonnollisen filtraation (F;);ez, suhteen. Koska
Q.. on rajoitettu, niin héirityssi koydenvetopelissi Pg g, (kpm < 00) = 1 kaikilla stra-
tegioilla 57 ja S5. Todistuksen ydin idea on siind, ettd Pelaaja 2 pystyy parametria €
sddtelemalld muokkaamaan pelin kulkua siten, ettd haluttu lopputulos tulee voimaan.

Nyt lauseen 4.16 nojalla Pelaajalla 2 on olemassa strategia Sy, siten, ettd

(4.14) EY s, [ulzr,)] = ES g, [ulzr,)|Fo] < ulzo) + 627"

riippumatta siiti, mink# parametrin 0 < €/ < eé Pelaaja 1 valitsee. Kuvassa 1 on yksi
mahdollinen pelin kulku.
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Kuva 1. Lyhenevan askelpituuden héirityn kéydenvetopelin mahdol-
linen kulku.

Ylliolevat padttelyt voidaan tehdd myds joukoille Qyq C Qpio C ---. Koska
pysaytyshetket
0 <kpw)<knpi(w) <kpia(w) <...

jokaisella w € H™, kiytossa on kasvava jono ajanhetkia. Asetetaan

Sop = 0

51 — ]{Jm
So = K41
53 = Kpio

Jélleen lauseen 4.16 nojalla Pelaajalla 2 on olemassa strategia Ss, siten, etté
(4.15) ES, s, [u(@s)|Fs, ] < ulzs,,) + 027"

kaikilla ¢ > 1. Osoitetaan, ettd S := (5,)2, on supermartingaali, kun Pelaaja 2
noudattaa strategiaa So, ja kun

t
Ss, == u(zs,) — (52 27",
i=1

Satunnaismuuttuja x,, on Fg,-mitallinen jokaisella ¢ > 0. Tama johtuu siitd, ettd
prosessi (x;);>0 on sopiva prosessi, jolloin saadaan, etté
p
v (B)N {se <p}=a,'(B) N Js =13

=0
p
= le—l(B) N{s; =1} € F,
=0

jokaisella ¢,p > 0 ja B € B(R"). Funktio u on p-superharmoninen, joten se on
puolijatkuva alhaalta. T&lloin v on Borel-mitallinen, jolloin yhdistetty kuvaus Ss, on
Fs,-mitallinen jokaisella t > 0. Koska v € U, niin u on rajoitettu alhaalta ja u # oo.
Voidaan olettaa, ettd u(x) # oo kaikilla € . Alkuperidinen epédyhtélo, jota ollaan
todistamassa, pétee triviaalisti niilla xy € €, joilla u(xg) = oo. Talloin voidaan siis
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ajatella, ettd funktio u on rajoitettu, jolloin E’ ¢ |S;,| < oo jokaisella ¢ > 0. Liséksi
vield jokaisella ¢ > 1 saadaan Pelaajan 2 strategian (4.15) nojalla, etta

B o, [SulFous] = B g, [u(2,)| o) 522 :

t
<wu(ws, ,)+0627" = 52 27"

i=1

u(zs,_,) 522‘
=S

St—1°

Supermartingaali S on rajoitettu avaruudessa L', koska supso K, . |Ss,| < o0
seuraa siitéd, ettd u on rajoitettu. Talloin lause 2.56 antaa, etté

lim S,
t—o0

on olemassa ja ddrellistd Pg’ o -melkein varmasti. Merkitddn lim; o u(zs,) = W,
jolloin saadaan, etta

W = lim S, + 0.
t—o00

Liséksi patee Fatou'n lemman eli lauseen 2.22 ja Doobin optimaalisen pysaytyksen eli
lauseen 2.52 nojalla, etta

EES,SQ* [W} = ]Eg(i,sz* [h{gg}lf Sst] +0
<liminfEg g [S,] +0
< E§2752* [SSO] +0
= u(zp) + 0.

Tiedetédin, ettd S;,(w) + 6 — W(w) Py g, -melkein kaikilla w ja jokaisella strate-
gialla S7. Muistetaan, ettd nollamittaisia polkuja ei huomioida lyhenevéan askelpituu-
den héiritysséd koydenvetopelissé. Lisdksi koska u € Up, niin iminf, e u(x) > F(§)
kaikilla & € 0€). Néin ollen saadaan, etta

p(s0) = infsup B, V3]
1
< sup ES) s,. {sup F(y)]
yeA

< sup ES) s,. {sup lim infu(a:)]

yEA T—Y

= supIEShS2 [W}
< u(xo) + 0. O

Huomautus 4.27. Lauseen 4.26 erés seuraus on se, etté voi olla olemassa sellainen reu-
nan 0f) ositus {A;}, etté toisella pelaajalla on olemassa sellainen strategia, jolla peli
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tulee padttymadn jonkin joukon A; ulkopuolella P¢° ¢ -melkein varmasti riippumatta
1,92
siité, mita toinen pelaaja tekee.

ESIMERKKI 4.28. Esimerkissi 4.25 reunafunktio

Fla) = 0, kun|z|]=1
1, kun z = (0,0)

osoitettiin resolutiiviseksi ja lisdksi osoitettiin, ettd Hp = (0. Télldin lauseen 4.26

nojalla v = v = 0. Tama tarkoittaa sité, ettd Pelaajalla 2 on olemassa strategia Ss,,

jonka avulla Pg). s, -melkein varmasti peli tulee pééttyméaén origon ulkopuolella.
Voitaisiin osoittaa, ettd reunafunktio

F(z) = xa(2),
missd A = {z € R? : 2 = (cosf,sind), § € QN [0,27]} on resolutiivinen ja etti
Hpr = 0. Jélleen lauseen 4.26 nojalla v = v = 0. Tama tarkoittaa sité, ettd Pelaajalla 2

on olemassa strategia S, , jonka avulla ng s, -melkein varmasti peli tulee padttyméén
ympyran kehépisteessd, jonka kulma on irrationaalinen.
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