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THVISTELMA

Unkarista lahtoisin  oleva Varga-neményi — matematiikanopetusmenetelmd on
konstruktivistinen ja oppilaslahtdinen tapa opettaa matematiikkaa. Menetelmésséd on
seitsemdn pedagogista perusperiaatetta: 1) todellisuuteen perustuvien kokemusten
hankkiminen, 2)abstraktion tie, 3) oppilaan kehityksen ja ominaispiirteiden huomioon
ottaminen, 4) toimintavélineiden runsas kayttd, 5) laaja ja yhtendinen Kkasitteiden

pohjustus, 6) opettaja ja matematiikan opetus ja 7) lupa erehtyd, vaitella ja iloita.

Varga-Neményi -kursseja jarjestetdan opettajille eri puolella Suomea. Téssé tutkimuksessa
aineisto koostuu taydennyskoulutuskursseilta keratyistd kirjoitelmista, joita arvioin
laadullisesti siséllonanalyysin avulla. Empiirisen tutkimuksen teoreettisena taustana
esittelen VVarga-Neményi — opetusmenetelmén perusperiaatteet seké joitakin matemaattisen
ajattelun malleja. Tutkimuksen empiirisessa osassa keskityn analysoimaan matemaattisen
ajattelun prosessin vaiheiden toteutumista Dienesin teorian pohjalta. Tarkastelen lisaksi
abstraktion tie — perusperiaatteen nayttaytymista kirjoitelmissa.

Tutkimustulosten perusteella voidaan todeta, ettd matemaattisen ajattelun prosessissa
erityisesti matemaattisten sédnnénmukaisuuksien havaitsemiseen tulisi kiinnittdd enemman
huomiota. Kaytdnndn toteutuksessa puutteita ilmeni myds opetettavan aiheen
mallintamisessa ja niihin liittyvéssé keskustelussa. Abstraktion tie — perusperiaate toteutui
alle kolmasosassa kirjoitelmista, mika viittaisi siihen, ettd tdydennyskurssit auttavat alkuun
menetelman kaytdssd, mutta menetelman sisdistdiminen ja matemaattisen ajattelun

tukeminen vaatii opettajalta jatkuvaa tydssé kehittymista.

Asiasanat: matematiikka, opetus, lapsilahtoisyys, toiminnallisuus, Varga-Neményi —

opetusmenetelmd, matemaattinen ajattelu, opettajan koulutus
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1 Johdanto

Opettajana ollessani pidin matematiikan tunneista, koska ne olivat helppoja ja rauhallisia.
Niita ei tarvinnut juurikaan etukateen suunnitella, koska tunnit noudattivat l&dhes aina
samaa oppikirjasidonnaista kaavaa: ensin opetetaan uuden aukeaman asia, sitten lasketaan
aukeaman tehtavat. Arviointi oli myds helppoa, silla kokeista naki suoraan, miten oppilaat
laskivat matematiikan tehtavid. Kun myOohemmin opiskelin Jyvaskylan yliopiston
matematiikan laitoksella, matematiikka ei ollutkaan en&i niin helppoa. Jouduin
opettelemaan monia asioita uudelleen ja korjaamaan aiemmin opittuja tietorakenteitani.
Aloin ymmartéd, kuinka suuri rooli matematiikan opetuksella on jo alakoulussa. Tutustuin
unkarilaiseen Varga-Neményi -menetelmaan tarkemmin ja paasin
luokanopettajakoulutuksen harjoittelussa toteuttamaan menetelmad kaytannossa. Aiempiin
matematiikan tunteihini verrattuna opetuksen erot olivat suuret. Suunnittelin tunnit
huolellisesti. Tuntisuunnitelmien perustella oppikirjaa taytettiin alle 17 prosenttia
oppituntien yhteenlasketusta ajasta. Suurin osa ajasta kdytettiin toiminnallisiin tehtaviin ja

erilaisten mallien, eli representaatioiden tuottamiseen.

Varga-Neményi — menetelméssé oppiminen perustuu oppilaiden yksilollisyyteen ja heita
ohjataan sen mukaisesti. Matematiikka on todellisuuteen liittyvien kokemusten
hankkimista, joiden avulla lasta ohjataan kohti abstraktia ikaan liittyvat erityispiirteet
huomioon ottaen. Menetelméd edistdd matemaattista ymmarrysta, silld se siséltaa
matemaattista ajattelua kehittdvid ominaisuuksia. Menetelma tukee ajattelun syvenemista
vaiheittain etenevand kaksisuuntaisena prosessina, joka ei valttaméattd ole lineaarinen.
Toiminnan, toimintavélineiden ja ilmaisun kautta syvennetaan ajattelua. Tunneilla mm.
mitataan, vertaillaan, jarjestetddn, ryhmitelladn, taputetaan, tdytetddn ja piirretaan.
Luokassa pyritddn hyvaan yhteishenkeen, jolloin on lupa iloita, véitelld, erehtyd seka
nauttia matematiikasta. Laskemisen lisdksi matematiikkaa opitaan ajattelemaan ja

puhumaan.

Menetelméan k&yttoon tarjotaan tdydennyskoulutuskursseja opettajille ja oppikirjoja on
k&annetty suomeksi alkuopetukseen. Menetelmaan liittyvasta Kirjallisuudesta pidetaan ylla
bibliografiaa. Tutkimuksia Varga-Neményi -menetelméstd on vahan. Menetelma on
mainittu monissa tutkimuksissa toiminnallisen matematiikan yhteydessa ja muutamissa pro
gradu -tutkielmissa sitd on vertailtu muihin matematiikan opetusmetodeihin, kuten

salamamatematiikkaan ja montessoripedagogiikkaan. Aiheesta 10ytyy kuitenkin vain kaksi



pro gradu -tutkielmaa. Toisessa Inkinen (2004) on tutkinut luokanopettajaopiskelijoiden
kokemuksia ja ajatuksia VVargan metodin kaytosta. Toisessa Kauppila ja Tenkanen (2008)
ovat analysoineet ensimmadisen luokan matematiikan oppimateriaaleja. Toistaiseksi
ainoassa aiheeseen liittyvassa vaitoskirjassa Tikkanen (2008) tutki suomalaisten ja

unkarilaisten neljasluokkalaisten matematiikkakokemuksia.

Matematiikan opetus ja sen kehittdminen on aina ajankohtaista, mutta erityisesti Pisa-
tulosten heikennyttyd 2012 on alettu perdénkuuluttaa uudenlaista pedagogista ajattelua ja
oppijakeskeisyyttd matematiikassa (Kupari, Valijarvi, Andersson, Arffman, Nissinen,
Puhakka & Vettenranta 2013, 70-71). Tama tutkimus tutustuttaa lukijan ei niinkaan
uuteen, mutta Suomessa suhteellisen védhan kéaytdssa olevaan Varga-Neményi
opetusmenetelmaén ja kertoo menetelmén toimivuudesta ja ongelmakohdista kaytannossa.
Erityisesti tutkielmassa on kiinnitetty huomiota matemaattisen ajattelun kehittymiseen ja

siihen, miten tdma opetusmenetelma tukee sita.

Tutkimuksen empiirisen osan tutkimusmetodiksi valitsin teorialahtdisen sisallénanalyysin,
koska tutkin menetelmén toteutumista Varga-Neményi -kurssilla olleiden opettajien
kirjoitelmien perusteella. Selvitin, miten opettajat soveltavat menetelmad kaytantéon ja
miten opetusjaksoilla toteutuu matemaattisen ajattelun kehittymisen eri vaiheet. Lisaksi
tutkin, miten opettajien ymmarrys menetelméstd kehittyy, kun he ovat osallistuneet
jatkokurssille.  Kirjoitelmissa opettajat ovat melko vapaasti saaneet Kirjoittaa
opetustuokioistaan, joten kuvaukset ovat hyvin subjektiivisia. Tutkijana olen yrittdnyt
saada ndiden kuvausten perusteella selvitettyd, miten menetelmén perusperiaatteita on

toteutettu matemaattisen ajattelun kehittamisen suhteen.



2 Matematiikan opetus Varga-Neményi -opetusmenetelmalla

2.1 Johdatus Varga-Neményi -opetusmenetelmaan

Matematiikan mekaaninen oppiminen ja opettajajohtoinen opetus ovat saaneet jo 1960-
luvulla Tamés Vargan ja hédnen tyoryhménséd kehittdmddn matematiikan opetusta
luovempaan ja ymmaérrysta kehittavampédén suuntaan (Oravecz & Kivovics, 2005, 25).
Menetelmidn alkuperdinen nimi ”A Composite Method” ja unkarilaisten kéyttdma
”Kompleksinen matematiikka” viittaavat erilaisten teoreettisten ldhestymistapojen
yhdistelmaan. Metodin taustateoreetikoista Tikkanen (2008, 66) mainitsee Comeniuksen,
Piaget’n, Dienes’n, Poélyan, Montessorin sekd Vygotskyn. Suomessa “unkarilainen
matematiikka” liittyy alkuopetuksen matematiikkaan, mutta opetusmenetelmén soveltajat
puhuvat Varga-Neményi -menetelméstd sen perustajia kunnioittaen (Tikkanen &
Lampinen, 2005, 78). Eszter C. Neményi tutustui opiskeluaikanaan Vargan ajatuksiin ja on
siitd lahtien kehittdnyt matematiikan opetusta ja opettajankoulutusta sek& Unkarissa ettd

Suomessa (Lampinen & Korhonen, 2010).

Varga-Nemeényi -menetelméssa opetus on ongelmakeskeistd, jolloin oikeata vastausta
enemman Kkiinnostaa se, miten siihen on péaasty. Menetelma tayttdd myos monet keskeiset
ehdot oppilaan terveen itsetunnon ja myonteisen minakuvan kehitykselle. (Korpinen, 2005,
152, katso myos Tikkanen 2008, N&atanen & Matikainen 2005). Opetusmenetelméstd on
erotettavissa seitseman pedagogista perusperiaatetta: 1) todellisuuteen perustuvien
kokemusten hankkiminen, 2) abstraktion tie, 3) oppilaan kehityksen ja ominaispiirteiden
huomioon ottaminen, 4) toimintavélineiden runsas kaytto, 5) laaja ja yhtendinen kasitteiden
pohjustus, 6) opettaja ja matematiikan opetus ja 7) lupa erehtyd, vaitelld ja iloita
(Tikkanen, 2008, 66). Periaatteet esittelen tarkemmin luvussa 2.2.

Koska Varga-Neményi -menetelmalld on teoreettinen orientaatio (ks. tamén luvun
ensimmainen kappale), rakenne, toiminnan periaatteet, sosiaalinen systeemi, tukisysteemi
ja vaikutukset, voidaan puhua opetusmenetelméstd (Tikkanen 2008, 65). Rakenne ja
toiminnan periaatteet on selkeésti havaittavissa pedagogisista perusperiaatteista. Myos
sosiaalinen vuorovaikutus ja opettajan suhde matematiikkaan, sen oppimiseen ja
opettamiseen (tukisysteemi) sisaltyvat perusperiaatteisiin. Menetelman vaikutus on todettu

mm. Tikkasen véitoksessd (“Helpompaa ja hauskempaa kuin luulin” Matematiikka



suomalaisten ja unkarilaisten perusopetuksen neljasluokkalaisten kokemana, 2008). Néin
ollen kaytan metodista nimityst& VVarga-Neményi -opetusmenetelma.

2.2 Varga-Neményi -opetusmenetelman perusperiaatteet

Todellisuuteen perustuvien kokemusten hankkiminen

McPhersonin ja Paynen (1987) mukaan matemaattinen ymmarrys alkaa useilla lapsilla
kehittya jo ennen kouluiké&é tarpeesta ratkaista arkisiin kokemuksiin liittyvida ongelmia.
Sosiaalinen kanssakdyminen ja aikuisten tarkkailu tutustuttaa lapset kaytdnnon
matematiikkaan. Té&std syystd koulumatematiikan pitéisi pohjautua lasten aiempiin
kokemuksiin ja konkretiaan (McPherson & Payne 1987, 75-76). Lapset tarvitsevat
konkreettisia ja tosielamaan perustuvia kokemuksia, jotta he pystyvat muodostamaan
muistikuvia matemaattisista kasitteistd seka rakentamaan uusia kasitteitd opittujen péalle
(Oravecz & Kivovics, 2005, 23; Pound & Lee, 2011, 57). Abstraktioon padstdan, kun
ymmarretddn asia ensin omien kokemusten kautta. Lapsi ei vélttamattd osaa vastata
kysymykseen “kuinka paljon saadaan, kun lisdtddn kahteen yksi”. Jos kysymyksen
muotoilee tikkareiden, pehmolelujen tai jonkun muun lapsen eldmaan liittyvan asian
avulla, lapsi pystyy helpommin vastaamaan kysymykseen (Pound & Lee, 2011, 57). My6s
Perusopetuksen opetussuunnitelman perusteissa kehotetaan hytdyntaméan arkipdivan
tilanteissa eteen tulevia ongelmia ja ratkomaan niitd matemaattisen ajattelun ja toiminnan
avulla (POPS 2004, 158). VVarga-Neményi -opetusmenetelmassa tama on kehotuksen sijaan

yksi perusperiaatteista.

Toiminnallisia ja autenttisia oppimiskokemuksia hankitaan mm. mittaamalla, peittamalla,
tayttamalla, laskemalla, taputtamalla ja hyppimélla. Talla tavoin saadaan kokemuksia eri
aistihavaintojen kautta (Oravecz & Kivovics, 2005, 23). Lapsi ryhmittelee, luokittelee,
jakaa osajoukkoihin ja yhdistelee. Téllaista toimintaa, jossa lapsi jarjestelee ympéristoaan
ja saa tietoa toiminnan kohteesta, Peel (1971) Piagetiin viitaten kutsuu fyysiseksi
kokemukseksi. Loogis-matemaattiset kokemukset taas lisadvat tietoa itse toiminnasta ja
sen tuloksista. Talléin lapsi voi esimerkiksi oivaltaa rivissa olevia karkkeja laskiessaan,
ettd tulos on sama kummastakin pééstd aloitettaessa. (Peel 1971, 156.) Toiminta ja
konkretia kulkevat ké&si kadessda ja monesti oppilaan oma keho on luonteva véline
monenlaisessa toiminnassa (Risku & Tikkanen 2004, 8). Oivalluksiin pééstdan siis

toiminnan ja konkretian kautta.



Abstraktion tie

Matematiikka on tdsmaéllisté ja loogista. Sen takia opetuksen on edettdva systemaattisesti ja
johdonmukaisesti. Matematiikan abstraktit kasitteet ovat vaikeita pienille lapsille, koska
heidén ajattelunsa on vield konkreettisten toimintojen ja mallien varassa (Risku 2002, 115-
116). Tdmén takia abstraktion tien huolellinen “kulkeminen” on tidrkedd. Tikkasen (2008,
69) mukaan abstraktion tie tarkoittaa pedagogista periaatetta, joka kuvaa lapsen kasitteen
oppimisen vaiheita fyysisistd kokemuksista loogis-matemaattisiin kokemuksiin. Oravecz ja
Kivovics (2005, 25) jakavat abstraktion jatkumon neljaan osaan, jolloin abstraktion tiella
edetdan toiminnallisista (kehollisista) kokemuksista valineiden kautta kuviin ja siitd kohti
symboleita. Koko ajan rinnalla kulkee kieli. Tikkanen & Lampinen (2005) antavat t&sta
esimerkin: Parillisuutta tutkiessa voidaan ensin muodostaa oppilaiden kanssa parijono,
jolloin saadaan fyysinen kokemus oppimisesta. Taman jalkeen jokainen oppilas saa
pulpetilleen kasan papuja tms. jotka hadn jarjestaa parijonoon. Parijonoa havainnollistetaan
seuraavaksi piirtdmalla tai kuvan tarkastelulla. Lopuksi parillisuutta tutkitaan luvuilla ja
Kirjoitetaan symbolein (Tikkanen & Lampinen 2005, 80).

Abstraktion tielld edetd&n spiraalimaisesti, jolla taataan késitteiden pitkdaikainen
kypsyttaminen. Jokaiseen aiheeseen palataan monta kertaa ja niiden péélle rakennetaan
uusia siséltoja. Tehtdvien yhteydessa oppilas saa palata konkreettiseen malliin niin
monesti, kuin on tarpeen. N&in pohjustetaan varsinaisen kasitteen maarittymista ylemmilla
luokilla, 12-16 -vuoden idssé. (Oravecz & Kivovics, 2005, 24-25.) Neményin (2005, 34)
mukaan yleistavd abstraktio on mahdollinen noin 12-13 -vuoden idssa. Alakoulussa
oppimisen tie on ainoastaan induktiivinen, jossa tiedon hankinta tapahtuu omien
kokemuksien kautta (N&atanen & Matikainen, 2005, 92).

Vaikka Néatdnen & Matikainen (2005, 92) tiivistavat Varga-Nemenyi -opetusmenetelmén
sanoihin “’konkreettisesta abstraktiin”, abstraktion tietd kuljetaan Oraveczin & Kivovicsin
(2005) mukaan myos vastakkaiseen suuntaan. N&in oppilas voi abstraktien merkkien,
lukujen tai laskutoimitusten yhteydessd koota, havainnollistaa ja keksid tehtévalle
sanallisen muodon (Oravecz & Kivovics, 2005, 25). Esimerkiksi yhtalon 15:3=5 oppilaat
voivat kuvata piirtamalla, vélineilla tai leikkiméalla (Tikkanen 2008, 70).

Dienesin (1973) mukaan matematiikan oppiminen tapahtuu kuudessa vaiheessa. VVapaassa
leikissa (free play) lapsi sopeutuu ympaéristoon ja etsii siitd kiinnostuksen kohteita. Mika

tahansa vapaa leikki ei kuitenkaan edistd matemaattista ajattelua. Siksi aikuisten tulee



rakentaa ympéristo siten, ettd sieltd tarjoutuu Kiinnostavia matemaattisia kokemuksia
lapsille. Toisessa vaiheessa lasta ohjataan etsimd&n vapaan leikin pohjalta
sdannonmukaisuuksia (regularities). Esimerkiksi loogisilla paloilla leikkiessa paloja
voidaan jarjestella tiettyjen ominaisuuksien mukaan ryhmiin. Kolmannessa vaiheessa
tarvitaan samanrakenteisia leikkejd, jotta pystytd&dn havaitsemaan yhdenmukaisuuksia
(isomorphism game). Kun lapsi pystyy erottamaan erilaisista leikeista lainalaisuuksia ja
tunnistaa epdoleelliset piirteet, on abstraktion ensimmainen taso saavutettu. Ennen
abstraktion tdydellistd saavuttamista ajattelua taytyy mallintaa (representations)
esimerkiksi piirtamalla Vennin diagrammeja® tai vastaavia visuaalisia representaatioita.
Viidennessa vaiheessa malleja tarkastellaan keskustelun avulla. Téssé vaiheessa tarvitaan
Kieltd, jonka avulla jokainen lapsi voi kuvailla havaitsemaansa omin sanoin. Mydhemmin
voidaan miettid, mika kuvauksista sopii malliin parhaiten, jolloin luodaan perusteita
aksioomille. Matemaattisen ajattelun viimeisessa ja kehittyneimmassé vaiheessa péaastaan
formaaleihin saantoihin. Matemaattinen ilmio méaéritelladn yksiselitteisesti ja tiivistetysti.
Néiden avulla muodostetaan formaalit aksioomat (laskulait) ja teoreemat. (Dienes 1973, 6-
9)

Oppilaan kehityksen ja ominaispiirteiden huomioiminen

Varga-Neményi -opetusmenetelméssa ikadn liittyvat erityispiirteet otetaan jatkuvasti
huomioon ja hyddynnetdén lasten luontaista tiedonjanoa ja innokkuutta oppia (Naatanen &
Matikainen 2005, 92-93). Se on myds pedagoginen periaate, silla opettajan taytyy tuntea
6-12 -vuotiaiden kehityksen taso seka kaytettavissa olevat tiedon resurssit, sanavarasto ja
keskittymiskyky. Liséksi persoonallisuuden yksillliset ominaispiirteet on otettava
huomioon ja jokaista oppilasta kehitetddn hanen omalla tasollaan. (Oravecz & Kivovics,
2005, 26.) Varga (1971, 21) tiivistadkin osuvasti tdimén perusperiaatteen idean: Oleellista
ei ole miettid, missa iassd esim. geometriaa tulisi opettaa, vaan mitd geometrian asioita

opetan tdmaén ikaisille ja miten?

! Venn-diagrammi on matematiikan joukko-opissa kaytettava diagrammi, joka kuvaa matemaattiset tai
loogiset suhteet joukkojen vélilla ja havainnollistetaan joukkojen valisid operaatioita (esim. leikkaus).
Normaalisti joukkoja kuvataan ympyrailla, jotka leikkaavat toisiaan.
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Neményin (2005, 33) mukaan alakoululainen ei pysty ymmartamaan verbaalisia tai
kirjoitettuja merkkejd, jos niitd ennen ei ole synnytetty mielikuvia, joita uusissa tilanteissa
voidaan palauttaa mieleen (ks. kuvio 1). Opettaja johdattelee oppilaita sanallistamaan
oppilaiden toiminnan kautta oivaltamat asiat vasta sitten, kun mielikuva on tarpeeksi vahva
verbalisointiin  (Naatdnen & Matikainen 2005, 92). Symbolivaiheeseen siirtyminen
ennenaikaisesti aiheuttaa puutteita keskeisten kasitteiden ymmartamisessa ja hallinnassa,

josta voi seurata oppimisvaikeuksia (Ikdheimo 1998, 241).

aistimukset, kuvat, koetut

ja esitetyt tapahtumat
sana, ajattelu,
ilmaisu, alylliset
lause toiminnot

Kuvio 1. Matemaattisen ymmarryksen kehittyminen (Neményi 2005)

Matematiikan opetuksessa Varga-Neményi -opetusmenetelmallda pyritddn kayttdmaén
lapsen ikatasoon sopivaa kieltd. Joukko-opissa joukon sijaan voidaan puhua ryhmasta tai
kasasta, jotka ovat lapselle tutumpia sanoja (Oravecz & Kivovics 2005, 27). Yhtéldissa
muuttuja voidaan korvata sanalla “jotakin” ja itse yhtdld lausumalla yhtdsuuruusmerkin
kohdalla esimerkiksi “on yhtd suurta kuin”. Matemaattisten kisitteiden muuttamisessa
lapsen ikatasoon sopivaksi taytyy kuitenkin olla tarkkana, ettei késite itsessaan muutu.
Yhtasuuruusmerkkiéd ei esimerkiksi voi korvata pelkéstddn sanalla ”on” silld se ei kuvaa

kahdensuuntaista relaatiota.

Usein lapset onnistuvat parhaiten selittdmadn ja selventdmadn asiaa toisilleen. Vargan
(1971) mukaan yksildllisia eroja voidaan ottaa huomioon tydskentelemallda ryhmissa.
Ryhmét kannattaa muodostaa erilaisin perustein, jottei ryhméjaoista tule liian lokeroivia
(esim. ikaryhmat). Ryhmatydskentelylld on myds se etu, ettd oppilaille tarjoutuu enemmaén
oman tason tehtdvid. Vaikka opettaja ei ehtisikddn ottaa jokaista oppilasta yksilona
huomioon, erilaisia ryhmid muodostamalla oppilaille tarjoutuu enemmé&n mahdollisuuksia
yksilolliseen opetukseen. Ryhmé- ja paritdiden avulla jokainen lapsi voi toimia omalla
tasollaan, saada tietoa oppimisestaan ja vertaispalautetta ikétovereiltaan (Varga 1971, 25—
26). Vaikka luokka olisi taidoiltaan homogeeninen, erilaiset tytskentelytavat opettavat

sosiaalisia taitoja seka luovat yhteishenkea.
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Toimintavalineiden runsas kaytto

Todellisuuteen perustuva matematiikka ja havainnollistaminen vaativat erilaisia valineita.
Havainnollistamisvélineelld Varga-Neményi -opetusmenetelmassa tarkoitetaan opettajan
kayttdmia vélineitd, jolloin oppilaat seuraavat opettajan toimintaa. Toimintavalineet taas
viittaavat oppilaiden yksilollisessa kaytossa oleviin valineisiin, joiden avulla oppilaat
oivaltavat itse matemaattisia suhteita (Tikkanen 2008, 74). Servais’n (1971, 95) mukaan
toimintavélineiden tarkein tarkoitus on antaa oppilaalle mahdollisuus oivaltaa.
Konkreettisten toimintojen ja havainnoinnin kautta muodostetaan mielikuvia asioista.
Alkeellinen abstrakti muoto ajattelulle saadaan, kun mielikuvat pystytddn palauttamaan
mieleen ilman konkreettisia valineitd (Servais, 1971, 94). Varga perusteli
toimintavélineiden kdytt6d mm. Piaget’n kehitysteorian avulla, jossa tuntoaistiin perustuvat

kokemukset ovat tarkeimmaét oppimisen alkuvaiheessa (Tikkanen, 2008, 73).

Vastaavasti Pound ja Lee (2011, 52) kannustavat valineiden kehittdmistd ja kayttoa
abstraktin ja konkreettisen maailman yhdistamisessa. Heiddn mukaansa matemaattista
oppimista edistavien valineiden ké&yttd polveutuu kahdesta lahteestd, joista myos
Zuckerman ja Resnick (2003) artikkelissaan puhuvat: 1800-luvun alkupuolella
ensimmadisen lastentarhan perustaja ja vapaan leikin kannattaja Friedrich Frobel kehitti
puiset geometriset palikat (Froebel’s Gifts), joiden avulla lapsi voi tunnistaa ja erottaa
ymparoivastd maailmasta 16ytyvid malleja. 1900-luvun alussa Maria Montessori kehitteli
vastaavanlaista materiaalia vanhemmille oppilaille (Zuckerman & Resnick 2003, 3).

Vélineiden runsaassa kaytdssa on varottava, ettei niistd tule oppimisen hallitsijaa.
Viélineiden kayttoa tulee harkita ja suunnitella tarkoin, jotta ne edistavat oppimistavoitteen
saavuttamista ja kasitteiden oivaltavaa oppimista (Risku & Tikkanen 2004, 11). Siséallén
relevanssin ohella mm. Montessori piti tarkednd sitd, ettd oppilaat saivat myods valita
oppimateriaaleja itse (Kallonen-Ronkkd 1998, 266). Oppimisen kannalta ei siis ole
mielekéstd kayttad sellaisia toimintavalineitd, joita kohtaan oppilailla ei ole mitdan
mielenkiintoa. Vélineiden taytyy innostaa oppilaita ja tehdd matematiikasta ymmarrettavaa

ja hauskaa.

Varga-Neményi  -opetusmenetelmdssa  oppilaiden  kaytossa  kokoajan  olevia
toimintavélineitd kutsutaan pysyviksi toimintavalineiksi (Oravecz & Kivovics, 2005, 24).
Naitd ovat esimerkiksi Frobelin ja Montessorin aikaansaannoksista kehitetyt varisauvat

(Cuisenaire Rods, 1-10cm), loogiset palat ja geolauta (Pound & Lee, 2011, 52).
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Vérisauvojen avulla lapsi voi oivaltaa kasitteita kuten pituus, tilavuus ja murto-osa seka
jarjestédd ja luokitella sauvoja koon ja varin mukaan. Loogisten palojen avulla voidaan
opettaa mm. kombinatoriikkaa, joukko-oppia, logiikkaa ja muita ajattelun taitoja.
Geolaudan avulla voidaan oivaltaa vaikkapa pinta-aloihin liittyvié asioita. Tarpeellisimmat
valineet ovat kuitenkin Lampisen ja Tikkasen (2005, 83) mielestd unkarilaiset vérisauvat
(1-10cm, 12cm ja 16cm), loogiset palat ja sinipunakiekot, jotka kannattaa hankkia

luokkaan ensimmaiseksi.

Laaja ja yhtendinen kasitteiden pohjustus

Vargan (1971, 16) mukaan nuoret lapset kykenevat oppimaan ja ymmartamaéan konkretian
kautta vaativanakin pidettyja sisaltdalueita, vaikka opetus painottuu usein yksinkertaiseen
aritmetiikkaan. Matematiikkaa tulisi opettaa kokonaisuutena, jotta lapsen ajattelu kehittyisi
(Oravecz & Kivovics, 2005, 26). Matematiikka rakentuu aksioomista ja méaritelmista.
Talléin laskutoimitukset ja lukukésitteet patevat koko matematiikassa, eivatkd vain
tietyissa aihepiireissa. Jos matematiikan asioita opiskellaan muistisaantding, kaavoina tai
muilla “litanioilla”, jotka opetellaan ulkoa, ymmarrystd ja ajattelua ei tapahdu.
Esimerkkind Varga mainitsee konveksit? monikulmiot, jotka voidaan opetella ulkoa

ymmartamatta silti, miksi ympyra on konveksi (Varga, 1971, 17).

Oppilaan kehitystason ja sopivan kielen huomioon ottaminen ei tarkoita sitd, etta
matematiikan késitteitd pitaisi véltella. Duffin (1987, 49) muistuttaa, ettd arjesta tutut sanat
saattavat matematiikassa tarkoittaa eri asioita, jolloin néiden ero taytyy tehda selvaksi
késitteeseen tutustuttaessa. Esimerkiksi sana ”lainata” on harhaanjohtava itse operaation
kannalta ja epésopiva kuvaamaan vahennyslaskun tilannetta. Matematiikkaan vahvasti
liittyvét verbit, adjektiivit ja nominit (parillinen, pariton, liséitd, jakaa, kolmio, nelid...) on
otettava sanastoon alusta lahtien. Liséksi olisi syytd tarttua niihin tilaisuuksiin, jolloin

ihmettelya késitteisiin liittyen syntyy erilaisten aktiviteettien lomassa (Duffin 1987, 49).

Tama Varga-Neményi -opetusmenetelmén periaate on myds valtakunnallisessa
opetussuunnitelmassa: “Matematiikan on edettivd systemaattisesti, ja sen tulee luoda

kestdvd pohja matematiikan késitteiden ja rakenteiden omaksumiselle. Konkreettisuus

2 Konveksille monikulmiolle pétee, ettd jokainen konveksin monikulmion sisakulma on korkeintaan 180
astetta ja ettd millddn monikulmion kahta pistettd yhdistavélla janalla ei ole pistettd, joka kulkisi
monikulmion ulkopuolella.
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toimii tarkedna apuvalineend yhdistettdessa oppilaan kokemuksia ja ajattelujérjestelmia
matematiikan abstraktiin jarjestelmdan” (POPS 2004, 158). Varga-Neményi -
opetusmenetelméd perustuu spiraaliopetussuunnitelmaan, jossa samoihin kasitteisiin
palataan yha uudelleen riippumatta mihin matematiikan osa-alueeseen se kuuluu. Vargan
(1971, 21) mukaan matematiikka on kokonaisuus, eika sita tule paloitella jaksoihin tai

kursseihin.

Opettaja ja matematiikan opetus

Varga-Neményi -opetusmenetelmén kéyttdminen vaatii Tikkasen ja Lampisen (2005)
mukaan opettajalta paljon, koska tehtévat vaativat ohjausta matematiikan rakenteiden
omaksumiseen. Tydskentelya matematiikan parissa tdytyy tukea ja johdattaa eteenpdin
seké valita kullekin tasolle haluttuun suuntaan kehittavié tehtavia (Tikkanen & Lampinen
2005, 75). Lampisen ja Korhosen haastattelussa (2010) Neményi sanoo, ettd opettajan
matematiikan ja kehityspsykologian osaamisen tulee olla tavanomaista parempi ja
syvallisempi seka jatkuvassa kehityksessa. Jotta opettaja pystyy reagoimaan jokaisen
lapsen ajatuksiin ja soveltamaan matematiikkaa, hénen tulee ymmartdd matematiikan
rakenteita (Yrjonsuuri, 1998, 140; Lampinen & Korhonen 2010). Talloin kasitteitd on
helpompi kayttéa oikein ja valtytddn antamasta matemaattisesti epapatevia muistisdantoja
(esim. kertominen suurentaa ja jakaminen pienentdd”). Servais (1971b) pitdd opettajan
matematiikan osaamista erittain tarkednd, mutta myontad, ettd kaikkien muiden aineiden
ohessa on turhan optimistista olettaa, etta alakoulussa oppiainehallinta matematiikassa olisi
kovin korkea. Olisi kuitenkin hyvéd, ettd jokaisesta koulusta l6ytyisi vahintdaan yksi
matematiikan erityisosaamisen hallitseva opettaja, joka voisi toimia apuna ja

neuvonantajana muille opettajille (Servais 1971b, 235-236).

Opettajan oma asenne, tavoitteet, kokemukset ja motivaatio matematiikkaa kohtaan
vaikuttavat opetukseen (Na&veri, Ahtee, Laine Pehkonen & Hannula 2012, 84). On
todennakdista, ettd oppilaat pitdvdat matematiikasta, jos huomaavat opettajankin siita
nauttivan (Tikkanen 2008, 85, 160). Korpisen (2005) mukaan terveen minékasityksen
omaavat opettajat pystyvat paremmin luomaan luokkaympadriston, jossa vuorovaikutus on
runsaampaa ja oppilaat saavat yksilollista tukea enemman. Epdvarma opettaja ei nauti
opettamisesta ja saattaa turvautua liikaan kontrolliin ja autoritaarisuuteen (Korpinen 2005,

155). Naatanen ja Matikainen (2005, 93) peradnkuuluttavatkin erdanlaista luovaa hulluutta,
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jolloin opettaja johtaa luokkaa innolla, huumorilla ja vauhdilla. Kun matematiikkaa
opetetaan mielenkiintoisesti ja hauskasti kurinalaisuutta unohtamatta, saadaan kehitetyksi

voimakas yhteenkuuluvuuden tunne koko luokkaan.

Lupa erehtya, vaitella ja iloita

Jotta matematiikan oppimisesta saataisiin hauskaa ja edellda mainittuja periaatteita
pystyttéisiin toteuttamaan, on luotava turvallinen ja yhteistyokykyinen ilmapiiri.
Perinteisesti matematiikan opetuksessa oppilaat ovat hiljaa ja vastaavat vain silloin, kun
heilld on lahes varma vastaus tai tieto asiaan liittyen. Kaytant6ja pitéisi muuttaa sellaisiksi,
ettd asioista keskustellaan vapaammin ryhmaéssa, jolloin puhuminen edesauttaa ratkaisun
loytdmista (Malaty 1997, 19; Naveri ym. 2012, 84). Luokka pysyy hiljaisena, jos oppilaan
vastaukseen reagoidaan vain “oikein” tai “vdirin” kommenteilla. Jos taas opettaja kysyy

vastauksen jilkeen ”Miksi?”, kaikki saavat osallistua keskusteluun ja auttaa perusteluissa.

Né&atasen ja Matikaisen (2005) mukaan koko menetelman pohjana on oppilaiden ja
opettajan luottamuksen ja yhteistyon tunne. Oppilaat voivat esittdéd ratkaisujaan virheitéa
pelkadmattd, silla virheet ovat osa matematiikkaa ja ne rikastuttavat keskustelua. Opettaja
antaa huomiotaan kaikille oppilaille ja seuraa heidén edistymistdén jatkuvasti. Han ohjaa
oppituntia huolellisesti ja tarkasti kuitenkaan olematta pelottava. Koko luokka toimii

yhteistydssa ja erilaiset ideat jaetaan kaikille. (N&atanen & Matikainen 2005, 93.)

Virheitd toivotaan myos opettajalta. Varga (1971) toteaa, ettd jos opettaja tekee avoimesti
virheita eikd haped myontaa tietamattomyyttaan, oppilaatkin uskaltavat erehtyd. Oppilaat
nakevat, ettd myds opettaja tekee virheitd, eivatka haped omia virheitdan. (Varga 1971,
26). Matematiikan tunnilla kaikkien tulisi olla tasa-arvoisia ja antaa kaikille samanlaiset
mahdollisuudet saada onnistumisen kokemuksia. Virheiden kautta opitaan. Siksi Tikkanen
(2008) kehottaa selvittdmaadn vastausten lisaksi myods sen, miten oppilas péasi tulokseen.
Jos lapsi ei osaa selittdd ajatteluaan, selitysta voi tukea auttavilla kysymyksilla. Opettaja
voi myos rehellisesti sanoa, ettei ymmartanyt, mité lapsi tarkoitti. Se ei loukkaa lasta, vaan
antaa oppilaalle viestin, ettd opettaja yrittdd ymmaértad hantd. Se voi myds innostaa muita

oppilaita auttamaan selityksessa (Tikkanen 2008, 79-80).

lloisten matematiikan tuntien lisdksi turvallisen ja myonteisen ilmapiirin luominen, jossa

toisia kunnioitetaan, osoittaa oppilaalle, ettda hén on arvokas. Korpisen (2005, 156) mukaan
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tima& johtaa myonteiseen minédkasitykseen ja itsearvostukseen. Perusopetuksen
opetussuunnitelmassa mainitaan, ettd matematiikka vaikuttaa oppilaan henkiseen
kasvamiseen ja edistdd oppilaan tavoitteellista toimintaa ja sosiaalista vuorovaikutusta
(POPS 2004, 158). Ei siis liene liioiteltua vaittaa, ettd tdma on yksi menetelmén

tarkeimmisté periaatteista.

2.3 Varga-Neményi -opetusmenetelman koulutus ja kdyttd Suomessa

Talla hetkelld Suomessa on noin tuhat Varga-Neményi -opetusmenetelméaan
tdydennyskoulutettua opettajaa (Lampisen ja Tikkasen suullinen tiedonanto 21.5.2012).
Pitké&kestoista koulutusta on annettu jo ainakin vuodesta 2000. Koulutus aloitettiin
Jyvaskylassé ja Polvijarvella Agnes Kivovicsin johdolla. MyShemmin opetusmenetelméan
kokeiluun osallistui lisda kouluja Jyvaskylasta ja Polvijarveltd, seka opettajia Espoosta ja
Helsingista. Helsingissé taydennyskoulutuskursseilla koulutti ja luennoi Eszter C. Neményi
ja Jyvaskylassa luokanopettajien matematiikan ja pedagogiikan koulutuksessa kouluttajana
toimi mm. Marta Oravecz (Tikkanen & Lampinen 2005, 81). Menetelmd on nykyéén
kaytossd ainakin Espoossa, Helsingissd, Jyvaskyldssd, Polvijarvelld, Kuopiossa ja

Riihimé&ella (VVarganenmenyi.fi).

Koulutusta Varga-Neményi -opetusmenetelmdstd on tarjolla alkuvuosia enemman.
Koulutus- ja kehittdmiskeskus Palmenia jatkokouluttaa opettajia jatkuvasti eripuolella
Suomea. Menetelmaa tukevaa koulutusta on jo yli kymmenen vuotta antanut myos Espoon
Matikkamaa, joka on yksi matematiikan opetusta kehittavistd pedagogisista keskuksista.
(Varganenmenyi.fi). Vaikka menetelmddn koulutetaan jatkuvasti uusia opettajia,
koulutuksen vaikutusta ei ole tiettavésti tutkittu. Koska opettajien opetusratkaisuihin
vaikuttaa vahvasti kasitys hyvastad opettamisesta ja oma asenne matematiikkaa kohtaan
(Pehkonen, 2011, 22), ammatillisen kehittymisen arviointi on tarkedd. Seuraavaksi pohdin
matematiikan aineenhallinnan merkitystd alakoulussa sekd pyrin madritteleméén
matemaattista ajattelua ja matematiikan ymmartdmista siltd osin, kun se tutkimuksen

kannalta on oleellista.
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3 Luokanopettajan matematiikan ja pedagogiikan taidot

Varga-Neményi -opetusmenetelmén pedagogisissa perusperiaatteissa korostetaan opettajan
matematiikan osaamista, joka on edellytyksend oppilaiden ké&sitteiden muodostumiselle
sekd kestdvan pohjan luomiselle. Luokanopettajien matematiikan taidot ovat kuitenkin
Hékkisen, Tossavaisen ja Tossavaisen (2011, 60) tutkimusten perusteella
kahdeksasluokkalaisten tasolla. Pehkonen (2011, 16) on todennut matematiikan opetuksen
tason pysyvan alkuopetuksesta yliopistoon suhteellisen mekaanisella tasolla eika
korkeamman tason ymmarrystd juurikaan saavuteta. Lisaksi monilla alku- ja
luokanopettajilla on negatiivisia tunteita ja asenteita matematiikkaa kohtaan (Kaasila,
Hannula, Laine & Pehkonen 2005, 82; Copley 2004, 402-403), minka ei Varga-Neményi -
opetusmenetelmdn mukaan katsota edistavan lasten oppimista. Jyvaskylan yliopistossa
luokanopettajien matematiikan opinnot koostuvat pakollisesta neljdn opintopisteen
matematiikan kurssista (Luoko OPS 2013), mikéli opiskelija ei tamén liséaksi muita
matematiikan kursseja valitse. Asenteiden ja matematiikan taitojen korjaamisessa vastuu

on siis opiskelijoilla.

Vaikka Neményi vaatii opettajilta tavanomaista parempia matematiikan taitoja ja
kehityspsykologian tuntemista, Kivovicsin (2013) mukaan véhaiset matematiikan taidot
eivat ole este Varga-Neményi -opetusmenetelmén kéyttoon eikd hén mielelladn
erottaisikaan matematiikan taitoja ja opettamista toisistaan opettajankoulutuksessa.
Menetelma auttaa opettajaa hankkimaan pohjan ja auttaa ammatilliseen kehittymiseen.
Toiminnallisuus opettaa, silld opettajan on aina ensin tehtdva itse tehtavat, jotka hén aikoo
oppilailla teetattdd. Menetelman kayttéon riittdd osata matematiikasta se alue, mika
opetettavien lasten taso on, joten korkeampaa matematiikkaa ei tarvita. Opettajan taytyy
kuitenkin olla tietoinen siitd, mihin opetus johtaa, Kivovics muistuttaa. Hyva osaaminen
koostuu useammasta tekijastd ja menetelméssa korostuu erityisesti pedagogiset taidot.
(Kivovicsin haastattelu 4.6.2013.)

Kehityspsykologian osalta Varga-Neményi -opetusmenetelmad kéyttdvan opettajan
keskeisiin késitteisiin liittynee menetelman teoriataustalta 10ytyvéa lahikehityksen vyohyke
(Zone of proximal development). Lahikehityksen vyohykkeelld Vygotski (1982) tarkoittaa
vaiheita, joissa lapsi ratkaisee yhteistydn ja ohjauksen kautta vaativampia tehtavia kuin
itsendisesti. Kun tehtdvat ovat tarpeeksi lahelld lapsen kehityksen tasoa, han pystyy

seuraavassa vaiheessa ratkaisemaan tehtavén itsenéisesti. Opetus on siis laadukasta silloin,
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kun se kulkee kehityksen edelld (Vygotski, 1982, 184-186). Vygotskin ajatuksista
oppimisen teoriaa lahti kehittelem&&n ja soveltamaan Galperin (Koskinen, 2005, 114).
Lahikehityksen vyohykkeen lisaksi keskeista Galperinin teoriassa on Vygotskin kasitys
psyykkisen toiminnan rakentumisesta ulkoisen toiminnan kautta. Etenkin kielen merkit

kehittyvat lapsen ja aikuisen yhteisessa toiminnassa (Galperin, 1979, 28).

Galperinin (1979, 83-84) oppimisen teorian ydinkésite “orientaatio” tarkoittaa etukdteen
tapahtuvaa suoritusta, sekd suuntaamista. Psykologinen orientoituminen alkaa toimia
tilanteista, joita ei ole ennen koettu. Ongelmasta syntyy tavoite ja sisdinen motivaatio,
jolloin myds tutkimistoiminta aktivoituu. Talldin subjekti kartoittaa tilannetta, suunnittelee,
kokeilee, korjaa ajatuksiaan, kokeilee uudestaan ja suorittaa tehtdvan. Orientoituminen on
siis merkitysyhteyksien selkiyttamista (Galperin, 1979, 87—-89). Oppimisprosessin tarkein
vaihe on orientaatiovaihe, jossa muodostetaan orientaatioperusta. Engestrémin tulkinnassa
perusta muodostuu oppimistoiminnon tavoitteesta (toiminnon tai kasitteen kuvaus) ja
tulevan toiminnan suoritusta ohjaavasta ennakkokuvasta (esineiden, mallin, kaavioiden tai
algoritmin avulla esitettyind) ja yleisistd toiminnanohjeista (Koskinen, 2005, 117).
Galperinin  teoria (1979, 90) siséltdd liséksi tarpeet, tunteet ja tahdon
orientoitumistoimintaan, jolloin  orientaatioperustan ~muodostaminen on samalla

oppimistoiminnan edellyttamien affektiivisten valmiuksien hankkimista.

Kun orientaatioperusta muodostetaan aktiivisessa vuorovaikutuksessa opettajan kanssa, on
oppiminen Galperinin mukaan tehokkainta. Jos orientaatiovaiheen ohittaa, oppimisprosessi
saattaa tyrehtyd jolloin oppiminenkaan ei ole endd mielekastd. Koska matematiikka
rakentuu vahvasti aiempien kasitteiden varaan ja sille on ominaista pitkét seuraantoketjut,
kasitteellisten  yhteyksien sdilyminen tietorakenteissa edesauttaa onnistuneeseen
oppimisprosessiin. Ilman orientoitumista oppilas joutuu usein turvautumaan ulkoa

oppimiseen, jolloin matematiikasta tulee merkityksetonta. (Koskinen, 2005, 118-119.)

Edelld kerroin Varga-Neményi -opetusmenetelmén taustalta 16ytyvista kehityspsykologian
kasitteistd, joista ainakin lahikehityksen vyohykkeen pitéisi olla kasvatustieteitd
opiskelleille tuttu. Mutta miten luokanopettajat kayttavat kehityspsykologian tietojaan
hyodyksi opetuksessa? Pedagogisia taitoja sek& didaktiikkaa tarvitaan, kun mietitaén,
miten voi ohjata lasta l&hikehityksen vyohykkeelld matematiikassa. Malatyn (1997)
mukaan hyva metodi on sellainen, joka tekee lapsista aktiivisia ajattelijoita tunneilla.

Talloin opettaja kysyy oppilailta paljon sopivia kysymyksi4, joiden avulla opettaja saa
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tietoa oppilaiden sen hetkisen ymmarryksen tasosta (kontrollikysymykset) ja joiden avulla
johdetaan uuden asian keksimiseen tai probleeman idean I6ytdmiseen (heuristiset
kysymykset). Tallaisten matematiikan tuntien suunnittelu vaatii Malatyn mukaan
opettajalta matematiikan ymmartdmisen liséksi hyvéa tietoa matematiikan historiasta,
hyvaa tietoa kielestd sekd etymologian harrastamista. Opetettavasta aiheesta on I0ydettava
yhteydet aiemmin kaytyihin asioihin sek& tulevaan, joista sitten rakennetaan heurististen
kysymysten jérjestelma. (Malaty 1997, 24-25.)

Kivovics (2013) korostaa pedagogisia taitoja eikd vaadi “korkeamman matematiikan”
osaamista. Kuitenkin Unkarissa Varga-Neményi -opetusmenetelman opetussuunnitelma
rakentuu 6-18-vuotiaille (Lampinen & Korhonen 2010, 22). Menetelméan kayttajilla
matematiikan hallinta lienee siis hyvd ja opettajat pitdvat huolta ammatillisesta
kehittymisestadn, jotta matematiikan oppiminen olisi saumatonta. Suomessa Varga-
Neményi -opetusmenetelmad kaytetadn lahinna esi- ja alkuopetuksessa, joten toistaiseksi
pedagogisilla taidoilla voidaan paikata heikompaa matematiikan osaamista ja

luokanopettaja pystyy tyoskenteleméan alkuopetusikaisten l&hikehityksen vyohykkeella.

Jo alakoulun ylemmilla luokilla ylospdin eriyttdminen vaatii luokanopettajalta
matematiikan osaamista laajemmin. Esimerkiksi koordinaatistoa kayttadessé oppilas saattaa
kiinnostua funktioihin liittyvista asioista. Talloin opettajan olisi hyvé osata funktioiden
ominaisuuksia myos itse, jotta pystyisi ohjaamaan oppilasta uusiin oivalluksiin. Laajaa ja
yhtendista kasitteiden muodostusta varten alakoulun opettajan tulisi hallita hyvin ainakin
lukualueet ja niiden véliset operaatiot, jottei tietyilla lukualueilla tehdyista havainnoista
muodosteta ~ ehdottomia laskusaantoja. Laajemmalla lukualueella kaikki
sdannonmukaisuudet eivat nimittain pade ja esimerkiksi luonnollisilla luvuilla
pienemmaésté luvusta ei voida vahent&a suurempaa, mutta muilla lukualueilla se onnistuu
kylla. Ylipaataan opettajan tulisi pohtia ensin omaa ymmarrystdén aiheesta, ennen kuin
aihetta kasitelldadn oppilaan kanssa, silla opettaja, joka hallitsee sdanndénmukaisuudet ja
ymmartad késitteet on tutkitusti tehokkaampi, kuin muistisddnnét ja prosessit osaava
opettaja (Sarama & DiBiase 2004, 419). Matematiikan oppisisaltdihin perehtynyt opettaja
voi kaavojen ja laskutekniikoiden ohessa edistdd myos oppilaiden matemaattista ajattelua.

Seuraavaksi pohdin, mitd matemaattinen ajattelu on ja miten se ilmenee Varga-Neményi —

opetusmenetelmassa.
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4 Matemaattinen ajattelu ja sen kehittyminen
4.1 Matemaattinen ajattelu

Matemaattisen ajattelun maéaritelmi& ja kuvauksia esiintyy matematiikkaan liittyvassé
kirjallisuudessa paljon, mutta toisaalta sitd kdytetddn myos maéaritteleméattomana kasitteena
esimerkiksi perusopetuksen opetussuunnitelmassa (ks. POPS 2004, 158). Yrjonsuuri
(2007, 155) puhuu matemaattisesta ajattelusta oppimisen ja ajattelun syvenemisen
yhteydessd, kun opiskelun seurauksena yksilo tuottaa uusia matemaattisia ajatuksia ja
matematiikan tieto ja ajattelu ik&an kuin samastuvat. Pehkonen (2011) esittelee
artikkelissaan Burtonin méaritelmén, jossa matemaattinen ajattelu on matematiikan avulla
ajattelemista, sekd Ricen ndkdkulman matemaattisesta ajattelusta joka painottuu
ajattelustrategioihin (Pehkonen 2011, 12). Malaty (2002, 118) tiivistad matemaattisen
ajattelun deduktiivisuuteen, jolloin yleisista tosiasioista (tai lauseista) voidaan johtaa uusia
tosiasioita. Pehkonen (2011) kuitenkin muistuttaa, ettd pelkkd looginen ajattelu ei riit4
matematiikkaa aktiivisesti kayttavélle, vaan se vaatii myds luovaa ajattelua. Looginen ja

luova ajattelu liittyvét toisiinsa, etenkin ongelmanratkaisusta puhuttaessa.

Sternberg on matemaattisen ajattelun madritelmia tutkineena todennut, ettei varsinaisia
yhteisid elementtejd matemaattiselle ajattelulle 10ydy, vaan maédritelmat matemaattisen
ajattelun luonteesta vaihtelevat erilaisten tutkimuslahtokohtien mukaan. Han on luokitellut
matemaattisen ajattelun ominaispiirteita ja saanut viisi lahestymistapaa: psykometrinen
ldhestymistapa (the psychometric approach), antropologinen ladhestymistapa (the
anthropological approach), pedagoginen ladhestymistapa (the pedagogigal approach),
tiedematematiikan Idhestymistapa (the mathematical approach) ja tiedon prosessoinnin
ldhestymistapa (the computational approach). Joutsenlahti on koonnut matemaattiseen
ajatteluun liittyvia kasitteitd, jotka kuvaavat tai auttavat ymmartdmaan matemaattista
ajattelua tai liittyvat oleellisesti ajatteluprosessiin. N&itd ovat uskomukset, kulttuuri,
ongelmanratkaisu, matemaattiset kyvyt seka informaation prosessointi. Ongelmanratkaisun
Joutsenlahti (2005) liittaa Sternbergin lahestymistavoista pedagogiseen, tiedematematiikan
ja tiedon prosessoinnin lahestymistapaan, joista kahdessa viimeisessa on oleellista myods
informaation prosessointi. Siispd koululaisilla matemaattinen ajattelu ilmenee kahdessa
prosessissa, ongelmanratkaisussa ja kasitteenmuodostumisessa. (Joutsenlahti 2005, 50-51,
64-68).
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Leppdahon (2007) mukaan useat tutkijat pitdvat ongelmanratkaisua matemaattisen
ajattelun ytimend. Sternbergin pedagogisessa lahestymistavassa ongelmanratkaisu nghdaan
keskeisena tyotapana matematiikan opiskelussa (Joutsenlahti 2005, 65). Matemaattista
ajattelua pystytdén harjoittelemaan parhaiten, kun tullaan ongelmatilanteeseen, jota ei
voida ratkaista muutamassa minuutissa. Toisaalta matemaattinen ajattelu ei rajoitu
pelkéstddn matematiikkaan, vaan se on omaa ymmartdmystd kasvattava prosessi
(Leppdaho 2007, 32). Vastaavanlaiseen ajatukseen johtavat tulokset matematiikan
oppimista koskevista kokeiluista, joissa onnistuneimmissa interventioissa kaytettiin
menetelmid, jotka soveltuivat kaikkiin oppiaineisiin. N&issd menetelmissa ja periaatteissa
ajattelu- ja oppimistaitojen opettaminen integroitiin oppiaineen opettamiseen (Kinnunen &
Vauras 1998, 278-279). Matemaattista ajattelua pystytaan siis kehittdmaan yli
oppiainerajojen, jos menetelmat ovat oikeat. Tiedollisen taidon Kkehitystd voidaan
Yrjonsuuren (1998) mukaan eritelld ja yhdistad ajattelun kehitysvaiheisiin ja kéyttaa
hyvéaksi eri oppiaineiden sisdltdjen ja rakenteen erittelyssd. Kognitiivisen taidon
kayttdminen onkin laaja ja monipuolinen matemaattisen ajattelun ala (Yrjonsuuri 1998,
135).

Matemaattisen toiminnan Yrjonsuuri (1998) jakaa algoritmiseen ja reflektoivaan
ajatteluun. Algoritminen ajattelu tuottaa tyokaluja ratkaista tehtdviad tai kehittdd keinoja
paasta mahdollisimman l&helle tulosta. Se muokkautuu sen mukaan, mihin sisaltéon yksilo
keskittyy ja on eré&énlaista taitotietoa. Reflektoivassa ajattelussa korostuu yksimielisten
séantdjen ja deduktiivisten paatelmien kautta syntyvét oivallukset, joiden avulla pystytaan
lopulta vakuuttumaan lopputuloksesta. Yhdessa algoritminen ja reflektoiva ajattelu tekee

oppimisesta laajaa ja syvallista. (Yrjonsuuri 1998, 135-136.)

Sternbergin matemaattisen ajattelun l&hestymistavoista opettamisen nakokulmaan liittyy
pedagoginen l&dhestymistapa. Opetus- ja oppimisprosesseja jalkeenpdin tarkastelemalla
voidaan kuvailla oppilaiden matemaattiseen ajatteluun vaikuttavia tekijoitad seka kehittaa
opetusta niin, ettd se kehittda oppilaiden ajattelua (Joutsenlahti 2005, 65). Oppilaiden ja
opiskelijoiden matemaattisen ajattelun havainnointi on térke&&, jotta opetusta pystytéan
muokkaamaan sellaiseksi, etté se kehittdd matemaattista ajattelua. Toisaalta myds opettajan
matemaattista ajattelua tulisi jollain tapaa seurata, jotta tiedetddn, pystyykd opettaja

haastamaan oppilaat ajattelemaan lahikehityksen vyohykkeell&.
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Seuraavaksi avaan matemaattiseen ajatteluun liittyvid kasitteitd ja teorioita. Tata kautta
selittyy myos se, miten VVarga-Neményi — opetusmenetelmad edistdd matemaattista ajattelua

jaymmarrysta.
4.2 Matemaattinen ajattelu Varga-Neményi -opetusmenetelmassa

Matemaattiseen ajatteluun liittyvat laheisesti ké&sitteet matemaattinen ymmaértdminen,
matemaattinen tietorakenne seka tiedon luonne (Pehkonen 2011, 12). Varga-Neményi -
opetusmenetelmén perusperiaatteiden taustalta 16ytyvat kaikki edelld mainitut kasitteet.
Matemaattinen tieto jaetaan menetelmétiedoksi (procedural knowledge) ja ké&sitetiedoksi
(conceptual knowledge). Menetelmétietoa edustaa suomennoksensa mukaisesti menetelma
tai algoritmi kun taas kasitetieto muodostuu solmujen ja linkkien kautta semanttiseksi
tietorakenteeksi. Kasvatuksellisen ndkokulman mukaan tiedonlajeista késitetietoa seuraa
menetelmatieto, kun taas kehityksellisestd nakokulmasta katsottuna tekeminen on edellytys
tiedolliselle puolelle. (Pehkonen 2011, 17.) Varga-Neményi -opetusmenetelmdssa
matemaattisen tiedon lajeja tarkastellaan kehityksellisestd nakokulmasta, jolloin tekemisen

kautta opitaan késitteité ja kasvatetaan tietorakenteita.

Matemaattisella tietorakenteella Pehkonen (2011, 17) tarkoittaa loogista kokonaisuutta,
joka muodostuu tosiasiatietojen ja niiden valisten yhteyksien ymmaértamisestd. Koska
kaikilla osa matemaattisesta tiedosta on uskomustasolla, opettajan tulee ainakin osittain
olla selvilla oppilaiden tietorakenteista, jotta han voi auttaa heitd kehittdmaan
tietorakenteitaan (Pehkonen 2011, 18-19). Varga-Neményi -opetusmenetelman yksi
perusperiaate korostaa kielellistdmista seka kehityksen ja ominaispiirteiden huomioimista.
Kéytdnnossé opettaja seuraa oppilaiden tietorakenteiden kehittymistd havainnoimalla

toimintaa ja keskustelua.

Perusperiaatteissa etenkin laaja ja yhtendinen kasitteen muodostus, oppilaan kehityksen ja
ominaispiirteiden huomioiminen seké abstraktion tie painottavat ymmartamista. Pehkonen
(2011) on koonnut matemaattiseen ymmartamiseen liittyvia luonnehdintoja.
Ymmartdminen on ajattelun tulosta ja toimii aikaisemmin hankitun tiedon kautta. Se on
“omien ajatusten jdrjestdmistd” ja vastaa kysymykseen “Miksi?”. Se kuuluu prosessiin,
jossa vaaditaan selittdmistd, todisteiden loytamistd, yleistdmistd, soveltamista,
analogioiden loytdmistd ja esimerkkien soveltamista. Matemaattisessa ymmartdmisessa
uudesta tiedosta tulee osa yksilon sisdistd tietoverkkoa, jolloin mentaalinen ja
tietoverkoston representaatio yhdistyvét. (Pehkonen 2011, 12-13.) Varga-Neményi -
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opetusmenetelmassa tarjotaan erilaisia representaatioita (ks. esim. Tikkanen 2008), joiden
avulla lapsi pystyy valitsemaan omaan tietoverkostoon sopivimmat mallit ja rakentamaan
nain ymmarrystaan. Matemaattista ymmarrysta vahvistetaan keskusteluilla, jolloin opettaja

pyytéa selityistd, todisteita ja esimerkkeja sekd kysyy usein ”"Miksi?”.

Matemaattisen ymmartamisen kehittymisestd on luotu viimeisten vuosikymmenien aikana
useita teorioita (Pehkonen 2011, 15). Pirie ja Kieren (1994) kuvaavat matemaattista
ymmartamista prosessina, missé yksilo etenee yhdeltd ymmartdmisen tasolta toiselle.
Tasoja on kahdeksan, alkeistietdminen (primitive knowing), mielikuvan muodostaminen
(image making), mielikuvan omaaminen (image having), ominaisuuksien huomaaminen
(property noticing), formalisointi (formalising), havaitseminen (observing), jasentdminen
(structuring) ja keksiminen (inventising) (Pirie & Kieren 1994, 170-171; Pehkonen 2011,
15; Joutsenlahti 2005, 69; Leppéaho 2007, 34).

Alkeistietdminen sisdltdd opetettavaan asiaan liittyvat ennakkotiedot, esimerkiksi
peruslaskutoimitukset pinta-ala — késitteen ymmartdmisessa tai pinta-alan ymmartaminen
tilavuuden oppimisessa. Mielikuvan muodostamisen vaiheessa oppija kayttaa ja yhdistelee
esitietojaan visuaalisesti sek& toiminnallisesti opettajan tarjoamien havaintovalineiden
avulla. Mielikuvan omaamisen vaiheessa oppija pystyy toimimaan mentaalisella tasolla
ilman konkreettisia apuvalineitd. Ominaisuuksien huomaamisen vaiheessa mielikuvia
kasitteleméallad ja yhdistelemélld erilaisten nakdkulmien kautta oppija l0ytaa kasitteelle
ominaisuuksia ja rakennetta. Formalisoinnin vaiheessa operoidaan pelkkien symbolien
avulla. Havaitsemisen vaiheessa oppija havainnoi formaalia toimintaansa ja pystyy
muodostamaan matemaattisen teoreeman kasitteeseen liittyen. Jasentdmisen vaiheessa
matemaattisten mallien yhteyden ymmartaminen kasvaa jolloin formaalit havainnot
voidaan yleistad seka soveltaa niitd. Keksimisen tasolla oppijalla on jasentynyt ymmarrys
kéasitteestd. Lisaksi oppijan ennakkokéasitykset ovat muokkautuneet sellaisiksi, etteivat ne
hairitse uuden asian oppimista. (Pirie & Kieren 1994, 170-171; Joutsenlahti 2005, 69-71,
Leppaaho 2007, 34-36.)

Pirien ja Kierenin matemaattisen ymmarryksen malli on hyvin l&helld abstraktion tie —
perusperiaatetta ja Dienesin (ks. luku 2.2) matemaattisen ajattelun vaiheita. Pirien ja
Kierenin mallissa vaiheet 2-7 ovat itse asiassa hyvinkin samankaltaiset kuin Dienesin
matemaattisen ajattelun malli. Vain alkeistietdmyksen ja keksimisen vaiheet puuttuvat (ks.

kuvio 2). Koska Dienesin mallissa lahdetdan liikkeelle alle kouluikéisen lapsen
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matemaattisen ymmarryksen kehittymisestd, varsinaista matemaattista alkeistietamysta ei
valttamatta viela ole. Ympaéristod havainnoidaan ja matematiikkaan liittyvia
kiinnostuksenkohteita etsitdédn Dienesin vapaan leikin vaiheessa. Kuten vapaassa leikissé,
my®os Pirien ja Kierenin mielikuvan muodostamisen vaiheessa korostetaan toimintaa seka
opettajan tai aikuisen merkitystd havainnointivélineiden tarjoajana. Dienesilla vapaan
leikin kautta tarjotaan lapselle mahdollisuuksia sadnnénmukaisuuksien havaitsemiseen
leikkien tai toimintavélineiden kautta. Pirien ja Kierenin mallissa mielikuvan
muodostamisen vaiheen jalkeen konkreettisia vélineitd ei endd tarvita ja mielikuvan
omaaminen on erddnlainen “sulatteluvaihe”, jossa hataraa késitystd opittavasta aiheesta
kaydaan lapi ajattelemalla. Dienesilla opittavaa aihetta vahvistetaan samanrakenteisilla
leikeilld, jolloin lapsi havaitsee yhdenmukaisuuksia. Pirien ja Kierenin ominaisuuksien
huomaamisen vaiheessa yhdistyy Dienesin kaksi vaihetta: mallintaminen ja mallien
tarkastelu. S&&nnonmukaisuuksien ja yhdenmukaisuuksien havaitsemisesta seuraa
ominaisuuksien ja rakenteen l0ytdminen opittavalle matematiikan kasitteelle, jolloin
mallintaminen ja erilaisten mallien tarkastelu on tarpeen. Dienesin formaalien saantdjen
vaiheessa taas Pirien ja Kieren kolme vaihetta yhdistyy, kun oppija pystyy operoimaan
symboleilla, havainnoi toimintaansa ja oivalluksiaan seké yleistéa ja soveltaa oppimaansa.
Pirien ja Kierenin mallin viimeisessd vaiheessa oppilaan ennakkokasitykset ovat
muokkautuneet ja hanelld jasentynyt ymmarrys kasitteestd. Dienesilla (1973, 5) taas

kokonaisvaltainen ymmartaminen on koko toiminnan tavoite.
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alkeistietdmys

mielikuvan vapaa leikki

muodostaminen

saannonmukaisuuksien havaitseminen

mielikuvan omaaminen yhdenmukaisuuksien havaitseminen

ominaisuuksien mallintaminen

huomaaminen
mallien tarkasteleminen

formalisointi

_ ) formaalit saannot
havaitseminen

jasentaminen

keksiminen Q

Kuvio 2. Pirien ja Kierenin 1994, (vas.) matemaattisen ajattelun mallin ja Dienesin 1973, (oik.) matemaattisen
ajattelun vaiheiden yhtélaisyyksia.

Molemmissa malleissa korostuu toiminnallisuus ja kieli. Varga-Neményi -
opetusmenetelmassa ne 16ytyvét perusperiaatteista. Piriella ja Kierenilla toiminta ja ilmaisu
esiintyvat mallissa valivaiheina (Pirie & Kieren 1994, 175; Joutsenlahti 2005, 71). Kun
abstraktion tielld edetddn spiraalimaisesti, Pirien ja Kierenin mallin vaiheet ovat
sisakkaisid. Prosessi etenee aluksi jokaisen vaiheen kautta, mutta koska oppiminen ei ole
suoraviivaista, ymmarrystd voidaan vahvistaa palaamalla sisempiin vaiheisiin (folding
back) (Piere & Kirien 1994, 173; Pehkonen 2011, 15; Joutsenlahti 2005, 72; Lepp&aho
2007, 36). Takaisin  kiertyminen on l6ydettdvissa my6s Varga-Neményi —
opetusmenetelman perusperiaatteissa kun abstraktion tietd kuljetaan my0s toiseen
suuntaan. Tallainen vastakkaisliike on ominaista matemaattiselle ajattelulle ja

ymmartamiselle (Joutsenlahti 2005, 72; Leppaaho 2007, 36).



25

Kuten edellisissd matemaattisen ajattelun malleissa, my6s Yrjonsuuri (2007) esittda
oppimisen ja ajattelun syvenemisen ei-lineaarisena vaiheittain etenevand prosessina.
Eteneminen konkreetista abstraktiin tapahtuu neljassé vaiheessa. Ensimmaéisessa havaitaan
malliksi valittu tapahtuma konkreettisena eri yhteyksissa. Oppilaille tarjotaan tiettyjen
kasitteiden oppimiseen tarkoitettuja valineitd vapaaseen leikkiin ja annetaan lapsen keksia
niille k&yttotarkoitus. Seuraavassa vaiheessa mallitapahtuma yleistetdén ja kasite liitetdén
siithen. Lapsen huomio Kiinnittyy tai kiinnitetddn siis niihin ominaisuuksiin, jotka ovat
kasitteen kannalta oleellisia. Kolmannessa vaiheessa mallitapahtuma sisdistetaan ja kasite
omaksutaan siihen liittyvand. Tapahtuma on toistettu useasti, jolloin lapselle alkaa
muodostua sisdinen malli kasitteestd. Konkreettisiin malleihin voidaan kuitenkin palata
tarvittaessa vapaasti. Viimeisessa vaiheessa késite abstrahoidaan ja irrotetaan
mallitapahtumasta. (Yrjonsuuri 2007, 155-156.)

Edelld olen esitellyt matemaattiseen ajatteluun liittyvid kasitteitd joihin matematiikan
opetukseen liittyvassa Kirjallisuudessa viitataan, ja teoreettisia malleja joita toistuvasti
esitelladn. Edelld esittdmissani matemaattisen ajattelun malleissa havaitsin yhteisié
ominaisuuksia, jotka tulevat vahvasti esille myds Varga-Neményi — opetusmenetelmassa.

Naissa malleissa mainittiin seuraavat huomiot:

Ajattelun syveneminen on vaiheittain eteneva prosessi.
Prosessi ei ole lineaarinen (eri vaiheissa voidaan olla samanaikaisesti).

Vaiheissa eteneminen ei ole yksisuuntaista.

A w0 np e

Ajattelun syveneminen vaatii toimintaa ja ilmaisua.

Abstraktion tie on prosessi, jossa liikutaan vaiheittain toiminnallisista ja konkreettisista
kokemuksista abstraktimpaan. Oppijan iastd riippuu, kuinka korkealle matemaattiselle
tasolle viimeisessd vaiheessa pyritdan. Etenemalld toiseen suuntaan, eli abstraktista
konkreettiseen pystytddn vahvistamaan ja syventdmaan ymmarrystd. Perusperiaatteiden
mukaisesti opetus on lapsilahtoistd, eli se sisaltad runsaasti toimintaa ja ilmaisua. Aiemmin
opittuihin asioihin voidaan palata niin monta kertaa kuin on tarpeen. Osana Varga-
Neményi — opetusmenetelmad abstraktion tie kehittda siis matemaattista ajattelua. Mutta
minkalaisia ovat matemaattista ajattelua kehittdvat oppitunnit ja opetusjaksot? Miten ne
toteutetaan ja minkalaista ajattelua opettajalta vaaditaan tuntien suunnitteluun? Naihin
kysymyksiin pyrin  myohemmin vastaamaan. Seuraavassa luvussa esittelen tamén

tutkimuksen empiirisen osan tehtavat ja toteutuksen.
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5 Tutkimustehtivit ja tutkimuksen toteutus

Edella totesin, ettd abstraktion tie siséltdéd matemaattiselle ajattelulle ominaisia piirteita.
Abstraktion tietd toteutetaan muiden Varga-Neményi — opetusmenetelmén periaatteiden
(todellisuuteen  perustuvien kokemusten hankkiminen, oppilaan kehityksen ja
ominaispiirteiden huomioon ottaminen, toimintavélineiden runsas kayttd, laaja ja
yhtendinen kasitteiden pohjustus, opettaja ja matematiikan opetus sekd lupa erehtyd,
véitell4 ja iloita) yhteydessd, joten Varga-Neményi — opetusmenetelma kokonaisuudessaan

harjoittaa matemaattista ajattelua.

Tassa tutkimuksessa tarkoitukseni on opettajien kirjoitelmien analyysin perusteella
selvittdd, miten opettajat toteuttavat koulutuksen pohjalta Varga-Neményi -
opetusmenetelmaa kéaytantoon. Koulutus- ja kehittdmiskeskus Palmenia jarjestdad Varga-
Nemeényi — kursseja, joista valittavina on esiopetuksen, 1. ja 2. luokan kurssit. Ndiden
kurssien tavoitteena on antaa opettajalle valmiudet opettaa matematiikkaa Varga-Neményi
— menetelméan mukaisesti esi- ja alkuopetuksessa, seka oppia kayttamaéan abstraktion tieta

didaktisena mallina (helsinki.fi/varganemenyi).

Koska opettajien opintotehtavissa pyydettiin korostamaan abstraktion tietd opetuksessa ja
opetusta kuvaavissa pohtivissa kirjoitelmissa (ks. liitteet 1 ja 2), pyrin teorialdhtoisen
sisallonanalyysin avulla selvittdmdan, miten abstraktion tie toteutuu opettajan
Kirjoittamana opetuskokeiluissa ja miten opettajan ymmarrys abstraktion tien suhteen on
muuttunut ensimmadisen ja toisen opintotehtdvan aikana. Varga-Neményi -kursseilla
abstraktion tie esitellddn neljané vaiheena: 1) keholliset kokemukset, 2) vélineet, 3) kuvat
ja mallit sekd 4) symbolit. Tasséd tutkimuksessa pyrin saamaan tarkempaa tietoa
matemaattisen ajattelun edistamisesta opetuskokeiluissa ja siksi analyysini abstraktion tien
toteutumisesta pohjautuu Dienesin matemaattisen ajattelun kuuteen vaiheeseen (vapaa
leikki, sddnnénmukaisuuksien havaitseminen, yhdenmukaisuuksien havaitseminen,

mallintaminen, mallien tarkasteleminen ja formaalit sadnnot).

5.1 Aineiston keruu

Laadullinen tutkimusaineisto koostuu opettajien kirjoitelmista, jotka sain koulutuskeskus
Palmenian kursseilta kouluttajan kautta. Han hankki opettajilta myds tutkimusluvat
kirjoitelmiin. Koulutukseen osallistui luokanopettajia eri puolelta Suomea. Opettajat ovat

osallistuneet kursseille kevdadn 2012 ja kevéadn 2013 valisend aikana. Osallistujien
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opintotehtédvana kurssilla oli suunnitella ja toteuttaa yksi opetusjakso (3-5 tuntia) Varga-
Neményi -menetelmdélld ja kirjoittaa siitd pohdiskeleva kuvaus, jonka perusteella kuka
tahansa pystyy jakson toteuttamaan. Kuvauksen tuli sisaltdad teoreettista taustaa,
opetusjakson tavoitteet, toteutuksen tehtdvineen ja valineineen sekd pohdintaa siitd, miten
tavoitteet saavutettiin. 2. luokan kurssilla vaihtoehtoisena tehtavénd oli suunnitella
oppimispeli, jossa abstraktion tie toteutuu. Oppimispelin oli suunnitellut seitsemén
opettajaa. Tehtdvat olivat sivuméaaraltddn 3-8 sivua, joista teoreettista tai muuta taustaa

esiteltiin 0-3 sivun verran.

Aineisto koostuu 11 opettajan kirjoitelmista. Kaikki opettajat ovat osallistuneet vahintaan
kahdelle VVarga-Nemenyi -kurssille, joten kirjoitelmia on yhteensd 21 (kaksi opettajaa teki
toisen opintotehtavan parina). Tuloksia esitellessdni puhun padosin kirjoitelmista tai
oppituntikuvauksista, mutta opettajien kehitysta abstraktion tien suhteen tarkastellessa
opettajista. Pareittain tehdyssd tydssd oletan Kirjoittajien nakemyksen olevan se, mika

Kirjoitelmassa yhteisesti tulee esille.

5.2 Aineiston analysointi

Analysoin aineiston kvalitatiivisesti sisallonanalyysilla, jossa Varga-Nemeényi -
menetelmén perusperiaatteet ja matemaattisen ajattelun teoriat toimivat teoriataustana
tutkimukselle. Opettajien Kirjoittamat tuntikuvaukset ovat kirjallisia dokumentteja, joista
pyrin systemaattisesti 16ytdmaan tietyn toiminnan piirteitd ja yhtélaisyyksia (Tuomi &
Sarajarvi 2003, 98-101; Hirsjarvi, Remes & Sajavaara 2010, 165-166). Analyysissa
keskityin kahteen kokonaisuuteen, jotka esittelen seuraavaksi.

1. Dienesin matemaattisen ajattelun mallin vaiheiden toteutuminen oppituntikuvauksissa

Abstraktion tie pelkistetddn usein Varga-Neményi -menetelméastd puhuttaessa, ja
esimerkiksi Varga-Neményi — kursseilla, Dienesin kuudesta vaiheesta neljaan vaiheeseen:
keholliset kokemukset, vélineet, kuvat ja mallit sekd symbolit (Kivovics 2013; Oravecz &
Kivovics, 2005, 25). Tasta syystd opettajat pyrkivét toteuttamaan abstraktion tietd neljana
vaiheena oppituntikuvauksissa. Halusin tarkastella matemaattisen ajattelun prosessin
nayttdytymista kirjoitelmissa hieman syvemmin, joten olen analysoinut kirjoitelmia
Dienesin  kuuden vaiheen kautta. Kolme ensimmaistd vaihetta (vapaa leikki,
sddnnonmukaisuudet ja yhdenmukaisuuksien havaitseminen) tarvitsevat onnistuakseen

nimenomaan kehollisia kokemuksia, toimintaa ja vélineitd, joten ne sisaltyvéat abstraktion
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tien kahteen ensimmadiseen vaiheeseen. Dienesin kolme viimeista vaihetta (mallintaminen,
mallien tarkasteleminen ja formaalit sadnnot) liittyvat abstraktion tien kahteen viimeiseen
vaiheeseen. Dienesin kuuden vaiheen malli soveltuu siis Kirjoitelmien analyysiin.
Analyysia varten laadin jokaiselle vaiheelle kriteerit, joiden perusteella luokittelin, miten
vaiheet kirjoitelmissa nayttaytyivat lukijalle. Seuraavassa esittelen analyysimenetelmaéni
kriteerit Dienesin vaiheiden analyysille.

Vapaan leikin vaihe toteutui analyysissd, jos leikki oli opettajan kertomuksen mukaan
suunnattu opittavaan asiaan ja innosti lapsia. Teorialahtdisesti katsoin oppimispeleissa
vapaan leikin vaiheen toteutuneen (Koppinen 2007, 73). Matematiikkaan liittyvien
sdaannonmukaisuuksien havaitseminen ja oivalluksiin johtavat samanrakenteiset leikit
toteutuivat oppituokioilla, mikali lapset tekivat opettajien kertomusten mukaan toiminnasta
matemaattisia havaintoja. Opettajien mainintojen lukumaara oli analyysissa sidoksissa
oppilaan sdéannénmukaisuuksien ja yhdenmukaisuuksien havaitsemiseen. Mallintaminen
oli analysoitavissa opettajien Kirjoitelmissa. Mallien tarkastelun analyysi tehtiin opettajien
kielellistdmiseen liittyvistd maininnoista. Formaalien s&antdjen analyysi tehtiin
kirjoitelmissa kuvattujen symboleiden ja laskulausekkeiden perusteella.

2. Abstraktion tien toteutuminen Dienesin malliin pohjautuen ja opettajien edistyminen

abstraktion tien suhteen

Abstraktion tien onnistumista en todennut pelkastddn Dienesin vaiheiden esiintymisen
perusteella, vaan tarkastelin oppituntikuvauksia laajempana kokonaisuutena. Koska
analyysiin vaikuttaa paljon se, miten tarkasti opettajat ovat oppitunneistaan Kirjoittaneet,
otin huomioon kirjoitelmista esiin nousevia abstraktion tien ndyttaytymiseen vaikuttavia
seikkoja. Naitd olivat opettajien esittelemat teoriataustat seka oppituntien tavoitteet. Jos
kokonaisuus vaikutti néistd tehtyjen havaintojen perusteelta silta, ettd oppitunneilla oli

harjoiteltu matemaattisen ajattelun prosesseja, abstraktion tie toteutui.

Lopuksi halusin vield tietdd, oliko abstraktion tien onnistumisen suhteen tapahtunut
muutosta opettajakohtaisesti. Tamén toteutin edelld kuvatun analyysin avulla siten, etta

vertasin abstraktion tien toteutumista opettajien ensimmaisesta ja toisesta opintotehtavéasta.

5.3 Luotettavuus ja eettisyys

Koska teoriataustaa varten opettajille oli annettu pakollisia l&hteitd, teoriaosuudet olivat
hyvin samankaltaisia. L&hdeviittaustekniikka oli vaihtelevaa, joten en voinut olla varma,
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mika oli l&hteista otettua ja mika Kirjoittajan omaa ymmaérrystd menetelmasté. Tast4 syysta
teoriaosuutta ei ollut syytd analysoida. Teoriaosuuksista sain kuitenkin arvokasta tietoa
siitd, miten abstraktion tie oli opittu. Tuntien tavoitteista ja pohdinnasta sain listietoa
Varga-Nemenyi — menetelmén ymmartamisestd, mutta keskeiset tulokset tutkimuksesta

sain opettajien tuntikuvauksien perusteella.

Palmenian tarjoamat kurssit jarjestetddn eri puolella Suomea. Kouluttajilla on omat
sisdltdalueet, joten koulutuksen laatu on tasaista. Talldin menetelman toteuttamiseen tuskin
vaikuttavat alueelliset erot. Tasséd tutkimuksessa aineisto koostuu saman kouluttajan
kursseille osallistuneiden opintotehtavistd. Kurssit on toteutettu kevaan 2012 ja kevéén
2013 valilla, jolloin vastaavia kursseja on pidetty yhteensa 14 (helsinki.fi/varganemenyi).
Yhdelle kurssille osallistuu 20-36 henkil6d, joten aineiston mé&&rdn huomioon ottaen (21
Kirjoitelmaa) opettajat eivat ole tunnistettavissa. Kirjoitelmien maaré on kuitenkin riittava
antamaan tietoa siitd, miten opetusmenetelméa toteutetaan ja kuvaamaan opettajien
ymmarrystd ja kehitystd menetelman suhteen. Opetusjaksot ovat kirjoitelmissa opettajien
itsensd kuvaamia, jolloin tutkija saa subjektiivisen nakokulman toteutuksesta. Tdma auttaa
selvittdméan, kuinka opetusmenetelmd on ymmadrretty. Arvioitavat asiat mietin
huolellisesti teoriakatsauksen pohjalta ja luin aineiston useasti, jotta analyysi olisi
asiantunteva.  Tutkimusaineiston kasittelin  luottamuksellisesti  eivitkd opettajien
henkilollisyydet tai paikkakunnat tule esille raportissa. Kirjoitelmat palautetaan kurssin

vetdjélle tutkielman valmistuttua ja kopiot kirjoitelmista havitetaan.
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6 Abstraktion tien toteutuminen opetusjaksokuvauksissa

Analyysissa keskityin kahteen kokonaisuuteen. Ensinndkin tarkastelin, miten Dienesin
kuusi vaihetta toteutuu Kirjoitelmissa. Toiseksi tarkastelin, miten abstraktion tie nayttaytyy

Kirjoitelmissa ja millaista on opettajien ymmarrys ja muutos abstraktion tien suhteen.

6.1 Miten Dienesin matemaattisen ajattelun vaiheet onnistuivat Kkirjoitelmissa?

Vapaan leikin vaihe oli selvasti helpoin toteuttaa tuntikuvauksien perusteella, silla 21
Kirjoitelmasta vain yhdestd puuttui tdmé vaihe (ks. taulukko 1). Suurimmassa o0sassa
kirjoitelmia oli onnistuttu myos formaaleissa sdénndissa tai niiden pohjustamisessa ja vain
neljasta kirjoitelmasta tdmé vaihe puuttui kokonaan. Samanrakenteisten toimintojen ja
pelien kautta yhdenmukaisuuksien havaitsemiseen oli padsty 14 Kkirjoitelmassa.
Haastavampia vaiheita Kirjoitelmien perusteella oli sdédannénmukaisuuksien havaitseminen
mallien tarkasteleminen kielentdmalla. Nama vaiheet toteutuivat vain niukasti yli puolessa
kirjoitelmista. Vaikein vaihe toteuttaa oli mallintaminen, jonka katsoin toteutuneen vain

yhdeksé&ssa kirjoitelmassa.

Taulukko 1: Dienesin matemaattisen ajattelun vaiheiden toteutuminen oppituntikuvauksissa

Matemaattisen ajattelun vaihe (Dienes) Kirjoitelmien lukumé&aré (n=21)
Toteutui Ei toteutunut

vapaa leikki 20 1
sdanndnmukaisuuksien havaitseminen 11 10
yhdenmukaisuuksien havaitseminen 14 7
mallintaminen 9 12

mallien tarkasteleminen 12 9

formaalit s&annot 17 4

Seuraavaksi kerron tarkemmin, miten arvioin matemaattisen ajattelun vaiheita sekéa
perustelen analyysin tuloksia esimerkein. Koska matemaattisen ajattelun kehittyminen ei
ole lineaarinen prosessi, ja eri vaiheissa voidaan olla samanaikaisesti, Dienesin vaiheiden
ei tarvinnut toteutua peréattéisesti jarjestyksessd onnistuakseen. Kaikissa vaiheissa pyrin
tarkastelemaan vaiheen toteutumista my6s kokonaisuuden (eli opeteltavan asian

ymmartamisen) kannalta.
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Vapaa leikki

Vapaan leikin ihannetilanteessa lapsi 10ytd4d ympadristostdan jotain kiinnostavaa, josta
ldhdetddn rakentamaan uuden asian tai kasitteen kokonaisvaltaista ymmartamista.
Oppitunnit Varga-Neményi — menetelmalla vaativat kuitenkin etukateissuunnittelua, joten
koulumaailmassa opettajien tehtdvdna on luoda kiinnostavia matemaattisia kokemuksia
sisdltdva ymparisto lapsille. Yleisesti lapsi vapautuu leikissa rajoituksista ja toimii oman
tahtonsa mukaan (Jeffree 1986, 9). Jos kuitenkin tarkoituksena on kehittad leikin avulla
jotain tiettyd osa-aluetta, leikki on monesti ohjattua. Kuten leikissé yleensa, myds vapaan

leikin vaiheessa oleellisinta on, ett4 leikin tekijan& on lapsi itse.

Ohjatun leikin ja pelaamisen valilld ei ole motivaation kannalta suurtakaan eroa. Hyvin
suunniteltu oppimista edistavé peli herattad lapsen kiinnostuksen opittavaan asiaan siiné
missa ohjattu leikkikin. Oppimispelien on koettu innostavan oppilaita ja opiskelijoita

(esim. Koppinen 2007, 73) mika kavi ilmi myds kirjoitelmista:

Pelasimme pelid oppilaiden vapaa-ajalla. Kaikki pelasivat mielellddn. He omaksuivat s&édnnot nopeasti

ja pelié oli heidan mukaan hauska pelata. (Kirjoitelma 8b)

Oppimispelimme heratti oppilaissa erilaisia mielipiteitd, mutta havainnoinnin ja oman opetusryhmani
palautteen mukaan oppimispeli oli yhtd poikkeusta lukuun ottamatta innostava. Pelaamista ei haluttu

lopettaa aina edes tunnin loppuessa... (Kirjoitelma 1b)

Kirjoitelmissa viisi opettajaa oli teoriataustassaan maininnut abstraktion tien ensimmaiseen
vaiheeseen kuuluvan seuraavia toimintoja: omakohtaiset kokemukset, keholliset
kokemukset, tekeminen, arjen tilanteet, pelit ja ohjatut leikit. VVapaan leikin vaiheen
katsoin toteutuneeksi, jos néitd toimintoja Kkirjoitelmista ilmeni ja jos ne liittyivat
opetettavaan aiheeseen. My0s kaikissa oppimispeleisséd (7 kpl) katsoin vapaan leikin

vaiheen onnistuneeksi.

Kuten aiemmin totesin, vapaan leikin vaiheessa oli onnistuttu hyvin ja vain yhdessa
Kirjoitelmassa vapaan leikin vaiheeseen kuuluvat toiminnot eivét olleet opittavan aiheen
kannalta merkittdvia. Vaikka oppilaat olivat tuntikuvauksen mukaan innokkaasti
toiminnassa mukana, keholliset kokemukset olivat mekaanisia (oppilaat ohjattiin
seisomaan tietyille paikoille tai kyykistymaén tietyn luvun kohdalla) eivatkd ohjanneet

sddnnonmukaisuuksien tai yndenmukaisuuksien havaitsemiseen:

Oppilaat nousevat seisomaan pulpetin viereen. Jaan jokaiselle murtolukukortin. Jos oppilas saa

murtolukukortin, joka tarkoittaa kokonaislukua, saa hén istua. Jaetaan uudet kortit. (Kirjoitelma 5b)
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Kaikissa muissa kirjoitelmissa vapaan leikin vaihe oli ymmérretty ja lapsille tarjottiin

aiheen ymmartamista pohjustavaa toimintaa arjen tilanteista:

Leivosten reseptit toimivat hyvin konkreettisena esimerkkind, jossa murtolukuihin térméaé tuon tuosta.
(Kirjoitelma 2a)

... tavoitteenamme oli saada oppilaat innostumaan teemaan liittyvien toimintamateriaalien avulla sekd
luoda myonteisia kokemuksia matematiikasta toiminnan ja laskemisen parissa vietettavien juhlien
avulla. Materiaaleiksi valitsimme pikkujouluihin sopivia sy0tdvid asioita, kuten piparkakkuja,

omenoita, appelsiineja ja suolakekseja. (Kirjoitelma 1a)

Kehollisia kokemuksia toteutettiin erilaisten ohjattujen leikkien avulla luokassa tai
liikuntaleikein jumppasalissa. Monissa kirjoitelmissa lapset saivat itse tunnustella, hyppia
ja mittailla, jolloin innostus opittavaan asiaan herédsi. Naiden kokemuksien Kkautta
tavoitteena on sdanndnmukaisuuksien havaitseminen, jonka toteutumisesta kerron

seuraavaksi.

Saannonmukaisuuksien havaitseminen

Vapaan leikin vaiheessa tapahtuneen toiminnan on tarkoitus johdatella lapsi oivaltamaan
jotain opittavan asian kannalta oleellista. Dienes (1973) antaa esimerkin logiikasta, jossa
loogisilla paloilla vapaasti leikkiessaan lapsi huomaa palojen eri ominaisuudet (muoto,
vari, paksuus, reiallisyys) ja saattaa alkaa omatoimisesti luokittelemaan niitd. Seuraavassa
vaiheessa aikuinen ohjaa sadanndnmukaisuuksien havaitsemisessa kysymysten avulla:
”LOydé&tko palat, jotka ovat punaisia ja niissd on reikd keskella?”, "Mitkd palat eivat ole
punaisia?” ja niin edelleen, jolloin logiikalle ominaisten késitteiden® avulla lapsi oivaltaa
luokitteluperusteita (Dienes 1973, 10-11).

Vastaavasti aikuisten ohjausta tarvitaan, kun lapset alkavat etsid edellisesséd vaiheessa
leikityistd leikeistd etenemisjarjestystd, kuten esimerkiksi Tikkasen (2008, 71)
mainitsemassa tuijotusleikissa. Opintotehtavisséd esimerkkeja séannénmukaisuuksien
havaitsemisesta ovat muun muassa muffinien tekeminen. Muffineja tehtiin tarkoituksella
lilan véhan, jolloin oppilaita johdateltiin oivaltamaan kokonaisluvun jakamista osiin
puolittamalla muffinit pareittain. Vastaavia oivalluksia syntyy, jos oppilaat yrittavat jakaa
suolatikkuja tasan tai muodostavat niistd suolatikkujen yhteismé&aran mukaisen luvun

hajotelmia.

¥ konjunktio (...ja...), disjunktio (...tai...), negaatio (...ei...) sekd implikaato (jos... niin...)



33

Sadnnonmukaisuuksien havaitsemisen toteutuminen kirjoitelmissa ilmeni suoraan, jos
opettaja oli kirjoittanut oppilaiden kanssa kaydyistd keskusteluista, joissa ndihin
havaintoihin ohjattiin tai muita oppilaiden taholta tulevia oivalluksia. Seuraavassa otteessa

opettaja pohjustaa kertotauluja oppilaiden kanssa lukujonoja askeltaen:

Ensimmaisella kerralla teimme askellukset 2, 3 ja 4. Osa oppilaista alkoi ihmetella, ettd miksi mind en
paase kyykkyyn ja joku péasi joka kerta. Jatimme asian ihmettelyn asteelle. Pari tuntia my6hemmin
huomasin, ettd tehdessdmme piirin, oppilaat laskivat etukéteen, mille piirin paikalle kannattaa asettua.
--- Kysyesséani, miksi hakeudutte tietyille paikoille ja miksi kukaan ei halua tietyille paikoille, vastaus

oli selked: paikka 12 sai menna kyykkyyn 2., 3., 4. ja 6. kertotauluissa! (Kirjoitelma 4a)

Joissain kirjoitelmissa pohdintaosuus oli vahéinen. Pystyin kuitenkin joissain tapauksissa
leikkien tai pelien kuvausten avulla paattelemaan, ettd havaintoja sdédnnénmukaisuuksista
on tehty tai ainakin mahdollista tehdd. Esimerkiksi eraassa oppimispelissé tavoitteena oli
havainnollistaa positiivisten ja negatiivisten lukujen yhteen- ja vahennyslaskua. Kirjoittaja

antoi peliin vaihtoehtoisia tapoja pelata:

Pelid voidaan varioida myds monella tavalla. Esimerkiksi kuka saa kymmenen heittokerran jalkeen
tilinsd& mahdollisimman lahelle lukua 0. Pelin voittamiseen/hdviamiseen vaadittuja pistemaaria
voidaan pienentéd tai suurentaa. Peliin voidaan tuoda myds merkkejé, joiden arvo on suurempi kuin -1
tai 1. (Kirjoitelma 2b)

”Nollapelid” pelattaessa oppilaat saattavat nopeasti oivaltaa, ettd mikali heille jaa kéteen
yhtd monta negatiivista, kuin positiivista pelimerkkid, tulos on tasan nolla. Tallaisesta
tilanteesta voidaan siirtyd lukusuoralle tutkimaan negatiivisten ja positiivisten lukujen

etaisyytta nollasta.

Kymmenessé kirjoitelmassa sddnnénmukaisuuksien havaitseminen puuttui tai oli vaikea
arvioida. Viidessa kirjoitelmassa ongelmia tdmén vaiheen toteutumiseen aiheutti se, ettei
opeteltavaa matematiikan késitetté tai aihetta oltu rajattu kunnolla. Eréassa oppimispelissa
oli mittaamista, kertolaskua, yhteen- ja vahennyslaskua ja laskulausekkeiden
muodostamista, mutta varsinaisia pedagogisia tavoitteita ei mainittu lainkaan. Toisella

kirjoittajalla tavoitteet olivat taas toisen luokan viiden tunnin opetusjaksolle liiankin laajat:

Téassa jaksossa tavoitteenamme on havainnoida ja kuvata ympdrilla olevan tilan avaruudellisia
suhteita, 16yt&a elinympdéristostimme erilaisia geometrisia muotoja ja oppia piirtdmaén ja nimedmaan
niitd. Tavoitteena on harjaannuttaa kaksi- ja kolmiulotteisten muotojen tunnistamista, nimeémist,

tekemistd ja piirtdmistd. Tavoitteena on myds ymmartaa peilauksen periaate. (Kirjoitelma 6a)
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Kaikissa kirjoitelmissa tah&n vaiheeseen liittyivat keholliset kokemukset tai valineet.
Saannonmukaisuuksien havaitsemista ne eivét kuitenkaan edisténeet, jos valineita ei ollut
tarjota kaikille oppilaille tai jos keholliset kokemukset tai vélineiden kayttd ei ollut
suunniteltu siten, ettd se johtaisi oivalluksiin. N&in oli esimerkiksi oppituokiolla, jossa
oppilaiden piti tehdd hyppynarun avulla opettajan ndyttdmd geometrinen muoto.
Hyppynaru ei tassd tapauksessa johda sd&nnonmukaisuuksien havaitsemiseen, silla sen
avulla ei pystyta toteuttamaan geometrisia tasokuvioita. Tasokuvio on néet suljettu
kaksiulotteiseen pintaan rajattu tason osa, jolloin hyppynaru ei pohjusta kuvioiden

matemaattisia maaritelmia.

Kirjoitelmien perusteella oppitunnit sisélsivat paljon toimintaa. Yhdessa kertotauluja
pohjustavassa oppimispelisséd oli tehtévékortteja, joissa kahden ja kolmen kertotaulua

harjoiteltiin kehollisten kokemusten avulla:

0 x 2: Lukualue 0-20, Luettele lukuja kahden askelin: eteenpéin aloita luvusta 0 ja taaksepdin aloita
luvusta 20.

1 x 2: Seiso yhdell& jalalla ja laita silmét kiinni. Laske hitaasti kahteen.

1 x 3: Pydrahdda kolme kertaa ympéri.

8 x 3: Ota sivuaskelia vuoroin oikealle ja vasemmalle. Tee kahdeksan kertaa kolmen askeleen sarja.
(Kirjoitelma 11b)

Edell& mainituissa tehtavissa séanndnmukaisuuksien havaitseminen on oppilaille hyvin
vaikeata ja voi johtaa jopa virhekasityksiin, kuten nollalla kerrottaessa. ”Ei yhtdén kertaa
kaksi” havainnollistetaan tehtdvéssa askeltamalla kahden kertotaulua, vaikka tulos on
nolla. Jos kaikille kertolaskuille on erilainen tehtavé ja kerrottavasta saadaan joka kerta eri
kokemus, voi kertolaskun kannalta oleelliset oivallukset jadda oppilailta huomaamatta.
Matemaattisen ajattelun prosessissa kaikki taman luvun vaiheet ovat tarkeita. Jotta prosessi
etenee, on opettajan mietittava etukateen, minkalaisia oivalluksia lapsilta halutaan ja miten

niihin vapaan leikin vaiheesta paastaan.

Yhdenmukaisuuksien havaitseminen

Samanrakenteisten leikkien tai pelien avulla johdatellaan lasta yhdenmukaisuuksien
havaitsemiseen. Loogisten palojen jalkeen voidaan esimerkiksi luokitella pikkukivid,
pelimerkkejd, nappeja ja korkkeja (Dienes 1973, 13) ja tuijotusleikin jélkeen jatkaa toisiin

perinneleikkeihin tai paritansseihin, joissa kombinatoriikan sisalté on sama (Tikkanen
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2008, 71). Aineistossa samanrakenteisia leikkeja havaitsin 14 Kkirjoitelmassa. Naissé
oppilaille tarjottiin useampi toiminnallinen leikki tai peli, joista ainakin kahdessa oli
samankaltainen idea opittavan asian ymmartamiseen. Otin myds huomioon

yhdenmukaisuuksien havaitsemiseen liittyvét opettajien kirjoitelmissa esiintyvét huomiot:

Siksi olikin todella hauskaa, kun syyskuun 9. péivan tunnilla tehdessamme vain omien oppilaiden
kanssa askellusta askeltaen "yksi kuiskaten kaksi d4neen’ systeemilla kuului yhden pojan kommentti:

Ope, td& on kuin kakkosen kertotaulu. (Kirjoitelma 4a)

Lapset keskustelivat samanlaisten sarjojen tekemisestd sekd taukojen merkityksesta sarjottamisessa.

Lapset olivat 16yténeet oleelliset asiat! (Kirjoitelma 11b)

Lukujonotaitoja harjoiteltiin muun muassa askeltamalla, sormien ja varpaiden avulla,
helminauhoilla, satataululla, lukusuoralla ja noppapeleja pelaamalla. Yhteen-, vahennys-,
kerto- ja jakolaskuja tehtiin oikeiden syotavien avulla (piparit, keksit, leivokset, omenat) ja
toimintavalineill& (varisauvat, pelinappulat, paperiliittimet). Murtoluvuissa
yhdenmukaisuuksia havaittiin, kun muffineista siirryttiin  muovisiin murtokakkuihin.

Luokittelua lapset saivat tehda itselldan, pehmoleluilla ja loogisilla paloilla.

Samanrakenteisia leikkeja ja peleja tuntui 16ytyvén helposti lukujonojen, laskutoimitusten
ja luokittelun harjoitteluun. Haasteellista oli sen sijaan l0ytdd samanrakenteisuutta
geometriasta. Geometrisida kuvioita harjoiteltiin - kylla erilaisten leikkien, pelien,
geolautojen ja loogisten palojen avulla, mutta oppituokiot jaivat vain geometristen
muotojen tunnistamisen tasolle. Seka saannénmukaisuuksien ettd yhdenmukaisuuksien
havaitsemisen vaihetta olisi voitu hyddyntdd geometristen kasitteiden maarittelyssa ja

miettia sitd, miké tekee kolmiosta kolmion tai nelidsta nelion.

Peilistd ndkyi geometrisia muotoja ainakin hampaissa, nenéssd, suussa, huulissa ja nenédssa yhteensé
(kolmio), huulissa ja leuassa yhteensa (nelikulmio), sieraimissa, silmissé ja koko paassa. (Kirjoitelma
3a)

Jokaiselle oppilaalle jaetaan tyhja valkoinen paperi, jonka he saavat rypistelld kevyesti palloksi.
Taman jalkeen paperi avataan varovasti. Tutkaillaan l6ytyneitd muotoja ja oppilaat varittavat
varikynilla (viivotin kayttddn) geometrisia muotoja aina 3kpl opettajan antamien ohjeiden mukaan.

(Kirjoitelma 6a)

Edellisissd otteissa lapset loytavat geometrisia kuvioita muistuttavia asioita

ympadristostaan. Geometristen muotojen tunnistamista olisi voitu tehda tasmallisemmin,
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jotta virhekasityksié ei syntyisi. Samanrakenteisten toimintojen avulla olisi voitu kiinnittaa

huomiota siihen, miksi kolmiota muistuttava kuvio ei kuitenkaan ole kolmio.

Samanrakenteisten leikkien vaihe puuttui seitsemastd kirjoitelmasta, joista kahdessa oli
aiheena geometria. Kolmessa kirjoitelmassa esiteltiin oppimispeli ja kaksi muuta liittyivéat
vertailuun, lukujonoihin ja murtolukuihin. Vaikka erilaisia leikkejé ja peleja kirjoitelmissa

esiintyikin, ne eivat johtaneet oleellisesti yhdenmukaisuuksien havaitsemiseen.

Mallintaminen

Jotta lapsi voisi kéyttdd abstraktiota aktiivisesti, tulee hénelle mallintaa leikeistd ja&neet
mielikuvat (Tikkanen 2008, 71). Mallintamisessa on oleellista, ettd oppijalle tarjotaan
visuaalinen representaatio aiemmasta toiminnasta. Malleja voidaan piirtad taululle tai
nayttadd sopivien vélineiden avulla. Esimerkkina toimivan tuijotusleikin kombinatoriikkaa

Tikkanen (2008, 71) mallintaisi puudiagrammin, taulukoinnin tai askartelutikkujen avulla.

Kirjoitelmissa katsoin mallintamisen vaiheen toteutuneeksi, kun representaatio tarjottiin
lapsille ohjatusti ja opittavaan aiheeseen liittyen. Yhdeksédssd Kirjoitelmassa tassé oli
onnistuttu. Lukujonotaitoja harjoitellessa erdéna representaationa toimii hyvin lukusuora,
jota kahdessa kirjoitelmassa oli onnistuneesti kéytettykin. Kahdessa muussa kirjoitelmassa
mallinnettiin lukumaarid numerosymbolin liséksi kuvilla tai korteilla, joissa pallojen tai
tarrojen maaré vastasi lukuméaardd. Muita mallinnuksia toteutettiin piirtdmalla niita

ohjatusti tai niin, ettd opettaja piirsi:

Ké&vimme vastausvaihtoehdot 1&pi yhteisesti ja annoin oppilaille tdssé suuremman roolin olla &&nessa.

Piirsin oppilaiden ratkaisut taululle tauluharpin ja viivaimen kanssa. (Kirjoitelma 2a)

Suunnittelemme ja valmistelemme yhdessd oppilaiden kanssa pikkujouluja. Luokassa on katettu
poyta, jossa lautasella 6 piparia. Lisdédmme lautaselle 3 piparia. Teemme saman taululla ruskeasta

paperista tehdyilla piparikuvilla (tilanteet ennen ja jalkeen muutoksen). (Kirjoitelma 1a)

Vaélineind olivat valkopunakiekot eli vadelmakarkit, vérisauvat, napit sek& jakamiseen kéytetyt
lautaset ja pussit. Liséksi rahatoimitukset kulkivat mukana. Tdman toiminnan yhteydessa kuten

muulloinkin kdytdamme piirtamista. (Kirjoitelma 4b)

Kaikissa kirjoitelmissa oli piirtdmistd, vélineilld havainnollistamista tai laskujen
muodostamista paperille tai taululle. Mallintamisen vaihe kuitenkin puuttui 12

kirjoitelmasta. Naistd kuusi olivat oppimispeleja. Vaikka oppimispeleissé oli mukana
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tehtdvia tai kortteja, joissa opittavaa asia ilmeni kuvan tai symbolin avulla, ne olivat
monesti vaihtoehtona toiminnalle. N&in ollen toiminnasta ei valttaméatt4 seurannut se, etta

sama tilanne nahdaan visuaalisena representaationa:

Arvaa miten 10 hajoaa. Tiputa 10 helmea hajotuskoneeseen. Kuinka monta helmea tuli kumpaankin
lokeroon? Jos arvasit oikein, saat yhden ylimaaraisen timantin.

Ota pussista helmid. Kuinka monta helmed on k&dessasi? Kuinka monta helmed jéi pussiin?
(Kirjoitelma 8b)

Tassa pelissé muut oppilaat toimivat tuomareina, kun yksi oppilas suorittaa tehtévaa.
Mallintamista varten tuomareille olisi voitu antaa paperit, joissa on hajotelmakone tai kasi
ja pussi, joihin tuomarit voivat itse piirtdd oikean vastauksen. My0s opettaja toimii
tuomarina, jolloin héneltd tulee ainakin yksi oikea visuaalinen malli tehtdvaén. Oikeita
ratkaisuja olisi voinut olla visuaalisesti myo6s tehtavékorttien kéantépuolella, mikali

tehtdvaan 16ytyy vain yksi oikea ratkaisu.

Osassa oppituokiot painottuivat erilaisiin leikkeihin ja toimintoihin eikd visuaalisista
representaatioista ollut mitd&n mainintaa. Joissain kirjoitelmissa leikeissé kylla oli mukana
symboleita, mutta itse toimintaa ei pysédhdytty mallintamaan. Ndin oli esimerkiksi eraalla
oppituokiolla, jossa lukukasitettd 1-5 vahvistettiin kiertoharjoittelulla pareittain. Oppilaat
kavivit eri pisteilld (Tunnustelupussit, Omenapeli, Purkit ja ”jédniksen papanat”, Halli Galli
— peli, Hyppyrata ja Tunnustelulevyt), mutta kirjoitelmassa ei tarkemmin kerrottu, miten
toiminnallisen vaiheen jalkeen asiaa havainnollistettiin piirtamélld. Osassa lapset kylla
saivat piirtaa ja tehda itsendista vihkotyotd, mutta tdmén vaiheen ajatus olisi, ettd opettaja

tarjoaa representaation, josta voidaan oppilaiden kanssa seuraavassa vaiheessa keskustella.

Mallien tarkasteleminen

Dienesin (1973) esimerkki mallien tarkastelusta logiikan osalta on hyvin matemaattinen.
Malleina toimivat paattelyketjut, jonka tekijat pyritddn keskustelun yhteydessé nimeamaan.
Naiden kautta muodostetaan vaitelauseita, jotka seuraavassa vaiheessa yleistetdén
formaaleiksi saanndiksi. Alakoulun alemmilla luokilla néin abstraktinen keskustelu ei
kuitenkaan ole mahdollinen ja Dienes toteaakin, ettd pedagogiikan kannalta ei ole oleellista
ymmartad opeteltavaa aihealuetta nain perusteellisesti, vaan pohjustaa ajattelua tietyilta

osilta. Riittdd, kun lapsen annetaan tehdd havaintoja opittavan asian lain