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Tamén tutkielman tarkoituksena on tutustua tilan tayttédviin kayriin ja niiden
ominaisuuksiin. Tilan tdyttdvien kidyrien tutkiminen alkoi 1800-luvun loppupuolella,
kun matemaatikot tutkivat joukkojen [0, 1] ja [0,1]* yhtdmahtavuutta. Saksalainen
matemaatikko George Cantor osoitti joukkojen yhtdmahtavuuden 16ytaessidéin bijek-
tiivisen kuvauksen joukkojen vélille. Téllainen kuvaus ei kuitenkaan voi olla jatkuva,
joten matemaatikot alkoivat etsiii kuvauksia f : [0, 1] — [0, 1]?, jotka olisivat jatkuvia
ja surjektiivisia. Tallaiset kuvaukset kulkevat jokaisen maalijoukon pisteen kautta, ja
néin ne ovat saaneet nimen tilan tayttavat kayrat.

Téasséd tutkielmassa keskitytddn kahteen yksikkonelion tayttdavaan kdyraan. Ita-
lialainen matemaatikko Giuseppe Peano 16ysi ensimméisen tilan tayttdvan kéayran
fp : [0,1] — [0,1]%. Peano médritteli kuvauksen hyvin analyyttisesti, eiké esittéinyt
lainkaan sen geometrista ulkoasua. Saksalainen David Hilbert perehtyi Peanon kéyran
geometriseen esitystapaan, ja antoi kéyrélle kuvallisen ulkomuodon.

Tyon toinen kiyri on Hilbertin kiyré fy, : [0, 1] — [0, 1]?, jonka Hilbert méiritteli
vain geometrisesti. Myohemmin Hilbertin kéyrélle on tehty my6s tarkempi, analyyt-
tinen mééritelma.

Tilan tayttavien kdyrien geometriaa voidaan havainnollistaa askel kerrallaan. Toi-
selle askeleelle siirryttdessd ensimméinen askel skaalataan pienemmaéksi, monistetaan
ja asetetaan sopivasti perdkkéin yksikkonelioon. Seuraavalle askeleelle siirryttéessé
ensimmaisté askelta skaalataan vield pienemmaéksi ja moninkertoja tulee vield enem-
man. Tata periaatetta iteroidaan eli toistetaan askel kerrallaan, ja lopulta kun aske-
leiden lukuméara lahestyy daretonté, saadaan halutut tilan tdyttavit kdyrédt. Peanon
kayrén kolme ensimmaéisté iterointiaskelta on esitetty kuvassa 0.1 ja Hilbertin kdyran
kolme ensimméisté iterointiaskelta kuvassa 0.2.

Kuva 0.1. Peanon kdyrdn kolme ensimmaéisté iterointiaskelta

Peanon kéyrédn ja Hilbertin kidyrédn suurin eroavaisuus on yksikkonelion osane-
lidjaossa. Peanon kiyrin tapauksessa iterointiaskeleella n yksikkonelit jactaan 32"
osanelioon, kun taas Hilbertin kéiyrin tapauksessa se jaetaan 22" osanelioon.

Tutkielmassa todistetaan sekd Peanon kéyrédn ettd Hilbertin kdyran jatkuvuus,
surjektiivisuus ja ei-missddn derivoituvuus. Hilbertin kéyrélle osoitetaan lisdksi ku-
vapisteiden moninkertaisuus: tilan tayttavit kayrdt sisdltdvit ddrettomén médrian



EREEEEEEEEEEEN
L] [
e T e
EERR T L
Ve Ve Ve
\ 1'% [ [ |
L] Il:_l I_] [N
] HEEE [T
- - T~ |1 1Y
0 A 1 0 A 1 0 A 1

Kuva 0.2. Hilbertin kdyrén kolme ensimmaéisté iterointiaskelta

moninkertaisia kuvapisteitd, eli useat vélin [0, 1] pisteet kuvautuvat samaksi pisteeksi
maalijoukossa [0, 1]%.

Tilan tayttavien kdyrien tutkiminen on myos laajentunut erilaisten kéyrien, kuten
kolmion tayttavien kdyrien ja moniulotteisten tilojen tayttavien kdyrien tutkimiseen.
Tutkielman lopussa tutustutaan kolmeen muuhun yksikkonelion tayttavadn kdyraéan,
seki Hilbertin kiiyrin kolmiulotteiseen versioon eli yksikkokuution [0, 1]% tdyttividn
Hilbertin kéayraan.
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Johdanto

Tilan tayttavien kdyrien tutkiminen alkoi 1800-luvun viimeisilla vuosikymmenilla.
Vuonna 1878 saksalainen matemaatikko George Cantor oli ensimméinen, joka osoitti
joukkojen [0, 1] ja [0, 1]? yht&d mahtavuuden, eli ettd véli [0, 1] voidaan kuvata bijektii-
visesti nelioksi [0, 1] x [0, 1] (kuva 0.3). Vuotta myohemmin saksalainen matemaatik-
ko Eugen Netto osoitti, ettd téllainen bijektiivinen kuvaus ei voi olla jatkuva. Tamé
kaynnisti tilan tayttavien kdyrien tutkimisen. Cantorin ja Netton tulosten innoitta-
mana matemaatikot alkoivat tutkia, olisiko mahdollista 16ytaa jatkuva surjektiivinen
kuvaus joukkojen vélille, eli onko olemassa kayrad, joka kulkee kaksiulotteisen alueen
jokaisen pisteen kautta.

(0.1) (1.1)

0 1 (00) (1.0)
Kuva 0.3. Yksikkovilin ja yksikkonelion vélinen kuvaus

Vuonna 1890 italialainen matemaatikko Giuseppe Peano osoitti, etta téllainen ti-
lan tayttdva kuvaus on olemassa. Hén rakensi ensimmaéisen esimerkin tilan taytté-
vastéd kayrasta kuvaten yksikkovalin yksikkonelioksi siten, ettéd vilin kuva on jatkuva
ja se kulkee yksikkonelion jokaisen pisteen kautta. Téllaisia tilan tayttavia kéyria
kutsutaan yleisesti Peanon k&yriksi. Téssé tutkielmassa kidytdmme kuitenkin yleises-
ti nimitysté tilan tayttavat kayrit, ja nimitystd Peanon kéyré erityisesti Giuseppe
Peanon esittdméan kéiyran yhteydessa. Saksalainen matemaatikko David Hilbert tutki
Peanon méaritteleméd kayréd, ja oli ensimméinen, joka havainnollisti kdyrdd myos
kuvan avulla. Kuvaajan generointi on esitetty kuvassa 0.4.

Peanon kayrédn loytymisen jialkeen useat matemaatikot perehtyivit tilan taytta-
vien kéyrien tutkimiseen. Vuonna 1891 Hilbert kehitti oman yksikkonelion tayttavan
kayrénsi. Peanon tyylistd poiketen Hilbert ldhestyi kédyran esittdmista ensin geomet-
risesti, josta vasta myohemmin tehtiin my6s analyyttinen esitys.

Tilan tayttdvien kayrien tutkimus on jatkunut ja matemaatikot ovat 16yténeet
useita erilaisia yksikkonelion tayttavia kdyria. Tutkimus on laajentunut my6s muiden
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JOHDANTO 2

Kuva 0.4. Peanon kiyran generointi

alojen, kuten kolmioiden tayttéaviin kéyriin sekd moniulotteisten tilojen téayttéaviin
kéyriin.

Tamén tutkielman ensimmaéisessé luvussa esitetddn kuvauksiin liittyvid méaritel-
mié, joita tarvitaan tilan tdyttdvien kdyrien késittelyssd. Lahteind lukuun on kay-
tetty Hans Saganin teosta Space-Filling Curves ([6]) sekd Veikko Purmosen luen-
tomonisteita Fuklidiset avaruudet ([3]) ja Differentiaalilaskentaa 1 ([4]). Luvussa 2
todistetaan joukkojen [0, 1] ja [0,1]? yhtdmahtavuus sekd Netton lause. Todistuksiin
on kaytetty ldhteind Bill Cherowitzon materiaalia kurssilta History of Mathematics
([1]) sekd Alexander P. M. Kupersin tutkielmaa On Space-Filling Curves and the
Hahn-Mazurkiewicz Theorem ([2]). Peanon kdyridd, sen ominaisuuksia ja geometris-
ta esitystd késitellddn luvussa 3 ja pédldhteend luvussa on kiytetty Saganin teos-
ta Space-Filling Curves ([6]). Luvussa 4 késitelladn Hilbertin kidyrédn geometrista ja
analyyttistd esitystd sekd kdyrdn ominaisuuksia, jossa Saganin teoksen ([6]) lisdksi
lihteend on kaytetty Nicholas J. Rosen tutkielmaa Hilbert-Type Space-Filling Cur-
ves ([5]). Lopuksi luvussa 5 esitellddn erilaisia yksikkonelion tayttavia kayria seka
kolmiulotteinen kuution tayttava kédyra, joihin lihteend on kéytetty Saganin teosta

([6]).



LUKU 1
Perusmairitelmia kayriin ja kuvauksiin liittyen

Maaritelladn aluksi késitteité, joita tarvitaan myohemmin téssé tutkielmassa. Ole-
tetaan, ettd X C R" ja Y C R" ovat epétyhjid joukkoja.
Funktio méaritellasin seuraavasti

MAARITELMA 1.1. Karteesisen tulon osajoukko f C X xY on funktio, jos ehdoista

(zy) e f Ja (z,2)€f
seuraa y = z. Talloin y on funktion f yksikésitteinen arvo pisteessé x, jota merkitaan
yleisemmin f(z) = y. Jos x = (21,...,2,) € R" merkitdin f(x) = f(z1,...,2,).
Sanotaan, ettd f on funktio eli kuvaus méarittelyjoukolta X maalijoukkoon Y, ja
kéytetddn kuvausmerkintdéd f : X — Y. Funktion graafi G’y muodostuu pistepareista

Gr={(r,y) e X xY:y=f(x)} CX xY.

Kahden funktion yhdiste eli yhdistetty funktio méaritelldén sisdkkaisiné funktioi-
na.

MAARITELMA 1.2. Kahdelle funktiolle f : X — Y ja g: Y — Z voidaan mé&éri-
telld yhdistetty funktio go f : X — Z asettamalla

(go f)(x):=g(f(x)) kaikille x € X.

Madritellddn funktioiden kolme ominaisuutta: injektiivisyys, surjektiivisuus ja bi-
jektiivisyys. Funktio f : X — Y on injektio, jos méérittelyjoukon X pisteet ku-
vautuvat eri maalijoukon Y pisteiksi. Funktio on surjektio, jos kaikki maalijoukon Y
pisteet tulevat kuvatuksi. Jos funktio on seké injektio ettéd surjektio, sitd kutsutaan
bijektioksi. Seuraavassa esitetddn ominaisuuksien tarkat médritelmét.

MAARITELMA 1.3. Funktio f: X — Y on
(1) injektio, jos kaikille pisteille 1 ja xo joille 21 # x5 pétee f(x1) # f(x2)
(2) surjektio, jos f(X) =Y, eli jos kaikille maalijoukon pisteille y € Y on ole-
massa x € X siten, ettd f(x) =v.
(3) bijektio, jos funktio on seké injektio ettéa surjektio.

Intuitiivisesti funktion jatkuvuus tarkoittaa sité, ettd pieni muutos lahtoarvoissa ei
aiheuta suurta muutosta kuva-arvoissa. Matemaattisesti jatkuvuus voidaan méaéritella
seuraavasti:

MAARITELMA 1.4. Olkoon I C R. Funktio f: 1 — R"™ on

(1) jatkuva pisteessid xo € I, jos jokaiselle £ > 0 on olemassa § > 0 siten, ettd
|f(x) — f(xo)| < e, aina kun x € [ ja |x — o] < 9.

(2) jatkuva joukossa X C I, jos se on jatkuva jokaisessa pisteessi x € X, ja
jatkuva, jos se on jatkuva koko joukossa I.
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1.1. TILAN TAYTTAVAT KAYRAT 4

Derivaatta kuvaa funktion muutosnopeutta. Funktion derivoituvuus saadaan sel-
ville tutkimalla funktion erotusosaméérén raja-arvoa.

MAARITELMA 1.5. Funktio f : I — R on derivoituva pisteessé ty € I, jos erotus-

e e . . t)— f(t e .
osamédran raja-arvo lim W on olemassa ja &arellinen.

oty T

Funktio f : I — R? voidaan esitt#iii koordinaattifunktioiden avulla f(¢) = (z(t),y(t)),
jossa funktio z(t) on kuvauksen f(¢) kuvaaman pisteen z-koordinaatti ja y(t) on sen y-
koordinaatti. Téllaisen funktion jatkuvuutta ja derivoituvuutta voidaan tutkia koor-
dinaattifunktioiden jatkuvuuden ja derivoituvuuden kautta.

MAARITELMA 1.6. Funktio f : I — R? on
e jatkuva, jos ja vain jos koordinaattifunktiot z : I — R jay : I — R ovat
jatkuvia.
e derivoituva, jos ja vain jos koordinaattifunktiot z : I — R jay: I — R ovat
derivoituvia.

1.1. Tilan tayttavat kayrat
Téssa tutkielmassa maéaritelldan tilan tayttava kdyra seuraavasti

MAARITELMA 1.7. Olkoon I = [0,1] ja @ = [0, 1]*. Funktion f : I — @ kuva-
joukko f(I) on tilan tayttava kiyré, jos funktio f on jatkuva ja surjektiivinen.

Maaritelméssé rajoitutaan vain funktioihin, jotka kuvautuvat yksikkovélilta yk-
sikkoneliolle. Talldisia funktioita ovat tassd tutkielmassa késiteltdvat Peanon kayra
ja Hilbertin kédyra. Tilan tayttavida kayrid on kuitenkin useita erilaisia, kuten esi-
merkiksi funktio, joka kuvautuu yksikkovalilta suorakulmaiselle kolmiolle. Lisdksi on
tutkittu kolmiulotteisia tilan tayttavida kayrid, kuten tdméankin tutkielman lopussa
oleva Hilbertin kdyrin kolmiulotteinen versio, jossa yksikkovéli I = [0, 1] kuvautuu
yksikkdkuutioksi W = [0, 1]3.

HuoMAuTUS 1.8. Peanon kéyrille ja Hilbertin kéyrélle tullaan luvuissa 3 ja 4
todistamaan, ettd ne ovat ei-missédn derivoituvia.



LUKU 2

Yhtamahtavuus ja Netton lause

2.1. Joukkojen [0,1] ja [0,1]x[0,1] yhtdmahtavuus

Intuitiivisesti joukkojen yhtdmahtavuus voidaan ajatella niin, ettd joukoissa on
saman verran alkioita. Yhtdmahtavien joukkojen A ja B alkiot voidaan asettaa vas-
taamaan toisiaan siten, ettéd jokaista joukon A alkiota vastaa tdsmaélleen yksi joukon
B alkio. Joukkojen yhtdmahtavuutta voidaan tutkia niiden vilisen bijektiivisen ku-
vauksen avulla:

MAARITELMA 2.1. Joukot A ja B ovat yhtd mahtavia, merkitdén A ~ B, jos on
olemassa bijektio f : A — B.

LAUSE 2.2. Joukot [0, 1] ja [0,1]* ovat yhtd mahtavia, [0,1] ~ [0, 1]%.

Todistuksessa kédytetddn reaalilukujen desimaaliesitysté, joka ei aina ole yksiké-
sitteinen. Samalla reaaliluvulla voi olla useita desimaaliesityksié, esimerkiksi

0,1000...=0,0999....

Yksikésitteisyyden takaamiseksi kdytetddn todistuksessa vain jalkimmaéista esitysta-
paa. Ainoastaan luku 0 voidaan esittdd muodossa 0,0000. . ..

TopisTus. Halutaan siis 16ytdé bijektio f : [0,1] — [0, 1]2.
Jos piste z € [0, 1], voidaan se esittdd muodossa

z2=0,21202324 . ..

siten, ettd komponentti z; koostuu nollasta poikkeavasta luvusta seké sen vasemmalla
puolella olevista nollista. Esimerkiksi luku z = 0,2031003999. .. jakautuu komponen-
teiksi 21 = 2, 29 = 03, 23 =1, 24 = 003 ja z; = 9, kaikille 7 > 4.

Asettamalla
_ (0,z12325...\ _ (w
f(z) = <O, 2924726 - - ) - (y)
saadaan haluttu bijektiivinen kuvaus f.
Esimerkiksi luku 0, 010034065999 . .. kuvautuu seuraavasti

0,0145999. ..
0,00306999... )"

Néin rakennettuna funktio f on selvésti injektio: jos z # Z niin f(2) # f(2).

Funktio f on myés surjektio: Jos (x,y) on maalijoukon alkio, eli (z,y) € [0, 1]* jol-
loinz = 0,z120w3. .. jay = 0,y192y3 . . ., niin (z,y) = f(2) kun 2z = 0, 1y T2Yox3Ys3 - . ..
Esimerkiksi maalijoukon alkiota (x,y) = (0,0476999...;0,5008999...) vastaa lahto-
joukon alkio z = 0,04570086999 . .. . T4ll6in jokaista maalijoukon alkiota vastaa jokin
léhtojoukon alkio, joten f on surjektio.

Koska funktio f on injektio ja surjektio, niin se on myos bijektio. 0

£(0,010034065999. .. ) = (
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2.2. NETTON LAUSE 6

2.2. Netton lause

Vuonna 1879 saksalainen matemaatikko Eugen Netto osoitti, ettd Cantorin esitté-
mé bijektiivinen kuvaus joukolta [0, 1] joukolle [0, 1]? ei voi olla jatkuva. Todistuksessa
tarvitaan seuraavia joukkoihin ja kuvauksiin liittyvid ominaisuuksia:

MAARITELMA 2.3. Joukko A on kompakti, jos se on suljettu ja rajoitettu.

LAUSE 2.4. Joukko f(A) on

(1) kompakti, jos joukko A on kompakti ja funktio f on jatkuva.
(2) yhtendinen, jos joukko A on yhtendinen ja funktio f on jatkuva.

LAUSE 2.5. Funktio f on jatkuva jos ja vain jos jokaiselle suljetulle joukolle C
myds joukko f~1(C) on suljettu.

LAUSE 2.6. Jos kuvaus f : X — Y on bijektio, sille on olemassa bijektiivinen
kéddnteiskuvaus f~1:Y — X.

Todistetaan Netton lause lauseiden 2.4, 2.5 ja 2.6 avulla.
LAUSE 2.7. (Netto) Bijektivinen kuvaus f : [0,1] — [0,1]? on aina epdjatkuva.

Tobistus. Oletetaan, ettd funktio f on jatkuva. Koska funktio f on bijektio,
sille on lauseen 2.6 nojalla olemassa kiinteiskuvaus g := f~!: [0,1]* — [0, 1]. Olkoon
suljettu joukko C' C [0, 1], jolloin se on myos rajoitettu, eli joukko C' on kompakti.
Nyt lauseen 2.4 kohdan 1 nojalla joukko f(C') on kompakti. Koska f(C) = ¢~(C),
niin joukko ¢g~*(C) on myds kompakti, erityisesti se on suljettu. T#ll6in lauseen 2.5
nojalla funktio ¢ = f~! on jatkuva.

Kun poistetaan piste 2o € ]0,1[ ja sen kuva f(x) € [0,1]?, on joukko [0,1]*\
{f(z0)} yhé yhtendinen, mutta joukko [0, 1]\ {zo} on epdyhteniinen. T&lloin siis jat-
kuva funktio f~! kuvaa yhteniisen joukon [0,1]* \ {f(z0)} epdyhteniiseksi joukoksi
[0,1] \ {z0}. T&ll6in lauseen 2.4 kohdan 2 perusteella funktion f~! on oltava epéjat-
kuva, ja saadaan ristiriita. Siispé oletus on véérin, joten funktio f on epéjatkuva.
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LUKU 3

Peanon kayra

[talialainen matemaatikko Giuseppe Peano (1858-1932) valmistui Torinon yliopis-
tosta vuonna 1880, jossa hén aloitti tyonsd matematiikan professorina vuonna 1890.
Peano toimi professorina koko loppuikénsé, ja hén teki ansiokkaasti toitd symbolisen
logiikan, aksiomaattisten menetelmien ja matemaattisen analyysin parissa. Peanon
toissé oli paljon filosofista arvoa, silld hdn osasi kyseenalaistaa ja etsid vastaesimerk-
kejé esitettyihin teorioihin. Peano oli ensimmaéinen, joka antoi esimerkin tilan taytté-
vastd kdyrasta.

3.1. Trinidiriluvut

Peanon kéyran méaaritelméssa tarvitaan kolmikantaisia lukuja eli trindérilukuja.

MAARITELMA 3.1. Vililla [0, 1] oleva luku voidaan kirjoittaa trinddrilukuna muo-
dossa
t oty ty — ln
Ostitolaly... = =+ 2+ 2 4. =5
st 3 3 3 ; 3n
jossa t; = 0,1 tai 2.

Trindariluvut voivat olla paattyvia tai paattymattomia. Paattyvassa trindariluvus-
sa on joko adrellinen tai dareton méadra numeroita, kunhan jalkimmaéisessé tapaukses-
sa loput numerot ovat nollia. Esimerkiksi luvut 05121 ja 05121000. .. ovat padttyvid
trinddrilukuja. Padttymattoméssa trinddriluvussa on ddretén midrd numeroita, jos-

sa loput numerot eivét ole pelkkid nollia, kuten esimerkiksi luku 051201102.... Jos
luvun loppuosa noudattaa tiettyé jaksoa, voidaan jaksoa merkité toistuvan numero-
sarjan ylapuolella olevalla viivalla, 051202020 ... = 05120.

Paattyméattomien trindérilukujen laskemisessa tarvitaan usein geometrisen sarjan

kaavaa
> a
Z aq" - 1 ’
n=0 -4

jossa —1 < g < 1.
ESIMERKKI 3.2. Luku 2—77 padttyvand trinddrilukuna ja luvut % ja }l paattymatto-
mind trindarilukuina

0 2 1 7

05021 = 05021000... = = + — + — = —
s ’ sttty oy
_ 1 1 1 1 =1 =1 1 1
0:1=0:1111. .. = -4+ — 4+ — 4+ —+...=> — =N " _ —_ -~ _1==
A stETE e ;3" nzzo?’” 30 1-1 2
008002000, =042, 0 2 22, ]
3 — V3 —3 32 33 34 _n7132n_1—3i2 —4
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LAUSE 3.3. Padttyvd trinddriluku voidaan kirjoittaa pddattymdattoman trinddrilu-
vun muodossa, jolloin luvun lopussa toistuu numero 2 ddrettémaiin

Ogtltgtg .. tnt = Ogtltgtg ‘e tn(t - 1)?,
jossat =1 tai 2.

Tobistus. Todistuksessa riittéaéd tarkastella tapausta, jossa n = 0 eli tutkia yh-
talod 05t = 03(t — 1)2, kun ¢ = 1 tai 2. Tutkitaan yht#lod molemmilla muuttujan ¢
arvoilla.

Kunt=1

_ _ _ 0 0 9
Ot — 12 =050~ 12 =002 = L+ 3 2

0 <2 2 2 1
:§+ 37—@—§ :0+ 3—2—— = —031—03
n=0
Kunt=2
_ _ _ 1 <2 1 1
og(t—1)2=og(2—1)2=0312=§+23—n:§+§— — 042 = 04

U

ESIMERKKI 3.4. Luku % trinddrilukuna paattyvissa ja padttymattoméassid muo-
dossa

0.01 0 1_1
=gt Ty
0O 0 2 )
05002 = = + — + — —:—.
3 32+33 23

n=

Trindérilukujen yhteen- ja véhennyslaskut tapahtuvat komponenteittain. Olkoon
trinddriluvut ¢ = 04185 ... ja t= O3t1t2t3 . Peanon kéyran késittelyn yhteydessa
tarvitaan ainoastaan yhteen- ja Vahennyslaskun erikoistapauksia, joissa yhteenlaskus-
sat;+t; <2 ja vdhennyslaskussa ¢; — t; > 0. Tallsin trinddrilukujen summa s = t+1t
ja erotus e =t — ¢ ovat

S = 03818283 e = 03(t1 + 1?1)(252 + fg)(tg) + 1?3) e
€ = 03616263 e = Og(tl — £1)<t2 — gg)(tg — 1?3) e

Peanon kéayrén jatkuvuuden ja ei-missédédn derivoituvuuden todistuksissa tarvi-
taan trinddriluvun kolmeen jakamista ja kolmella kertomista. Késitellddn vain eri-
koistapausta, jossa alkuperiinen trindédriluku kuuluu vilille [0, 1] ja sitd kertomalla ja
jakamalla saatavat trindéariluvut kuuluvat myos samalle vélille [0, 1]. Koska trindérilu-
ku on kolmikantainen, sen jakaminen kolmella siirtda trindérilukukohtia yhden paikan
verran oikealle ja kertominen yhden paikan verran vasemmalle. Olkoon trindéariluku

00
t
T = 030t1t2t3t4 L. = Z Sr:i-l
n=1
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Talloin kertolaskulle

3r=3 Z 3211 = Z 337:5:1 = Z ;—Z = 03t1t2t3t4 c.
n=1 n=1

n=1
ja jakolaskulle
SN
— = = —— = 03500¢129t5t4 . ..
D T = 2 g = 000htataty

MAARITELMA 3.5. Trinddriluvuille méaritelladn funktio £ asettamalla kt; = 2—t;,
jossa t; = 0,1, 2.

Maééritelmén mukaan funktio k suorittaa laskutoimituksen trindériluvun paikassa
¢ olevalle numerolle, jolloin funktio £ muuttaa numeron 2 numeroksi 0 ja péainvastoin,
mutta ei vaikuta mitenkdén numeroon 1. Potenssi k¥ tarkoittaa funktion k toistamista
v kertaa, eli v kappaletta yhdistettyja funktioita k.

ESIMERKKI 3.6. Luvulle 0502120 voidaan laskea
050(k2)(k1)(k*2)(k°0) = 0500122,

silla
k2=2-2=0
kl=2-1=1
k*2 = k(k(2)) = k0 =2
k°0 = 2

HuomaAuTUs 3.7. Funktio k£ on itsensé ka#dnteisfunktio, silla
E2(t) = k(k(t) =2 — (2 —t;) = t,.
Tésté seuraa, etté
k't; = t; kun v on parillinen
ja
k't; = kt; kun v on pariton.

3.2. Peanon kiyrin méiiritelméa

Peanon kédyrdn méiritelmén ymmértdminen voi olla hyvin hankalaa, eikd mé&éri-
telméstd hahmota kiyrédn geometrista ulkoasua. Peano ei lainkaan paneutunut kéy-
réansd geometriseen esittdmiseen, vaan Hilbert oli ensimméinen joka hahmotteli kay-
rian paperille. Peano mééritteli jatkuvan tilan tdyttdvan kayrénséd seuraavasti

MAARITELMA 3.8. Olkoon joukot I = [0,1] ja @ = [0, 1]?. Mééritellisin funktio
fp 1 I — @ siten, ettd

0st (kt2t2) (kt2ttat) . . k‘Z?:l tai2y 1) "
fp(Ostqtatsts...) = ( st (K28)( 5)--- 2n-1) ) _ (xp( ))7

03<kt1t2)(kt1+t3t4> R (kZ:L:l tQi’thn) R yp(t>

jossaty = 0 ja k on méaritelmén 3.5 mukainen funktio. Kuvausta f, kutsutaan Peanon
kayraksi.
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ESIMERKKI 3.9. Luvut l 2 ja g 5 kuvautuvat Peanon funktiolla seuraavasti

1 1(k°0) (k°+0) .. 051000. .. 1 1
i (5) = oo = (Sl ) = (o) = (22 2) = ()
0)(k2+00) .. 050000. .. 0
( (K92) (k"+00) .. ):<032000...):<§)
242 24242 2424242 .
1 (2) = oz - (SLEETIEE T min

) <2°°—) ) ()
Yow/  \i
LAUSE 3.10. Peanon kdyrd on riippumaton trinddriluvun esitystavasta, toisin sa-

noen funktio antaa saman tuloksen sekd pddattyvassda ettd pddattymdattomdassa muodossa
olevalle trinddriluvulle.

o (g) = fp(030200'

Tobistus. Todistetaan tdmé erikseen komponenttiméaraltaan parillisille ja pa-
rittomille trindariluvuille osoittamalla, ettd padttyvéa ja padttyméaton trindédriluku an-
tavat saman tuloksen. Olkoot trinddriluvut muotoa

Ogtltgtg . tnt = Ogtltgtg e tn(t - 1)?,

jossat =1 tait = 2.

Tutkitaan ensimmaéisté koordinaattifunktiota x,, parillisilla trinddriluvuilla, jolloin
n = 2m. Merkitddn 77 = ty + - - - + ta,,. Nyt koordinaattifunktion mééritelmén (3.8)
nojalla saadaan paattyvalla trindariluvulla

(3.1) 2, (0st1tots . . . tomt) = Oty (K2t3) (K2 4t5) ... (K71¢) (KT10).
Funktio k on itsensé kdanteisfunktio, joten jos T; on parillinen, lausekkeen loppuosasta
saadaan
(KT11)(KT10) =0 = ¢.
Jos T} on pariton, loppuosasta saadaan
(KT1)(ET0) = (2 — 1)2.

T#lloin lauseke (3.1) on muotoa

05t1 (k"2t3) (k24 5) .. . ¢, kun 7} on parillinen

0st1 (k'2t3) (k2 Ttt5) ... (2 —t)2, kun T} on pariton
Muuttamalla alempi lauseke vield paattyvaan muotoon, saadaan

051 (k"2t3) (K2 atg) .. ¢, kun 77 on parillinen

05t1 (k2t3) (k2 4¢5) ... (3 —t), kun T7 on pariton.

jossat =1 tait = 2.
Paattyméattomalld trindédriluvulla koordinaattifunktiosta saadaan

.]Tp(()gtltgtg c. tgm(t — 1)§>
(3.2) = 0511 (K™2t3) (K21 s) (KTt — 1)) (KT 22) (BT H222) L.
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Jos T7 on parillinen, lausekkeen loppuosasta saadaan

(KT (t — 1) (K" P22) (k1 12) ... = (t —1)2
ja jos T on pariton, loppuosasta saadaan
(KT (t — 1) (k1 F22) (K11 2) ... = (2 — (t — 1))O0.

Télloin siis lauseke (3.2) on muotoa

05t (K'2t3) (k2 Ttats) ... (t — 1)2, kun 7} on parillinen
05t (k'2t3) (k2 Ttt5) ... (2 — (¢t — 1)), kun T} on pariton
Kun muutetaan ylempi lauseke paattyvadn muotoon ja sievennetdin alempaa, saa-
daan
05t1(k"2t3) . . ., kun 77 on parillinen
05t1 (k"2t3) (k2 ¢5) ... (3 —t), kun T} on pariton
jossa t = 1 tai t = 2. Ensimmaéinen koordinaattifunktio antaa siis saman arvon seké
padttyvissi ettd padttymattomassd muodossa olevalle parilliselle trindariluvulle.
Tutkitaan ensimmaistd koordinaattifunktiota parittomilla trindariluvuilla, jolloin
n = 2m + 1 ja merkitddn samoin Ty = ty + --- + to,,. Padttyvalla trindariluvulla
saadaan vastaavanlaisella paéttelylla
.Clﬁp(Ogtltgtg Ce t2m+1t)
- Ogtl (kt2t3)<kt2+t4t5> .o (/{ZTtherl)(leHO)(kT1+t+20) e

05t1 (k™2t3) (K245 . tomat, kun 7} on parillinen ja ¢t on parillinen
) Ogty (K"2t3) (K2 0445) a2, kun 7 on parillinen ja ¢ on pariton
) 0sty (KP2ts) (K2 H5) .. (2 — tymy1)2, kun T} on pariton ja t on parillinen

051 (k2t3) (k™24 ¢5) ... (2 — tome1),  kun Ty on pariton ja ¢ on pariton
Pasattymattomallad trindariluvulla saadaan
Jip(03t1t2t3 e t2m+1<t — 1)5)
= 04ty (k'2t3) (K20 45) . (K gy )) (KT HE D) (R HE- D29y
josta samaan tapaan saadaan tdsmélleen samat nelja vaihtoehtoa, kuin paattyval-
1& trindariluvulla. Siispd ensimméinen koordinaattifunktio antaa saman arvon myos
parittomille trindériluvuille esitysmuodosta riippumatta.

Vastaava tulos pétee myds toiselle koordinaattifunktiolle y,. Asia voidaan tarkis-
taa késittelemilld samalla tavoin parittomia n = 2m —1 ja parillisia n = 2m trindéri-
lukuja, ja voidaan merkitd Ty = t; +t3+- - - +t2,,_1. Parittomien lukujen tarkastelussa
tuloksena saadaan kaksi vaihtoehtoa ja parillisilla nelja vaihtoehtoa.

Nyt molempia koordinaattifunktioita tutkittaessa komponenttiméaraltdan paril-
lisilla ja parittomilla trindariluvuilla, pdadyttiin samaan tulokseen seka paattyvilla
ettd padttyméattomilld trinddriluvuilla. Siispa funktion f, arvo ei riipu trindariluvun
esitystavasta. L]

3.3. Peanon kidyra tilan tayttavana kayrana
LAUSE 3.11. Peanon kdyrd on tilan tayttava kayrd, jolle f,(I) = Q.

Osoitetaan, ettd Peanon kayrilld on méadritelméssa 1.7 mainitut ominaisuudet.
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3.3.1. Peanon kdyran surjektiivisuus.
LAUSE 3.12. Madritelmdassd 3.8 esitetty Peanon kdyrd on surjektio.

Tobistus. Olkoon piste (x,y) = (0321290324 ..., 0591Y2y3ys...) € Q. On siis
osoitettava, ettd on olemassa t = Ost1tatsty ... € I siten, ettd

0'1’11‘2.1’31‘4 Ce
H=1[2 .
Jult) <03z/1yzy3y4 . )

Méaritelmén 3.8 mukaan saadaan yhtépitavyys

f (O't1t2t3t4 ) _ O3t]_ (kt2t3)(kt2+t4t5) Ce (kz%l tQi_Qth_l) ce _ 03x1x2x3$4 .
PAT3 o Og(k’tltg)(l{?t1+t3t4) e (kﬁzi:l t2i71t2n) . 03y1y2y3y4 o)

Verrataan vastaavia trindarilukukohtia, jolloin saadaan

Tpn = k2?21 tzi_2t2n—1
ja

Yn = ka;l:l t2i71t2n~
Koska k on itsensé kaddnteisfunktio, saadaan edellisistd kuvaamalla molemmat puolet
vastaavalla funktiolla k

ton 1 = k2im1tei-2g
ja

th = k»z:?:1 t2i71yn~

Méaritelmén 3.8 nojalla ty = 0, joten néisté yhtéloista voidaan ratkaista luvut ¢4, to, t3,. . ..

Esimerkiksi luku
ty =ty 1 = kD=1 B2y = Bz, — 1
ja luku
ty =t = klim Pimlyy = fhy,

Niin loydetddn madrittelyjoukon alkio ¢ = 0stitatsty..., joten Peanon kdyrd f, on
surjektio. 0

3.3.2. Peanon kdyran jatkuvuus.
LAUSE 3.13. Madritelmdassd 3.8 esitetty Peanon kdyrd on jatkuva.

Tobistus. Tutkitaan Peanon kéyrén jatkuvuutta koordinaattifunktioiden z,(t)
ja y,(t) avulla.
Osoitetaan ensin, ettd x,(t) on oikealta jatkuva kaikille ¢ € [0,1). Olkoon

'E - 031?12?2'[?3 e £2n£2n+1 e
paattymaton trindariluku. Jos valittu luku loppuu kakkosen jaksoon, muunnetaan
luku lauseen 3.3 mukaiseen péaattyvaan muotoon. Olkoon liséksi

1

5 = 3% - 03000 e 0£2n+1£2n+2 cee
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R P N 1 . A
t+ 0= Ogtltgtg ce tgntgn_H oot 3% - 03000 PN Ot2n+1t2n+2 .

. R 1
= O3t1tats . .. toy + 3on yhdistetddn summattava trindériluvun paikkaan 2n

Aton + 1) josta saadaan trinddriluvun paattyméatén muoto

(
- 31?152 3(2n+1_1)§
ty

n2,

niin jokaisen ¢ € [t,# + &) ensimmaiset 2n trinddriluvun osaa tiytyy vastata luvun £
trinéériosia, JOllOln siis t = O3t1t2t3 tontontitonta - -

Merkitédan T = to+1ty+tg+- - - +ton. Nyt kuvaplstelden erotuksen itseisarvoa voidaan
arvioida

|z (t) — w(f)| = |0351(kt2f3) o (thgnH) = ngl(thfg) . (kaQnH) .
& ki kTt f kP2 kT,
:_1+ 3+...+ 2+1_|_...__1__3_..._ 2+1_._.
3 32 gnt1 3 32 gnt1
- th2n+1 ]{IT+t2"+2t2n+3 o kTI?QnJrl kT+£2”+2£2n+3
- 3n+1 3n+2 B 3n+1 o 3n+2 o :
< kTt 1 — kT toni kTt tant2gy o — kT+£2"+21?2n+3 n
— 3n+1 3n+2 e
2 2 2

S 3n+1 + 3n+2 + 3n+3 +

2 11 2 = 1
< l+-+=-+... )= —
- <3n+1> ( - 3 T 9 - ) <3n+1) (; 3n>

2 1
= <3n+1) (g) =3 — 0,kun n — oo.

Nyt siis mééritelmén 1.4 mukaan koordinaattifunktio x,(¢) on oikealta jatkuva.
Osoitetaan, ettd z,(t) on vasemmalta jatkuva kaikille ¢ € (0, 1]. Olkoon nyt

tA - 031?152%3 cee £2n£2n+1 e

padattymaton trinddriluku, joka ei lopu kakkosen jaksoon. Kuten edellé, jos valittu
luku loppuu kakkosen jaksoon, kdytetddn luvusta lauseen 3.3 mukaista padttyvad
muotoa. Olkoon

(5 - 03000 e 0£2n+1£2n+2 cee s
Téalloin
t — 8 = 03t1tats . . . fontonys ... — 05000 .. Ofgyiitonys ... = Ostitats. .. ton
Jokaiselle t € (£ — 8, | ensimmiiset 2n trindriluvun osaa on vastattava luvun  osia,

jolloin t = nglfgfg .. .fgnt2n+1t2n+2 ... . Vastaavasti kuten edelld voidaan osoittaa,
ettd koordinaattifunktio x,(¢) on vasemmalta jatkuva.
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Koska z,(t) on oikealta jatkuva, kun ¢ € [0,1) ja vasemmalta jatkuva, kun t €
(0, 1], niin x,(t) on jatkuva koko valilla [0, 1].

Funktion z,(t) jatkuvuudesta seuraa, ettd myos funktio y,(¢) on jatkuva valilla
0, 1], silld

[e.e]

ln
3$p<§) - 3£Cp (Z ﬁ) — 3‘030(kt1t2)(]€t1+t3t4> BESS 03(kt1t2)<]€t1+t3t4) e = yp<t)

n=1

Koska molemmat koordinaattifunktiot ovat jatkuvia valilla [0, 1], niin m&éritelmén

1.6 nojalla myos Peanon kdyré f, on jatkuva vélilla [0, 1].
0

3.4. Peanon kiyri on ei-missiin derivoituva

Peanon mééarittelemén kiyrdn esitys oli erittdin tarkka, mutta hén ei osoitta-
nut, ettd hdnen muodostamansa kayrd on ei-missédédn derivoituva. Kymmenen vuotta
mychemmin amerikkalainen matemaatikko Eliakim Hastings Moore julkaisi télle to-
distuksen.

LAUSE 3.14. Mddritelmdssd 3.8 esitetty Peanon kiyrd on ei-missddn derivoituva.
Tobistus. Tutkitaan ensin koordinaattifunktion x,(t) derivoituvuutta. Jokaiselle
t = O3t1tots...tantont1tonsa... € [0,1],
voidaan méadritella

T = 03t1t2t3. ..thTQn_HtQTH_Q. .y

jossa Toni1 = tont1 + 1 (mod2), jolloin |tan1 — Tony1| = 1. Nyt trindériluvut ¢ ja 7
eroavat toisistaan vain kohdassa 2n + 1, jolloin

1
- 32n+1 :

ton+1  Ton+1

32n+1 32n+1

| ten+1 — Tonta

|t - T| = 32n+1

Peanon kéyrdan méadritelmén 3.8 mukaan koordinaattifunktiot z,(t) ja x,(7) eroavat

. . e 2n+1)+1 :
toisistaan ainoastaan trindériluvun kohdassa % = (n+ 1), joten saadaan
to+...+t to+...+t to+...+t
|x (t)_x (7.)| B k 2+ +2nt2n+1 B k 2+ +2n7-2n+1 B k 2+ +2n(t2n+1 _ 7—2n+1) B 1
p p - 3n+1 3n+1 o 3n+1 - 3n+1
ja siispéa
1 2n+1
r,(t) — 2, (T Tt 3
[2p(t) = 2,( >|:31 = o = 3" — 00, kunn — oc.
|t =7 T 9

Nyt erotusosamédrdn raja-arvo lahestyy &ddretontd, joten méidritelmén 1.5 nojalla
z,(t) el ole derivoituva.

Koska toinen koordinaattifunktio saadaan johdettua kaavalla y,(t) = 3z,(%), niin
myoskadn y,(t) ei ole derivoituva. Siispd Peanon kéyra f, ei ole derivoituva vélilla
[0, 1] eli méarittelyjoukossaan, joten Peanon kidyra on ei-missdén derivoituva. O
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3.5. Peanon kidyrdn geometrinen esitys

Peanon kayrén geometrisen luonteen hahmottaminen pelkistd méaaritelmésté saat-
taa olla hyvin vaikeaa. Kun tilan tayttavid kdyrid alettiin tutkia enemmaén, saksalai-
nen matemaatikko David Hilbert (1862-1943) paneutui kdyrien geometriseen esitta-
miseen. Hilbert opiskeli Konigsbergin, eli nykyisen Kalingradin, sekd Heidelbergin
yliopistoissa ja valmistui tohtoriksi 1884. Hén jatkoi vield opiskelua Pariisissa, jon-
ka jélkeen hin palasi opettamaan Konigsbergin yliopistoon. 33-vuotiaana hén muutti
tyon peréssd Gottingenin yliopistoon, josta hin jéi eldkkeelle 68-vuotiaana vuonna
1930. Hilbert oli merkittdva matemaatikko, silld hdan kehitti useita eri matematiikan
aloja tutkien ja korjaillen uusia teorioita.

Hilbert oli ensimmaéinen, joka antoi Peanon kéyrille kuvallisen esitystavan. V-
lin [0, 1] kuvautuminen yksikkonelioon voidaan selvittédéd tutkimalla trindérilukuja ja
niiden kuvautumista Peanon kédyrdn méaaritelméan 3.8 avulla.

Tutkitaan ensin tapausta, jossa véli [0, 1] jaetaan yhdeksddn yhtdsuureen osaan.
Asetetaan trinddriluvulle Ost1totsty . .. arvot t; = 0 ja ty = 0. TAlloin saadaan trindé-
riluku 0500%sty4 . . ., joka on pienimmillddn 0, kun kaikki luvut ¢; = 0. Suurimmillaan
trinddriluku on silloin, kun kaikki luvut ¢; = 2, jolloin

o 0 2 2 =2 1
0,0022..=-+—=4+—=+—+---= — =,
s 3T Tt ;37% 9
Tutkittava piste kuuluu siis vélille [0, é] Tutkitaan pisteen kuvautumista mééaritel-
mésséd 3.8 esitetylld Peanon funktiolla ja merkitdédn yksinkertaistaen trindriluvuille
vastaavuudet

£,(05005ts ...) = (030(k0t3)(k0+t4t5) ) B (030m2x3x4...) |

03(1{?00)(1{?0+t3t4) e 030y2y3y4 e

Télloin kuvapisteen x-koordinaatti

0301’2$3I4...:—+—+_+...

on pienimmillddn 0, kun kaikki luvut z; = 0. Suurimmillaan z-koordinaatti on silloin,
kun kaikki luvut x; = 2, jolloin

0o 2 2 2 = 2
030222 .. = g+ 5+ b gyt =) o=

Siten kuvapisteen z-koordinaatti kuuluu vélille [0, é] Vastaava tulos patee kuvapis-

teen y-koordinaatille. T&ll6in siis vélin [0, §] kuva sijaitsee nelion [0,1] x [0, 1] osane-
ligssé [0, 3] x [0, 3], joka on merkitty kuvaan 3.1 numerolla 1.
Asetetaan nyt t; = 0 ja to = 1, jolloin saadaan trinddriluku 0501¢3t, . ... Td&mé& on
pienimmilléén, kun kaikki luvut ¢; = 0, jolloin
1 0 0 1

0
0:0100. .. = — 4+ — 4 — 4 — 4 .. =~
3 sTeteE et 9
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T3/al9
2 5/|8
167

Kuva 3.1. Peanon kéyréan jarjestaytyminen yksikkonelioon.

Suurimmillaan trinddriluku on silloin, kun kaikki luvut ¢; = 2, jolloin
0 1.2 2 = 2

0,0122...= -+ — + — — =
’ stETE T ; 3n

@Il\?)

@Ir—A
©|+—~
@lH

Tama piste kuuluu vilille [ 5 9} Kuvattaessa piste Peanon funktiolla saadaan
O'O(kltg)(k1+t4t5) e 0'01’2[2731‘4 N
Fo(0501t5t . ..) = ( o r0sts ) = ( ’ )
03(1{? 1)(1{? t4) N 031y2y3y4 N

Kuvapisteen x-koordinaatti kuuluu samalle vilille, kuin edellisessé tapauksessa, mutta
y-koordinaateissa on eroa. Trinddriluku 041ysysy, ... on pienimmilldéin kun kaikki
luvut y; = 0, eli

051000... = L + Y o= 1
e T BE)
Suurimmillaan tringdériluku on silloin, kun kaikki luvut y; = 2 eli
1 2 2 1l K2 L 1 2
041222... == — = 4=z
’ 3TETE T3 2; 3373 3

35 5] Tésta nahdéan, etta vilin [%, %]
kuva on osanelitsséa [O, :ﬂ X [§7 %} joka on kuvaan 3.1 merkitty numerolla 2.

Vastaavasti jatkamalla voidaan huomata, etta véli [] L ]] arvoillaj =1,2,3,...,9
kuvautuu osanelioon, jota vastaa kuvan 3.1 osanelio j.

Pienennetddn vélin [0, 1] jakoa ja jaetaan jokainen edellinen osavili yhdeks#in
osaan, jolloin uusia vileja on yhteensd 81 kappaletta. Vastaavaa osanelijakoa ha-
vainnollistaa kuvan 3.2 keskimmaéinen yksikkonelio. Tutkitaan tarkemmin muutamien
osavilien kuvautumista.

Asetetaan t; = 0, to = 0, t3 = 0 ja ¢4 = 0. Talléin trindariluku 050000¢5%6 . .. on
pienimmill&én 0, kun kaikki luvut ¢; = 0. Suurimmillaan trinddriluku on silloin, kun

Kuvapisteen y-koordinaatti kuuluu siis vélille [
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kaikki luvut ¢; = 2, jolloin
=2 1

05000022... = — =

’ £~ 30 8l

€
’ 81

030<k00)(k0+0t5) R . 0300373%4 R
05(k°0) (kOH00) (K0+0*tsts .. ) \ 0500ysys... /)

Trindédriluku kuuluu siis vélille [0, &-]. Kun piste kuvataan Peanon funktiolla saadaan

f»(050000t5t5 . ..) = (

Kuvapisteen z-koordinaatti on pienimmilldén 0 ja suurimmillaan é. Vastaava pitee
y-koordinaatille. T&llsin siis véli [0, g7] kuvautuu osanelion [0, §] x [0, §].
Asetetaan seuraavaksi t; = 0, to =0, t3 = 2 ja t4 = 2. Trinddriluku 050022¢5¢ . . .

on pienimmilldén, kun kaikki luvut ¢; = 0, jolloin

05002200... = 2 + 2_38
K 27 81 8l
Suurimmillaan trindériluku on, kun kaikki luvut ¢; = 2, jolloin
=2 1 9
05002222 ... = — ==
’ fe3n 9 8l

8%, 8%]. Kun piste kuvataan Peanon funktiolla saadaan

030<k02)(k0+2t5) ce 03021’31’4 e
050022t5t5...) = — _
Jp(0:002215ts ... (03(1«00)(k0+22)(k0+2+t5t6 . ) (0302y3y4 y )

Trinddriluku kuuluu siis vélille |

Nyt kuvapisteen z-koordinaatti on pienimmilldan % ja suurimmillaan

o)

2 1 3
3 3 9
n=2
Vastaava tulos saadaan y-koordinaatille. Téten vili [&, ] kuvautuu osanelidon [2, 3]x
[2 §].
909
! THRIHIHF R A
[
- | T i
T an T
A % A i
L Y SR R AR
EN unllinn i i
\ |
1l i
0 10 10 1

Kuva 3.2. Peanon kédyran kulkusuunta yksikkoneliossd, kolme ensim-
méisté iterointiaskelta

Asettamalla t; = 0, t; = 1, t3 = 0 ja {4, = 0 saadaan trindériluku 050100¢5t6 . . .,

joka vastaavanlaisella paittelylld kuuluu vilille [8%, %]. Kun piste kuvataan Peanon
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funktiolla saadaan

050(k10) (k1 +0¢5) . .. ) _ (0302x3x4...).

050100t5tg...) =
fp( 3 5L6 ) (Og(kol)(k0+00)(k0+0+t5t6 L 0310y3y4 C.

Kuvapisteen z-koordinaatti kuuluu vélille [2, 3] ja y-koordinaatti vilille [2, 3], joten
vili g, 37] kuvautuu osanelioon [2, 3] x [2, 7].

Peanon kiyrin kulkua voidaan siis havainnollistaa niin, ettd vili I jaetaan 32"
yhteneviin osaviliin, jotka kuvataan 32" yhteneviin osanelioon, kun n = 1,2,3, .. ..
Kuvassa 3.2 on esitetty Peanon kéyrian kolme ensimméisté iterointiaskelta, joista voi-
daan nahd&a misséd osanelijarjestyksessa kayra kulkee yksikkonelion ldpi. Kun n 14-
hestyy ddretonté, eli iterointeja tehdédéan ddreton madri, lahestyy osavélien jarjestysti

kuvaava kdyré Peanon kayréé, eli saadaan koko yksikkonelion tayttava jatkuva kayra.



LUKU 4

Hilbertin kiyra

David Hilbert huomasi ensimmaéisené tilan tayttavien kdyrien geometrisen luon-
teen, ja kuinka kayrdn rakentuminen voidaan esittédd selkedsti. Peanon kéyrda tut-
kittuaan Hilbert alkoi kehittdd omaa tilan tayttdvaa kayrdadnsd. Peanon kayran ja
Hilbertin kéyrdn merkittdvin ero on se, ettd iterointiaskeleella n Peanon kéyrissi
yksikkovili 1 ja yksikkonelio @ jaetaan molemmat 3%" osaan, kun taas Hilbertin kiy-
rissi osia on 22" = 4" kappaletta. Eron voi huomata selviisti kiyrien geometrisista
esityksistéd. Hilbert esitti kidyran rakennusperiaatteen: Jos vili I = [0, 1] voidaan kuva-
ta jatkuvalla kuvauksella nelioén @ = [0, 1]?, voidaan vili I jakaa neljdin yhteneviin
osaviliin ja nelié ) neljadn yhtenevéian osanelioon, jolloin jokainen osavili voidaan
kuvata jatkuvalla kuvauksella yhteen osaneliotn. Téamén jélkeen jokainen uusi osavili
ja uusi osanelio voidaan jakaa uudestaan neljadn osavéliin ja osanelioon, ja saadaan
edelliseen tapaan jatkuvat kuvaukset. Tété periaatetta toistamalla &érettomén mon-
ta kertaa saadaan vali [ ja nelio @) jaettua 4™ yhtenevain osaan, jossan = 1,2,3...on
iterointikierrosten lukumééra.

Némé osaneliot voidaan jarjestdd niin, ettd vierekkéiset osaneliot vastaavat vie-
rekkéisid osavélejé, jolloin jatkuvuus sédilyy. Myoskin tietyn vélin osavélit vastaavat
vilid vastaavan nelion osanelioitd. Kuvassa 4.1 on esitetty, missé jarjestyksessa Hil-
bertin kédyra kulkee yksikkonelion osaneliot kolmella ensimmaéiselld iterointiaskeleella.
Kuvassa 4.2 on esitetty Hilbertin kdyrédn kuudes iterointiaskel. Kun iterointiaskel-
ten lukumaéara lahestyy &ddretontéd, ldhestyy osanelididen jérjestystéd esittdva kéayra
Hilbertin kéyraa.

1 1 1
EREEEEEEEEEEEN
L] [
RN
EERR T L
Ve Ve Ve
\ 1'% [ [ |
L] Il:_l I_] [N
1] HEEE [T
- - T~ |1 1Y
0 A 1 0 A 1 0 A 1

Kuva 4.1. Hilbertin kdyrin kolme ensimméisté iterointiaskelta

MAARITELMA 4.1. Olkoon I = [0,1] ja @ = [0,1]? ja olkoon piste ¢ € I. Pisteelle

t 16ytyy jono sisdkkéisia suljettuja vélejé, joiden pituus on 4%, ja joiden &areton leik-

kaus sisdltda ainoastaan pisteen t. Téllaista vilien muodostamaa jonoa vastaa jono
1

sisikkéisid suljettuja neliditd, joiden sivun pituus on g, ja joiden &éretdn leikkaus

19
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Kuva 4.2. Hilbertin kdyrdn kuudes iterointiaskel. Kuva otettu ldhde-
teoksesta [6].

sisiltdéd ainoastaan yhden pisteen. Télle pisteelle annetaan nimi f(t) € Q. Néin saa-
daan kuvaus f, : I — @, jonka kuvajoukko f;(I) muodostaa Hilbertin kdyran.

HuoMmAuTUS 4.2. Jos piste t on jonkin vélin |0, 1] osavilin padtepiste, kuuluu ¢
véhintddn kahteen eri sisékkéisten vilien jonoon. Pisteen ¢ kuva f,(¢) on kuitenkin
sama, silla vierekkaiset valit kuvautuvat vierekkéisiksi nelitiksi.

4.1. Hilbertin kayra tilan tayttiavana kiyriana
LAUSE 4.3. Hilbertin kdyrd on tilan tayttivd kayrd, jolle fr(I) = Q.
Osoitetaan, ettd Hilbertin kayrilla on madritelméassa 1.7 mainitut ominaisuudet.
4.1.1. Hilbertin kiyran surjektiivisuus.
LAUSE 4.4. Mddritelmdssd 4.1 esitetty Hilbertin kayrd f, : I — @Q on surjektio.

TobisTus. Valitaan mielivaltainen piste (29, o) € Q. Tiedetddn, etté piste kuu-
luu johonkin sisikkéisten suljettujen nelididen jonoon, joiden halkaisijat suppenevat
kohti nollaa. Tata sisdkkéisten suljettujen nelididen jonoa vastaa jono sisdkkéaisia sul-
jettuja osavilejé, joiden pituus suppenee kohti nollaa. Téméa mééarittelee yksikasit-
teisen luvun ty € I, jolle pétee f(ty) = (zo,yo). Jos tutkittava piste sijaitsee jonkin
osanelion kulmassa tai reunalla, niin se voi kuulua ainakin kahteen eri neli6on, jotka
eivit vastaa samaa osavilien jonoa. Télloin siis piste kuuluu ainakin kahteen eri sul-
jettujen sisdkkéisten nelididen jonoon, ja néin ollen silla on kaksi tai useampi alkukuva
joukossa [. Siispé fj, : I — @ on surjektio. O
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Hilbertin kédyran surjektiivisuuden todistuksessa kédy ilmi, ettd useampi vélin
piste voi kuvautua samaksi pisteeksi joukossa (). Téma ominaisuus pétee muillekin
tilan tayttiville kédyrille, mutta todistetaan tdmé vain Hilbertin kéyralle.

LAUSE 4.5. Hilbertin kdyralld on ddreton mddrd moninkertaisia pisteitd.

Tobistus. Oletetaan, etté iterointikierroksella n osaneliotéa @), vastaa osavéli I,.
Olkoon P osanelion @), keskipiste. Iterointikierroksella n + 1 nelion @),, osaneliot vas-
taavat vilin [, neljdéd osavilid. Naméa osavilit, osaneliot ja keskipiste on esitetty ku-
vassa 4.3.

Lo Q

Kuva 4.3. Vilin ja nelion jakaminen osavileiksi ja osanelitiksi

Kun iterointikierrosten lukumééara n lahestyy adretontd, saadaan osaneliostd 1 jo-
no sisakkéisia suljettuja osaneliitd, jotka suppenevat kohti pistettd P. Vastaavasti
vilin [, ensimmaiselté osavililtd voidaan 16ytaa joukko sisdkkéisid suljettuja osava-
lejé, jotka suppenevat kohti pistettd t. Kuitenkin myos osaneliostéd 4 saadaan jono
sisikkaisid suljettuja osanelioité, jotka suppenevat kohti pistettd P. N&itd vastaavat
vélin [, neljinnestd osavalisti saatavat sisdkkéiset suljetut osavilit, jotka suppenevat
kohti pistettd ¢’ # t. Niin ainakin kaksi eri pistetta véliltd I kuvautuvat samaksi pis-
teeksi P. Vastaavanlaisia pisteitd voidaan 10ytéa kaikista osanelitisté, joten Hilbertin
kayralla on ddreton méadrd moninkertaisia pisteita. O

4.1.2. Hilbertin kiyran jatkuvuus.
LAUSE 4.6. Mddritelmdssd 4.1 esitetty Hilbertin kayrd f, : I — Q) on jatkuva.

Tobistus. Kun Hilbertin kédyraé iteroidaan, on vali I jaettu 4™ osavéliin iteroin-
tiaskeleella n. Néiden kunkin osavélin pituus on 4%. Valitaan nyt ¢, ja ty € [ siten,
ettd [t — to| < ;5. Nyt vili [t;,t5] on p#éllekkéin korkeintaan kahden perdkkiisen
osavilin kanssa ja vélin kuva on korkeintaan kahden periikkéisen osanelion paalla.

Niiden osanelitiden sivun pituus on /& = 2%, ja yhdesséd osaneliot muodostavat

47L

N
2n -
| fr(t1) — fu(t2)] < \z/_ng — 0,kun n — oo, joten fj, : I — () on médritelmén 1.4 nojalla
jatkuva. U

suorakulmion jonka halkaisijan pituus on Nyt pisteiden t; ja to kuville pétee
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4.2. Hilbertin kiyri on ei-missidin derivoituva

Kehittdessdaan kayraansa Hilbert viitti, ettd kdyra on ei-misséédn derivoituva. Han
ei kuitenkaan itse osoittanut vaitettd todeksi, vaan varsinainen todistus esitettiin en-
simmaéisen kerran 100 vuotta mychemmin. Todistuksessa tarvitaan avuksi koordi-
naattifunktioita.

LAUSE 4.7. Madritelmdssd 4.1 esitetty Hilbertin kdyrd f, on ei-missddn derivoitu-
va, toisin sanoen Hilbertin kiyrdn koordinaattifunktiot x4 (t) ja yn(t) ovat ei-missddn
deriwoituvia.

TobpIsTUS. Olkoon iteraatiokierrosten lukuméarda n > 3. Mille tahansa ¢t € 1
voidaan valita jono ¢, siten, etté etiisyys |t — t,| < i—ﬁ, ja etté pisteen ¢ kuvapisteen
koordinaatit xp(t) ja ys(t) ovat erillddn pisteen t,, kuvapisteen koordinaateista ()
ja yn(t,) vihintdin yhden nelion sivun mitan verran =~. Eli kun n > 3 voidaan

2n
pisteelle ¢t aina l6ytaa pistejono t,,, joille pétee

[t —t,] < 10

n = 477/

1

fralt) — an(t)] > o
1

\Yn(t) — yn(tn)| > on

Tama voidaan ndhdd myos kuvasta 4.1.
T&lloin kuvapisteiden z-koordinaateille pétee
alt) = alta)] & _ 2"

T _E:1—6—>ookunn—>oo.
—t, 16

Talloin siis erotusosamédrin raja-arvoa ei ole olemassa, kun t, ldhestyy pistettéa
t, joten funktio xj ei ole derivoituva missdén pisteessi t € [0,1]. Vastaavasti y-
koordinaateille

n

= — — oo kun n — oo.
16

[yn(t) — yn(tn)]
|t - tn| N

=

Siispd médritelmén 1.5 nojalla Hilbertin kidyra on ei-misséén derivoituva. 0

4.3. Hilbertin kiyrin analyyttinen esitys

Hilbertin kayrén analyyttinen esitys perustuu Hilbertin k&yrdn kulkemiseen yk-
sikkonelitssé ja sen vektorimuotoiseen esitystapaan. Hilbertin kdyrda méariteltdessé
tarvitaan nelikantaisia lukuja, jotka ovat luonteeltaan samanlaisia kuin trindariluvut.
Vililld [0, 1] olevia nelikantaisia lukuja merkitdan

qa 42 g3 dn
0; ==t =+ o+ = -,
491924394 VIRV PIVE An

jossa q; = 0,1,2 tai 3.
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Hilbertin kéyra alkaa aina yksikkonelion kulmasta (0, 0) ja paéttyy kulmaan (1, 0).
Merkitdan yksikkonelion kulmia kirjaimilla A = (0,0), B = (0,1), C = (1,1) ja
D = (1,0), jotka ovat merkitty myos kuvaan 4.4. Hilbertin kdyra koostuu ensimméi-
sen askeleen moninkerroista, joita on skaalattu pienemmiksi, kierretty ja tarpeen vaa-
tiessa myos kulkusuuntaa on vaihdettu. Naitd orientaatioita on kahdeksan erilaista,
joissa kayréan alkupiste ja loppupiste sijaitsevat viereisissé kulmissa. Naistd kdytetdaan
merkintdéd fap, joka tarkoittaa kayridd, joka alkaa pisteestd A ja péadttyy pisteeseen
B. Kuvassa 4.5 on esitetty kdyrin nelja eri orientaatiota.

B=(10,1) Cc=(1,1)

0 1
A=(0,0) D=(1,0)

Kuva 4.4. Hilbertin kdyran kulku yksikkoneliosséa

fap fam fse fep

Kuva 4.5. Hilbertin kiyrén orientaatioita

Analyyttisessi esityksessd kaytetddn apuna koordinaattifunktioita, ja esitetdin
Hilbertin kédyra nédiden avulla sarakevektorina
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Kiertamalla ja suuntaa vaihtamalla saadaan kéyrat, jotka voidaan kirjoittaa al-
kuperéisen Hilbertin kéyran avulla sarakevektoreina

(4.1) fap = z:] fpa= :1 Z—Jhxh:
(4.2) fap = i};] fpa= :1 ghxh:
(4.3) fc = :1 fhyh} JfeB = i _ z:
(4.4) fep = i B g};] fpc = 1 ;hyh: :

Kuvan 4.1 iterointiaskeleista voidaan paétella, ettd Hilbertin kdayré alkaa pistees-
té (0,0) kun ¢ = 0, kulkee pisteiden (0,1), (3,1), (1, 3) kautta ja péittyy pisteeseen
(1,0) kun ¢ = 1. Hilbertin kéyrén toinen iterointiaskel koostuu neljéstéd ensimméisesté
askeleesta, joiden koko on skaalattu puolikkaaksi alkuperéisesté ja joiden orientaatioi-
ta on muutettu siten, ettid ne asettuvat sopivasti perdakkéin. Vastaavasti kolmas askel
koostuu 16 kappaleesta ensimmiisti askelta, jotka on skaalattu 272-kertaiseksi, orien-
toitu ja asetettu perdkkéin. Vastaavasti askeleella n on ensimmaéisté askelta skaalattu
kertoimella 27" ja niitd on perdkkéin 4" kappaletta.

Olkoon ¢ nelikantainen luku ja ¢ € I = [0, 1]. Tutkitaan ensin Hilbertin funktion
kulkua, kun véli I jactaan neljéian yhtasuureen osaan. Talloin kdyra koostuu neljéastéa
eri orientaatiopalasesta

(4.5)

g
/N
SR P
N———
Il

—_
B
SN—
|

ws o

[\
+ e
()]

w o

w
+
(=)

~— ~——
I

[N DN | = N = N~
—_
[—

(43) i (T

Yhtéaloiden (4.1) - (4.4) avulla voidaan yht&lot (4.5) - (4.8) esittédéd Hilbertin kdyran
avulla. Merkitddan Hilbertin kdyréan eteen jéadavia osia merkinnoéilla 0y, 6, 65 ja 03. Nain
saadaan
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ol 0] =32 oo =

Th
() =5 1]+ 3t =3 [1] + 300 = 0ita
i (350) =5 1] + st =5 1] + 50 = esita
£ (259) -] o2
B4 e

Néiden merkintojen avulla voidaan yhtalot (4.5) - (4.8) esittdd muodossa

(4.9) fn (pl 2— q) = 0,, fn(q), jossa p; =0,1,2 tai 3.
Erityisesti, kun ¢ = 0 saadaan
(4.10) fa (%) = 0,, f»(0), jossa p; = 0,1,2 tai 3

ja kun pienennetdén vilin I jakoa saadaan yhtdlon (4.9) avulla

p2
a1 A (22 = (P ) =02 = a0 i0)

16 4
jossa p1,pe = 0,1,2 tai 3.

Nelikantaisia lukuja kdayttamélla voidaan yhtélo (4.10) kirjoittaa muodossa

Sn(04p1) = Op, £(0)
ja yhtélo (4.11) muodossa

fh(04p1p2> = ‘g/pﬁpth(o)‘
Nain ollen saadaan
fh(04p1p2 . ~pn> - ‘91719172 s gpnfh(o)'

Koska Hilbertin kdyra f, on jatkuva ja f,(0) = [0

0] , saadaan Hilbertin kdyran

lausekkeeksi

. 0
fr(0ip1p2 .. .pp...) = lim 6,,60,,...6,, {O} ,

n—o0

jossa p; = 0,1,2 tai 3.
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ESIMERKKI 4.8. Lasketaan Hilbertin kiyrin arvot kohdissa T § ja g6 o7

Nelikantaisena lukuna

jolloin

(1) = o =] = [ +3 o] = 1]

Siis luku } kuvautuu pisteeksi (0, 3).

Nelikantaisena lukuna

jolloin

00 1 _
5= 230 =0T

In (%) = fu(0;1) = nh_{%o 07 {8} )

Tarkastellaan raja-arvon lauseketta, kun n = 1,2 ja 3:

joten

[0l Lol 1 /fo]\ _ 1]0]
o] =21 T2 \|o]) T2 ]
2[0] _Lfo] 1 /0]y _1fo] L /L1[o]) _3]Jo
91_0__2_1_+2 91_0 2|1 tolaltl) Talt
s[0] 1[0] , 1 /,,[0]\ 1fo] 1/3[0o]\ 7]o0
“lo] =z Ta\% o) T2 Talah]) T )

i (3) =00 = o o] = i 222 ]

Eli luku 3 kuvautuu pisteeksi (0, 1).

Nelikantaisena lukuna

jolloin

0

f (67) F1(042302) = Tim 00,6063 [0] — 0,050, lim 07 [8] .
n—oo

96

7

26
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Tarkastellaan lauseketta lim 65

n—oo
(o] 1) 1 /fo]Y 1 [1]
92_0__2_1_+2 0]) 2|1
2_0__1_1_ 1 1 [0 _1_1_ 1
92_0_—214—2 02_0 —2_1_4—2
s[0] L1 [ L/ [0l _1[1] 1
92_0_—2_1_%—2 92_0 —2_1_+2
Vastaavasti jatkamalla saadaan
20 _2"=10
o) -5 1)
jolloin
i 21 1] [t
Nyt
o001, 1 1o 1] /1] _
0 lim 6 | = b H P L 0] (H) -
0] L]\ 121 1
6sth lm 05 1| = (5 [1])_5_1]_5[
0] S\ 111
ot i 05 o] =0: ([1]) =3 1] +3

Talloin siis

67

96

A

{8],kunn:1,2ja3:

- 67 - L (T 5
eli luku g¢ kuvautuu pisteeksi (g, 3).

Bl sl | — O

[E—
N———

) = 1(0;2302) = lim 0,6036003 [0

0

ol =W

|-l
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Kéyrien muita muotoja ja kolmiulotteisen kayrét

Tilan tayttavien kayrien tutkiminen jatkui, ja tutkijat alkoivat etsid uusia erilaisia
tilan tayttavia kayrid. Seuraavaksi esitelladn tilan tayttavat kdyrat, jotka noudattavat
samaa osanelidjakoa kuin Peanon kayré tai Hilbertin kdyréd. Tutkimus laajeni myds
useampiulotteisiin kdyriin, josta on esimerkkind kuution téyttava Hilbertin kayra.

5.1. Peanon kiyran variaatiot

Itévaltalainen matemaatikko Walter Wunderlich (1910-1998) kehitti useita erilai-
sia Peanon kédyrédn variaatioita, eli kdyrid, joiden iterointiaskeleella n yksikkovéli ja
yksikkonelio on jaettu 32" osaviiliin ja osanelioon. Wunderlich tutki néité kiyrid ja
osoitti niitd olevan 274 erilaista, kun otetaan pois laskuista symmetriset ja kiertdmél-
14 samanlaiseksi saatavat kdyrat. Kuvissa 5.1 ja 5.2 on esitetty kaksi Wunderlichin
esittdmad tilan tayttavaa kayra.

Kuva 5.2. Wunderlichin kehittdmén kiyrédn kolme ensimmaéisté iterointiaskelta

28
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5.2. Mooren versio Hilbertin kiyrista

Amerikkalainen matemaatikko Eliakim Hastings Moore (1862-1932) oli my6s kiin-
nostunut tilan tayttavistda kayristé, ja esittikin Hilbertin kayralle vaihtoehtoisen esi-
tystavan. Huomattavin ero geometrisessa esityksessd on se, ettd Hilbertin alkupe-
riinen kédyra alkaa pisteesta (0,0) ja loppuu pisteeseen (1,0), kun Mooren versiossa
kéyra alkaa pisteesté (%, 0) ja loppuu tdhén samaan pisteeseen. Kuvassa 5.3 on esi-
tetty Mooren version neljd ensimmaéisté askelta. Jéarjestdmaélld osanelidité eri tavoin
voidaan saada paljon erilaisia kédyrid, kuten esimerkiksi kiyra, joka alkaa yksikkone-

lion kulmasta ja péittyy pisteeseen (2,1

5. 5) tai kéyré, joka alkaa yksikkonelitn sivun
keskelta ja padttyy vastakkaisen sivun keskelle.
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KuvaA 5.3. Mooren kehittdmén kédyran neljid ensimméisté iterointias-
kelta. Kuva otettu lahdeteoksesta [6].

5.3. Kolmiulotteinen Hilbertin kiyra

Tilan tayttdavien kayrien tutkimus laajentui myos kuution tayttéaviin kéyriin se-
k& useampiulotteisen tilan tayttiviin kédyriin. Kolmiulotteisen Hilbertin kayrdn f, :
[0,1] — [0,1]3 rakentuminen tapahtuu samalla tavoin kuin kaksiulotteisen Hilbertin
kiyrin, mutta iterointiaskeleella n vili [0,1] jaetaan 23" osaviiliin ja yksikkokuutio
[0,1]% jaetaan 2°" osakuutioon. Ensimmiiselld iterointiaskeleella, eli kun n = 1 vili
[0, 1] jaetaan siis 8 osaviliin ja yksikkokuutio 8 osakuutioon. Hilbertin kolmiulotteinen
kayra kulkee osakuutioiden léapi kuvan 5.4 mukaisessa jarjestyksessa.

Toisella iterointiaskeleella osaviilejd ja osakuutioita on jo 2° = 64 kappaletta.
Néiden osakuutioiden jérjestys on esitetty kuvassa 5.5.
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Kuva 5.4. Kolmiulotteisen Hilbertin kdyrén ensimméinen iterointias-
kel. Kuva otettu lihdeteoksesta [6].

Kuva 5.5. Kolmiulotteisen Hilbertin kidyrén toinen iterointiaskel. Ku-
va otettu ldhdeteoksesta [6].

Kun n ldhestyy déretonté, osakuutioiden jirjestystd havainnollistava kéyra ldhes-
tyy kolmiulotteista Hilbertin kayraa, joka tayttdd koko yksikkokuution. Kolmiulot-
teisen Hilbertin kiyrén aritmeettinen esitys on mahdollista rakentaa samalla periaat-
teella kuin kaksiulotteisenkin Hilbertin kayrén.

Liahdeteoksen [6] avulla voi perehtyé laajemmin moniin erilaisiin tilan tdyttéviin
kéyriin, kuten esimerkiksi suorakulmaisen kolmion tayttéviin kéyriin.
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