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Téssé tutkielmassa perehdytééan ortogonaaleihin latinalaisiin neliéihin, niiden muo-
dostamiseen &arellisten kuntien avulla, déarellisiin kuntiin ja kuntalaajennuksiin seké
niiden taustalla olevaan rengasteoriaan.

Kertaluvun £ latinalainen nelié on taulukko, johon jonkin & alkion joukon S alkiot
on jérjestetty siten, ettd kukin alkio esiintyy taulukon jokaisella rivilld ja sarakkeella
tasmélleen kerran. Kaksi saman kertaluvun latinalaista neliétd taas ovat keskenddn
ortogonaalit, jos ne pééllekéin asetettuna muodostavat taulukon, jossa jokainen en-
simmaéisen nelion alkio esiintyy jokaisen toisen nelion alkion kanssa tdsmélleen ker-
ran. Kahdesta kesken#dén ortogonaalista latinalaisesta neliostd pédllekédin asettamalla
saatua neliotd kutsutaan Fulerin nelitksi. Nimi juontuu Eulerin ongelmista téllaisen
nelion muodostamisessa kertaluvuilla 6, 10, 14 .. ..

Eulerin aikojen jélkeen on todistettu, ettd tillaisia neliditd voidaan muodostaa
kaikilla muilla kuin kertaluvuilla 2 ja 6. Téssé tutkielmassa késitelladan kuitenkin 18-
hinnd Eulerin neliitd, jotka ovat kertalukua ¢ = p™, missd p on alkuluku ja m
luonnollinen luku. Kertaluvun ¢ neliéitd voidaan muodostaa dérellisten kuntien las-
kutauluista. Siksi téssd tutkielmassa perehdytidin myods kunta- ja rengasteoriaan ja
opitaan konstruoimaan ¢ alkion kuntia kaikilla alkuluvuilla p ja luonnollisilla luvuil-
la m. Yhtené esimerkking tutkielmassa kaytetddn pelikorttiongelmaa, jossa korteista
on muodostettava 4. kertaluvun Eulerin nelié. Ongelmalle annetaan ratkaisu tutkiel-
man loppupuolella ja sen kaikki vaiheet selvitetddn matkan varrella. Lopuksi Eulerin
nelididen avulla muodostetaan myds nk. taikaneliGita.

Kuten todettu, dérellisten kuntien yhteenlaskutaulut ovat latinalaisia nelioita. Jos
xo = 0,21 = 1,29,...,2, ovat kunnan F' alkiot, on laskun x; 4+ x; laskutaulu n.
kertaluvun latinalainen nelio kaikilla 1 < k& < n. Selvésti siis n alkion kunnan F' al-
kioista voidaan muodostaa n — 1 n. kertaluvun latinalaista nelitd. Nama neliot ovat
kaikki vieldpéa pareittain ortogonaaleja. Kun tiedetédén, ettéd ddrellisessd kunnassa on
aina p™ alkiota jollain alkuluvulla p ja luonnollisella luvulla m, tiedetdédn myos ker-
taluvun ¢ = p™ pareittain ortogonaalien latinalaisten nelididen maksimilukuméara.
Laskutaulujen avulla nuo neliot saadaan my6s muodostettua, kunhan tiedetdén misté
alkioista kyseinen kunta koostuu ja mitka ovat sen laskutoimitukset.

Téssé kirjoitelmassa esitellddn p™ alkion kunnan konstruointi kuntalaajennukse-
na kunnasta Z,. Kuntateorian pohjustamiseksi kirjoitelma alkaa abstraktin algebran
perusasioiden ja erityisesti renkaisiin liittyvien asioiden kertaamisella. Kuntalaajen-
nusta varten muodostetaan ensin euklidinen polynomirengas Z,[z]. Etsitédén jokin m.
asteen jaoton polynomi p(x) € Z,[z] ja muodostetaan tekijarengas Z,[z|/p(z). Téa-
mé rengas Z,[x]/p(x) on kunta, jossa on tésmilleen p™ alkiota. Kunnan Z,[z]|/p(z)
alkioista voidaan siis muodostaa pareittain ortogonaaleja latinalaisia nelicitd sen las-
kutaulujen avulla. Laskeminen on kuitenkin helpompaa kunnan Z,(«) avulla, joka
saadaan myos kunnasta Z, liittdmalld siihen polynomin p(x) juuri c. Ndmé kunnat
ovat keskendin isomorfisia. Kun taulut on saatu laskettua, voidaan kunnan alkiot
korvata milld tahansa p™ erilaisella symbolilla taulujen pysyessid edelleen pareittain
ortogonaaleina latinalaisina neliGiné.
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Johdanto

Etsipa késiisi korttipakka. Jos tavallista korttipakkaa ei 10ydy, esimerkiksi Uno-
Ligretto- tai Skippo-kortitkin kédyvit. Poimi pakasta nelja arvokkainta korttia jokai-
sesta maasta - tai nelja suurinta lukua kaikilla véreilld, jos kddessési on esimerkiksi
Uno-kortit. Levitd nyt poimimasi yhteensd 16 korttia eteesi poydélle ja yritd jérjes-
td&d ne neljddn riviin ja neljdén sarakkeeseen niin, ettd muodostuu 4 x 4 -taulukko,
jonka jokaisella rivilla ja jokaisella sarakkeella on yksi kortti kustakin maasta ja yksi
kortti kutakin arvoa. Tai vastaavasti Uno-korteilla, jarjestd kortit taulukkoon, jonka
jokaisella rivillld ja jokaisella sarakkeella seké jokainen véri etté jokainen luku on edus-
tettuna tédsmaélleen kerran. Korttien jédrjestdminen talld tavalla saattaa vaatia useita
yrityksié ja erehdyksid, mutta on kylla mahdollista monellakin eri tavalla.

Korttien jéarjestdminen pelkéstddn maiden perusteella niin, ettd jokainen maa on
edustettuna jokaisella rivilla ja sarakkeella tdsmélleen kerran, on melko helppoa. Sa-
moin korttien jéarjestdminen pelkéstaén niiden arvon perusteella on helppoa. Téllai-
nen yhden ominaisuuden perusteella jarjestetty nelié on esimerkki 4. kertaluvun lati-
nalaisesta neliostd. Kummankin ominaisuuden, sekd maan ettéd arvon, jirjestdminen
vaaditulla tavalla yhteen ja samaan neliétaulukkoon on vaikeampaa, mutta kun sii-
néd onnistut, on sinulla edessési esimerkki kahdesta péaillekiin asetetusta keskendin
ortogonaalista (4. kertaluvun) latinalaisesta neliostd. Kertaluvun & latinalainen ne-
1i6 on siis taulukko, johon jonkin k alkion joukon S alkiot on jérjestetty siten, etté
kukin alkio esiintyy taulukon jokaisella rivilld ja sarakkeella tdsmélleen kerran. Kaksi
saman kertaluvun latinalaista neliotd taas ovat keskendén ortogonaalit, jos ne péélle-
kéin asetettuna muodostavat taulukon, jossa jokainen ensimmaéisen nelion alkio esiin-
tyy jokaisen toisen nelion alkion kanssa tdsmélleen kerran. Poimimissasi pelikorteissa
jokainen alkiopari (kortin maa ja arvo -yhdistelmé) esiintyy vain kerran, samanlaisia
kortteja ei ole useita.

Jos sinulla on kaksi erilaista korttipakkaa, esimerkiksi seké tavalliset pelikortit et-
td Uno-kortit, voit yrittdd muodostaa myo6s 5. kertaluvun keskendédn ortogonaaleja
latinalaisia nelititd poimimalla pakoista vaikkapa luvut 1-5 kustakin maasta ja yh-
desté varistda. Tai voit yrittdd muodostaa vastaavanlaisia 6. kertaluvun neli6itd nel-
jdn maan ja kahden vérin korteista. Viidennen kertaluvun nelién muodostaminen voi
olla helpompaa kuin neljinnen. Sen sijaan kuudennen kertaluvun nelién muodosta-
miseen ei aikaa kannata tuhlata. Edes Leonard Euler (1707-1783) ei onnistunut siini
ja myO6hemmin onkin osoitettu tehtdvén olevan mahdoton. Fulerin ongelma tosin oli
muotoiltu toisella tavalla:

Valitaan kuudesta eri rykmentistd kuusi upseeria kuudella eri sotilasarvolla. Halu-
taan jarjestdd ndméa yhteensd 36 upseeria paraatiin 6 x 6 -neliomuodostelmaan siten,
etté jokaisessa rivissé ja jokaisessa jonossa on edustettuna kaikki kuusi rykmenttié ja
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sotilasarvoa. Siis siten, ettd jokaisessa rivissi ja jokaisessa jonossa olisi yksi upseeri
kutakin sotilasarvoa kustakin rykmentistd. Onko tdmé& mahdollista?

Euler yritti vuonna 1779 jérjestdd upseereita pyydetylld tavalla, mutta ei onnis-
tunut siiné, ja arvasi lopulta tehtédvdn olevan mahdoton. Itseasiassa Euler otaksui
vastaavanlaisen nelion muodostamisen olevan mahdotonta kaikilla muotoa 2 + 4k
(k = 1,2,3,...), olevilla mééirilla rykmentteji ja sotilasarvoja. Han muotoilikin sii-
ta nk. Eulerin konjektuurin, jota ei kuitenkaan kyennyt todistamaan [6].

Eulerin 36 upseerin ongelma voidaan uudelleenmuotoilla seuraavasti: Onko ole-
massa kahta tai useampaa keskenéddn ortogonaalia 6. kertaluvun latinalaista neliota?
Talté osin Eulerin otaksuma osui oikeaan. Ei ole. Témén todisti G. Tarry vuonna 1900
kaymalla 1api pitkallisen tapaustutkimuksen. Kuudennen kertaluvun latinalaisia ne-
li6itd on yli 800, mutta yksikddn niista ei ole ortogonaali minkéén toisen kanssa. [4],
[6] Kdytannossd tdméi tarkoittaa sitd, ettd halutunlaisessa 36 upseerin neliomuodos-
telmassa osan upseereista pitéisi olla useassa paikassa yhté aikaa samalla kun osalle
upseereista ei 16ytyisi paraatista paikkaa ollenkaan.

Eulerin konjektuuri patee kuitenkin vain luvulle kuusi. Vuonna 1959 Bose ja Sh-
rikhande konstruoivat kaksi ortogonaalia 22. kertaluvun latinalaista nelioté ja pian he
jo osoittivatkin Eulerin konjektuurin pateméttomyyden ddrettéméan monella sitéd suu-
remmalla luvulla [3]. Samoihin aikoihin Parker osoitti vahintédén kahden pareittain
ortogonaalin latinalaisen nelididen olemassaolon kaikille kertaluvuille v = 1/2(3¢—1),
missd ¢ on joku luvun 3 kanssa kongruentti alkulukupotenssi modulo 4. Esimerkiksi
luku 10 on tidtd muotoa. Yhdessd Bose, Shrikhande ja Parker sitten konstruoivat 10.
kertaluvun Eulerin nelion ja todistivat, ettd n. kertaluvun pareittain ortogonaaleja
latinalaisia nelivitd on vihintddn kaksi kaikilla n = 2 + 4k > 6 [3], [4]. Niitd on
kuitenkin aina enintdén n — 1, ja joillain kertaluvuilla tdsmélleen n — 1. Téssé tutkiel-
massa keskitytdan juuri niiden n—1 pareittain ortogonaalin n. kertaluvun latinalaisen
nelién olemassaoloon ja konstruointiin.

Kay ilmi, ettd adrellisten kuntien yhteenlaskutaulut ovat latinalaisia neliité. Jos
zo = 0,21 = 1,29,...,2, ovat kunnan F' alkiot, on laskun zx; 4+ x; laskutaulu n.
kertaluvun latinalainen nelio kaikilla 1 < k < n. Selvasti siis n alkion kunnan F
alkioista voidaan muodostaa n — 1 n. kertaluvun latinalaista neliotd. Mychemmin
osoitetaan vield, ettd ne ovat kaikki pareittain ortogonaaleja. Kun tiedetdén, etté &a-
rellisessé kunnassa on aina p™ alkiota jollain alkuluvulla p ja luonnollisella luvulla m,
tiedetddn kertaluvun g = p™ pareittain ortogonaalien latinalaisten nelididen maksi-
milukumé&éra. Laskutaulujen avulla nuo neliot saadaan my6s muodostettua, kunhan
tiedetddn misté alkioista kyseinen kunta koostuu ja mitké ovat sen laskutoimitukset.

Téssé kirjoitelmassa esitellddn p™ alkion kunnan konstruointi kuntalaajennuksena
kunnasta Z,. Sité varten on jonkin verran perehdyttévi paitsi kunta-, myos rengas-
teoriaan, ja niinpé kirjoitelma alkaakin abstraktin algebran perusasioiden ja erityises-
ti renkaisiin liittyvien asioiden kertaamisella. Kuntalaajennusta varten muodostetaan
ensin euklidinen polynomirengas Z,[z]. Sitten etsitdén jokin m. asteen jaoton polyno-
mi p(x) € Zy|x] ja muodostetaan tekijarengas Zy[x]/p(x). Tamé rengas Z,[z]/p(z) on
itseasiassa kunta, jossa on tdsmélleen p™ alkiota. Kunnan Z,[z|/p(x) alkioista voidaan
siis jo muodostaa keskenéén ortogonaaleja latinalaisia neliité sen laskutaulujen avul-
la. Laskeminen on kuitenkin helpompaa kunnan Z,(«) avulla. Kunta Z,(«) saadaan
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myos kunnasta 7Z, liittdmalla sithen polynomin p(x) juuri « ja se on isomorfinen kun-
nan Z,|x]/p(x) kanssa. Itseasiassa kaikki saman kertaluvun kunnat ovat keskendin
isomorfisia, joten ei ole vilid missd kunnassa laskutauluja muodostaa. Kun taulut on
saatu laskettua, voidaan kunnan alkiot korvata milld tahansa p™ erilaisella symbolilla
taulujen pysyessi edelleen pareittain ortogonaaleina latinalaisina neliGiné.

Kahdesta keskenéin ortogonaalista latinalaisesta neliostd padllekédin asettamalla
muodostetusta neliostd kiytetddn yleisesti ainakin kahta erilaista nimeé; Eulerin nelio
ja latinalais-kreikkalainen neli6. Eulerin neli6 -nimi lienee Eulerin upseeri-ongelman
innoittama. Latinalais-kreikkalainen nelié taas on saanut nimensi siitd, ettd ensim-
maéisen nelion alkiot on usein nimetty latinalaisin kirjaimin A, B, C'. .. ja toisen nelién
alkiot kreikkalaisin aakkosin «, 8, ... Téssé kirjoitelmassa kaytetddan nimeé Eulerin
nelio.

Eulerin neliGilla ja latinalaisilla neliGilla ylipdatéaan on useita hyodyllisia sovelluk-
sia. Niitd kdytetddn monien eri tieteenalojen tutkimuksissa koeasetelmien suunnit-
telussa. Jos halutaan tutkia vaikkapa, miten eri kesdkurpitsalajikkeet kasvavat eri-
laisissa kasvualustoissa, voi koejérjestely olla latinalainen nelio. Téssé kirjoitelmassa
sovelluksista kuitenkin késitellidn tarkemmin vain yhtd hieman matemaattisempaa
sovellusta; taikanelitd. Kertaluvun n taikanelio on n x n-taulukko, jossa on luvut
1,2,...,n? jarjestettyni siten, ettd taulukon jokaisen rivin, sarakkeen ja diagonaalin
summa on sama. Téllaisia taulukoita voidaan muodostaa sopivasti valittujen keske-
nddn ortogonaalien latinalaisten nelividen avulla. Taikaneliéihin ja siihen, millaiset
latinalaiset nelit niiden muodostamiseksi on valittava, palataan kirjoitelman lopus-
sa.

Tutkielman teossa kaytetysta kirjallisuudesta mainittakoon erityisesti pa#alahteen
asemassa ollut W. J. Gilbertin kirja Modern Algebra with Applications [7]. Se on
helppolukuinen ja avaa aihetta hyvin, vaikka ei késittelekdin kaikkia asioita kovin
syvillisesti. Perusteellisemmin asioita todistetaan mm. M. Artinin ja S. Warnerin
kirjoissa [1] ja [9]. N&istd Warnerin kirja on sujuvammin kirjoitettu ja siksi kevyempi
lukea. Erityisesti Eulerin neliiden ja taikanelididen konstruointia minulle avasi hyvin
myos Alexander Bogomolnyn kirjoitus latinalaisista nelidistd Cut The Knot-sivustolla
[2]. Eulerin ongelmasta ja Eulerin konjektuurin kumoamisesta taas voit lukea lisdd
esimerkiksi artikkeleista [3], [4] ja [6].



LUKU 1

Algebrallisia taustoja

1.1. Abstraktin algebran perusasioita

MAARITELMA 1.1. Laskutoimituksella varustettu joukko (G,*) on ryhmaé, jos
i) laskutoimitus * on assosiatiivinen
(ax(bxc)=(axb)*xc Va,b,ceq).
ii) silld on neutraalialkio e € G
(exa=a=axe Ya€eQqG)
iii) ja jokaisella ¢ € G on laskutoimituksen * suhteen kiinteisalkio g~! € G
(g7lxg=e=gxg").
Jos lisiiksi laskutoimitus % on kommutatiivinen (a % b = b * a kaikilla a,b € G),
niin (G, *) on Abelin ryhmaé.

MAARITELMA 1.2. Kahdella laskutoimituksella varustettu joukko (R, %, o) on ren-
gas, jos (R,*) on Abelin ryhmé, ja jos
i) laskutoimitus o on assosiatiivinen,
i) se on *:n suhteen distributiivinen
(ao(bxc)=aobxaocja(bxc)oa=boaxcoa kaikilla a,b,c € R)
ii) ja silld on neutraalialkio I € R
(Ioca=a=aol Ya€R).
Jos lisiiksi laskutoimitus o on kommutatiivinen, niin R on kommutatiivinen rengas.

Kutsutaan jatkossa renkaan ensimmaéisté laskutoimitusta (jota nyt on merkitty *)
yhteenlaskuksi ja toista laskutoimitusta (o) kertolaskuksi, vaikka ne olisivat eri lasku-
toimituksia kuin perinteisesti yhteen- ja kertolaskuna pitdmédmme laskutoimitukset.
Vastaavasti kédytetddn yhteenlaskun kéénteisalkiosta termié vasta-alkio ja merkitdén
sitd miinusmerkill alkion edessé. Kdytetdan myos yhteenlaskun neutraalialkiolle mer-
kintéa 0 ja kertolaskun neutraalialkiolle merkintéaé 1. Alaindeksit kertovat tarvittaessa
minké ryhmén tai renkaan neutraalialkioista on kyse. Siis esimerkiksi Abelin ryhmés-
sé jokaisella ¢ € G on yhteenlaskun suhteen ké#nteis- eli vasta-alkio —g € G, jolla

—g*xg="0c=g+*(—g).

Ryhmén (G, +) epétyhjd osajoukko H on ryhmén G aliryhmé, jos se samalla las-
kutoimituksella + varustettuna téyttdd ryhmén ehdot eli on itsekin ryhmé (H,+).
Vastaavasti renkaan (R, +,-) alirengas (S, 4+, ) on sen epityhja osajoukko, joka kai-
killa a,b € S toteuttaa ehdot i) a —b € S, ii) a-b € S jaiii) 1z € S.

MAARITELMA 1.3. Kommutatiivinen rengas (F,*,0) on kunta, jos sen jokaisella
nollasta eroavalla alkiolla g € F' on kertolaskun o suhteen kiinteisalkio g=! € F.

4
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ESIMERKKI 1.4. (Z,+) on Abelin ryhmé ja (Z, 4+, ) on kommutatiivinen rengas,
mutta ei kunta, silld kaddnteisalkioita kertolaskun suhteen ei 16ydy kuin luvuille £1.
Sen sijaan esimerkiksi (Zs, +,-), (Q, +,-) ja (R, 4+, ) ovat kuntia.

Jos ab = 0 joillain renkaan nollasta poikkeavilla alkioilla a ja b, niin sanotaan,
ettd a ja b ovat nollanjakajia. Kommutatiivinen rengas, jossa ei ole nollanjakajia on
kokonaisalue. Kunnassa ei ole nollanjakajia, joten kunta on aina kokonaisalue, mutta
kaikki kokonaisalueet eivit ole kuntia. Agrellinen kokonaisalue kuitenkin on kunta
[7, 172].

MAARITELMA 1.5. Renkaan R epétyhja osajoukko I on renkaan R ideaali, jos
kaikilla x,y € I ja r € R pétee
i)z —y el (eli ({,+) onryhmén (R, +) aliryhmé) ja
i)z -ryr-zel.

LAUSE 1.6. Olkoon R kommutatiivinen rengas ja olkoon a € R. Kaikkien alkion
a montkertojen joukko

(a) ={ar :r € R}

on renkaan R ideaali. Kutsutaan sitd alkion a virittdmdksi pddideaaliksi.

Tobistus. Olkoot ar,as € (a) jat € R. Nyt ar —as = a(r — s) € (a) ja
(ar)t = a(rt) € (a), joten (a) on renkaan R ideaali. O

Jos renkaan kaikki ideaalit ovat pd#dideaaleja, rengasta kutsutaan pédideaaliren-
kaaksi.

Olkoon nyt I jokin (kommutatiivisen) renkaan R ideaali. Jadnnosluokkien joukko
R/I ={I +r:r € R} varustettuna tekijélaskutoimituksilla

(I+T1)+(I+T2)=I+(T1+T2)

ja (I+r) +1ry) =14 (rima)

muodostaa (kommutatiivisen) renkaan (R/I,+,-) [7, 223-224]. Kutsutaan rengasta
(R/I,+,-) tekijarenkaaksi.

Pédideaalirenkaasta R voidaan siis ottaa miké tahansa alkio a € R ja muodostaa
sen virittdmén ideaalin (a) avulla tekijarengas R/(a). Juuri néin on saatu aiemmin
esimerkkiné kdytetty rengas ja kunta

Zs = 2/(5) = {(5) + k- k € Z} = {[0], [1], [2], [3], [4]},

joka on siis ekvivalenssiluokkien joukko modulo 5.

1.2. Homomorfismeista

Laskutoimituksen séilyttaviaa kuvausta kutsutaan homomorfismiksi. Jos (G, ) ja
(H,o) ovat ryhmid, niin kuvausta f : G — H sanotaan ryhmahomomorfismiksi,
jos f(axb) = f(a)o f(b) kaikilla a,b € G. Jos ryhmahomomorfismi f on bijektio,
sitd sanotaan ryhméisomorfismiksi ja ryhmét G ja H ovat isomorfisia kesken&én.
Merkitaén ryhmien isomorfisuutta G = H. Méaritellddn ryhmdhomomorfismille nyt
ydin ja kuva, tutustutaan pariin lemmaan ja todistetaan ryhmien isomorfismilause.
Lemmojen todistukset 16ytyviat mm. Gilbertin kirjasta [7, 93-94].
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MAARITELMA 1.7. Ryhméhomomorfismin f : G — H ydin Ker f on niiden ryh-
mén G alkioiden joukko, jotka kuvautuvat ryhmén H neutraalialkioksi. Siis

Ker f ={g € G: f(g) = On}.

LEMMA 1.8. Olkoon f : G — H ryhmdhomomorfismi. Talloin
i) Ker f on ryhmdn G normaali aliryhmd ja
ii) kuvaus f on injektio jos ja vain jos Ker f = {0q}.

LEMMA 1.9. Ryhmdhomomorfismin f : G — H kuva Im f = {f(g) : ¢ € G} on
ryhmdén H aliryhmd (joskaan ei vdlttamattd normaali).

LAUSE 1.10. Olkoon K ryhmdhomomorfismin f : G — H ydin. Talloin tekija-
ryhmd G/K on isomorfinen kuvan Im f kanssa ja ryhmdisomorfismi ndiden vdlille
maddritelliin ¢ : G/K — Im f, o(K + g) = f(g).

Tobistus. Kuvaus ¢ méariteltiin nyt vain yhden edustajan avulla, joten on var-
mistettava, ettd se on hyvin méaritelty, eiké ole vélid silld, mitéd luokan alkiota kéay-
tetddn. Jos K + g = K + ¢/, niin ¢ = ¢’ mod K ja niiden erotus ¢’ + (—g) = k €
K = Ker f. Siten

flg) = flk+g)= f(k)+ f(g) =0u + f(g) = f9)

ja ¢ on hyvin méaritelty tekijaluokissa.
Funktio ¢ on homomorfismi, koska

O(K+g1+K+g) = o(K+g1492) = [(g1+92) = f(g1)+f(92) = o(K+91)+p(K+gs).

Jos p(K + g) = Oy, niin f(g) = 0y ja g € K. Siis Kerp = K (tekijairyhmén
G/K neutraalialkio) ja lemman 1.6. nojalla ¢ on injektio. Kuvauksen ¢ mééritel-
mésté seuraa, ettd Imp = Im f, joten ¢ on myo6s surjektio. Siis ¢ on bijektiivinen
homomorfismi ja G/K = Im f. O

Madéritellaédn sitten rengashomomorfismi ja tarkastellaan vastaavia tuloksia sille.

MAARITELMA 1.11. Olkoot (R, +,-) ja (S, ,0) renkaita. Funktio f : R — S on
rengashomomorfismi, jos kaikille a,b € R péatee
i)f(a+b) = f(a)* f(b)
ii) f(a-b) = f(a)o f(b) ja
iii) f(1r) = 1s.

Esimerkiksi funktio f : Z — Zs, f(z) = (5) + = = [z], joka kuvaa jokaisen koko-
naisluvun sen ekvivalenssiluokaksi modulo 5, on rengashomomorfismi.

Jélleen bijektiivistd rengashomomorfismia kutsutaan rengasisomorfismiksi, ja ren-
kaan R isomorfisuutta renkaan S kanssa merkitdan R = S . Jos renkaat R ja S ovat
kuntia, ylla méériteltyd kuvausta f voidaan kutsua myos kuntahomo- /isomorfismiksi.
Tassé tutkielmassa termilléd isomorfismi tarkoitetaan yleensé rengasisomorfismia.

Koska rengashomomorfismi f : R — S on erityisesti myts ryhmahomomorfismi
f (R, 4+) — (5, %), se kuvaa renkaan R yhteenlaskun neutraalialkion O neutraa-
lialkioksi Og renkaassa S. Liséksi f(—a) = —f(a), eli alkion a vasta-alkio kuvautuu
sen kuvan f(a) vasta-alkioksi. Rengashomomorfismin ydin mééritelladnkin tdsmélleen
kuten ryhméahomomorfismin ydin:
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MAARITELMA 1.12. Rengashomomorfismin f : R — S ydin Ker f on niiden ren-
kaan R alkioiden joukko, jotka kuvautuvat renkaan S neutraalialkioksi yhteenlaskun
suhteen. Siis

Ker f={g € R: f(g) = 0s}.

Jo tutuksi tulleen rengashomomorfismin f : Z — Zs, f(z) = [z] ydin on luvun 5
monikertojen joukko. Nyt siis Ker f = {5n:n € Z} = (5).

LAUSE 1.13. Olkoon f : R — S rengashomomorfismi. Tdlloin sen ydin Ker f on
renkaan R ideaals.

TobisTus. Koska rengashomomorfismi on aina my6s ryhméhomomorfismi, lem-
masta 1.8 seuraa, ettd Ker f on ryhmén (R, +) normaali aliryhmé. Kun lisiksi kai-
killa x € Ker f ja r € R patee f(ar) = f(x)f(r) = 0s- f(r) = 0g eli ar € Ker f ja
vastaavasti rx € Ker f, niin Ker f on renkaan R ideaali. (|

Jos R on péadideaalirengas, niin Ker f on p#dideaali, ts. Ker f = (g) jollain ¢ € R.
Toisaalta mikéd tahansa renkaan R ideaali I on jonkin rengashomomorfismin ydin.
Témén osoittamiseksi kiy esimerkiksi luonnollinen homomorfismi g : R — R/I,
g(r) = I +r. On my6s helppo ndhd, ettd homomorfismin f : R — S kuva Im f on
renkaan S alirengas.

LAUSE 1.14. Olkoon f : R — S rengashomomorfismi. Tdlloin R/ Ker f = Im f.

TobisTus. Olkoon K = Ker f. Ryhmien isomorfismilauseesta 1.10 seuraa, etté
kuvaus ¢ : R/K — Im f |, o(K + r) = f(r) on ryhmdhomomorfismi. Niinpa taytyy
endd osoittaa, ettd ¢ on myos rengashomomorfismi ja sité se on, silla:

PlUK + 1)K + )] = (K +71s) = f(rs) = f(r)[(s) = (K +1)p(K + ).

1.3. Renkaista

Missé tahansa kokonaisalueessa (siis kommutatiivisessa renkaassa, jossa ei ole nol-
lanjakajia) D voidaan médritelld alkioiden jaollisuus kuten kokonaisluvuille on totut-
tu méarittelemédn: Olkoot a,b,q, € D. Jos a = ¢gb, sanotaan etté alkio b jakaa alkion
a, tai ettd b on alkion a tekijd, ja merkitddn sité b|a.

Nyt kaikilla a, b, c € D pétee:

i) Jos alb ja alc, niin a|(b + ¢).
ii) Jos alb, niin a|br milld tahansa r € D.
iii) Jos a|b ja b|c, niin alc.
Madéritellasn kokonaisalueen D alkioille my6s suurin yhteinen tekijé.:

MAARITELMA 1.15. Olkoot a,b € D. Alkio ¢ € D on alkioiden a ja b suurin
yhteinen tekija syt(a, b), jos
i) gla ja g|b ja jos
ii) siitd, ettéd cla ja c|b seuraa etta c|g.

Toisin kuin alkeislukuteoriassa, tdmé& suurimman yhteisen tekijin méaaritelméa ei
ole yksikésitteinen. Kuten ei myoskdan seuraavassa méadritelméssé esiteltavé jakoyh-
talo. Suurimman yhteisen tekijin monikésitteisyyteen palataan myshemmin lemmas-
sa 1.23.
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MAARITELMA 1.16. Kokonaisalue R on euklidinen rengas, jos voidaan maéritella
euklidinen funktio d : R — {0,1,2,...} siten ettd
(i) kun a,b € R ovat nollasta eroavia, d(a) < d(ab) ja
(ii) kaikille a,b € R, b # 0, l6ytyy alkiot ¢, € R siten ettd a = ¢b + r, missé r = 0
tai d(r) < d(b) (jakoyhtélo).

Esimerkiksi Z on euklidinen rengas, kun valitaan d(a) = |a|. Nyt esimerkiksi
luvuille 5 ja 3 loytyy luvut 2, 1 ja —1 siten ettd 5 = 1-3+ 2, d(2) = 2 < 3 = d(3),
tai toisaalta 5 =2 -3 — 1 ja jélleen d(—1) = 1 < 3 = d(3). Mééritelmén 1.15 mukaan
luvuilla 5 ja 3 on siis kaksi suurinta yhteista tekijaa, 1 ja —1.

My6s kaikki kunnat F' ovat triviaalisti euklidisia renkaita, silld voidaan valita
d(a) = 1 kaikille nollasta poikkeaville kunnan alkioille a. Talloin kaikilla a,b € F
dla)=1<1=d(ab) jaa=qgb+r, kun g=ab™' € F jar = 0.

Yksi merkittévi euklidinen rengas on F-kertoiminen polynomirengas F'x], missi
F on kunta. Sen ldhempéé tarkastelua varten mééritelldén kuitenkin ensin polyno-
mirengas ja polynomin aste.

MAARITELMA 1.17. Olkoon R kommutatiivinen rengas. Kaikkien R-kertoimisten
polynomien joukkoa
Rlz] ={ap+ a1z + - -+ a,2" : a; € R,n € N}
varustettuna polynomilaskutoimituksilla

max(n,m)

p(z) +q(z) = Z (a; + b))z ja

=0

n+m

p(x) . q(:[;) = Z Ckl'k, missa Cr = Z aibja
k=0

pa) =S aa ja gl@) = b,
i=0 =0
kutsutaan R-kertoimiseksi polynomirenkaaksi.

MAARITELMA 1.18. Polynomin p(z) = ap+a;z+...a,2" € R[z] aste degp(x) on
suurin luonnollinen luku i, jolla a; # 0. Samalla se on siis myés muuttujan x suurin
eksponentti polynomissa p(x).

Jos R on kokonaisalue, niin renkaan R[z] polynomeille p(z), ¢(z) # 0

deg(p(z) - g(v)) = deg p(w) + deg q(x)

[7, 179]. Niinpé kuntakertoiminen polynomirengas F'[z] on euklidinen rengas, kun
valitaan luvuksi d(g(z)) polynomin g(x) € F[z] aste deg g(x). Jakoyhtélon pateminen
tdlle polynomirenkaalle ei ole triviaalia, mutta se on todistettu algebran kurssilla ja
todistus loytyy myos lahteestd [7, 195].

LAUSE 1.19. Fuklidisessa renkaassa R kaikilla alkioilla a ja b on suurin yhteinen
tekiji g € R. Lisdksi on olemassa alkiot s,t € R, joilla g = sa + tb.
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TobisTus. Jos a ja b ovat kumpikin nolla-alkioita, niiden suurin yhteinen tekijé
on 0, koska miké tahansa renkaan alkio jakaa nollan. Oletetaan nyt, ettd viahintddn
toinen alkioista on nollasta poikkeava. Olkoon

gel={i=za+yb:z,y € R}

nollasta poikkeava alkio, jonka d(g) on pienin arvoista d(i). Kirjoitetaan g = sa + tb,
s,t € R.
Koska R on euklidinen rengas, niin a = hg + r, missi r = 0 tai d(r) < d(g). Nyt

r=a—hg=a—h(sa+tb)=(1—hs)a—htbel.

Koska d(g) jo on pienin mahdollinen luvuista d(i),7 € I \ {0}, on oltava r = 0. Siten
gla. Vastaavasti g|b.
Jos cla ja c|b, siten ettd a = kc ja b = l¢, niin

g =sa+tb=skc+tlc= (sk+tl)c ja clg.

Néin kaikki suurimman yhteisen tekijin mééritelméin ehdot tayttyvit ja g = syt(a,b).
Il

MAARITELMA 1.20. Olkoon R kommutatiivinen rengas. Alkiota u € R kutsutaan
yksikoksi, jos on olemassa alkio v € R, jolla uv = 1.

Yksikolld u on siis kédénteisalkio kertalaskun suhteen renkaassa R ja kunta voi-
taisiin mééritellda myos kommutatiivisena renkaana R, jonka jokainen nollasta eroava
alkio on yksikko.

LEMMA 1.21. Jos a|b ja bla kokonaisalueessa R, niin a = ub jollain yksikolld
u € R.

TobisTus. Koska alb, b = va jollain v € R ja koska bla, a = ub jollain u € R.
Siis a = ub = uva, mistd seuraa ettd a(uv — 1) = 0. Jos nyt @ = 0, niin myds b = 0.
Jos taas a # 0, niin uv = 1, silld kokonaisalueessa R ei ole nollanjakajia. Siis u on
yksikko. O

MAARITELMA 1.22. Olkoon R euklidinen rengas. Alkio p € R on renkaan jaoton
alkio, jos p = ab vain kun a € R tai b € R on yksikko.

Kun polynomi f(x) on jaollinen tai jaoton euklidisessa renkaassa F[z], voidaan
sanoa myos, ettd se on jaollinen tai vastaavasti jaoton kunnan F' suhteen.

LEMMA 1.23. Olkoon gy alkioiden a ja b suurin yhteinen tekiji euklidisessa ren-
kaassa R. Nyt go # g1 on myds a:n ja b:n suurin yhteinen tekijd jos ja vain jos
go = ugy jollain yksikolld u € R.

Tobistus. Olkoon ensin g; = syt(a,b) ja go = syt(a,b), g1 # g2. Suurimman
yhteisen tekijan mééritelmésti seuraa nyt, ettd go|g; ja toisaalta myos g;]go. Lemman
1.21 nojalla go = ug; jollain yksikolla u € R.

Oletetaan sitten, ettd go = wug; jollain yksikolla v € R. Télloin on siis olemassa
alkio v € R, jolla uv = 1. Kun kerrotaan yhtalé g, = ug; puolittain alkiolla v, saadaan
vge = g1. Siis taas g1|g2 ja ¢2|lg1 ja kun g1 = syt(a,b), niin nyt myos g, tayttaa
suurimman yhteisen tekijin mééritelmén ehdot ja siten myos go = syt(a, b). O
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LEMMA 1.24. Olkoot R euklidinen rengas ja a,b € R. Tdlloin d(a) = d(ab) jos ja
vain jos b on yksikko. Muutoin d(a) < d(ab).

TobisTus. Jos b on yksikké ja be = 1, niin d(a) < d(ab) < d(abc) = d(a). Siis
d(a) = d(ab). Jos taas b ei ole yksikkd, ab ei jaa lukua a ja a = gab + r, missi
d(r) < d(ab). Nyt r = a(1 — gb), joten

d(a) < d(a(l — gb)) = d(r).
Siis d(a) < d(ab). O
LAUSE 1.25. Euklidinen rengas on pddideaalirengas.

TobisTus. Olkoon I miké tahansa euklidisen renkaan R ideaali. Jos I = {0}, niin
I = (0) on 0O-alkion virittdma paaideaali. Jos taas I sisdltédéd nollasta eroavia alkioita,
olkoon b niisté jokin sellainen, jolla d(b) on pienin mahdollinen. Olkoon a mik4 tahansa
muu ideaalin I alkio. T&lloin jakoyhtélon perusteella on olemassa g, r € R, joilla

a=q-b+r,missd r =0 tai d(r) < d(b).

Nyta € ljag-bel, joten myosr =a—q-be I. Koska b valittiin niin, ettd d(b) on
pienin mahdollinen, on oltava r = 0. Siis a = ¢- b € (b) kaikilla a € I ja siten I C (b).

Toisaalta jokainen joukon (b) alkio on muotoa ¢ - b jollain ¢ € R ja q-b € I. Siis
I O (b) ja niinpd I = (b). Siis kaikki renkaan R ideaalit ovat padideaaleja ja R on
padideaalirengas. O

Aiemmin todettiin, ettd Z ja F'[x], missd F' on kunta, ovat euklidisia renkaita. Nyt
tiedetédn siis, ettd ne ovat myos péadideaalirenkaita.

LAUSE 1.26. Olkoon R euklidinen rengas ja a € R. Tekijarengas R/(a) on kunta
jJ0s ja vain jos a on jaoton.

TobisTus. Olkoon a € R jaoton ja olkoon (a) + b tekijarenkaan R/(a) joku
nollasta eroava alkio. Nyt siis b ei ole a:n monikerta, ja koska a on jaoton, syt(a,b) = 1.
Lauseen 1.19 nojalla on siis olemassa s,t € R, joilla sa + tb = 1. Talloin tb =1 — sa
ja koska sa € (a), niin

[(a) +1]-[(a) +b] =(a) +tb=(a) +1—sa=(a)+ 1.

(a) + 1 on renkaan R/(a) neutraalialkio kertolaskun suhteen, joten (a) +t € R/(a)
on alkion (a) + b kéénteisalkio. Siis R/(a) on kunta.

Lauseen oletuksen mukaan rengas R on euklidinen, joten sen kertolasku on kom-
mutatiivinen. Oletetaan nyt, ettd a € R ei ole jaoton, vaan on olemassa s,t € R, jotka
eivit ole yksikoitd, mutta joilla st = a. Nyt lemman 1.24 nojalla d(s) < d(st) = d(a)
ja d(t) < d(st) = d(a). Siten s ei ole jaollinen a:lla eli s ¢ (a). Vastaavasti t ¢ (a) ja
néin seké (a) + s ettd (a) 4+t ovat renkaan R/(a) nollasta eroavia alkioita. Kuitenkin

[(a) + 5] - [(@) +1] = (a) + st = (a),

joka on renkaan R/(a) nolla-alkio. Siis renkaassa R/(a) on nollanjakajia eikd se voi
olla kunta. O

LAUSE 1.27. Z, on kunta, jos ja vain jos n on alkuluku.
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TobpisTus. Téamé seuraa suoraan edellisesté lauseesta, silld kaikki jaottomat ko-
konaisluvut ovat alkulukuja tai niiden vastalukuja.

O

LAUSE 1.28. Olkoon F' kunta. Tekijirengas F[z]/(p(z)) on kunta jos ja vain jos
p(x) € Flz] on jaoton. Lisiksi renkaalla F[x]/(p(x)) on aina alirengas, joka on iso-
morfinen kunnan F kanssa.

TobisTus. Lauseen ensimméinen véite seuraa nyt suoraan lauseesta 1.26. Ol-
koon F' = {(p(z)) +r : r € F}. Selvasti F’ on renkaan F[z]/(p(z)) alirengas. Sen
isomorfisuuden kunnan F' kanssa osoittamiseksi méaritellidn kuvaus

f:F—=F f(r)=(p(x))+r
Nyt
flr+s)= (@) +r+s=(p)+r+ () +s=fr)+f(s),
frs) = (p(x)) +rs = [(p(x)) + 7] - [(p(x)) + 5] = f(r) - f(5)
ja f(1p) = (p(x) + 1r = 1p |
joten kuvaus on rengashomomorfismi. Se on myos injektio, silla
f(r)=[f(s) & (p(x)) +7 = (p(x)) +s =7 =5,
ja surjektio, silla Im f = {(p(z)) +r :r € F'} = F’. Néin siis kuvaus f : F — F’ on
isomorfismi ja viite pétee. O

Maédéritelladn nyt kongruenssirelaatio

f(z) = g(z) mod (p(x)) jos ja vain jos f(z) — g(x) € (p(z)).
Renkaan F[z]/(p(x)) alkiot ovat siis tdmén relaation ekvivalenssiluokkia. Jakoyhté-
16n perusteella f(x) ja g(x) voidaan kirjoittaa muotoon f(x) = gq(z)p(x) + r(z) ja
g(x) = s(z)p(x) + t(x), missd r(x) ja t(z) ovat joko nollapolynomeja tai niiden aste
on pienempi kuin polynomin p(x).
LEMMA 1.29. Yild olevin merkinndin f(x) = g(x) mod (p(x)) jos ja vain jos
jaanndspolynomit r(x) ja t(x) ovat samat.

TODISTUS.
f(x) = g(z) mod (p(z)) & f(z) — g(

5]
~—
m
—
=
B

LAUSE 1.30. Olkoon F' kunta ja olkoon p(x) jokin renkaan F[z| n. asteen polyno-
mi. Talloin tekijirenkaan Flx]/(p(x)) alkiot ovat yksikdsitteisesti muotoa

(p(x)) +ag + a1x + - + ap_12™" , missi ag,ay,...,a,_1 € F.
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TobisTus. Olkoon (p(x))+ f(z) mikd tahansa renkaan F'[x]/(p(z)) alkio ja olkoon
r(z) jddnnospolynomi, joka muodostuu, kun f(z) jactaan polynomilla p(z). Edellisen
lemman perusteella (p(x)) + f(z) = (p(z)) +r(z). Alkio (p(x)) +r(x) taas on lauseen
antamaa muotoa, silld r(x) = 0 tai degr(x) < degp(z).

Yksikisitteisyyden osoittamiseksi oletetaan ettd (p(z)) + r(x) = (p(z)) + t(x) ,
missé r(x) ja t(z) ovat joko nollapolynomeja tai niiden aste on pienempi kuin n. Nyt
siis 7(x) = t(xz) mod (p(z)) ja jilleen lemman 1.29 nojalla r(z) = t(x). O

1.4. Lineaarialgebrasta

Otetaan esiin muutamia lineaarialgebran madritelmié, jotka on hyva muistaa kun-
talaajennuksia kisiteltdessd. Lineaarialgebran ja -geometrian kurssilla méériteltiin
yleinen reaalilukukertoiminen vektoriavaruus. Reaalilukujen tilalle voidaan kuitenkin
laittaa miké tahansa kunta W ja méaritellda W-kertoiminen vektoriavaruus vastaaval-
la tavalla.

MAARITELMA 1.31. Joukko V on W-kertoiminen lineaarinen vektoriavaruus eli
lineaariavaruus, jos siind on mééritelty summaoperaatio +

VXV sVi(zy—a+y

ja kerto-operaatio -
WxV-=V:.(\z)— Az,

jotka kaikilla x,y, 2z, € V ja A, u € W toteuttavat ehdot
Hrt+y=y+zx
i) r+(y+z2)=(x+y) +=2
iii) joukossa V' on nolla-alkio 0, jolle x 4+ 0 = z kaikilla z
iv) alkiolla x on vasta-alkio 2/, jolle x + 2’ = 0
V) A (prx)=(A-p) -z
Vi)l -z =x=z-1ly
vil) (A4 p)x = Az + px
vili) Az +y) = Az + Ay.

Huomataan, ettd ehtojen i)-iv) tédyttyessd (V,+) on Abelin ryhma.
Maaritellaan sitten W-kertoimisen lineaariavaruuden V darellisen monen vektorin
lineaarinen riippumattomuus:

MAARITELMA 1.32. Lineaariavaruuden V' vektorit vq,...,v,, v > 1, ovat lineaa-
risesti riippumattomia, jos vektoreiden W-kertoiminen lineaariyhdistely

Avr + -+ Ay = 0 jos ja vain jos \; = 0 kaikilla ¢ € {1,...n}.
Talloin sanotaan ettd joukko S = {vy,...,v,} on lineaarisesti riippumaton.
Joukon S = {vy,...,v,} CV virittdmén aliavaruuden
(S) = (v1,...,vn) ={ M1+ -+ A\, 1 v, € S, N € W}

jokaisen vektorin z esitys muodossa x = A\jvy + - - - + A, v, joillain Ay, ..., A\, € W on
yksikésitteinen tdsmiélleen silloin kun S on lineaarisesti riippumaton. [5, 186]
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Jos lineaarisesti riippumattoman joukon S virittdméa W-kertoiminen aliavaruus
(S) tayttad koko avaruuden V, eli jos (S) = V, sanotaan ettd joukko S on line-
aariavaruuden V' kanta. Kannan S vektoreita sanotaan avaruuden V kantavekto-
reiksi. Jos avaruudella V' on &érellinen kanta S = {vy,...,v,} ja toinenkin kanta
T = {uy,...,u,}, niin n = p eli kummassakin kannassa on vektoreita yhtd monta.
[5, 185] Lineaariavaruuden V' kantavektoreiden lukuméérdéd kutsutaan avaruuden V'
dimensioksi ja sitd merkitddn dim V. Kaikki ndmé& méaritelmét ja tulokset 16ytyvét
mm. Deanin kirjasta [5, 177-186].

Esimerkiksi kompleksilukujen joukko C on R-kertoiminen vektoriavaruus, jonka
kanta on joukko {1,i} ja dimensio dim C = 2. Reaalilukujen joukko R taas on &ére-
tonulotteinen rationaalinen eli Q-kertoiminen vektoriavaruus.

1.5. Kuntalaajennuksista

MAARITELMA 1.33. Kunnan K alikunta on alirengas F', joka myos on kunta. Jos
F' on kunnan K alikunta, niin K on kunnan F' kuntalaajennus.

Kuntalaajennusta voidaan tarkastella my&s vektoriavaruutena.

LAUSE 1.34. Olkoon K kunnan F kuntalaajennus. Tdlloin K on F-kertoiminen
vektoriavaruus.

TobisTus. Vektoriavaruuden médritelmén nelji ensimméistéd ehtoa toteutuvat,
koska kunta K on Abelin ryhmé yhteenlaskun suhteen. Kuntalaajennus K sisdltaa
tietysti alikuntansa F', joten kunnan K alkioita voidaan kertoa kunnan F' alkioilla
ja maédritelmén kertolaskuoperaatio on hyvin méaritelty. Tarkistetaan, ettd vekto-
riavaruuden mééritelmén ehdot (v)-(viii) toteutuvat: Olkoot A\, pu € F ja k,l € K.
Nyt

V) A (p- k)= (A-p) -k, koska kunnassa kertolasku on assosiatiivinen

vi) kertolaskun neutraalialkio 1 € F' C K, joten 1 -k = k kaikilla k € K

vil) (A + p)k = Ak + pk ja

viil) A(z+y) = Ax+ Ay, silla kunnassa kertolasku on distributiivinen yhteenlaskun
suhteen.

Siten K on F-kertoiminen vektoriavaruus ja kaikki sen alkiot voidaan yksikésit-
teisesti ilmaista lineaarikombinaationa sen kanta-alkioiden avulla. O

MAARITELMA 1.35. Kuntalaajennuksen aste [K : F] on kunnan K dimensio F-
kertoimisena vektoriavaruutena. Kuntalaajennus K on #érellinen, jos [K : F| on &&-
rellinen.

LAUSE 1.36. Jos p(z) € F[z] on n. asteen jaoton polynomi, niin K = F[x|/(p(z))
on kunnan F kuntalaajennus ja sen aste [K : F] = n.

TobisTus. Lauseen 1.30 perusteella kunnan K = F[z|/(p(z)) alkiot ovat yksiké-
sitteisesti muotoa
(p(x)) + ag + a1z + -+ + ap_1 2™, missi ag, ..., a,_1 € F.

Siis K = {(p(x))ag+ a1z +---+a,_12""' : a; € F'} ja vektoriavaruutena sen kanta on
{1,z,2%, ..., 2" '}. Avaruuden K dimensio on sen kanta-alkioiden lukumiri, tissi
n, joten kuntalaajennuksen aste [K : F] =n . O
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MAARITELMA 1.37. Olkoot K kunnan F' kuntalaajennus ja a € K. Otetaan pienin
kunnan K alikunta, joka sisdltédé sekd kunnan F' ettd alkion a ja merkitédén sitd F'(a).
Sanotaan, ettd F'(a) on kunta, joka saadaan aikaan liittdmaélla alkio a kuntaan F'.

Téllainen kunta on aina olemassa, silld alikuntien leikkaus on aina myos alikunta ja
F(a) on kaikkien sellaisten kunnan K alikuntien leikkaus, jotka sisaltévit sekéd kunnan
F ettd alkion a [7, 238]. Esimerkiksi pienin kunta, joka sisiltdéd seké reaaliluvut R
ettd imaginaariyksikon 4, on koko kompleksilukujen joukko, silld sithen on kuuluttava
kaikki alkiot, jotka ovat muotoa a + ib, missé a,b € R. Niinpa R(i) = C.

MAARITELMA 1.38. Olkoon kunta K kunnan F' laajennus. Alkio & € K on
algebrallinen kunnan F suhteen, jos se on jonkin nollasta poikkeavan polynomin
p(x) € Flx] juuri ts. ag + a1k + . .. a,k™ = 0 jollain kertoimilla a; € F.

Asken todettiin, ettd kompleksiluvut ovat reaalilukujen kuntalaajennus, joka saa-
daan aikaan liittdmaélla kuntaan R alkio i. Y14 olevan mééaritelmén mukaan alkio
i € C on algebrallinen reaalilukujen suhteen, sillii se on polynomin 72 + 1 € R[z]
juuri. Koska 2. asteen polynomi x? 4+ 1 on jaoton renkaassa R[z], on tekijirengas
R[z]/(2? + 1) = {a + bx : a,b € R} kunta. Nyt on helppo uskoa ettd R[z]/(z* + 1)
R(7) = C ja itse asiassa seuraava lause todistaakin néin olevan.

LAUSE 1.39. Olkoon « algebrallinen kunnan F suhteen ja olkoon p(x) € Flx] jokin
sellainen jaoton n. asteen polynomi, jonka juuri o on. Talléin

F(a) = Flz]/(p(z))
ja kunnan F(«) alkiot voidaan yksikdsitteisesti kirjoittaa muotoon

n—1

co+ o+ 4+ F e , missd ¢; € F.

TobisTus. Maaritellddn rengashomomorfismi

[ Fla] = F(o) : fq(z)) = ().

Koska nyt F' on kunta ja siten F[x] on lauseen 1.25 nojalla péiideaalirengas, ku-
vauksen ydin Ker f on jokin renkaan F[z] padideaali. Siis Ker f = (r(z)) jollain
r(z) € F[z]. Koska nyt p(a) = 0, niin p(z) € Ker f ja r(x)|p(z). Koska p(x) on
jaoton, p(x) = kr(z) jollain nollasta eroavalla k € F'. Siten Ker f = (r(z)) = (p(x)).

Lauseen 1.14 nojalla Flz]/(p(z)) = Im f C F(«). Koska F|x]/(p(z)) on kunta,
niin nyt myos Im f on kunta ja siten kunnan F'(«) alikunta. Nythin f(x) = o € Im f
ja f(p(x) +7r) =r € Im f kaikilla r € F eli Im f sisiltdd sekd kunnan F ettd alkion
a. Kuitenkin F'(a) on médritelménsid mukaan pienin ndmé alkiot siséltédva kunta,
joten Im f ei voi olla kuntaa F(«) pienempi, vaan on oltava Im f = F(«). Siten
Flz]/(p(z)) = F(a).

Kunnan F'(«) alkioiden muodon yksikésitteisyys taas seuraa ylldesitetysté isomor-
fismista ja tekijarenkaan F'[z]/(p(z)) alkioiden yksikésitteisyydestéd (lause 1.30). O

SEURAUS 1.40. Olkoon n. asteen polynomi p(x) € F[z] jaoton ja olkoon o sen
guuri. Tdllgin [F(a) @ F] = n.

TopISTUS. Asken todistettiin, ettéd kunnan F(a) alkiot voidaan yksikésitteisesti
kirjoittaa muotoon co+cia+coa®++ - -+c, 1™t missi ¢; € F. Siis {1,a,0?,...a"" !}

muodostaa kunnan F'(«) kannan, ja vektoriavaruutena sen dimensio on n. Siten
[F(a): F] =n. O



LUKU 2

Asrellisistd kunnista

2.1. Alkioiden lukuméira
Mille tahansa renkaalle R voidaan mééritelld rengashomomorfismi f: Z — R :

1+1+---+1 (n kpl), josn >0
(2.1) fn)=<0 josn=0
—1—-1—---=1 (nkpl),josn<0.

Funktion f ydin on nyt siis renkaan Z jokin ideaali ja koska Z on p#idideaalirengas,
Ker f = (q) jollain ¢ > 0.

MAARITELMA 2.1. Renkaan R karakteri on yllamé&éritellyn homomorfismin f yti-
men Ker f virittdja ¢ > 0.

LAUSE 2.2. Renkaan R karakteri on pienin kokonaislukuw q > 0, jolla qa = 0
kaikilla a € R. Jos tdllaista lukua q ei ole, karakteri on 0.

Tobistus. Olkoon ¢ > 0 renkaan R karakteri. Siis Ker f = (¢). Nyt f(q) =
q - 1gr = Og ja télloin myos ga = ¢ - 1z - a = O kaikilla @ € R. Olkoon nyt toinenkin
kokonaisluku p > 0, jolla pa = 0g kaikilla a € R. Talloin erityisesti p- 1 = 0. Tama
taas tarkoittaa sitd, ettd f(p) = Og eli ettd p € Ker f = (¢g). Talléin p = sq jollain
s € Z. Koska Z on euklidinen rengas, niin nyt d(q) < d(sq) = d(p), ja koska luvut p
ja q ovat positiivisia, g < p. O

LAUSE 2.3. Kokonaisalueen karakter:i on joko nolla tai alkuluku.

TobisTus. Olkoon g kokonaisalueen D karakteri. Médritelldén rengashomomor-
fismi f : Z — D kuten ylld kuvaus 2.1. Soveltamalla nyt renkaiden isomorfismilausetta
nihdéén, etta

Zq 0
Imf = f(Z)=7Z/(q) = {Zq ;ZzZiO.

Mutta koska f(Z) on kokonaisalueen alirengas, siiné ei ole nollanjakajia. Jos f(Z) on
aarellinen, se on kunta ja lauseen 1.27 nojalla ¢ on alkuluku. Muutoin ¢ = 0. (|

LAUSE 2.4. Jos kunnalla F on alkulukukarakteri p, niin kunnalla F on alikunta,
joka on isomorfinen kunnan Z, kanssa.

TobisTus. Olkoon nyt p kunnan F karakteri. Kuten edellisessékin lauseessa nih-
tiin, renkaiden isomorfismilauseen nojalla kunnalla F' on alirengas f(Z) = Z,. O

LAUSE 2.5. Adrellisessi kunnassa F on aina p™ alkiota jollain alkuluvulla p ja
luonnollisella luvulla m.

15
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Tobistus. Koska F on &édrellinen kunta, sen karakteri on joku alkuluku p ja
silld on Z,m kanssa isomorfinen alikunta. Samastetaan tdmé alikunta Z,:hen, jolloin
I on Z,m kuntalaajennus. Laajennuksen aste on direllinen, koska [’ on direllinen
kunta. Olkoon [F : Z,] = m ja olkoon {fi, fa,... f} F'n kanta, niin ettd F =
{aifi +asfo+ -+ + amfmlai € Z,}. Jokaiselle a;:lle on nyt p eri vaihtoehtoa, joten
F:ssé on p™ alkiota. O

Adrellisen kunnan alkioiden lukumé&éraén liittyy eréis téssd tutkielmassa hyvin
olennainen tulos, lause 2.9. Tuon lauseen todistusta varten otetaan ensin pari apu-
tulosta. Ensimmaéistd niistd ei téssd todisteta, mutta sille 16ytyy helposti luettava
todistus mm. Gilbertin kirjasta [7, 248].

LEMMA 2.6. Olkoon K q alkion kunta. Tdlloin multiplikatisvinen ryhmd K> =
K\ {0} on kertaluvun q — 1 syklinen ryhmd.

LEMMA 2.7. Olkoon K q alkion kunta. Tdlloin kunnan K alkiot ovat polynomin
x4 — x juuria ja polynomi x4 — x voidaan jakaa lineaarisiin tekijoihin kunnassa K.

Tobistus. Multiplikatiivisen ryhmén K* = K \ {0} kertaluku on nyt ¢ — 1 ja
a? ! =1 kaikilla @ € K*. Niinpd myos a? = a eli a? — a = 0, miki tarkoittaa, etti a
on polynomin x? — x juuri kaikilla a € K*. Koska myos 0 on polynomin z? — x juuri,
on a? —a = 0 kaikilla a € K ja polynomi x? — x voidaan jakaa lineaarisiin tekijoihin

$q—x:H(:p—a).

aceK
Il

LEMMA 2.8. Olkoot f(x) ja g(x) F-kertoimisia polynomeja ja olkoon K kunnan
F laajennus. Jos f(x) € Flx] on jaoton ja jos polynomeilla f(x) ja g(x) on yhteinen
Juuri kunnassa K, niin f(z) jakaa polynomin g(x).

TobisTus. Olkoot nyt f(z) € F[z] jaoton ja o € K polynomien p(x) ja g(z)
yhteinen juuri. Jakoyhtélon nojalla polynomit p(z) ja g(x) voidaan nyt polynomiren-
kaassa K[z] kirjoittaa muotoon f(z) = q(z)(z — «) ja g(x) = r(z)(x — «) joillain
q(z),r(x) € Klz]. Siis (z — a)|f(x) ja (x — a)|g(z) ja nédin ollen syt(f(z),g(z)) # 1
renkaassa K[z]. Polynomien suurin yhteinen tekija on kuitenkin sama seké renkaassa
K[z] ettd Flx] [1, 507], joten syt(f(x),g(x)) # 1 myos renkaassa F[z]. Koska nyt
f(x) on oletuksen mukaan jaoton kunnan F' suhteen, on oltava syt(f(x), g(z)) = f(x).
Siis f(x)|g(x). O

LAUSE 2.9. Kaikki ddrelliset kunnat, joissa on q = p™ alkiota, ovat keskenddin
1somorfisia.

TobisTus. Olkoot K ja K’ ¢ alkion kuntia ja olkoon « syklisen ryhmén K*
virittdja. Siten K on saatu kuntalaajennuksena p alkion kunnasta F' liittamaélla sithen
a. Siis K = F(«). Olkoon nyt f(x) € F[x] se m. asteen jaoton polynomi, jonka juuri
a on. Téalloin K = Flz]/(f(x)). Nyt a on sekd polynomin f(z) ettd polynomin z¢ — x
juuri. Liséksi, koska f(z) on jaoton, se jakaa polynomin z9 — z. Tarkastellaan sitten
ja koska f(z) edelleen jakaa polynomin z? — z, niin polynomilla f(x) on juuri o/ € K’.
Siten K = Flz]/(f(x)) = F(o/). Koska nyt myos K on ¢ alkion kunta, F(a') = K’
jasiten K = K’ eli K ja K’ ovat keskenain isomorfiset. O
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MAARITELMA 2.10. Kutsutaan p™ alkion kuntaa kertaluvun p™ Galois’n kunnaksi
Evariste Galois’'n (1811-1832) mukaan ja merkitddn sitd GF(p™).

Koska siis kaikissa dérellisisséd kunnissa on aina p™ alkiota jollain alkuluvulla p
ja luonnollisella luvulla m, kaikki #érelliset kunnat ovat isomorfisia jonkin kunnan
GF(p™) kanssa.

2.2. Asrellisten kuntien konstruointi

Keinot minké tahansa #érellisen kunnan konstruointiin on nyt kerétty. Kun p on
alkuluku ja m miké tahansa luonnollinen luku, voidaan muodostaa kunta, jossa on
tdsmaélleen p™ alkiota.

Lahdetadn liikkeelle p alkion kunnasta Z,. Muodostetaan polynomirengas Z,|[z],
joka nyt on euklidinen, koska Z, on kunta. Valitaan renkaasta Z,[z] jokin m. asteen
jaoton polynomi ¢(x) ja muodostetaan sen virittdmén ideaalin avulla tekijérengas
Zy[z)/(q(z)) = {(¢(x)) + ap + a1z + -+ + ap—12™ " : a; € Z,}. Lauseen 1.36 no-
jalla tdmé tekijarengas on kunnan Z, kuntalaajennus ja lauseen 2.5 nojalla siiné on
tasmélleen p™ alkiota. Toisaalta lauseen 1.39 mukaan Z,[z]/(g(z)) on isomorfinen
kunnan Z,(«) kanssa, joka saadaan kuntalaajennuksena kunnasta Z,, kun liitetddn
sithen polynomin ¢(z) juuri a.

Sité, 16ytyyko renkaasta Z,[zr] varmasti jokin m. asteen jaoton polynomi, ei téssa
tutkielmassa ole tarkasteltu, mutta sellaisen polynomin loytyminen on kylld osoitettu
mm. Simmonsin artikkelissa [8]. Kun m € {2,3}, niin jaottoman polynomin l5y-
tdminen on helppoa. Seuraavat lauseet antavat keinoja 2. tai 3. asteen jaottoman
polynomin etsimiseen.

LAUSE 2.11. Olkoon p(x) € Zylx]. Josm = degp(z) € {2,3}, niin p(x) on jaoton,
jos ja vain jos silld et ole juuria.

ToDISTUS. Jos polynomilla p(z) olisi juuri o € Z,([z]), niin sillé olisi tekijd (z—a)
eli se olisi jaollinen. Vastaavasti, jos p(x) olisi jaollinen, niin, koska degp(z) < 3, silla
olisi véhintéén yksi 1. asteen tekijdpolynomi (z — ) jollain § € Z,([z]), mikd taas
tarkoittaa sité, etta silld olisi juuri. O

LAUSE 2.12. Jos alkuluku p = 3 mod 4, niin polynomi x> + 1 € Z,[x] on jaoton.

ToDISTUS. Jos z? + 1 olisi jaollinen, silld olisi juuri « € Z,, jolloin siis a*4+1 =0
eli o? = —1. Selviistikin nyt o # £1. Kuitenkin nyt o* = 1, miki tarkoittaa siti, ett#
Juuren « kertaluku ord @ = 4 multiplikatiivisessa ryhméssd Z;. Lagrangen lauseen
[9, 239] mukaan ord o jakaa ryhmin kertaluvun #Z = p — 1 =2 mod 4. Nyt niin
ei kuitenkaan ole, joten alkuperiinen viite pétee. O

ESIMERKKI 2.13. Halutaan muodostaa neljin alkion kunta GF(2%). On siis laa-
jennettava kunta Z, = {0,1} polynomirenkaan Z,[z] tekijarenkaaksi Zs[x]/(p(x)),
missd p(x) on jokin renkaan Zs|x] jaoton polynomi. Téhén kdy esimerkiksi polynomi
2% + 2 + 1, silli silld ei ole juuria kunnassa Zs,. Nyt tekijarengas

Lo[z]/(p(x)) = {(p()) + 0, (p(x)) + 1, (p(x)) + 2, (p(x)) + z + 1}

on neljén alkion kunta GF(4). Tekijdluokkien edustajien avulla voidaan siitd kiyttda
myos lyhyempéd merkintdd GF(4) = {0, 1, z, z+1}, mutta merkinnén tausta on syytéa
muistaa kunnan alkioilla laskettaessa.
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Neljén alkion kunta voidaan muodostaa myés liittdmélla kuntaan Z, polynomin
2% + 2+ 1 juuret « ja o = a + 1, jolloin lauseen 1.39 nojalla

Zo(a) = {0,1,a,0*} 2 {0,1, 7,2 + 1} = GF(4).



LUKU 3

Ortogonaalit latinalaiset neliot

3.1. Latinalaiset neliot

MAARITELMA 3.1. Olkoot n ja m luonnollisia lukuja. T&lloin nm alkiota a,; jar-
jestettyné n riviin ja m sarakkeeseen muodostavat n x m-taulukon. Alaindeksit i ja
7,1 <1< n,1<j<m,ilmaisevat kunkin alkion paikan taulukossa.

Taulukko on siis matriisin kaltainen jérjestys, jolle ei kuitenkaan mééritella lasku-
toimituksia ja jota ei operoida kuten matriisia.

MAARITELMA 3.2. Olkoon S n alkion joukko. Joukkoon S perustuva kertalukua
n oleva latinalainen nelié on n x n -taulukko, jossa jokainen joukon .S alkio esiintyy
taulukon jokaisella rivilld ja jokaisella sarakkeella tdsmélleen kerran.

Latinalaisen nelion jokainen rivi ja jokainen sarake on siis jokin joukon S alkioiden
permutaatio.

ESIMERKKI 3.3.

a b c a b c
c a bl ja |b c a
b ¢ a c a b

ovat joukkoon {a, b, c} perustuvia kolmannen kertaluvun latinalaisia nelicita.

LAUSE 3.4. Minkd tahansa dadrellisen ryhmdan (G, +) yhteenlaskutaulu on G:hen
perustuva latinalainen nelid.

Tobistus. Olkoot x1,xs,...,x, ryhméin G alkiot. Jos taulun jollain rivilla joku
G'n alkio esiintyisi kahdesti, niin olisi x; + x; = x; + x, joillain z;, z;, z;, € G. Koska
G on ryhmé, alkiolla x; on kéénteisalkio (—x;), jolla (—x;) + x; = 0. Lisddmalla taméa
kadnteisalkio yhtéloon puolittain saadaan (—z;) + (x; + x;) = (—x;) + (z; + ), josta
laskutoimituksen assosiatiivisuuden perusteella seuraa x; = . Siten mikddn Gm
alkio ei voi esiintyé samalla rivilld useampaan kertaan. Vastaavasti voidaan todistaa,
ettd kukin alkio esiintyy jokaisella sarakkeella tédsmélleen kerran. Niinpé laskutaulu
on latinalainen nelio. O

Luonnollisesti tulos pétee myos dérellisten kuntien (F,+,-) yhteenlaskutauluille.
Aarellisen kunnan alkioista voidaan latinalaisia nelivitd muodostaa toisellakin tavalla.

LAUSE 3.5. Olkoon (F,+,-) n alkion kunta. Valitaan joku alkio x € F', 1 < k <
n—1, xy # 0. Tdlloin laskun xyx,+x;, (missi v, x; € F), 0 <1, j <n—1, laskutaulu
on latinalainen nelid.

TopIsTUS. Rivin ¢ kahden alkion erotus on (zyz;+ ;) — (vpx;+2,) = x;—x4 # 0,
kun j # ¢. Siis taulun jokainen rivi on joukon F permutaatio. Sarakkeen j kahden

19
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alkion erotus on (z,x; +x;) — (vpx, +7;) = ) (z;—2,) # 0, kun i # r, silld kunnassa ei
ole nollanjakajia. Siten myos jokainen taulun sarake on joukon F’ permutaatio ja F:n
jokainen alkio esiintyy jokaisella taulun rivilld ja sarakkeella tdsmélleen kerran. [

3.2. Ortogonaalit latinalaiset neliGt

MAARITELMA 3.6. Kaksi n. kertaluvun latinalaista nelictd ovat ortogonaaleja, jos
ne péadllekéin asetettuna muodostavat nelion, jossa jokainen ensimmaéisen nelion alkio
esiintyy (jarjestys huomioonottaen) jokaisen toisen nelién alkion kanssa tdsmélleen
kerran.

ESIMERKKI 3.7. Ensimmaéisen esimerkin latinalaiset neliot

a b c a b c
c a bl ja |b c a
b ¢ a c a b

ovat ortogonaaleja, silla paillekdin asetettuna ne muodostavat nelion

aa bb cc
cb ac bal,
be ca ab

jossa mikd#n kirjainpari ei esiinny kahta kertaa.

ESIMERKKI 3.8. Sen sijaan latinalaiset nelitt

a b c a ¢ b
c a bl ja |[b a c
b ¢ a c b a

eivit ole ortogonaaleja kesken&én, silld niiden pééllekéin asetettuna muodostama nelié
koostuu vain kolmesta toistuvasta kirjainparista.

aa bc cb
cb aa be
bc ¢b aa

MAARITELMA 3.9. Jos Ly, ..., L, ovat n. kertaluvun latinalaisia neliGita ja jos L;
on ortogonaali L;mn kanssa kaikilla ¢ # j, 4,5 € {1,...,r}, niin {Ly,...,L,} on n.
kertaluvun pareittain ortogonaalien latinalaisten neliéiden joukko. Merkitaén téllaisen
joukon alkioiden maksimilukumé&ériad N(n).

Pareittain ortogonaalien n. kertaluvun latinalaisten nelididen joukkoja voi siis olla
useita, mutta niissi on kussakin enintddn N(n) alkiota.

EsiMERKKI 3.10. Kolmannen kertaluvun pareittain ortogonaalien latinalaisten
nelididen joukoissa on aina enintéén kaksi nelioté eli N(3) = 2. Esimerkin 3.3 neli6t
muodostavat pareittain ortogonaalien latinalaisten neliiden joukon

a b c| la b c
{{c a b|,|b ¢ al}
b ¢ al |c a b
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Samoin neliot

a b c a ¢ b
b ¢ al ja |b a c
c a b c b a

muodostavat toisen 3. kertaluvun pareittain ortogonaalien latinalaisten nelididen jou-
kon, mutta siinékin on vain kaksi alkiota.

LAUSE 3.11. Kertaluvun n pareittain ortogonaalien latinalaisten nelididen joukos-
sa on aina enintiin n — 1 alkiota eli N(n) <n — 1.

TobisTtus. Olkoot Ly, Lo, ... L, n. kertaluvun pareittain ortogonaaleja latinalai-
sia neliditd. Nelion L; alkioiden uudelleen nime&minen ei vaikuta nelion ortogonaali-
suuteen minkaén nelion L; kanssa (1 < ¢,j < r), joten voimme kirjoittaa kaikki neliét
uudelleen niin, ettéd nelion ylin rivi on aina 1,2,...n.

1 2 ... n 1 2 ... n 1 2 ... n
r = ... - Ty — ... — Ty — ... —
Li=. . L= e e =
Nyt nelididen toisen rivin ensimmaéisen sarakkeen alkioista xi,xs,...,z, mikédén ei

voi olla 1, koska luku 1 on jo ensimméiselld sarakkeella ensimmaéiselld rivilld. Koska
ensimméisen rivin alkiot ovat jo kaikissa nelidisséd samat, on myos oltava x; # z;
kaikilla 7 # j, mutta toisistaan eroavia alkioita on jaljella enda n — 1 kappaletta. Siten
r<n-—1.

O

LAUSE 3.12. Kunnan (F,+,-) n alkiosta muodostetut latinalaiset neliét Ly, = afj,
missd afj =xpr; + x50, #0, 1 <k <n-13720 <145 <n—1, muodostavat n.

kertaluvun pareittain ortogonaalien latinalaisten nelididen joukon {Li, ..., Ly_1}.

TobpisTus. Lauseessa 3.5 jo osoitettiin, ettd nédin muodostetut nelit ovat lati-
nalaisia nelioitd. Nyt on siis vield todistettava, ettd Lj; ja L; ovat kesken&én orto-
gonaaleja kaikilla k& #£ [. Oletetaan, ettd kun neliot L, ja L; asetetaan padllekkiin,

muodostuu kaksi samaa alkioparia paikoille (i, 7) ja (r,q). Siis (afj,aéj) = (afq,aqu).
Nyt afj = a’jq ja aéj = aiq eli
T X +Tj = Xp - T + X4
ja Ty Xy +Tj =T Tp + X

Vihentadmalld ylempi yhtdlo alemmasta saadaan (ry — x)x; = (xp — x7)x,, josta
edelleen (zj —z;)(x; —x,) = 0. Koska kunnassa ei ole nollanjakajia, on oltava zj —x; =
0 tai z; — x, = 0 eli z;, = x; tai x; = x,.. Siis joko k = [ tai i = r. Nyt oletuksena on,
ettd k # [. Jos olisi ¢ = r, niin olisi afj = afq eli nelion Ly rivilld ¢ joku alkio esiintyisi
kahteen kertaan. Tdmé ei kuitenkaan ole mahdollista, silld Lj, on latinalainen nelio.
Siten mikd#in padllekkdin asetettujen nelividen Lj ja L; muodostamista lukupa-
reista ei esiinny neliossd useampaan kertaan, vaan jokainen Ljz:n alkio esiintyy jo-
kaisen L;:n alkion kanssa tdsmaélleen kerran ja neliot Ly ja L; ovat ortogonaaleja
kesken&én. O
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Lauseen 3.11 mukaan N (n) < n—1 kaikilla n € N. Toisaalta on helppo nihdi, etté
kaikille n = p™ pareittain ortogonaaleja latinalaisia neliditd 16ytyy vahintddn n — 1.
Néitéd ovat juurikin edellisen lauseen antamat neliét Lq,..., L, ;. Siispd N(p™) =
p™ — 1, mutta muille kertaluvuille pareittain ortogonaalien latinalaisten neliGiden
lukumédrad on vaikeampi maédrittdda. Bose, Shrinkhande ja Parker osoittivat, etté
N(n) > 2 kaikilla n > 6 ja tiedetdén, ettd esimerkiksi N(10) > 2, N(14) > 3 ja
N(18) > 3. Niidenkin kertalukujen ortogonaaleja latinalaisia neliitd etsitdén yha
lisdé ja tulevaisuudessa lukuméirit voivatkin tarkentua. [4]

ESIMERKKI 3.13. Koska Zs on kunta, sen alkioista voidaan nyt helposti muodostaa
nelja pareittain ortogonaalia 5. kertaluvun latinalaista neli6td Lq, Lo, L3 ja Ly. Nyt
g =0,21 = 1,20 = 2,23 = 3 ja x4 = 4, joten esimerkiksi taulussa L af’j = 3w; + x;
ja taulussa Ly a;‘j = 4a; + x;. Taulut ndyttavit talta:

0123 4 012 3 4
3401 2 40123
Ly=|1 2 3 4 0] Ly=|3 4 0 1 2|.
4012 3 2 3401
23 401 12340

Pasllekain asetettuna ne muodostavat nelion

00 11 22 33 44
34 40 01 12 23
13 24 30 41 02].
42 03 14 20 31
21 32 43 04 10

Niitd kuntaan Zs perustuvia 5. kertaluvun latinalaisia neliitd voidaan nyt kéyt-
tdd hyviksi muodostettaessa ortogonaaleja latinalaisia mistéd tahansa viiden alkion
joukosta. Alkiot xy, ..., x4 voidaan uudelleennimeté eli lukujen 1,...,5 paikalle voi-
daan sijoittaa mitkéd tahansa viisi erilaista symbolia ja neliot pysyvét latinalaisina
nelidind ja niiden ortogonaalisuus siilyy.

Kun halutaan muodostaa ortogonaaleja latinalaisia neliGitd vaikkapa neljan tai
kahdeksan alkion joukosta, on tekemistd hieman enemmén. Lauseen 1.27 mukaan
Zy ja Zg eivat ole kuntia, joten ennen latinalaisten nelididen muodostamista ylla
esitellylla tavalla on muodostettava neljan tai vastaavasti kahdeksan alkion kunta.
Neljan alkion Galois'n kunta GF(4) = {0, 1, z,x 4+ 1} konstruoitiinkin jo esimerkissa
2.13.

3.3. Eulerin nelididen konstruointi direllisten kuntien avulla

Muodostetaan nyt kuntaan GF(4) perustuvat pareittain ortogonaalit 4. kertalu-
vun latinalaiset nelit Ly, Lo ja L3. Merkitddn xp = 0,21 = 1,2 =z jazg =2+ 1 ja
lasketaan ensin nelion L, alkiot a;; = z12; + x; = x; + ;. Muistetaan, ettéd laskutoi-
mitukset on tehtéivi kunnassa Zs[x]/(z? + x + 1), vaikka merkinndissi kiytetddnkin
edustajia tekijaluokkien esittdmiseen. Néin ensimméiseksi nelioksi saadaan:
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1

T +

0 r+1 T

L, = 1
0

Nelididen Lo ja L5 alkiot taas saadaan laskemalla a?j = To%; +T; =T - T; + T ja
vastaavasti af; = rsz; +x; = (v + 1)z; + x5

0 1 T z+1
- T+1 0 1
2T g2 22+1 2247 22+ +1)
?+x *+rx+1  2? 2?2+ 1
0 1 T z+1
I x+1 x 1 0
37 a4+ 2?4 +1 z? 241
2+ 1 x? 24+r+1 22 +x

Neliot Ly ja L3 ndyttavat nyt aika hankalilta, mutta se on silkkaa silménlumetta.
Muistetaan, ettd kunta GF(4) on isomorfinen kunnan Z,(«a) kanssa, kun « on poly-
nomin 2 + x + 1 juuri. Siis o® + o + 1 = 0, mistd seuraa myos, etti o + 1 = a?,
a’+a =1jaa?®+1=a. Sijoittamalla nyt o muuttujan z paikalle saadaan neliét

Ly, Ly ja L3 sievennettyé néin:

0 1 a o 0 1 o o? 0 1 o o?
1 0 o « a o> 0 1 o> a 1 0
Ll_a a2 0 1 ’LQ_OzQ a 1 0 » Ls = 1 0 o «
a2 a 1 0 1 0 o « a o2 0 1

Nyt neliot ovat kauniit ja kdytdnnolliset. Padllekdin asettamalla niistd saadaan
Eulerin nelitité ja esimerkiksi alussa esitetty pelikorttiongelma voidaan ratkaista vaik-
kapa asettamalla kortit seuraavasti:

A OK Q0Q &J
OJ &Q &K (A
AL OA OJ Q|
OQ &J &A OK

Vastaavasti kahdeksan alkion kunta GF(8) = GF(2®) saadaan polynomilaajen-
nuksena kunnasta Z,; muodostamalla tekijirengas Zs|x]/q(x), missd q(x) € Zs[x] on
joku 3. asteen jaoton polynomi. Voidaan valita esimerkiksi ¢(z) = 23 + z + 1. Kah-
deksan alkion kunta voidaan my6s muodostaa lisidmélla kuntaan Z, polynomin ¢(x)
juuri «, ja latinalaisia neliditd muodostettaessa laskuissa ja nelididen sieventdmisessé
voi kéyttid apuna yhtélod o +a +1 = 0.

Téssé tutkielmassa on nyt esitelty n. kertaluvun Eulerin nelividen muodostaminen
n alkion kunnan laskutaulujen avulla. T&t4d menetelmés voidaan siis kdyttdd kun
n = p™ jollain alkuluvulla p ja luonnollisella luvulla m. Kaikki luvut n € N eivit
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tietenkéddn ole tuota muotoa, mutta kuten todettu, kertaluvun n Eulerin nelitita
16ytyy kaikilla n > 6. Esimerkiksi kymmenen alkion kuntaa ei ole olemassa, mutta
kuitenkin on ainakin kaksi keskenéén ortogonaalia 10. kertaluvun latinalaista neliota,
joista saatu Eulerin nelié nayttas talta:

11 24 37 49 56 68 70 82 93 05
79 33 04 57 41 86 62 20 15 98
60 71 55 94 87 43 26 09 38 12
06 69 73 88 14 27 45 91 52 30
48 96 61 75 22 34 07 13 80 59
97 42 16 63 78 00 54 35 29 81
84 17 40 36 65 72 99 58 01 23
32 50 89 21 03 95 18 44 77 66
53 8 28 02 90 19 31 76 64 47
25 08 92 10 39 51 83 67 46 74

Luonnollisesti myo6s 10. kertaluvun pareittain ortogonaalien latinalaisten neliGiden
joukkoja on useita, vaikka toistaiseksi yhteenk&#in niisté ei ole 10ytynyt kuin kaksi
neliotd. Tuo ylla esitetty 10 x 10-neli6 on kuitenkin eri nelié kuin Bosen, Shrikhanden
ja Parkerin vuonna 1960 artikkelissaan [3] esittelemé nelio.

3.4. Taikaneliot

Ortogonaalien latinalaisten nelididen hyodyllisten sovellustapojen liséksi ortogo-
naaleilla latinalaisilla neliilld on myos ainakin yksi sindnsé hauska, mutta melko hyo-
dyton sovellus. Paitsi Eulerin neli6ité, pareittain ortogonaalien latinalaisten neliGiden
avulla voidaan muodostaa myos niin kutsuttuja taikanelioité.

MAARITELMA 3.14. Kertaluvun n taikanelié koostuu kokonaisluvuista 1,2, ...n2

jarjestettynd n x n -taulukkoon siten, ettd taulukon jokaisen rivin, sarakkeen ja dia-
gonaalin luvut summautuvat samaksi luvuksi n(n? + 1) /2.

Taikanelion voisi mééritelld vastaavalla tavalla myos luvuille 0,1, ..., n% — 1. Tél-
16in rivien, sarakkeiden ja diagonaalien lukujen summa vain on n(n? +1)/2 —n =
n(n?—1)/2.

Tallaisia neliGitd voi muodostaa kahden sopivasti valitun keskenédén ortogonaalin
latinalaisen nelion avulla. Jo ottamalla mitkd tahansa kaksi n. kertaluvun joukkoon
{0,1,...,n—1} perustuvaa keskenéén ortogonaalia latinalaista nelitté ja asettamalla
ne padllekéin saadaan jokaisen rivin ja sarakkeen suhteen taianomainen neli6. Siis min-
k& tahansa luvuista 0,1, ...,n — 1 muodostetun Eulerin nelion rivit ja sarakkeet sum-
mautuvat samaksi luvuksi, kun ajatellaan Eulerin nelién lukuparit n-kantaisina kaksi-
numeroisina lukuina. Kun muutetaan nelion n-kantaiset luvut 10-kantaisiksi, koostuu
nelié tasméilleen luvuista 0, 1,...,n2 — 1. Diagonaalit eivit kuitenkaan vilttiméitts
vield summaudu rivien ja sarakkeiden kanssa samaksi luvuksi.

01 2 210 02 11 20
ESIMERKKI 3.15. Neliot |2 0 1|ja|l 0 2|muodostavat nelion |21 00 12|,
1 20 0 21 10 22 01

joka
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kymmenkantaiseksi muutettuna nayttaa talta:

246
70 5
3 8 1

Nyt kaikkien rivien ja sarakkeiden summaksi tulee luku 12, mutta toisen diagonaalin
summa on 9 ja toisen 3.

1 20 0 21
Sen sijaan nelididen [0 1 2]ja |2 1 0| muodostaman kymmenkantaan muun-
2 01 10 2
netun nelion
3 8 1
2 46
70 5

diagonaalitkin summautuvat luvuksi 12. Kun tdmén nelion jokaiseen alkioon lisétéain
luku 1, saadaan tdsmélleen médritelméin mukainen taikanelio

49 2
35 7,
816

jonka jokainen rivi, sarake ja diagonaali summautuu luvuksi 3(3? 4+ 1)/2 = 15.

Mik4 on se olennainen ero néissé neliissda? Misté tietdd, mitkd keskendén ortogo-
naalit neliot kelpaavat taikanelion muodostamiseen? Seuraava lause antaa vastauksen.
Esitellaén kuitenkin ensin lauseessa kdytettdvit merkinnit.

Olkoot K = (ki;) ja L = (l;j) joukkoon {0,1,...,n — 1} perustuvia kesken&én
ortogonaaleja n. kertaluvun latinalaisia neli6itd. Muodostetaan néistd Eulerin nelio,
jonka alkiot ovat 2-numeroisia n-kantaisia lukuja, joiden ensimméinen numero on
neliostd K ja toinen neliostd L. Muunnetaan luvut kymmenkantaisiksi ja merkitdéan
saatua neliotd M = (my;), missa nyt siis m;; = n - k;; + l;;. Lisatdén vield luku 1
kaikkiin nelién M lukuihin m;; ja merkitddn néin viimeistelty& nelicta M'.

LAUSE 3.16. Jos K ja L ovat n. kertaluvun joukkoon {0,1,...,n — 1} perustu-
via keskenddn ortogonaaleja latinalaisia neliditd ja jos kummankin nelion kumpikin
diagonaali summautuu luvukse

n(n —1)/2,
niin ylld esitetylli tavalla muodostettu nelic M’ on n. kertaluvun taikanelio.

TobisTus. Muodostuneessa Eulerin neliossé jokaisella rivilla ja sarakkeella kaikki
luvut 0, 1, ... n—1 esiintyvét tdsmélleen kerran jonkun alkion ensimmaéisend numerona
ja tdsmaélleen kerran jonkun alkion toisena kirjaimena. Siten nelion M minké tahansa

rivin tai sarakkeen lukujen summa on
n0+1+---4+n—-1)4+0+1+---+n) DO+1+---+n—1)
1)(n—1)n/2

=n(n?—-1)/2

=(n+
=(n+
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ja nelion M’ rivien ja sarakkeiden summa taas on n(n® —1)/2 +n = n(n® + 1)/2.
Lauseen oletuksen mukaan Fulerin nelion diagonaaleilla ensimmaéisten numeroiden
summa on n(n—1)/2, samoin kuin diagonaalialkioiden toistenkin numeroiden summa,
joten nelion M diagonaaleilla olevien lukujen summa on

n-nn—1)/2+nn-1)/2=mn+1)-nn-1)/2=n(n*>-1)/2

ja néin nelién M’ diagonaalisummiksi saadaan n(n? —1)/2 +n = n(n* + 1)/2. Siten
kaikki rivit, sarakkeet ja diagonaalit summautuvat samaksi luvuksi ja M’ on taikane-
1i6. OJ

Halutessasi muodostaa n. kertaluvun taikanelion, sinun ei valttamaéattd tarvitse
laskea kaikkien muodostamiesi latinalaisten nelididen diagonaalisummia 16ytédksesi
sopivat neli6t taikanelioon. Jos diagonaalit ovat joukon {0, 1,...,n — 1} permutaa-
tioita, niiden summa on n(n — 1)/2. Liséksi jos kertaluku n on pariton, voit valita
ortogonaalit latinalaiset neliot, joissa toinen diagonaali koostuu pelkédstdéan luvusta

(n—1)/2.

ESIMERKKI 3.17. Tarkastellaan luvussa 3.3 konstruoituja 4. kertaluvun pareittain
ortogonaaleja latinalaisia nelidité Li, Lo ja Ls, joissa a on korvattu luvulla 2 ja o?
luvulla 3.

Ly

7L2

_ - Ly =

W = O
oW o
— O W N
O~ NN W
= w N O
O W
W= O N
N O = W
N — WO
WO -
O W = N
— N O W

Nyt ensimmaéisen nelion toinen diagonaalisumma on 0 ja toinen 12. Kumpikaan ei ole
4(4—1)/2 = 6, eiké neli6 L siis kelpaa taikanelion muodostamiseen. Sen sijaan seké
toisessa ettd kolmannessa neliéssi diagonaalit ovat joukon {0,1,2,3} permutaatioi-
ta, joten niistd taikanelion muodostaminen onnistuu. Kymmenkantaan muutettuna
néistd muodostettu taikanelio nayttda talta:

0 5 10 15 1 6 11 16
1114 14 , 12151 5
M=l1s g 7 o Ja M=/, ¢ g 3
6 3 12 9 7 4 13 10

Vaikka tdmé on ainoa 4. kertaluvun taikanelio, joka téssa kirjoitelmassa esitetyin
keinoin voidaan konstruoida, ei tdmé suinkaan ole ainoa maailmassa. Kuten aiemmin
todettiin, pareittain ortogonaalien latinalaisten nelididen joukkoja on useita. Esimer-
kiksi eris renesanssiajan taiteilija, Albrecht Diirer, siséllytti kuparikaiverrustychonsa
Melancholia I:een nelién, jonka alimmalle riville muodostui tyon kaiverrusvuosi 1514
[7, 267].

16 3 2 13
5 10 11 8
9 6 7 12
4 15 14 1
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