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Tiivistelma

Esittelemme yksiulotteisen, ajasta riippumattoman, Schrodingerin yhtéalon
ja siihen liittyvid potentiaalikuoppia, eli reunaehtoja. Lisédksi esittelemme
kolmeulotteisen, radiaalisen, Schrodingerin yhtélon ja tutkimme siihen liit-
tyvan keskeissymmetrisen, vedynkaltaisen atomin potentiaalikuopan ener-
gian ominaisarvoja. Kdymme ldpi tiarkeimpia yksiulotteisen differentiaa-
liyhtalon dariarvo-ongelman ratkaisemiseen soveltuvia numeerisia integroi-
jia, joista johdamme yksinkertaisimmat ja lisdksi tutustumme muutamiin
matriisimenetelmiin. Analysoimme eri menetelmien tarkkuutta ja yleista
soveltuvuutta Schrodingerin yhtédlon energian ominaisarvojen etsimiseen
silmamaaraisesti ominaisfunktioyritteen graafista seki automaattisesti. Ha-
vaintomme eri menetelmien tarkkuuksista ja loydetyt energian ominaisar-
vot ovat linjassa kirjallisuudessa ja julkaisuissa esitettyjen arvojen kanssa.
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1 JOHDANTO

1 Johdanto

Tassa Pro Gradu-tyossa kasitellaan Schrodingerin yhtdlon (SY) numeeris-
ta ratkaisemista ja siihen liittyvid numeerisia menetelmia. Ty6hon liittyvia
tarkasteluen tekemisté varten on kehitetty tietokoneohjelma.

Schrodingerin yhtélo on ominaisarvoyhtdlo ja sen ratkaisut ominaisfunk-
tioita. Hamiltonin operaattori on jirjestelméin energiaoperaattori, jolloin ope-
roimalla silla jarjestelman ominaisfunktioon saadaan ominaisfunktio ker-
rottuna vastaavalla energian ominaisarvolla. Yleensi SY:std puhuttaessa
viitataan juuri tdhén ajasta riippumattomaan, pelkdstddn paikkakoordi-
naattien derivaattoja sisdltavaan SY:00n, jonka ratkaisut ovat niin sanot-
tuja stationaarisia tiloja. Stationaarisuus tarkoittaa sité, ettd havaittavien
suureiden odotusarvot eivat muutu ajan funktiona, vaan tilan aikakehitys
rajoittuu ajasta riippuvaan vaihetekijaan.

Olemme jatkossa kiinnostuneet lahinna sidottujen tilojen ja niita vastaa-
vien diskreettien ominaisarvojen ratkaisemisesta, erityisesti yhden hiukka-
sen jirjestelmissid. Sidotuissa tiloissa hiukkasen liike on rajoitettu darelli-
seen alueeseen ja tilan energia on alempi kuin energiataso kaukaisuudes-
sa. Sidottujen tilojen vastakohtana ovat vapaata hiukkasta kuvaavat tilat,
joissa hiukkanen liikkuu vapaasti reagoiden paikalliseen potentiaaliin. Ky-
seisten tilojen avulla voidaan tarkastella esimerkiksi sirontaprosesseja seké
tunneloitumista, mutta naitd aiheita ei tissi tyossa kasitella.

Schrodingerin yhtéalon ratkaisemiseen on kehitetty kymmeniia menetel-
mid, joista eksoottisempiin emme edes puutu. Kahdeksi perusmenetelméik-
si voidaan tunnistaa Hamiltonin operaattorin esittiminen ddarellisessa (tai
enintddn numeroituvasti darettoméssa) kannassa seki paikkaesityksen kayt-
timinen. Matriisiesitys johtaa matriisin diagonalisointiongelmaan, johon on
myos kehitetty lukuisa maara menetelmia. Téassa tyossa keskitymme paik-
kaesitykseen ja tutkimme erityisesti ongelmia, jotka voidaan separoida tay-
dellisesti siten, ettd ratkaistavaksi jaa oleellisesti toisen kertaluvun yhden
muuttujan lineaarinen differentiaaliyhtalo.

Tédhén tyohon kuuluva ohjelma ratkaisee SY:n numeerisesti eri potenti-
aalikuoppien maaraamilla reunaehdoilla. Ohjelma kayttaa hyviakseen tun-
netuimpia numeerisia menetelmi4, jotka soveltuvat toisen kertaluvun DY:iden
ratkaisemiseen. Menetelmét on kuvattu luvussa Numeeriset menetelmiit.
Koska ratkaisumenetelméit antavat vain approksimaation aaltofunktiosta,
ei energian ominaisarvoa voida méaarittda suoraan. Tdmén takia kayttaja
antaa energian alkuarvauksen ja ohjelma tulostaa siihen liittyvéan funktion
eli ominaisfunktioyritteen.

Ohjelma laskee numeerisesti ominaisfunktioyritteen pisteitd kahdessa
palassa. Laskenta aloitetaan potentiaalikuopan méaaraamista reunaehdois-
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ta ja energian ominaisarvon alkuarvauksesta, joka on itse asiassa ominai-
sarvoyrite. Ominaisfunktion 16ytyminen edellyttaa, etté palojen liimauspis-
teissa eri alueiden funktioiden ja niiden derivaattojen arvot ovat samat.
Koska funktion arvot sovitetaan samoiksi, riittiva ehto ominaisfunktion
loytymiselle on, ettd derivaattojen arvot ovat samat. Tarkkuuden kannalta
on jarkevad, ettei liilmauspiste ole liian ldhella funktion nollakohtaa, koska
skaalaaminen suurentaa derivaatan virhettid “pienemméssa” osassa. Miké-
li ominaisfunktiota ja vastaavaa ominaisarvoa ei 16ydy, joudutaan ominai-
sarvoa etsimdan haarukoimalla. Tamé voidaan tehda joko manuaalisesti
tai automaattisesti. Menetelmissi, joissa saadaan pelkistadan funktion ar-
vo, joudutaan sovitusta tarkastelemaan kahdessa pisteessd, mutta tdmai ei
muuta etsintdalgoritmia merkittavasti.

Suoritettaessa etsintda kasin, energian arvoa korjataan oikeaan suun-
taan, jotta derivaattojen sovitus paranee ja yritefunktio ldhestyy tarkkaa
ominaisfunktiota. Tall6in nollakohtien lukumaéaéraa tarkkaillaan, jotta et-
sitty, oikea tila 16ydetdaan. Ohjelma voidaan asettaa etsimiin ominaisarvo-
ja myo6s automaattisesti. Talloin kayttdja voi antaa energian alkuarvauk-
sen, josta lahtien energiatiloja 1dhdetdan hakemaan, joko ylos tai alaspain.
Kayttdja voi myos kiasked ohjelman laskea energiatiloja perustilalta ylos-
pdin, hakea tietylla energiavalilla sijaitsevat ominaistilat tai hakea tiettya
sidottua tilaa.

Epailineaaristen jarjestelmien tutkimus on edennyt viime vuosikymme-
nien aikana hyvaa vauhtia siitd huolimatta, etta yleisesti kaytossa olevat
menetelmét, joihin kvantisointi nojaa, kuten lineaarisuus ja superpositio-
periaate eivit ole kidytettdvissa. Siten epéalineaaristen jarjestelmien kvanti-
sointiin on kehitetty omat menetelménsa [1]. Uusien menetelmien kehityk-
sen myota on 10ytynyt myos runsaasti integroituvia kvanttimekaanisia jar-
jestelmia erityisesti materiaalifysiikan alalta, mutta mukana on runsaasti
myos ydinfysiikkaan, hiukkasfysiikkaan seka séieteoriaan liittyvia ratkai-
suja.

2 Schrodingerin yhtalo

Ajasta riippuva Schrodingerin yhtilo on ajan suhteen ensimmaéisen kerta-
luvun differentiaaliyhtilo

oW
in —HY. 1
Py L)

Yleensa jarjestelmén energia siilyy, jolloin Hamiltonin operaattori ei riipu
ajasta H # H(t). Itse asiassa tassa tyossa kaytetty Schrodingerin kuva ei so-
vellu hyvin ajan suhteen muuttuvien jirjestelmien kuvaamiseen, vaan sil-
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loin taytyy kayttaa joko Heisenbergin kuvaa, jossa operaattorit muuttuvat
tai niin sanottua vuorovaikutuskuvaa [2].

Ajasta riippuva SY voidaan separoida kdyttamalla yritetta W(7,¢) = w(F)f(¢),
jossa r kuvaa kaikkia muita koordinaatteja. Jakamalla yht#lo yritteelld saa-
daan yht4lo, T )

i -
0 (@) W(F)HW(r) (2)

Taméan yhtdlon vasen puoli riippuu vain ajasta ja oikea puoli vain paik-
kakoordinaateista. Koska molempien puolien yksikko on energian yksikko,
saadaan yhtaloryhma

Ef (), (3)
Ey(7). 4)

. d
1haf(t)
Hy(7¥)

Ensimmaé&isen yhtélon ratkaisu on
£(t) = Ce BN
jossa voidaan valita C = 1. Ajasta riippuvan SY:n ratkaisu on siten
W(F,t) = y(F)e EYD,

kunhan ¢(7) toteuttaa ajasta riippumattoman SY:n (4), jota usein sanotaan
Schrodingerin yhtaloksi (SY).

Jatkossa tarkastelemme ldhinnéd yhden (spinittomén) hiukkasen jarjes-
telmi4, joita vastaava Hamiltonin operaattori on H = —%V2 +V(#,t) ja vas-
taava aaltofunktio eli tilan paikkaesitys on muotoa W (7,¢)

Aaltofunktiot normitetaan todennikéisyystiheyden |¥(#,¢)|? avulla. Nyt

kuitenkin on voimassa |eE¥"| =1, joten

W @F, )2 = lw@e P2 = |y ()2, (5)

Hiukkasen ja yleisemmin hiukkasten on aina l6ydytt4va jostakin, joten nor-
mitusehtona toimii

fv PPV =1, ©)

kun jarjestelmé on kolmeulotteinen ja vastaavasti x:lle yksiulotteisessa ta-
pauksessa. Etsimme ratkaisuja l1dhinna tapauksissa, joissa potentiaalikuop-
pa on yksiulotteinen, jolloin ratkaistava yhtilo on

h? 42

—— — () + V(@x)y(x) = Ey(x). (7
2m dx
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Kolmeulotteiseksi, ajasta riippumattomaksi Schrodingerin yhtéloksi saa-

daan vastaavasti )

h
—— V2P + VA (F) = Ey(P). (8)
2m

Mikaili potentiaali on keskeissymmetrinen, voidaan yhtélo kirjoittaa pallo-
koordinaattien avulla muodossa

h? 16(26) 1 a(_ a) 1 o2

—— == |r" =+ — — [sinl0— |+ ————=
2m |r2or\ or) r2sinf 00 00) r2sin?0 o>
+V(rw(r,0,¢) = Ey(r,0,9),

‘//(7“,9, (:b)

9)

kun x =rsinf cos¢, y =rsinf sin¢ ja z = rcosf. Sijoittamalla yhtaloon yrite
w(r,0,¢) = R(r)Y;,0,p), m =1,l -1,...,—1, voidaan yht&lo separoida, silla
differentiaalioperaattorin kulmariippuva osa on yksinkertaisesti L2/(2mr?2),
jossa L? = L-Lon pyorimisméidrioperaattorin nelio. Talloin kulmaosan rat-
kaisuina toimivat ns. harmoniset pallofunktiot Y;,,, jotka ovat pyorimisméé-
rin z-komponentin, L, ja nelion, L2, ominaisfunktioita. Ne ovat normitet-
tuja eli

fQ Yiml?dQ =1, (10)

jossa dQ2 = sin0d0 d¢ on avaruuskulma-alkio.
Energian ominaisarvot riippuvat siis vain kvanttiluvuista n ja [. Siten
radiaaliseksi eli siteittaiseksi yhtéaloksi saadaan

1d ( zanl(r))
r

h2
“2m |[r2dr dr

h Rl +1)
2m

mr?

+ [V(r)+ Ru(r)=EnRy(r).  (11)

Muuttujanvaihdolla u,;(r) = rR,,;(r) saadaan yksiulotteisen SY:n muotoinen
yhtilo
h? dzunl (r)
“2m  dr2
jossa efektiivinen potentiaali on

+ Vett(Pun(r) = Ejupn (1), (12)

R21(1+1)

Verr(r) = |V (r) + W

(13)
Yhtélo (12) on identtinen yksiulotteisen SY:n kanssa lukuunottamatta po-
tentiaalitermia Vg, joka sisaltda kvanttiluvusta / riippuvan termin. Lisak-
si epdrelativistisissa tapauksissa vaaditaan, ettd R,;(r) on dérellinen, kun
r = 0. Suoraviivainen tarkastelu osoittaa, ettd ratkaisuksi kelpaava radiaa-
linen aaltofunktio on muotoa [3]

R(r) ~ Crl, kun r — 0.

4
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Kayttaytymisen lidhelld origoa ratkaisee siis keskipakoispotentiaali, joka
hajaanuu kuten r~2. Tilavuuselementeisti seuraaviksi normituksiksi saa-
daan

f ) Pdx = f TR dr = f T luPdr=1, (14)
o) 0 0

josta ndhdéaéan, ettd aaltofunktion u normitus on samankaltainen yksiulot-
teisen tapauksen kanssa
SY:n darellisissi epdjatkuvuuskohdissa hiukkanen kokee ddrettomén voi-

man F = —%. Luonnossa F' on aina darellinen. Koska hiukkanen voi tun-
neloitua dérellisen potentiaalikuopan seindmén sisdén, on aaltofunktion ja
sen derivaatan oltava jatkuvia myos déarellisissi epdjatkuvuuskohdissa. Yh-
talosta (7) ndhdéaan, etté jos V(x) on dérellinen, on ((112715 oltava dérellinen. En-
simmadisen derivaatan jatkuvuus seuraa tastd integroimalla epdjatkuvuus-

kohdan x =a yli

dw dw) fa+e dZ,W
| -|=£| =| =—Zdx—0, kune—0O.
( dx )a+€ ( dx ),—e  Ja—e dx? s kune

Siten aaltofunktion derivaatta dy/dx on jatkuva kohdassa x = a. Koska de-
rivaatta on jatkuva, on myoés itse aaltofunktio on jatkuva. Yleisemmin, mi-
kili kolmeulotteisessa avaruudessa potentiaalifunktiolla V() on dérellinen
epijatkuvuus kaksiulotteisella pinnalla S, tulee aaltofunktion y(7) ja sen
gradientin @1//(?) olla jatkuvia kyseisen pinnan lapi kuljettaessa.

Asrettomissa epijatkuvuuskohdissa, joissa V(x) = oo toisella puolella ra-
japistetta xg, ei derivaatan jatkuvuutta voida enéda vaatia, koska siitd seu-
raisi aaltofunktion hiavidminen kaikkialla. Aaltofunktion jatkuvuus riittaa,
jolloin reunaehdoksi saadaan

w(x)=0, jos V(x)=o0. (15)

Vaatimus yleistyy luonnollisella tavalla myos useampiulotteisiin tapauk-
siin, jolloin kolmeulotteisen potentiaalifunktion tapauksessa aaltofunktion
on ldhestyttava nollaa, kun potentiaalifunktion arvo ldhestyy daretonta.

Koska tdssd tyossid ratkotaan Schriédingerin yht#dl6d numeerisesti, on
syyta pystya identifioimaan saadut ratkaisut yksikésitteisesti. Valitsemme
kaytannon, jossa (pad)kvanttiluku n kertoo aaltofunktion tai radiaalisen
aaltofunktion nollakohtien lukumé&éarin yksi- ja kolmeulotteisessa tapauk-
sessa. Talloin yhdessé ulottuvuudessa symmetristen yksiulotteisten poten-
tiaalien aaltofunktioiden pariteetti on sama kuin (—1)". Kolmeulotteisissa
potentiaaleissa pariteetti on (—1)! ja vastaavasti n kertoo nollakohtien luku-
maaran valilla (0,00). Muutamia poikkeuksia numerointikdytéannosta esiin-
tyy, mutta ne selitetddn erikseen.
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Edelleen havaitaan, ettd koska yhtéloissa (7) ja (12) ei esiinny 1. kertalu-
vun derivaattaa, toimivat erdat ratkaisumenetelmét niissé erityisen hyvin.
Vaikka muuten kyseiset menetelmaét olisivat ldhinna kuriositeetteja, muo-
dostuvat ne tehokkaiksi ja mieleniintoisiksi vaihtoehdoiksi SY:n ratkaise-
misessa. Tallaisia menetelmii ovat Rungen, Kutan ja Nystromin - menetel-
ma&, sekd Numerovin menetelmé4, jotka molemmat ovat nopeita ja tarkkoja
tyokaluja juuri téllaisten tehtdvien ratkaisemiseen, jotka sisidltavit vain 2.
kertaluvun derivaattaa. Ndaiden menetelmien soveltaminen kaytantoon on
suoraviivaista ja nopeaa, koska algoritmit ovat yksinkertaisia.

Algoritmien tarkkuutta on mahdollista tutkia ja vertailla, koska mu-
kaan on otettu potentiaalikuoppia, joissa SY ratkeaa analyyttisesti. TAméan
takia numeeristen menetelmien joukkoon on otettu mukaan myos selvis-
ti epatarkkoja ja epastabiileja menetelmi4, jotka eivat sovellu nédin suurta
tarkkuutta vaativien tehtavien ratkaisemiseen. Algoritmien vélista vertai-
lua voidaan suorittaa myos adaptiivisten ja ei-adaptiivisten menetelmien
valilla. Adaptiiviset menetelmét ovat sellaisia menetelmié, jotka muuttavat
askelpituutta automaattisesti, jotta paikallinen virhe pysyisi pienena.

3 Obhjelman kuvaus

Tassa luvussa kuvaillaan numeeristen menetelmien tutkimiseen tata tyota
varten kirjoitettu ohjelma. Ohjelman rakenne ja toiminnot esitellaan ylei-
sella tasolla. Ohjelmointitekniset ratkaisut ovat padosin tdmén tekstin néi-
kokulman ulkopuolella, elleivit ne suoraan vaikuta numeeristen menetel-
mien, potentiaalikuoppien tai differentiaaliyhtéléiden implementointiin.

3.1 Rakenne

Ohjelma jakautuu kahteen osaan: kirjastoon ja kayttoliittyméadn. Kirjasto
on kirjoitettu C++-kielelld ja kayttamalla mahdollisimman pitkélle standar-
dikirjastoja. Matriisioperaatioita varten kdytetaan Eigen3-kirjastoa ja graa-
fien tuottamiseen MathGL-kirjastoa. Molemmat ovat kddnnettavissa Linux-
ja Windows-ympéristoissid. Kayttoliittyméa on myos kirjoitettu C++-kielell4,
kayttamalla QT4-kirjastoja.

Kirjasto koostuu neljasta luokasta: cInfo, cNum, cPot ja cDY. Kayttajille
néakyva osa on cInfo-luokka, joka sisédltda julkisen kayttoliittymén ja paa-
syn numeeristen menetelmien, potentiaalikuoppien ja differentiaaliyhtiloi-
den metodeihin. Muut luokat ovat abstrakteja luokkia, joista varsinaiset
menetelméit, potentiaalikuopat ja Schrodingerin yht#lo on peritty. Taméan
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rakenteen ansiosta numeeristen menetelmien ja potentiaalikuoppien méé-
ritteleminen on yksinkertaista ja niitd voidaan lisata jalkeenpéin helposti.

3.2 Kayttoliittyma

Kayttoliittyméa on hyvin pelkistetty. Ikkunan vasemmassa laidassa ovat alas-
vetovalikot potentiaalikuoppien ja ratkaisijoiden valitsemista varten; ken-
tat energian alkuarvauksen ja energian askelpituuden, seki ratkaisijan as-
kelpituuden, jousivakion ja kvanttiluvun ! syottamistd varten. Lisédksi 16y-
tyvat valintalaatikot kuvaajan tallentamiseksi tiedostoon ja automaattisen
ominaisarvon etsijan kiyttdmiseksi, seki (paéd)kvanttiluvun n valikko. Ni-
den alla naytetdaan valitun potentiaalikuopan kuvaaja. Suurimman osan ik-
kunasta vie ominaisfunktioehdokkaan kuvaaja ikkunan oikeassa laidassa.
Ohjelman kiayttdminen on yksinkertaista: valitse haluttu potentiaali-
kuoppa ja ratkaisija. Aseta energian alkuarvaus ja paina "Calculate”-nappia.
Normitettu ratkaisufunktion kuvaaja ilmestyy ndkyviin. Ominaisfunktion
etsiminen suoritetaan muuttamalla energian alkuarvausta. Tama onnis-
tuu viemalla kursori energian alkuarvauksen tekstikenttdén ja painamal-
la "nuoli ylospain” nappainta tai kayttamalla hiiren rullaa. Uusi normitettu
ratkaisufunktio piirretddn joka kerta, kun energian alkuarvaus muuttuu.

4 Numeeriset menetelmat

Tassé luvussa esitellddn kiytettdviat numeeriset menetelmét. Menetelmia
on paljon ja kattavampi johdanto aiheeseen l6ytyy viitteesta [4]. Valintakri-
teereind on kaytetty soveltuvuutta SY:n numeeriseen ratkaisemiseen, tark-
kuutta, nopeutta ja algoritmin helppoutta. Tarkkuusvaatimuksesta on joi-
denkin menetelmien kohdalla joustettu, ja Eulerin menetelmé seki Verlet'n
menetelmé ovat mukana ldhinné helppoutensa ja nopeutensa vuoksi.

Differentiaaliyhtéloiden (DY) ja osittaisdifferentiaaliyhtéléiden (ODY) nu-
meerinen ratkaiseminen sisédltdd nipun ongelmia. On valittava, halutaanko
uhrata nopeutta tarkkuuden hyviksi vai pdin vastoin. Lisdksi menetelmét
on valittava oikein, koska kaikki menetelmit eivit sovellu automaattisesti
kaikentyyppisten DY:iden ratkaisemiseen. Esimerkiksi sellaisille kankeille
ODY:ille, joiden sisdltaméiat muuttujat vaihtelevat hyvin erilaisilla aikaskaa-
loilla tuottavat helposti suuria virheita.

Tallaisia ongelmia varten on kehitetty omat menetelménsa, kuten BDF
(backward differentiation formulae), implisiittiset Rungen ja Kutan mene-
telméit, sekéd implisiittinen Eulerin menetelmi. Implisiittinen Eulerin me-
netelmi poikkeaa tédssa tyossa esitellystd Eulerin menetelméisti siten, et-
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ta integraalitermis approksimoidaan lausekkeella g(x,+1, fn+1)(Xn+1 — Xn).
Téassa integroitava arvo on otettu valin paitepisteestd. Menetelmien yksi-
tyiskohtaisemmat esittelyt 16ytyvat viitteista [4, 5, 6], joissa on osoitettu
ratkaisujen olemassaolo ja tutkittu menetelmien stabiilisuutta tarkemmin.

Tarkkuutta menetelméltd vaaditaan silloin, kun ominaistiloihin liitty-
va tilatiheys ([ominaistiloja/energian yksikko]) on suuri, jolloin tilanteeseen
sopimattomalla menetelmalla jaa ratkaisufunktioita 16ytymatta. Tilannet-
ta voi korjata tiettyyn rajaan asti askelpituutta lyhentamalla, mutta liian
pienilla askelilla virhe alkaa taas kasvaa [4]. Ongelmaksi jda tunnistaa ti-
lanne, jossa menetelméin tarkkuus ei endi riitd. Toinen vaativa tilanne on
sellainen, jossa ratkaisulla on suuri méaéara nollakohtia, jolloin aaltofunktio
oskilloi voimakkaasti. Tall6in askelpituuden pienentidminen parantaa mah-
dollisuuksia 16ytaa oikea ratkaisu, mutta menetelméssa ei saa olla lainkaan
kertyvia virheita. Jos virhe voidaan hallita, on mahdollista méaarittaa varsin
tarkasti tiloja, joissa nollakohtia on todella paljon, esimerkiksi jopa n ~ 103.

Yleisimmin kaytetyt ja tdssikin tyossid useimmat esitellyt menetelmét
soveltuvat suoraan vain ensimmaéisen kertaluvun differentiaaliyhtéloiden
ratkaisemiseen. Seuraavaksi kasitelldéan tallaisten menetelmien soveltamis-
ta korkeampien kertalukujen DY:iden ratkaisujen tutkimiseen.

4.1 DY:n esittaminen matalamman kertaluvun differen-
tiaaliyhtaloryhméana

Numerovin sekd Rungen, Kutan ja Nystromin menetelméit soveltuvat suo-
raan SY:n tyyppisten DY:iden numeeriseen ratkaisemiseen, mutta osa myo-
hemmin esiteltdvistda menetelmisté toimii suoraan vain ensimmaéisen kerta-
luvun DY:ille. Tamén takia toinen derivaatta on approksimoitava tai sitten
ratkaistava DY on esitettava ensimmaéisen kertaluvun DY:iden ryhména.

Yleisesti korkeamman kertaluvun DY:t voidaan ja kannattaa aina il-
maista ensimmaisen kertaluvun DY:iden ryhménéd numeerisia laskutoimi-
tuksia varten.

Olkoon n:n kertaluvun DY

y(n) = f(x’y7y,,y”a“' 7y(n_1))

ja alkuehdot y(xo) = C1, ¥'(xo) = Ca, -+, ¥ D(xp) = C,,. Merkitsemme y; = y,
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=1 _jolloin

yo=y,y3=y", -, =y
! _
Yi1=)2
Yo =Y3
: (16)
y;L—l =Yn
y;z, = f(x7y1>y27“' 7yn)

Siten alkuehdot ovat yi(xg) = C1, ya(xg) =Ca, -+, yn(xg) = Cj,.
Schrodingerin yhtialosta saadaan differentiaaliyhtaloryhmé seuraavasti:

2 32
———y(x)+V(@)y(x) =Ey(x)
2m dx
2
= y"(x) = h—”;l (V) - E)y(x). 17

Valitaan alkuehdot w(xg) = C1, v/(x¢) = C2 ja merkitddan v’ = ¢, ¢' = v¢”,
jolloin saadaan

v (x) = p(x)
&' (x) = 2h—’;’ V(x)-E)y(x).

Yht&lo (17) on kirjoitettu juuri tdssd muodossa Schrodingerin yhtéloa
kuvaavan luokan ldhdekoodiin, tidhén tyohon liittyvésséa tietokoneohjelmas-
sa. Teoriassa ohjelma pystyy etsiméén ratkaisuja kaikille samaa muotoa
oleville toisen kertaluvun differentiaaliyhtéloille.

Seuraavaksi esittelemme miten yksiulotteinen differentiaaliyhtélo rat-
kaistaan yleisesti kaytossamme olevilla numeerisilla integrointimenetelmil-
1a.

(18)

4.2 Yleisesta ratkaisumenetelmasta

Numeerisilla integrointimenetelmillé voi ratkaista differentiaaliyhtélon al-
kuarvo-ongelman esimerkiksi siten, ettd aloitetaan integrointi ensimmai-
sestd alkuarvosta ja edetdén kohti toista alkuarvoa. Kun menetelmé pyséah-
tyy, tutkitaan onko toinen alkuarvo saavutettu. Jos on, ratkaisu on loytynyt;
jos taas ei, saatu ratkaisuyrite ei ole kyseisen differentiaaliyhtilon ratkaisu
ja parametrien muuttamisen jalkeen on yritettava uudestaan.

Olemme valinneet kayttoon toisen menetelmén, jossa laskenta aloite-
taan molemmista alkuarvoista ja menetelmit etenevit askel askeleelta koh-
ti ennalta méaaritettya liimauspistettd x;, jossa menetelmén suorittaminen
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pysdhtyy. Ratkaisuyrite koostuu siis kahdesta palasta: f, (x), x € [x4,x;], jos-
sa integroijan askelpituus on ollut positiivinen ja f_(x), x € [x;,xp], jossa as-
kelpituus on ollut negatiivinen.

E1_

0.5

0
<
05
-l—lllllllllllllllllll
-4 -2 0 2 4
X

Kuva 1: Ratkaisuyrite Schriodingerin yhtélélle harmonisen varihtelijan po-
tentiaalissa, kun E = 1,000 [E], askelpituus 0,1 [1], ratkaisija neljannen ker-
taluvun Runge-Kutta

Tamin menetelmén etuna on se, ettd molemmat alkuehdot ovat taytty-
neet jo heti ohjelman suorituksen alusta. Ongelmaksi jaa ratkaisun tunnis-

10
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taminen. Tdmé& ongelma ratkeaa, erityisesti SY:n tapauksessa nojaamalla
fysikaalisen aaltofunktion vaatimuksiin: aaltofunktio on kaikkialla darel-
linen, jatkuva ja jatkuvasti differentioituva funktio. Tasta seuraa, etta lii-
mauspisteessa x; aaltofunktion on oltava jatkuva ja differentioituva. Muus-
sa tapauksessa ratkaisuyrite ei ole aaltofunktio.

Kuvassa 1 on aaltofunktioyrite, joka ei ole SY:n ratkaisu, silla vaikka
funktion arvot eivit hajaannu dariarvopisteiden {—5,5} ympéaristossa ja funk-
tio on jatkuva, se ei ole kaikkialla differentoituva. Tarkemmin, aaltofunktio-
yrite ei ole differentioituva liimauspisteessa x;.

On selvai, etta ratkaisun tunnistamiseksi on tutkittava liimauspisteen
ympéristod. Tdméa voidaan tehdé silmamaéairiisesti, jolloin riittda, etta ym-
paristo nayttda siledltd. Tunnistaminen voidaan automatisoida ja néin on
myos tehty. Kuvaus ja algoritmi loytyvat luvusta (4.11).

Seuraavaksi esittelemme SY:n ratkaisemiseen kayttdmidmme menetel-
mié, joista ensimmaéisend epatarkka, mutta historiallisesti merkittava in-
tegroija.

4.3 Eulerin menetelma

Eulerin menetelmé voidaan johtaa yleisen alkuarvo-ongelman f' = g(x, f),
f(x0) =: fo kautta diskretoimalla siten, ettd x1 =x¢+¢&, xo =x0+2¢,..., x, =
xo+né, missi heRjah>0.

Ratkaistaan DY integroimalla mielivaltaisten vilien [x,,x,+1] yli, jolloin

Xn+1

f " s = f g(x, f)da. (19)

Xn

Vasen puoli voidaan integroida suoraan, mutta oikealle puolelle tehdaan
oletus, ettd g(x,f) muuttuu vain vahan kun x € [x,,x,+1], jolloin g(x,f) =
g(xy,, frn). Funktiolle f saadaan t&ll6in iteratiivinen lauseke

frn+1=1fn+80n, fr)(Xnt1—2n). (20)
h
Toisin sanoen
fn+1:fn+hg(xnafn)- (21)

Menetelmén virhe 16ytyy vertaamalla yhtéloa (21) Taylorin polynomike-
hitelméaén funktiolle f

_ I _ l " 2. i (n) o\
f@)=f@)+ f(a)(x a)+2!f(a)(x a) + +n!f (@)(x-a)", (22)

g(a;fa) h

11
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josta néhdaén, ettd virhe on luokkaa O(h2).

Eulerin menetelmén sovellus Schrodingerin yhtéalolle saadaan, kun SY
kirjoitetaan ensimmaéisen kertaluvun differentiaaliyhtdléiden ryhména, jol-
loin saadaan

Yn+1=Ypn + f(pn 23)
2
Gni1=gn+E 75 (Vo= E)ys. 24)

Eulerin menetelmé on yksinkertainen ja nopea tapa saada karkea arvio
differentiaaliyhtalon kayttaytymisesta. Menetelmai ei ole kovin tarkka ja on
pidettava huolta siité, ettd saatuihin tuloksiin ei luoteta liikaa. Esimerkik-
si simuloitaessa jarjestelméd, jossa kuu kiertda maata, kdy hyvin nopeasti
niin, ettd kuun kiertorata ei ole vakaa. Eulerin menetelmén epidtarkkuuden
takia jarjestelma joko menettda tai saa liséaa energiaa ‘tyhjastd’. Esimerkik-
si Garcia [7] kuvaa hyvin tunnetun esimerkin, jossa matemaattisen heilurin
amplitudi kasvaa ajan kuluessa.

Taylorin lauseesta [8] saadaan ensimmaéisen kertaluvun Taylorin poly-
nomi

/_fn+1_fn_1 "
o=t S erp, (25)

jossa B € [x,x +¢]. Taylorin lause antaa yhtélon, mutta ei f:n arvoa.
Eulerin menetelmééi voidaan soveltaa itseensé, miké tuottaa yhtéalon

f”: r/L+1_fr/L:fn+2_2fn+1+fn
" 4 &2
Talla tavalla saadaan nopea arvio toisen kertaluvun derivaatalle. TAma on

indekseja vaille sama menetelmé, kuin seuraavaksi esiteltdva hieman tar-
kempi menetelma.

(26)

4.4 Verlet’n menetelmit

Verlet'n menetelmét on menetelméperhe yksinkertaisia ja nopeita numeeri-
sia menetelmia. Molekyylidynamiikassa ja useita kappaleita tai suurta no-
peutta vaativissa tehtavissa naitd menetelmii on kaytetty jo pitkdan. En-
simmadisend yksinkertaisinta Stormer-Verlet-menetelmaa kaytti Jean Bap-
tiste Delambre jo vuonna 1792 julkaistussa taulukossaan Jupiterin, Satur-
nuksen, Uranuksen ja Jupiterin kiertolaisten radoista [9]. Menetelmét on
loydetty yha uudelleen historian saatossa ja nimenséd ne ovat saaneet fyy-
sikko Loup Verlet'n mukaan.

12
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4.4.1 Stormer-Verlet-menetelma

Stormer-Verlet-algoritmi (myohemmin Verlet’'n) seuraa yksinkertaisesti sum-
maamalla Taylorin kehitelméat funktioille £, +1 ja f,,—1 termeittéain yhteen

fn+1 =2fn—fn—1+52f,7+0(54)- (27)

Menetelmén virhe on kaksi kertalukua pienempi kuin Eulerin menetelmés-
sd, mutta menetelmi on silti 1dhes yhtd nopea, mikéa tekee Verlet’n algorit-
mista varteenotettavan vaihtoehdon simulaatioihin, joissa késitelladn suu-
ria maaria kappaleita. Esimerkiksi molekyylidynamiikan alalla Verlet'n al-
goritmi ja hieman muokattu nopeus-Verlet ovat laajalti kdytossd. Molekyy-
lidynamiikassa kiihtyvyys saadaan suoraan Newtonin laista, johon sijoite-
taan hiukkaseen vaikuttavat voimat. Schridingerin yhtélossa itse yhtélo
antaa arvon toisen kertaluvun derivaatalle.
Toisaalta f”(x) voidaan myos ratkaista yhtélosti (27), jolloin saadaan

fn+1_2fn+fn—1
52

Sijoittamalla tdma SY muuttuu erotusyhtaloksi

f'(x) = +0(&?). (28)

2
L 7 7 N RS (29)
2m &2

Huomaa, ettd menetelmé ei ole itsestddn kdynnistyvi, vaan se tarvitsee
kaksi oikeaa arvoa toimiakseen. Talloin onkin hyodyllistd, jos ensimmaéi-
nen arvo on nolla, jolloin toinen arvo voidaan saada normituksesta. Niin
kay esimerkiksi parillisten, yksiulotteisten potentiaalien parittomille rat-
kaisuille, kun ldhtopiste xo = 0 ja pallosymmetristen potentiaalin tapauk-
sessa funktiolle u(r), joka kéyttiaytyy origon lahelld kuten u ~ r'*1, jossa [
on pyoérimismaariakvanttiluku.

Tietyissa erikoistapauksissa tdméa erotusyhtilo (29) voidaan ratkaista
suoraan joko tarkasti tai asymptoottisessa mielessa [10, 11]. Harmonisen
varahtelijan tai vetyatomin SY:ssi tarkka ratkaisu tunnetaan ja erotusyh-
talon ratkaisut valitaan siten, ldhestyvit klassisen ongelman ratkaisua, kun
¢ — 0. Aihetta kisitellaan tarkemmin kyseisten potentiaalien yhteydessa.

Verlet'n menetelmé ei anna suoraan nopeuksia, vaan ne on approksimoi-
tava erikseen. Seuraavana esittelemme muunnoksen tistid menetelméista,
joka korjaa taman puutteen.

4.4.2 Leapfrog-menetelma

Leapfrog [7] on verlet'n menetelmén versio, jossa ensimméisen derivaatan,
tassd tapauksessa nopeuden v = x, arvot lasketaan paikan hilapisteiden

13
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puolivélissé ¢;, 1. Menetelmé voidaan johtaa laskemalla Taylorin polynomi
ensin paikan x(¢ + ¢) suhteen, jolloin saadaan

x(t + &) = x(t) + Ex(t) + %625¢(t)+0(€3) (30)
~— ——
Eu(t+3€)

= x(t+&) =x(t)+&v|t+ %5) +0(&). (31)

Vastaavasti laskemalla kehitelmé nopeudelle saadaan
1
o(t+) = () +E0(0)+ S &5 +0E) (32)

>v(E+dH=v()+¢a (t+%£)+0(€3), (33)

joka sisaltaa kiihtyvyyden a lausekkeen puolikkaan askeleen jialkeen. Siir-
tamalla hilapisteitid nopeuden lausekkeessa puoli askelta taaksepdin ¢ :=
t— %6 , paikalle ja nopeudelle voidaan lyhennettyd merkintia kayttden Kkir-
joittaa

Xn+1=Xn +CV, 1 (34)

=v _%+Ean. (35)

Untdl =Up

Menetelmai on toista kertalukua ja siten tarkempi, kuin Eulerin menetel-
ma&, mutta vaatii kaynnistydkseen kaksi alkuarvoa, joista nopeuden lausek-
keena voi virheiden vahentamiseksi kayttdaa seuraavaa

v

=vg+ éao. (36)

[T

Leapfrog-menetelmén etuina ovat nopeus ja symmetrisyys ajan suhteen.
Symmetrisyys ajan suhteen tarkoittaa sité, ettd pyoristysvirheita lukuunot-
tamatta taaksepéiin otetut askeleet tuovat menetelméin takaisin tdsmélleen
jo laskettuun pisteeseen vaikka menetelmé on vain toista kertalukua. In-
tegroinnissa tehtyjen virheiden kumoutuminen voidaan ndhda laskemalla
menetelmén yksi aika-askel ¢ eteenpéin ja sitten taaksepéin, jolloin {x,,v,, _ 1 }—

{xn+1,vn+%}—> {xn,vn_%}
Xn = %41 =6V, 1= (X +60, 1) =6V, 1 =% (37)

vn_%:vn+%—€an:(vn_%+€an)—§an:vn_%. (38)

14



4.4 Verlet’'n menetelmiit 4 NUMEERISET MENETELMAT

Schrodingerin yhtaloon menetelméa voidaan soveltaa helposti kirjoitta-
malla SY kahden ensimmaéisen kertaluvun differentiaaliyhtélon ryhména,
jolloin saadaan

Yni1=VYnt ‘f(/)n+% (39)

2
G} = buoy o7z Vo= D) (40)

Seuraavaksi esittelemme numeerisesti Leapfrog - menetelméa hieman
raskaamman, mutta suurta nopeutta vaativissa tehtavissa erittain kaytto-
kelpoisen menetelméin.

4.4.3 Nopeus-Verlet’n menetelméi

Nopeus-Verlet (NV) eroaa Verlet'n menetelmésta siten, etta se sisaltda ek-
splisiittisesti nopeustermin. Tédstd nimitys Nopeus-Verlet. NV on erittain
kayttokelpoinen erityisesti molekyylidynamiikan simulaatioissa, koska se
on laskennallisesti kevyt ja yleistyy helposti useampaan ulottuvuuteen.
Johdamme seuraavassa NV:n iteratiiviset yhtidlot lahtemalla liikkeelle
klassisen mekaniikan voiman méaéaritelmésta
_ F(x(?))

Fx(t)=mi=>i= . (41)
m

Taméi on ajan suhteen 2. kl:n DY, joka voidaan kirjoittaa 1. kl:n ryhména,
jolloin saadaan

x(t) =v(t)

sy — Fx(@)

o(t) = ==

Seuraavaksi kirjoitamme paikan x,.1 := x(¢ +¢) ja nopeuden v, .1 :=v(¢+
¢) seuraavat askeleet Taylorin summina, jolloin saadaan

2
Xn+1 = xn""fxn"'{_ Xn +O(§3) (42)
2 ~~
F(xpn)
_ e 3
Un+l = Un+¢§ Up +—0U,+0(°). (43)
~— 2

m

Nopeuden, v, 1, lausekkeessa esiintyville toiselle derivaatalle, ij,,, saam-
me arvion muodostamalla kiihtyvyyden, v,,, Taylorin summan. Tall6in

Ups1 = Un + &0, +OED),
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josta kertomalla puolittain ¢/2:1la ja jarjesteleméilld termit uudestaan saa-

daan )
' . .
- Un= é( Un+1 — Un )+O(63)
2 2~~~ =~
F(xn+1) F(Xn,)

m m

Sijoittamalla taméa lausekkeeseen (43) ja sieventdmélld saamme lopulli-
set yhtalot

2
Xpntl = XptCup+ é—F(xn) +0(?) (44)
2m
Un+l1 = Upt i(F(xn)‘*'F(3Cn+1))‘*'0(53) (45)
2m

Vastaavasti Schrodingerin yhtélolle saadaan

29
Wil =Un+Ey + %h—?(V(x)—E)wn (46)
2
Bpat = b + gh—’z (V= EYWn + (Vo1 — EVp1] 47)

Olemme nyt esitelleet yksinkertaisimmat menetelmét. Seuraavaksi siir-
rymme monimutkaisempien ja tarkempien menetelmien tarkasteluun. Esit-
telemme menetelmit, joiden virheet ovat yleensd huomattavasti pienempi4,
kuin edelld mainittujen, mutta ne ovat raskaampia laskea ja tyolaampii oh-
jelmoida. Seuraavat menetelméit ovat yleisesti kdytossa silloin, kun vaadi-
taan hyvaa tarkkuuden ja nopeuden komporomissia. Schrodingerin yhtéalon
tapauksessa erittdin nopean ja tarkan menetelmén esittelemme seuraavak-
si.

4.5 Numerovin menetelma

Numerovin menetelmé soveltuu kaytettaviksi differentiaaliyhtaloille, jotka
ovat muotoa

f"(x) = g(x)f (). (48)

Lahdetaan liikkeelle Taylorin sarjakehitelméstéa funktioille f,11 := f(x +¢)
ja fn-1:=f(x—-{) siten, etta lasketaan kehitelmét termeittéain yhteen, jolloin
saadaan .
Fait =2fn—fa1 +Ef1+ 2 D L0, (49)
12 <~
& (F

a2
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Sijoitetaan diffentiaaliyhtélo (48) kehitelméaan (49) kuten ylla. Sen jalkeen
saadun funktion toinen derivaatta approksimoidaan (28):n avulla, miki tuot-
taa yhtalon

1
fn+1 = 2fn - fn—l + fzfngn + Efz[fn-i—lgrwl - 2fngn + fn—lgn—l] + 0(56)
Nyt jarjesteleméilla termit uudestaan saadaan

2fn (1+%£2gn)_fn—l (1_1_1262gn—1)

+0(&9). (50)
1- 1_12 52 8n+1

n+l =

Etsitty Numerovin menetelmén sovellus saadaan kirjoittamalla SY (7) muo-

dossa
2

d 2m
@1//(36) = jﬁ[E - V(x)li(ﬁ}
f(x)

gx)
jolloin méarittelemalla W(x) := V¥, ja W(x+¢) := W, 41, seké sijoittamalla g(x)
kehitelméidn (50), mika tuottaa yhtalon

2, (1+56(E -V, )| = Wy 1 (1~ FIE -V, 11)
1-BlE — Viori]

WYni1= ’ (51)

jossa .
m .o
p=-572¢"
Kertoimen f yksikko on (energian yksikko) 1. Tédta muistuttavia kertoimia
esiintyy monessa paikassa, myos itse energian ominaisarvoissa.
Numerovin menetelméd on erittdin tarkka ja nopea, kun kyseessd on
Schrodingerin yhtélon tyyppinen differentiaaliyhtilo, joka ei sisdlla ensim-
méiisen kertaluvun derivaattaa, mutta se ei sovellu kaikentyyppisten DY:iden
ratkaisemiseen. Koska timéntyyppisten ongelmien lisdksi 16ytyy suuri jouk-
ko erityyppisia differentiaaliyhtaloité, on selvisti tarvetta yleisemmalle me-
netelmaille. Seuraavaksi kisittelemme tallaisten menetelmien joukkoa.

4.6 Rungen ja Kuttan menetelmia

Rungen ja Kuttan (RK) menetelméit ovat numeeristen menetelmien tyohevo-
sia differentiaaliyhtiloiden ratkaisemisessa. Niilla paédstdan hyvaan tark-
kuuteen isossa osassa tapauksia ja implementoinnin helppous puoltaa RK-
menetelmien kayttoad erityisesti silloin, kun paremmin soveltuvaa menetel-
maa ei tunneta. Yleensd RK ei ole nopein vaihtoehto, mutta se on hyva kom-
promissi nopeuden ja tarkkuuden valilla.
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RK-menetelmit toimivat siten, ettd ne laskevat useamman Eulerin me-
netelmén tyyppisen askeleen ja kayttavat naita pisteita tarkemman arvion
laskemiseen. Tama arvio vastaa virheeltddn n:n kertaluvun Taylorin po-
lynomin virhetta ratkaistavalle funktiolle f. Vastaavaa polynomin astetta
n sanotaan menetelmin kertaluvuksi (kl). Menetelmédnid RK on itsestdéin
kaynnistyva, jolloin hyvan alkuarvauksen valitseminen ei ole ongelma.

4.6.1 Neljinnen kertaluvun Rungen ja Kuttan menetelmi

Tama on klassinen RK-menetelma, joka on saanut nimensa Carl Rungen ja
Wilhelm Kuttan mukaan. Neljannen kl:n RK tassd muodossa soveltuu muo-
toa f' = g(x, f) olevien differentiaaliyhtiléiden ratkaisemiseen. T4t4 mene-
telmédéd varten SY on kirjoitettava 1. kl:n differentiaaliyhtiloiden ryhména
kuten yhtalossa (16).

Olkoon f,+1:= f(x, +¢{) ja valitaan aputekijat

kl = fg(xn,fn), (52)
k

ko = f'g(xn+g,fn+§l)7 (53)
k

k3 = g'g(xn_'-gafn'i_é)’ (54)

ky = ¢-glxp+&,fntka). (55)

Funktion approksimaatio seuraavalle askeleelle on
1
fas1 = fu+ (k1 +2ks + 2k + ka) + OQ). (56)

Kun SY kirjoitetaan ensimmaéisen kertaluvun differentiaaliyhtialéryhméana

v =¢
{ ¢ =2V -Ew, 6D
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aputekijoiksi saadaan

k1=¢n (58)
2m
l1= ﬁ(Vn -E)y (59)
1
ko =¢n+§k1 (60)
m 1
12=ﬁ(Vn+% _E)(Wn+§ll) (61)
1
ks =y + §k2 (62)
2m 1
l3:ﬁ(vn+% —E)(llfn+§l2) (63)
k4 = (,bn + k3 (64)
2m
ly= ﬁ(Vn+1 —E)y, +13). (65)
ja approksimaatiot funktion ja sen derivaatan seuraavalle askeleelle ovat
Ynt1 = Wnp+(k1+2ko+2k3+ky4)/6, (66)
Gny1 = W;H_l:gbn+(ll+2l2+2l3+l4)/6. 67)

RK menetelmé on kohtuullisen tarkka, mutta hankala ja virhealtis oh-
jelmoida. RK-menetelméstd on kehitetty versio, joka soveltuu suoraan 2.
kl:n DY:iden ratkontaan, jolloin yhtaloryhmén ratkaiseminen jaa pois.

4.6.2 Rungen, Kuttan ja Nystromin menetelmi

RKN-menetelma [12] on laajennus Rungen ja Kutan menetelméaian. Mene-
telmé on neljatta kertalukua ja toimii toisen kertaluvun differentiaaliyhta-
loille, jotka ovat muotoa f" = g(x, f, f'). Télloin valitaan aputekijit

klzg'g(xn,fn,frll), (68)
S 1 (., 1 .
k2—§'g xn+§€’fn+§€(fn+§k1)’fn+§k1)’ (69)
I 1 1(, 1.\, 1
k3—§-g xn+§f,fn+§f(fn+§k2),fn+§k2)’ (70)
k4:g'g(xn+§:fn+€(frll+k3)’fr/z+2k3)' (71)

Approksimaatio seuraavalle askeleelle f,+1:= f(xg+¢-(n + 1)) on siten
1
o= o+ €[ fut 5kt ko) (72)
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ja ensimmaiiselle derivaatalle f,  ; := f'(xo+¢-(n+1)) pisteessd on vastaavasti

fn+1 f + = (k1+2k2+2k3+k4) (73)

Koska SY ei sisalla ensimmaéisen derivaatan termla ovat aputekijat ko
ja k3 samat. Merkitdén V,, = V(x,), V, 1= =Vix, + ) Talloin menetelméa

yksinkertaistuu seuraavasti

k= 27;; ; Vo —E)y, (74)
k2:k3:2h—r;lg(vn+%—E) wn+g(w;+%k1)) (75)
b= 2 S (Vo = B) (g + € () + ) (76)
Yn+1 :Wn+6(1//;l+1(k1+2k2)) (77)
wn+1 (k1+4k2+k4) (78)

Algoritmin virhe on verrannollinen askeleen pituuden neljanteen potenssiin
eli O(&).

RK menetelmii on kehitetty runsaasti ja niitd on teoriassa darettomaésti.
Kaytannossa yli kuudennen kertaluvun RK-menetelmén aputermien laske-
minen on tietokoneellekin jo aikaavieva tehtdava nykyaikana. Menetelmien
tarkkuutta on siis lisdttdva muulla tavalla.

4.7 Reaaliaikainen virheen arviointi ja algoritmin adap-
tiivisuus

Monien numeeristen algoritmien suorituskykyéi ja tarkkuutta voidaan pa-

rantaa muokkaamalla algoritmista adaptiivinen. Adaptiivisuus tarkoittaa

algoritmin kykya tutkia omaa paikallista virhettdan ja korjata askelpituut-

ta siten, etta virhe on asetettua virherajaa pienempi.

Kuten aikaisemmin todettiin, askelpituuden muuttaminen pienentéda me-
netelmén virhetta tiettyyn rajaan saakka. Askelpituutta muuttamalla voi-
daan myos saada nopeusetua tasaviliseen numeeriseen integrointiin verrat-
tuna, kun ratkaisufunktio kayttaytyy rauhallisesti eli silloin, kun funktion
tai sen derivaatan arvo ei muutu askelvililla merkittavasti. Esimerkkina
kasitelladn homogeenista 2. kl:n DY:ta

2 1
" (%) + =y (x) + = y(x) = 0. (79)
X X
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Taméi ongelma ratkeaa analyyttisesti ja yleinen ratkaisu on kdyraparvi

y(x)=C1cos (l) —Cysin (1) .
x x
Adsrellisilla C; ja Cy ratkaisufunktio kédyttaytyy hyvin rauhallisesti, kun |x|
on suuri, mutta oskilloi voimakkaasti origon ldhell4. Itse asiassa ratkaisu-
funktio on jatkuva ja jopa darettoméan monta kertaa derivoituva muualla
kuin origossa, jossa sitd ei ole méaéritelty ja sen ympéristossa heilahtelu on
rajoittamatonta.

Kuva 2: Yhtélon (79) erikoisratkaisu, kun C;1=Cs =1

Siten origon ldaheisyydessa askelpituuden on oltava erittdin lyhyt, jotta
virhe pysyy kohtuullisena. Kaukana origosta olevalla alueella virhe pysyy
pienend suurillakin askeleilla. Otettujen askelten méaara ja taten myos as-
kelpituus on verrannollinen algoritmin nopeuteen.

Askeleella tehtya virhettd voidaan arvioida suoraan menetelmén vir-
heestéd, mutta esimerkiksi RK-tyyppisissé menetelmissa virheiden lausek-
keet ovat monimutkaisia. Suoraviivaisempi tapa on kehittaa yleinen arvio
askeleella tehdylle virheelle. Téllaisen arvion esittelevat Buchanan ja Tur-
ner [5] seuraavasti.

Olkoon menetelmén virhetermi Ch”, jossa C on tuntematon vakio, vir-
heen toleranssi A, arvio y, ratkaisufunktiolle y(x) ja askelpituus ho. Etsi-
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taédn erdilld menetelméilla arviot )/;13 ho ja yfj ho kayttamalla askelpituuksi-

na arvoja hg ja ho/2 vastaavasti. Jos arvioiden virheelle pétee

— D (2
SY T |Yx+ho yx+ho| < A’

hyviaksytaan arvioista tarkempi, yfj ho arvioksi funktiolle y(x+%o). Jos S, >
A, kdytetdén arvoa S, uuden askelpituusehdokkaan, /5 ,etsimiseen.
Huomaamme, etta

h n
1 (2) 0 -n
Sy = ch-:ho_Yx+h0’ ~ Chg—c(g) =(1-2"")Chg, (80)
josta saadaan arvio vakiolle
S
C ! (81)

(1-2"")h2

1

Vaaditaan, ettd h, toteuttaa yhtilon A = Chly = hpy = (%) ", Talloin kaytta-

mailla arviota (81) saadaan askelpituusehdokkaalle, 25 lauseke
(1-2 A \x
ha=|———| ho. 82
A ( E, ) 0 (82)
Johdettua lauseketta voidaan kayttaa askelpituusehdokkaan arvioimiseen
kaikille menetelmille. Seuraavaksi esittelemme askelpituudeltaan adaptii-

visen menetelmé&joukon.

4.8 Rungen, Kuttan ja Fehlbergin menetelmit

Rungen, Kuttan ja Fehlbergin menetelmét (RKF) ovat menetelméperhe, jot-
ka integroivat numeerisesti ensimmaéisen kertaluvun differentiaaliyhtaloa
f' = g(x,f). Menetelmit tutkivat omaa virhettédn ja lyhentévit tai kasvat-
tavat askelpituutta sen mukaan, onko virhe yli tai alle asetetun rajan. Sen
sijaan, ettd virheen arvioimiseen kiytettidisiin samaa numeerista menetel-
maa eri askelpituuksilla, RKF menetelmét kayttavat kahta eri menetelmasa,
joiden kertauluvut ovat n ja n + 1. Jos menetelmét valitaan sopivasti siten,
ettd aputekijoistd osa on molemmissa menetelmisséa samoja, sddstot lasku-
toimitusten méaérassi ja siten ajassa voivat olla huomattavat.

Eridian menetelmén, jossa kidytetddn neljdnnen ja viidennen kertaluvun
menetelmia (Runge-Kutta-Fehlberg 4(5), lyhyesti RKF45), esittelevat Buc-
hanan ja Turner [5]. Taman menetelmén yksi askel vaatii kuuden apute-
kijan laskemista. Tdmé on hyvi tulos viidennen kertauluvn menetelméaksi,
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silla jos neljannen kertauluvn RK-menetelméa kaytetaan adaptiivisesti, ku-
ten aikaisemmin esittelimme yhtélossa (80), joudutaan aputekijoita laske-
maan yksitoista kappaletta [5].

RKF45 menetelmén aputekijat ovat

k1=g(x,[n)

ko=g x+§f,fn+§fk1)

ko =g v+ 56t Tk + 30ha)

ki=g x+iffn 698 1—§fk2+§5k3)

ks = e+ 2 ey - 2 ek + g
5=8|x+&,fn 125 1+452 5534‘155 4)

5 65

k6:g x+§£afn+432
1 3 16 1 6

€=f’——k1+ k3——k4——k5+—k6

5 13 4 5
E5k2 + Eka + 2—75734 + mfl%)

150 100 75 20 25

12 32 1
+ +—ks+—ks+—Fk +—k
frne1="1n 5(450 L+ geks+ oopkat ooks + o 6),

jossa € on neljannen ja viidennen kertaluvun menetelmien tulosten erotus-
ten itseisarvo, eli menetelmén sisidinen virhearvio.

Koska SY on toista kertalukua kirjoitamme menetelméan jéalleen 1. kl:n
differentiaaliyhtéloiden ryhména:

v o=¢
{¢>’ =BV ()- By, 83)
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jolloin aputekijoiksi saadaan

klzd)n

2
k2:¢n+§ékl
_2m
_ﬁ(

1 1
k3 =d¢n+ Efkl +—Cko

4
om 1 1
lg= (VM% —E) (wn st Zflg)

h2
69 243 135
ka=dnt Togtk1 = Togtke T g cks
243

2m 69
I (V'“% _E) ("’" 1281 128
27

17 27 16
ks=d¢n— Efkl +—Cko - gs‘ks + 1—55724

4
om 17 21 21 16
l5 = ﬁ(Vn+1 —-E) (Wn - E{ll + _élz - gélE} + Egl‘L)

4
65 5 13 4 5
ke =¢n+-—=Ck1— —Cko+ —Cks+ —=Cka+ —Ck
6= Pnt gtk Jgoka t Tedks + ontkat A cks
Zm( 65

5 13 4 5
— Vn+%_E) (wn+@€ll_1_6€l2+1_6613+ﬁél4+m§l5)
1 3 16
kit k- —
150 1710072 75
47 12 32 1 6
=pp+¢|—=l1+=ls+—ls4+—=ls+—=I
Pne1 = Pn 5(4501 2537225730 °" 25 6)

47 12 32 1 6
=Y +¢|—=k1+—ks+——=ka+—ks+—Fk
Yn+1=Yn 5(450 1+ opkst ooskat ooks + o 6)

2
ls V.2 —E) (wn + 5511)

135
ly= Elo + o 513)

1 6
ba— —ks+—Fk
179075 95" ¢

Menetelmé antaa hyvia tuloksia sileille, tasaisesti jatkuville potentiaali-
kuopille, mutta epdjatkuvuudet tuottavat ongelmia. Epijatkuvuuskohdissa
menetelmien vélinen virhe kasvaa ja algoritmi lyhentdd askelpituutta no-
peasti. Integrointi epdjatkuvuuskohdan yli onnistuu, jos minimiaskelpituus
hmin < 100A, jossa A on vaadittu menetelmien vélinen toleranssi [5].

Seuraavaksi esittelemme SY:n matriisiesityksen ja siihen liittyvia mal-
leja.
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4.9 Matriisimenetelmista

Suoran numeerisen integroinnin liséksi SY voidaan ratkaista numeerises-
ti myos matriisin ominaisarvo-ongelmana, jolloin Hamiltonin operaattorille
H=T+V= —% ({‘1—; +V on loydettava matriisiesitys.

Olkoon téydellinen, diskreetti joukko ortonormaaleja funktioita {y,},
joille ortonormaaliuden nojalla patee (v, |v,) = 6, ja mielivaltaiset |a) ja

|b) seka erds operaattori A. Nyt

@) =) [ Wm) (Wmla) =) [Wm) @m =D Cn [¥m) (84)
ja vastaavasti
joten R R
(bIAla) = Y Blym) (WmlAly,) (Wnla) = Y. BrAmntn, (86)

missd A, = (Up, |A|1//n> on operaattorin A matriisiesitys. Esitystad (86) voi-
daan soveltaa suoraan SY:6n, jolloin saadaan

Y Ol Wl T+ Vi) (wpla) =Y Blwn) WnlElws) (Wala)

m,n m,n

Z ﬁfn <1//m|Wn>(Tml + le)al =E Z ﬁ:ft (Wmhpn} aj
m,n,l m,n,l

Z ,B;kn6mn (Tt +Vm)a; = E Z ,B;kn Omnay
m,n,l m,n,l

Y BTt +Vi)ar =E ) Bray.
m,l m,l

Hamiltonin operaattorin yleisen matriisiesityksen kanta on diskreetti,
mutta ddreton. Numeerista laskentaa varten kannan on oltava &érellinen,
silld tietokonekapasiteetti on dérellinen. Valitaan kannaksi koordinaattia-
varuuden &éarellisen aliavaruuden ortonormaali kanta siten, ettd jokainen
kantafunktio saa nollasta eroavan arvon vain yhdessa pisteessi. Valinta
madrittelee hilapistejaon, jossa funktio ¢ kuvataan kokoelmana funktion
saamia arvoja hilapisteissa, jolloin

()_[; = {(p0’¢17' .. 7(pbn—1}T7

jossa n on hilapisteiden lukumaara.
Paikkaoperaattori X on tiassd kannassa yksinkertainen: operointi paik-
kaoperaattorilla funktioon ¢ on tulo

f{()b:X'(Z;a
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jossa x = diag(xg,x1,...,x,—1). Paikkaoperaattorin funktiot ovat myos diago-
naalimatriiseja, jolloin erityisesti potentiaalifunktio esitetddn valitsemas-
samme kannassa seuraavasti

V&)p=V-¢,

jossa V =diag(Vy, Vi,...,V,-1).

Seuraavaksi esittelemme muutamia menetelmia, joiden avulla voimme
approksimoida Hamiltonin operaattorin matriisiesitysta dérellisessa diskree-
tissd kannassa.

4.9.1 Verlet'n menetelméi matriisiesityksessa

Verlet'n menetelméé kisittelevassa osiossa kirjoitimme SY:n erotusyhtilo-
né (29). Maaritellaan kerroinmatriisit X ja V siten, etta

X = (1 — 20 +1_1)/&2 (87)
V=diag(...,Vo-1,Vn, Vis1,...), (88)

jossa matriisit

lo =diag(1,1,1,...),

00 0
10 0
I-1=10 1 o

1= 0

e}
(=]

Nyt erotusyhtilos (29) voidaan kirjoittaa matriisiyhtdalona

h2
—— XV +V¥ =El,VY. (89)
2m

Tamaé yhtilo voidaan ratkaista matriisien ominaisarvo-ongelmana kaytta-
mailla olemassaolevia kirjastoja.

Verlet’'n menetelmé on kiyttokelpoinen tilanteissa, joissa matriisien al-
kioiden méaara on suuri ja kdytettavissa on harvojen matriisien kéasittelyyn
tarkoitettuja algoritmeja. Seuraavaksi esittelemme huomattavasti tarkem-
man ja ldhes yhta nopean menetelmén.
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4.9.2 Numerovin menetelmi matriisiesityksessa

Parempi approksimaatio Hamiltonin operaattorille saadaan kayttamalla Nu-
merovin menetelmaa. Pillai et al kuvailevat menetelméan artikkelissaan [13]
Tatd menetelmés aiemmin késiteltdessa johdimme iteratiivisen yhtialon Nu-
merovin menetelmélle (50). Kirjoitamme tdméin esityksen uudestaan muo-
dossa

_ h_zfn+1 - 2fn + fn—l i fn+1Vn+1 + ]-Oann + fn—an—l _

2
2m ¢ 12 (90)
:Efn+1+]-0fn+fn—1
12 '

Olkoot kerroinmatriisit X ja V kuten edell4 ja lisdksi
Y =01 +100p +0-1)/12. 91)

Nyt yhtélo (90) voidaan kirjoittaa kerroinmatriisien (87), (88) ja (91) avulla
ja kertomalla puolittain vasemmalta Y~ 1:114, jolloin saadaan

2

I
—— Y IXP+ VY =E[,V. (92)
2m

Tama ominaisarvo-ongelma voidaan ratkaista kayttdmalla olemassaolevia
matriisin diagonalisointikirjastoja. Yhtédlon (92) kineettinen termi siséaltaa
kadnteismatriisin Y1, jota ei kannata laskea erikseen, vaan tulomatriisi
Y~1X saadaan helposti matriisiyhtélon

YK =X

ratkaisuna kayttamalla olemassaolevia kirjastofunktioita.

4.9.3 Hiickelin malli ja numeeriset menetelmit

Verlet'n algoritmia késiteltdessd johdimme Schrodingerin yhtalolle esityk-
sen erotusyhtiloni (29). Kyseinen yhtilo voidaan joissain tapauksissa rat-
kaista myos matriisiongelmana, mika johtaa erityisesti molekyylimallin-
nuksen alkeismallina tunnettuun Hiickelin malliin. Yleisessd muodossaan
N':n pisteen malli voidaan esittdd muodossa [14]

a1 ,51 0 0 Y
Br as P2 O 0
He 0 Be .6¥3 ,.33 0 ©93)
0 . :
Bn-2 an-1 Pn-1
Yy O 0 pn-1 an
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Yksinkertaisimmat mallit, joissa a; = a ja ; = §, on ratkaistu Hiickelin toi-
mesta 1930-luvun alussa [15]. Tiivistettyné jaksollisen mallin y =  ominai-
sarvot ja ominaistilat ovat

E; = a+2fcos(2nj/N), j=0,1,...,.N-1, 94)
ul = NY2exp(i2nkj/N), k=0,1,...,.N-1. (95)

Kosinin parillisuudesta seuraavan degeneraation nojalla voidaan vaihtoeh-
toisesti valita reaaliset ratkaisut o cos(kj) ja « sin(kj). Jos taas pait ovat
riippumattomia eli y = 0, tila hévida reunojen ulkopuolella ja ratkaisuksi
saadaan

E; = a+2fcos(jn/(N+1), j=1,2,...,N, (96)
uf = 22N+ 1) Vsinkjn/N +1)), k=1,2,...,N. (97)
Vaikka matriisissa on vain N alkiota, ndhdéén tilan lausekkeesta suoraan,
etta ug) = u%)ﬂ = 0. Koska talla mallilla on suora vastaavuus darettoméain

suorakulmaiseen potentiaalikuoppaan, tarkastellaan mallia hiukan tarkem-
min kyseisen potentiaalin yhteydessa.

Rajalla N — oo, Hiickelin malli yhtyy yksiulotteiseen varahtelijaketjuun
ja vastaavaan spinketjuun [16]. Adrettomaille ketjulle, jossa kahden perik-
kéaisen pisteen vili on ¢, voidaan ratkaisuyritteend kayttda jatkuvan ta-
pauksen ratkaisuja e**** ja exp +xx. Nyt kuitenkin liike-energiaosan tuotta-
ma termi poikkeaa alkuperiisista h2k? ja —h%k2. Suoraviivainen lasku osoit-
taa, etta tulos on

B2 — &72(1—cos(kE)), ja x2— & 2(cosh(x&)—1). (98)

4.10 Numeerisesta normittamisesta

Ensimmaisessa luvussa kasiteltiin lyhyesti aaltofunktion normitusta. Nor-
mitusehdoksi saatiin (6), silld todenndkoisyys, ettd hiukkanen 16ytyy poten-
tiaalikuopasta tai tunneloituneena sen ulkopuolelle todennékéisyydella 1.
Normitustekiji lasketaan numeerisesti kayttamélla niin kutsuttua puo-
lisuunnikassédantod [12], jossa graafin ja x-akselin viliin jddvaa pinta-alaa
arvioidaan puolisuunnikkaalla, jonka pinta-ala voidaan laskea. Tall6in

b 12
f Foddv =S 3" (oo =3 (Flane) + Fln)), (99)
a k=1

jossa pisteet x;, ovat kdytetyn numeerisen menetelmén hilapisteet. Koska
laskemme normitusta ominaisfunktioehdokkaan itseisarvon neliélle, saam-
me
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b 12
j’|u«xn2dx::§-}:(xk+1——xk)Uu«xk+1n2+wu«xkn2). (100)
a k=1

Virhe, joka integraalia arvioidessa tehdddn on [12]

(-0

TV

£,

jossa ¢ € [a, b].

Tarkempiakin menetelmii on olemassa, esimerkiksi Simpsonin sd4nto,
mutta koska puolisuunnikassddnto on hyvin yksinkertainen ohjelmoida ja
kohtuullisen nopea laskea suurillekin askelmaéérille, ei tarvetta tarkemmil-
le integroijille normitusta laskettaessa ole, jos ratkaisuyrite muuttuu vain
vahan hilapisteiden valilla.

4.11 Automaattinen ominaisenergian etsiminen

Sen sijaan, ettd kayttdja etsisi itse energian ominaisarvon tutkimalla kay-
ran "sileyttd” silmamaéairaisesti ja saatamalla energian alkuarvausta, ener-
gian ominaisarvon etsiminen on mahdollista automatisoida. Taméa tehdaan
tutkimalla ohjelman tuottamaa ominaisfunktioyritetta liimauspisteen ym-
paristossa tai lilmauspisteesséd automaattisesti yksinkertaisen puolitushaun
ja logaritmisen derivaatan avulla.

Logaritminen derivaatta on funktion f(x) logaritmin derivaatta

f'(x)

f(x)

ja on siis funktion infinitesimaalinen, suhteellinen muutos pisteessa x.
Logaritmista derivaattaa voidaan kayttda ominaisenergian etsimiseen

siten, ettd tutkitaan ominaisfunktioehdokkaan v logaritmisen derivaatan
arvoa liimauspisteessi x;. Ominaisfunktio 16ytyy, kun

I vix) . y(x)
im = lim
x—xp+ W) x—x— y(x)

d
aln(f(x)) =

, wlx) #0. (101)

Koska mielivaltaiseen tarkkuuteen ei kdytossa olevilla menetelmilla paas-
t4, vaaditaan, ettd arvot ovat riittdvian lahella toisiaan, toisin sanoen

v, (x7) B v (x7)
wilx) w_(x)
jossa € on jokin pieni rationaaliluku.
Puolitushaulla haarukoidaan energian ominaisarvo siten, etta yhtalo (102)
toteutuu. Algoritmi 1 ominaisenergian automaattiseen etsimiseen on listat-
tu liitteessa B.

<¢€, yi(x)) #0, (102)
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5 Potentiaalikuopat

Tassa luvussa kasitelladn Schrodingerin yhtédlon reunaehtoja - potentiaali-
kuoppia. Potentiaalikuopasta riippuu ratkeaako SY suljetussa muodossa vai
ei. Suurin osa kuopista on sellaisia, ettei ratkaisua saada suoraan, vaan rat-
kaisufunktiot koostuvat alkeis- ja erikoisfunktioiden kombinaatioista. T4l-
laisessa tapauksessa on perusteltua kayttda numeerisia menetelmia SY:n
ratkaisemiseen. Yleisessi tapauksessa, jolloin potentiaalikuopan muodosta
ei ole etukiteen tietoa, voidaan erikoisratkaisuja tutkia helposti etsiméalla
niitd numeerisesti, riippumatta siitd ratkeaisiko SY kyseessé olevilla reu-
naehdoilla suljetussa muodossa vai ei.

Ensimmaéiseni tutkimme yksinkertaista, mutta ei kuitenkaan analyyt-
tisesti ratkeavaa potentiaalikuoppaa.

5.1 Aasrellinen suorakulmainen potentiaalikuoppa

Tutkitaan Airellisen yksiulotteisen potentiaalikuopan sidottuja tiloja (E <
0).

-V, kun|x|<a

0, kun |x|>a. (103)

V(x)= {
Kasittelyn kannalta on katevaa jakaa alue kolmeen osaan. Yleiset ratkaisut
eri alueille ovat [3]

Ae 4 Al kX x<-a,
w(x)={ Bsin(kx)+B'cos(kx), —a<x<a, (104)
Ce ™ +(C'e**, x>a,

jossa k= 2m(V + E)/h? ja x = /2m(-E)/h2.

Aaltofunktion on oltava normittuva, jolloin A = C' = 0. Koska potenti-
aalin aarellisissa epajatkuvuuskohdissa aaltofunktion ja sen derivaatan on
oltava jatkuvia on voimassa

Ce™® = Bsin(ka)+B'cos(ka), kun x = a, (105)
—xCe™® = EBcos(ka)—kB'sin(ka), kun x = a, (106)
A'e ™™ = _Bsin(ka)+B'cos(ka), kun x = —a, (107)
—xkA'e™® = —EBcos(ka)-kB'sin(ka), kun x = —a. (108)

Jakamalla (107) yht&lolla (105) ja vastaavasti (108) yhtélolla (106) saadaan
vasemmalle puolelle molemmissa tapauksissa A'/C. Nyt voidaan kirjoittaa

—Bsin(ka)+B'cos(ka) —kBcos(ka)—kB'sin(ka)
Bsin(ka) + B'cos(ka)  kBcos(ka)—EB'sin(ka)
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Vo

Kuva 3: Adrellinen suorakulmainen potentiaalikuoppa, jonka syvyys on Vg
ja leveys 2a

Sijoituksella 7 = tan(ka) yht&lo sievenee muotoon
BB'(1+71%) =BB'(1+tan*(ka)) =0.

On siis oltava joko B = 0 tai B’ = 0 eli keskimmadisen alueen ratkaisut ovat
joko parillisia tai parittomia. Luonnollisesti myos taydellisilla ratkaisuilla
on hyva pariteetti. Valitun numeroinnin mukaisesti parilliset tilat vastaavat
n:n arvoja 0,2,4,... ja parittomat 1,3,5,....

Valitsemalla B = 0 ja jakamalla (106) yhtalolla (105) saadaan parillisia
ratkaisuja vastaava transsendenttiyhtalo

x = ktan(ka) (109)
Vastaavasti, kun B’ = 0, saadaan transsendenttiyhtilo
Kk = kcot(ka). (110)

Namai yhtalot eivat ratkea analyyttisesti. Ratkaisut voidaan etsid numee-
risesti tai graafisesti. Lausekkeiden % ja « vilille on yhteys x2 = Zh—’gv — k2.

Tekemailld muuttujanvaihto x = ka ja valitsemalla n = vV2ma2V/h? saadaan

n?2-x2 = xtan(x) (111)

Vn?-x2 = —xcot(x). (112)
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Huomataan, etta tila n on olemassa, jos n > nn/2. Siten kuopan syvyydelle
on oltava voimassa 5 9
hems

n-,
8ma?
jotta tila syntyisi. Hyvin heikkokin attraktio synnyttda alimman parillisen
tilan (n = 0).

V> (113)

YA

o
Y

Kuva 4: Transsendenttiyhtaloiden graafinen ratkaisu kun n=9.

Energian ominaisarvoja voidaan etsii siis graafisesti tai numeerisesti.
Y14 oleva kuva 4 esittdd graafista ratkaisua. Numeerinen ratkaisu saa-
daan, kun etsitdaan yhtaloiden (111) nollakohdat iteroimalla. Iterointia var-
ten on olemassa useita eri menetelmia, yksinkertaisena esimerkkini Newton-
Raphson-menetelma [17]. Ratkaistut nollakohdat ovat muuttujan

k=+v2m(V + E)/h? (114)

arvot, joten energian ominaisarvot saadaan ratkaisemalla E:

2.2
_hxn

2ma?

E, -V. (115)

Seuraavana esittelemme erikoistapauksen, jossa SY voidaan ratkaista
analyyttisesti.
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5.2 Aireton suorakulmainen potentiaalikuoppa

Tutkimme nyt edellisenkaltaista tilannetta, jossa potentiaalikuopan syvyys
on Adreton. Tassa tapauksessa on kitevaa mitata energioita potentiaalikuo-
pan pohjalta lahtien. Talloin potentiaali on muotoa

_ [ oo, kun |x|>a
V(x)—{ 0, kun —a<x<a. (116)
oe] | OOA
—a a %

Kuva 5: Adreton suorakulmainen potentiaalikuoppa , leveys 2a.

Adsrellisen kuopan tapauksessa hiukkasella voi olla vain sidottuja tiloja.
Naiiden tilojen joukko on d4reton ja diskreetti.

Koska energioita mitataan potentiaalikuopan pohjalta ldhtien, apumuut-
tujat ovat k£ = V2mE/h? ja x = \/2m(V + E)/h2. Selvisti x — oo, kun V — co.
Adsrellisen tapauksen yleisista ratkaisuista (104) alueelle |x| > a nahdéén,
etta ratkaisufunktiot havidviat kuopan ulkopuolella. Kuopan reunalla paril-
lisille ratkaisuille voidaan johtaa relaatio yhtélosta (109), jolloin

x = ktan(ka)
= cos(ka) = %k sin(ka) — 0, kun x — oco.

Vastaavasti parittomille ratkaisuille yhtalosta (110) seuraa

sin(ka) — 0, kun x — oco.
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Ominaisfunktiot toteuttavat siis aina seuraavat reunaehdot
v(a)=y(-a)=0.
Ominaisfunktiot ovat [3]

icos(%), kunn=1,3,5,...

1//n(x) = { Ve

“=sin(4), kun n =2,4,6,... (1D

ja niita vastaavat energian ominaisarvot
P
2m \2a

Huomaamme, ettd ndmé energiatilat ovat aina korkeammalla, kuin nii-
ta vastaavat sidotut tilat aéarellisen, yhta leveén, potentiaalikuopan tapauk-
sessa, kun verrataan darellisen potentiaalikuopan pohjan tasoon.

Edella esitellyt potentiaalikuopat eivit ole kovin ldhella fysikaalista to-
dellisuutta, mutta ne ovat erinomaisia esimerkkeja SY:n ratkaisujen kayt-
taytymisestd. Kvanttimekaaniset ilmiot, kuten diskreetit energiatilat ja tun-
neloituminen ovat ldsnéa vaikka intuitio antaisi geometrian perusteella odot-
taa jotain aivan muuta.

Seuraavana esiteltdva potentiaali on erittdin tiarkea ja edelleenkin tut-
kimuskohteena suosittu.

5.3 Harmoninen varihtelija

Harmonisen vardhtelijin potentiaali on yksinkertaisuudessaan erittiin tér-
ked potentiaalikuoppa. Useissa jarjestelmissid voidaan pienid vardhtelyja
joihin liittyy palauttava voima approksimoida harmonisen varahtelijan avul-
la. Harmonisen varidhtelijan potentiaali on muotoa:

1 1
Vx)= Eka = Emwzx2 (118)
Tahén potentiaalikuoppaan liittyva Schrodingerin yhtilo on:
h? d2 1
—%@w(x) + §mw2x2w(x) = Eyl(x) (119)

Hiukkanen, jonka energia on E, on aina sidotussa tilassa. T&lloin se
on klassisessa mielessa rajoitettu kddnnepisteiden —xg ja x¢ vilille, jossa
V(x)<E ja
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YA

S
sY

Kuva 6: Yksiulotteisen harmonisen varidhtelijan potentiaali

Kvanttimekaanisessa jarjestelméassa kayttaytyminen kuopan sisalla vastaa
klassista jarjestelmé&d, mutta hiukkanen voi tunneloitua seindmén sisdén,
alueelle |x| > x, jossa V(x) > E. T4lla alueella aaltofunktion kiayttaytyminen
on eksponentiaalisesti vaimenevaa, eli (x) — 0, kun x — +oo.

Tehddidn muuttujanvaihto

x=ay,
dx=a dy

SY:60n (119), jolloin yhtélo sievenee muotoon

d?2  m2w?a?

dy: B2

2ma’E
y2) w(y) = —%w(y). (120)

Maaritelladn apumuuttujat a ja € seuraavasti

— ./

L Vi
_ 2ma’E _ 2E
T R T hw

Sijoittamalla apumuuttujat yhtiloon (120) ja sieventamalla termit, saadaan

d2
d—y2w(y) +(e—yHy(y)=0. (121)

Tama yhtdlo on mahdollista ratkaista numeerisesti tastéakin muodosta, mut-
ta teemme sijoituksen

w=fly)e ¥ (122)
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ja laskemme ensimmaéisen ja toisen derivaatan, jolloin saadaan
Y =(f =y e (123)
v =(f" = 29f — f+y*Fle "2, (124)
Sijoittamalla lausekkeet (122) - (124) yht#loon (121) saadaan
f'=2yf +(-1f =0. (125)

Yhtalo (125) on Hermiten differentiaaliyhtélo [18], ratkaisuina Hermiten
polynomit H,,. Jotta ratkaisut olisivat normittuvia, vaadimme, ettd ¢ — 1 =
2n. Tama vaatimus takaa, ettd Hermiten polynomit ovat Aérellisid ja orto-
normaaleja valitussa kannassa

Olemme kiinnostuneita vain sellaisista yhtélon (119) normittuvista rat-
kaisuista, joille y(y) — 0, kun y — oco. Téllaisia ovat funktiot

w(y)=Ce ™ 2H,(y) = Ce " 2, (ax). (126)

Virahtelijan energiatilat saamme tiedosta

—1="=2
€ - =2n,
josta ratkaisemalla E, saadaan
1
E:hw(n+§). (127)

Ominaisfunktioiden on oltava normittuvia. Hermiten polynomit ovat or-
togonaalisia ja normittamattomia. Normitustekija lasketaan seuraavasti

0 1 [ 2" n!
f P W)y = — f I Un(3) = Sran ”a\/’_’.

a

Normitetut ominaisfunktiot ovat siis A, v, (x), jossa

| a
A, = .
" 2nnl\/1

Hermiten polynomien ominaisuuksia, ortogonaalisuutta ja normitusta on
kasitelty viitteissa [19] ja [20]. Tarkeimmaét tulokset ja numeerisia arvoja on
myo6s listattu taulukkokirjoissa. Lisdksi Schrodingerin yhtélo harmonisen
varahtelijan tapauksessa on myos mahdollista ratkaista kayttamalla lasku-
ja nosto-operaattoreita [3] tai kayttamalla potenssisarjamenetelmaa [19].
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5.4 Kolmeulotteinen harmoninen virahtelija

Kolmeulotteinen Harmonisen varahtelijan potentiaali on suora yleistys yk-
siulotteisesta tapauksesta. Potentiaali on siis muotoa

1 1
V(F) = Emw2f*2 = ém(wixz + a)?vy2 +w?2?).
Téallainen jarjestelma separoituu helposti kolmeksi erilliseksi harmoniseksi
varahtelijaksi, joilla kullakin on energian ominaisarvot E,; = hw;(n; + %),
1 =x,y,z. Koko jarjestelmén energiatilat ovat

3
E, =hMwin,+wyn,+w,n,+ 5).

Harmonista varahtelijaa, jonka kaikki kulmataajuudet ovat samoja, w, =
wy = w, = w, kutsutaan, homogeeniseksi. Télloin energiatilat voidaan kir-
joittaa muodossa

En :h(N+g),

jossa N = wyny+wyn,+w,n,. Koska yksiulotteisen tapauksen ominaisfunk-
tioihin liittyva pariteetti on (—1)", on vastaavasti kolmeulotteisen harmoni-
sen virihtelijan pariteetti (—1)V.

Ominaisfunktiot kolmeulotteisessa tapauksessa ovat selvasti yksiulot-
teisen tapauksen ominaisfunktioiden tuloja. Kayttamalla aikaisemmin esi-
teltyja lyhennysmerkint6ja voimme Kkirjoittaa normitetut aaltofunktiot muo-
dossa

10g2i2 :
gy, (X, 5,2) = H Anie_2(“il)Hni(a?t2), (128)

i=x,y,2

A a; .
. = —_—, 1 =X Z.
n; 2”ini!\/7_'[’ :y;

Ominaisarvot voivat olla degeneroituneita. Degeneraatiolla tarkoitete-
taan tilannetta, jossa hermiittisen operaattorin S ominaisarvoon s liittyy
useampi kuin yksi ominaisfunktio. Ominaisarvo s on d kertaa degeneroitu-
nut, jos siihen liittyy tasmaélleen d lineaarisesti riippumatonta ominaisfunk-
tiota ¢1,¢e,...,Pg 1 Ominaisfunktiot ¢1,¢P2,...,¢q ovat lineaarisesti riippu-
mattomia jos ehdosta

jossa

d
Z cnhp(r)=0 Vr

n=1

IDegeneraatio voidaan miéritelld myds ominaisarvon S ominaisavaruuden dimensiona
d. Materiaalifysiikan alalla degeneraatioksi kutsutaan niiden orbitaalien lukumééria, joil-
la on sama energia.
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seuraa, ettd c1=co=---=c4 =0.
Mikéa tahansa muu ominaisarvoon s liittyvd ominaisfunktio ¥ voidaan
kirjoittaa lineaarikombinaationa

d
Y= Z Ccntn.
n=1

Aikaisemmin on todettu, ettd N = n,+n,+n;, jossa ny,,=0,1,2,....
Valitaan kvanttiluku N ja kiinnitetddn n,. Nyt N —n, = n, +n,. Mahdolli-
sia lukupareja {n,,n;} on N —n, +1 kappaletta. n, voi saada arvoja vililta
[0,n —1]. Témé4 kiinnitt44 n,:n, joka saa tietyn arvon aina jokaista n,m ar-
voa kohti. Degeneraatio d saadaan tilloin laskemalla

N N N
d=Y W-n+1)=Y (N+D- Y n,

n,=0 n,=0 n,=0
:(N+1)(N+1)—N(A;+ 1) _ (N+1)2(N+2)'

Jatkamme vield harmonisen varahtelijan tutkimista. Talla kertaa nl-
kannassa. Esitys tdssd kannassa on erittdin hyodyllinen ja saamme taulu-
koituja tuloksia ratkaisematta Schrodingerin yht#l6a.

5.5 Harmoninen varihtelija pallokoordinaateissa
Tutkimme nyt harmonista varidhtelijaa pallokoordinaateissa. Télloin SY on
R21d ( Qanl(r))
— — — — r —
2m

1 K210+ 1
ez A D o =B, R, (129)

r2dr dr 2 2mr?

Tekemalld muuttujanvaihto u,;(r) = rR,;(r) kuten yhtilélle (11) ja valitse-
malla / = 0 saadaan yksiulotteisen harmonisen vardhtelijan yhtilo

W RCuyr) 1
_%d—:? + §mw2r2unz(r) =Enjun(r).

Yleisesti sijoitamme yhtdloon (129) yritteen

R, (r) = r'W(a2r2)e "2, (130)

2

jossa a“ = mw/h. Jarjestelemilla termit uudestaan ja tekemélld muuttujan-
2 2

vaihto y = a“r“ saamme

(131)

2hw

) 3 , E-(1+3hw
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Tami on Laguerren liittoyht#ls, jonka ratkaisu 16ytyy taulukkokirjoista.

. 1+3 .
Tassa tapauksessa ratkaisu on Ln+2 (1), jos

E-(-$hw
n=—————,

2hw
jossan=0,1,2,3,.... Edellisesti lausekkeesta saadaan ominaisenergian lause-
ke 3
E, =ho@2n+l+ 5), (132)

joita vastaavat ominaisfunktiot ovat
I+ _
Rp(r)=r'L, 2 (—~a®r2)e@"r2, (133)

Saimme ratkaisun erikoisfunktion ja alkeisfunktioiden tulona. Laguer-
ren liittopolynomin Lln+% arvoja voidaan laskea myo6s numeerisesti ja voim-
me kayttaa yhtaloita (132, 133) DY:n (129) numeeristen ratkaisujen tark-
kuuden tutkimiseen. Tdma vertailu ei kuitenkaan pida paikkaansa mieli-
valtaisen suurille n, koska pyoristysvirheet ja Laguerren liittopolynomien
laskemiseen kiytettdvien numeeristen menetelmien virheet kasvavat, kun
n kasvaa. Vertailu ei ole siis mielekésté, kuin kohtalaisen pienille n:n ar-
voille.

5.6 Vedynkaltainen atomi

Vedynkaltaisen atomin atomin potentiaali on keskeissymmetrinen potenti-

aali, joka kuvaa elektronia, ¢ = —e, atomiytimen, q¢ = Ze, synnyttimaéssa
kentdssd. Ytimen ja elektronin vililla vaikuttaa Coulombin potentiaali
1 Ze?
Vr)=-— —_ (134)
4meg r

jossa r on hiukkasten vélinen etédisyys toisistaan. Efektiivinen potentiaali
on talloin
I+ 1 Ze?

V. = - .
eft(r) 2mr?2  4meq r

(135)

SY:n radiaalinen muoto on johdettu jo aiemmin (12) ja sen ratkaisut [3]
ovat radiaaliset aaltofunktiot

Zr

R, (r)=e naort (co +eir+-+ cn_l_lr”_l_l) , (136)
jossa
4megh?
ap = =2 (137)
me
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YA

sy

0\\/

Kuva 7: Efektiivisen Coulombin potentiaalin kuvaajat, kun [ =0,/ =1 ja
[=2

on Bohrin side ja {cg,c1, - ,¢n_1-1} € R ovat vakioita. Tyypillisesti vedynkal-
taisen atomin potentiaalin yhteydessd merkitdéan jotakin tiettya kvanttilu-
kua I vastaavaa ominaisfunktiota R,;(r) siten, etta

n=12,..., (138)
1=0,1,...,(n-1) (139)

ja kuten keskeissymmetrisen potentiaalin yleisessa kasittelyssa todettiin
m=101-1,...,-1. (140)

On huomattava poikkeus, ettd padkvanttiluku n ei tisséd tapauksessa viit-
taa aaltofunktion nollakohtien lukumééaraéan, vaan numerointi alkaa ykko-
sestd. Ominaisenergian lauseke

1

En:_é(

2 2 2
Z Z
e )_:_13,6—2 eV,n=1,23,... (141)
n

4megag) n?

johdetaan esimerkiksi viitteissd [21] ja [22]. Huomaamme, ettd ominaise-
nergia riippuu vain kvanttiluvusta n. Ominaisenergiatilat ovat siis dege-
neroituneita kvanttilukujen / ja m suhteen. Vain perustilan energia ei ole
degeneroitunut.
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5.7 Gaussin potentiaali

Luonnossa esiintyvit potentiaalit eivit ole taysin suorakulmaisia tai déret-
tomid. Gaussin potentiaali on direllinen ja symmetrinen, sekad jatkuvasti
derivoituva. Se on kéayttokelpoinen tyokalu approksimoitaessa puolijohtei-
den elektronirakennetta numeerisesti [23]. Potentiaalikuoppaa kuvaava po-
tentiaalifunktio on

Vix) = —Voe ™, (142)

missa Vg >0jaa>0.

YA

[
Y

Kuva 8: Gaussin potentiaali

SY ei ratkea analyyttisesti timénk&in potentiaalikuopan tapauksessa.
Voidaan kuitenkin osoittaa [24], ettd sidottuja tiloja on &érellinen mééra
ja perustilan energialle saadaan yldraja kayttamalla WKB- ja variaatiome-
netelmia. Osoittautuu [25], etta sidottujen tilojen lukumé&éra on riippuvai-
nen ainoastaan termistid Vy/a, sillid sidottujen tilojen lukuméiri saadaan
lausekkeesta

2 Vi

N=—42

VT \ «a

ja liséiksi ainakin yksi sidottu tila on olemassa kun [ V(x)dx < 0. Poten-
tiaalifunktion lausekkeesta ndemme, ettd parametri @ mééarittelee potenti-

aalin "leveyden"ja V| "syvyyden". Huomaamme, etti sidottujen tilojen luku-

(143)

41



5.8 Potentiaalikuoppien upottaminen 5 POTENTIAALIKUOPAT

maaraan vaikuttaa siis potentiaalin muoto, eika niinkéén potentiaalin "ve-
tovoima". Sidottuja tiloja saadaan siis siti enemméin, miten monta kertaa
syvyys Vj on leveytta a suurempi.

5.8 Potentiaalikuoppien upottaminen

Potentiaalikuoppien kasitteleminen kynalla ja paperilla, seké tietokoneella
eroavat toisistaan jonkin verran. Tietokoneelle vilit ovat aina rajoitettuja,
koska lukualueet (int, float, long, double) ovat rajallisia. Lukuun ottamatta
symbolisen matematiikan ohjelmistoja, ovat vélit tietokoneelle aina myos
diskreetteja, koska mielivaltaisen pientd lukua ei ole.

Paperilla rajankaynti tai integrointi onnistuu yksinkertaisissa tapauk-
sissa helposti ja mielivaltaisella tarkkuudella, mutta tietokoneella tarkkuu-
den méaaraavit kaytossa oleva aika, laskentakapasiteetti, lukualueiden ko-
ko ja jossain miidrin myos kiytossa olevat kirjastot. Nama rajoitukset huo-
mioiden, on mahdollista kuvailla potentiaalikuoppia tietokoneen ymmaérta-
missd muodossa.

Yleisesti, darettomyytta on mahdollista késitelld kayttamaéalla ehtolausei-
ta ja kasittelemall4 itseiasrvoltaan hyvin suuret luvut ja niiden tuottamat
erikoistapaukset erikseen. Taméi vaatii ohjelman laatijalta huolellisuutta,
jotta kaikki mahdolliset tapaukset tulevat kisitellyiksi. Yleensa kaikkien
tapausten kasitteleminen tai ennakoiminen ei ole mahdollista ja talloin tar-
keinta on huomauttaa kayttéajille, ettd saatu tulos saattaa sisaltdaa virheita
tai olla suorastaan vaara.

Téassa tyossd aarettomén ongelmia on yritetty valttda kahdella taval-
la. Adrettomyyksié sisdltdvien potentiaalikuoppien tapauksessa on helpos-
ti loydettavissa ne kuopat, joiden molemman tai toisen seindmén sisélle
ei hiukkanen péaase tunneloitumaan. Kutsutaan téllaisia seindmié koviksi.
Asetetaan kovan seindmén reunaan alkupiste xo = —a, alkuarvo y(xg) =1 ja
derivaatan alkuarvo y'(xg) = 0. Méaéarittelemsilld alkuarvot néin, tyydytddn
kasitteleméén ratkaisuja vain potentiaalikuopan sisiapuolella. Nyt, esimer-
kiksi, ddreton suorakulmainen kuoppa on helppo kisitelld numeerisesti ja
kuopan &areton syvyys peittyy alkuarvojen maarittelyn alle, aivan kuten
késin laskettaessa.

On kuitenkin olemassa potentiaalikuoppia, joiden syvyys on &éreton,
mutta seindméit eivit ole kovia. Kutsutaan tillaisia seindmiid pehmeiksi.
Asrettomid, pehmeéseingisid potentiaaleja ovat esimerkiksi V(x) = |x| ja
harmoninen varédhtelija V(x) = %mw2x2.

Pehmeiéseindisten darettomien kuoppien tapauksessa ongelmaa on la-
hestyttavd hieman toisin. Adrettoméin syvén suorakulmaisen potentiaalin
tapauksessa kuopassa oleva hiukkanen ei tunneloidu, vaan 16ytyy aina kuo-
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pan reunojen sisdpuolelta. Nyt hiukkanen voi 16yty4 seindmén sisdltd miten
pitkalta vain, koska seindmén sisilla SY:n ratkaisufunktio w(x) — 0, kun
x — oo. Talloin myo6s todennakoisyys 1oytaa hiukkanen paikasta x lahestyy
nollaa, koska Iw(x)l2 — 0, kun x — oo. Niin ollen sovellamme kovaseiniis-
ten kuoppien tapausta x-akselille ja madraamme alkuarvot siten, ettd al-
kuarvot y'(xg) = 0, y(x¢) = 1 jossakin pisteessi xg, joka on riittdvin pitkalla
seindman sisalld. Kaytannossa tama tarkoittaa sité, ettda upotamme poten-
tiaalikuoppamme toiseen, ddrettoméan syvaan, potentiaalikuoppaan, jonka
kova seind on kohdassa xg. Tdméa on approksimaatio ja laskentaan tuodun
virheen mééra riippuu pisteen xy valinnasta. Huomataan, ettd hiukkasen
energian kasvaessa, upotetun potentiaalin seinimé lahestyy pistetta xg ja
samalla tehty virhe kasvaa, jolloin virheen pienentdmiseksi siirretidin sei-
namiad kauemmaksi.

6 Tulokset, analyysi ja paiatelmit

Seuraavaksi kasittelemme numeeristen algoritmien tuottamia tuloksia ja
vertailemme niitd analyyttisiin ratkaisuihin niissid tapauksissa kun ana-
lyyttinen ratkaisu on olemassa. Tapauksissa, joissa SY ei ratkea analyytti-
sesti, vertaamme algoritmeja toisiinsa. Menetelmén tarkkuus analyyttises-
ti ratkeavassa tapauksessa antaa viitteitd menetelméan tarkkuudesta ylei-
semminkin. On kuitenkin pidettava mielessé, etta potentiaalikuopat, jotka
sisiltavat epdjatkuvuuksia kasvattavat algoritmin paikallista virhetta epa-
jatkuvuuskohdissa. Niin ollen menetelmit, jotka toimivat hyvin sileille po-
tentiaalikuopille voivat tuottaa odotettua epitarkempia tuloksia tai mene-
telmén suoritus voi keskeytya, kun kyseessia on epéjatkuvuuksia sisaltava
potentiaali. Ndiden tutkimusten lisdksi vertaamme saatuja tuloksia julkai-
suissa ja kirjallisuudessa esiintyviin arvoihin.

Ensin kisittelemme lyhyesti yksikkojarjestelméé, jota tata tyota varten
kirjoitettu ohjelma kayttia ja, jossa tulokset on ilmaistu.

6.1 Hartreen yksikot

Ohjelmakoodin yksinkertaistamiseksi valittiin kayttoon yksikkojarjestelma,
jota kaytetddn yleisesti atomi- ja ydinfysiikan laskuissa. Tamén yksikkojar-
jestelméan esitteli Douglas Hartree vuonna 1928 julkaistussa artikkelissaan
[26]. Han nimitti yksikoita atomisiksi yksikoiksi (atomic units). Tulokset on
ilmaistu niissa yksikoissa.
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Hartreen yksikkojirjestelméssi patee

1
B 4me

h=m, =e=1, (144)

jolloin Schréodingerin yhtilo yksinkertaistuu muotoon

1
5" @)+ V() = Ey(). (145)

On mahdollista johtaa lisédé suureita, jotka ovat arvoltaan yksi Hartree yk-
sikoissa. Naita ovat esimerkiksi Hartree energia Ej; = 27,211 eV ja Bohrin
sidde ag = %.

Yksikkéjgrjestelmén muutos vaikuttaa luonnollisesti myos potentiaali-
funktioihin. Erityisesti meita kiinnostavat sellaiset potentiaalit, joissa Schro-
dingerin yht&lo ratkeaa analyyttisesti. Téllaisille potentiaaleille energian
ominaisarvot ovat Hartree yksiko6issd usein rationaalisia.

Seuraavassa taulukossa on listattu esiteltyjen analyyttisesti ratkeavien

potentiaalien energiatilojen ominaisarvot SI- ja Hartree yksikoissa.

Taulukko 1: Analyyttisesti ratkeavien potentiaalien energian ominaisarvot
SI- ja Hartree yksikoissa.

Potentiaali E,, SI-yksikét E,, Hartree-yksikot
Harmoninen varahtelija hw(n + %) w(n+ %)
Vedynkaltainen atomi —% ( 47;;;0 ) Z—: - z_rlﬂ
Aéreton suorakulmainen % (%)2 % (%)2

Taulukosta 6.1 ndhd&én, ettd esimerkiksi vedynkaltaisen atomin perus-
tilan energia Hartree-yksikoissd on E1 = —%. Energia Sl-jarjestelmén yksi-
koissd saadaan kertomalla Hartree-energialla E1 = E1Ep, = —% x27,211eV =
—-13,605 eV.

6.2 Analyyttisesti ratkeavat tapaukset

Valitsimme kolme analyyttisesti ratkeavaa potentiaalikuoppaa tutkittavak-
si valituilla menetelmilld. Seuraavissa taulukoissa on esitetty saadut tulok-
set perustilalle, analyyttinen ratkaisu ja analyyttisen ja numeerisen ratkai-
sun ero. Arvioimme menetelmien tarkkuutta ja soveltuvuutta Schrodinge-
rin yhtdlon ratkaisemiseen niiden tulosten pohjalta. Lisda tuloksia 16ytyy
liitteestd A, jossa on esitetty tulokset viidelle alimmalle tilalle.
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6.2.1 Harmoninen varihtelija

Tassa kappaleessa esittelemme tulokset harmonisen varahtelijan potentiaa-
lille, kun w = 1. Taulukoissa on esitetty ohjelman loytamét perustilan ene-
gian ominaisarvot askelpituuksille ¢ = {0,2, 0,1, 0,01}.

Taulukosta 2 ndhdéédn, ettd Numerovin menetelmé, Numerovin matrii-
simenetelmi, Runge-Kutta-Fehlberg 4(5) (RKF) ja neljdn pisteen Runge-
Kutta-menetelméa (RK4) ovat selvisti tarkempia kuin Eulerin menetelméa
tai Rungen, Kuttan ja Nystromin menetelmé (RKN). Eulerin menetelméa
tuottaa oikean suuntaisia tuloksia, mutta jaa vertailussa luonnollisesti tar-
kempien menetelmien jalkoihin. Odotetusti korkeimman kertaluvun mene-
telméit ovat tarkimmat taulukoitujen tulosten perusteella. Numerovin mat-
riisimenetelméa on ylivoimaisesti tarkin, kun askelpituus on { = 0,01. RKF-
menetelma on adaptiivinen menetelma4, joten sen tuottamat tulokset eri as-
kelpituuksien alkuarvoille ovat hyvin ldhell4 toisiaan.

Taulukko 2: Harmonisen varidhtelijan perustilan n = 0 energian ominai-
sarvot numeerisesti Eq ja analyyttisesti Eg = % [E], askelpituuksille ¢ =
{0,2,0,1,0,01} jaw =1.

Menetelma & Eo |Eg—Eolx1078

Euler 0,2 0,56 59604,02
0,1 0,53 28974,85

0,01 0,50 2827,76

RK4 0,2 0,50 6,85
0,1 0,50 0,24

0,01 0,50 0,61

Numerov 0,2 0,50 7,32
0,1 0,50 0,61

0,01 0,50 0,61

RKN 0,2 0,56 60413,21
0,1 0,53 29437,50

0,01 0,50 2807,01

Numerov- 0,2 0,50 6,28
Matriisi 0,1 0,50 0,39
0,01 0,50 4,40 x 1075

RKF4(5) 0,2 0,50 10,51
RKF4(5) 0,1 0,50 5,49
RKF4(5) 0,01 0,50 9,16

RK4 ja RKN ovat neljatta kertalukua, mutta naistd RK4 on selkeéisti tar-
kempi harmonisen varidhtelijan tapauksessa. RKN menetelmin heikkous
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on yllattavad, mutta askelpituuden lyhetessid menetelmén tarkkuus kasvaa
nopeammin korkeammille tiloille, kuin Eulerin menetelméssi. Tdméa néh-
déaan liitteen A taulukosta 9.

Vertaillaan menetelmien virheitd perustiloilla. Huomataan, etta askel-
pituuden puolittuessa 0,2 — 0,1 Numerovin- ja Numerovin matriisimene-
telmén virhe pienenee kertaluvulla. Sama ilmi6 toistuu Numerovin mat-
riisimenetelmille, RKN- ja Eulerin menetelmille, kun askelpituus laskee
0,1 — 0,01. Tassd Numerovin -matriisimenetelméa tuottaa joukon tarkim-
man tuloksen ja virhe tippuu tasolle |[E, — E,| = 0,044 x 1079 [E]. Tarkkuus
heikkenee korkeampien tilojen tapauksessa, mutta vain vihén, silla viiden-
nen tilan virhe on vain kertaluokan suurempi, kuin perustilalle.

RK4 ja Numerovin menetelmien virheet pysyvit samalla tasolla pienim-
milla askelpituuksilla. Tama viittaa siihen, etta askelpituuden ollessa 0,01,
on tarkemmilla menetelmilla saavutettu taso, jolla askelpituuden lyhenta-
minen ei oleellisesti vaikuta tarkkuuteen.

6.2.2 Airetén potentiaalikuoppa

Tassa kappaleessa esittelemme tulokset darettomén potentiaalikuopan ta-
paukselle. Taulukossa 3 on listattuna perustilan energiat, kun potentiaali-
kuopan leveys a = 10 pituuden yksikkoa ja askelpituudet ¢ ={0,2,0,1,0,01}.

Asrettomalle potentiaalikuopalle paras tarkkuus saavutettiin pisimmal-
14 askelpituudella kayttaméalla RKN- ja RK4-menetelmii. RKN-menetelméalla
laskettu ensimmaiisen tilan tarkkuus on jo erittdin hyvilld tasolla: |E, —
E,| = 0,455 x 1072 [E]. RK4-menetelmén tarkkuus samalle tilalle on kolme
kertalukua heikompi. Tamédk&aan tulos ei ole huono, mutta osoittaa, etta sa-
maa kertaluokkaa olevien menetelmien vililld voi olla huomattavia eroja
tarkkuudessa.

Yllattavaa taas on Numerovin ja Numerovin matriisimenetelmén heikko
tarkkuus verrattuna neljannen kertaluvun menetelmiin. Tilanne paranee
oleellisesti, kun askelpituutta pienennetéaéan, mutta Numerovin matriisime-
netelméan tarkkuus sidilyy Eulerin menetelmén tasolla myos lyhyille askel-
pituuksille. Tama4 voi johtua pyoristysvirheistd matriisien késittelyvaihees-
sa.

6.2.3 Vedynkaltainen atomi

Vedynkaltaisen atomin potentiaali ndyttda yksinkertaiselta matemaattises-
ti, mutta numeeriselta kannalta se on haastava. Origoa ldhestyttdessa po-
tentiaalifunktion arvot ldhestyvit Adretonta ja origosta ulospéin kayttayty-
minen on asymptoottista. Tastd syysta virheet kasautuvat eri tavoilla 1a-
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Taulukko 3: Adrettéméin potentiaalikuopan perustilan n = 1 energian omi-
naisarvot numeerisesti £ ja analyyttisesti E1 = 0.0494 [E], askelpituuksille
¢=1{0,2,0,1,0,01} .

Menetelma & Ei |E1-E{x1076

Euler 0,2 0,048 1556,40
0,1 0,049 781,25
0,01 0,049 78,74
RK4 0,2 0,049 0,61
0,1 0,049 0,46x1073
0,01 0,049 6,65x1073
Numerov 0,2 0,050 372,32
0,1 0,049 1,22
0,01 0,049 1,22
RKN 0,2 0,049 0,46x1073
0,1 0,049 0,02
0,01 0,049 0,14x1073
Numerov- 0,2 0,047 1916,25
Matriisi 0,1 0,048 972,35
0,01 0,049 98,6
RKF4(5) 0,2 0,049 0,0001
RKF4(5) 0,1 0,049 0,0005
RKF4(5) 0,01 0,049 0,0011

helld ja kaukana origosta. Kaukana origosta muutokset hilapisteiden vélil-
la ovat pienia ja pyoristysvirheiden kasautuminen on merkittavaa. Origon
lahellda menetelmén virhe kasvaa. Tasta syysta valitsemamme tapa suorit-
taa numeerinen integrointi yleisesti (kohta 4.2) auttaa virheiden hallitsemi-
sessa. Laskenta aloitetaan hyvin ldahelta origoa ja kaukaa origosta, jolloin
lahestytaan liilmauspistetta jossakin pisteessa x;. Talloin origosta etaannyt-
taessa potentiaalifunktion arvot perdkkaisissa hilapisteissa lahestyvat toi-
siaan ja menetelmén virhe ei padse kasautumaan aivan niin paljon, kuin
origoa lahestyttiessid ldheltd; toisaalta origoa lahestyttidessd, potentiaali-
funktion arvojen erotus peridkkéiisissa hilapisteissd kasvaa, jolloin pyoris-
tysvirheiden merkitys vihenee.

Taulukosta 4 huomataan, ettd parhaiten vaikeasta tilanteesta selviytyy
RK4. On myo6s hyva huomata, ettéa virhe on askelpituuden muutoksista huo-
limatta samaa kertaluokkaa. Askelpituuden puolittaminen laskee virhetta
noin kolmannekseen, mutta lyhentdminen kymmenenteen osaan ei oleelli-
sesti vaikuta tarkkuuteen.
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RKF-menetelméan olisi odottanut suoriutuvan hieman paremmin. Tar-
kemmissa tutkimuksissa osoittautui, ettda vedynkaltaisen atomin potentiaa-
lin tapauksessa neljdnnen ja viidennen kertaluvun menetelmien virheet oli-
vat kaytetylla RKF-menetelmalld hyvin ldhell4 toisiaan, kun laskentaa suo-
ritettiin origon ldheisyydessé: x € [0, Z]. Menetelmén oman virhearvion, eli
neljannen- ja viidennen kertaluvun menetelmien tulosten ero, oli € < 1078,
Naiin ollen menetelma ei lyhentényt askelpituutta heti origon 1dhelld, vaan
vasta ldhestyttdesséa liilmauspistetta.

Taulukko 4: Vedynkaltaisen atomin perustilan n = 1 energian ominaisar-
vot numeerisesti E; ja analyyttisesti E; = % [E], kun askelpituus ¢ =
{0,2,0,1,0,01}.

Menetelméi & Ey |E,-Eq1x1076

Euler 0,2 -0,46 33471,66
0,1 -0,47 30835,47

0,01 -0,48 19507,45

RK4 0,2 -0,50 51,37
0,1 -0,50 1,87

0,01 -0,50 1,18

Numerov 0,2 -0,48 23807,98
0,1 -0,50 2985,23

0,01 -0,50 32,35

RKN 0,2 -0,37 129628,30
0,1 -0,41 81427,76

0,01 -0,58 75493,73

Numerov- 0,2 -0,46 37711,40
matriisi 0,1 -0,47 17961,18
0,01 -0,48 24173,81

RKF4(5) 0,2 -0,50 109,40
0,1 -0,50 18,16

0,01 -0,50 1,75

RKF-menetelmé korjaa omaa askelpituuttaan paikallisen virheen mu-
kaan, kuva 9. Liimauspiste on hyvin ldhella vallin reunaa. Menetelma ti-
puttaa askelpituutta radikaalisti l1dhestyttdessa lilmauspistetta origon puo-
lelta.

Butcher mainitsee myos kirjassaan [6] RKF-menetelmien kayttaytymi-
sestd epajatkuvuuksien liahella ja toteaa, ettd RKF-menetelméat ovat askel-
pituuden suhteen alkuarvoherkkia. Téllaisesta havaittiin viitteita, silla me-
netelman virhe laskee hieman askelpituuden puolittuessa.
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= 0.15

= 0.05

0
30

Kuva 9: Efektiivisen Coulombin potentiaalin kuvaaja ja RKF-menetelman
askelpituudet, kun n =0, I = 0 ja askelpituuden alkuarvo ¢ =0,1. Potentiaa-
lifunktion arvot ovat luettavissa vasemmalta pystyakselilta V(x) ja askelpi-
tuuksien arvot oikealta pystyakselilta ¢.

Numerov-pohjaiset menetelmét eivat parjaa tarkkuudessa RK4:lle. Nu-
merovin integroijan tarkkuus on pienimmalla askelpituudella noin kerta-
luvun piidssd tarkimmasta tuloksesta. Ylldttdvaia on Numerovin matriisi-
menetelmin Eulerin menetelméa vastaava tarkkuus. Tdma voi johtua me-
netelméan herkkyydesta epdjatkuvuuksille, kuten RKF-menetelmén tapauk-
sessa.

RKN-menetelmin epiatarkkuus on huolestuttava. RK4 menetelméin tark-
kuus saavutetaan vasta kun askelpituus ¢ = 0,0001. Virheiden kasaantumi-
nen niyttii olevan tille menetelmalle aivan erityisen iso ongelma tassa ta-
pauksessa.

Seuraavaksi tutkimme numeeristen menetelmien suorituskykyé tapauk-
sissa, joissa Schrodingerin yhtalo ei ratkea analyyttisesti.
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6.3 Ei-analyyttisesti ratkeavat tapaukset

Ei-analyyttisesti ratkeavien tapausten kohdalla ratkaisu on l6ydettava joko
numeerisesti tai esimerkiksi graafisesti. Kdytamme kuitenkin vain numee-
risia menetelmid energian ominaisarvojen etsimiseen. Koska analyyttista
ratkaisua ei ole, vertaamme saatuja tuloksia kirjallisuudessa ja artikkeleis-
sa julkaistuihin tuloksiin, seka esiteltyihin, tarkemmiksi havaittuihin, me-
netelmiin.

6.3.1 Airellinen potentiaalikuoppa

Adsrellinen potentiaalikuoppa sisaltaa hyppaysepsjatkuvuudet kohdissa x =
{—2,5,2,5}. Naissé pisteissé potentiaalifunktion derivaatan arvo on direton.
Kaytannossa aarettoméaéan derivaattaan ei koskaan paadyté, silla potenti-
aalifuntkio on yksiarvoinen ja menetelmén askelpituus dérellinen.

Adsrellisen potentiaalikuopan dimensioiksi valittiin Vo =5 [E]ja L =5
[L]. Tallaisessa potentiaalissa sijaitseva hiukkanen voi olla kuudella eri ti-
lalla. Koska kirjallisuudesta tai artikkeleista ei 16ytynyt vastaavan poten-
tiaalikuopan energian ominaisarvoja, saadaan toinen arvio ominaisarvoil-
le Newton-Raphson-menetelmallé iteroimalla. Iteroinnissa kaytettiin virhe-
lahteiden vahentamiseksi yhtéloiden (111) symbolisesti laskettuja derivaat-
toja ja perdakkaisten iteraatioaskeleiden erolle tavoitearvoa |x,,1—x,| < 1072
[E]. Siis laskenta lopetettiin, kun kahden peréttaisen iteraatioaskeleen eron
itseisarvo oli alle 1079 [EL.
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Taulukko 5: Aarellisen suorakulmaisen potentiaalin perustilan energian
ominaisarvot numeerisesti £y ja Newton-Raphson - menetelmalld E, =
—4,84463 [E], kun askelpituus ¢ ={0,2,0,1,0,01}.

Menetelma & Eo |Eo—-Eyx1076

Euler 0,2 -4,83 17049,13
0,1 -4,83 14771,65

0,01 -4,84 1411,64

RK4 0,2 -4,84 7120,56
0,1 -4,84 1760,08

0,01 -4,84 182,78

Numerov 0,2 -4,85 4356,82
0,1 -4,84 5356,32

0,01 -4,84 549,19

RKN 0,2 -4,83 11738,51
0,1 -4,83 11640,83

0,01 -4,84 1107,30

Numerov- 0,2 -4,85 1119,64
matriisi 0,1 -4,85 5633,99
0,01 -4,85 552,09

RKF4(5) 0,2 -4,85 9,92
0,1 -4,85 0,02

0,01 -4,85 2,20

Kaikki menetelmat tuottavat kaikilla tutkituilla askelpituuksilla saman-
suuntaiset tulokset. Pienin ero iteroidun ja integroidun tuloksen valilla oli
RKF-menetelmalla. Airellinen hyppéysepajatkuvuus ei nayti vaikuttavan
menetelméan toimintaan aivan yhta paljon, kuin vedynkaltaisen atomin po-
tentiaalin tapauksessa. Kuvasta 10 ndhdéén, ettd menetelmé alkaa pienen-
taa askelpituuttaan jo selvisti ennen potentiaalikuopan reunaa ja askel-
pituuden minimit saavutetaan epijatkuvuuskohdissa. Heti kuopan sisilla
askelpituutta on pystytty kasvattamaan.

RK4- ja Numerov-pohjaiset menetelmit tuottavat tulokset, jotka ovat
virheeltadn hyvin ldhella toisiaan. Numerovin menetelmélté olisi odotta-
nut tarkempaa arviota, mutta epéjatkuvuudet vaikuttavat molempien me-
netelmien tarkkuuteen ja tarkkuus jaa selkeésti odotetusta. RK4- ja Nume-
rovin menetelmilld padstddn RKF-menetelmén tarkkuuteen laskenta-ajan
kustannuksella laskemalla askelpituus hyvin pieneksi ¢ x 107%. Tamaé ei
ole kaytannollistd. Tarkkuusvaatimuksista riippuen on suositeltavaa kayt-
tda korkeamman asteen menetelméai tai muuttuvan askelpituuden mene-
telmaa.
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Kuva 10: Aarellisen potentiaalikuopan kuvaaja ja RKF-menetelmén askel-
pituudet, kun n = 0 ja askelpituuden alkuarvo ¢ = 0,2. Potentiaalifunktion
arvot ovat luettavissa vasemmalta pystyakselilta V(x) ja askelpituuksien

arvot oikealta pystyakselilta &.

6.3.2 Gaussin potentiaali

Gaussin potentiaali ei sisidlla epdjatkuvuuksia ja potentiaalifunktion deri-
vaatat ovat matalalle potentiaalille hyvin maltilliset. Voisi siis odottaa, etta
menetelmét suoriutuisivat integroinnista tarkkuuteensa nidhden hyvin.

Gaussin potentiaalin ratkaisua vertailtiin Fernandezin artikkelissa [25]
esitettyihin arvoihin, kun Vo=1,a=1jan =0.

Eulerin, RKN- ja Numerovin menetelméat ovat tarkkuudeltaan hyvin 14-
hella toisiaan, kun askelpituus on pisimmillddn. Numerovin menetelméan
tapauksessa tama on yllattavai, silla Numerovin matriisimenetelmé samal-
la askelpituudella tuottaa nelja kertalukua tarkemman ratkaisun. Matrii-
simenetelmén tarkkuuteen paastaan suoralla integrointimenetelméalla, kun
askelpituus laskee puoleen. Tdma antaa aihetta epiill4, ettd automaattises-
ti energian ominaisarvoja etsiva algoritmi 16ytanyt logaritmisen derivaatan
lokaalin minimin, jolloin seuraava arvo jaa loytymatta.
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Taulukko 6: Gaussin potentiaalin, Vy = 1, a = 1, perustilan n = 0 energian
ominaisarvot numeerisesti E, ja kirjallisuudesta E = 0,47740 [E], kun as-
kelpituus ¢ ={0,2,0,1,0,01}.

Menetelméa & Eo |Eo—Eox1078

Euler 0,2 -0,43 52881,57
0,1 -0,48 1443,58

0,01 -0,48 2560,52

RK4 0,2 -0,48 19,02
0,1 -0,48 10,47

0,01 -0,48 9,25

Numerov 0,2 -0,46 15539,65
0,1 -0,48 9,25

0,01 -0,48 9,86

RKN 0,2 -0,43 48307,92
0,1 -0,45 23590,51

0,01 -0,48 2283,42

Numerov- 0,2 -0,48 4,13
matriisi 0,1 -0,48 9,67
0,01 -0,48 10,02

RKF4(5) 0,2 -0,48 894,73
0,1 -0,48 9,30

0,01 -0,48 9,04

RKN-menetelméin heikkoon suoritukseen on vaikea 16ytda hyviaa syyta.
Menetelmén askelpituuden lyhentédminen tasolle ¢ x 10~® antaa oikein kol-
me merkitsevdd numeroa. Onko kyseessd menetelmén soveltumattomuus
taméntyyppisille ongelmille, vai jokin tietokoneen lukualueen rajallisuu-
teen ja pyoristysvirheisiin liittyvd omalaatuisuus, on epédselvaa. Menetel-
mén soveltuvuus vaatii lisdtutkimuksia ja olisikin mielenkiintoista vertail-
la saman kertaluokan RKN-menetelmien suorituskykya keskenédan.

RK4-menetelmé tuottaa joukon tarkimman ratkaisun Numerovin mat-
riisimenetelmén kanssa jo lyhimmalla tutkitulla askelpituudella. Tarkkus
ei parane oleellisesti askelpituuden lyhentyessia. RKF-menetelmé osoittaa
jalleen alkuarvoherkkyytensid askelpituuden suhteen. Menetelméi tuottaa
kahdella lyhimmalla askelpituuden arvolla pienimmaét virheet.

Tulosten tarkkuuteen vaikuttaa se, miten lahelle potentiaalikuopan mi-
nimikohtaa liimauspiste asettuu. Gaussin potentiaalin tapauksessa liimaus-
piste x; = § perustilalle. Potentiaalin minimikohta on my6s potentiaalifunk-
tion derivaatan nollakohta ja ldhelld tata pistettd laskettavat derivaatat
voivat olla hyvin pienid. Tamaé on vaikea tilanne liukuluvuilla laskettaessa
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ja voi tuottaa huomattavia virheitd. Numerovin matriisimenetelmé on tille
immuuni, ja RKF-menetelmé tarkkailee omaa virhettédén ja etenee varsin
pienin askelin potentiaalikuopan minimikohdan ldhella.

6.4 Paiatelmat

Differentiaaliyhtéloiden ratkaiseminen numeerisesti on ldhes aina kompro-
missi tarkkuuden, ajankayton ja kdytettavissa olevan laskentatehon tai muis-
tikapasiteetin vililla. Schrodingerin yhtilon ratkaiseminen ei eroa tasta
lainkaan. Numeeristen menetelmien ndkokulmasta Schrodingerin yhtalo
petollinen tutkittava. Rauhallisesti kayttaytyva potentiaalifunktio, derivaa-
tan arvot nollia tai ldhes nollia, saattaa seuraavalla askeleella ldhestya aa-
retonta tai kayttaytya muuten patologisesti. Soveltuvan menetelméan taytyy
tallaisissakin tilanteissa kayttaytya stabiilisti. Paikallisesti suuret derivaa-
tan arvot ja navat on pystyttava kiasitteleméén ja ohittamaan siten, etta
poikkeavassa kohdassa tapahtunut paikallisen virheen kasvu ei vaikuta ra-
dikaalisti tuloksen luotettavuuteen.

Kasiteltyjen potentiaalikuoppien ratkaisuista saatujen energiatilojen tark-
kuuden perusteella voidaan yleisesti todeta, ettd neljainnen kertaluvun Runge-
Kutta-menetelmé soveltuu monen erilaisen ongelman ratkaisujen tutkimi-
seen. RK4 tuottaa varsin tarkkoja tuloksia nopeasti, kun askelpituus on
verrattaen suuri. Saatujen tulosten valossa ei ole yllattavaa, ettd RK4 on
edelleen kaytossa suuressa mairassa sovelluksia. Tamén lisdksi menetel-
mé on yksinkertainen soveltaa myos differentiaaliyhtdloryhmille ja ohjel-
moida. Joidenkin potentiaalikuoppien kohdalla RK4 ei ollut soveltuvin me-
netelmi, mutta se silti puoltaa paikkaansa nopeuden ja muistinkdyton kan-
nalta. Askelpituutta lyhentamalla paastiin yleensa korkeamman asteen me-
netelmien tarkkuuteen.

Numerovin ja Numerovin matriisimenetelma soveltuvat hyvin SY:n rat-
kaisemiseen, kun potentiaalifunktio kidyttiaytyy rauhallisesti, eikd sisdlla
epajatkuvuuksia. Kuudennen kertaluvun menetelmaét tuottavat tarkkoja tu-
loksia ja matriisimenetelmén etuna on, ett4 matriisin diagonalisoinnilla saa-
daan kerralla matriisin kaikki ominaisarvot. On kuitenkin huomattava, et-
td matriisimenetelmilla lasketut ylimmat tilat voivat olla hyvinkin epaatark-
koja, silld kanta on darellinen. Menetelméat suoriutuvat hankalammistakin
tapauksista, mutta vasta kun askelpituutta pienennetéaén riittavasti.

Hankalille, epédjatkuvuuksia ja asymptoottista ddrettomyytta sisaltavil-
le tapauksille erittdain toimivaksi menetelméksi havaittiin Rungen, Kuttan
ja Fehlbergin menetelmé. Menetelmé on selviasti hankalampi ohjelmoida si-
séisen logiikkansa ja suuren aputekijiméairiansa takia, kuin késitellyt nel-
jannen kertaluvun menetelmét, mutta tarkkuuden vuoksi vaivanniko kan-
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nattaa. Koska menetelmi tarkkailee paikallista virhettdéin, se pystyy ete-
nemadn esimerkiksi napoja ja hyppéaysepéajatkuvuuksia sisaltavassa poten-
tiaalissa, kunhan maksiimivirhe ja -askelpituudet on méaritelty hyvin. N&i-
den parametrien méaarittelemisessa on jalleen kysymys kompromissista, sil-
14 liian tiukat rajat pysiayttiaviat menetelmin ensimmaéiseen epdjatkuvuus-
kohtaan, kun askelpituuden minimi saavutetaan ja laajat rajat lisaavat las-
kenta-aikaa ja muistin tarvetta, silld askelpituus saattaa tippua ongelma-
kohdissa kohtuuttoman pieneksi.

Rungen, Kuttan ja Nystréomin menetelmén heikko suoriutuminen suu-
rimmasta osasta ongelmia oli yllatys. Tdméa menetelmé soveltuu suoraan
toisen kertaluvun differentiaaliyhtéloiden ratkaisemiseen, mutta menetel-
mén tarkkuus oli monesti Eulerin menetelmén tasoa. Askelpituutta pienen-
tamaéalla menetelméan virhe laski nopeammin, kuin Eulerin menetelmall4,
mutta tama tehdddn aina laskenta-ajan kustannuksella. RKN-menetelméaa
ei voi suositella kaytettaviksi, kuin ddrettomén potentiaalikuopan tapauk-
sessa, jossa se tuotti erinomaisia tuloksia.

Saatujen tulosten perusteella jaa vield epéselviksi ovatko menetelmét
menetelméaperheen sisillé toisiaan vastaavia. Toisin sanoen tuottavatko sa-
maa kertalukua olevat menetelmat, joissa on eri aputekijoiden kertoimet,
tuloksia samalla tarkkuudella. Jos eivit, millaiset kertoimet tuottavat tar-
kimmat tulokset eri potentiaalikuoppien tapauksissa? Silld kertoimet ovat
rationaalilukuja — kertoimien, ratkaisuyritteen, yritteen derivaatan ja po-
tentiaalifunktion tulojen summien virheet voivat kasautua eri tavoilla eri
kertoimille. Erityisesti tdma voi olla ongelma, kun potentiaalifunktio ei ole
silea.

Koska tédta tyota varten kirjoitettu ohjelmarunko sallii laajentamisen ja
menetelméat on kuvattu yleiskayttoisesti, ohjelmalle on mahdollista kuvail-
la uusia differentiaaliyht#l6itd, numeerisia mentelmié ja potentiaalikuop-
pia. Potentiaalikuoppiin on mahdollista lisiata esimerkiksi sahkokentta toi-
nen hiukkanen tai jokin muu hairi6. Lisdksi tutkimuskentian laajentami-
nen esimerkiksi kolmeulotteisten ja epilineaaristen differentiaaliyhtiloi-
den tutkimiseen avaa uusia mahdollisuuksia ohjelman kayttoon. Kaytetta-
vissi olevat matriisimenetelmét soveltuvat monenlaisten Hamiltonin ope-
raattoreiden matriisiesitysten kasittelemiseen ja numeeriset integrointime-
netelmét soveltuvat pienin muutoksin stationaaristen kolmeulotteisten on-
gelmien ratkaisemiseen.

Vaikka yksiulotteinen, stationaarinen, Schrédingerin yht#l6 on jo vaisty-
nyt ldhes lelumallin asemaan tutkimuksessa, se on silti erittdin tarkea vali-
ne kvanttimekaniikan ilmididen, kisitteiden ja perusteiden valittdmisessa.
Jo yksinkertaisten potentiaalien tapauksessa ndhdain energiatilojen kvan-
tittuminen ja tunneloituminen — ilmiot jotka tdssdkin tyosséa ovat jatkuvas-
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ti lasné. Petollisen yksinkertaiselta vaikuttavan differentiaaliyhtélon sisal-
ta paljastuu eri tasoisten ongelmien kirjo, jotka haastavat ihmiset ja me-
netelmét vield lahes sadan vuoden jalkeen. Ratkaistavien ongelmien maa-
rd ja laatu inspiroivat kehittdméaan jo olemassaolevista numeerisista me-
netelmisté tietyille ongelmille paremmin soveltuvia versioita. Tédssa tyossa
esitellyt menetelmét ovat yleiskayttoisia ja ratkaistuihin ongelmiin ndhden
vaihtelevasti sopivia. Voimme todeta, ettd yksikdén nidistd menetelmista ei
ole taysin yleiskayttoinen, mutta useimmat ovat hyvin toimivia ja soveltu-
vat ainakin ongelmaan tutustumiseen.
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A Tulostaulukot

A.1 Harmoninen variahtelija

Taulukko 7: Harmonisen viriahtelijin energian ominaisarvot numeerisesti

E,, ja analyyttisesti E,,, kun askelgituus ¢=02jaw=1.
Menetelmé n E, E, |E,-E, x107

Euler 0 0,56 0,5 59604,02
1 1,73 1,5 229864,75
2 264 2,5 142271,45
3 3,81 3,5 306366,57
4 467 4,5 173975,95
RK4 0 050 0,5 6,85
1 1,50 1,5 105,23
2 250 25 464,81
3 350 3,5 1232,30
4 4,50 4,5 2561,15
Numerov 0 0,50 0,5 7,32
1 1,50 1,5 44,55
2 250 2,5 158,69
3 3,60 3,5 398,56
4 4,50 4,5 817,87
RKN 0 0,56 0,5 60413,21
1 162 1,5 118281,25
2 2,65 25 146460,57
3 3,68 3,5 175434,57
4 470 4,5 197664,18
RKF4(5) 0 050 0,5 10,51
1 1,50 1,5 21,72
2 250 25 21,03
3 350 3,5 20,14
4 4,50 4,5 4,77
Numerov- 0 0,50 0,5 6,28
matriisi 1 1,50 15 44,07
2 250 2,5 157,70
3 350 3,5 398,34
4 4,50 4,5 817,75
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Taulukko 8: Harmonisen vérdhtelijan energian ominaisarvot numeerisesti

E}, ja analyyttisesti E,, kun askelpituus ¢ =0,1 ja w = 1.

Menetelma n E, E, |E,—E,| x1076
Euler 0 0,53 0,5 28974,85
1 1,61 1,5 113142,54
2 257 25 70909,28
3 3,66 3,5 158634,39
4 459 45 91710,39
RK4 0 0,50 0,5 0,24
1 150 1,5 6,55
2 2,50 2,5 32,82
3 3,50 3,5 88,25
4 450 45 185,73
Numerov 0 050 0,5 0,61
1 150 1,5 3,66
2 250 25 10,37
3 3,50 3,5 25,63
4 4,50 4,5 50,65
RKN 0 0,53 0,5 29437,50
1 1,56 1,5 57793,42
2 2,57 2,5 71901,71
3 3,59 3,5 86033,07
4 460 45 96738,46
RKF4(5) 0 0,50 0,5 5,49
1 150 1,5 0,45
2 2,50 2,5 9,91
3 3,50 3,5 5,75
4 450 45 1,04
Numerov- 0 0,50 0,5 0,39
matriisi 1 150 1,5 2,74
2 250 25 9,79
3 3,50 3,5 24,68
4 4,50 4,5 50,57
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Taulukko 9: Harmonisen vérdhtelijan energian ominaisarvot numeerisesti

E, ja analyyttisesti E,, kun askelpituus ¢ =0,01 ja w = 1.

Menetelma n E, E, |E,—E,| x1076
Euler 0 0,50 0,5 76
1 151 15 11137,09
2 251 25 7355,35
3 3,52 3,5 16303,10
4 451 45 10226,44
RK4 0 0,50 0,5 0,61
1 150 1,5 0,61
2 250 25 0,61
3 3,50 3,5 0,61
4 450 4,5 0,62
Numerov 0 050 0,5 0,61
1 150 1,5 1,22
2 250 25 0,61
3 3,50 3,5 1,22
4 450 45 0,61
RKN 0 0,50 0,5 2807,01
1 151 15 5654,91
2 251 25 7052,61
3 3,51 3,5 8475,95
4 451 45 9524,53
RKF 0 0,50 0,5 9,16
1 150 1,5 132,45
2 250 25 120,24
3 3,50 3,5 3,05
4 4,50 4,5 6,72
Numerov- 0 0,50 0,5 44,00x107°
matriisi 1 150 1,5 0,28x1073
2 250 25 0,98x1073
3 350 3,5 247x1073
4 450 4,5 5,04x1073
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A.2 Aireton potentiaalikuoppa

Taulukko 10: Aidrettoman potentiaalikuopan energian ominaisarvot numee-
risesti E, ja analyyttisesti E,, kun askelpituus ¢ =0,2.
Menetelmda n E, E, |E,-E,| x107%

Euler 1 0,0478 0,0493 1556,3960
2 0,1922 0,1974 5209,9758
3 04424 0,4441 1747,3753
4 0,7578 0,7896 31810,3931
5 1,2012 1,2337 32470,7602
RK4 1 0,0493 0,0493 0,6059
2 0,1974 0,1974 0,0148
3 0,4441 0,4441 7,9958
4 0,7896 10,7896 49,9585
5 1,2339 1,2337 189,1519
Numerov 1 0,0497 0,0493 372,3149
2 0,1973 0,1974 133,2959
3 0,4285 0,4441 15621,5770
4 0,7998 0,7896 10220,9544
5 1,2226 1,2337 11104,2333
RKN 1 0,0493 0,0493 0,0005
2 0,1974 0,1974 2,1966
3 04441 0,4441 5,8564
4 0,7896 0,7896 72,0172
5 1,2339 1,2337 182,3736
Numerov- 1 0,0474 0,0493 1916,2467
matriisi 2 0,1897 0,1974 7665,1576
3 0,4269 0,4441 17248,2718
4 0,7589 0,7896 30671,5850
5 1,1857 1,2337 47950,7250
RKF4(5) 1 0,0494 0,0493 0,0001
2 0,1974 0,1974 0,0002
3 04441 0,4441 0,0049
4 0,7896 0,7896 0,0579
5 1,2337 1,2337 0,3494
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Taulukko 11: Aidrettémén potentiaalikuopan energian ominaisarvot numee-
risesti £, ja analyyttisesti £, kup askelpituus ¢ =0,1

Menetelmia n E, E, |E,-E, x1078
Euler 1 0,049 0,0493 781,2495
2 0,195 0,1974 2599,5838
3 0444 04441 547,8074
4 0,774 0,7896 15243,3843
5 1,219 1,2337 14453,4081
RK4 1 0049 0,0493 0,0005
2 0,197 0,1974 0,7069
3 0444 04441 0,2883
4 0,790 0,7896 3,1977
5 1234 12337 11,9239
Numerov 1 0,049 0,0493 1,2202
9 0,197 0,1974 0,2441
3 0444 04441 0,2457
4 0,790 0,7896 1,2214
5 1,234 1,2337 3,1711
RKN 1 0,049 0,0493 0,0165
2 0,197 0,1974 0,7069
3 0,444 04441 0,2883
4 0,790 0,7896 6,8598
5 1234 12337 14,3653
Numerov- 1 0,048 0,0493 972,3512
matriisi 2 0,194 0,1974 3889,4160
3 0,435 0,4441 8751,2965
4 0,774 0,7896 15558,3891
5 1,209 1,2337 24311,7257
RKF4(5) 1 0,049 0,0493 0,0005
2 0,197 0,1974 0,0002
3 0444 04441 0,0001
4 0,790 0,7896 0,0579
5 1,234 1,2337 0,0049
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Taulukko 12: Airettémén potentiaalikuopan energian ominaisarvot numee-
risesti £, ja analyyttisesti E,, kulg askelpituus ¢ = 0,01.

Menetelmia n E, E, |E,-E,| x107
Euler 1 0,0493 0,0493 78,7374
2 0,1971 0,1974 259,3463
3 04441 04441 96,1257
4 0,7881 0,7896 1438,3864
5 11,2324 1,2337 1256,3824
RK4 1 00493 0,0493 0,0067
2 0,1974 0,1974 0,5573
3 04441 04441 0,4909
4 0,7896 0,7896 0,3981
5 12337 12337 0,2789
Numerov 1 0,0493 0,0493 1,2202
90,1974 0,1974 0,2441
3 04441 04441 0,2457
4 0,7896 0,7896 0,0007
5 11,2337 1,2337 0,7304
RKN 1 0,0493 0,0493 0,0001
2 0,1974 0,1974 0,2295
3 04441 0,4441 0,4909
40,7896 0,7896 0,3981
5 12337 12337 0,2789
Numerov- 10,0492 0,0493 98 5482
matriisi 2 0,1970 0,1974 394,1928
3 0,4432 0,4441 886,9338
4 0,7880 0,7896 1576,7712
5 11,2312 1,2337 2463,7052
RKF4(5) 1 0,0493 0,0493 0,0011
2 0,1974 0,1974 0,0038
3 04441 04441 0,0013
40,7896 0,7896 0,0150
5 11,2337 1,2337 0,0913
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A.3 Vedynkaltainen atomi

Taulukko 13: Vedynkaltaisen atomin energian ominaisarvot numeerisesti

E, ja analyyttisesti E,, = —=5, kun askelpituus & = 0,2.

2n2’

Menetelmid n E, E, |E,-E, x1076
Euler 1 -0,4665 -1 33471,6564
2 -0,1205 —2 4528,0576
3 -00540 -4 1541,6888
4 -0,0238 - 7428,7442
RK4 1 -05001 -1 51,3703
2 -0,1250 —2 3,0198
3 -00554 -L 133,4806
4 -0,0246 - 6612,3814
Numerov 1 -04762 -1 23807,9834
2 -0,1228 —z 2196,0415
3 -0,0550 -4 537,8504
4 -0,0247 - 6538,0761
RKN 1 -0,3704 -1 129628,2966
2 -0,3603 —2 235273,4183
3 -01061 -% 50553,4757
4 00298 - 61039,9667
Numerov- 1 -0,4623 -3 37711,3946
matriisi 2 -0,1201 —2 4869,9394
3 00477 -4 7860,0384
4 — 35 31250,0000
RKF4(5) 1 -05001 -1 109,4034
2 -0,1250 —% 15,5090
3 -0,0554 -4 127,0849
4 -0,0246 -4 6607,2617

wW
[\
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Taulukko 14: Vedynkaltaisen atomin energian ominaisarvot numeerisesti

E}, ja analyyttisesti E,, kun askelpituus ¢ =0,1.

Menetelma n E, E, |E,-E,|x1076
Euler 1 -0,4692 1 30835,4662
2 -0,1213 2 3683,9070
3 -0,0490 % 6558,3916
4 00188 50068,7502
RK4 1 -0,4999 = 1,8718
2 -0,1247 2 256,1726
3 -0,0498 < 5745,4033
4 00169 = 48121,7288
Numerov 1 -0,4970 1 2985,2295
2 -0,1246 2 373,5357
3 -0,0553 <% 244,8915
4 -0,0246 = 6704,1105
RKN 1 -0,4186 1 81427,7617
2 -0,1142 g 10750,3645
3 -00522 < 3358,2602
Numerov- 1 -0,4820 1 17961,1801
matriisi 2 -0,1227 2 2276,5127
3 -0,0547 <% 825,3790
4 -0,0241 o 7188,4985
RKF4(5) 1 -0,5000 1 18,1562
2 -0,1250 2 4,9522
3 -0,0554 < 127,0853
4 -0,0246 o 6607,2617
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A.3 Vedynkaltainen atomi A TULOSTAULUKOT

Taulukko 15: Vedynkaltaisen atomin energian ominaisarvot numeerisesti

E}, ja analyyttisesti E,, kun askelpituus ¢ = 0,01.

Menetelma n E, E, |E,-E,|x1076
Euler 1 -0,4805 % 19507,4463
2 -0,1225 1 2475,5896
1
3 -0,0547 891,8633
4 -0,0240 % 7224,1274
5 10,1103 5 130278,8971
RK4 1 -0,5000 1 1,1763
2 -0,1250 2 0,5996
1
3 -0,0554 130,7612
4 -0,0246 % 6610,7325
5 01131 5 133097,5006
Numerov 1 -0,5000 1 32,3486
2 -0,1250 2 3,6635
1
3 -0,0554 = 132,5798
4 -0,0246 % 6611,3218
5 01146 5 134573,3307
RKN 1 -0,5755 % 75493,7255
2 -0,1339 2 8869,4711
3 -0,0581 < 2512,2063
4 -0,0267 % 4508,1233
5 = 20000,0000
Numerov- 1 -0,4758 % 24173,8089
matriisi 2 -0,1280 2 3026,8332
3 -0,0545 <+ 1072,8854
40,0148 % 46023,4140
5 10,1102 z 130229,4568
RKF4(5) 1 -0,5000 1 1,7519
2 -0,1250 2 3,2717
1
3 -0,0554 < 128,4590
4 -0,0246 % 6665,4969
5 01131 £ 133097,5006
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A.4 Adrellinen potentiaalikuoppa A TULOSTAULUKOT

A4 Asrellinen potentiaalikuoppa

Taulukko 16: Airellisen potentiaalikuopan energian ominaisarvot numeeri-
sesti K, ja analyyttisesti E,, kun askelpituus ¢ =0,2.

Menetelma n E, E, |E,-E,|x107%
Euler 0 -4,8276 -4,8446 17049,1272
1 -4,3426 -4,3808 38264,6495
2 -3,5111 -3,6166 105412,5632
3 -2,2936 -2,5697 276024,3834
4 -0,9110 -1,2847 373719,9788
RK4 0 -4,8375 -4,8446 7120,5562
1 -4,3525 -4,3808 28348,6239
2 -3,55633 -3,6166 63224,9875
3 -2,4593 -2,5697 110341,9364
4 -1,1222 -1,2847 162562,7354
Numerov 0 -4,8490 -4,8446 4356,8171
1 -4,3651 -4,3808 15712,1190
2 -3,6297 -3,6166 13123,1067
3 -2,7029 -25697 133264,6243
4 -1,3656 -1,2847 80841,8680
RKN 0 -4,8329 -4,8446 11738,5131
1 -4,3344 -4,3808 46448,0848
2 -3,5143 -3,6166 102313,9657
3 -2,3951 -2,5697 174611,1429
4 -1,0355 -1,2847 249246,3467
Numerov- 0 -4,8458 -4,8446 1119,6350
matriisi 1 -4,3851 -4,3808 4238,7810
2 -3,6252 -3,6166 8606,0961
3 -2,6825 -2,5697 12791,3723
4 -1,2987 -1,2847 13952,2272
RKF4(5) 0 -4,8446 -4,8446 9,9174
1 -4,3808 -4,3808 7,9896
2 -3,6166 -3,6166 8,5505
3 -2,5696 -2,5697 25,3720
4 -1,2862 -1,2847 1518,7247
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Taulukko 17: Airellisen potentiaalikuopan energian ominaisarvot numeeri-
sesti E,, ja analyyttisesti E,, kun askelpituus ¢ =0,1.

Menetelma n E, E, |E,-E,| x107
Euler 0 -4,8299 -4,8446 14771,6476
1 -4,3366 -4,3808 44221,1650
2 -3,6073 -3,6166 109294,6890
3 -2,3280 -2,5697 241645,0601
4 -0,9563 -1,2847 328440,8743
RK4 0 -4,8429 -4,8446 1760,0745
1 -4,3738 -4,3808 6992,0390
2 -3,6010 -3,6166 15517,3176
3 .25498 -2.5697 96843 4224
4 -1,2456 -1,2847 39133,1756
Numerov 0 -4,8393 -4,8446 5356,3177
1 -4,3596 -4,3808 21277,3098
2 -3,5694 -3,6166 47180,8529
3 -2,4882 -25697 81433,8670
4 -1,1667 -1,2847 118011,8955
RKN 0 -4,8330 -4,8446 11640,8305
1 -4,3348 -4,3808 46088,1647
2 -3,56150 -3,6166 101609,0421
3 -2,3960 -2,5697 173683,4076
4 -1,0376 -1,2847 247149,3858
Numerov- 0 -4,8503 -4,8446 5633,9985
matriisi 1 -4,4031 -4,3808 22277,7299
2 -3,66566 -3,6166 49025,5249
3 -2,6634 -2,5697 83701,7775
4 -14046 -1,2847  119893,3964
RKF4(5) 0 -4,8446 -4,8446 0,2319
1 -43808 -4,3808 10,7631
9 36166 -3,6166 38,5753
3 25697 -2.5697 5.7476
4 -1,2847 -1,2847 22,3325
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Taulukko 18: Airellisen potentiaalikuopan energian ominaisarvot numeeri-
sesti E, ja analyyttisesti E,, kun askelpituus ¢ =0,01.

Menetelma n E, E, |E,-E,| x107
Euler 0 -4,8432 -4,8446 1411,6364
1 -4,3765 -4,3808 4388,5388
2 -3,6052 -3,6166 11343,3425
3 -2,56451 -2,5697 24563,9073
4 -1,25630 -1,2847 31752,5749
RK4 0 -4,8444 -4,8446 182,7818
1 -4,3801 -4,3808 724,32772
2 -3,6150 -3,6166 1599,9594
3 -2,5669 -2,5697 2746,2852
4 -1,2808 -1,2847 3956,4302
Numerov 0 -4,8441 -4,8446 549,1888
1 -4,3787 -4,3808 2175,7462
2 -3,6118 -3,6166 4807,8085
3 -2,5614 -2,5697 8251,4908
4 -1,2728 -1,2847 11883,9588
RKN 0 -4,8435 -4,8446 1107,2975
1 -4,3765 -4,3808 4386,6864
2 -3,6069 -3,6166 9684,3510
3 -2,6631 -2,5697 16607,2332
4 -1,2608 -1,2847 23878,7489
Numerov- 0 -4,8452 -4,8446 552,0883
matriisi 1 -4,3830 -4,3808 2186,7909
2 -3,6214 -3,6166 4826,4378
3 -2,5779 -2,5697 8274,3884
4 -1,2966 -1,2847 11902,0241
RKF4(5) 0 -4,8446 -4,8446 2,2012
1 -43808 -4,3808 18,9354
9 36166 -3,6166 0,9062
3 25697 -2.5697 14,1498
4 -1,2847 -1,2847 17,8227
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B ALGORITMI

B Algoritmi ominaisenergian etsimiseksi au-
tomaattisesti

Algorithm 1 Ominaisarvon haarukointi
1: procedure HAARUKOINTI(¢, E,AE,AE ;i)

2: E=E > Energian alkuarvaus
3: (v, v, w_,yp") =laske() > Laske uusi ratkaisuyrite.
4: Dy = % — % > Laske derivaattojen erotus
5: E=E+AE > Uusi energia
6: (v, v, w_, ") =laske() > Laske uusi ratkaisuyrite.
7: D= % - % > Laske uusi derivaattojen erotus
8: while |[Dy| <|D1| do
9: E=E+AE

10: Do=D;

11: (i, v, w_,y') =laske()

19: Dy = v wli(x)

1=y Gep ~ v
13: end while

14: while (AE > AE ;) && (E > Ey) do

15: while |Dgy| > |D1| do

16: E=E+AE

17: Dog=D;

18: (v, v, w_, ") =laske()
19: D, = Y- v

20: end while

21: AE =-1AE

22: Do=D;

23: (W+>W,+,1V—>W,—) = laSke()

24: Dy = L) v

1=y Ge) ~ v
25: end while

26: end procedure
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