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Taméa tutkielma késittelee lineaarialgebraa ja erityisesti matriisiteo-
riaa. Erityisesti tutustutaan neliomatriiseihin ja niiden ominaisarvojen
karakteristisen polynomin loytdmiseen ja sitéd kautta ominaisarvojen
ratkaisemiseen. Mitéd yksinkertaisemmassa muodossa matriisi on, sité
helpommin sen karakteristinen polynomi on ratkaistavissa. Helpompi
muoto jollekin neliomatriisille A tarkoittaa, etté etsitéén sille jokin yk-
sinkertaisemmassa muodossa oleva matriisi B niin, ettd ne ovat kes-
ken&én similaarisia.

Tutkielman tarkoituksena on selventdé, kuinka yksinkertaisessa muo-
dossa jokin mielivaltainen nelimatriisi on mahdollista esittda. Erds yk-
sinkertainen neliomatriisityyppi on Hessenbergin matriisi, johon tassd
tutkielmassa tutustutaan. Hessenbergin matriisia on kahta tyyppié:
yldmuotoa ja alamuotoa. Hessenbergin yldmuodossa oleva matriisi voi
poiketa yldkolmiomatriisista ainoastaan sen ensimméisen alemman si-
vudiagonaalin kohdalla. Hessenbergin alamuodossa oleva matriisi voi
puolestaan poiketa alakolmiomatriisista ainoastaan sen ensimmaéisen
ylemman sivudiagonaalin kohdalla. Hessenbergin muodon etuna on,
ettd kaikki neliomatriisit voidaan esittdd kyseisessé muodossa. Tut-
kielmassa selvitetddn erilaisia algoritmeja nelidmatriisin muuntamisek-
si sekd Hessenbergin yldamuotoon ettd alamuotoon similaarimuunnok-
silla. Lisdksi kdydadn myos lapi neliomatriisin muuntaminen Hessen-
bergin ylamuotoon Householderin muunnoksen avulla. Tutkielmassa
naytetddn, kuinka redusoimattoman Hessenbergin matriisin ominaisar-
vot voidaan ratkaista Krylovin menetelmaéllé. Lisédksi ndytetddn myos,
kuinka redusoituvan Hessenbergin matriisin ominaisarvot voidaan sel-
vittaa.

Avainsanat: Neliomatriisi, karakteristinen polynomi, ominaisarvo,
similaarisuus, Hessenbergin matriisi, Householderin muunnos, Krylovin
menetelmé.
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Johdantoa

Matriisit ovat olennainen osa lineaarialgebraa. Téssd tyOssa tar-
kastelun kohteena ovat erityisesti neliomatriisit. Monissa eri sovelluk-
sissa ollaan kiinnostuneita neliomatriisin ominaisarvoista ja karakte-
ristisesta polynomista. Karakteristinen polynomi ja ominaisarvot ovat
kytkoksissa toisiinsa, koska ominaisarvot saadaan karakteristisen poly-
nomin nollakohdista. Matriisin A karakteristinen polynomi p(\) on

pa(N) = det(A — ).

Mité yksinkertaisemmassa muodossa matriisi on, sitd helpompi karak-
teristinen polynomi on selvittda. Jos tutkittava neliomatriisi A ei alun-
perin ole "siistissd” muodossa, se pyritddn saattamaan sellaiseen muo-
toon. Kaytannossa on 16ydettiava jokin yksinkertaisemmassa muodossa
oleva matriisi B, joka on similaarinen matriisin A kanssa. Matriisit A
ja B ovat similaarisia kesken&én, jos on olemassa sellainen kéantyva
matriisi C', etta

C~'AC = B.

Jos matriisit ovat similaarisia keskendén, niilld on sama karakteristinen
polynomi ja talloin my6s samat ominaisarvot.

Jos matriisi A on similaarinen jonkin diagonaalimatriisin D kanssa,
se on diagonalisoituva. Diagonaalimatriisin ominaisarvot saadaan luet-
tua suoraan diagonaalilta, joten téllainen muoto olisi ideaali. Kaikki
matriisit eivit kuitenkaan ole diagonalisoituvia. Yksi vaihtoehto yksin-
kertaisemmaksi muodoksi on Hessenbergin matriisi, jota on kahta tyyp-
pié: ylamuotoa ja alamuotoa. Hessenbergin ylamuodossa oleva matrii-
si poikkeaakin yldkolmiomatriisista korkeintaan ensimmaéisen alemman
sivudiagonaalin (engl. subdiagonal) kohdalla ja alamuodossa oleva voi
poiketa alakolmiomatriisista ainoastaan ensimméisen ylemmén sivu-
diagonaalin (engl. superdiagonal) kohdalla. Tutkielmassa selvidd, etta
itse asiassa kaikki neliomatriisit on mahdollista muuntaa sekd Hessen-
bergin yldmuotoon ettd alamuotoon.

Ensimmaisesséd luvussa tutustutaan tutkielman kannalta térkeim-
piin peruskésitteisiin. Aivan ensimméisend maéritellddn kompleksinen
sisdtulo ja normi. Tamén jidlkeen tutustutaan lineaarikuvaukseen ja
sitd kautta matriisin méédritelméén. Luvussa tutustutaan muiden muas-
sa erilaisiin neliomatriisityyppeihin, matriisituloon ja determinanttiin.
Néytetddn, kuinka matriisi voidaan osittaa jakamalla se pienempiin
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2 JOHDANTOA

lohkoihin. Luvun lopuksi nédytetdén, kuinka matriiseista voidaan muo-
dostaa polynomeja tavallisten lukujen tapaan.

Ensimmaisessd luvussa késitellyt perusasiat 16ytyvat kirjallisuus-
ldhteistd [1] ja [5]-[9]. Osa esiintyvistd lauseista on todistettu, mut-
ta osa sivuutetaan. Edelld mainituista lahteista 10ytyvit todistukset
lauseisiin.

Toisessa luvussa keskitytddn ominaisarvoteoriaan ja erityisesti mat-
riisin karakteristiseen polynomiin ja ominaisarvoihin. Selvitetdén, miksi
matriisin A ominaisarvoja ratkoessa paadytain tutkimaan juuri yhtaloa

det(A — ) =0.

Yhtalon vasen puoli méarittelee matriisin karakteristisen polynomin
pa(A). Tarkastellaan karakteristisen polynomin yhteyttd matriisipoly-
nomeihin. Maédritelladn késite similaarisuus ja todetaan, ettd similaa-
risilla matriiseilla todellakin on sama karakteristinen polynomi ja sa-
mat ominaisarvot. Toisessa luvussa késiteltdvien asioiden pohjana on
kédytetty padosin lahdettéd [1] ja myos lahteitéa [4],[6],[8] ja [9].

Kolmannessa luvussa tutustutaan matriisin Hessenbergin muotoon.
Selvitetddn, kuinka matriisi voidaan muuntaa Hessenbergin ylamuotoon
ja alamuotoon similaarimuunnoksia kayttden. Luvussa my6s todetaan,
ettd jokainen matriisi todellakin voidaan esittdd sekéd Hessenbergin
yldmuodossa ettd alamuodossa. Luvun lopuksi tutustutaan vield House-
holderin muunnokseen, jonka avulla matriisi voidaan muuntaa Hessen-
bergin ylamuotoon. Téssd luvussa on kiytetty pohjana ldhdettéd [2]
laajentaen sen reaaliset tarkastelut kompleksiseen tapaukseen.

Viimeisessd luvussa on tutustuttu Hessenbergin matriisin ominai-
sarvojen ratkaisemiseen. Redusoitumattoman Hessenbergin matriisin
tapauksessa kaytetddin Krylovin menetelméi. Redusoituva Hessenber-
gin matriisi voidaan puolestaan jakaa sopiviin lohkoihin. Tamén luvun
pohjana on padosin kédytetty ldhdettéd [2] laajentaen sen reaaliset tar-
kastelut kompleksiseen tapaukseen ja myos lahteitd [3] ja [9].



LUKU 1
Matriisi

1.1. Kompleksinen sisdtulo ja normi

Kompleksilukujen kunta C koostuu lukupareista (x,y) € R? ja ne
ovat muotoa

z =T+ 1y,

jossa i on imaginaariyksikko, jolle pitee 12 = —1. Kompleksiluvun
z € C liittoluku (tai kompeksikonjugaatti) maaritelldén asettamalla

zZ=x—1y.
Kompleksiluvun z reaaliosa on
xr =: Re(z) € R.
ja imaginédriosa on
y =:Im(z) € R.
Kompleksiluvun z € C itseisarvo (tai moduli) méiéritetddn asettamalla
|2 = V2Z = V(@ +iy) (v —iy) = Va2 — 2y = Va? + 2.

Selvisti Re(z) < |Re(2)] < |z]| ja Im(z) < |Im(z)] < |z| kaikilla
(z,y) € R% Téssd |Re(z)] ja | Im(z)| ovat tavallisia itseisarvoja ava-
ruudessa R. Kannattaa myts huomata, etté

24z = (x+ 1)+ (z —iy) = 2z = 2Re(2).

Reaalilukujen joukko R voidaan ajatella kompleksilukujen kunnan C
osajoukkona, koska jokainen reaaliluku a € R voidaan samaistaa komp-
leksiluvuksi (a,0) = a + ¢ -0 = a. Jokaiselle muotoa (a,0) olevalle
kompleksiluvulle péatee téalloin selvisti a = a.

Kompleksinen vektori z € C" on muotoa z = (z1,...,2,), jossa
komponentit zq,...,z, ovat kompleksilukuja. Kompleksisen vektorin
z € C™ kompleksikonjugaatti saadaan ottamalla jokaisesta komponen-
tista erikseen liittoluku:

z=(F..... %)

Vektoreiden z = (21,. .., 2,) ja w = (wy, . .., w,) kompleksinen sisédtulo
madritetédén asettamalla

n
(z|w) :Zzimzzlw_l—i—...znw_n.
i=1
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4 1. MATRIISI

Jos vektoreiden a,b € C™ kaikki komponentit ovat reaalisia (se on re-
aalinen vektori), talloin

(a]b) :Zaib_i:alb_l%—...jtanazalbl+...+anbn:Zaib1~,
i=1 =1

jolloin kompleksinen sisidtulo vastaa tavallista Eukleideen sisdtuloa re-
aalisille vektoreille.
Kuvaus || - ||: C* — R on normi avaruudessa C", jos se toteuttaa

seuraavat ehdot:

(1) ||z || > 0 kaikilla x € C™.

(2) ||z || =0, jos ja vain jos z = 0.

B) [[z+yll <llzll+lyll kaikilla z,y € C".

(4) [|az || = |af|| x || kaikilla « € C ja x € C™.
Tavallinen Eukleideen normi saadaan ottamalla nelijuuri vektorin
sisétulosta itsensd kanssa. Kompleksisessa tapauksessa normi méaarite-
tddn muuten samalla tavalla, mutta tavallisen reaalisen sisdtulon sijaan
kéaytetddan kompleksista sisdtuloa. Kompleksisen vektorin
z=(z1,...,2,) € C" normiksi saadaan t&lloin

Izl = V(2] 2) =

Vektorit z,y € C™ ovat ortogonaaliset eli kohtisuorat, jos

(z|y) = (y|z) = 0.
Vektorin y ortogonaaliprojektio vektorin x suuntaan maaritetasn aset-
tamalla

n
E Z,L'Z_i: \/212_1—|— an
=1

(y| )
Py .= —~———ux.
e

Talloin pétee

(0= Parl ) = (y]0) = (Poyl ) = () = L) o =

jolloin y — P,y ja x ovat kohtisuorassa keskenéén. Koska
(Pmy_y|Pry) = (ny|ny)_<y|ny>
— (y ’ ‘1')2 ||£L‘||2 _ (y ‘ x)Q
]| ]|
= 07
myo6s Py —y ja P,y ovat kohtisuorassa keskenéén.
Ortogonaalisille vektoreille piatee Pythagoraan lause, koska

lz+yl* = (@ +ylz+y) = 2l* + (@] y) + (y] =) +]yll*
=0 =0

= [l2II* + Iyl



1.1. KOMPLEKSINEN SISATULO JA NORMI 5

Seuraava tulos antaa hyodyllisen arvion kompleksisille vektoreille ava-
ruudessa C".

LAUsE 1.1 (Cauchyn-Schwarzin epayhtilo). Kaikille z,y € C™ pétee
(@ [y)] < [lz[[lly]l-

TobisTus. Tapaus on selvi, kun z = 0. Késitelladan tapaus x # 0.
Koska y— P,y ja P,y ovat kohtisuorassa keskenéén, pétee Pythagoraan
lauseen perusteella

lylI* = lly — Poy + Poy|” = lly — Poy|” + || Poyl)* > || Peyl|?

Il o)
EE [«

Edellistd muokkaamalla saadaan
(2 ) < [lz]*[lyl?,

joka on yhtapitavaa sen kanssa, etta

@ [9)] < ll[l{lyll

LAUSE 1.2 (Kolmioepayhtélo). Kaikille z,y € C™ pétee
[z +yll < [z + [yl
TODISTUS.
lz+yl? = (@+ylz+y) = lz|*+ (x]y) + (]z) + |yl
= llzl* + (z|y) + (z]y) + I
= [lzl* + 2Re((z | y)) + llyl®
< =]+ 2[(z | y)| + ]
< [l )l* + 2l lyll + lly]*
= (I=ll + llylh>.
Edellinen on yhtapitdvaa sen kanssa, etté
lz +yll <z + lyll-
O

Kompleksiselle normille pétevit selvésti normin ehdot (1) ja (2).
Ehto (3) saadaan lauseesta 1.2. Liséiksi kompleksiselle normille pitee

|z || = Varaz = Vaavar = |afl| 2 |,

miké on ehto (4). Kompleksinen normi néin ollen téyttéd4 normin ehdot.
Jos vektorin z kaikki komponentit ovat reaalisia, kompleksinen normi
vastaa télloin ”tavallista” Eukleideen vektorinormia reealisille vektoreil-
le.



6 1. MATRIISI

1.2. Lineaarikuvaus ja matriisi

Tarkastellaan aluksi lineaarista yhtaloryhméa

aplxry+ ... +ax, = bl

(1)
11+ oo+ ATy = bma

jossa a;; ja b; (tdssd ¢ = 1,...,m ja j = 1,...,n) ovat kompleksisia
vakioita ja x1,...,x, kompleksisia muuttujia. Merkitaan

x = (x1,...,2,) € C" jolloin z voidaan samaistaa vektoriksi, jolla on
n komponenttia: zi,...,x,. Yhtdloryhmén (1) yhtéloiden vasemmat
puolet méaarittelevat kuvauksen

L:C"—C": xzw (anz1+ ...+ Q10T - oo, Q11+« oo+ Q).

Téllaista kuvausta L kutsutaan lineaarikuvaukseksi ja silld on selvésti
seuraavat ominaisuudet:

(1) L(x 4+ y) = L(x) + L(y) kaikilla z,y € C",

(2) L(Ax) = AL(x) kaikilla z € C™ ja X € C.
Tarkastellaan edelleen lineaarista yhtéloryhmé (1) ja esitetdan se muo-
dossa

a11T1 + ...+ AQ1pTy _bl

(2) : =

Am1T1 F ...+ Qnn b,

Vektori z € C™ on mahdollista esittad sarakevektorina

I
x=(r1,...,0,) =
Tn ]
Nyt yhtélo (2) voidaan esittdd muodossa
a11T1 + ...+ AQ1pTh aiy ... QAin T
A1 T1 + - o+ ATy Al - Qp, Tn

Yhtéloryhmén kertoimien a;; muodostamaa kaaviota

ai;y ... Qip
A= Amxn = [aij] =
Am1  --- Qmn

kutsutaan matriisiksi, tarkemmin m x n-matriisiksi. Matriisilla A on
selva yhteys lineaarikuvaukseen L, koska jokainen lineearikuvaus voi-
daan esittéd aina matriisina. Matriisi A onkin lineaarikuvausta L vas-
taava matriisi.
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Matriisi koostuu riveista ja sarakkeista. Matriisin A sarakkeet

ayj
C_lj - .
Qg
ovat vektoreina sen sarakevektoreita a; = (ayj, ..., am;) € C™. Matrii-
sin A rivit
c?i = [ail am}
ovat vektoreina sen rivivektoreita @; = (a;,...,as;) € C". Matriisi

voidaan néin ollen esittdd myos muodossa

A=lay ... an =

1.3. Matriisilaskentaa

1.3.1. Neliomatriisi. Matriisia, jolla on sama mééra riveja ja sa-
rakkeita, kutsutaan neliomatriisiksi:

air ... Qipn
A= Anxn =
Ap1 .- Qpp

Neliomatriisilla on joitakin erikoistapauksia. Neliomatriisia, joiden al-
kioille patee a;; = 0 silloin, kun ¢ > j, sanotaan yldkolmiomatriisiksi:

aip ... ... Qip
A:Anxn: 0
0O ... 0 au,

Vastaavasti neliomatriisia, joiden alkioille pdtee a;; = 0 silloin, kun
1 < 7, sanotaan alakolmiomatriisiksi:

a1q 0 . 0
A= Anxn =
0
Apl - v oo Qpp
Yla- ja alakolmiomatriiseille kiytetdan yhteisnimitysté kolmiomatriisi.
Neliomatriisia, joiden alkioille pétee a;; = 0 silloin, kun i # 7,
kutsutaan lavistdji- tai diagonaalimatriisiksi:
a1 0 v 0
0 - . )
A= Anxn =
0



8 1. MATRIISI

Diagonaalimatriisille kiytetaan myos merkintdd A = diag(aq1, - - ., Gnn)-
Diagonaalimatriisin erikoistapaus on yksikkomatriisi I, joissa kaikki
diagonaalin alkiot ovat ykkosid. Talloin I = diag(1,...,1):

10 ... 0
r=1,-|"
. 00
0 ... 0 1

LAuse 1.3. Matriisille A,,x, pitee aina
Al, = A=1,A.
Jos neliomatriisille A 16ytyy sellainen neliomatriisi B, etté
AB =1,

sanotaan, ettd matriisi A on kédéntyva ja silloin B on sen kédénteismat-
riisi. Talloin myos BA = I. Matriisin A kdénteismatriisille kdytetdan
merkintdd A~. Jos matriisi ei ole kiddntyvi, siti kutsutaan singulaari-
seksi.

LAUSE 1.4. Matriisi A, «, on singulaarinen, jos ja vain jos on ole-
massa sellainen z € C" (z # 0), jolle pétee

Az = 0.

Neliomatriisille A,,, voidaan méérittdd potensseja samaan tapaan
kuin reaaliluvuille. Asetetaan ensin, etti A° = I, jolloin yksikkématriisi
I voidaan ikddn kuin samaistaa ykkoseksi matriisien tapauksessa. Mat-
riisia voidaan tunnetusti kertoa reaaliluvulla. Yleisemmin reaaliluku
A voidaan samaistaa matriisiksi AI. Toisaalta voidaan ajatella, etta
Al = A ja A2 = AA. Sitd suuremmat potenssit voidaan méiirittia
rekursiivisesti A¥ = AA*1 jolloin edellinen voidaan puolestaan sa-
maistaa matriisien potensseiksi.

Matriisia, jonka kaikki alkiot ovat nollia, kutsutaan nollamatriisiksi
ja sitd merkitddn usein yksinkertaisesti vain nollalla:

0 ... 0

: | =:0.
0 ... 0

Nollamatriisi ei tosin aina ole neliomatriisi.

1.3.2. Matriisin adjungaatti. Matriisin A,,y, = [aij:| transpoo-
si on matriisi B, x.,, jonka alkioille pétee a;; = bj; kaikilla indekseillé ¢
ja j. Matriisin A transpoosi saadaankin vaihtamalla sarakkeet riveiksi
ja rivit sarakkeiksi. Matriisin A transpoosille kiytetéain merkintias A7,

Matriisin A,,xn, = [a;;] kompleksikonjugaatti on matriisi By, xm,
jonka alkioille patee b;; = @;; kaikilla indekseilld ¢ ja j. Matriisin A
kompleksikonjugaatille kiiytetdin merkintis A.
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Matriisin A adjungaatti méaritetddn asettamalla
A =A"

Matriisin A adjungaatti on sen kompleksikonjugaatin transpoosi. Mat-
riisin A adjungaatin B alkioille patee b;; = @;; kaikilla indekseilld 7 ja j.
Reaalisessa tapauksessa matriisin A adjungaatti vastaa sen transpoo-
sia.

Matriisia A kutsutaan itseadjungoituvaksi, jos A = A*. Reaalisessa
tapauksessa tdmaé vastaa symmetristd matriisia.

Neliomatriisia U, «,, kutsutaan unitaariseksi, jos sen kdéanteismatriisi
on sen adjungaatti, jolloin U™! = U*. Reaalisessa tapauksessa timi
vastaa ortogonaalista matriisia.

1.3.3. Matriisitulo. Matriisien A;x,, ja By,x, tulomatriisin Cyy,,
alkioille pétee

cij =Y aby kaikilla indekseilld i ja j.
k=1

Matriisien A;x., ja Bpxy, tulo on téllin muotoa

_0,11 ... Qim b11 Ce bln
AB =
Lapn ... Qum bml R bmn
'anbn + ..+ almbml . &11[)1” + ...+ almbmn
_allbn + ...+ almbm1 ce allbln + ...+ almbmn

Jotta tulo olisi mahdollista laskea, matriisin A sarakkeiden ja matriisin
B rivien lukumé&irét on oltava samat.

1.3.4. Determinantti. Determinantin méaarittdmiseen on useita
erilaisia tapoja. Kdydaan lyhyesti lapi yhta tapaa néistd. Madritellaan
ensin alimatriisin késite. Kun matriisilta A, «, poistetaan i. rivi ja j.
sarake, muodostuvaa (n — 1) X (n — 1)-matriisia kutsutaan matriisin A
alimatriisiksi paikan (7, j) suhteen, ja merkitdén A;;.

Kokoa 1 x 1 olevan matriisin A = [a] determinantti on sen ainoan
alkion arvo: det A := a.

Kokoa 2 x 2 olevan matriisin

A= {&11 a12:|

a1 Q22
determinantti det A maéaritellian asettamalla

11 Q12
Q21 Q22

det A :=

= Q11022 — A21012.
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Suurempien neliomatriisien determinantit voidaan méarittaa rekursii-
visesti. Nelidmatriisin A, (n > 3) determinantti voidaan hajottaa
sen alimatriisien determinanttien lineaarikombinaatioksi asettamalla

det A = ay;det Ay — agydet Agy + ...+ (=1)" a, Ap
= Z(—l)k+1ak1 det Alcl-
k=1

Vastaavasti jokaisen alimatriisin Ay; determinantti voidaan hajottaa
pienempien matriisien determinanttien lineaarikombinaatioksi. Samal-
la periaatteella edetéén rekursiivisesti, kunnes padstdaan laskemaan ko-
koa 2 x 2 olevien matriisien determinantteja. Esimerkiksi 3 x 3-matriisin
determinantti on

a1 Qi2 a4

a12 13
detA: 921 Q922 Q23| = A11

Ag2 A3

Q12 Q13
32 a3z

Q22 Q23
— a2 + azy
32 A33

asz1 @32 0433
Matriisin A, x,, alkion a;; kofaktori cof a;; mééritetédén asettamalla
cof a;; = (—1)"" det A;;.

Matriisia B, jonka alkioille patee b;; = cof a;; kaikilla indekseilld 7 ja j,
sanotaan matriisin B liittomatriisiksi (tai kofaktorimatriisiksi). T&lloin
merkitain B =: A.

LAUSE 1.5. Olkoon A matriisin A liittomatriisi. Talloin

AA = AA = (det A)I.
LAUSE 1.6. Matriisi A, x, on kiddntyvéi jos ja vain jos
det A # 0.

LAUSE 1.7. Kolmiomatriisin A,,y,, = [a;;] determinantti on sen dia-
gonaalialkoiden tulo, toisin sanoen

n
det A = Hajj =11 ...0np-
j=1
1.3.5. Rivioperaatiot ja alkeismatriisit. Matriisimuotoinen li-
neaariyhtialoryhmé voidaan ratkaista Gaussin-Jordanin mene tel mdd
kédyttden. Menetelmé perustuu ns. rivioperaatioihin, joita on kolmea
eri tyyppiéd. Kukin rivioperaatio saadaan tehtyé kertomalla muokatta-
vaa matriisia vasemmalta jollakin sopivalla alkeismatriisilla.
Alkeismatriiseja muodostettaessa tarvitaan ensin kantamatriisin ké-
site. Kantamatriisin F;; alkiot ovat muotoa

1, kuini=kjaj=I,
Ei' -
[Eigla {O, muulloin.

Kantamatriisilla E;; on ykkonen paikassa (i,j) ja muut alkiot ovat
nollia.
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Ensimmainen alkeismatriisi méaaritetaan asettamalla
Mz(/\) =1+ ()\ — 1)E“, jOSS& A€ (C, A 7é 0.

Matriisi M;(\) saadaan kiyténnossa vaihtamalla yksikkomatriisissa pai-
kassa (i,4) ykkonen luvuksi A. TAmé operaatio kertoo matriisin A rivié
¢ luvulla .
Toinen alkeismatriisi maaritetdén asettamalla
Matriisi Pj; saadaan vaihtamalla yksikkématriisista paikoissa (,7) ja
(7,7) ykkoset nolliksi ja vaihtamalla paikoissa (i, j) ja (j,4) nollat yk-
kosiksi. Tamé operaatio vaihtaa matriisin A rivit ¢ ja j keskenéén.
Kolmas ja viimeinen alkeismatriisi maéritetdan asettamalla

Al]()\> =1+ >\Ejz’7 jOSS& 7 7é j
Matriisi A;;(\) saadaan vaihtamalla yksikkématriisin paikassa (7, 1)

nolla luvuksi A. Tama operaatio liséé rivin ¢ kerrottuna luvulla A riviin
7.

Kaikille kolmelle operaatiolle on olemassa kéénteisoperaatiot, ja ne
saadaan vastaavien alkeismatriisien kdédnteismatriiseina. Alkeismatrii-
sien kddnteismatriisit ovat

1
Mi A ! = M’L N |
5 (A)
P;t =Py,

AN = A=),

1.4. Matriisien lohkomuodot

Oletetaan, ettd matriisille A,,x, patee m; + me = m joillakin
)
mq, mo > 1. Tall6in matriisi voidaan esittdéa lohkomuodossa
~|An
A - 9
Ay
jossa Aqqp on mq X n-matriisi ja As; on meo X n-matriisi. Téalloin matriisin
A rivivektorit @y, . . ., @, muodostavat matriisin A rivit ja rivivekto-
rit Ay, - - -, Ay, muodostavat matriisin Agg rivit.

Oletetaan, ettd matriisille A,,x, pitee n > 2 ja ny +ny = n. Téalloin
matriisi voidaan esittdd muodossa

A= [An A12} )

jossa A1; m X mi-matriisi ja Ajo on m X no-matriisi. Télloin matriisin
A sarakevektorit aq,...,a,, muodostavat matriisin A;; sarakkeet ja
sarakevektorit a@,, 1, ..., a, muodostavat matriisin A, sarakkeet.
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Jos matriisille A,,», patee m > 2 ja my +my = m, sekd n > 2 ja
n1 + ny = n, se voidaan esittdd muodossa

An A
A pu—
|:A21 Azz}

Yleistyksend matriisi voidaan vastaavalla periaatteella jakaa seké rivien
ettd sarakkeiden suhteen mielivaltaiseen méardaéan lohkoja.

LAUSE 1.8. Oletetaan, ettd matriisi A voidaan esittdd lohkomuo-
dossa
{An A12}

jossa Ajqy ja Ags ovat neliomatriiseja. Talloin

det A = det An - det AQQ.

1.5. Matriisipolynomit

Olkoon polynomi p muotoa
p(t) = apt® + ...+ ait + ao.
Talloin matriisia
p(A) = aAF + .+ a A+ aol

sanotaan matriisin A matriisipolynomiksi.



LUKU 2

Ominaisarvoteoriaa

2.1. Ominaisarvo, ominaisvektori ja ominaisavaruus

Tutkitaan tilannetta, misséa lineearikuvaukselle L: C* — C™ halu-
taan 10ytdé jokin sellainen vektori x € C", ettd = ja Lx ovat yhden-
suuntaisia. T&lloin on l6ydettava jokin A € C, jolle pétee

Lx = \x.
Oletetaan, ettd
ay; ... QAip
A= Anxn =
Ap1 - .. Qpp

on lineearikuvausta L vastaava matriisi. Arvoa A € C kutsutaan mat-
riisin A ominaisarvoksi, mikili on olemassa sellainen vektori x € C"

(x #0), etta
Ax = .
Vektoria x kutsutaan puolestaan ominaisarvoa A\ vastaavaksi ominais-
vektoriksi. Matriisin A kaikkien ominaisarvojen joukkoa kutsutaan sen
spektriksi ja merkitddn o(A). Aliavaruudelle
Vi={z e C": Az = \z}

kaytetddn nimitysta matriisin A ominaisarvoa A vastaava ominaisava-
TUUS.

ESIMERKKI 2.1. Tarkastellaan 2 x 2 matriisia
6 -7
A= {9 —10}

ja vektoria x; = (7,9). Télloin

an= [ 0] o] =[] =[]

Matriisin A yksi ominaisarvo on \; = —3 ja eras sitéd vastaava ominais-
vektori x;1. Toisaalta vektorilla xo = (1,1) saadaan

6 —71|1 —1 1
=l Sl )= (5] =1 h)
Matriisin A toinen ominaisarvo on Ay = —1 ja sitd vastaava ominais-

vektori 5.

13
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2.2. Ominaisarvojen ratkaisemisesta

Ominaisarvot voidaan ratkaista muutenkin kuin kokeilemalla. Tar-
kastellaan yksikkomatriisia /. Talloin kaikille vektoreille x € C™ pétee
Ix = x. Téasséd tapauksessa 1 on selvisti ainoa mahdollinen ominai-
sarvo. Matriisin A ominaisarvolle \ patee Az = Ax = Az, jolloin
Ax — Mz = 0 jollakin vektorilla x € C". Ominaisarvoja selvittdessi
paddytadn tutkitaan yhtaloa

(A= Xz =0.

LAUSE 2.1. Olkoon A kokoa m x m oleva matriisi. Téllin A on
matriisin ominaisarvo jos, ja vain jos

det(A — ) =0.

TobisTus. Osoitetaan ensin, ettéd jos det(A — AI) = 0, luku A on
ominaisarvo. Koska det(A — AI) = 0, lauseen 1.6 perusteella tiedetdén,
ettd matriisi A on singulaarinen. On olemassa sellainen x € C" (x # 0),

ettd (A — Al )z =0 (lause 1.4). Nyt
(A= M)z = Az — Mz = Az — Az = 0.

Talloin Az = Az, jolloin A on ominaisarvo.

Osoitetaan vield toisin péin: jos A on ominaisarvo, pétee
det(A — M) = 0. Tehd&én antiteesi: A on matriisin A ominaisarvo,
mutta det(A—AI) # 0. Télloin matriisi (A — AI) olisi kdéntyva, jolloin
sille 16ytyisi kisinteismatriisi (A — AI)~!. Kertomalla yhtilo
(A — M)z = 0 puolittain vasemmalta kiinteismatriisilla (A — A\I)™*!
saadaan

(A= X)) Y A= XDz =(A-)X)""-0

Iz =0

x=0.
Yhtalon (A — M)z = 0 ainoa mahdollinen ratkaisu on nollavektori
x = 0, mika on ristiriita. Il

Polynomia det(A — AI) kutsutaan matriisin A karakteriseksi polyno-
mikst ja yhtéaloa
det(A—AI)=0
matriisin A karakteristiseksi yhtdloksi. Matriisin karakteristiselle poly-
nomille kdytetdan myos merkintaa
pa(A) = det(A — AI).

Laskemalla lauseke det(A — AI') auki huomataan, ettd kyseessd todel-
lakin on polynomi.

ESIMERKKI 2.2. Ratkaistaan ominaisarvot matriisille

a-]7 ]
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Nyt
5 2 10 5 2 A0
A=A = {—7 —4] _A{o 1} B {—7 —4} - {0 )\}
5= A 2
B A T
Karakteristiseksi polynomiksi saadaan talloin
5—A 2
=" 2 =GN -2 (-7)
=\ —\+6.

Ratkaisemalla karakteristinen yht#lo A2 — A 4+ 6 = 0 saadaan matriisin
A ominaisarvoiksi Ay = —2 ja Ay = 3.

LAUSE 2.2. Kolmiomatriisin A,,,, = [a;;] karakteristinen polynomi

on
n

H (aj; —A) = (a11 = A) ... (Qpn — A).

7=1
TobisTus. Matriisin A karakteristinen polynomi on
p(A) = det(A — \I).

Koska A on kolmiomatriisi, myos A— Al on kolmiomatriisi. Lauseen 1.7
perusteella matriisin A — Al determinantti on sen diagonaalialkioiden
tulo, jolloin

det(A—\) =[] (aj; = ) = (a11 = N) .. (@nn — V).
7j=1

2.3. Ominaisarvoteoriaa matriisipolynomeille

Jos matriisilla A, on ominaisarvo A € C ja erds sitd vastaava
ominaisvektori x € C", méairitelmén perusteella pétee

Ax = dz.
Toisaalta
A%z = A(Ax) = Adz = M(Az) = A(A\z) = N
Vastaavasti
APr = A(A%r) = ANz = N2 (Az) = N?(\x) = N
Edelliset voidaankin kirjoittaa induktiivisesti yleisessdé muodossa.

LAUSE 2.3. Olkoon A € C matriisin A, , ominaisarvo ja x € C"
tatd ominaisarvoa vastaava ominaisvektori. T4lloin

Alx = Nz kaikillai =1,2...
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TobisTus. Kéytetddn induktiota.
Kun ¢ = 1, télloin suoraan méaaritelmastéi saadaan

Alx = Az = \x = Nz
Tehdaan induktio-oletus: oletetaan, ettéd viite patee, kun ¢ = k:
Arr = N,

Osoitetaan, etté jos viite pétee tapauksessa ¢ = k, se pétee silloin myos
tapauksessa i = k + 1 :

Ay = A(AFz) = ANPr = N (Ax) = Ne(O\p) = M,
U

Kaytéannossa edellinen lause tarkoittaa, etté jos € C™ on matriisin
A, ., ominaisvektori, se on my6s matriisin A¥ ominaisvektori. Matriisin
Ay, tapauksessa ominaisvektoria  vastaa ominaisarvo A¥.

LAUSE 2.4. Olkoot p polynomi ja matriisi A, ., jonka ominaisarvoa
A vastaa ominaisvektori z # 0. Talloin

p(A)z = p(A)z.
TobisTus. Lauseen 2.3 perusteella tiedetédin, etta
Alx = Nz kaikillai =1,2...
Olkoon polynomi p(t) muotoa
p(t) = apt® + ... + art + ay,
jolloin matriisipolynomiksi saadaan
p(A) = ax A" + ...+ a1 A+ aol.
Nyt
p(A)z = (akAk + ...+t a A+ aOI) x
= apAfz + ..+ a1 Az + aox
=a T+ .+ a\r+apx
= (ak/\k+...—|—a1)\+ao)x
= p(A)z.
OJ

LAuste 2.5 (Cayleyn-Hamiltonin lause). Olkoon p matriisin A,y
karakteristinen polynomi. Tall6in

p(A) = 0.
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TobisTUs. Matriisin A karakteristinen polynomi on muotoa
p(A\) =det(A— M) = (—1)"(A"+ ...+ a1\ + ag).

Olkoon B matriisin A — AI liittomatriisi. Matriisin B kaikille alkioille
péatee

bij = (—1)i+j det(A — )\])”
Koska det(A — A\I) on muuttujan A suhteen n. asteen polynomi,
det(A — AI);; voi siten olla korkeintaan astetta n — 1, jolloin matriisin
B alkiot b;; voivat olla korkeintaan tatd astetta. Tdmén perusteella
tiedetddn, ettd B voidaan esittdd muodossa

B=X"1B, 1+ X" 2B, o+ ...+ \B; + By,

jossa By, By, ..., B,_2, B,,_1 ovat matriiseja, joiden alkiot ovat komplek-
sia vakioita. Nyt

B(A—= M) =(\""'B, 1+ X" 2B, o+ ...+ ABy + By)(A — \I)
=\N"1B, LA+ N"2B, 3 A+ ...+ AB1A+ ByA
—A"B,1 = \"'B, 5 — ... = A?B, — \By
== A"B,_1 + \N" Y (B,_1A — B,_) + M(Bal + By) + ByA.

Edellinen hieman yleisemmin kirjoitettuna on
n—1
B(A— X)) = ByA + (Z N(B;A — Bi_1)> — \"B,_1.
i=1

Toisaalta lauseen 1.5 perusteella (A — AI)B = B(A — A\) = det(A —
M), joten

(A= M)B = det(A — AXI)I = p(\)] = (=1)"\"I + ...+ a; M + aol.
Koska (A — AI)B = B(A — \I), saadaan yhtdloryhma

BoA = CL()I,
BiA_Bi—l :ail kaikilla ¢ = 1,...,77,— 1,
—By,_ = (-1)"I.

Kertomalla keskimméiset yht#lét puolittain matriisin potenssilla A%
saadaan

BiAiJrl - BiflAi = aiAi kaikilla ¢ = 1, N 1.
Kertomalla vield viimeinen yht&lo puolittain matriisin potenssilla A",
saadaan

—B, 1 A" = (—=1)"A".
Yhtaloryhméksi saadaan, etta
B()A = CLQI,
B,A™ — B, A" = q;A', kaikillai=1,....,n—1,
—B, 1 A" = (=1)"A".
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Laskemalla yhtaloryhméan vasemmat puolet yhteen saadaan, etta
BoA+ByA*—~ByA+ByA*— By A*+. . +B, 1A"—B, ;A" '-B, A"
= (BoA — ByA) + (B1A? — BiA®) + ...+ (B,_1A" — B,_1A") = 0.
Laskemalla yhtaloryhmén oikeat puolet yhteen saadaan
agl + a1 A+ ...+ a, AV (=1)"A™ = p(A).
Télloin p(A) = 0. O

2.4. Matriisien similaarisuus

Erds oleellinen késite neliomatriiseihin liittyen on similaarisuus.
Matriisit A ja B ovat keskendén similaarisia, mikéli on olemassa sel-
lainen kéadntyva matriisi By, «,, etta

B =P 'AP.

Similaarisia matriiseita vastaa sama lineaarikuvaus. Matriisi P on niin
sanottu kannanvaihtomatriisi luonnollisesta kannasta johonkin toiseen
kantaan.

LAUSE 2.6. Similaarisilla matriiseilla A ja B on sama karakteristi-
nen polynomi.

TobisTus. Olkoon A € C. Koska B = P~ AP jollakin kiantyvlli
matriisilla P, voidaan kirjoittaa

B— X =P AP -\
=P 'AP - \P'P
=P 'AP - P 'A\P
=P 'AP — PT'AIP
=P YA—-X)P.
Determinantin ominaisuuksien avulla saadaan nyt
det(B — M) = det(P~'(A — X )P)
= det P~ det(A — M) det P
=det P' det Pdet(A — \I)
= det(P ' P)det(A — \I)
= det [ det(A — \I)
= det(A — \I).
d

Koska similaarisien matriisien karakteristiset polynomit ovat samat,
niilla on tietenkin myo6s samat ominaisarvot.



LUKU 3

Hessenbergin matriisi

Matriisien ominaisarvojen selvittdminen voi joskus olla laskennalli-
sesti tyoldsta varsinkin isojen matriisien kohdalla. Kuten aikaisemmin
todettiin, similaarisilla matriiseilla on samat ominaisarvot. Ominai-
sarvojen selvittdmistd voidaan helpottaa etsimélld jokin similaarinen,
mutta laskennallisesti yksinkertaisempi matriisi kuin alkuperéinen. Dia-
gonaalimatriisi on yksinkertaisessa muodossa, koska ominaisarvot saa-
daan luettua suoraan diagonaalilta. Matriisi A on diagonalisoituva,
jos se on similaarinen jonkin diagonaalimatriisin kanssa. K&yténnossa
tdma tarkoittaa, ettd on olemassa sellainen kaéntyvé matriisi C' ja dia-
gonaalimatriisi D, etté

C~'AC = D.

Koska matriisit A ja D ovat similaarisia kesken&dén, niilld on samat
ominaisarvot. Kun muodostettaisiin aluksi sopiva kannanvaihtomat-
riisi C', saataisiin matriisin A ominaisarvot luettua suoraan matriisin
C~'AC = D diagonaalilta. Kaikki matriisit eivit kuitenkaan diagona-
lisoituvia.

Miten yksinkertaisessa muodossa jokin tédysin mielivaltainen mat-
riisi voidaan esittdd, jotta se siilyisi similaarisena alkuperéisen kanssa?
Erés ratkaisu tdhéan on Hessenbergin matriisi.

Hessenbergin matriisia on kahta tyyppié. Neliomatriisi H,,x,, = [hij]
on Hessenbergin ylimuotoa (engl. upper Hessenberg form), jos sen al-
kioille pétee

hl'jzo, kunz>]+1

Talloin matriisi on muotoa

h21 ) :
(3) H=19
0 .0 0 Dt P

Neliomatriisi H,,«p, = [hi;] on Hessenbergin alamuotoa (engl. lower Hes-
senberg form), jos sen alkioille pétee

hij:O, kun 7 >+ 1.
19
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Talloin matriisi on muotoa

(hyy hyy O --- 0 ]

(4) H=|: 0
: hn—l,n
_hnl hnn_

Hessenbergin muodossa oleva matriisi on melkein kolmiomatriisi. Hes-
senbergin alamuodossa oleva matriisi voi poiketa alakolmiomatriisis-
ta ainoastaan ensimmaéisen ylemmén sivudiagonaalin (engl. superdia-
gonal) hia, ..., hy_1, kohdalla (alakolmiomatriisissa ndméa alkiot olisi-
vat kaikki nollia). Vastaavasti ylamuodossa oleva Hessenbergin matriisi
voi poiketa yldkolmiomatriisista ainoastaan ensimmaéisen alemman si-
vudiagonaalin (engl. subdiagonal) hay, . .., h,,—1 kohdalla (ylikolmio-
matriisissa ndmé alkiot olisivat kaikki nollia).

3.1. Muunnos Hessenbergin muotoon similaarimuunnoksilla

3.1.1. Matriisin muuntaminen Hessenbergin ylidmuotoon
similaarimuunnoksilla. Tarkastellaan johdatteluna, kuinka 4 x 4-
matriisi

a1 G122 a13 Qa4
A= 21 Q22 A23 A24
az1 Q32 Aaz3 a34
a41 Q42 Q43 Q44

voidaan muuntaa Hessenbergin ylamuotoon. Oletetaan aluksi, etté
as # 0. Muodostetaan alkeismatriiseja (katso 1.3.5) hyodyntden mat-
riisi S; asettamalla

1 0 00
0 1 00
a a
Ays (_ﬂ) Aoy <_£): 0 -8 1 o] =5
a21 21 gzl
0 —— 01
21

1 0 00
0O 1 00
a3 aa1 asq _1
A —— ] A —]=10 = 1 0of =:57".
* (a21> . <a21) aa1 !
0 2 01

21
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Nihdisn, ettd S;S; " = I, joten S; ja S;! ovat toistensa kifinteismatriiseja.
Matriisit B := S;AS; ! ja A ovat selviisti similaarisia. Laskemalla mat-
riisien kertolaskut ndhdéaén, ettd matriisi B on muotoa

b1 bia big b

b b b b
5 B—g Ag-1— |b2 b2 b by
(5) L 0 D32 b33 D34

0 baz bys by

Matriisi B ei ole vielda Hessenbergin matriisi, jos by # 0, joten sitd
pitda vield muokata. Oletetaan aluksi, ettd b3y # 0. Muodostetaan
alkeismatriiseja hyodyntéden matriisi Sy asettamalla

10 0 O
bay 01 0 0
Asy (——) =10 0 1 0] =5
b32 bio
00 — 1
bs2

Edellisen kiifinteisoperaatioilla muodostetaan matriisi S, ' asettamalla

10 0 O
bio 01 0 O
A34(—>: 00 1 0f=u5"
bs2 bio
00 — 1
bs2
Nyt S5S; ' = I, joten Sy ja S;' ovat toistensa kisinteismatriiseja.
Matriisit H := S,BS;"' ja B ovat similaarisia. Laskemalla kertolas-

kut nédhdééan, ettd matriisi H on muotoa

hit hia hiz hag
hoi hao has hoy
0 hsy hzs hss
0 0 lyz hay

H = S,BS;" =

Matriisille A on nyt 16ydetty Hessenbergin yldmuodossa oleva similaa-
rinen matriisi H.

Jos matriisille A péteekin as; = 0, on matriisia muokattava erilai-
seen muotoon. Tarkalleen ottaen halutaankin jokin matriisi 4, joka on
similaarinen matriisin A kanssa ja jolle ao; # 0. Jos az; # 0, vaihta-
malla alkioiden as; ja az; paikkaa keskendin ongelma olisi ratkaistu.
Hyodynnetéadn téssa alkeismatriiseja asettamalla

Py3 = =P

SO O
o= OO
OO = O
_— o O O
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1\NIyt PP, = I, jolloin P, on itsensé kddnteismatriisi. Erityisesti matriisi
A := P, AP, on similaarinen matriisin A kanssa ja se on muotoa

11 a3z G2 daiq
A= a31 33 a3z AaA34
Q22 A23 A2z A24
g1 A43 Q42 Q44
Nyt a9y = az; # 0, joten Hessenbergin matriisia voidaan muodostaa

aiemmin esitetylla tavalla.
Jos matriisille A patee myos az; = 0, asetetaan

1 000
0001
]324_0010_']32
0100

jolle pétee PyPy = I. Matriisi A = P,AP, on similaarinen matriisin A
kanssa ja se on muotoa

ann a4 Q13 QA12
A — Aq41 Q44 Q43 Q42
asy Gz4 a3z A32
Q21 Q24 G23 (22
Koska ag; = a3; = 0 ja a4 = ag; = 0, matriisilla on ensimméisessé sa-
rakkeessa jo halutuissa alkioissa nollat Hessenbergin muodon kannalta,
joten voidaan siirtyé kasittelemédn toista saraketta.

Jos matriisille A pétee jo alun perin as; = ag; = ay; = 0, silld on
ensimmaéisessé sarakkeessa jo sellaisenaan halutuissa alkioissa nollat,
jolloin voidaan suoraan ldahted muokkaamaan toista saraketta.

Oletetaan, ettd matriisilla B on ensimméinen sarake halutussa muo-
dossa Hessenbergin muodon kannalta (5), jolloin voidaan lihted muok-
kaamaan toista saraketta. Jos bsy = 0, matriisi on jo valmiiksi Hessen-
bergin muodossa, jolloin sille ei tarvitse tehdd endd mitédan. Jos bgs = 0
ja bye # 0, matriisia joudutaan muokkaamaan. Asetetaan

100 0
0100
Paa=10 o o 1| =13
0010

jolloin péatee P3Py = I. Erityisesti B = P; BP; on similaarinen matriisin
B kanssa ja on muotoa
bir b1z by b3
B— bar bao Doy Doz
0 bio bag bys
0 b3a b3y bss

Nyt bis = bsp = 0, jolloin B on Hessenbergin muodossa.
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Tarkastellaan seuraavaksi yleista tapausta, jossa matriisille A,,.,, et-
sitdén sellainen Hessenbergin muoto, jossa nolla-alkiot 16ytyvit lavistédjan
alapuolelta.

aiy ... Qip

A=
Ap1 ... QApp

Olkoon n > 3. Aletaan jarjestyksessd "nollata” kustakin sarakkeesta
halutut alkiot. Taten on ensin 16ydettdvid matriisin A kanssa similaa-
rinen matriisi By, jonka ensimmaéisen sarakkeen n — 2 viimeista alkiota
ovat nollia. Oletetaan, ettd as; # 0.

Muodostetaan alkeismatriiseja hyodyntiden matriisi S; asettamalla

as QA1 ai1
Ao [ =222 ) ... 4 As; = 51.
(i) () =T () =

Edellisten kinteisoperaatioilla muodostetaan matriisi S; ! asettamalla

31 . On1 i\ _ o1
() o () ()

Koska 515, = I, ovat S; ja S; ' toistensa kiisinteismatriisit. N&in ollen
matriisit By := S1AST ! ja A ovat similaarisia keskeniin. Laskemalla
matriisien kertolaskut havaitaan, ettd B; on muotoa

_bn b12 e e bln

621 b22 :
Bl = 0 .

| 0 b11 e e bll_

Matriisilla B on talloin ensimmaisessé sarakkeessa halutuissa alkioissa
nollat.

Seuraavaksi nollataan toisesta sarakkeesta haluttavat alkiot. Halu-
taan 16ytda matriisin B, kanssa similaarinen matriisi By, jonka toisen
sarakkeen n — 3 viimeista alkiota ovat nollia. Oletetaan, etta bz, # 0.
Muodostetaan matriisi Sy asettamalla

HA?’Z ( 532) =%

ja matriisi S; ! edellisten kiifinteisoperaatiolla asettamalla

HAS”L (b32> = 52_1

Koska S»S; ' = I, ovat S, ja S, ! toistensa kiinteismatriisit. N&in ollen
matriisit By 1= 558155 ! ja B ovat similaarisia keskensién. Laskemalla,
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matriisien kertolaskut havaitaan, ettd B, on muotoa

_CH Cig Ci13 ... ... Cin
C21 Co2 (23
0 c32 c33

0

_0 0 Cpy ... ... Cppl

Nyt matriisilla C' on ensimméisesséd ja toisessa sarakkeessa halutuis-
sa alkioissa nollat. Samalla periaatteella kdydéa#an lapi loput sarakkeet
niin, ettd matriisi on saatettu Hessenbergin muotoon.

Yleisesti kirjoitettuna muokattaessa saraketta 7 muodostetaan mat-
riisi S; (aj41,; # 0) asettamalla

H Ajir <— = > = 5j

i=j+2 aj"rLj

ja matriisi S; ! edellisten kiinteisoperaatioilla:

- Qij -
H Aj+1,i ( J ) = Sj 1.

iZite Aj+1,

Jos a;y1; = 0, korjataan asia samalla periaatteella, kuin 4 x 4-matriisin
tapauksessakin. Valitaan jokin sarakkeen j lopuista alkioista

@jt2j,- - -, 0nj, jolle pétee a;; # 0. Jos alkio ay; # 0, asetetaan

Pty =: P. Koska PP = I, matriisi A on similaarinen matriisin

A = PAP kanssa. Jos
a;; =0 kaikilla 1= j+2,...,n,

matriisilla on kyseisessd sarakkeessa jo valmiiksi halutuissa alkioissa
nollat ja voidaan siirtyd muokkaamaan seuraavaa saraketta.

Matriisilla S;B;-1.5; ! on sarakkeissa 1,...,j nollattu tarvittavat
alkiot (tédssd By = A). Toistetaan algoritmia aina (n — 2). sarakkeeseen
asti, jonka jdlkeen matriisi on Hessenbergin muodossa. Algoritmissa on
oleellista, ettd matriisit A, By,..., B,_s ovat kesken&ddn similaarisia,
jolloin niilld on samat ominaisarvot.

Jokainen matriisi B; on similaarinen matriisin A kanssa. Jos sarak-
keella j on jo valmiiksi halutuissa alkioissa nollat, asetetaan yksinker-
taisesti S; = I. Koska B; = Sij_lsj_l kaikilla j = 1,...,n — 2 (tdssi
By = A), talloin

Sp_g--S1ASTY STl = H,

jossa H on Hessenbergin ylidmuodossa. Merkitdan S, _o---57 =: S,
jolloin S;'---S 1, = S7!. Nyt tiedetdisin, ettd jokaiselle matriisille
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Apnxn 10ytyy jokin sellainen kdantyva matriisi S, etté
SAS™!' = H.
Erityisesti jokainen neliomatriisi on muunnettavissa Hessenbergin ylamuotoon.

ESIMERKKI 3.1. Etsitdan similaarimuunnoksien avulla Hessenber-
gin ylamuoto matriisille

3 2 3 1
1 5 6 =5
A= -1 0 -2 4
2 5 12 -10
Aikaisemmin esitetylld tavalla valitaan
1 0 00 1 0 00
101 00 ) 4 |01 00
Si=00 —1 10l ST o1 10
0 2 01 0 -2 0 1
Talloin
3 1 3 1
- 4|1 —-11 6 =5
Bi=5iAS =1y 4 4
0 =5 0 0

Matriisilla B; on ensimmaisessé sarakkeessa halutuissa alkioissa nollat
Hessenbergin muodon kannalta, joten ldahdetddn muokkaamaan toista
saraketta. Valitaan matriisit

10 0 0 10 0 0
o1 o o . .. o1 0 0
2= 199 1 o 7 % =g 10
00 =5 1 00 5 1
Talloin
31 8 1
B PR § QS S [
H—SQBlSQ - 0 _1 _1 _17
o 0 5 5

missé H on Hessenbergin matriisi.

ESIMERKKI 3.2. Etsitddn similaarimuunnoksilla Hessenbergin ylamuoto
matriisille

6 0 —1 1
0 3 1 -1
A=10 1 4 1
1 -1 -1 8

Ensimmaéisessé sarakkeessa on nolla ”vadrédssa” kohdassa, koska
as; = 0. Asia voidaan korjata vaihtamalla 2. ja 3. rivin ensimmaéiset
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alkiot kesken#dén (sdilyttdmalla uusi matriisi kuitenkin similaarisena
alkuperiisen kanssa.) Asetetaan

1 0 00
0010
Py = 010 ol = P.
00 01
Talloin PP = I, joten P on itsensé kddnteismatriisi. Matriisi
6 —-1 0 1
~ -1 4 1 1
A= PAP = 0 ) 3
1 1 -1 8§

on talloin similaarinen matriisin A kanssa. Aikaisemmin esitetylld ta-
valla valitaan nyt matriisit

1000 1 0 00
o1 0 0of . 4 |01 00
Si=1g 010 B S =10 0 10
0101 0 -1 0 1
Nyt matriisi
6 -2 0 1
e |13 11
Bi=5457=14 9 3 1
0 -4 0 9

on similaarinen matriisin A kanssa. Edelleen aikaisemmin esitetylld ta-
valla saadaan matriisit

1000 10 0 0
ot oo0 . L. f0o1 0 0
S2=1g g1 0] B % =lgg 1 0
002 1 00 —2 1
Matriisi
6 —2 —2 1
B P I R B |
H=5%B5%"=1¢ 9 5
0 0 -8 7

on Hessenbergin muodossa ja se on similaarinen alkuperéisen matriisin
A kanssa.

3.1.2. Matriisin muuntaminen Hessenbergin alamuotoon
similaarimuunnoksilla. Matriisi A,», voidaan vastaavasti muokata
my6s Hessenbergin matriisin alamuotoon (4). Téssd tapauksessa ale-
taan nollata sarakkeista tarvittavat alkiot oikealta ldhtien aloittaen n.
sarakkeesta. Olkoon n > 3. Hessenbergin alamuotoa varten matriisilta
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A, xn halutaan nollata sarakkeesta j ensimmaéiset 7 — 2 alkiota. Ylei-
sesti kirjoitettuna sarakkeella j muodostetaan matriisi S; (a;_1; # 0)

asettamalla
H ij
Ajfl,i (- ) = SJ
i=1

aj—1,5

ja matriisiksi S ! edellisten kidnteisoperaatioilla

HAj—l7i ( Y ) = Sj_l
i=1

aj—1,5

Téllsin S; ja S ! ovat toistensa kidnteismatriiseja, koska S;S; =1
Matriisilta A, «, nollataan ensin halutut alkiot n. sarakkeesta, jolloin
uusi matriisi on muotoa S,AS; ' —=. B,. Seuraavaksi matriisilta B,
nollataan halutut alkiot (n — 1). sarakkeesta. Halutut alkiot nollataan
aina 3. sarakkeeseen asti. Jokainen matriisi SijHSj’l =: B; kaikilla
j =3,...,n (tidssd B,y1 = A) on similaarinen matriisin A kanssa ja
silld ovat j — 2 ensimmaéisté alkiota nollia. Esimerkiksi 5 x 5-matriisin
tapauksessa 5. saraketta muokattaessa matriisiksi S5 valitaan

An (%) A <%) Aus <@) =S,
ay5 Ay5 Ay

ja matriisiksi S5 ! valitaan

a a a
W ()(2) s
Q45 Q45 Q45

Uusi matriisi on muotoa

bin biz biz by 0O
ba1 baa baz by O
SsAS;t = |bsy bap bzz by O
bai bio baz bas by
bsi bsz bs3 bsy bss

Jos jotakin saraketta muokatessa onkin a;_;; = 0, nolla-alkion paikka
kyseisessé sarakkeessa voidaan vaihtaa sopivalla alkeismatriisilla samal-
la periaatteella, kuin Hessenbergin matriisin ylamuodon tapauksessa.

Jokainen matriisi B; on similaarinen matriisin A kanssa. Jos sarak-
keella 7 on jo valmiiksi halutuissa alkioissa nolllat, asetetaan yksinker-
taisesti S; = I. Koska B; = Sij_lSj’l kaikilla j = 3,...,n (tdssd
Bni1 = A), tallin

53...511,45;1...551:[{,

jossa H on Hessenbergin alamuodossa. Merkitdan Ss - - - S,, =: .9, jolloin
S—t... S5 = S~ Nyt tiedetiisin, etté jokaiselle matriisille A, ., 16ytyy
jokin sellainen kéantyva matriisi S, etté

SAS™' = H.
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Erityisesti jokainen neliomatriisi on muunnettavissa Hessenbergin ala-
muotoon.

ESIMERKKI 3.3. Muokataan matriisi
1 -1 -1 -1

-1 1 -1 -1
A=11 1 1
1 -1 -1 1

Hessenbergin alamuotoon similaarimuunnoksilla.
Valitaan ensin matriisit

10 -1 0 101 0
o1t -1 0l . . o110
St=100 1 o 9 5 =g 01 0

00 0 1 000 1.

Nyt
2 0 0 0
oo lo 2 0o of
-1 -1 -3 1

Matriisilla H on viimeisessé sarakkeessa halutuissa alkioissa nollat Hes-
senbergin muodon kannalta ja liséksi h;3 = 0, joten se on itse asiassa
jo nyt Hessenbergin muodossa.

3.2. Hessenbergin matriisin kiyttokelpoisuus

Téssé luvussa on kiyty tapoja erilaisten neliomatriisien muokkaa-
miseksi sekd Hessenbergin yldmuotoon ettd alamuotoon. On huomat-
tu, etté itse asiassa jokainen nelidmatriisi voidaan muuntaa sekéd Hes-
senbergin ylamuotoon ettd alamuotoon. Seuraavaksi voidaan esittéda
tdmén tutkielman térkein lause.

LAuse 3.1. Jokaiselle matriisille A,,.,, 10ytyy kddntyva matriisi S
siten, ettd

SAS' = H,

jossa H on Hessenbergin muodossa matriisi.

TobisTus. Téassd luvussa on kisitelty kaikentyyppisille neliomatriiseille
menetelmé Hessenbergin muotoon muuntamiseksi. U

3.3. Householderin muunnos

Tutustutaan toiseen tapaan matriisin Hessenbergin muodon loytamiseksi,
Householderin muunnokseen. Oletetaan, ettd u € C* (u # 0).
Householderin matriisi (tai Householderin muunnos) méaritelldén aset-

tamalla
2uu*

Q=1-

wru
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LAuse 3.2. Householderin matriisi on itseadjungoituva ja unitaa-
rinen.

TobisTus. Osoitetaan ensin itseadjungoituvuus. Maaritelmén mu-
kaan Householderin matriisi (),,«,, on itseadjungoituva, kun Q = Q*.

Merkitaan lyhyemmin b = % € R, jolloin
Q=1-buu".
Nyt
Q" = (I —buu*)" = I" — (buu*)"

=T—b(uu")" =1-0bu*)u

=TI — buu”

= Q
Osoitetaan vield unitaarisuus. Maaritelmén mukaan Householderin mat-

riisi Qnxrn on unitaarinen, kun Q* = Q. Itseadjungoituvuuden nojalla
Q = Q*, joten unitaarisuus voidaan todeta osoittamalla, ettd Q = Q.

2
Télloin QQ = I. Merkitdén aluksi lyhyemmin b = — € R. Nyt
uru

QQ = (I — buu*) (I — buu®) = I* — 2Ibuu* + (buu*) (buu*)
= I — 2buu* + b* (uu*) (uu®)
= I — 2buu* + b*u (u*u) u*

——
€R

= I — 2buu* + b*(u*u)uu*

2 2\’
=1—-2—uu" + <T) (v u)uu”

u*u u*u
I duu*  A(u*u)(uu®)
g dquv* 4uu*
U*U U*U
=1.

Lauseen 3.2 perusteella Householderin matriisille () pétee

Q=Q" =Q".
Matriisi ) onkin samaan aikaan seké itsenséd adjungaatti ettd kdanteis-
matriisi.

Kun matriisille A,,«,, etsitidn Hessenbergin muotoa, ldhdetdan en-
simméisestéd sarakkeesta ldhtien nollaamaan riittdva méaara sarakevek-
torin komponentteja lopusta. Lahdetéddn tarkastelemaan, miten House-
holderin matriisi on muodostettava, jotta sitd voitaisiin hyddyntaa.
Tarkemmin halutaankin tietdi, miten vektori v € C" valitaan.
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Olkoon matriisilla A sarakevektorit aq, ..., a,, jolloin
A=lay ... ay.

Kun matriisia A kerrotaan vasemmalta puolelta matriisilla (), tulomat-
riisin sarakevektorit ovat muotoa

QA= [Qa -+ Qay.
Oletetaan, ettéd sarakevektorilta

(%1

Un

haluttaisiin nollata n—k viimeista komponenttia kertomalla sitd House-
holderin matriisilla (). Tutkitaan, miten padstdan tulokseen Qz = w,
jossa w olisi tarkalleen muotoa

(%1

V-1

L O -

Kun Householderin matriisilla () kerrotaan vektoria v € C", saadaan

2uu* 2uu*v
Qu = (I — ) v=0v— .
uru uru
I . 2utv R
Merkitaéan lyhyemmin = 7, jolloin
u*u
Qu = v — vyu.
Jos haluttaisiin péadtya tulokseen Qv = w, olisi oltava
[ U1 i [ (751 i U1
Vk—1
Qu=v—yu= Vk-1 - U1 | s
Uk U,
0
[ Un | Lun ]| 0 |

Huomataan, ettd edelliseen tulokseen voidaan padtyd, kun seuraavat
nelja ehtoa ovat voimassa:

(1) u; =0, kuni=1,...,k—1,

(2) v=1,

(3) vp —ug = s,
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(4) uy =v;, kuni=k+1,... n.

Householderin matriisissa esiintyvéan vektorin v € C on oltava muotoa

Vield on méaritettiva s sellaiseksi, ettd v = 1. Asetetaan

v
s=—/onl + [rs1 + - .. + [va]®.

||

Koska |vg| € R ja \/|vg|? + [ogs12 + . .. + |va]? € R, piitee selviisti

_ UL
5= ﬁ\/wk]? + vk ]2+ . F |ual?
k
Talloin saadaan
VLU
s> = s5 = ﬁ (I + Jonsa 2 + - - + |oa]?)
_ |Uk|2 2 2 2
— ‘Uk|2 (’Ukl —+ ‘Uk+1| + ...+ ’Un’ )
= |op]* + kg1 P+ -+ va]® E€R.
Lisaksi
o VRV
Tis = |§j—f¢|vk\2 + vk P+ Jval?
k
_ v 2 2 2
= |U—|\/|Uk| + |Uk+1| + ...+ |Un|
k
= [V [0k 2 + [orga 2+ .+ [va]?.
Toisaalta
Vi Uk
V5 = ﬂ\/|vk‘2 + kg2 + o [va?

|k
_ ’UkP\/ 2 2 2
—U—k| Uk % + [vrg1 >+ A [vn)

|
= [oi| V/[vk[? + [opa 2 + - .+ [oa]?
= VLS.
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Edellisten perusteella saadaan

uu = (v — 8)(vp — 8) + v [P+ ..+ v
= (U — 3)(vg — 8) + g |* + - .. + |va]?
= |vg)® — Trs =S + |8]° + [vpsa P+ .+ |vn]?
——

=V S

= ll)k|2 + |Uk+1|2 + ...+ |Un|2/+’8‘2 — VLS — VLS
I
=Is|

= 2|s]|* — 2u;3.

Toisaalta
wv = (vp — 8)v + |Vpsr]® + ...+ |vn]?
= Uk = 3)vg + |ven [P+ o+ Jvg?
= VRV — SV + |Uk+1|2 + ...+ |1)n|2
= [op]* + |vpa P+ ..+ o — 03
= |s]* — 5.
Talloin
2u™v
T e L

jolloin ehdossa (2) asetettu vaatimus komponentille s € C pitee.

Jos Householderin matriisi ) = [¢;;] on mééritetty edelld késitellylla
tavalla, matriisilla QA = [b;;] on halutuissa sarakkeissa halutuissa al-
kioissa nollat. Kun matriisille A etsitdin Hessenbergin muotoa, uuden
matriisin on oltava similaarinen alkuperédisen matriisin kanssa. Koska
Householderin matriisille pitee Q = Q~!, matriisi QAQ on similaari-
nen matriisin A kanssa. Mutta onko matriisilla Q AQ) myos halutuissa
alkioissa nollat kuten matriisilla QQA?

Hessenbergin matriisin yldmuodossa on ensimmaéisessé sarakkeessa
n — 2 viimeistd alkiota nollia ja toisessa sarakkeessa n — 3 viimeista
alkiota nollia. Yleisesti voidaan ilmaista, ettd kokoa n x n olevan Hes-
senbergin matriisin k. sarakkeen n — k — 1 viimeista alkiota ovat nollia.
Muokattaessa saraketta k on vektorilla u € C™ nollat k ensimmaéisessa
sarakkeessa. Havaitaan, ettd muodostettava Householderin matriisi loh-
komuodossa ilmaistuna on t&lloin

[ o
jossa Ij, on kokoa k x k oleva yksikkomatriisi ja U kokoa (n—k) x (n—k)

oleva matriisi, jonka kaikki alkiot w;; voivat olla nollasta poikkeavia.
Kun matriisin A, «, ensimmaisti saraketta muokataan, matriisien @) ja
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A tulo on muotoa

_bll blg e bln
ba1  ba2 :
QA= |0
(0 by oo o ban
Yleisesti kirjoittetuna matriisin QAQ = [c¢;;] ensimmaéisen sarakkeen

alkio ¢;; on matriisitulon méaéritelman mukaan
n
Ci1 = E biijl kaikilla ¢+ = 1, e, .

Jj=1

Matriisille QA pétee b;; = 0 kaikilla ¢ = 3,...,n. Toisaalta g;; = 0
kaikilla ¢ = 2,...,n. Taten

cip =0 kaikillaz=3,...,n.

Néin ollen matriisi QAQ on muotoa

i1 Ci2 ... ... Cip
Co1  C22 Con

QRQAQ= |0 N
| 0 c2 ... .. Can

jolloin silldkin on ensimmaéisessé sarakkeessa halutuissa alkioissa nollat.

Tarkastellaan yleisempéé tapausta, jossa matriisilla A,,«, on nollat-
tu k — 1 ensimmaisessé sarakkeessa halutut alkiot Hessenbergin muo-
don kannalta. Seuraavaksi matriisilta halutaan nollata sarakkeesta k
viimeiset n — k — 1 alkiota. Muodostetaan aiemmin esitetylla tavalla
Householderin matriisi (6). Yleisesti kirjoitettuna matriisin QAQ sa-
rakkeen k alkio ¢;; on matriisitulon maaritelmén mukaan

cik =Y _bijgsn kaikillai=1,... n.

j=1
Matriisille QA pétee
bit =bp=---=0by, =0 kaikilat=k+2,...,n.
Toisaalta ¢;; = 0 kaikilla ¢ = k 4+ 1,...,n. Téten
cir =0 kaikillai =k+2,...,n.

Talloin matriisin QAQ sarakkeen k viimeiset n — k — 1 alkiota ovat
nollia. Havaitaan, ettd muokattaessa matriisia A Hessenbergin muo-
toon matriiseilla QA ja QAQ on molemmilla halutuissa alkioissa nol-
lat. Householderin muunnoksessakin ldhdetédén nollaamaan matriisilta
sarake kerrallaan halutut alkiot. Householderin matriisilla ()1 nollataan
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alkioita ensimméisesté sarakkeesta, jolloin matriisi Q1 AQ), =: B on si-
milaarinen matriisin A kanssa. Householderin matriisilla (> nollataan

alkioita toisesta sarakkeesta, jolloin QQ2(Q)1 AQ1Q> =: B, on similaari-
nen matriisin A kanssa. Nollataan tarvittavat alkiot aina (n—2). sarak-
keeseen asti. Yleisesti jokainen matriisi B; (jossa ¢ = 1,...,n — 2) on

télloin similaarinen matriisin A kanssa. Jos sarakkeella j on jo valmiiksi
halutuissa alkioissa nollat, asetetaan yksinkertaisesti ¢); = I.

ESIMERKKI 3.4. Etsitddn Hessenbergin ylamuoto Householderin
muunnoksen avulla matriisille

A:

=~ W
— =W
— =

Koska matriisi on 3 X 3-muotoa, se saadaan Hessenbergin yldmuotoon
nollaamalla ensimmaéisen sarakkeen viimeinen alkio. Merkitd&n nyt

jolloin

s =1/v3+v3 =V32+42=5.

talloin up = v — s = 3 — 5 = —2, jolloin saadaan Householderin
matriisissa esiintyvéksi vektoriksi

0
u=|-2
4
Nyt uw*u =12 ja
0 0O 0 O
wuxk = [=2| [0 =2 4] =10 4 -8
4 0 —8 16

Householderin matriisiksi saadaan talloin

2uu* 100
Q=1- =10 2 %
utu 0 Z_i _3
5 5
Nyt
1 5 0
AQ= |5 ¥ T
Q-5 § %
25 25

mikéd on Hessenbergin muodossa.
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ESIMERKKI 3.5. Matriisilla

2 1 1 2
3 4 01
0 -3 11
0 4 2 3

on Hessenbergin muodon kannalta ensimmaéisessé sarakkeessa halutuis-
sa sarakkeissa jo nollat. Jotta matriisi saadaan Hessenbergin muotoon,
riittda nollata 2. sarakkeen viimeinen komponentti. Merkitain

1
v 4
-3
4
Nyt
s =/v2+v] =+/(—3)2+42 =5,
jolloin ug = v3 — s = —3 — 5 = —8&. Télloin
0
" 0
- |8
4
Householderin matriisiksi saadaan nyt
10 0 O
2uu* 01 0 0
Q=1-——= 00 -3 4
uru 53
00 ¢ =
Nyt
21 1 2
34 4 8
QAQ= |5 - 4 i|.
58 %
00 5 5

mikéd on Hessenbergin muodossa.






LUKU 4

Hessenbergin matriisin ominaisarvot

4.1. Krylovin menetelméi

Olkoon H,,x, Hessenbergin yldmuodossa oleva matriisi (3):

(hiy ... ... .. hy|

hoy :
H= 1|y

I Ry M

Hessenbergin ylamuodossa oleva matriisi H,,,, = [h;;] on redusoituma-
ton, jos sen alkioille pétee

hk,kz—l 7é 0 kaikilla 2, e .

Muulloin matriisi on redusoituva. Seuraava algoritmi ominaisarvojen
selvittdmiseksi toimii vain, jos matriisi on redusoitumaton. Krylovin
menetelméssid méadritetddn matriisille H yhteensd n + 1 eri vektoria
valitsemalla ensimméiseksi jokin mielivaltainen vektori o € C". Ase-
tetaan tassd, ettd xy on luonnollinen kantavektori ¢;. Taméan jalkeen
madritetdédn loput vektorit rekursiivisesti asettamallla

rp,=Hxi_q, jossak=1,...,n—1.
Koska
r1 = Huxg,
xo = Hxy = H(Hxy) = H?x,
13 = Hry = H(H?z0) = H’0,

voidaan tietenkin kirjoittaa myos yleisessd muodossa

z, = H .
Talloin
) i
. hon
To = |. ja x1=Hzxo= |0
0 0

Maarittamalla seuraavia vektoreita huomataan, etta jokaisella uudella
vektorilla on yksi mahdollisesti nollasta poikkeava komponentti enemmén.

37
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LAUSE 4.1. Oletetaan, ettd H,., on redusoimaton Hessenbergin
ylamuodossa oleva matriisi ja x; = H"*z. Talloin vektorilla z; ovat
n + 1 — k viimeistd komponenttia nollia ja x x+1 7 0.

TobisTus. Kéytetddn induktiota.

(1) Kun k =1,
h11
hay

Ile(L’Q: 0

0
Téassé hgy # 0, koska H on redusoimaton.

(2) Induktio-oletuksena oletetaan, etta viite pitee, kun k = i. Mer-
kitaan z; = (by,...,b,). Télloin vektorilla z; ovat n + 1 — i viimeista
komponenttia nollia ja b; 11 # 0.

(3) Osoitetaan, ettd véite pétee, kun k = i 4+ 1. Tiedetdén, ettd
matriisin H rivivektorilla HHQ ensimmaiset ¢ komponenttia ovat nollia
ja hiyo+1 # 0 (redusoitumaton matriisi). Vektorin z;41 = Hz; kom-
ponentti x4 42 on

O+ ...+ 0+biy1hivoit1 +0+ ... +0="Dip1hiyoi41.

Induktio-oletuksen perusteella tiedetédédn, ettd erityisesti b;;1 on nollas-
ta poikkeava ja toisaalta redusoimattomuuden perusteella myos ;1241
on nollasta poikkeava, jolloin komponentti ;19 ;42 on niin ikdédn nol-

lasta poikkeava. Toisaalta matriisin H rivivektoreilla fzi+3, el Hn aina-
kin 7+ 1 ensimmaéista alkiota ovat nollia, joten vektorilla x; 1 viimeiset
n—1t— 1 alkiota ovat nollia. Viite patee myds tapauksessa k = :+1. [

Lauseen 4.1 perusteella tiedetddankin nyt, ettad edelld méaritetyt vek-
torit xo, ..., x,_1 ovat keskendin lineaarisesti riippumattomia.

LAUSE 4.2. Oletetaan, ettd H,., on redusoimaton Hessenbergin

ylimuodossa oleva matriisi ja x;, = HFzo. Télloin Krylovin mene-
telmélla méadritetyt vektorit zo, ..., xr,_; muodostavat avaruuden C"
kannan.

Tobistus. Vektoreita zg, ..., z,_1 on yhteenséd n kappaletta ja ne
ovat kaikki lineaarisesti riippumattomia, joten ne muodostavat avaruu-
den C™ kannan. O

Cayleyn-Hamiltonin lauseen perusteella (2.5) matriisin H,,,, karak-
teristinen polynomi nollaa sen, toisin sanoen py(H) = 0. Karakteris-
tisen polynomin py(H) aste on n. Jos 16ydettéisiin jokin samaa as-
tetta oleva polynomi, joka nollaisi matriisin H ja se pystyttéisiin vield
osoittamaan yksikéasitteiseksi, karakteristinen polynomi olisi onnistuttu
16ytaméaan.
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Koska vektorit xq, ..., z,_1 muodostavat avaruuden C" kannan, jo-
kainen vektori y € C" voidaan esittdd niiden lineaarikombinaationa.
Niéin ollen 16ytyvét sellaiset yksikésitteiset kompleksiluvut
ag, A,y ..., an_1, €tta
(7) apTo + a1x1 + ...+ Qp_1Tp_1 = —IT,.

Koska
rr = H¥¢, kaikilla k=1,2,...,n,

voidaan yhtélo (7) kirjoittaa myds muodossa

(8) aoél + Cl,lHél + ... (ln_lHn_lél + Hnél
= (ao + a1 H+ ... an,lanl -+ Hn) e; = 0.

Olkoon polynomi p muotoa
p(t) =ao+ait + ...+ ap_t" P+ ",

jolloin p(H)e; = 0.

Vektoreita e, Hey, ..., H"e; on yhteensd n + 1 kappaletta, jolloin
ne ovat lineaarisesti riippuvia keskendén. Yht&lolla (8) voi néin ollen
olla nollasta poikkeava ratkaisu. Selvésti

H*p(H) = H*(apl + ayH + ...+ ap_H" ' + H")

= H*aol + H*a;H + ...+ H"a,,_ H" ' + H"**
= aoH* + ey H" " + .. 4 a,_H"F1 4 gtk
= (apl +a1H + ...+ an_H" ' + H")H,
= p(H)H".

Koska p(H)ée; = 0, piitee tietenkin myds H*p(H)e; = 0, jolloin

p(H)H*e, =0 kaikilla k =1,...,n.
Koska z, = H"e,, tiedetiin, ettd
p(H)xr =0 kaikilla k=1,...,n.

Koska vektorit zg, ..., z,_1 ovat lineaarisesti riippumattomia, on vélt-
taméatta oltava p(H) = 0.

Polynomijoukko X = {p € P|p(H) = 0} on polynomirenkaan P
ideaali. Polynomirenkaan P kaikki ideaalit ovat yhden polynomin px
virittdmia, jolloin X = {¢px |¢ € P}. (Katso Metsinkyld & Néidtdnen
[3].) Koska py € X, virittavén polynomin asteelle pitee degpx <
degpy = n.

Olkoon polynomi ¢ € X muotoa

q(t) = by + byt 4 ... 4 b1t + btk
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joillakin kompleksiluvuilla by, . . ., by € C, jossa by, # 0. Koska q(H) = 0,
péatee myos q(H)e; = 0, jolloin

k
i=0

Edellisen yhtalon vakioille by, ..., by voi 10ytya ratkaisu vain, jos vek-
torit ey, ..., H*e; ovat keskeniin lineaarisesti riippuvia. Vektorit ovat
lineaarisesti riippuvia keskenéén, jos n — 1 < k, jolloin k£ > n. Polyno-
mille px on télloin valttamatta oltava degpx > degpy.

Koska degpx < degpy ja toisaalta degpx > degpy, tietenkin
degpx = degpy = n. Jos virittdva polynomi py on valittu normite-
tuksi, voidaan karakteristinen polynomi py esittdd muodossa

PH = OQpXx,

jossa a = *1. Polynomi p on normitettu ja se on samaa astetta vi-
rittdvan polynomin kanssa, jolloin p = px. Néin ollen karakteristinen
polynomi on muotoa

pr=ap=(—1"(A\"+ ap_ A"+ .. ai +ag).

Krylovin menetelmén avulla mééritetty karakteristinen polynomi onkin
etumerkkid vaille yksikésitteinen.

Edella esitelty algoritmi tunnetaan Krylovin menetelména. Kerra-
taan vield algoritmin vaiheet.

(1) Olkoon zy = é€;. Lasketaan ensin vektorit x1, ..., x,_; Krylo-
vin menetelmin mukaisesti asettamalla

rr = Hx,_1, jossak=1,...,n.
(2) Ratkaistaan yhtalo

apXo + a1x1 + ... ap-1Cp—1 + T, =0

vakioiden aq, aq, ..., a,_1 suhteen.
(3) Kéytetaan ratkaistuja vakioita karakteristisen polynomin p(\)
kertoimina:

p(A) = (=1)"(\" + an 1t 4.+ ant + ag).

Tarkastellaan ominaisarvojen ratkaisua vield Hessenbergin alamuo-
don tapauksessa. Téssékin tapauksessa Krylovin menetelmé toimii vain,
jos matriisi on redusoitumaton. Hessenbergin alamuodossa oleva mat-
riisi Hy,xn, = [hy;] on redusoitumaton, jos sen alkioille pétee

hi—1r #0 kaikilla k =2,...,n.
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Jos matriisi H onkin Hessenbergin alamuotoa (4), asetetaan Krylo-
vin menetelmén ensimmaiseksi vektoriksi viimeinen luonnollinen kan-
tavektori x¢y = €,. Péinvastoin kuin Hessenbergin yldmuodon tapauk-
sessa, nyt vektorilla z;, = H*x( ensimmiiset k& komponenttia ovat nol-
lia. Téssdkin tapauksessa vektorit zg,...,x,_; ovat lineaarisesti riip-
pumattomia. Vektoreiden méaarittadmisen jélkeen algoritmia sovelletaan
muuten samaan tapaan kuin ylamuodonkin tapauksessa.

ESIMERKKI 4.1. Hessenbergin matriisin mééritelmén perusteella
kaikki 2 x 2-matriisit ovat itse asiassa Hessenbergin matriiseja. Jokainen
2 x 2-matriisi voidaan tulkita olevan sekd Hessenbergin ylidmuodossa
ettd alamuodossa. Kuten aikaisemmin todettiin, Krylovin menetelmééa
Hessenbergin matriisin karakteristisen polynomin ratkaisemiseksi voi-
daan soveltaa vain, jos matriisi on redusoitumaton.

Jos matriisi Haxo = [hy;]| ajatellaan Hessenbergin ylamuodossa ole-
vaksi matriisiksi, se on mééritelmén mukaan redusoimaton, kun

har # 0.

Jos H ajatellaan Hessenbergin alamuodossa olevaksi matriisiksi, se on
maéadritelmén mukaan redusoimaton, kun

hia # 0.

Jos matriisi on sekéd ylamuodon, ettd alamuodon suhteen redusoitu-
maton, sen karakteristinen polynomi voidaan ratkaista Krylovin mene-
telmalld kummalla tahansa (joko yli- tai alamuodon tapauksen) me-
netelmallé.

Jos hoy = 0 tai hip = 0, kyseesséd on kolmiomatriisi, jolloin lauseen
1.7 mukaan sen ominaisarvot voidaan lukea suoraan diagonaalilta.

Matriisi
4 -9
n=y 7

on redusoimaton sekéd yldmuodon, ettd alamuodon mielessd. Ratkais-
taan sen ominaisarvot Krylovin menetelmélld tulkiten se Hessenbergin

yldmuodossa olevaksi. Nyt zy = [(1)] , joten

4 ) —11
r1 = Hxg = {3} ja 1o =Hx = {_12] .

olo] ~oelsl =~

saadaan yhtaloryhmé

Yhtélosta

CLO—|—4CL1 = ]_1
3@1 =12’
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ag = —5
{ a; =4
Karakteriseksi polynomiksi saadaan
p(A) = A2 +4)\ — 5,
jonka nollakohdista saadaan ratkaisuna ominaisarvoiksi Ay = —5 ja

Ao = 1.
Jos halutaan kiyttdd Krylovin menetelmdd alamuodon periaatteel-

josta saadaan ratkaisuiksi

la, valitaan ensin zy = {ﬂ , jolloin

— . 36
r1 = Hxg = —8} ja xngxlz{?)?}.

Edellisesta saadaan yht&lo

oo o] v [ 28] =[]

Ratkaisemalla loppuun asti paadytdédn samaan tulokseen.

ESIMERKKI 4.2. Ratkaistaan Hessenbergin matriisin

-6 2 -5
H=|-4 2 -3
0 2 3
ominaisarvot. Nyt
[—6 2 —5] [1 —6
T :HI'Q -4 2 -3 0| =1|—4 s
i 0 2 3 | _0 0
[—6 2 —5] [-6] [28
Tog = H.I’l -4 2 -3 —41 = |16 s
i 0 2 3 1L 0 | _—8
[—6 2 —5] [28] —96
r3=Hzxy | -4 2 -3 16| = [—56
i 0 2 3 | _—8_ i 8
Lineaarisysteemista
1 —6 28 —96
Qo O + aq —4 + a9 16 = — —56
0 0 —8 8

saadaan yhtéaloryhma
ag — 6a; + 28a; = —96
—4aq + 16a9 = —56 .
—8ay =8
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Yhtéloryhmén ratkaisut ovat

a0:—8
a1:10 .
a2:—1

Karakteriseksi polynomiksi saadaan télléin
p(A) = (=1)3(\3 — 8\ 4+ 10\ — 1),
josta nollakohdista saadaan ratkaisuna ominaisarvoiksi \; = —4,
A =1ja A3 =2.
ESIMERKKI 4.3. Etsitddn Hessenbergin matriisin
0101
H =

1 1
0 1
0 1

O = DN
N O

ominaisarvot. Asetetaan ensin zo = &; € C* Mééritetiin Krylovin
menetelmén mukaisesti vektorit

Tpo1 = H" 'z jossak=1,..., 4.
Talloin
1 0] 1 [2 8
10 |1 2 6 18
Ty = O y L1 = O y Lo = 1 y L3 = 2 y g = 8
0 _O_ 0 _2 6
Muodostetaan yhtélo
1 [0] 1 2] 8
0 1 2 6 18
Qo 0 -+ aq 0 + (05} 1 -+ as 9 = — ] s
0 0 0 2 6

josta saadaan yhtéaloryhmaé
a0+a2—|—2a3: —8
ay + 2@2 + 6@3 =—18

as + 2a3 = —8
2a3 = —06
Yhtaloryhmén ratkaisuna saadaan vakiot
ag =0
ar =4
ag = —2"

a3:—3
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joista saadaan karakteristiseksi polynomiksi
pr(A) = A1 —3X3 —2)\2 £ 4\

Karakteristisen polynomin nollakohdista saadaan ominaisarvoiksi
)\1:0, )\2:1, /\3:1+\/5Ja/\4:1—\/5

ESIMERKKI 4.4. Matriisi

1
0
i = 1

N =N O
OO
—— O O

—1

on Hessenbergin alamuotoa.
Ratkaistaessa sen karakteristista polynomia Krylovin menetelmélla
asetetaan ensin oy = &, € C*. Midritetdin vektorit

T = H" jossa k=1,...,4.
Talloin
0 0 0 2 2
0 0 2 2 14
To = O y L1 = 1 y Lo = 1 , L3 = 5 y Lg = 7
1 1 3 3 15

0 0 0 2 2
0 n 0 + 2 n 21 |14
Wlol M| TR | T s T |7
1 1 3 3 15
josta saadaan yhtéaloryhmé
2&3:—2

2a2+2a3 = —14
a1+a2+5a3: -7 '
ag + a1 + 3as + 3az = —15

Yhtaloryhmén ratkaisuna saadaan vakiot

ag = 2
ar =4
ayg = —6"’
as = —1

Karakteristiseksi polynomiksi saadaan talloin

pr(N) = A= X% — 62 + 4\ + 2.
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4.2. Redusoituvan Hessenbergin matriisin ominaisarvot

Krylovin menetelméé kaytettdessd Hessenbergin matriisille H,, .,
médritetyt vektorit z, ..., x,_; muodostavat avaruuden kannan vain,
kun ne ovat lineaarisesti riippumattomia kesken&dén. Jos matriisi H
on redusoituva, kyseiset vektorit ovat keskenédén lineaarisesti riippuvia,
joten talloin Krylovin menetelméé ei voidakaan kédyttda karakteristisen
polynomin 16ytdmiseksi, joten on keksittéava jotain muuta.

Olkoon k < n. Redusoituva matriisi H,,«,, voidaan kuitenkin esittai

lohkomuodossa
_|Hy H,
m- i)
jossa matriisi H; on kokoa k x k, matriisi Hy on kokoa k X (n — k)
ja matriisi H3 on kokoa (n — k) x (n — k). Redusoituvan Hessenbergin
matriisin karakteristiselle polynomille pateekin seuraava tulos.

LAUSE 4.3. Olkoon H,, redusoituva Hessenbergin matriisi, jolle
on olemassa edelld esitetty lohkomuoto. T&ll6in

pr(A) = pr, (N)pw,(N).

TobisTtus. Matriisin H,,, karakteristinen polynomi on
pr(A) = det(H —Al,). Pienempien matriisien karakteristiset polynomit
ovat pg, (A) = det(Hy — Ay) ja pu,(A) = det(Hs — AM,,—x). Koska

| Hy = A H,
H - )\In B |: 0 Hg - )\Ink‘| ’
lauseen 1.8 nojalla saadaan nyt
pir(\) = det(H — AL,) = det {Hl “ Ay H ]

0 Hs — M,
= det(H1 — )\[k) det(H1 — )\[nfk)

= P, (A)pa; (A)-
U
ESIMERKKI 4.5. Redusoituvalle matriisille
3 5% ¢ 0
T =1 —i 2
i = 0 0 —i 2
0 0 1 ¢
saadaan Krylovin menetelmén mukaisesti vektorit
1 3 4 2 —4
0 e 2 21 10
To = 0 y U1 = 0 y Lo = 0 y L3 = 0 , Ly = 0
0 0 0 0 0

daxg — 221 4+ 229 — 23+ 24 = 0,
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jolloin vektorit xq, . .., x4 ovat lineaarisesti riippuvia keskenéén. Talloin
Krylovin menetelméé ei voida kayttdd. Matriisi H voidaan kuitenkin
jakaa lohkoihin

3 5i i 0] —i 2
A= { _J B 4]c- { ]
Matriisi H lohkomuodossa esitettyné on
A B
0 C]”
Matriisin H karakteristinen polynomi saadaan lohkomatriisien A ja C'
karakteristisien polynomien tulona: pg(A) = pa(A)pc(A). Nyt

H =

pa() = det(A — AI) = ‘3 PO A‘
=(B=A)(=1—X) =5
=N -2\ +2
ja
po(X) = det(B — AI)C = ’_Zl_ A Z_QA‘

=(—i—=XN(@—X)—2
=X\ -1
Matriisin H karakteristinen polynomi on
pr(A) = (A =22+ 2)(\* — 1)

ja pp(A) =0, kun A = 1+ tai A = £1. Matriisin H ominaisarvoiksi
saadaan \y =141, Ay =1—17, A3 =1ja \y = —1.

Seuraava esimerkki selventédd, kuinka ratkaista redusoituvan Hes-
senbergin matriisin karakteristinen polynomi tapauksessa, jossa alidia-
gonaalilla on useampia nollia.

ESIMERKKI 4.6. Tarkastellaan 7 x 7-matriisia

5 2 5 6 -2 0 17
-74 1 -5 0 2 3
0 0 -6 2 -5 1 8
H=|0 0 -4 2 -3 -7 1
o o o 2 3 4 2

0o 0 0 0 0 4 -9

0 0 0 0 0 3 =8

Matriisi H on redusoituva, koska hss = hsg = 0. Esitetddn matriisi
lohkomuodossa
o [A B} |

0 C
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jossa

-5 1 8

-3 =7 1

2

—4 2
PN R TTPACEE B
0 O 4 -9

0 0 0 3 =8

Nyt matriisin H karakteristiseksi polynomiksi saadaan

pu(A) = pa(N)pc(N).
Matriisin A karakteristinen polynomi on helposti laskettavissa ja se on
pa(A) = A2 — A +6 (esim. 2.2). Matriisin C' tapauksessa karakteristisen
polynomin laskeminen on jo tyoladmpéad. Matriisi C' ei myoskéédn ole
redusoituva, koska sen alemman sivudiagonaalin alkiolle pétee c34 = 0.
Jaetaan matriisi C' lohkomuotoon

D FE
o-[7 &
jossa
—-6 2 =5 1 8 1 _9
D=1|-4 2 -3|,F= —71,F:3_8.
0 2 3 4 2

Nyt matriisin C' karakteristiseksi polynomiksi saadaan

pc(A) = po(A)pr(A).
Matriisin F' karakteristinen polynomi on helposti laskettavissa ja se on
pr(A) = A2 44X —5 (esim. 4.1). Matriisi D on Hessenbergin muodossa
oleva redusoimaton matriisi ja sen karakteriseksi polynomiksi saadaan
Krylovin menetelmélld p(A) = (—1)(A\* — 8\? + 10\ — 1) (esim. 4.2).
Matriisin H karakteristiseksi polynomiksi saadaan talloin
pu(A) = pa(N)pc(A) = pa(N)pp(A)pr(A)
= (=1)3(N\ = A +6)(A\2 + 4\ = 5)(\* =8 \* + 10\ — 1).
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