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Tamén tutkielman tarkoituksena on esitelld matemaattinen ongelmanratkaisupro-
sessi, kuuluisimpia ongelmanratkaisumalleja, seké aktivoida lukija kokeilemaan kyky-
jadn ongelmanratkaisun parissa. Pedagogista ndkokulmaa tutkielmaan tuovat luvut
ongelmalédhtoisestd matematiikan opetuksesta sekéd peruskoulun ja lukion matema-
tiikkan opetuksen tarpeisiin luotu tehtavéapaketti. Tutkielman tavoitteena on siis, in-
formaatiopaketin liséksi, tehda lukijasta entistéd osaavampi ja monipuolisempi ongel-
manratkaisija niin, ettd hdnen suhtautumisensa késitettd ‘ongelma’ kohtaan muuttuu
entista positiivisempaan suuntaan.

Tutkielmassa, niinkuin kaikissa aihetta késittelevissa ldhdekirjoissa, ongelmanratkai-
suprosessi on pilkottu moniin pieniin osasiin, ja tarkasteltu niitd osasia erilladn it-
se kokonaisuudesta. Kuitenkin ongelmanratkaisu on ennenkaikkea kokonaisvaltaista,
tdyden tilanteen hahmottavaa toimintaa, jossa lahtotiedot, padamadra, ratkaisumeto-
dit, intuitio, luovuus, keskittymiskyky, jarki ja tunteet sekoittuvat toinen toisiinsa
vaikuttaviksi tekijoiksi, inhimilliseksi ja mielenkiintoiseksi kokemukseksi, joka ongel-
manratkaisu pohjimmiltaan on. Tamé kokonaisvaltaisuus nakyy myos tutkielman lu-
kuisissa viittauksissa (ks. tehtavé...) (ks. luku...), jotka yhdistévit eri osa-alueita sau-
mattomaksi kokonaisuudeksi.

Tutkielman informatiivinen osa alkaa perehtymiselld heuristiikkaan, eli 'keksimisen
tieteeseen’, jota voidaan pitdd vanhimpana ongelmanratkaisun teoreettisena pohdinta-
na. Heuristiikan varhaisimmista teksteistd tarkemmin kiydaan lapi Pappuksen (noin
400 jKr) paattelymetodi "analyysi ja synteesi”, joka on yhé edelleen muuttumaton
ja elinvoimainen matemaattinen ongelmanratkaisutapa.Tutkielmassa esitelldédn myos
ongelmanratkaisuprosessia edistévid ongelman muuntelun keinoja, joista monilla on
juuret antiikin ajan geometriassa.

Ongelman muuntelun jéilkeen pohditaan ongelmanratkaisua yleiselld tasolla ja pereh-
dytéaén eri ongelmanratkaisumalleihin, kuuluisimpana néistd George Pdlyan (1887-
1985) luoma ongelmanratkaisumalli vuodelta 1948. Metodeja ongelmanratkaisuun -
luvussa esitellddn konkreettisia erilaisiin ja -tasoisiin matemaattisiin ongelmiin hyo-
dynnettavid ongelmanratkaisumalleja, joista useimmat pohjautuvat luvussa 2 esitte-
lemiimme ongelman muuntelun keinoihin. Malleista siirrytédén katsaukseen ongelman-
ratkaisun opettamisesta kouluissa, seké tulevaisuuden matematiikan opetuksen suun-
taan -ongelmaléhtdiseen matematiikan opetukseen. Lopuksi pohditaan luovaa ongel-
manratkaisua ei niinkdén loogisin ja tieteellisin keinoin, vaan enemménkin filosofisin
pohdinnoin.
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Johdanto

Ongelmanratkaisu on kokonaisvaltaista, vaativaa mentaalista puuhaa, ja samalla
myos erittdin palkitsevaa. Ennen kuin syvennyt lukemaan tutkielmaani ongelman-
ratkaisun péadpiirteistd sek yleisistd malleista, haastan sinut ratkaisemaan seuraavat
tehtavat:

Tehtava 1.
Piirrd harppia ja viivoitinta kayttden kahdelle erilliselle ympyrélle yhteiset tangentit.

Tehtava 2.

Mies kéveli bh. Ensin tasaista tietéd pitkin, sitten ylos vuoren rinnetté ja takaisin sa-
maa reittid. Mies kéveli nopeudella 4km/h tasaista, 3 km/h yldméikeen ja 6 km/h
alamékeen. Kuinka pitkdn matkan mies kéveli?

Ratkaistuasi ndméa matemaattiset ongelmat tai yritettydsi niin pitkddn ettd kyllas-
tyit, palaa takaisin ratkaisuprosessin ldhtotilanteeseen. Mieti, miten ldhdit liikkeelle,
mité teit heti ensimméiseksi ja millaisiin vaiheisiin ongelmanratkaisuprosessisi jakau-
tui. Syvenny sitten miettiméén yksityiskohtaisemmin, miten siirryit vaiheesta toiseen,
mitd kussakin vaiheessa tapahtui, mitké asiat, tiedot ja taidot edistivéit ratkaisupro-
sessiasi, miten suhtauduit ongelmaan ja millainen oli tunnetilasi kussakin vaiheessa,
ja miten késityksesi ongelmasta muuttui ratkaisuprosessin edetessa.

Néiden kysymysten avulla voit luoda oman ongelmanratkaisumallisi, ja verrata sitd
tutkielmassa esittelemiimme yleisiin ongelmanratkaisumalleihin, joita ovat kehitelleet
monet edistyneet matemaatikot ja filosofit, muun muassa René Descartes (1596-1650)
ja George Polya (1887-1985).



LUKU 1
Heuristiikka

Heuristiikka on tieteenhaara, jonka tutkimuskohteena ovat erilaiset ongelmanrat-
kaisumenetelmét. Heuristiikkaa soveltavat muidenkin alojen tieteilijat kuin matemaa-
tikot; loogikot, psykologit, kasvatustieteilijat sekéa filosofit.

Ratkaisumenetelmié tutkittaessa pédsemme sisélle matematiikkaan ja matemaatti-
seen ajatteluun syvemmin kuin ennen. Matematiikkahan on totutusti tdsmaéllisen
tarkka ja systemaattinen deduktiivinen tiede, mutta toisaalta tehtdesséd, ongelmia
ratkottaessa, matematiikka on kokeellinen, induktiivinen tiede. Molemmat nékokul-
mat ovat yhtd vanhoja kuin matematiikka tieteenalana itse. [12]

Heuristiikan, eli ’keksimisen tieteen’ juuret ulottuvat Eukleideen aikaisiin kirjoituk-
siin. Kreikkalaisen matemaatikon, Pappuksen (n. 400 jKr), kokoelmasta "Collectio-
nes’1oytyy yksi varhaisimmista matemaattista péadttelyd koskeva kirjoitus. Kuului-
simpia yrityksid yleispitevin ongelmanratkaisumallin luomiseen ovat kirjoittaneet
matemaatikko-filosofit René Descartes (1596-1650) (luvut 3.1.3 ja 3.2.4) seké Gottfried
Wilhelm Leibniz (1646-1716). Heuristinen adjektiivina tarkoittaa ’loytdmisen palve-
lemista’. [12]

1.1. Heuristinen paittely

Heuristinen pééttely on laajempaa ja epdvarmempaa kuin suoraviivainen ja tarkka
matemaattinen padttely. Heuristista péaéttelyé ei pidetd ehdottoman varmana, lopul-
lisena ratkaisutapana, vaan se on tilapéinen, vakuuttavimmalta tuntuva reitti késitel-
tdvan ongelman ratkaisuun. Heuristinen pééttely soveltuu hyvin niin matematiikan
kuin arkipadiviankin ongelmanratkaisutilanteisiin. Ongelmalle voidaan saavuttaa rat-
kaisu ja siten my0s tédysi varmuus, mutta sitd ennen ratkaisuprosessissa on yleensé
tyydyttava todennédkoisimpéadn arvaukseen, jota tiedepiireissé kutsutaan 'valistuneek-
si arvaukseksi’. Heuristinen argumentti perustuu siis ongelmanratkaisijan tietoihin se-
ké uskomuksiin kyseisestéd ongelmasta, ja se toimii yleensa alkusyséyksené tarkkaan
todistukseen. [12]

1.2. Analyysi ja synteesi

Kreikkalainen matemaatikko Pappus (n.400 jKr), kirjoitti tieteenhaarasta nimel-

td ”Analyomenos”, joka tarkoittaa ’ongelmanratkaisun taidetta’. Pappus kirjoitti kah-
desta padttelytavasta, analyysistéd ja synteesistd. Analyysi tarkoittaa kokonaisuuden
hajottamista osiin ja synteesi ndiden palasten tai ideoiden yhdistelya uudeksi, toimi-
vammaksi kokonaisuudeksi.
Pappus loi paittelytavat antiikin geometrian tarpeisiin, jossa analyysivaihe késitti
teoreeman todistuksen etsintdé ratkaisusta késin ja synteesi tdmén todistuksen suo-
rittamista. Myohemmin paéttelytapoja alettiin hyodyntad myos muilla matematiikan
aloilla, erityisesti algebrassa.
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Analyysissa ldhdetéén siis liikkkeelle siitéd, miké pitaé todistaa, johdetaan siité sen loo-
ginen edeltdji, ja taas edeltédjan edeltdja ja niin edelleen, kunnes saavutetaan edeltija,
joka on yleisesti tunnettu tosiasia. Kun pééastiain tdhan tulokseen, muuttuu analyy-
sivaihe synteesivaiheeksi, ja koko paattelyketju peruutetaan takaisin haluttuun tun-
temattomaan ekvivalenttien vélivaiheiden kautta. Analyysia voidaan kutsua 'lopusta
alkuun suuntautuvaksi’- ratkaisutavaksi ja synteesia 'rakenteelliseksi’-ratkaisutavaksi.
Vaiheet voidaan suorittaa joko uuden teoreeman todistusta varten tai sitten ratkais-
taessa tuntematon, x. Analyysin ja synteesin havainnollistamiseksi voidaan tarkastella
esimerkiksi seuraavaa yhtaloa

8(4" +47%) — 54(2* +27") + 101 = 0.

Koska 4% = (2%)% ja 47% = (2%)72, voidaan muuttuja ilmoittaa muodossa y = 2°.
Yhtalo nayttaa talloin selkeimmalta,

1 1
8(y* + ?) — 5d(y + ;) + 101 =0,

muttei edelleenkdéin helposti ratkeavalta. Huomataan, ettd muuttuja voidaan vaihtaa
uudelleen merkitsemalla z = y + é, jolloin yhtélé muuttuu ratkaistavaan muotoon

822 — 54z 4+ 85 = 0.

Téssé kohtaa analyysi-péadttelyketju muuttuu synteesiksi. Analyysin méaraamat vai-
heet kaydadn nyt uudelleen lédpi, pédinvastaisessa jarjestyksessd. Ratkaisemalla z =
g ja 1?7, saadaan y ratkaistua, y = 2, %,4 ja %1, ja luvun y avulla etsitty tuntematon
r=1-1,2ja — 2.

Ongelmanratkaisussa analyysid voitaisiin kutsua keksimisvaiheeksi ja synteesid to-
teuttamisvaiheeksi. Molemmat vaiheet perustuvat uskoon, ettd ongelma on ratkais-
tavissa. Teoksessaan Pappus kirjoittaa "Analyysissd me siis oletamme, ettd vaadittu
tehtdva on jo ratkaistu, mitd etsitddn on jo 16ydetty, tai mitad taytyi todistaa ka-
sitimme totena.” Oletus on vaaraton, silld jos tuntematon x on olemassa, se selvidi
analyysin ja synteesin avulla, ja jos tuntematonta x ei ole olemassa, umpikujaan ajau-
tunut analyysi kertoo, ettd alkuperdinen ongelma on ratkeamaton. My6s ongelman
havainnollistamiseksi téllainen toiveajattelu on valttdmatonta.

Samaan tapaan myos tehtdvissd, joissa tavoitteena on vakiinnuttaa uusi teoreema voi-
daan olettaa, etti todistusta vailla oleva teoreema A on mahdollinen. Teoreemasta A
vedetddn johtopéadtos B, teoreemasta B johtopaéatos C, teoreemasta C johtopaétos D
ja niin edelleen, kunnes paadytéadn viimeiseen teoreemaan L, joka voidaan varmuudel-
la todistaa joko todeksi tai epatodeksi. Kdymaélld nama ekvivalentit vaiheet uudelleen
lapi takaperin (synteesivaihe) paadytddan lopputulokseen A on tosi/epétosi. [12]
Tiivistettyna Pappuksen idean voisi lausua "Ajattele ongelmasi jo ratkenneiksi, niin
ne ratkeavat”.

1.3. Heuristinen syllogismi

Oppilas ajattelee kokeenpalautuksessa: "Jos koe on mennyt hyvin, niin opettaja
hymyilee. Nyt opettaja hymyilee, joten koe on mitd luultavimmin mennyt hyvin.”
Taméa on esimerkki heuristisesta merkkien tarkkailusta. Toteamuksen ensimméisié
virkkeitd ”Jos koe on mennyt hyvin, niin opettaja hymyilee. Nyt opettaja hymyi-
lee.” kutsutaan ldhtokohdiksi ja loppukommenttia ”Siksipd mitd todennékoisemmin
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koe on mennyt hyvin” padtelméksi. Varmaa tietoa ei padttelyn pohjalta voida tehda,
mutta padttelyd ei myodskéddn voi sivuuttaa, silla tarkeimmét edistymisen merkit ovat
yleensé heuristisia. Yleinen malli kyseisen kaltaisille toteamuksille voidaan kirjoittaa
muodossa

Jos A niin B
B totta

A todennékoisempi.

Tatd kutsutaan ’heuristiseksi syllogismiksi’, ja se on yksi yleisimmistéd heuristisen
paattelyn muodoista. Lausunnossa viiva on implikaation merkki, joka yhdistdé ldh-
tokohdan seké péadtelmén, ja tarkoittaa sanaa ’siksipéd’ tai ’jolloin’. Vertailun vuoksi
heuristisen syllogismin voi esittdéd rinnakkain avoimen péattelyn kanssa.

Heuristinen Avoin
Jos A niin B Jos A niin B

B totta B epétosi

A todennédkoisempi | A epétosi

Molemmissa malleissa ldhtékohdat ovat samat, mutta péittelyt eroavat toisistaan.
Avoimessa pééttelyssa lahtokohdat muodostavat tdyden perustan péadttelylle, ja kun
ne pitavit paikkansa, myos padttely patee. Heuristisen syllogismin pédttely puoles-
taan on epavarmempi kuin sen ldhtokohdat, silld nidkyvien lahtokohtien liséksi padt-
telyyn vaikuttavat myos vallitsevat olosuhteet, kokemus, tunne sekd muut lausumat-
tomat syyt. Ndiden ndkyméttomien osien muutokset voivat horjuttaa paitelméa tai
kumota sen, jattamatta jalkid perustan ndkyvadn osaan. Vaikkei heuristinen syllo-
gismi johdakaan varmaan lopputulokseen, on se erittédin hyodyllinen péaéattelymuoto
etenkin fyysisen maailman mallinnuksessa, joka ei tiukkoja matemaattisia lakeja nou-
data. [12]



LUKU 2

Ongelman muuntelu

Nékokulman seké eri ratkaisutapojen monipuolisuus ja joustavuus ovat ensiarvoi-
sen térkeitd ongelmanratkaisijan ominaisuuksia. Matemaattiset ongelmat eivét yleen-
sd ratkea suoraviivaisesti, vaan vaativat pitkallistd pohdintaa ja aiemman matemaat-
tisen tiedon soveltamista késiteltdvain asiaan. Kun tehtdvadn sovelletaan aiempaa
matemaattista tietoa, liitetdén prosessia edistdvid apuelementtejé tai muokataan jol-
lain muulla tavalla tehtdvaa helpommin ratkeavaksi, 16ytyy ongelmaan tuore nako-
kulma, jonka myo6té kiinnostus ongelmaa kohtaan kasvaa. Tarkastellaan konkreettista
esimerkkid havainnollistaaksemme ongelman muuntelun tarkeyden.

Konstruoi harpilla ja viivottimella puolisuunnikas, jonka sivujen pituudet on annettu.
Merkitdén pohjan pituutta kirjaimella a, sen kanssa yhdensuuntaista ylasivua kirjai-
mella ¢ ja oikeaa ja vasenta sivua kirjaimilla b ja d. Ongelmaa voi lahted muunte-

c

lemaan sivujen pituuksia vaihtamalla. Téssd a > c¢. Jos ¢ supistuu nollaan, kuvioon
muodostuu kolmio, puolisuunnikkaan lavistdjén ja kahden sivun a ja d avulla.
Kuitenkin, jotta kolmion voisi konstruoida, taytyy tietdd sen kaikkien kolmen sivun

Cc

pituudet, joten tdmé keino ei vield edistéd alkuperdisen ongelmamme ratkaisua. Jos
taas sivua ¢ pidennetdén, niin etté siitd tulee yhta pitka sivun a kanssa, puolisuunni-
kas muuttuu suunnikkaaksi.

Huomaamme, ettd tdhdn kuvioon muodostuu mydés kolmio, jonka sivujen pituudet
ovat d,b ja a — c. Tamé kolmio on siis konstruoitavissa, ja sen avulla saadaan myos
alkuperdinen puolisuunnikas konstruoitua.

Muuntelemalla alkuperiistd ongelmaa (puolisuunnikkaan konstruointi) paddyimme
helpommin ratkeavaan apuongelmaan (kolmion konstruointi), jonka avulla saimme
alkuperéisen ongelman ratkaistua. [12]
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C

a

Monesti ongelmanratkaisua ehkéisee vain ratkaisijan jumiutunut ja suppea néakokul-
ma kyseiseen ongelmaan, vaikka muuten hén olisikin kaikinpuolin kykenevé ongelman
ratkaisemaan. Ratkaisijan onkin hyvé pitdd mielessé, ettd ongelman muunteluun on
monia eri tapoja, joista téssi esittelemme analogian kayton, apuelementtien lisdami-
sen, osiinjaon ja uudelleenjirjestelyn, seké yleistdmisen ja spesialisaation.

2.1. Analogia

Analogia tarkoittaa samankaltaisuutta, jossa kahdella analogisella kohteella on
vastinosia, jotka ovat samassa suhteessa itse kokonaisuuteen. Matemaattisesti saman
voi ilmaista seuraavalla tavalla:

Kaksi matemaattista systeemié, S ja S’ ovat yhteydessé toisiinsa niin, etté tietyt suh-
teet systeemin S osasten vélilla ovat samojen matemaattisten lakien madradmat kuin
vastaavat systeemin S’ osasten véliset suhteet.

Esimerkiksi kolmion ja tetraedrin sivut ovat analogisia siind mielessé, ettd ne muo-
dostavat yhteensd 180° kulmat kahden muun sivun kanssa, ja niiden véiliin ja&dvan
pinta-alan voi laskea jakamalla korkeuden ja kannan tulo kahdella.

Niilld kahdella matemaattisella systeemillé, joista toinen oli yksinkertainen tasoku-
vio, ja toinen kolmiulotteinen kappale, on siis samankaltaiset systeemien sisdisten
osien véliset suhteet. Matemaattisessa ongelmanratkaisussa alkuperéiselle ongelmalle
16ytyy usein ratkaisu siirryttéessa yksinkertaisempaan analogiseen ongelmaan. Téallai-
sessa yksinkertaistamisessa pitdd kuitenkin huomioida, ettei saatu ratkaisu ole alku-
perdiselle ongelmalle liian suppea tai vadristynyt.

Analogia voi olla myos suora vastaavuus kahden systeemin S ja S’ osien valilld. Té-
mé tarkoittaa sitd, ettd systeemin S osien suhteita madrddavéit lait ovat samat myos
vastaaville systeemin S’ osille. Téta tarkkaa analogian muotoa kutsutaan isomorfik-
si. Muun muassa Pythagoraan lauseen pateminen kaikille suorakulmaisille kolmioille,
sekd homoteettiset kappaleet ovat téllaisen isomorfismin ilmentymii. Homomorfis-
mi puolestaan tarkoittaa laajempaa vastaavuutta, jossa systeemin S tiettyjen osien
suhteet yleistetddn koskemaan laajemman systeemin S’ osien vélisid suhteita. (Ks.
edellinen esimerkki)

2.1.1. Analoginen péittely. Analogia ei rajoitu vain systeemien osasten vi-
listen suhteiden tarkasteluun, vaan analogian kautta voidaan johtaa myo6s kokonaisia
systeemeji koskevia padtelmid. Analogiseksi padttelyksi kutsutaan péaattelyi, jossa
kahden systeemin ollessa monessa suhteessa toistensa kaltaisia tehddan oletus, etté
ne ovat myos jossain uudessa suhteessa samankaltaisia. Talloin paddytadn todenné-
koiseen otaksumaan, joka ilman tarkkaa todistusta on kumottavissa. Esimerkiksi sii-
td, ettd kolmion painopiste sédilyy samana, kun sen kaikkiin kérkipisteisiin asetetaan
yhtasuuret painot, voidaan analogisesti péételld, ettd myos tetraedrin painopiste séi-
lyy samana, kun sen neljdén eri kirkipisteeseen asetetaan samanpainoiset painot. Tai
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vastaavasti arkieledméssa péaatelladn, ettd koska Maisa muistuttaa kovasti ruumiinra-
kenteeltaan ja persoonaltaan sisaruksiaan, jotka ovat hyvia jalkapallossa, taytyy siis
Maisankin olla hyvé jalkapallossa. Analoginen péaattely on epaileméttd yksi yleisim-
mistd padttelymuodoista sekd arkielaméssé ettd matematiikassa. Muun muassa ma-
temaattinen induktio, jossa alkeistapauksille patevé sdanto laajennetaan koskemaan
koko lukujonoa, perustuu vankasti analogiaan. [12]

2.1.2. Induktiivinen paittely ja matemaattinen induktio. Induktiivinen
padttely on padttelytapa, jossa muutamasta yksittdistapauksesta johdetaan yleistys.
Induktiivinen pééttely on siis erityistapausten yleistdmisté, jossa johtopaétos ei kuu-
lu lahtooletuksiin, toisin kuin induktiivisen paéttelyn vastakohdassa, deduktiivisesssa
padttelyssid. Induktiivinen péattely on siis tietoa lisdavaa péaattelyd deduktiivisen ol-
lessa ’yleisestd yksittdiseen’-suuntautuvaa padttelyd. Induktiolla tarkoitetaan aineis-
tosta esiin kohoavan sddnnonmukaisuuden hyviksyntéadn yleiseksi laiksi. Tamé yleis-
tys on kumottavissa, kunnes se pystytaédn jollain keinolla vahvistamaan, esimerkiksi
todistamalla kaikille joukon alkioille.

Matemaattinen induktio on muiden tieteiden tapaan yksittédistapausten havainnointia
ja yhdistelyé yhtendiseksi, sdidnnonmukaiseksi kokonaisuudeksi silld erotuksella, etta
muissa tieteissd (mm. fysiikassa, kemiassa, tdhtitieteissd) mikddan muu kuin havain-
not eivit vahvista havaittua sddnnonmukaisuutta todeksi, kun taas matemaattinen
induktio voidaan vahvistaa oikeaksi tarkalla todistuksella. Matemaattista induktiota
kiytetddn ainoastaan matematiikan alalla todistamaan tietynlaisia teoreemoja. Sen
apuna hyodynnetéddn analogiaa, yleistdmista seké spesialisaatiota. Matemaattinen in-
duktio syntyy siis kun havaitulle joukolle luodaan alustava yleistys. Yleistys perustuu
joukossa havaittuun sddnnonmukaisuuteen (analogia) ja sitd testataan muutamalla
yksittéistapauksella (spesialisaatio).

Mielenkiintoinen yleistys, jota testataan muutamalla yksittédistapauksella, johtaa kui-
tenkin vain todennékodiseen oletukseen, jonka todenpitédvyydesté ei voi sanoa mitédn
ennen tarkkaa todistusta. Tarkka todistus ldhtee olettamuksesta, ettd saamamme tu-
los pétee yleisesti kaikille luvuille n (yleistdminen), ja néin ollen taytyy vain todistaa,
ettd saatu tulos pétee arvosta n seuraavalle arvolle n+ 1. Tdmén onnistuttua saamme
siis tietdmistdmme alkuarvoista (esim. n = 1,2,3,4 ) laajennettua kaavan koskemaan
koko lukujonoa:

Koska otaksuma toimii, kun n = 4, niin se toimii myos kun n = 5, ja koska se toimii
kun n = 5, niin se toimii my6s kun n = 6 ja niin edelleen.

Induktiotodistus onnistuu vain silloin kun havaittu sédnnénmukaisuus muokataan tés-
mélliseksi ja arvosta n riippuvaiseksi vaittdmaéksi. Nédin voidaan testata péiteeko se
myos siirryttiesséd kokonaisluvulta toiselle, eli luvusta n lukuun n + 1. Témén todis-
tamisessa auttaa alkuarvojen testaamisprosessissa saavutettu kokemus ja tieto.

Nimi 'matemaattinen induktiotodistus’ tulee siitd, etté yleistys, joka vahvistetaan to-
deksi tarkalla todistuksella, syntyy yleensé kokeellisesti alkuarvojen testausprosessis-
sa. Matemaattinen induktio saattaa loytya yllattden. Huomaamme, etta

1+ 8+ 27 + 64 = 100,

joka tarkoittaa samaa kuin

13+ 23+ 3%+ 43 = 10%
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Viistamatta alamme pohtia: Onko tdmaé tavallista? Kéayko usein niin, ettd kokonais-
lukujen kolmansien potenssien summa on kokonaisluvun neli6? Muutetaan tehtava
yleiseen muotoon

(2.1) P4+23 43 +4%+ . +n®=k% jossanjakeN.
Alkupéén lukuja luetteloimalla ja testaamalla saadaan otaksuma johdettua muotoon
(2.2) P+22+3+4%+ . +n°=(1+2+3+4+..+n)? jossaneN.

(Ks. tehtavapaketin tehtavét 8 ja 9) Naméa kaksi véittdmad (2.1) seké (2.2) syntyivét
lukujen tarkastelun ja induktiivisen paéttelyn pohjalta. Vaittamé (2.1) on epéselvem-
pi, riippuvaisempi useammasta muuttujasta kuin vaittdma (2.2), ja siten vaikeammin
todistettavissa. Tilanne on kuitenkin hieman kummallinen, viittdmén (2.2) todistuk-
seen sisaltyy viittamén (2.1) todistus, jolloin se on "painavampi” kuin vaittadma (2.1),
mutta silti helpommin todistettavissa. Ongelmanratkaisijan onkin syyta pitdd mie-
lessé, ettéd toisinaan kunnianhimoisempi ongelma on helpommin ratkaistavissa kuin
alkuperdinen, pienempi ongelma.

Induktio on merkittdva matemaattinen laji, silli monet matemaattiset tulokset ovat
ensin 16ytyneet induktiivisesti, kokeellisesti, ja toisinaan vasta vuosisatoja myohem-
min saaneet tdydentdvan todistuksen osakseen. [12]

2.2. Hajotus ja uudelleenjirjestiminen

Ongelmaa on mahdotonta ldhted ratkomaan padmaéaratietoisesti, jos ei ensin hah-
mota sitd kokonaisuutena. Ongelman ymmaértdminen ja hahmottaminen kokonaisuu-
tena auttaa kiinnittdmadn huomion ongelman ydinkohtiin, jotka puolestaan voivat
suunnata huomiomme muihin térkeisiin yksityiskohtiin. N&diden tutkimisen my&ta on-
gelman kokonaisuus hahmotetaan eri valossa kuin ldhtotilanteessa. Tatd menettely-
tapaa kutsutaan "hajottamiseksi ja uudelleenjéirjestelyksi’.

Melkein kaikissa matemaattisissa ongelmissa on hyodyllisinta aloittaa pohtimalla mi-
kéd tuntematon on, ja miten se liittyy annettuun dataan. Naiden ydinkohtien avulla
tehtdvén voi hajottaa osiin muun muassa seuraavin keinoin:

(1) Tuntematon pidetdén muuttumattomana, ldhtotiedot seké ehdot vaihdetaan.
(2) Lahtotiedot pidetddn muuttumattomana, tuntematon seké ehdot vaihdetaan.
(3) Vaihdetaan seké lahtotiedot ettéd tuntematon.

(4) Muutetaan lahtotietoja ja tuntematonta yhdistévid ehtoja.

Néiden muunnosten avulla yritetdan loytaa alkuperéistd ongelmaa yksinkertaisempi
ongelma, joka on helpommin ratkaistavissa. Tarkastellaan lihemmin tapauksia (1),
(2), (3) ja (4).

(1) Tuntemattoman kiinnittdminen

Tuntemattoman pitdminen muuttumattomana suuntaa ongelmanratkaisijan ajatuk-
set tuttujen ongelmien pariin, joissa on sama tai samankaltainen tuntematon. Jos yh-
tadn ei 16ydy, voidaan miettid, miten lahtotietoja muokkaamalla tai niitd lisiamalla
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saadaan tuntematon ratkaistua. Mita ldhempéné alkuperdistd ongelmaa apuongelma
on, sitd paremmat mahdollisuudet on hyodyntéa sitd ratkaisussa. Siispd tuntematto-
man liséksi on hyodyllistd yrittda pitdd myos osa lahtotiedoista ja ehdoista muuttu-
mattomina. (Ks. tehtavépaketin teht. 12.2)

(2) Lahtotietojen kiinnittdminen

Léhtotietojen avulla voimme yrittdd luoda ongelmanratkaisuprosessiimme uuden tun-
temattoman, joka toimii reittinéd alkuperéisen tuntemattoman ratkaisuun. Témé tun-
tematon téytyy olla helpommin johdettavissa annetuista lahtotiedoista sekd hyodyl-
linen ratkaisuprosessille. Kaytdnnossé ongelmanratkaisija joutuu monesti tyytyméaan
tuntemattoman luomiseen, jonka hyodyllisyyttéa ei heti voi tulkita, tai joka on vai-
keasti johdettavissa lihtotiedoista. (Ks. takaperin-malli” luvusta 3.2.2)

(3) Tuntemattoman ja lihtotietojen vaihtaminen

Téamaé keino tuntuu vaaralliselta, silld voimme ajautua liian kauas alkuperaisesta on-
gelmasta. Kuitenkin, jos edelliset keinot (1) ja (2) ovat epdonnistuneet, voimme kokeil-
la muuttaa sekd tuntemattoman ettd ldhtotiedot, pyrkimyksené saada ne ldhemmaés
toisiaan kuin alkuperéiset, ja siten toimia siltana néiden vélissd. Tuntemattoman ja
lahtotietojen vaihtamisen yksi mielenkiintoisimmista muodoista on vaihtaa tuntema-
ton ja yksi lahtotiedoista keskendédn. (Ks. esimerkki luvusta 2. Ongelman muuntelu)
(4) Ehtojen vaihtaminen

Kolme edellista keinoa keskittyivit tuntemattoman ja lahtotietojen muokkaamiseen.
My6s niité yhdistaviad ehtoja voidaan muuttaa. Toisinaan on hyvé kokeilla pudottaa
osa ehdoista pois ja tarkastaa, kuinka paljon tuntematon voi téssé tilanteessa vaih-
della. Néiden osan ehdoista tayttdvien tuntemattomien listaus voi olla hyddyllistéa
ratkaisuprosessille. (Ks. tehtédvipaketin teht. 12.1)

Edellisessé tarkasteltiin vain matemaattisia ongelmia, joissa yritetdéan ratkaista tunte-
maton, x. Kun ongelmana on jonkin teoreeman todistus, néille pitee vastaavat mene-
telmat (1), (2), (3). Nyt vain joudutaan operoimaan tuntemattoman, ldhtotietojen ja
niitd yhdistdvien ehtojen sijaan hypoteesien kanssa, joiden pohjalta yritamme vakiin-
nuttaa uuden teoreeman. Hypoteesin voi jakaa osiin, ja tutkia jokaista osaa erikseen
seké siirtya osien avulla muiden yksityiskohtien tarkasteluun. Témaéan hajotuksen jal-
keen voimme yhdistédé osaset uudeksi teoreemaksi. Tahén meilld on lukuisia keinoja,
joista esittelemme kolme jo tutuksi tullutta, yleisinté keinoa:

(1) Péételmén kiinnittdminen

Voimme yrittda etsid péadtelmén perustaksi tuttua teoreemaa, tai keksiéd sellaisen.
Myo6s hypoteesia voi muokata, esimerkiksi karsia siitd osan pois ja miettiad pateeko
padtelma yha.

(2) Hypoteesin kiinnittdminen

Mité hypoteesista on johdettavissa?

(3) Hypoteesin ja paatelmin muuntelu

Jos kaikki muut keinot ovat epdonnistuneet, voidaan pohtia, voiko hypoteesia ja pa&-
telmédd muuttaa niin, ettd uudet hypoteesit ja pédtelmét ovat ldhempénd toisiaan
kuin alkuperéiset?

Ongelman hajottamisvaiheessa joudutaan joskus palaamaan termien mééaritelmiin as-
ti ja lisddméédn ongelmaan méaritelmésta saatuja tietoja. (Ks. tehtavapaketin tehtéava
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1) Hajottamisen jdlkeen osat yhdistetdan uudelleen uudeksi, helpommaksi apuongel-
maksi. Uudelleenyhdistdmistapoja on lukemattomia; vaikeat ongelmat vaativat poik-
keuksellisia, piilevid yhdistdmistapoja, ja helpommat suoraviivaisempia. Kuitenkin
myd6s vaikeiden ongelmien kohdalla on syyté kokeilla ensin helpompia ja yksinker-
taisempia menetelmié, ennen kuin valjastaa dlynsé vaikeimpiin, vihemmaén ilmeisiin
yhdistdmistapoihin. [12]

2.3. Apuelementit

Apuelementiksi kutsutaan sellaista objektia (kuvio, viiva, teoreema, uusi tuntema-
ton), jonka lisiéminen ongelmaan helpottaa sen ratkaisua. Onnistunut apuelementin
lisdys laajentaa ymmérrysta kasiteltavistd ongelmasta, vaikkakin kdytdnnossa usein
apuelementit lisdtdan ongelmaan tietdmatta ennalta, kuinka ne tulevat vaikuttamaan
ongelmanratkaisun kulkuun. Apuelementtien lisdykseen tarvitaan siis intuitiivisten
ideoiden ja jarkiperdisten syiden symbioosia. Apuelementtien avulla voidaan 16yt&aé
tilanteeseen sopiva apuongelma, jonka ratkaisu on yleisesti tunnettu, jolloin alkupe-
rdinen ongelma ratkeaa joko apuongelman tuloksen tai sen ratkaisutavan hyédyn-
tdmisen kautta. Apuongelma voi siten edistdé ratkaisuprosessia suurin harppauksin,
mutta sen hyodyntdminen on aina myos ajankéytollinen riski. Toisinaan pétevilta
ndyttava apuongelma osoittautuukin hyodyttoméksi, ja siihen kulutettu aika huk-
kaanheitetyksi. Erinomainen ongelmanratkaisija ei pelkédstddn osaa hyodyntéa erilai-
sia apuongelmia ratkaisuprosessissaan, vaan hdn on myos harjaantunut arvioimaan
ennalta tarpeellisten apuongelmien kaytettavyys.

Alkuperiisestd ongelmasta siirtymistd vastaavaan ongelmaan Pdélya kutsuu "vastaa-
vaksi siirtyméksi” (equivalent reduction). Vastaava apuongelma ratketessaan selvittaa
myo6s alkuperdisen ongelman, kuten seuraavasta esimerkistd voidaan nédhda.

A. Tasasivuisen kolmion jokaisen kulman suuruus on 60°
B. Tasakulmaisen kolmion jokaisen kulman suuruus on 60°

Néamé kaksi ongelmaa eivit ole identtiset, mutta toinen teoreema seuraa toisesta.
Kohdan A todistamiseksi riittéé siis todistaa kohta B. Teoreema B puolestaan sopii
hyvin "vastaavaksi siirtyméksi”, silld se on homogeenisempi kuin teoreema A, ja siten
myd6s helpompi todistaa.

Luvussa ”"Analyysi ja synteesi” esiteltiin kreikkalaisen matemaatikko Pappuksen on-
gelmanratkaisutapa ketjusta vastaavia apuongelmia. Algebrallisessa esimerkissd muut-
tujanvaihdon avulla tuntematon muutti muotoaan. Toisinaan samankaltainen paétte-
lyketju voidaan muodostaa myos ilman muuttujanvaihtoa vastaavan siirtymén avulla,
kuten seuraavassa esimerkissa.

Selvitd x yhtélosta
(2.3) z* — 1327 4+ 36 = 0.

Muutetaan yhtialo muotoon

(2.4) (22%)% — 2(22%) x 13+ 144 = 0.
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Yhtalot (2.3) ja (2.4) ovat ekvivalentit, mutteivét identtiset. Siirtyminen yhtalosta
(2.3) yhtéloon (2.4) tavoittelee binomikaavan hyodyntdmistéd, kuten kaavasta (2.5)
voidaan jo selkeésti nahda

(2.5) (22%)% — 2(22%) x 13 + 169 = 25.

Nain saadaan

(2.6) (222 — 13)? = 25
(2.7) 27% — 13 = 45
13+5
2.8 2 _ 90+9
(2.8) =
13+5
(2.9) T =4 ——
2
(2.10) r=3tal —3tal 2tai—2.

Alkuperéisestd ongelmasta (2.3) 16ydettiin siis reitti yhtépitdvien apuongelmien kaut-
ta kohdan (2.10) ratkaisuun. Jotta voidaan varmuudella todeta ratkaisun (2.10) ole-
van alkuperiisen ongelman (2.3) ratkaisu, on varmistuttava jokaisen apuongelman
ekvivalenttius edelliseen apuongelmaan. Téamén jokaisen vaiheen lapikdyvan ekviva-
lenttiustarkistuksen voi téssa tapauksessa korvata tarkistamalla suoraan, toteuttaako
kyseinen ratkaisu alkuperédisen yhtélon, jolloin jokainen vaihe on myos valttdmét-
ta ollut ekvivalentti edellisen kanssa. Ekvivalenttiustarkistus on erityisen merkitta-
véd silloin kun ongelma ei ratkea suoraviivaisesti yhden tuntemattoman ratkaisulla,
kuten geometrisissa konstruktioissa. Vastaavien siirtymien kautta ratkaisuun péaaty-
minen eroaa Pappuksen ”"Analyysistd ja synteesistd” siind mielessé, ettd Pappuksen
ratkaisumenetelméssé ratkaisun 16ytymisen jéilkeen jouduttiin peruuttamaan takaisin
kaikki vilivaiheet, jotta loydetdéan alkuperdisen tuntemattoman ratkaisu. Vastaavan
siirtyman kautta alkuperéisen ongelman ratkaisu 16ytyy siis pelkdn analyysin avulla,
ilman synteesié.

Apuongelman ei valttdmatta tarvitse olla ekvivalentti alkuperéisen ongelman kans-
sa. Se voi olla myo6s laajempi tai kapea-alaisempi kuin alkuperdinen ongelma. Tél-
laista siirtyméé kutsutaan “yksipuoliseksi siirtymiéksi” (unilateral reduction), ja jo
nimikin kertoo, ettd niihin siséltyy suurempi riski kuin vastaaviin siirtymiin. Kapea-
alaisempaan ongelmaan siirryttéessa tdytyy se varustaa aina lisshuomautuksella, tai
muuten ratkaisuja voidaan menettéd, ja laajempaan apuongelmaan siirryttiessa vaa-
rana on, ettd ajaudutaan liian kauas alkuperiisen ongelman ratkaisusta. ’Suorakul-
maisen sarmion lavistaja’- laskussa apuongelmana kaytetty 'suorakulmion lavistéja’-
lasku on hyvé esimerkki kapea-alaisemmasta apuongelmasta, johon liitettyné sopiva
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lisithuomio edistda ratkaisuprosessia. (Ks. seuraava luku "Yleistdminen ja spesialisaa-
tio”) [12]

2.4. Yleistdminen ja spesialisaatio

2.4.1. Yleistaminen. Yleistdminen (generalization) tarkoittaa siirtymad yhden
yksittaistapauksen tarkastelusta laajemman kokonaisuuden tarkasteluun, johon tdmé
yksittaistapauskin kuuluu. Yleistamista kaytetdan usein apuna matemaattisessa on-
gelmanratkaisussa. Esimerkiksi tehtédvananto, jossa tietyn kappaleen mitat on annettu
lukuarvoina, voi olla hyddyllistd muuttaa yleisempééan 'kirjain’ -muotoon, jolloin teh-
tdvénantoa seké siitd saatua tulosta voidaan testata monin eri tavoin.
Ratkaisuprosessissa puolestaan hyddyllisend ratkaisukeinona saattaa toimia siirtymi-
nen alkuperéistd ongelmaa yleisempéaéan apuongelmaan, kuten seuraavassa esimerkis-
sé:

On annettu suora ja sddnnollinen oktaedri. Etsi taso, joka kulkee suoran kautta ja
jakaa oktaedrin kahteen yhtéd suureen osaan.

Tehtava saattaa vaikuttaa hankalalta, varsinkin, jos oktaedri ei ole ennestédén kovin-
kaan tuttu. Kuitenkin siirryttéessé seuraavaan apuongelmaan, alkuperéinen tehtavé
selkiytyy huomattavasti:

On annettu suora ja kiinted kappale, jolla on symmetriapiste. Etsi taso, joka jakaa
kappaleen kahteen yhtd suureen osaan, ja kulkee annetun suoran kautta.

Tallainen taso kulkee tietysti symmetriapisteen kautta, ja koska sddnnoéllinen oktaedri
on symmetrinen kappale, riittdé 10ytad sen symmetriapiste. Nyt siis alkuperiisen on-
gelman selvittamiseksi tarkeinté oli keksié uusi, yleisempi ongelma, joka suuntasi huo-
miomme tehtdvin ydinkohtaan, symmetriapisteen 16ytadmiseen. Toisinaan ongelman
laajentaminen suurempiin mittasuhteisiin saa myos arkipéivén ongelmat ratkeamaan:

Olipa kerran yksi koyhd ja nélkdinen suomalainen. Hén péatti perustaa avus-
tusjarjeston nalkadnadkeville. Jarjesto jakoi kauppojen ylijadméaruokaa kdyhille. Nain
kertomuksemme péadhenkilo sai myos itse sydda kyllikseen. Siispé laajentaessaan on-
gelmaansa yleiseksi ongelmaksi, henkil6 sai myts oman yksittédistapauksensa hoidet-
tua.

Monet matematiikan, fysiikan ja muiden luonnontieteiden tulokset ovat 16ytyneet
yleistysten avulla. Matematiikan alalla yleistyksen todistus onnistuu yleensd mate-

maattisella induktiolla, johon perehdyimme luvussa "Induktio ja matemaattinen in-
duktio”. [12]

2.4.2. Spesialisaatio. Spesialisaatio tarkoittaa kokonaisen joukon késitteestd
siirtymisté johonkin joukon osajoukkoon tai joukon yksittdistapaukseen. Alkuperéi-
sen ongelman erityinen tapaus varustettuna tdydentédvalla huomiolla voi johtaa on-
gelman lopputulokseen vaivattomasti. Usein téllainen erityinen apuongelma, joka on
vaatimattomampi kuin alkuperédinen ongelma, 10ytyy ratkaisuprosessin yhteydessa.
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Toisinaan ongelmanratkaisuprosessi ei etene toivotulla tavalla, ja voidaan ajankuluk-
si testata, pateekd viite ongelman darimmaéisille tapauksille. Yksikin vastaesimerkki,
jolle viite ei péade, riittdd kumoamaan koko alkuperiisen véitteen. Jos taas darimméi-
set tapaukset ovat linjassa viitteen kanssa, ne vahvistavat sen paikkansapitavyytta
merkittavésti.

Vastaesimerkin lisdksi muita spesialisaation ilmentymifd ovat muun muassa saadun
tuloksen testaaminen eri yksittédistapauksilla sekéd abstraktien matemaattisten késit-
teiden havainnollistaminen konkreettisin esimerkein. Esimerkiksi matematiikan ope-
tuksessa voidaan hyodyntdd lampomittaria laajennettaessa oppilaiden késitysta lu-
kusuoran negatiivisiin lukuihin. [12]

2.5. Merkkeja edistymisesta

Ongelmanratkaisu koostuu annettujen ldhtotietojen sekd tuntemattoman vilille
etsitystd yhteydestéd, seké kaikkien niiden viélisten ehtojen totetumisesta. Uuden tie-
don, liséiehdon tai sopivan apuongelman siséllyttdminen ongelmaan on merkki edis-
tymisesté. Jo pienet askeleet tarkoittavat kehitystd. Tuntemattoman paikantaminen,
alkuehtojen jérjestely, kokonaisuuden visualisoiminen seké sen osiinjakaminen avaa-
vat reitteja ongelmanratkaisuun, ja ovat siten kehityksen ensiaskelia.
Matemaattinen ongelmanratkaisu ei koostu pelkéstdéan edelld esittelemistdmme on-
gelman muuntelun keinoista, vaan siihen vaikuttavat paljon myos kekselidisyytem-
me, ratkaisumallien soveltamiskyky, sekd odotuksemme tehtévastd. Mielialamme ja
tunteemme toimivat tilanteen arvioijina. Toisinaan ongelmanratkaisuprosessi etenee
yhtéakkisen vahvan tunteen johdattelemana. Télloin puhutaan inspiraatiosta. Inspi-
raatiolle tunnusomaista on spontaanius, se tuo mukanaan uuden elementin ratkaisu-
prosessiin, joka saa meidét syvéasti vakuuttumaan ongelman ratkeavuudesta. [13]
Edistymisen merkkien tulkitsemiseen vaaditaan kokemusta. Kokenut ongelmanratkai-
sija tuntee enemmén merkkejé ja niiden merkityksid kuin kokematon, ja myos tulkit-
see ne oikein. Poikkeuksellisen lahjakkaan ongelmanratkaisijan kyky voi puolestaan
perustua erdédnlaiseen henkiseen ja &lylliseen herkkyyteen, jolla hén tuntee erityisen
tarkasti edistymisen merkkejé tai niiden puuttumisen niissékin tilanteissa, joissa vé-
hemmaén lahjakkaat ovat tdysin tietdméattomia siitd, mitd ongelmanratkaisuprosessi
kulloinkin vaatisi. [12]



LUKU 3

Ongelmanratkaisumallit

3.1. Ongelmaratkaisumallien esittely

Esittelemme seuraavassa kuuluisimpia filosofien, matemaatikoiden seké kasvatus-

tieteilijoiden laatimia ongelmanratkaisumalleja. Ajattomia ongelmanratkaisumalleja
ovat René Descartesin luoma "yleismaailmallinen ongelmanratkaisumalli”, jonka esit-
telemme tarkemmin luvussa 3.2, sekd John Deweyn teoksessaan "How We Think”
esittelemé ongelmanratkaisumalli vuodelta 1910. [11]
Tunnetuimman ja varmasti myos kdytetyimmén yleisen matemaattisen ongelmanrat-
kaisumallin on puolestaan laatinut George Pdélya vuonna 1948. Taméa ongelmanrat-
kaisumalli etenee suoraviivaisesti ja jérjestelméllisesti, ja sen pohjalta on kehitetty
useita muita, monivaiheisempia ja syklisempiéd ongelmanratkaisumalleja, muun muas-
sa Lesterin ongelmanratkaisumalli vuodelta 1978. [11]

Dewey Polya Lester
l.ongelman tunnistami- | 1.ongelman ymmértdmi- | 1.ongelman tiedostami-
nen nen nen

2.ongelman paikantami-
nen ja maérittely

2.suunnitelman tekemi-
nen

2.ongelman tulkinta ja si-
sdistdminen

3.mahdollisen ratkaisun | 3.suunnitelman toteutta- | 3.tavoiteanalyysi
esittdminen minen
4.ehdotuksen seurausten | 4.katsaus tehtyyn 4.suunnitelman laatimi-
pohdinta nen
5.havainnointi ja kokeilu 5.suunnitelman toteutta-
minen
6.menettelytavan ar-
viointi

7.ratkaisujen arviointi

3.1.1. George Pdlyan ongelmanratkaisumalli. Pélyan vuonna 1948 julkai-
sema matemaattinen ongelmanratkaisumalli on osoittautunut ajattomaksi ja kaytto-
kelpoiseksi malliksi sekd matemaattisiin ettd muunkaltaisiin ongelmiin. Malli jakau-
tuu karkeasti 4 eri vaiheeseen; ongelman ymmértédmiseen, suunnitelman laatimiseen,
suunnitelman toteuttamiseen seké arviointiin. Mallista huokuu lépi Polyan kokenei-
suus sekd ongelmanratkaisijana ettd matematiikan opettajana. Pdlyan johdatteleva
pedagoginen kysymyksenasettelu ohjaa ongelmanratkaisijan ajatusprosessia kohti rat-
kaisua.

1. Ongelman ymmértdminen
Mitéa ongelmassa etsitdan? Mikd on tuntematon? Mité esitietoja on annettu? Milla
ehdoilla tuntematon liittyy annettuihin esitietoihin? Piirrad kaavio sopivin merkinngin.

14
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Erottele ja kirjaa ylos tehtdvén lahtotiedot. Pohdi, riittavatko ne maaritteleméasn tun-
temattoman, vai ovatko ne kenties ristiriitaiset tai riittaméttomét.

2. Suunnitelman tekeminen

Etsi yhteys aineiston ja tuntemattoman viélille. Tamaé saattaa onnistua apuongelman
vélitykselld. Muistele ongelmia, joissa on samankaltainen tuntematon, voit ehké hyo-
dyntéd niiden ratkaisua tai laskutapaa nykyisessd ongelmassasi. Jos yhtdan téllaista
ei 1oydy, yritd ilmaista ongelma uudella tavalla; jaté siitd osa pois, yleistd ongelma
koskemaan laajempaa kokonaisuutta tai mieti jokin ongelman erikoistapaus, jota voit
ldhted tutkimaan. Mieti tarkkaan, miten ongelmassa annetut tiedot on méaritelty.
Viimeisimpéané oljenkortena: Kéaytitké hyvéksesi koko aineistoa? Namé kehotukset ja
kysymykset lapikéytyési tulisi suunnitelman olla muodostunut ajatuksissasi.

3. Suunnitelman toteuttaminen

Joka vaiheen jdlkeen ongelmanratkaisijan on syytd miettid: Onko tdméa vaihe selvésti
oikein? Pystynko todistamaan, ettd se on oikein?

4. Tulosten arviointi

Saadun vastauksen arviointi on térked, usein laiminlyoty osa ongelmanratkaisua. On-
gelmanratkaisuprosessi voidaan kiinnittaé sen jélkeen, kun ongelmanratkaisija on tar-
kistanut, ettd kaikkia lahtotietoja hyodynnettiin ja ettd tulos ja sen perustelut ovat
oikein. Lisdksi voidaan pohtia, 16ytyisiko toista tapaa tuloksen johtamiseksi, ja voisiko
saatua tulosta tai kiytettyad ongelmanratkaisutapaa hyodyntdd muissa ongelmissa.

3.1.2. Lesterin ongelmanratkaisumalli. Lesterin ongelmanratkaisumalli on
peréisin vuodelta 1978. Se kehitettiin péddasiassa opettajille avuksi ongelmanratkaisun
opettamiseen kouluissa. Mallissa on aikaisempia ongelmanratkaisumalleja yksityiskoh-
taisemmin otettu huomioon informaation prosessoinnin syklisyys. Siind missd Pélyan
ongelmanratkaisumallista kédy ilmi Pdélyan vahva matemaatikkotausta, Lesterin mal-
lissa on pohdiskelevampi, psykologisempi vire. Malli siséltda 7 eri vaihetta: ongelman
tiedostaminen, ongelman ymmértédminen, tavoiteanalyysin laatiminen, suunnitelman
laatiminen, toteutusvaihe, menetelmén arviointi seké ratkaisujen arviointi.

1. Ongelman tiedostaminen

Ongelmanratkaisija huomaa eteen nousseen ongelman, joka ei ratkea suoraviivaises-
ti. Ongelman vaikeustasosta sekd ongelmanratkaisijan halusta riippuen tehtavaé joko
lahdetdén ratkaisemaan tai sitten ei.

2. Ongelman ymmértdminen

Ongelman ymmaértdminen jakautuu Lesterin mallin mukaan kahteen eri vaiheeseen:
ongelman tulkintaan ja sisdistdmiseen. Ensin tehtdvén sisdltdmé informaatio on ym-
marrettavisti tulkittava ja sen jélkeen “sisdistettava’, eli 10ydettava ongelman olen-
nainen informaatio ja eriteltdvi annettujen tietojen keskinéiset suhteet.

3. Tavoiteanalyysin laatiminen

Tavoiteanalyysissd ongelma muotoillaan niin, ettéd siithen on mahdollista kayttaa tut-
tuja menetelmié, esimerkiksi ongelman osiinjaolla.

4. Suunnitelman laatiminen

Suunnitelmaa tehdessé valikoidaan kiytettdvat ongelmanratkaisumenetelmét, asete-
taan vilitavoitteet seké piirretddn tarvittavat apukuviot.

5. Suunnitelman toteutus

Toteutusvaiheessa ongelmanratkaisija laittaa suunnitelmansa kéytéantoon.

6. Menettelyjen arviointi
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Menettelyjen arviointivaiheessa analysoidaan kédytettya ratkaisutapaa, ja sen sovelta-
misen onnistumista. Jos menettelytavassa huomataan puutteita, joudutaan toisinaan
palaamaan takaisin 4. portaalle "suunnitelman laatiminen”.

7. Ratkaisun arviointi

Ratkaisun arviointivaiheessa tarkastetaan vastauksen oikeellisuus. Arviointivaihe suo-
ritetaan kohdan 3 tavoiteanalyysin laatimisen pohjalta. Jos kaikki tavoitteet on saa-
vutettu ja ongelmassa asetetut ehdot ovat toteutuneet, on ongelma ratkaistu. [11]

3.1.3. René Descartes ja yleismaailmallinen ongelmanratkaisumalli. René
Descartes, 1600-luvun tunnetuimpia vapaita tiedemiehié ja filosofeja, omisti elaménsé
totuuden etsimiseen. Metodin esityksessd hén ei yritd opettaa metodia, jota kuvail-
laan "ohjaukseksi oikeaan ajattelemiseen”, vaan kertoa omasta tavastaan ohjata jéarke-
aan. Descartes kertoo pettyneenséd saamaansa kirjallisuuden ja tieteiden oppiin, joiden
my6ta luvattiin hdnen saavuttavan selvin ja varman tiedon kaikesta siitd, mikéd on
hyodyllistd elamaéalle. Descartes tunsi oppimédranséa suoritettuaan, ettei hén tiennyt
mitddn muuta varmasti kuin oman tietopohjansa hataruuden. [13] Metodin etsimisen
4 sdantod, joita Descartes noudatti etsiesséddn yleismaailmallista, oikeaa tietoa seké
ratkaisumallia kaikkiin ongelmiin, sopivat hyvin my6s matemaattiseen ongelmanrat-
kaisuun:

1. Saanto

Totuutena saa pitdd vain sellaisia asioita, jotka on selvésti, ilman ennakko-odotuksia,
havaittu todeksi. Vain néisté seikoista saa tehdd muita asioita koskevia johtopaatok-
sid.

2. Saanto

Jokainen tutkittavaksi valittu seikka jaetaan niin moneen yksinkertaiseen osaan kuin
tarpeellista asian ratkaisuun pédsemiseksi.

3. Saanto

Ajatusprosessin taytyy alkaa yksinkertaisimmista ja helpoimmin ymmaéarrettavista sei-
koista, ja vaiheittain edetéd tutkimaan kaikkein vaikeimpia asioita. Sellaisissakin sei-
koissa, jotka eivét luonnostaan seuraa toinen toisiaan, oletetaan olevan keskindista
jirjestysta.

4. S&aanto

Lopuksi ajatusprosessi kidydadn ldpi niin, ettei mitddn jad huomaamatta tai mikaan
padtelma virheelliseksi.

Descartes perehtyi geometrikkojen yksinkertaisiin perustelusarjoihin, joita he kaytti-
vit laatiessaan vaikeimmat todistuksensa, ja paétteli, etta kaikki seikat, jotka voivat
langeta ihmisen tietopiiriin, johtuvat toisistaan. "Ja jos siis vain kartamme pitdmésté
mitddn sellaista totena, joka on vadridé, ja jos noudatamme sitd jérjestystéd, joka on
tarpeellinen toisen seikan johtamiseksi toisesta, ei saata olla niin etéisté tiedonesinet-
ta ett’emme sitd 10ytaisi.” [4]

Descartesin 23-vuotiaana laatimat sddnnot johdattivat hénet "yleismaailmallisen on-
gelmanratkaisumallin” hahmottamiseen, johon perehdymme luvussa "Metodeja ongel-
manratkaisuun” alaotsikolla "karteesinen malli”.

Kaikki esittelemdamme kolme ratkaisumallia perustuvat vuosikausien tyohon, tutki-
mukseen, opetukseen sekd kokemukseen. Ne ovat tehokkaasti ratkaisuun pyrkivié,
laajoja ja matemaattista paattelyd kehittdvid. Kaikessa tehokkuudessaan ne tuntu-
vat kuitenkin jédvéan hieman pinnallisiksi, vain rutiinitehtéviin soveltuviksi. Ne eiviét
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kehota hahmottamaan ongelmaa kokonaisuutena, ongelman tietoista tyostamisté ali-
tajunnan herédttelemiseksi, saati 'sulautumista itse ongelmaksi’. N&ihin puuttuviin
manratkaisumallit eivat myoskédan sovellu avuksi kdyténnon ongelmanratkaisutilan-
teisiin, silld niissd ongelmanratkaisijaa ohjaa parhaiten itse ongelma ja oma kokemus-
ja tietopohja. Kyseiset ongelmanratkaisumallit suuntaisivat vain ongelmanratkaisijan
kokeilemaan ongelman ratkeavuuden kannalta aivan padméarattomia ratkaisutapo-
ja. Parhaiten ndméa ongelmanratkaisumallit auttavatkin ratkaisijaa silloin, kun héan
on ajautunut ratkaisuprosessissaan umpikujaan, eikd keksi uutta keinoa ongelman
ratkaisemiseksi, tai kun hén haluaa kehittdd ongelmanratkaisutekniikkaansa tdydem-
méksi, jolloin ndmé& mallit antavat hénelle kaivatun suunnan.

3.2. Metodeja matemaattiseen ongelmanratkaisuun

Seuraavat konkreettiset metodit, jotka on luotu erityisesti matemaattisen ongel-
manratkaisun tarpeisiin, perustuvat suurilta osin luvussa 2. "Ongelman muuntelu”
esittelemiimme ongelmanratkaisun eri osa-alueisiin (poikkeuksena karteesinen-malli).
Nama eri mallit ovat hyodyllisid valineitd aina tietyntyyppisille ongelmille, ja niita
on silloin t&lloin tarpeellista kerrata unohtamisen vilttdmiseksi, vaikka monien on-
gelmien yhteydessd ne juolahtavatkin mieleen intuitiivisesti. Mallien ulkoaopettelu on
turhaa, sillé se ei lisdd niiden soveltamiskykyé. Tehokkaan ongelmanratkaisijan salai-
suus onkin kokemus ongelmanratkaisusta seké laajat pohjatiedot. Hén tietdd ensisil-
méykselld, mitéd yksittaistd strategiaa tai strategioiden yhdistelméaé kayttaa kussakin
tilanteessa. Seuraavassa lyhyt esittely jokaisesta ongelmanratkaisutavasta, ennen kuin
perehdymme kuhunkin syvéllisemmin:

Kahden uran-malli (The Pattern Of Two Loci)

Kahden uran-malli on kéyttokelpoinen moniin geometrisiin konstruktioihin. Alkupe-
rdinen ongelma supistetaan yhden pisteen konstruktioksi. Tuntematonta ja annettua
dataa yhdistévat ehdot hajotetaan kahdeksi erilliseksi osaksi, jossa kumpikin mé&arit-
telee reitin tuntemattomaan pisteeseen. Reitin taytyy olla joko suora viiva tai ympy-
ran kaari. Kahden uran-malli perustuu ongelmanratkaisutapaan “osiinjako ja uudel-
leenjérjestely”.

Apukuviot-malli

Apukuviot-mallissa konstruoidaan alkuperiisesta kuviosta osa, tai alkuperaisti vas-
taava kuvio. Apukuviot-mallista on monia sovelluksia, muun muassa takaperin-malli
seké yhdenmuotoiset kuviot-malli. Takaperin-mallissa kuvitellaan ongelma jo ratkais-
tuksi, piirretdén siitd kuvio, ja lahdetddn selvittdméan reittid takaisin tuntematto-
masta annettuihin ldhtétietoihin. Takaperin-malli on sovellus Pappuksen ongelman-
ratkaisumetodista "Analyysi ja synteesi”.

Yhdenmuotoiset kuviot-mallissa konstruoidaan etsittdvin kuvion kanssa samankaltai-
nen kuvio. Yhdenmuotoiset kuviot-malli puolestaan perustuu suurilta osin analogiaan.

Karteesinen malli



3.2. METODEJA MATEMAATTISEEN ONGELMANRATKAISUUN 18

Karteesinen-malli on René Descartesin hahmotelma yleispétevélle ongelmanratkaisu-
metodille. Mallin mukaan toimittaessa ongelma kuin ongelma ensin supistetaan mate-
maattiseksi ongelmaksi. Tamén vaiheen jélkeen supistetaan matemaattinen ongelma
algebralliseksi ongelmaksi, ja lopulta vain yhden yhtélon ratkaisua vaativaksi ongel-
maksi.

Toisto- seké kerrostuma-mallit (Recursion and Superposition)

Toisto- ja kerrostuma-mallit perustuvat tiedon kerdédmiseen ja yhdistdmiseen ratkai-
sun saavuttamiseksi. Toisto-mallissa 16ydetédédn jokin sddnnonmukaisuus joukon ldh-
totietoja tarkastelemalla, ja laajennetaan se sitten yleispateviksi sdannoksi rekursii-
visten yhtéloiden avulla. Kerrostuma-mallissa vaadittu véite puolestaan todistetaan
ensin kaikille joukon erityistapauksille, ja yleistetdan nédiden avulla koskemaan joukon
kaikkia alkioita. [13]

3.2.1. Kahden uran-malli. Kahden uran-malli, joka perustuu ongelmanratkai-
sukeinoon "hajotus ja uudelleenjirjestdminen” (Ks. luku 2.2) on yksi varhaisimpia
geometrisid ongelmanratkaisutapoja. Malli siséltdéd kolme vaihetta:

(1) Alkuperdinen ongelma supistetaan yhden pisteen konstruoinniksi.

(2) Ehdot hajotetaan kahdeksi erilliseksi osaksi, jotka médrittédvét uran tunte-
mattomaan pisteeseen.

(3) Uran tdytyy olla joko suora viiva tai ympyrin kaari.

Malli on selkein esittdé seuraavan, konkreettisen ongelman kautta:
Konstruoi kolmio, jonka sivut on annettu.

Téssé ongelmassa tuntematon on geometrinen kuvio, kolmio, ja alkutietoina on an-
nettu kolmion kaikki sivut, joita merkitsemme kirjaimilla a, b ja c. Ongelmaa on hel-
pointa ldhted ratkomaan kiinnittamalla kolmion kannaksi yksi annetuista sivuista, a,
jolloin myo0s kaksi kolmion kérkipistettd B ja C' ovat kiinnitetyt. Néin alkuperéinen
ongelma muuttuu vastaavaksi, mutta helpommin ratkeavaksi ongelmaksi, jossa tunte-
maton, x, on kolmion kolmas kérkipiste A, lahtotiedot ovat kaksi muuta kirkipistetti
B ja C, seké kolmion kahden muun sivun pituudet b ja ¢, ja ehdot, jotka liittavét
tuntemattoman dataan, ovat

(r1) x on sivun b mitan padssa kérkipisteesta C.

(r9) x on sivun ¢ mitan padssa karkipisteesti B.

Ehtojen (r1) ja (re) middrdamét ympyrin kaaret muodostuvat kaikista niisté pisteisté,
jotka tayttdvat jomman kumman ehdoista. Jotta tuntematon x tayttédisi molemmat
néistd ehdoista, sen téytyy siis sijaita molemmilla urilla, eli ympyrén kaarien leik-
kauspisteissi. Tehtdvassa syntyy kaksi yhtenevéa kolmiota, joista molemmat taytté-
vt tehtdvéan ehdot.

Kahden uran-malli on selked matemaattinen ongelmanratkaisumalli, jota voidaan so-
veltaa ongelmiin, jotka ovat muutettavissa hyvin pelkistettyyn muotoon. Kaikki ma-
temaattiset ongelmat eivit kuitenkaan ratkea kahden uran avulla, joten mallille on
tehty laajennus "yleinen urien”-malli.

Yleinen urien- malli
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Yleisessd tapauksessa tuntematon on supistettu yhdeksi pisteeksi z. Kaikki pistetté
x rajoittavat ehdot hajotetaan [:ksi erilliseksi ehdoksi, joita merkitdéan vertauskuval-
lisilla yhtéaloilla

ri(x) =0,r2(z) =0,...,m(z) = 0.

Ensimmaéisen ehdon r; tayttavit pisteet muodostavat ensimmaéisen uran, seuraavan
ehdon ry tayttavat pisteet toisen uran, ja niin edelleen.Téll6in ongelman ratkaisun
muodostavat kaikki ne pisteet, jotka kuuluvat jokaiseen uraan 1,2, ...,1[, eli tayttavat
ongelman kaikki ehdot. Toisin sanoen ne leikkauspisteet, jotka siséltavét kaikki urat
1,2...,1, ovat ongelman ratkaisuja. Tarkastellaan kahden uran-mallin esimerkkitehta-
véan kanssa analogista ongelmaa kolmannessa ulottuvuudessa:

Konstruoi tetraedri, jonka kuusi sivua on annettu.

Tetraedrin pohjakolmio voidaan konstruoida edellisen esimerkin mukaisesti. Ndin saam-
me tetraedrin kolme kérkipistettd (A, B ja C') ratkaistua, ja ongelma supistuu viimei-
sen kérkipisteen D konstruoinniksi. Merkitédén téata pistetta kirjaimella x. Tamé piste
on annettujen sivujen pituuksien (d, e ja f) etaisyydelld jo ratkaistuista karkipisteisté
A, B ja C. Ehdot voidaan kirjoittaa muotoon:

(r1) x on etiisyydelld d annetusta karkipisteestd A.

(re) = on etéisyydelld e annetusta kérkipisteestd B.

(r3) = on etédisyydelld f annetusta kérkipisteestd C'.

Ehdon () tayttavat kaikki ne pisteet x, jotka sijaitsevat annetun pallon kehalld, kes-
kipisteenddn A ja siteen#én janan pituus e. Vastaava pitee myos ehdoille (1) ja (73).
Kaikkien néiden ehtojen tayttavat pisteet, x, 16ytyvéat siis ndiden kolmen pallonkehén
leikkauspisteistd. Kuten vastaavalla ongelmalla tasossa, téllikin ongelmalla on kaksi
ratkaisua. [13]

Tehtévia kahden- seké yleisen urien- mallin avulla ratkeavista ongelmista:

(1) Ympyréi kolmio.

(2) Piirrd kolmion sisddn mahdollisimman suuri ympyré.

(3) Olkoon kaksi paralleerista suoraa, ja piste niiden vélissd. Piirrd ympyré, joka si-
vuaa molempia suoria, ja kulkee annetun pisteen kautta.

(4) Selité, miten konstruoisit pallon annetun tetraedrin ympérille.

3.2.2. Apukuvio-malli. Apukuvio tai -kuvioita tarvitaan usein alkuperiisen
kuvion konstruointiin. Sopivan apukuvion 16ytdminen voi olla koko ongelmanratkaisun
péadkohta, jonka jélkeen ratkaisu 16ytyy vaivattomasti. Malli perustuu apuelementtien
hyodyntdmiseen ongelmanratkaisussa (Ks. luku 2.3 Apuelementit). Apukuvio-malli
kehottaa konstruoimaan alkuperéisestéd kuviosta osan, tai alkuperaistéd vastaavan ku-
vion, mutta se ei anna suoraan vinkkeji, millaista apukuviota ldhted etsimain. Hyo-
dyllinen apukuvio on kuitenkin yleensé yksinkertainen ja helposti johdettavissa al-
kuperéisestéd kuviosta ldhtotietojen muuntelulla tai vastaavien kuvioiden etsinnéllé.
Hyodyllinen apukuvio voi olla yksinkertaisesti alkuperiisen ongelman hahmotus val-
miina paperilla. Taémé& on alkusysdys apukuvio-mallin alalajille takaperin-mallille.
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Takaperin-mallissa ongelma ajatellaan jo ratkaistuksi. Piirretdén kuvio, jossa tunte-
maton ja alkuehdot ovat asianmukaisesti koottuina, jokainen tekija paikallaan, oi-
kohta ongelmasta, josta on helppo aloittaa tutun asetelman tai tiedon kautta. Ha-
vainnollistetaan téta esimerkin avulla:

On annettu kolme pistettd A, B ja C tasossa. Piirrd janaa AC leikkaava piste x
ja janaa BC' leikkaava piste y siten, ettd

Ongelmaa voidaan ldhted ratkaisemaan kuvitellen, ettd kolme janaa Az, xy ja yB
ovat yhtdsuuria, eli siten, ettd tehtava on jo ratkaistu. (kuvio 1.1) Kuviosta ndhdaéan
myos selkedsti, mitd ongelmassa haetaan, ja miten ldhtétiedot ja tuntemattomat ra-
kentuvat suhteessa toisiinsa. Tehtédvia voi yrittdd ratkaista joko annetusta datasta

B
y
C X A
1.1
B
y
C X A
1.2
B
y
Z
C X A

1.3

kisin (kuvio 1.2) lisadmaélld siithen jana AB, tai sitten takaperin ratkaisusta késin.
Pelkkéén annettuun dataan on vaikea lisdtd muita hyodyllisia elementtejé, joten koi-
tetaan vaihtoehtoista reittid, ongelman ratkaisua sen ratkaisusta késin.

Kuvioon (1.1) piirretaén kokeilumielessé jana yz, joka on samansuuntainen ja -mittainen
janan Az kanssa (kuvio 1.3). Apuviivan hyodyllisyytté ei ole téssé vaiheessa vield help-
po havaita, mutta sen avulla voi konstruoida kuvioon tuttuja kuvioita; kolmion Byz
seké vinonelion Azyz (kuvio 1.4).

Kun liitetdén kuvioon jana AB, saadaan konstruoitua uusi kolmio BzA (kuvio 1.5).
Kaksi kolmiota Byz sekd Bz A muodostavat yhdessé nelikulmion Byz A, jonka kanssa
yhdenmuotoinen nelikulmio By'z'a’ voidaan piirtdéd (kuvio 1.6).
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Téssé vaiheessa ongelma muuttuu erinomaiseksi esimerkiksi yhdenmuotoisten kuvioi-
den -ongelmanratkaisumallista. Tehtdvan konstruktiota jatketaan valitsemalla piste
y' janalta BC' pisteen B laheisyydestd. Valinnan jalkeen piirretdian jana y'z’, jon-
ka méarittelevit paralleelisuus janan AC' kanssa seké ehto y'2’ = By'. Nyt voidaan
madritelld piste a’ janalta BA siten, ettd o'z’ = y'2/. Taméi nelikulmio By'z'a’ on
yhdenmuotoinen alkuperédisen nelikulmion ByzA kanssa. Ensimméinen haluttu pis-
te z 16ytyy siis, kun pisteesta A piirretdén janan a'z’ kanssa yhdensuuntainen suora,
ja katsotaan missi pisteessd tdmé suora leikkaa janan Bz’ jatkeen kanssa. Nelikul-
mioiden ByzA ja By'z'a’ yhdenmuotoisuus perustuu analogiaan, silld niilla on samat
sivujen viliset suhteet, sekéd yhteinen homotetiakeskus, piste B. Pisteet x ja y ratkea-
vat pisteen z paikantamisen jilkeen helposti.

Nelikulmio ByzA siis taytyi ratkaista, mutta nelikulmio By'z’a’ konstruoitiin ensin.
Taméa esimerkki viittaa yleiseen malliin:

"Jos etsittdvid kuvio on mahdoton konstruoida, etsi mahdollisia samankaltaisia ku-
vioita, joiden avulla alkuperdinen saadaan konstruoitua.” [13]

Esimerkkitehtévia:

(1) Piirrd kahden ympyrén yhteiset tangentit.

(2) Laske sdrmion lavistédjd, jonka sivujen pituudet on annettu.

(3) Kuutiosta leikataan yksi kulma pois, jolloin muodostuu suorakulmainen tetraedri.
Suoran kulman viereisten tahkojen pinta-alat on annettu. Maaritd kulmaa vastapéatéa
olevan tahkon pinta-ala.
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3.2.3. Karteesinen-malli. René Descartes (1596-1650) kehitti aikoinaan ongel-
manratkaisulle yleismaailmallisen mallin, jonka avulla ongelman kuin ongelman ole-
tettiin ratkeavan. Descartes jatti kuitenkin tyonsa viimeistelemétté, epéilemétta huo-
mattuaan sen puutteelliseksi. Jokainen voi tehdd omat johtopaétoksensé, miksi néin
tapahtui, esiteltydmme mallin:

(1) Supista ongelma matemaattiseksi ongelmaksi.

(2) Supista matemaattinen ongelma algebralliseksi ongelmaksi.

(3) Supista algebrallinen ongelma yhden yhtélon ratkaisua vaativaksi ongelmak-

si.

Vaikka malli ei olekaan péteva yleismaailmalliseksi ratkaisumalliksi, on se merkittava
tieteellinen saavutus, jota voidaan soveltaa lukuisiin matemaattisiin ongelmiin. [13]
Tulevissa esimerkkitehtavissd malli esiintyy melkein vaajadaméatta, ongelmanratkaisija
padtyy siihen intuitiivisesti.
Karteesisessa -mallissa Descartes kehottaa ensin poistamaan ongelmasta kaikki tar-
peettomat yksityiskohdat niin, ettd ongelmasta jéa jéljelle sen riisuttu, yksinkertaisin
muoto. Ongelmia muutettaessa matemaattisiksi taytyy harkita, kuinka radikaalisti
ongelmaa voi yksinkertaistaa ja muuttaa abstrakteiksi kasitteiksi, sekd mitd yksi-
tyiskohtia voi jattdd huomiotta. Siirtyminen konkreettisista objekteista abstrakteihin
matemaattisiin késitteisiin ei ole vaaraton. Fyysisid olosuhteita kun ei voi yksinker-
taistaa liikaa, ja toisaalta matemaattinen ongelma ei saisi jaada liian ylivoimaiseksi
ratkaista. Tdmén tiedostaminen on erittéin tdrkedd muun muassa rakennusten ja sil-
tojen suunnittelussa.
Karteesisen -mallin mukaan toimittaessa ongelmanratkaisuprosessissa pyritddn saa-
vuttamaan vaihe, jolloin yhtéloitd on yhtd monta kuin tuntematontakin. Havainnol-
listamme tdmén seuraavan, yleisen ongelman avulla, jossa tietty ongelma on muu-
tettu neljan eri tuntemattoman, x, xs9, x3, x4, ratkaisua vaativaksi neljéan eri yhtéalon
laskutoimitukseksi. Yhtaloissa

(1) =
ra(@1, @ )
(

(

T

ra(xy xg,xg) 0

Ty $2,l’3,$4) 0

on ilmaistu matemaattisesti ongelman ehdot, tuntemattomien keskindiset suhteet,
seké tuntemattomien suhde annettuun dataan. Tuntemattomat voivat olla myos ei-
algebrallisia objekteja, esimerkiksi esineitd tai sanoja, jolloin ongelma voidaan ha-
jottaa erillisiin, tuntemattomien keskinéaisistd suhteista kertoviin ehtoihin, ilman al-
gebrallista esitystapaa. Téllaisia matemaattisia mallinnuksia voidaan kidyttad esimer-
kiksi ristisanojen ratkomiseen. Ongelman alussa on syytéd pysahtyd miettiméan, 10y-
tyyko ongelmaan vastausta, eli ovatko ehdot riittdvit madraamadn tuntemattoman,
ja onko vastaus yksikésitteinen. Yhtaloryhmén ratkaisu voi padttya seuraaviin ta-
pauksiin:

(1) Yhtaloryhmaélle ei 16ydy ratkaisua. Mitkddn tuntemattomien arvot eivit rat-
kaise kaikkia yht&loitd samanaikaisesti, jolloin yhtéléryhméa on ristiriitainen.
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(2) Vastauksia on ddreton madrd. Néin kiy, jos esimerkiksi yksi yhtaloista rat-
keaa milld tahansa tuntemattomien arvoilla.

(3) On vain yksi ratkaisu, yhtélot ovat riippumattomia toisistaan, eli 16ytyy yk-
sikésitteinen ratkaisu.

Pyrkimyksené on tietysti saavuttaa tdmé kolmas, harmoninen vaihtoehto, Descartesin
sanoin: "Haluamme méaritella taydellisen kysymyksen niin, etté se on taysin maaraé-
vé vastauksen, ja mitd se kysyy, voidaan johtaa annetuista tiedoista.” [13] Seuraavassa
hyvin tyypillinen karteesisen-mallin matemaattinen sovellus:

Kolme tyomiestd A, B ja C tyoskentelevit kukin omalla vauhdillaan. A tekee yh-
den tyon kolmessa viikossa, B viimeistelee kolme tyota kahdeksassa viikossa ja tyo-
mies C 5 tyota 12 viikossa. Kuinka kauan tyomiehilld kestéa tyon tekemiseen yhdessa?

Karteesisen-mallin mukaisesti ensin muutetaan tehtavan tiedot matemaattisiksi mer-
kinnoiksi:

tyomies tyoskentelyvauhti
t=viikkojen ma&ra
1

A 3t
3

B gt
5

C 75t

Seuraavaksi muutetaan ongelma yhden yhtédlon ratkaisua vaativaksi ongelmaksi,

1t+3t+5t—1
38 1207
josta saadaan
t—8
=5

eli tyomiehet saavat yhdessd tyon tehtya g viikossa.

Arvoitukselliset ongelmat (Puzzling examples)

Toisinaan on mahdoton havaita tehtdvinannosta, ovatko alkutiedot riittdvat ongel-
man ratkaisuun. Talloin tehtavaa taytyy lahted ratkomaan sokeana, kuten seuraavas-
ta esimerkistéd voidaan havaita.

Mies kéveli bh. Ensin tasaista, sitten ylos vuorenrinnetté, ja lopulta takaisin sa-
maa reittid. Mies kédvelee nopeudella 4km/h tasaista, 3km/h ylamékeen ja alamé-
keen 6km/h. Kuinka pitkdn matkan mies kéveli?

Vaikka ongelma vaikuttaa ratkeamattomalta, kaksi tuntematonta (tasaisen pituus, se-
k& ylaméen pituus) ei tunnetusti yhden yhtélon avulla ratkea, toimitaan silti karteesisen-
mallin mukaisesti, toivon varassa. Ensiksi kerédtdan tiedot, ja muutetaan ne algebral-
lisiksi merkinnoiksi:
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Matkan osuudet | Matkan pituus | Nopeus Matkan kesto
koko matka X 5h

ylamaki y 3 km/h

alamaki y 6 km/h

tasainen x-2y 4 km/h
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Supistetaan matemaattinen ongelma yhtélon ratkaisuksi, muistaen, ettd aika saa-
daan jakamalla matka nopeudella

T — 2y
4

y .y
=+ = =05
+3+6

Laskemalla yhtalon termeja yhteen, huomaamme, ettéd y:t supistuvat kokonaan pois,
jolloin jiljelle ja& 3x = 60, josta saadaan vastaus x = 20. Tamaé tarkoittaa sité, ettd
mies kéveli 20 km. [13]

Karteesinen-malli soveltuu hyvin matemaattisiin, suoraviivaisesti ratkeaviin ongel-
miin, joita voidaan mallintaa yhtaloilld. Se ei kuitenkaan sovellu syvempien mate-
maattisten ongelmien ratkaisuun, eiké sellaisten aineellisen maailman ongelmien rat-
kaisuun, joita on epdvarmuuden tai -selvyyden vuoksi mahdotonta esittdd yhtalo-
muodossa. Néin, laajasta kayttokelpoisuudestaan huolimatta, karteesinen-malli ei voi
saavuttaa nimed 'yleismaailmallinen ongelmanratkaisumalli’.

Tehtéavia karteesiselle mallille:
(1) Jana AB sekéd kaksi ympyrdn kaarta AC (sdteendén janan AB pituus ja keski-
pisteenddn piste B) ja BC' (sdteendén janan AB pituus ja keskipisteeenédén piste A)
rajaavat kolmiomaisen alueen kuvan mukaisesti. Piirréd alueen sisdén mahdollisimman
suuri ympyra.
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(2) Kaksi ympyréa ovat ison ympyréan sisilld vierekkédin. Kaikki ympyrat sivuavat
toisiaan, ja pienempien ympyroiden halkaisijat ovat ison ympyran halkaisijalla. Ym-
pyroisté ei tiedetd muuta kuin ison ympyréin sdde sekd kahden pienemmén ympyran
yhteisen tangentin pétké, joka rajoittuu ison ympyrdn kehdédn. Maaritd se osa ison
ympyran pinta-alasta, joka jaa pienten ympyroiden pinta-alojen ulkopuolelle.

(3) Tuoreissa omenissa on vettd 80% ja sokeria 4%. Kuinka monta prosenttia so-
keria on samoissa omenissa, kun ne on kuivattu siten, ettd kosteusprosentti on 207
(4) Piste P sijaitsee suorakulmion sisilld niin, ettd sen etdisyys yhteen kulmaan on
Scm, vastapéiseen 14 cm ja kolmanteen 10cm. Miké on pisteen P etéisyys suorakul-
mion neljénnestd kulmasta?

3.2.4. Toisto- (Recursion) seké kerrostuma-(Superposition) mallit. Esit-
telemme vield lyhyesti kaksi tarkempaa ongelmanratkaisumallia, toisto- seké kerrostuma-
mallit, jotka soveltuvat tietyntyyppisiin matemaattisiin ongelmiin. Molemmat perus-
tuvat tiedon kerdédmiseen ja yhdistelyyn, seké sitéd kautta tiedon laajentamiseen kos-
kemaan koko joukkoa.

Toisto-malli

Numeeriset tuntemattomat x,xs, ..., z, voidaan kéasittdd olevan yhden moniosaisen
tuntemattoman x peridkkéisid rakenneosasia. Matemaattisessa ongelmanratkaisussa
voimme ratkaista ne rekursiivisesti, eli luomalla sarjan rekursiivisia yhtéloité, joiden
mukaan seuraava tuntematon méaaraytyy aina edellisen avulla. Tdméan mallin tunne-
tuimpia ja kaytetyimpid sovelluksia on matemaattinen induktio.

Alussa saamme tietoomme vain pienen osan ratkaisua, arvon tuntemattomalle z;.
Kuitenkin tdmaé pala on riittdva, sen avulla saamme selville seuraavan tuntematto-
man, r9, arvon. Nain padsemme eteenpéin kayttamaélla jokaisessa vaiheessa hyvak-
semme aiemmin saavutettua tietoa. Aiempi tieto toimii siis pohjana seuraavalle ope-
raatiolle, tiedon lisdamiselle. Tama malli soveltuu myos arkieldmén ongelmiin, kuten
ristikoiden ratkomiseen. Télloin pohjana voi olla monta tuntematonta, sanaa, joiden
avulla ldhted ratkomaan uusia. Eikd malli ole muutenkaan epétavallinen, suurin osa-
han ihmisen saavuttamasta tiedosta rakentuu aina edellisen varaan. [13]
Kerrostuma-malli

Kerrostuma-malli on erinomainen sellaisten ongelmien ratkaisuun, joita on vaikea to-
distaa kerralla, yhtenéd kokonaisuutena. Kerrostuma-malli jakaantuu kahteen eri vai-
heeseen:

(1) Tehtéavista loydetddn jokin erikoistapaus, joka on helposti ratkaistavissa. Téa-
mén erikoistapauksen ratkaisutavan kautta 16yddmme reitin ongelman ylei-
seen ratkaisuun.
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(2) Algebrallisilla operaatioilla yhdistetdéan tehtédvan muita erikoistapauksia niin,
ettéd edellisen kohdan ratkaisutapaa pystyy niihin soveltamaan. N&in saavu-
tamme tayden, rajoittamattoman ratkaisutavan, jota voidaan hyédyntaa teh-
tavéan yleisesti.

Havainnollistamme tété esimerkin avulla:

Todista, ettd ympyrdn keskuskulma o on kaksi kertaa niin suuri kuin kehdkulma
B, kun niilla on sama kanta ympyrén kehalla.

‘

Ongelman yhdessé erikoistapauksesssa yksi kolmion sivuista sijaitsee ympyréan hal-
kaisijalla. Tamé tapaus saadaan helposti ratkaistua

Q

a=7—(m—28), jolloin o = 2.

Tamé vaihe toteuttaa Kerrostuma-mallin (1) vaiheen. Mallin (2) vaiheen mukaan jae-
taan ongelman muut tapaukset kahteen eri luokkaan kuten kuvissa:

(1) vaiheen erikoistapauksen mukaisesti voimme piirtdd ympyrin halkaisijan kul-
kemaan karkipisteen [ kautta. Ndin huomataan, ettd sekd o' ettd o voidaan jakaa
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N

‘\‘
kahteen osaan:

o = af + o, jolloin myos 4" voidaan jakaa vastaaviin osiin 3 = 3] 4+ (35, ja

o = aff —af, joita vastaavat osat " = ) — £. Namé hajotetut osat voidaan ilmais-
ta (1) kohdan mukaisilla yht&lsilld, joiden avulla saadaan ettd o/ = 2/’ ja o = 2/".
Viite on siis todistettu yleisesti, kerrostuma-mallin periaatteiden pohjalta erikoista-
pauksiin nojaten. Kerrostuma-malli pohjautuu spesialisaatioon. (Ks. luku 2.4.2 Spe-

sialisaatio). [13]

Tehtévia:
(1) Laske n:n ensimméisen luonnollisen luvun summa.

1+24+3+4+...+n=kFk, jossanjakeN.

(2) Todista, ettd n:n ensimmaéisen luonnollisen luvun kolmansien potenssien summa
on luonnollisen luvun nelio.

1P4+22 435+ . +n® =k jossan,keN.

(3) Tasasivuisen kolmion K7 sivun pituus on a. Sen sisdin asetetaan ympyré Y7, joka
sivuaa kolmion kylkid. Tamén ympyréan Y sisdén asetetaan tasasivuinen kolmio Ko,
jonka karjet ovat ympyréalld Y, kuvion mukaisesti. Jatkamalla nédin saadaan péaatty-
méton jono ympyroitd Yy, Ys, Y, ... Laske ympyroiden pinta-alojen summa.

Kahden uran-, apukuviot-, karteesinen-, sekéd toisto- ja kerrostuma-mallit ovat
ongelmanratkaisumalleja, jotka perustuvat erilaisiin ongelman muuntelun keinoihin.
Tehtédvasta riippuen, ongelmanratkaisua saattaa helpottaa oleellisesti myos epésuo-
ran péadttelyn hyodyntdminen, ongelman symmetriaominaisuuksien loytyminen seké
erilaisten matemaattisten tulosten, muun muassa Pascalin induktion, Cantorin dia-
gonaalimenetelmén tai Steinerin inversion, hyédyntdminen. [3]



LUKU 4

Ongelmanratkaisu matematiikan opetuksessa

Toisinaan oppilaat joutuvat vaikean, ei-suoraviivaisesti ratkeavan, ongelman eteen
matematiikan tunnilla. T&lloin opettajan on hyvé auttaa oppilaita niin, etteivét he
edes huomaa tulleensa autetuiksi. Opettajan taytyy ymmértad, mitd oppilas jo osaa,
ja miten hén ajattelee. Niin opettaja pystyy asettelemaan kysymyksenséd luonnolli-
seen tapaan niin, ettd oppilas olisi voinut kysyd saman kysymyksen itsekin itseltdén.
Opettajan apu téaytyy siis olla tehokasta, mutta luonnollista ja huomaamatonta. Ky-
symyksenasettelu on oppilaan huomion kiinnittamisté oikeisiin asioihin. Tehokkaat,
mutta huomaamattomat kysymykset ovat yleisid ja yksinkertaisia. "Mitd ovat tun-
tematon ja ldhtotiedot ja milld ehdoilla ne kytkeytyvét toisiinsa?” Kysymykset ovat
suuntaa-antavia, mutta jattavét oppilaille paljon tilaa ajatella. [12]

Tarkastelemme seuraavassa opettajan kysymyksenasettelua George Pélyan ongelman-
ratkaisumallin neljdn eri vaiheen pohjalta. Malli 16ytyy kokonaisuudessaan luvusta
3.1.1.

Ongelmanratkaisun neljésséi eri vaiheessa nédkokanta ongelmaan muuttuu. Alussa ka-
sitys on vield hajanainen ja epdmaéariinen, vailla yhdistavia tekijoitd. Tehtavin rat-
kaisun edetessd ndkokanta ongelmaan selkiytyy. Siksipd opettajan on téarkeintd nou-
dattaa kysymystensé kanssa jarjestysté: aloitetaan yleisistd, avoimista kysymyksisté,
ja vain jos tarpeellista, tarkennetaan kysymyksia asteittain, kunnes saavutetaan kon-
kreettinen kysymys, joka saa oppilaat havahtumaan.

Ongelmanratkaisu ldhtee liikkeelle ongelman ymmértéamisestéd. Eritoten taytyy néh-
d& selvésti, miten annetut tiedot liittyvét toisiinsa ja mikéd on tehtdvin paamadra.
Tamaé kaikki on vélttdmatonta ratkaisustrategian luomiseksi. Opettajan on hyva ker-
rata lahtotiedot, tehtdvan vaatimukset, ja kysyd, milla matemaattisilla merkinngill&
kutakin voitaisiin ilmaista.

Kun ongelma on varmasti ymmaérretty, opettaja patistelee oppilaat suunnitteluvai-
heeseen. Téssé vaiheessa oppilaiden téaytyy olla tietoisia hyodyllisistéd laskukaavoista
ja konstruktioista. Opettajan on hyvé johdatella oppilaansa muuntelemaan késitelté-
vad ongelmaa, keskittymaédn vain yhteen sen osista, tai miettimédn samankaltaisia,
helpommin ratkeavia ongelmia. Jos oppilaiden itsenéinen ratkaisuprosessi ajautuu lii-
an kauaksi alkuperiisestd ongelmasta, opettaja voi kyséista "Oletteko hyodyntéaneet
kaikkia ldhtotietoja?” tai "Ovatko kaikki ehdot tayttyneet?”.

Opettajan taytyy varmistaa, ettd oppilaat tietdvat suunnitelmansa toimivuuden lop-
puun asti, ennen kuin hén voi hengéhtdéd. Suunnitelman toteutusvaiheessa vaarana
on, ettd oppilas unohtaa suunnitelman. Usein néin kdy juuri silloin, kun suunnitel-
ma on tullut ulkoapéin, valmiiksi ajateltuna, ja oppilas on hyviksynyt sen opettajan
auktoriteettiaseman perusteella. Kuitenkin, jos oppilas on itse luonut suunnitelman
ja jarkeillyt sen oikeellisuuden, se harvoin pé#see unohtumaan. Suunnitelman toteut-
tamisvaiheessa opettajan tehtdvina on vaatia, etté oppilas tarkistaa jokaisen vaiheen.

28
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Tarkistus voidaan tehda formaalisti, eli johtaa tulos matemaattisesti, tai tietyissa ta-
pauksissa intuitiivisesti, eli ndhda selvasti, ettd vaihe pétee. Opettajan kaksi tarkeinta
kysymysté ovat téssd vaiheessa: Naetko selvasti, ettd vaihe on oikein? Osaatko todis-
taa, ettd se on oikein?

Kun vastaukseen on paadytty, oppilaat yleensd tyytyvat siihen tarkistamatta sita
tai kyseenalaistamatta sen oikeellisuutta. Opettajan tehtdvénd on saattaa oppilaat
uudelleen tehtévian ratkaisun pariin, seké tarkastelemaan siihen johtanutta padttely-
ketjua, vahvistaen néin oppilaiden tietoja ja kehittden heiddn ongelmanratkaisutai-
tojaan. Nopeaa tarkistuskeinoa tulisi aina hyodyntdd. Myos vaihtoehtoisten ratkai-
sujen etsiminen, seké jo saadun vastauksen tai ratkaisutavan hyodyntdminen muissa
samankaltaisissa ongelmissa, vahvistaa oppilaiden matemaattisia taitoja. Ongelman
muuntelu onnistuu, jos se on annettu yleisessa “kirjain”- muodossa, numeeristen ar-
vojen sijaan, jolloin oppilas paremmin varmistuu ratkaisunsa paikkansapitivyydesté,
ja oppii hyodyntdméian saatua tulosta eri tilanteissa. Ongelmaa voidaan muunnel-
la monella eri tapaa, muun muassa varioimalla annettua dataa, poistamalla ehtoja,
symmetrian avulla, miettimélla ongelmalle konkreettisia sovelluksia, seké pohtimalla
vastaavia ongelmia. Ongelman muuntelusta oppilaat saavat suurimman hyédyn, kun
heidédn itsensi pitdd keksid vastaavia ongelmia. [12]

Oppilaiden on tarpeellista saada evéitd ongelmanratkaisuun, silld se on erittdin hyo-
dyllinen taito niin matematiikassa kuin muussakin elaméssé. Kuitenkin tehokas, op-
pilaiden matemaattista ymmaértdmysta kasvattava matematiikan tunti ei pelkastéan
opeta heille ongelmanratkaisua, vaan uusia matemaattisia késitteitd ongelmanratkai-
sun avulla. [15]

4.1. Ongelmaldht6inen matematiikan opetus

Luvussa 3.1.1. esittelemdmme George Pélyan ongelmanratkaisumalli on hyddyl-

linen matemaattiseen ongelmanratkaisuun, mutta tutkimukset osoittavat, etta pelk-
kéd ongelmanratkaisun opettaminen erilldéin itse matematiikan oppimisesta ei lisdé
oppilaiden ongelmanratkaisutaitoja. [15] Suomessakin tdmé on jo tiedostettu. Vaik-
ka peruskoulun matematiikan opetussuunnitelmamme painottaa matemaattista ym-
mérrysté, ja antaa tavoitteiksi matemaattisten késitteiden oikean soveltamisen on-
gelmanratkaisussa, kyvyn perustella ratkaisumenetelmidén seké saadun ratkaisun oi-
keellisuuden, nuorilla on puutteita jo peruslaskutoimituksissa, yksikkémuunnoksissa
seké prosenttilaskuissa, soveltavasta matematiikasta puhumattakaan. Tamé aiheuttaa
ongelmia monilla tydaloilla, muun muassa sairaanhoidossa suurin osa hoitovirheista
johtuu potilaan véérdstéd lddkeannostuksesta. [9] Ovatko suomalaiset nuoret siis tyh-
mentyneet, vai onko matematiikan opetuksessamme kenties puutteita?
Lansimainen matematiikan opetus perustuu vahvasti annettujen ratkaisumallien j&l-
jittelyyn. Talloin kasitteelliset, haastavat asiat, annetaan oppilaille suoraan niin, et-
tei oppilaiden tarvitse niitd ollenkaan itse pohtia, ja laskujen suorittaminen onnis-
tuu muistamalla tehtédvaan soveltuvan algoritmin tai mallin, jota kdyttamalla lasku
ratkeaa. Oppikirjat tukevat téllaista jaljittelyyn perustuvaa opetusta voimakkaasti.
Opetuksessa puolestaan syvillistd, matemaattista pohdiskelua ei valttdmaéatta tarvi-
ta lainkaan. Téllaisen jéljittelyyn perustuvan matematiikan opetuksen mallin suosio
perustuu sen tehokkuuteen kédytédnnon opetustilanteessa, seké osaltaan myts mate-
matiikan opetuksen historiaan. [17]
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Amerikkalainen seké Léansi-Eurooppalainen matematiikan opetus perustuu sveitsiléi-
sen kehityspsykologin Jean Piaget’n (1896-1980) teoriaan lapsen kognitiivisesta kehi-
tyksesta. Piaget’'n mukaan lapsen kehitys muodostuu neljésté eri kognitiivisesta vai-
heesta, joista vasta viimeisimmissd vaiheissa -formaalin operationaalisen kehityksen-
vaiheessa, varhaisessa teini-iéissé, lapsi pystyy ymmartdméan symbolisia matemaatti-
sia mallinnuksia.

Matematiikan opetussuunnitelmat rakennettiin Piaget’'n ideoiden varaan, ottamat-
ta huomioon, ettei Piaget ollut matemaatikko, ja ettd hdnen teoriansa perustuivat
oppimisvaikeuksisten lasten tutkimiseen. Algebra jéitettiin pois lasten matematiikan
opetussuunnitelmasta, ja se esiteltiin heille vasta varhaisessa teini-idssd. Nain esi-
merkiksi amerikkalainen matematiikan opetus koostui hajanaisten, vailla yhdistavia
tekijoité olevien laskutoimitusten; muun muassa kerto- ja jakolaskujen sekd murtolu-
kujen, opettamisesta lapsille. Matematiikan opetusta kuvailtiin lausahduksella 'mailin
leved, tuuman syva'.

Kylmé sota esti Piaget’'n ideoiden levidimisen itd&npéiin, jossa sovellettiin venéldista
sodanjilkeistd matemaatikkojen kehittdméd opetusssuunnitelmaa, joka perustui al-
gebran opetukseen jo peruskoulun varhaisessa vaiheessa. Venéliisten ja aasialaisten
TIMSS- tulokset ! todistivatkin, etté lapset olivat kykenevid ymmértdméin ja hyo-
dyntaméin abstrakteja konsepteja jo varhaisessa vaiheessa. [1]

Vuoden 2011 TIMSS-tutkimuksessa 8-luokkalaiset (13-14-vuotiaat) suomalaiset oppi-
laat ylsivdt matematiikan osaamisessa 8. sijalle 42 maan joukossa, amerikkalaiset 24.
sijalle ja karkipdén sijat veivit Eteld-Korea, Singapore, Taiwan, Hongkong ja Japani.
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Muun muassa Singaporen matematiikan opetus, joka kehitettiin sodanjilkeisesté ve-
néldisestd opetussuunnitelmasta, on perustunut viimeisen 21 vuoden ajan ongelma-
lahtoiseen opetukseen. [10] Eipi siis ihme, ettd matematiikan opetuksen uudistamisen
puolestapuhujat ovat kddntyneet itdmaiden puoleen. Ongelmaldhtdisessd opetukses-
sa, uuden matemaattisen késitteen tai taidon oppiminen tapahtuu ongelmanratkaisun
my6ta. Oppilaiden ratkoessa matemaattista ongelmaa, he hyodyntavat luonnollisesti
aikaisempaa tietoaan késiteltdvistd asiasta, yhdistelevat ja muokkaavat sitd, muo-
dostavat hypoteesin, asettavat vilitavoitteita, etsivit mielekédstd menettelytapaa ja
ajattelevat luovasti. Loppukeskustelussa oppilaat kertovat ideoistaan toisilleen ja ko-
ko luokalle, perustelevat ratkaisumenetelmidén sekd ratkaisunsa oikeellisuuden. [16]
Néin opetussuunnitelmamme tavoitteet tayttyvit kokonaisuudessaan.
Ongelmalédhtoisen opetuksen tunti jakaantuu yleenséd kolmeen eri vaiheeseen:

(1) Alustusvaihe, jossa opettaja kertaa aiemman relevantin tiedon, alustaa uuden
ongelman, varmistaa, ettd oppilaat ovat ymmértéaneet sen, kertaa ratkaisu-
prosessissa vaadittavat tiedot, korostaa tunnin tavoitetta ja motivoi oppilaat
ongelman pariin.

(2) Toteutusvaihe, jossa oppilaat ratkaisevat ongelman ja opettaja kulkee luokas-
sa havainnoimassa heidén toimintaansa, puuttumatta siihen ja pidattaytyen
neuvomasta ja arvottomasta eri ideoita.

ITIMSS=Trends in international Mathematics and Science Study, on kansainvilinen vertailutu-
kimus koululaisten matemaattisista ja luonnontieteellisistéd kyvyisté
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(3) Koontivaihe, jossa opettaja kutsuu eri oppilaita esittelemééin ratkaisunsa,
joista sitten keskustellaan yhdessé, mietitdsn, mitd yhdistavia piirteitd rat-
kaisuissa on, todistetaan virheellisid véittdmia epétosiksi, seké etsitdén te-
hokkaimpia mahdollisia tapoja ongelman ratkaisuun. [6]

Opettajan rooli muuttuu siis aktiivisesta ja hallitsevasta informaatioldhteestd sivus-
tatarkkailijaksi ja kuuntelijaksi. My6s opettajan tyo tuntien ulkopuolella laajenee
tuntisuunnitelmien ja alustusten valmisteluun seké eri ratkaisutapojen ennakointiin.
Opettajan taytyy tietdd, millaisia ongelmia oppilaat ovat tiedollisesti ja taidollisesti
valmiita ratkaisemaan, ja millaisia taitoja he oppivat kyseisen ongelman kautta, jol-
loin opetustunti tulee viistamattd olemaan oppilaiden tieto- ja taitotasoa vastaava.
Ongelmaldhtoinen matematiikan opetus kehittdd ongelmanratkaisun kautta oppilai-
den matemaattista ajattelua ja ymméarrysté, passiivisen jiljittelyn sijaan. [16]
Ongelmalédhtoiseen opetukseen siirtyminen vaatii siis paljon tyota opettajalta. Opet-
tajan itsensd taytyy perehtyd matemaattisiin késitteisiin sekd ongelmanratkaisuta-
poihin syvemmin kuin ennen ja laajentaa matemaattista ndkokantaansa ja ymmér-
rystadn. Myos tiedonjakajan ja arvottajan roolista tarkkailijan ja kuuntelijan rooliin
tuottanee monille rutinoituneille opettajille koko luonnetta, persoonaa ja ammatti-
identiteettia jarisyttavan mullistuksen. Tutkimusten mukaan opettajat odottivat kes-
kimagrin 0,9 sekuntia vastausta oppilaalta kysyttydan kysymyksen. Siispa ei ole mi-
kddn ihme, ettd oppilaat tottuvat ajatukseen, ettd ongelmat pitéisi ratkaista hyvin
véhaisella ajatustyolla. [2]

Ongelmalédhtoisen ja luovan ajattelun yhdistdminen matematiikan opetukseen saat-
taa tuoda lisdd haastetta oppilaiden ajatusten suuntaamiseksi késiteltdvaan asiaan.
Luovuudellahan tunnetusti ei ole rajoja. Myos virhekésitykset epéileméatta voivat jas-
dé elaméén oppilaiden mieliin, jos opettaja ei osaa niitd ymmérrettavasti kumota, tai
jattad loppukoonnin liian avoimeksi. Japanissa, jossa matematiikan opetuksessa on-
gelmanratkaisulla ja matemaattisen ajattelun painottamisella on pitkét perinteet, on
havaittu matematiikan opetusta sédéatelevan seuraavat normit:

(1) Ryhmén jésenten tulee kehittda useita matemaattisia ideoita, ja pyrkia kohti
mahdollisimman tehokkaita ratkaisumenetelmia.

(2) Virheellisista ratkaisuyrityksistd on tarkastettava, mitd matemaattisesti tar-
keité ideoita niista l0ytyisi.

(3) Ratkaisutavan selityksessi ei saa vedota mihink&én, mité ei ole aiemmin to-
distettu oikeaksi.

(4) Matemaattisen toiminnan tarkoitusta on reflektoitava ryhmén kesken. [6]

Tama kaikki vaatii kuitenkin oppilaiden aktiivista osallistumista matematiikan ope-
tukseen. Jotkut oppilaat eivat valttdmétta ole kiinnostuneita matemaattisesta on-
gelmanratkaisusta. Vaarana on myd6s oppilaiden arvottaminen loppukoonnissa, johon
yleensé valitaan pari vaikeahkoa ratkaisumenetelméd, virheellisid menetelmié, jotka
todistetaan vadriksi, sekd ne tehokkaimmat ratkaisumenetelmét. Ratkaisumenetel-
mien karsiminen taytyy tapahtua hienovaraisesti sekd se huomioon ottaen, etteivit
aina samat oppilaat joudu kokemaan tunnetta "muiden ratkaisumenetelmét olivat t&l-
lakin kertaa parempia kuin minun”. Matematiikan opetuksen muuttaminen ongelma-
lahtoiseksi vaikuttanee myos arvostelukriteereihin. Miten jarjestetdédn kurssin loppu-
koe, ja mité siind kysytdan? Miten oppilaiden tieto- ja taitotasoa ylipadtdan vertail-
laan? Jos arvosana perustuu oppilaan kykyyn keksié uusia, tehokkaita ratkaisutapoja
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ongelmiin, eiko silloin ongelmanratkaisusta tule oppilaalle pakonomaista, painostavaa
ja turhauttavaa, varsinkin jos hén ei jollain kerralla mitdéan ratkaisua keksi?
Ongelmalédhtoinen matematiikan opetus kuitenkin aktivoi oppilaita jo itsessdéin, silla
silloin oppilaille jad kuva, ettd he ovat itse kykenevid matemaattiseen ongelmanrat-
kaisuun, ja ettd matematiikassa on sittenkin jéarked. Samalla oppilaiden ymmérrys,
itsevarmuus ja luottamus omiin kykyihin kasvaa. Myos ne opettajat, jotka ovat alka-
neet opettaa ongelmaldhtoisesti, eivét ole enééd palanneet takaisin normaaliin, opet-
tajaldhtoiseen opettamiseen. [16]

Opettajankoulutuksen luennolla Jyvaskyldn Yliopistolla jdrjestettiin kerran kysely
"Miké on opettajan tédrkein ominaisuus?”. Paria poikkeusta lukuunottamatta kaikki
opettajaksi opiskelevat vastasivat noin 16-vuoden koulutuksensa pohjalta “on innos-
tunut opetettavasta aineestaan”, jopa yli vastauksen "on opetettavan aineensa asian-
tuntija”. Ongelmanlahtoiseen matematiikan opetukseen siirtyminen voisi olla vastaus
sille huutavalle pulalle innostuneista matematiikan opettajista seké aktiivisista, ma-
temaattista ymmaéartamystdadn kasvattavista oppilaista.

4.2. Tehtaviapaketti yldasteelle ja lukioon

Téssé osiossa on esitetty 15 erilaista ja -tasoista matemaattista ongelmaa vinkkei-
neen ja ratkaisuineen. Ongelmat ovat suurilta osin lukiotasoisia, pari ongelmaa yla-
koulutasoa seké pari viimeisinté yliopistotasoa. Osiossa on esiteltyné valmis ratkaisu,
ratkaisuprosessin kulku paloiteltuna osiin, seké oppilaiden ratkaisuprosessia edisté-
vid kysymyksid. Kysymyksien toimivuutta ei ole testattu kaytédnnossd, mutta ne on
laadittu Polyan kysymysten kaltaisiksi sekéd noudattaen linjaa ’yleisistd kysymyksis-
ta spesifimpiin’. Ratkaisuprosessit puolestaan eivét ole esittelytavastaan huolimatta
valttamatta yksikésitteisid, on siis aivan mahdollista 16ytdd vaihtoehtoisia reittejé
naiden ongelmien ratkaisuun. Onnea ratkaisuyrityksiin!

(1) Piirrd annetun pisteen kautta tangentit ympyrélle.

(2) Piirrd kahdelle erilliselle ympyrille yhteiset tangentit.

(3) Kahden ympyrin yhteiset tangentit muodostavat ympyroiden keskipisteiden kans-
sa kulmat o ja . Ovatko ndmé& yhtésuuret?

(4) Ympyroi kolmio, eli piirrd ympyré, joka kulkee kaikkien annetun kolmion kér-
kipisteiden kautta.

(5) Piirrd kolmion sisddn mahdollisimman suuri ympyré.

(6) Leikataan kuutiosta yksi kulma pois, jolloin muodostuu suorakulmainen tetraedri.
Suoran kulman viereisten tahkojen pinta-alat on annettu. M#arita kulmaa vastapaé-
td olevan tahkon pinta-ala.



4.2. TEHTAVAPAKETTI YLAASTEELLE JA LUKIOON 33

(7) Tasasivuisen kolmion K7 sivun pituus on a. Sen siséén asetetaan ympyré Y7, joka
sivuaa kolmion kylkid. Taméan ympyran Y sisdédn asetetaan tasasivuinen kolmio Ko,
jonka kérjet ovat ympyralld Y; kuvion mukaisesti. Jatkamalla néin saadaan padtty-
méton jono ympyroitd Yi, Ys, Y, ... Laske ympyroiden pinta-alojen summa.

(8) Laske n:n ensimméisen luonnollisen luvun summa

(9) Todista, ettd n:n ensimméisen luonnollisen luvun kolmansien potenssien summa
on kokonaisluvun nelio.

(10) Kukansiemenii siséltavan sikin kyljessa kerrotaan, ettd siementen itdmistoden-
nékoisyys on 95 prosenttia, ja ettd 5 prosenttia sidkin sisdllostd on samannikoisia
rikkaruohonsiemenié. Sékin siemenet jaetaan kahdenkymmenen siemenen pusseihin.
Milld todennékoisyydella puutarhuri, joka kylvéda téllaisen pussillisen siemenié, saa
viahintdan 19 kukantainta? Milld todennékoisyydelld hén saa vahintddn yhden rikka-
ruohonsiemenen?

(11) Etsi kahden yhdenmuotoisen kuvion homotetiakeskus.

(12.1) On annettu kolmio ABC. On piirrettéva nelio, jonka yksi sivu on janalla BC,
vksi kérki janalla AB, ja yksi janalla AC'.

B C

(12.2) On annettu ympyréinkehé ¢ ja kolmio ABC'. Piirrd kolmio A’B’C" siten, etté
sen sivut ovat yhdensuuntaiset kolmion ABC' kanssa, ja sen kérjet sijaitsevat ympy-
réan c kehalla.
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(13) Todista, etté kaikille lukua 3 suuremmille alkuluvuille p pétee, etta
p? =12k + 1, jossa k € N.
(14) Todista, ettéd jokaisen dédrettomén joukon A osajoukkojen muodostama joukko
P(A) on dérettomampi kuin joukko A itse.
(15) 300 eKr periisin oleva Apolloniuksen ongelma:
On piirrettava annettua kolmea ympyréaéa cq, co, c3 sivuava ympyré c.
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(1) Piirrd annetun pisteen kautta tangentit ympyrélle.

Ratkaisu:

On annettu ympyré [, keskipisteenéén piste O ja sédteenéén r, sekd ympyréan ulkopuo-
lella oleva piste P. Piirretdén ympyra m halkaisijanaan jana pisteestd P ympyréan [
keskipisteeseen O. Piste, jonka kautta haluttu tangentti kulkee, on ympyroiden [ ja
m leikkauspiste.

Tehtévan ratkaisu on monissa ongelmanratkaisukirjoissa oletettu tunnetuksi, ja se vai-
kuttaakin ensindkemaéltéd helposti ratkeavalta, yksinkertaiselta perustehtavalta. Kui-
tenkin ongelma saattaa osoittautua yllattavan haastavaksi, vaihtoehtoisien ongelman-
ratkaisutapojen runsaudesta johtuen. Apuviivat, -kolmiot ja -kaaret, joita tehtavian
voi piirtdd lukemattomin eri tavoin sysidédvat ongelmanratkaisijan miettiméan yhden-
muotoisia kolmioita, kulmien siirtoja, seké sivujen suhteita, jotka loppujen lopuksi
vievat vain kauemmaksi itse ongelmasta. Tehtédvé, yksinkertaisesta ulkoasustaan joh-
tuen, on kuitenkin erinomainen péahkailytehtava etenkin peruskoululaisille.
Ensimmaéinen vaihe tdmén ongelman ratkaisussa on piirtdd jana pisteestd P ympyran
[ keskipisteeseen O. Ilman téité janaa on hyvin vaikea edetd minnekéin. Opettaja voi
johdatella oppilaat huomaamaan tdmén, kysymélla: Mitkd olivat tehtédvén lahtotie-
dot? Oletteko piirtaneet havainnollistavan kuvion? Tiedetdinkoé muuta kuin annetun
ympyran kehé seké piste P? Tiedammekd mahdollisesti muita pisteitd? Miten voi-
simme néiden avulla ldhted liikkeelle? Saisimmeko piirrettyd hyodyllisen apuviivan
tai -kuvion kuvioomme, joka selkeyttéisi tilannetta?

Seuraava vaihe on tangentin sivuamispisteen paikantaminen apuympyrén m avulla.
Apuympyrian m konstruoinnin pariin on hankala johdatella oppilaita, paljastamatta
liikkaa ratkaisusta, joten opettajan on parempi johdatella oppilaat muistelemaan tan-
gentin médritelméd, ja mitd oleellisia tietoja tangentin konstruointiin tarvitaan. Kun
tangentin méédritelmé on tuoreessa muistissa, voidaan alkuperédinen ongelma supistaa
yhden pisteen (sivuamispisteen) ratkaisua vaativaksi ongelmaksi, ja opettaja voi an-
taa oppilaiden tyoskennelld itsendisesti, hyvien neuvojen puutteesta johtuen.
Tangentin mééaritelmén avulla oppilaat voivat myos huomata halutun apuympyran
m konstruoinnin, silld sen ja ympyréan [ leikkauspiste () muodostaa ympyrélle m ke-
hikulman OQP, joka on suorakulma ja sdteen r padssd ympyran [ keskipisteestd O.
Niin ollen se siis toteuttaa tangentin méaritelméan ympyrélle [. Jos oppilaat alkavat
turhautua ratkaisuyritystenséd ajauduttua umpikujaan lukuisia kertoja, opettaja voi
vihjaista heille, ettd apukuvio voi kyseisesséa tapauksessa olla my6s muukin kuin viiva
tai kolmio.

Oppilaan saavuttaessa ratkaisun, opettaja tietysti vaatii ratkaisulle selitysté, johon
oppilas voi vastata ympyrélle m muodostuneen kehidkulman avulla.
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(2) Piirrd kahdelle erilliselle ympyrille yhteiset tangentit.

Ratkaisu:

Ongelma on jatkoa edelliselle tehtévélle.

On annettu kaksi ympyraéd m, keskipisteendéan O ja sidteendén ry, seké n, keskipistee-
nddn P ja sdteenddn 19, kuten kuvassa. Kaksi tangenteista saadaan piirrettyd, kun
kutistetaan pienempi ympyra (tdssd ympyrd n) sen keskipisteeksi P, ja piirretdan
tehtavan 1. mukaan tésta pisteestd tangentit vasemmanpuolimmaiselle ympyriélle m,
jota on kutistettu ympyrén n sidteen ro verran.

Kun on piirretty pisteestd P tangentit kutistetulle ympyrélle m, halutut tangentit
16ytyvat kun piirretddn yhdensuuntaiset suorat siteen 7 pddhén néistd tangenteista.
Ympyroiden vélissa ristedvit tangentit saadaan konstruoitua oleellisesti samalla ta-
valla.

Tama ongelma on hyvé alustaa palauttamalla mieliin tehtdvéan 1. ratkaisu, sekd muis-
telemalla tangentin mééaritelméd. Néin oppilaat saavat jonkin kosketuspinnan ongel-
maan heti alussa, eikd se vaikuta lilan haastavalta: Mitkd ovat lahtotiedot? Mité
vaadittiin tekemé#an? Oletteko piirtdneet havainnollistavan kuvan? Miké on tuntema-
ton? Montako tuntematonta on? Tuleeko mieleenne samankaltaista ongelmaa? Tulee-
ko mieleenne samankaltaista, helpompaa ongelmaa, jonka osaisitte jo ratkaista?
Alustusvaiheen jilkeen opettaja voi antaa oppilaiden tyoskennelld itsenéisesti. Op-
pilaat voivat hyvinkin kuvitella ympyroiden vélissid tai kauempana ympyroista ris-
tedvien tangenttien leikkauspisteen 10ytyvén helpommin, jolloin he saattavat ajautua
kauas itse ongelmasta. Opettaja voi palauttaa heiddt vaihtoehtoisten reittien pariin
huomauttamalla, ettd annetut 1dhtotiedot ovat vain kaksi ympyrad m ja n. Silloin op-
pilaat ehké havahtuvat huomaamaan, etté ristedmiskohdan 16ytamiseksi heilld on vain
véhén tietoja, mutta sitdkin enemmén tuntemattomia (risteAmiskohta, nelji sivua-
mispistettd). Opettaja voi johdatella oppilaat miettiméén edellisen tehtdvin ratkai-
sutapaa, ja jos tarvetta ilmenee, kysyd: Mita lahtotietoja meilld on? Mitéd pisteitéd jo
tunnemme? Télloin oppilaat voivat innostua piirtdmédn apuympyréin halkaisijanaan
annettujen ympyroiden keskipisteiden O ja P méadrddmé jana. Tédhén virheelliseen
toimintaan opettajan ei ole syytd puuttua, silld oppilaat voivat hyvinkin sen avulla
16ytad reitin ongelman ratkaisuun.

Kun oppilas huomaa, ettd ympyrdd m on myo6s kutistettava ympyrin n sédteen ver-
ran, muttei sen jalkeen millaén pysty konstruoimaan haluttua tangenttia, opettaja voi
kyséistd: Mita yhtélaisyyksia télla sekéd halutulla tangentilla mahdollisesti on? Onko
meilld keinoja konstruoida haluttu yhdensuuntainen suora?
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Ratkaisun jéilkeen oppilaiden on hyvé kerrata ratkaisuprosessin kaikki vaiheet, ja pe-
rustella niiden mielekkyys.
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(3) Kahdelle erilliselle ympyrille on piirretty yhteiset tangentit kuvan mukaisesti.
Onko nyt av = 57

Kulmien « ja 8 suuruudet voidaan ilmoittaa ympyréille muodostuneiden yhtésuurien
kulmien avulla. Nédiden kulmien yhtasuuruus voidaan perustella yhtenevien nelikul-
mioiden muodostumisella. Saadaan, ettd 8 = 221 ja a = w , jolloin o = f3
vain silloin kun ympyrét ovat yhtasuuret, eli kun ympyroiden 'ulkosyrja’tangentit ovat

paralleeliset. Tehtédva on jatkumoa edellisille kahdelle tehtéville, ja opettajan kannat-

taakin esittdéd se oppilaille, jotka ovat nopeampia edellisten todistusten kanssa kuin
toiset, kylldstymisen vélttdmiseksi. Tehtédvananto on helppo konstruoida tehtéavaan
2, eikéd se tarvitse alustusta. Jos oppilaat tarvitsevat ohjausta tehtdvissa, opetta-
jan on syyté johdatella heiddn huomionsa niihin oleellisiin seikkoihin, joita tarvitaan
kulmien « ja ( suuruuksien ilmoittamiseen. Esimerkiksi yhdenmuotoisten kuvioiden
vastinkulmien yhtdsuuruuteen, ristikulmien yhtdsuuruuteen, sekd ympyran keskus-
kulman apuna kayttdmiseen. Tehtdvin selkeyttdmiseksi tehtdvinantoa voidaan myds
muuttaa konstruoimalla tilanne, jossa ympyrét ovat yhtéasuuret.
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(4) Ympyroi kolmio, eli piirrd ympyré, joka kulkee kaikkien annetun kolmion kér-
kipisteiden kautta.

Ratkaisu: Sivujen keskinormaalien leikkauspiste on halutun ympyrén keskipiste.
Tehtéva on erinomainen kokeilu-tehtéva. Tehtdvan alustamiseksi opettajan on hyva
suunnata oppilaiden huomio ympyrén keskipisteen etsintédén: Joko olette piirtdneet
havainnollistavan kuvan? Mitéd tehtédvissd vaadittiin tekemdan? Mietitddn ympyran
madritelmad. Mitd tietoja tarvimmekaan ympyran konstruointiin?

Jos oppilailla on tuoreessa muistissa mediaanien leikkauspisteen konstruointi, seké
keskinormaalien konstruointi, he varmaankin ehdottavat niité keinoja kyseisen ym-
pyran keskipisteen 10ytamiseksi. Silloin opettaja voi kehottaa heitd kokeilemaan. Muu-
ten, jos oppilailla ei ole mitdan ehdotuksia, miten ldhted liikkeelle tehtédvan ratkaisus-
sa, tai jos he kokeilevat turhautumiseen asti vain hakuammuntaa, opettaja voi johda-
tella heiddt miettimééin vastaavaa, helpompaa ongelmaa: Onnistuisiko lahtotietojen
muokkaaminen? Onnistuisiko ldhtétiedoista osan pois jattdminen? Miten piirtaisitte
esimerkiksi ympyrén, joka kulkee kahden pisteen kautta?

Nama vihjeet saavat todennédkoisesti oppilaat kokeilemaan sivujen keskinormaalien
piirtamisté, ja niiden leikkauspisteiden etsintaé.

Ongelma on mahdollista suorittaa kolmella eri tapaa; oppilaat voivat lahted kokeile-
maan sokkona, missé ympyran keskipiste sijaitsee, miké ei ole kovin toivottavaa, oppi-
laat voivat systemaattisesti kokeilla minkd annetun lauseen (mediaanien leikkauspis-
te, keskinormaalien leikkauspiste, kulmanpuolittajien leikkauspiste) myota ympyrén
keskipiste 10ytyisi, tai he voivat ensin jarkeilld, miten ympyréan keskipiste 16ytyy, ja sit-
ten konstruoida sen. Jos oppilas 16ytaa halutun keskipisteen sattumalta, kokeillessaan
mihin keskinormaalien leikkauspiste sijoittuu, on tehtévén térkein vaihe, eli peruste-
lut, viela suorittamatta. Todistus voidaan suorittaa sanallisesti. Kukin keskinormaali
koostuu niisté pisteisté, jotka ovat yhtéd kaukana kolmion kahdesta eri kdrkipisteesté,
jolloin keskinormaalien leikkauspiste on yhtd kaukana kaikista kolmion kolmesta kér-
kipisteesta.

Oppilas voi siis hahmottaa valmiin ratkaisun mielessdén jo ryhtyessédn ratkaisupro-
sessiin, jolloin hén voi selittdd jokaisen vaiheen mielekkyyden samaan aikaan, ratkai-
suprosessin yhteydesséd. Toiset, joiden visuaalinen hahmottaminen on hankalampaa,
tai matemaattinen, looginen jérkeily kehnoa, voivat padtya ratkaisuun yllattéaen, ko-
keillen, jolloin patevét perustelut taytyy suorittaa tehtédvan ratkaisun jélkeen. Nain
heilld on kuva tilanteesta, johon he voivat perusteluissaan vedota, eika péatevien perus-
telujen suorittaminen enéé vaadi mielikuvien avulla tilanteen hahmottamista. Vaikka
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Polyan mukaan oppilaalla tulisi ennen ongelman ratkaisuyritysté olla selvd suunnitel-
ma, miten hén aikoo tehtédvan ratkaista loppuun asti, mielesténi téssé tehtédvéssa on
hyvaksyttaviad ensin kokeilemalla padtyéa kyseisen ongelman ratkaisuun ja vasta sen
jalkeen suorittaa perustelut saatuun konstruktioon nojaten. Perustelut on téssé teh-
tavéssad helpompi suorittaa kuvan avulla jédlkeenpédin kuin mielikuvien avulla ennen
ongelman seldttamisté, vaikkakin haastavampien ongelmien, joiden ratkaisuun on ra-
jaton méara vaihtoehtoisia reittejé, yhteydessa on téarkeédd, ettd ongelman ratkaisuun
pyritdéan jo alustavasti jarkeillyn suunnitelman mukaan.
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(5) Piirrd kolmion sisdén mahdollisimman suuri ympyré.

Ratkaisu:

Halutun ympyréin keskipiste sijaitsee kolmion kulmanpuolittajien leikkauspisteessa.
Ympyréan kehd saadaan konstruoitua tehtéavan 1. avulla, silld kolmion sivut voidaan
ajatella olevan kérkipisteiden kautta kulkevia tangentteja halutun ympyran kehélle.
Vaihtoehtoisesti voidaan ympyréan séde konstruoida piirtamalléd ympyréan keskipisteen
kautta kulkeva kohtisuora kolmion sivulle.

Tehtéva on hyvin samankaltainen edellisen tehtdvén kanssa. Opettajan johdateltua
oppilaat miettiméédn halutun pisteen, eli ympyrén keskipisteen, sijoituspaikkaa, héan
voi suunnata oppilaiden ajattelun edellisen tehtédvian kautta nykyiseen: Muistatteko
mitd tehtiin edellisessé tehtavissd? Loydatteké ndiden kahden tehtavan vilille yhté-
laisyyksia? Oletteko piirtdneet ratkaisua vastaavan kuvan vihkoihinne? Mita vositte
kertoa téstd ympyréasta?

Jos oppilaat eivat keksi mitddan keinoa halutun ympyran konstruoimiseksi, opettaja
voi taas patistaa heitd helpottamaan tehtdvidnantoa, poistamalla ldhtotietoja. Oppi-
laat voivat miettid miten eri kohtiin kahden leikkavan suoran viéliin voidaan piirtda
mahdollisimman iso ympyréa. Ndin on myos opettajan helpompi suunnata heidén huo-
mionsa kulman puolittajaan, silla kaikkien ympyroiden keskipisteet sijaitsevat mité
ilmeisemmin silld: Osaisitteko piirtdd nédiden kahden suoran véliin mahdollisimman
suuren ympyran? Kertokaahan jotain piirtdmistdnne ympyroista, 10ytyyko niille yh-
distavia tekijoita? Osaisitteko sanoa jotain ympyroiden eri osasista, kehisté, keskipis-
teista?

Kun oppilaat huomaavat ympyroiden keskipisteiden sijaitsevan kulmanpuolittajalla,
he varmasti innokkaasti lahtevit soveltamaan tétéa keinoa alkuperdisen ongelman rat-
kaisussa. Lopuksi opettajan on varmistettava, etteivit oppilaat konstruoi vaadittua
ympyrid epatarkasti, vaan ratkaisevat vaaditut ympyréan ja kolmion sivuamispisteet,
joko tehtdvéan 1 mukaan ajattelemalla kolmion sivuja ympyrén tangentteina, tai sitten
piirtdmalld pisteen kautta kohtisuorat janat kolmion sivuille. Jos oppilaat ovat rat-
kaisseet tehtéavan kaikki vaiheet tietoisina niiden oikeellisuudesta, perustelut voidaan
kéaydé nopeasti suullisesti 1api.
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(6) Leikataan kuutiosta yksi kulma pois, jolloin muodostuu suorakulmainen tet-
raedri. Suoran kulman viereisten tahkojen pinta-alat on annettu. Ma&ritd kulmaa
vastapditi olevan tahkon pinta-ala.

Ratkaisu:

Merkitasn kulman viereisten tahkojen pinta-aloja kirjaimilla A, B ja C, seké tunte-
matonta kirjaimella D. Merkitdén edelleen tahkon D sivuja kirjaimilla a, b ja ¢, seké
muita sivuja kirjaimilla j, k ja [. Esittelemme téssé kaksi vaihtoehtoista ratkaisuta-
paa, ensimmaéisessd hyodynnetdéin Heronin kaavaa, ja toisessa sopivaa apukuviota.
Molemmissa tavoissa oleellisena osana esiintyy Pythagoraan lause, jota tehtdvéananto
kolmiulotteisine suorinekulmineen mité selvimmin vaatii.

Tapa 1. (Tat4 ei suositella kenellekéén)

Heronin kaavalla saadaan pinta-alaksi:

D= /s(s —a)(s = b)(s — c),

jossa a, b ja c ovat halutun kolmion sivut, ja s = “t2£¢ eli halutun kolmion piirin puo-

likas. [13] Sivujen a, b ja ¢ pituudet saadaan laskettua Pythagoraan lauseen avulla:
a2:j2+l2,62:j2+k2ja 02:k2+l2.

Naisté j, k ja [ ovat puolestaan kytkoksissd annettuun dataan vastaavasti:

o ki, K

Nyt ongelma on muutettu algebralliseksi, seitsemélld tuntemattomalla a, b, c, 5, k, [, s
varustetuksi seitsemén yhtalon ratkaisuksi, joten periaatteessa ongelman ratkaisemi-
seksi tietoa on riittavasti. Laskut ovat kuitenkin aikaavievi ja raskaita, siksipé esit-
telemme vaihtoehtoisen, kevyemmén, mutta enemmén hoksaamista vaativan ratkai-
sumetodin.

Tapa 2.
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Piirretddn kuvioon apukolmio hmk. Halutun kolmion D pinta-ala saadaan laskettua
kannan ja korkeuden avulla % Lahdetadn selvittaméaan halutusta tuloksesta reittia
takaisinpédin annettuihin 1dhtotietoihin (Ks. luku 1.2 Analyysi ja synteesi, sekéd lu-
ku 3.2.2 alaotsikolla 'Takaperin-malli’) Laskemisen helpottamiseksi korotetaan tulos

toiseen potenssiin:
4D? = a*h?
= a*(m* + k?)
= a’m® + a’k*
— 4%+ (2 + DR
= 4A% + 72K + IPE?
= 4A% +4B* + 4C?

Niin saadaan, etté
D =vA?+ B?+ (2

Tehtéavassa padsee alkuun oikeanlaisilla matemaattisilla merkinnoilla. Oppilaat saat-
tavat vieroksua tehtdvénannon ja siihen liittyvéan kuvan paljautta, sekéd ylipadtaan
kolmiulotteista kappaletta kasittelevad ongelmaa, silld sitd on taso-ongelmia hanka-
lampi hahmottaa. Opettaja voi kuitenkin hélventda oppilaidensa epdvarmuutta ke-
humalla tehtdvaa mielenkiintoiseksi, ja kysymalla mita tuttuja asioita oppilaat huo-
maavat tehtdvianannossa. "Mité ldhtotietoja on annettu tehtéavissd ja mitka olisivat
niille sopivat matemaattiset merkinnét?” "Mitd ominaisuuksia olikaan kulmalla, joka
on ’leikattu kuutiosta’?” "Osaisitteko nimeté vastaavan ongelman tasogeometriasta?
Vaikka lahtotietomme ovatkin erilaiset kuin aikaisemmissa ongelmissamme, tavoite
on kuitenkin tuttu...kolmion pinta-alan selvittdminen.”

Néin opettaja saa johdateltua oppilaat halutun apukolmion konstruoinnin pariin.
"Mité tietoja tarvitsemme kolmion pinta-alan selvittdmiseen? Kuviomme on niin pal-
jas, voisimmeko lisété kyseisen kolmion korkeusjanan kuvioomme? Voisimmeko nime-
td muita osia?”

Seuraavaksi opettajan on hienovaraisesti patistettava oppilaansa kytkemddn myos
korkeusjana annettuihin ldhtotietoihin, kuten halutun kolmion kanta a edustaa kol-
mion A hypotenuusaa, kateetteinaan sivut j ja k . Nédin oppilaat saavat konstruoitua
apukolmion hkm, joka on ongelmanratkaisun elintérkeé osa. Téssé vaiheessa oppilai-
den mielenkiinto ensialkuun niin paljasta ja vaikeahkon nékoéistd ongelmaa kohtaan
varmasti kasvaa. T&ll6in opettajan on annettava heiddn tyoskennelld itsenéisesti, ja
vain tarvittaessa suunnattava oppilaiden huomio ldhtétietoihin, sekéd Pythagoraan
lauseen soveltamiseen.

Apukuvion jilkeen oppilaille saattaa muodostua ongelmalliseksi pinta-alan kaavan
toiseen potenssiin korottaminen ratkaisuprosessin etenemiseksi, seké saatujen arvojen
hahmottaminen lihtotietojen avulla (esimerkiksi a®m? = 4A?). Opettaja voi avustaa
néissé tilanteissa monin eri tavoin: Olet ndhtéavisti edistynyt tehtdvissa kun paadyit
tulokseen D = £4/1? + j2h, mutta nyt on vaikea edetd. Mikéd avuksi? Mikd estéi
etenemisen? Onko meilld keinoa saada yhtalo vapaaksi etenemistd hankaloittavista
neliGjuurista? Kolme Pdélyan kuuluisinta kysymysté ovat téssdkin paikallaan: Mita
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tehtavésséd vaadittiin tekemédn? Mitka olivat 1ldhtotiedot? Oletko hyodyntanyt kaik-
kia ldhtotietoja? Téssd vaiheessa oppilas varmasti huomaa oikean ratkaisustrategian,
ja alunperin niin vaativalta ja mystiseltd ndyttavi ongelma tasoittuu arkipaivéisiksi
kaavoiksi ja laskutoimituksiksi.

"Kirjain’- muodossa annetun ongelman ratkaisua on tarpeellista testata monin eri
tavoin. Opettajan onkin syytd johdatella oppilaat nédin tekeméin kyselemalld tar-
kentavia kysymyksid: Mité osaisitte kertoa saadusta tuloksesta? Miké olisi vastaava
tasogeometrinen tulos? Jos tahkojen A, B ja C' pinta-alat kasvavat 12-kertaisiksi, mi-
ten kdy tahkon D pinta-alan? Entd kun tahkot A, B ja C ovat yhté suuria, tai kun
jokin niisté supistuu nollaan? Miten ratkaisisitte ongelman, jos tahkon A pinta-ala
onkin tuntematon, ja kaikkien muiden tahkojen pinta-alat tunnettuja? Opettaja voi
myo0s kehottaa oppilaita luomaan vastaavan ongelman, jossa hyodynnetéddan edellisen
tehtdvin ratkaisua tai ratkaisutapaa. Nédiden ratkaisua testaavien kysymysten jal-
keen oppilailla on varmuus ratkaisun paikkansapitdvydesté, sekd paljon edellytyksié
soveltaa saatua tulosta muihin matemaattisiin ongelmiin.
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(7) Tasasivuisen kolmion K sivun pituus on a. Sen sisddn asetetaan ympyra Y;,
joka sivuaa kolmion kylkid. Taméan ympyran Y; sisdén asetetaan tasasivuinen kolmio
K>, jonka kérjet ovat ympyrélla Y;. Jatkamalla nédin saadaan padattyméton jono ym-
pyroitéa Y7, Ys, Vs, ... Laske ympyroiden pinta-alojen summa.

Ratkaisu:

Tiedetédén, ettd kolmion sisdén piirretyn ympyrin keskipiste sijaitsee kulmanpuolit-
tajien keskipisteessi (teht.5), ja ettd tasasivuisen kolmion jokainen kulma on 60°.
Nyt siis ympyréan sdde saadaan laskettua sitéd kehystédvén kolmion sivujanan pituu-

den avulla kaavalla r,, = %an X tan 30° = ﬁan. Jolloin ensimméisen ympyréan sédteen

. .. .
pltuus on siis r; = ENER

Jokainen ympyroiden sisddnpiirretty tasasivuinen kolmio puolestaan on pienempi, yh-
teneva versio alkuperiisestd kolmiosta, jolloin jokaisen kolmion sivun pituus voidaan

selvittda kaavalla a,, = 2r,,_1 X cos30° = 2 x —rn 1= V3,1

Néamé kaavat yhdistamaélla saadaan, ettd r, = %rn_l.
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Vaadittujen ympyroiden pinta-alat muodostavat paattymattomén jonon

7TT’12, 7TT’22, 7TT'32, 7TT'42...

,Jjoita vastaavat luvut

Gia) = (#0) = (535) = (5) =

Koska kahden perikkéisen pinta-alan suhde on

2
<2n+0;\/§) T - 22n . 1

R 2 o942 Ty’
(2%) 4

on lukujono geometrinen, suhdelukunaan i. Pinta-alojen yhteenlaskettu arvo voidaan
siis laskea geometrisen lukujonon summakaavan avulla:

- = a? \" <o 4a
;Gl:ZEﬂ'(Z) :13_ :?Tf

n=1

Tehtévan ratkaisussa oppilaalta vaaditaan laajaa pohjatietoa kolmioiden ja ympyroi-
den geometriasta, geometristen kuvioiden muuttamisesta algebrallisisiksi yht&loiksi
(ks. karteesinen malli luvusta 4.2.3), trigonometristen funktioiden sulavan kéyton,
seké pohjatiedot geometrisen sarjan tunnistamiseen ja summakaavan soveltamiseen.
Tehtava voi vaikuttaa oppilaasta monimutkaiselta, ja etenkin tehtdvdnannon totea-
mus "...saadaan padttymaton jono ympyroita...” voi saada monet luopumaan ongel-
man ratkaisuyrityksestd heti alkuunsa.

Opettajan rooli on pilkkoa tehtédva pienempiin osiin niin, ettd oppilaat uskaltautuvat
lihted pala palalta rakentamaan sen ratkaisua. Aluksi opettaja voi kehottaa oppilaita
selvittdmadn ensimmaéisen ympyran séteen pituuden: "Lahdetdén liikkeelle ihan alus-
ta, ja unohdetaan hetkeksi kaikki muu. Téssé meilld on tasasivuinen kolmio, jonka
sisddn piirretddn mahdollisimman suuri ympyra.” "Mité tietoja tarvitaan ympyran
konstruointiin?” "Mité tieddmme annetusta kolmiosta?” "Oletteko piirtdneet tilannet-
ta vastaavan apukuvion?” "Miten saamme ympyrian pinta-alan selvitettyd?” "Onko
meilld keinoa ympyran siteen selvittdmiseen?”

Kun oppilaat ovat saaneet 1.ympyréin sédteen selvitettya, he siirtyvét seuraavan kol-
mion konstruointiin. Tarkasti piirtdmiensd apukuvioiden seké tehtédvanannon avulla
oppilaat huomaavat kolmioiden olevan yhtenevié, samoilla kulmanpuolittajilla varus-
tettuja kolmioita, jolloin myd6s vaadituilla ympyrdéilla on aina sama keskipiste. Kun
oppilaat huomaavat tehtédvéan toistavan itsedin, kolmioden sivujen pituuden sekéd ym-
pyroiden sédteiden selvidvén aina samalla kaavalla, opettaja voi alkaa patistella heité
miettimédn yleistd kaavaa haluttujen ympyroiden séteelle: Kuinka selvitit ensimméi-
sen ympyrén siteen pituuden? Kuinka selvitit seuraavan kolmion sivujanan pituuden?
Miten selvittaisit seuraavan ympyréin siteen? Miten selvittéisit n:n ympyréan sidteen?
Tehtédvanannon kannalta meilld on paljon turhaa tietoa muodostuneista kolmioista
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seké niiden sivujanojen pituuksista, eiko? Voisikohan tétd kaavakokoelmaa supistaa
koskemaan vain ympyroiden séteitd? Opettaja voi ndin muistuttaa oppilaita, etta ky-
seisessé yleisessd kaavassa ympyroiden sédteen selvittdmiseksi kaavoista r, = ﬁgan

ja a, = v/3r,_1 saadaan sopivasti yhdistdmailld pelkkis ympyroiden siteité koskeva
kaava r,, = %Tn_l.

Kun oppilaat ovat tdmén saaneet ratkaistua, he varmasti selvittavéit nopeasti ympy-
roiden pinta-aloista koostuvan jonon, ja melko varmasti myos huomaavat pinta-alojen
muodostavan geometrisen jonon, suhdelukunaan %. Jos néin ei kuitenkaan tapahdu,
opettaja voi kysdistéd heiltd, miten he padsisivit eteenpéin, mité tietoja heilld jo on
ja mitd uupuu, ja muistavatko he kenties tapoja padttyméattoman jonon lukujen sum-
maamiseen. Jos oppilaat eivit kykene néihin kysymyksiin mitdéan ehdottamaan, heill&
todennékoisesti on puutteita pohjatiedoissa.

Tehtévan ratkaisun jialkeen opettajan on syyté kysyé, kuulostaako saatu vastaus rea-
listiselta, ja patistaa oppilaat laskemaan tehtdvinannossa annetun kolmion pinta-
alan ja vertaamaan saatua vastausta siithen. Jos aikaa jaa tuhlattavaksi asti, opetta-
ja voi kehottaa oppilaita ratkaisemaan tehtdvin uudelleen, entistd tehokkaammalla
ratkaisutavalla. Toiset, jotka ovat omasta mielestdéin maksimaalisen tehokkaan rat-
kaisutavan jo saavuttaneet, voivat kokeilla, voiko samanlaisella péaattelyketjulla saada
ei-tasasivuisten kolmioiden sisddnpiirrettyjen ympyroiden pinta-alojen summan rat-
kaistua. N&ité eri tapoja pédttelyineen voidaan esittédé koko luokalle.
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(8) Laske n:n ensimmaéisen luonnollisen luvun summa.

Tamé on tehtdva, josta kuuluisa saksalainen matemaatikko Carl Friedrich Gauss
(1777-1855) on tunnettu. Han laski jo kouluaikoinaan lukujen 1,2,3..,100 summan
parissa minuutissa. Matematiikan kielelle ongelma on kd&dnnettyné:

1+24+3+4+...+n=kFk, jossanjakeN.

Ratkaisu:
Summataan sarja itselldén, jolloin saadaan:

14243++..+(n—1)+n
+n+n—-1)+n-2)+...+43+2+1
=n+1)+Mn+1)+..+(n+1),

. i

n Kpl
joten siis
20+2+3+4+...+n)=n(n+1), eli
n(n+1)

(14243444 .. 4n) = ——

Tehtéva siis ratkeaa nopeasti, jos huomaa kdédntda sarjan ympéri ja summata sen it-
selladn. Téhén on kuitenkin &arimméisen hankala johdatella oppilaiden huomio, pal-
jastamatta liikaa itse ratkaisusta, joten on varmempi antaa oppilaiden pohtia tehtdvéa
itsendisesti, ja antaa heidéan taulukoida alkupdén summia yleisen kaavan 16ytéamiseksi.
Lukujen taulukoinnissa oppilaat saattavat puolestaan ajautua harhaan itse ratkaisus-
ta, vaihtoehtoisten reittien runsaudesta johtuen. Opettaja voi vihjaista oppilaille, et-
ta parillisiin ja parittomiin lukuihin paattyvét sarjat voidaan taulukoida erikseen, ja
etsia sitd kautta toimivaa kokonaisuutta, silla parillisiin lukuihin paattyvistéa sarjois-
ta halutun summakaavan johtaminen on suoraviivaisempaa kuin parittomista: Onko
meilld keinoja yhdistelld jonojen lukuja erilld tavalla? Voisiko jonon lukujen paikkoja
vaihdella? Oppilaat voivat myos hyvinkin ajautua ratkaisuun, jossa summa k& on mu-
kana, jolloin lopun induktiotodistus ei onnistu. Silloin opettajan on syyta muistuttaa,
ettd yhden yhtélon avulla kahden tuntemattoman (n ja k) ratkaisu ei ole mahdolli-
nen. Oikean summakaavan induktiotodistus puolestaan on jo paljon helpompaa luoda
kuin paatya oikeaan summakaavaan.

Induktio-todistus:

Induktio-oletus:

1+2+3+..+n:w, jollekin n € N.
Induktioviite:
142434+ . 4+n+(n+1)= (n+1)2(n+2)
Todistus:
1+2+3+..+n+(n+1):@+2) (n+1)= (n+1)2(n+2).

Joten induktioviite pétee.
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(9) Todista, ettd n:n ensimméisen luonnollisen luvun kolmansien potenssien sum-
ma on kokonaisluvun nelio.

Tehtava voidaan ilmoittaa matemaattisesti muodossa:
PB+2243+ . +n®=k% jossan,keN.

Ratkaisu:
Ratkaisu 16ytyy lukujen taulukoinnin avulla.

n k

1 1

2 3 =142

3 6 =14+2+3

4 10 =14+24+3+4

5 15 =14243+4+5

Oletetaan siis, etté
P4+22 43+ . 4+n=(1+2+3+...+n)? jollekin n € N,
1
jossal+243+...+n= @

(ks. edellinen teht&va)
Induktiovaite:
P+22 434+ 40P+ n+1)P2=1+2+3+...+n+(n+1))>
Todistus:

2

P+22 43+ 40P+ (n+1)7° = (n(nTJrl)) + (n+1)*

n*(n+1)2+4(n+1)> (m+1)20n*+4(n+1)) (n+1)(n+2)\>

B 4 B 4 - < 2 ) ‘
Tehtavassa tarkeintd on huomata, miten luonnollinen luku k rakentuu. Siksipa opet-
tajan onkin syytéd varmistaa, ettd oppilaat ovat taulukoineet alkupédin lukuja. Sel-
kedsté, yksinkertaisesta taulukosta, jossa vasemmalla puolella ovat alkupédn luvut
1,2,3,..,n ja oikealla niitd vastaavat luvut & huomaa helpoiten, miten luku k ra-
kentuu lukujen 1,2,3,..,n avulla. "Miten arvelet luvun k rakentuvan? Miten arvelet
luvun k rakentuvan lukujen 1,2,3,..,n avulla?” Toinen tehtédvissia vaadittu tieto on
summakaavan hyodyntdminen, jonka todistaminen olisi hyvé olla oppilailla tuorees-
sa muistissa. Kyseinen tehtdva on erinomainen esimerkki siitd, miten matemaattista
tietoa rakennetaan edellisen varaan, sekd matemaattisen tiedon sovellettavuudesta.
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(10) Kukansiemenia siséltavin sékin kyljessé kerrotaan, etté siementen itdmisto-
dennékdisyys on 95 prosenttia, ja ettd 5 prosenttia sékin sisdllostd on samannékoisia
rikkaruohonsiemenié. Sékin siemenet jaectaan kahdenkymmenen siemenen pusseihin.
Milld todennékoisyydelld puutarhuri, joka kylvéa téllaisen pussillisen siemenié, saa
vahintdan 19 kukantainta? Milld todennékoisyydelld hén saa vahintddn yhden rikka-
ruohonsiemenen?

Ratkaisu:
Merkitddn siementen itdmistodenndkoisyytta merkinnélla P(A) ja oikean siemenen
16ytymistodennakoisyyttd merkinnallda P(B).

P(A)=0,95
P(B)=1-0,05=0,95
P(Aja B) =0,95°

Molempiin kysymyksiin ratkaisut 16ytyvat binomitodennékoisyyskaavan avulla:

P(vahintddn 19 itdvad tainta) = P(19 itavéd tainta) tai P(20 itdvai tainta)

Saadaan:
20 2719 2 20 20
1o ) (0.95%)°(1 = 0,05%) + ( J )(0,95)% = 0,4061838... ~ 0, 41.

Todennékoisyys sille, ettd puutarhuri kylvaa vahintdéan yhden rikkaruohonsiemenen:

P(véhintdén 1 rikkaruohonsiemen) = 1 — P(ei yhtdén rikkaruohonsiementé)

1— (20> (0,95)%° = 0,64151... ~ 0, 64.
20

Opettajan haasteena on ensialkuun kdantda tehtdvaéd vilkaisseen hétddntyneen op-
pilaan tuntemukset péinvastaisiksi. "Tokkopa tehtéva, jossa on annettu noin paljon
lahtotietoja, voi olla ylitsepiddseméttoméan vaikea.”
Todennékoisyyslaskentatehtévissd, etenkin binomikaavaa hyddynnettéessé, korostuu
matemaattisten merkintdtapojen térkeys. On aivan eri asia ldhted ratkomaan teh-
tavad, jossa sanotaan 720 siemenestd pitdisi saada kylvettyd 19 oikeaa tainta”, kuin
samaa tehtavad muodossa "20 alkeistapauksesta 19 on suotuisaa”. Lahtotietojen luet-
teloiminen matemaattisin merkinnoin on tehtévén oleellisimpia askelia. Opettaja voi
avustaa oppilasta kiinnittdmaélla hénen huomionsa ensin ensimmaéiseen kysymykseen,
ja sen ratkettua vasta seuraavaan, jolloin aluksi niin ronsyileva tehtdva entisestdan
selkiytyy. "Miten muotoilisit kysymyksen matematiikan kielelle? Miten voimme sel-
vittdd, milld todennékoisyydelld saamme 19 suotuista tapausta 20 alkeistapauksen
joukosta? Miten tdmé sana ’vihintdén’ nikyy kaavassamme?” Jos oppilas kayttad
binomikaavaa oikein, muttei ole huomannut laskea yhteistodennédkdoisyytta sille, etté
saadaan kylvettyé oikea siemen, ja ettd se itdd, opettaja voi huomauttaa: "Lue vie-
14 kertaalleen tehtdvénanto. Oletko kdyttanyt hyvéksesi kaikkia ldhtotietoja?” Myos
viimeisen kysymyksen kohdalla opettajan taytyy epéileméttd moneen otteeseen ke-
hottaa oppilaita lukemaan tehtdvénanto uudelleen, sillé siind helposti hyodyntéaa va-
hingossa yhteistodennéikoisyyttéd oikean siemenen kylvémiselle ja itdmiselle, vaikkei
itdmistodennékoisyyttéa kyseisessé tehtédvissa tarvita lainkaan.
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Vastauksen saatuaan oppilaiden on syyté pohtia, onko se uskottava, kidytettiinko kaik-
kia tehtdvan lahtotietoja hyviksi, ovatko kaikki ratkaisuprosessin vaiheet perusteltuja
ja ostaisivatko he itse kyseisen siemenpussin kylviessddan kukkia keséisin.
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(11) Etsi kahden yhdenmuotoisen kuvion homotetiakeskus.

=

(0]

Ratkaisu:

Oppilaat piirtavat kaksi yhdenmuotoista, selkedd kuviota, ja konstruoivat sitten vas-
tinpisteitd yhdistéavia suoria. Ndiden suorien leikkauspiste on kysytty kuvioiden ho-
motetiakeskus P.

Jos oppilas ei péadse alkuun tehtavéssa, opettaja voi kyséista hénelté, oliko homotetia-
eli venytys-késitteesséd oppilaalle jadnyt jokin epéselviksi. Jos oppilas vastaa, ettéd ho-
motetia on kisitteend hénelle tuttu, mutta ettei hén ollut ikiné etsinyt homotetiakes-
kusta, vaan aina piirtdnyt sen avulla kuvioista joko suurempia tai pienempié, opettaja
voi kehottaa héntd tekemé&édn ensin niin, eli suurentamaan tai pienentdméin kuvio-
ta homotetiapisteen avulla. Tamén avulla oppilas huomaa homoteettisten kuvioiden
konstruoinnin oleellisia osia, ja mitd todenndakoisimmin hyodyntaéd 16ytaméaansa tie-
toa etsiessddn homotetiakeskusta kahdelle yhteneville kuviolle.

"Meillé on téssé kaksi yhdenmuotoista kuviota. Mitd tehtédvassid vaadittiinkaan teke-
méaan? Mitd kuviostamme puuttuu? Mité osaat kertoa néistd puuttuvista suorista?”
Kuvioiden yhdistdmisen suorilla ja homotetiakeskuksen 16ytédmisen jélkeen, opettaja
voi kysyé: Oletko varma, ettd juuri tdmé piste on etsimési homotetiakeskus? On-
ko piste yksikésitteinen, toisin sanoen, voisiko piste 10ytyd myos jostain muualta?
Voitko todistaa, ettd 16ytdmési piste on kyseinen homotetiapiste? Voitko perustella
sen yksikésitteisyyden? Oppilas voi perustella kyseisen pisteen oikeellisuuden pistei-
den vilisilla, muuttumattomilla suhteilla, seké vastinsivujen suhteiden sailyvyydella.
Yksikésitteisyyden hén voi perustella silld, ettd homotetiakeskuksen taytyy sijaita jo-
kaisella vastinpisteitd yhdistéavalla suoralla, jolloin se voi sijaita ainoastaan néiden
suorien leikkauspisteessa.
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(12.1) On annettu kolmio ABC'. On piirrettiva nelio, jonka yksi sivu on janalla
BC, yksi kérki janalla AB, ja yksi janalla AC'.

(12.2) On annettu ympyriankehé ¢ ja kolmio ABC'. Piirrd kolmio A’B'C" siten, et-
té sen sivut ovat yhdensuuntaiset kolmion ABC kanssa, ja sen kérjet sijaitsevat ym-

pyran c kehélla.
A
B
C
> A
B
c
.
Ratkaisu (12.1):
Sovelletaan ongelmanratkaisukeinoa ”jata vaadituista ehdoista osa pois”; ja piirretdan
kolmion sisdén neliGitéd, jotka toteuttavat vain kaksi annetuista ehdoista, eli kannan
sijainnin janalla BC', sekd yhden kérjen sijainnin janalla AB. N&in muodostuu ho-
moteettisia nelioitd, homotetiakeskuksenaan kolmion yksi kérjistda B. Halutun nelion

vksi kérjista 16ytyy homotetiasuoran [ ja sivun AC' leikkauspisteesté.
Ratkaisu (12.2):

Tehtavéssé (12.2) edellisen tehtédvin "pudotetaan osa pois vaadituista ehdoista’ periaatteen
suora soveltaminen ei endd onnistu, sen sijaan taytyy ensin konstruoida kolmion kér-
kipisteiden kautta ympyré (ks. tehtdvi(4)). Tamén, sekd jo annetun ympyréan avulla
16ydetéadn haluttu homotetiakeskus.
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Tehtévat (12.1) ja (12.2) ovat erinomaisia homotetian sovellustehtdvida. Tehté-

visséd oppilaiden on hyvé antaa itse kokeilla erilaisia tapoja ratkaisun 16ytymiseksi.
Tehtdvéassi (12.1) turhautuneet oppilaat voi johdatella oikealle polulle, kehottamalla
heitd jattdmédan tehtédvanannosta osan pois. Jos oppilaat eivét siltikdén ylla oikeaan
ratkaisutapaan, opettaja voi kehottaa heitd etsiméédn yhtéldisyyksid konstruoitujen
nelididen vélille, ja loppujen lopuksi kehottaa heitd etsiméén neliditd yhdistdvéan ho-
motetiakeskuksen. Kun oppilaat saavuttavat ratkaisun, opettaja pyytéa heitd vield
perustelemaan, miksi nyt saatu nelikulmio on vaadittu nelié. Oppilaille ta&mé ei tuo-
ta suuriakaan vaikeuksia, kun he tiedostavat, ettéd jokainen nelion kérkipiste sijaitsee
yhdelld homotetiasuorista.
Tehtdvassi (12.2) haasteellisin vaihe on huomata, ettd vaaditun homotetiakeskuk-
sen 16ytamiseksi annetun kolmion ympérille on piirrettava ympyré. Tésséa tehtavissia
opettajan on hyvé antaa oppilaiden ensin itse tulla siithen tulokseen, ettei edellisen
tehtavan ratkaisumetodi pade téssé tehtédvissia. Oppilaiden arvaillessa, ettéd tdmé teh-
tavé on lilan monimutkainen homotetiapisteen kautta ratkaistavaksi, tai ettd homo-
tetiakeskus liikkuu, opettaja voi patistaa heitéd piirtaméédn ratkaisusta hahmotelman.
Tamén avulla oppilaat huomaavat, etté kyseinen homotetiakeskus on todella olemas-
sa, ja vieldpa paikallaanpysyva piste. Nyt opettaja voi vihjailla tarvittavasta apuku-
viosta: Nyt emme siis endé yritd suoraan etsid haluttua kolmiota. Millaiseksi ongelma
on muuttanut muotoaan? Miten voisimme 16ytaéd kyseisen pisteen? Mita lahtotieto-
ja meilld on ja mitéd tietoja uupuu? Palataan takaisin mé#ritelmiin, mité tarvitaan
homotetiakeskuksen loytamiseksi? Kun oppilaat keksivét, ettd homotetiakeskuksen
loytéamiseksi tarvitaan kaksi yhdenmuotoista kuviota, joiden vastinpisteiden kautta
piirrettyjen suorien leikkauspisteessd haluttu homotetiakeskus sijaitsee, opettaja voi
johdatella heidét takaisin aineiston pariin: Tarvitsemme siis kaksi yhdenmuotoista ku-
viota. Onko téstd tiedosta hyotyd tehtdvissamme? Olisiko mahdollista piirtdd apu-
kuvio, jonka avulla, sekd annetun datan avulla, vaadittu homotetiakeskus l6ytyy?
Vaadittu kuvio olisi jollain tapaa yhteydesséd koko annettuun dataan, eik6? Kolmion
piirtdminen ympyrén sisdén ei onnistu nilld tiedoilla, onnistuisiko sama toisinpéin?
Nain selvista vihjailuista oppilaat eivét voi erehtyé. Kuitenkin, ongelman téaytyy olla
todella haastava ja yllattavia ratkaisuja vaativa, jotta opettajan néinkin suora vih-
jeiden anto voi silti edistéd itse oppimista. Tehtédvan perustelut puolestaan on help-
po ndhda valmiista konstruktiosta. Lopuksi opettaja voi kehottaa oppilaita luomaan
oman ongelman, joka perustuu tai ratkeaa homotetialla.
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(13) Todista, etta kaikille lukua 3 suuremmille alkuluvuille p pétee, ettd
p? =12k + 1, jossa k € N.

Ratkaisu:
Ongelma on yhtépitava sen kanssa, ettd

p?—1=12k,
josta saadaan, etté
(p—1)(p+1) =12k

Huomataan, ettd kaikki luvut, jotka ovat jaollisia sekd kolmella ettd neljélld, ovat
jaollisia luvulla 12. Nyt, koska p on alkuluku, on se valttamétta pariton, jolloin luvut
(p—1) ja (p+ 1) ovat parillisia, yhteen kerrottuna siis neljilld jaollinen luku. Koska
mikddn alkuluku p ei voi olla my6skddn kolmen moninkerta, on p muotoa (3m + 1)
jossa m € Z,. Kuitenkin kun kumpi tahansa néistd luvuista sijoitetaan alkuluvun
p paikalle, saadaan tulokseksi kolmen moninkerta, eli kolmella jaollinen luku. N&in
ollen (p — 1)(p + 1) on 12:n moninkerta, ja alkuperédinen véite pétee.

Tehtavassa tarkeimmiksi kohdiksi osoittautui alkuperdisen yhtélon muokkaus seki
alkuluvun p tarkastelu. Jos oppilas ei péadse tehtéavassa eteneméén, opettaja voi ky-
sdistd, mikd hénen mielestdéin tekee tehtévistd liian haastavan. Néin opettaja voi
johdatella oppilaan muokkaamaan tehtédvinantoa. "Onko mahdollista muokata teh-
tavaa helpommaksi tai selkedmméksi muuttamatta tehtédvassd annettuja lukuarvoja
tal tuntemattomia? Voisimmeko muokata yhtdlod helpommaksi? Vaikuttaa hanka-
lalta etsid 12:n moninkertaa, saati sitten 12:n moninkertaa, johon on lisatty 1.” Jos
oppilas huomaa siirtda luvun 1 yhtéalon toiselle puolelle, ei hdneltd varmaan myoskaan
jé4 huomaamatta ilmoittaa luku p? — 1 muodossa (p —1)(p+1). Tamiin jilkeen opet-
tajan apua tuskin en#d tarvitaan muuhun kuin oppilaan muistuttamiseen alkuluvun
ominaisuuksista, sekd 12:n hajottamiseen muotoon 3 x 4 .

Tehtavén suoritettuaan oppilaiden on syyta kerrata ratkaisuprosessin kulku niin, ettei
mik&an vaiheista jéa epéselviksi. Tehtdva on mainio esimerkki siitd, kuinka paljon on-
gelmanratkaisija tarvitsee kokemusta itse ongelmanratkaisusta huomatakseen, miten
tehtavaa ldhted ratkomaan, ja mitd ongelmanratkaisustrategiaa lahted soveltamaan,
silla pelkké ongelmanratkaisukeinojen tunteminen ei auta tositilanteessa.
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(14) Todista, ettd jokaisen ddrettoméan joukon A osajoukkojen muodostama jouk-
ko P(A) on aérettomampi kuin joukko A itse.

Todistus on tanskalaisen matemaatikon Georg Cantorin (1845-1918) luomus, ja se
johti aikanaan uuteen ajattelutapaan ddrettomén késitteestd. Esittelemme tdmén se-
ké seuraavan yliopistotasoisen ongelman todistuksineen ilman kommentteja. Todistus
on mielenkiintoisen filosofinen, ja siithen on syyté opiskelijoiden perehtyé, etenkin sil-
loin, kun he kyseenalaistavat 'suurempien’ ja 'pienempien’ ddrettomien olemassaolon.
Tiedamme, ettd direllisen joukon A, jossa on n alkiota, osajoukkojen P(A) lukuméi-
rd on 2". Entdpéa ddrettomien joukkojen tapauksessa? Cantor todisti, ettd ddrettoman
joukon osajoukko on ddrettomampi kuin alkuperédinen joukko.

Todistus lédhtee olettamuksesta, ettéd joukon A osajoukkojen joukkoa P(A) ei voida
varustaa nimilapuilla joukon A alkioita kayttamallda. Olettamus kddnnetdan painvas-
taiseksi, tehddén antiteesi siten, ettd P(A) on joukko, joka voidaan varustaa joukon A
alkioilla nimetyilld nimilapuilla. Néin siis oletamme, etté jokaisella joukon A osajou-
kolla on tasmaélleen yksi joukon A alkio nimilappuna, ja etté jokainen joukon A alkio
on tdsmilleen yhden osajoukon nimilappu. Joukolta A joukolle P(A) muodostuu siis
bijektio.

Varustamme joukon A osajoukon H nimilapulla e, joka on joukon A alkio. Koska jou-
kon A osajoukko H koostuu joukon A alkioista, alkio e kuuluu sinne tai ei. Jos alkio e
kuuluu osajoukkoon H, virjatdédn se punaiseksi, ja jos ei, varjatdan se mustaksi. Nyt
siis jokainen joukon A alkio on joko musta tai punainen. Olkoon joukko M kaikkien
mustien nimilappujen joukko. Tadmé joukko on myds joukon A osajoukko, joten silla
taytyy olla nimilappuna jokin joukon A alkio. Kuitenkaan osajoukon M nimilappu ei
voi olla punainen, koska joukossa on vain mustia nimilappuja. Mutta myoskééan nimi-
lappu ei voi olla musta, silld musta nimilappu tarkoittaisi, ettei kyseinen alkio kuulu
edustamaansa osajoukkoon.

Vastavéitteemme, ettd P(A) voidaan varustaa nimilapuilla kiyttaméalld joukon A al-
kioita, johtaa ristiriitaan, joten alkuperéisen véitteen taytyy olla tosi. Tamé tarkoit-
taa sitd, ettd ddrettoméan joukon A osajoukkojen joukko P(A) on ddrettomampi kuin
ddreton joukko A itse.
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(15) 300 eKr periisin oleva Apolloniuksen ongelma:
On piirrettava annettua kolmea ympyréaéa cy, co, c3 sivuava ympyra c.

cl

c2

1=

Tehtava ratkeaa inversion avulla. Inversio on muuntosuhde kuten homotetia, silla
erotuksella, ettd piste P ja sen vastinpiste P’ toteuttavat yhtéalon

OP x OP' = R?,

jossa piste O on inversiokeskus ja R asetettu inversiosidde. Inversio
ympyrat vastaavasti:

kuvaa suorat ja

suora, joka kulkee pisteen
O kautta

O-keskinen ympyréa

suora, joka ei kulje O:mn
kautta

ympyra joka kulkee O:n
kautta

ympyrd, joka ei kulje
O:n kautta, eikd ole O-
keskinen

suora joka kulkee pisteen
O kautta

O-keskinen ympyréi

ympyré, joka kulkee O:n
kautta

suora, joka ei kulje O:n
kautta

Ympyrd, joka ei kulje
O:n kautta, eikd ole O-
keskinen

Tehtévassa kutistetaan ensin ympyroitéd co ja c3 ympyréan c; sidteen rq verran. Merki-
tddn néitd saatuja ympyroita kirjaimilla ¢, ja ¢;. Valitaan ympyran c¢; keskipiste Oy
inversiokeskukseksi, ja inversiositeeksi 1. Inversiossa ympyréankehé ¢, kuvautuu ym-
pyriankehdksi ¢ ja ¢y ympyrinkehéksi ¢f. Ympyra ¢* kuvautuu inversiossa suoraksi [,
joka sivuaa saatuja ympyroita ¢j ja 4. Tadmé suora [ on siis ndiden kahden ympyréin

O1
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yhteinen tangentti. Konstruoimalla kyseinen tangentti, saadaan ympyra c* selvitet-
tya inversion avulla tastd tangentista. Lopuksi tarvitsee vain kutistaa tétd ympyraa
cx ympyran c¢; siateen r; verran ja haluttu kaikkia kolmea ympyraéd sivuava ympy-
rd ¢ on ratkaistu. Nédin vanha Apolloniuksen ongelma ratkeaa uuden matemaattisen
tyokalun, inversion avulla.

0.



LUKU 5

Luova ongelmanratkaisu

"Otaksuisin, ettd intuitio on jotain sellaista, millé ei ole mitdén tekemisté loogisen
ajattelun kanssa. Se on jotain, miké sijaitsee alitajunnassa. Ja otaksun, etté alitajun-
ta on paljon dlykkaampi kuin tietoinen, looginen ajattelu.”

Gerd Binning [5]

"On kahta erityyppisté tietoa: dlyllinen ja intuitiivinen. Naistd &lyllinen suuntautuu
jo tunnettua kohti, ja intuitiivinen taas tuntemattomaan. Alyllinen ei pysty ymmiér-
tdméan aikaa, liikettd eiké elaméd, ne ovat intuitiivisen ainutlaatuisia objekteja.”
Henri Bergson [§]

Luovuuteen vaikuttavat useat tekijat: henkilon persoonallisuuden piirteet, asenteet
ja ndkokulmat kasiteltdvadn ongelmaan, tietovarasto, mielentila, intuitio, tietoinen ja
alitajuntainen ajattelu. Luovuuden on todettu kukoistavan rentoutuneessa, sallivassa
mielessd ja ilmapiirissd. Tamaé sotii yliopistojen jéarjestdmia lukuisia 'luo luova liikei-
dea, ja voit voittaa starttirahaa’-kilpailuja vastaan, joita viime vuosina on ilmestynyt
ilmoitustauluille. Paineen alla, ulkoisten palkintojen varassa, luovuus monesti vain
nédivettyy. Luulisin, ettd ndmé kilpailut heijastelevatkin taloudellisesti kaatuilevien
lénsimaiden yrityksid pitdd kansalaisten ylemmyydentuntoa ylla hokemalla mantraa
'ylivoimaisesta innovatiivisuudestamme’.

Luovuuden huonosta paineensietokyvystéd kertoo myos se, ettd monet kuuluisat tut-
kijat, kuvataiteilijat, kirjailijat ja keksijéat saavat ratkaisevan idean mieltédnsé pitkaan
vaivanneeseen ongelmaan aamuhorroksessa, unessa tai lomamatkalla, juuri silloin kun
mieli on rentoutuneimmillaan, eikd ongelmaa enéé tietoisesti pohdita. Téta ideaa on
yleensé edeltényt pitkédkestoinen, tietoinen ja &lyllinen ponnistelu ongelman parissa.
[5] Tallaisen tietoisen ja tiedostamattoman yhteistyon merkitystd korosti ensimmaéi-
sené psykoanalyytikko Sigmund Freud (1856-1939). Freud kuitenkin ajatteli ihmi-
sen tiedostamattoman olevan &d#retén voimavara, josta ideoita kumpuaa yhtédmittaa.
Luovan ja ei-luovan ihmisen ero on siis vain siiné, kuinka vapaana tiedostava ajatte-
lu sallii alitajunnan eldé. Freud kuvaili luovaa prosessia piilotajunnasta pulppuavana
kithokkeena, ilman tietoisesti harkittuja padmaéaaria. Han kéytti siitd sanaa 'neuroo-
si’, joka kuvastaa hyvin monien luovien henkiléiden olemusta ja mieltd. Carl Gustav
Jung (1875-1961), Freudin kuuluisin oppilas, ajatteli puolestaan luovan prosessin ole-
van mystinen tapahtumasarja, johon vaikuttaa vahvasti kollektiivinen tiedostamaton
aines, kaikkia ihmisid yhdistdva kollektiivinen mieli. Talla selittyisi monet tiedeyh-
teisoissédkin havaitut yhdenmukaisuudet, joissa eri tahoilla tyoskentelevit tiedemiehet
péadtyvit lahes samoihin aikoihin samoihin tuloksiin, toisistaan tietamétté. |5

Sekéd Jungin ettd Freudin teorioita on kuitenkin suomittu lukuisia kertoja, muun
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muassa Freudista on todettu "Freud kuuluu maailmanhistorian suurmiesten jouk-
koon, muttei Darwinin ja Kopernikuksen rinnalle, vaan Hans Christian Andersenin
ja Grimmin veljesten pariin.” [5] Kritiikki ilahduttaa lukijaansa luovuudeellaan, liekd
ollut tietoisen ajattelun tulos?

Mitéa syvemmaélle pohditaan luovuuden perimmaéista olemusta, alitajunnan ja tajun-
nan valistd yhteytté, intuitiota seké yhtakkisié, kirkkaita ideoita, ei voi olla térméé-
mattd kysymyksiin: Mitd on ajattelu? Onko tiedostamatonta, piilevad ajattelua ole-
massa, ja miten se syntyy? Mikéd on ihminen? Mitd on aika? Né&ihin kysymyksiin on
vaikea todistettavasti l0ytdd muita kuin pintapuolisia vastauksia.

Nerous ja luovuus kulkevat monesti kési kddessd. Robert Schumannin sanoin: "lah-
jakkaat tyoskentelevit, nerot luovat”. [5] Monien luovuustutkijoiden mukaan voimak-
kaimmin luovia neroja yhdistavét piirteet ovat herkkyys ja joustavuus, seka kyky eri
tavoin havaita olennaisin ongelma. Herkkyydelld tédssd tarkoitetaan jonkinnédkoistéa
‘aistien avoimuutta’, jonka Pdlyakin mainitsi jo aiemmin. N&in nerot tavallaan 'na-
kevét’ enemmén kuin muut. Luovat huippulahjakkuudet myos jatkuvasti suuntaavat
omaa toimintaansa uusien ndkékulmien etsimiseen, ja néihin pyrkiessédén he irrottau-
tuvat herkésti omasta mindstédén seké institutionaalisista sovinnaisuuksista. [5]

On my6s hyvin tavallista, ettd luovimmat oman alansa ongelmanratkaisijat ovat per-
soonallisuuspiirteiltdin ja taipumuksiltaan hyvin vahva kokonaisuus, yhteistoiminta,
jossa eri piirteet ja kyvyt tukevat toisiaan niin, ettd he yltavét elaménsé aikana kor-
keampiin suorituksiin kuin muut kanssaihmiset. Namé henkilot vaikuttavatkin yleensé
aktiivisesti monissa eri vuorovaikutusten piireissé, ja ovat aktiivisia monilla eri aloil-
la. Sen liséksi luovuustutkimuksissa on huomattu luovuuden kehittyvin myo6s péin-
vastaisilla kyvyilld, eli kyvylld vastaanottaa ja hyodyntéda erilaisia drsykkeitd oman
toimintansa suuntaamiseen, seké soveltaa hyvin kaukaisistakin kokemuksista opittua
tietoa nykyhetkessé kisiteltaviadn ongelmaan. [5]

Luovan toiminnan yksi peruspiirteité, seké lahjakkaita ongelmanratkaisijoita yhdisté-
va tekija, on ongelman hahmottaminen kokonaisuutena, taydellisené. [5] Filosofiassa
tamé yhdistetddn intuition késitteeseen. Ranskalainen filosofi Henri Bergson (1859-
1941) kuvailee intuitiota 'metafysiikan analysoimiskeinoksi’, jossa ongelmanratkaisi-
jan mieli saavuttaa elavan suhteen objektinsa kanssa ja muuttuu véhitellen tuoksi
objektikseen, ymmértden nédin sen kokonaisuuden monien irrallisten osien asemesta.
Bergson vakuuttaa sen olevan mahdollista ’#lyllisen sympatian avulla’. Puolalainen fi-
losofi Leszek Kolakowski (1927-2009), tdydensi Bergsonin filosofiaa korvaamalla ajan
absoluuttisuuden erilaisilla aikaulottuvuuksilla, jotka ovat ihmisen kokemaa aikaa jo-
ko matalammalla tai korkeammalla tasolla. Kolakowski sanoo ihmisen péésevén it-
sensé tuolle puolen, kokemaan ndméa muut olemassaolon tasot, juuri intuition avulla.
[8] Bergsonin ja Kolakowskin teoriat nayttéisivat kayvan yksiin luovien nerojen eri-
tyispiirteiden kanssa, joita edelld mainitsimme. N&mé teoriat, joita ei voi tieteellisesti
perustella, antavat ymmartaé, ettd myos Bergson ja Kolakowski lukeutuvat luovien
nerojen joukkoon, silld heidén teoriansa eivét voi pohjautua oikein muuhun kuin oma-
kohtaisiin kokemuksiin intuitiosta ja sen syvimmaésta olemuksesta.

Bergsonia ja Kolakowskia tiukemmin jalat maassa kulkeva luovuustutkija Mihaly
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Csikszentmihalyi (1934-), nimittad luovia henkil6itd "autoteleiksi’. Autotelisille hen-
kilgille tyypillistd on uusien ideoiden seké haasteellisen tekemisen luoma sisdinen mie-
lihyvé, ulkoisten palkkioiden, kuten raha, sijaan. Csikszentmihalyin kuvaaman luo-
vuuden ydin on flow’ (virta, virtaus), joka tarkoittaa ihmisen intensiivistd toimintaa
ongelmanratkaisun parissa, joka vie ihmisen 'ajan ja paikan tuolle puolen’. Matematii-
kan tunneillakin toisinaan péaastédédn sopivien, haastavien tehtédvien parissa kokemaan
ryvhméflow’. "Flow’-tilasta on toisinaan vaikea irrottautua, ja autoteliset yksilot op-
pivatkin véhitellen tietoisesti pyrkiméan kohti néitd kokemuksia. "Flow’- kokemuksen
on huomattu olevan riippuvainen siité, ettd ongelma on tarpeeksi haastava ja mielen-
kiintoinen, jolloin sen parissa pahkéilevan ongelmanratkaisijan minétietoisuus hévi-
aa. Talloin siis yksilon toiminta ja tietoisuus sulautuvat yhteen. Toiminnan on oltava
keskittymistéd vaativaa ja padamaaratietoista, sekd saada ongelmanratkaisijassa aikaan
hallitsevuuden tunteen. Tehtdvén parissa aika menettdd merkityksensa.

Autotelisen kokemuksen vastakohdaksi Csikszentmihalyi nimeédd ’eksotelisen’ koke-
muksen, jolla tarkoitetaan behavioristista, ulkoisilla palkkioilla motivoitua toimintaa.
[5] Filosofiassa autotelisiin kokemuksiin viittaa termi 'metafyysiset kvaliteetit’. Meta-
fyysiset kvaliteetit tarkoittavat yksilon salaisia kaipauksia, joiden konkreettiseen pal-
jastumiseen, yksilon Minéssa piilevan potentiaalin realisoitumiseen, tydmme ja tavoit-
teemme tahtadvat. "Tama paljastuminen konstituoi olemassaolon huipun ja todelliset
syvyydet”. Hallitsevuuden ja onnistumisen tunne tulee siitd, ettd kykenee suorituk-
seen itse ilman auktoriteetin "holhoavaa katsetta’. [7]

Olipa ongelmanratkaisija sitten siséisesti tai ulkoisesti motivoitunut, hetkellinen oival-
lus, tunne, joka koetaan yleensé tietoisen padméaréan tavoittelun ja sisukkaan jérkeilyn
yhteydessi, saa ongelman eri palaset loksahtamaan kohdilleen ja ongelmanratkaisijan
mielen selkiytyméén. Tata monet matemaatikot, kuten paljon luontoa tutkinut Henri
Poincaré (1854-1912) kuvailevat kauneudeksi: "Tarkoitan tdssd kauneutta, joka tulee
osien harmonisesta jarjestyksesté, jotain, mihin vain puhtaalla jérjellda on mahdollista
tarttua.”. Tieteessd aina pyritdén totuuden 16ytdmiseen, ja myos kauneuden tavoittelu
on talle alisteinen paamadra. Kuitenkin, etenkin juuri matematiikassa, kauneus, jolla
késitetddn tdassd harmoniaa, yksinkertaisuutta, jéarjestysta seké laadun puhtautta, on
sekoittunut totuuden kanssa yhdeksi. Poincarén sanoin: "Etenkin juuri matematiikas-
sa toimivat ratkaisut ovat usein harmonisia ja sopusuhtaisia.”. [5]

Luovuus on siis kaikenkaikkiaan jokaisen ulottuvilla oleva piirre. Sitd voi harjoittaa
etsiytymalld usein ongelmanratkaisun pariin, flow-kokemusten &érelle, olemalla mo-
nipuolinen tekemisisséén ja kanssakédymisen verkostoissaan, heittaytymalla alitajun-
tansa vietdvéksi, herkistamalld aistejaan ja mieltddn, kuuntelemalla seké etsiméalla
kauneutta. Larssonin sanoin: "Mikéli haluaa kuulla suuren salaisuuden, on osatta-
va olla hiljaa. Ainoastaan intuition rauhallisuudessa paljastuu kétketty totuus. Vain
sielld on mahdollista eldd kokonaisena, taysin voimin vilpittoméssa ykseydessé.” [7]
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Kirjaa ylos kaikki matemaatikkopisteet, joita saavutat testin eri kohdista. Néin
saat selville, keta kuuluisaa matemaatikkoa muistutat eniten. Testin jélkeen voit etsié
teitd yhdistavia piirteitd seuraavista tekstinpatkista.

Albert Einstein (1879-1955)

Einstein oli saksalaissyntyinen teoreettinen fyysikko. Héan loi kuuluisan suhteellisuus-
teorian, ja vaikutti kvanttimekaniikan ja kosmologian kehitykseen. Albert Einstein
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muutti ihmiskunnan késityksen maailmankaikkeudesta seké valon, ajan, energian ja
painovoiman olemuksesta. Einstein oli rohkea ja villi nero, intohimoisen utelias, ja
h&nen suurin tieteellinen kykynsé oli hénen mielikuvituksensa. Kun Einstein néki va-
lonsdateen, han kuvitteli ratsastavansa silld, ja kun héan katsoi taivasta, hdn paatteli
ajan ja avaruuden olevan kaareutuneita. Hanen kuolemansa jélkeen huomattiin, etté
hénen aivoistaan puuttui parietaalinen operculum ( aivojen osa, joka muun muassa
sadtelee kirjoittamista, puhumista ja lukemista) ja hdnen péailakilohkonsa olivat sym-
metriset, vaikka normaalisti ne ovat epdsymmetriset, ja lohkojen vililla oli tavallista
paremmat yhteydet, joka viittaa poikkeukselliseen matemaattiseen kyvykkyyteen ja
erityisen hyvéaan kolmiulotteiseen hahmottamiseen. Einstein olikin poikkeuksellisen
lahjakas algebrassa jo lapsena, hdn osasi muun muassa 12-vuotiaana todistaa Pytha-
goraan lauseen itse. Kuitenkin etenkin lapsena hén sai monesti raivokohtauksia, jos
asiat eiviat hoituneet niinkuin hén halusi, ja sotien aikana hén osallistui tieteellisiin
hankkeisiin atomipommien ja kaasuaseiden kehittelyéd varten. Han oli kuitenkin poh-
jimmiltaan pasifisti, ja kannatti demokratiaa ja kampanjoi ydinaseriisunnan puoles-
ta. Naisasiansa Einstein aina sotki pettdmaélld kulloistakin vaimoaan milloin kenenkin
kanssa, ja yksi hdnen vaimoistaan, Elsa Lowenthal, sanoi "Avioliitto Albertin kans-
sa on joka suhteessa hermoille kidyvaa ja hankalaa.” Einstein oli vain huumorintajun
padssi Aspergerin syndrooman diagnoosista.
http://www.amnh.org/exhibitions/past-exhibitions/einstein
http://fi.wikipedia.org/wiki/AlbertEinstein
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Carl Friedrich Gauss (1777-1855)
Gauss, kuten Einsteinkin, oli saksalainen matemaatikko, téhtitieteilija ja fyysikko.
Hén on muun muassa osoittanut, ettd jokainen luonnollinen luku voidaan esittéa yksi-
késitteisesti alkulukujen tulona, seké todistanut algebran ja aritmetiikan peruslauseet.
Gauss téaytti lapsena kaikki lapsineron piirteet. Kun hénen isdnsé vei hénet kolmivuo-
tiaana tyopaikalleen muurausyritykseen, Gauss oli huutanut kesken palkanlaskijoiden
toiden "Isd, ndmé laskelmat ovat vadrin!”. Tydmiehet huomasivat pian hdnen olevan
oikeassa. Kielistd Gauss puhui sujuvasti ranskaa, kreikkaa, latinaa, englantia, venajas
ja tanskaa. Hén harjoitti kielitaitoaan kirjoittamalla kirjeitd natiivipuhujien kanssa.
Vuonna 1804 Gauss kosi kirjeitse Johanna Osthoffia, joka ei ollut erityisen vieh&ttava
tai sivistynyt nainen, mutta jonka ystévallisyys ja iloisuus seké ymmértavaisyys hur-
masivat Gaussin. Toisaalta Gaussin prioriteetit olivat harvinaisen matemaattiset, sil-
1& vuonna 1807, kun hénen ongelmanratkaisunsa keskeytettiin kertomalla, ettd hénen
vaimonsa oli kuolemaisillaan, Gauss oli vastannut "Kerro hénelle, ettd odottaa het-
ken, kunhan saan tdmén valmiiksi.” Hautakiveensa Gauss toivoi saavansa 17-kulmion,
muistuttamaan hinen konstruktiotaan 17-kulmiosta harpin ja viivaimen avulla. Toi-
vetta el toteutettu.
http://scienceworld.wolfram.com/biography/Gauss.html
http://fi.wikipedia.org/wiki/CarlFriedrichGauss

Isaac Newton (1642-1727)
Newton oli englantilainen fyysikko, matemaatikko, tédhtitieteilija, alkemisti seké filoso-
fi. Hén loi perustan klassiselle mekaniikalle, ja parhaiten hénet tunnetaan painovoima-
ja liikelacistaan. Newton teki myos alkemiallisia tutkimuksia laboratoriossaan, jossa
hén altistui monille kemikaaleille, muun muassa hédnen hiuksestaan otetussa néyt-
teesséd sanottiin olevan 40-kertainen mééréa elohopeaa normaaliin hiukseen verrattu-
na. Newton oli luonteeltaan eristaytynyt ja vakava. Kouluaikoinaan hén oli ujo, eiké
ollenkaan ahkera. Sen vuoksi hén ei suoriutunut opinnoistaan kovinkaan hyvin. New-
ton opiskeli mieluiten yksin, rakennellen mekaanisia vempaimia, kuten tuulimyllyjé,
vesikelloja ja aurinkokelloja. Tieteellisessé tyossdankin han varjeli 16ytamidaéan tulok-
siaan mustasukkaisesti, ja julkaisi niitd vain kun muut tutkijat olivat péésseet hdnen
kannoilleen. Newton uskoi, ettéd tutkimusten myota Jumalan perimmaéisisté ajatuksis-
ta saataisiin selvyys, ja etté niita piti siksi varjella joutumasta véarien ihmisten késiin.
Newton oli herkké kritiikille ja héan kérsi mielenterveydellisistéd ongelmista koko elé-
ménséd. Hénen sanottiin nauraneen kerran elaménsa aikana, eikd héan koskaan mennyt
naimisiin tai hankkinut lapsia. Newton kuitenkin saavutti paljon tieteen saralla, joka
oli dllistyttavaa siindkin mielessd, ettd hén oli itse vain luku- ja kirjoitustaidottoman
maanviljelijin poika. Vuonna 1705 Newton ly6tiin ritariksi ensimmaéisend tiedemiehe-
né, ja hdnen kuoltuaan hénelle jéarjestettiin suureelliset hautajaiset.
http://scienceworld.wolfram.com/biography /Newton.html
http://fi.wikipedia.org/wiki/IsaacNewton

Georg Cantor (1845-1918)
Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor tunnetaan parhaiten joukko-opin luojana.
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Hén syntyi saksalaiseen perheeseen 3. maaliskuuta 1845 Pietarissa. Cantor oli jo nuo-
ruudessaan taitava viulunsoittaja ja matemaatikko, hin osoitti poikkeuksellisia ky-
kyjd muun muassa trigonometriassa. Elinaikanaan Cantor kohtasi kuitenkin paljon
vastustusta matemaatikkopiireissd. Muut sen ajan matemaatikot olivat konservatiivi-
sia ja ennakkoluuloisia Cantorin tuloksia kohtaan. Murskaavasta arvostelusta johtuen
Cantor sairastuikin masennukseen ja hénen itsetuntonsa kérsi niin, ettd hénen oli
keskeytettava tyonsd. Matematiikka olikin hdnen henkireikénsé, jopa kuherruskuu-
kautta Sveitsissd viettdessédédn tuoreen vaimonsa, Vally Guttmannin kanssa, vuonna
1874, Cantor omistautui matemaattisille keskusteluille samaisessa paikassa lomailleen
Dedekindin kanssa. Cantorin tyot saivat kuitenkin tunnustusta toiselta saksalaiselta
matemaatikolta, Hilbertilta: ”..matemaattisen ajattelun hammastyttavin luomus, ih-
misen puhtaasti dlyllisen toiminnan ylivertaisimpia saavutuksia.”
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/history /Biographies/Cantor.html
http://fi.wikipedia.org/wiki/GeorgCantor

Arkhimedes Syrakusalainen (287ecaa-212ecaa)

Arkhimedes oli kreikkalainen insin6ori, filosofi, fyysikko, tahtitieteilija ja matemaatik-
ko. Hén oli ensimmaéisié, jotka yhdistivat matematiikan luonnonilmioiden tutkimiseen,
ja hénen tyonsa enteilivat differentiaali- ja integraalilaskentaa. Arkhimedes tunnetaan
myo6s hydrostatiikan iséné, jonne hdnen nimensé on jadnyt eliméin ’Arkhimedeen la-
kiin’. Han tutki myos vipuja ja aineen tiheyttd. Arkhimedeen kehittelemié erikoisia
sotakoneita kaytettiin vuonna 213 Syrakusan kaupungin puolustamiseen roomalais-
ten hyokkéayksid vastaan. Arkhimedeella oli suotuisat vilit sen aikaiseen Syrakusan
vallanpitdjéaan, kuningas Hieron ll:seen. Arkhimedes sai tehtédvikseen méaritelld ku-
ninkaan kruunun materiaalin. Tdhén vaaditun pohjatyon Arkhimedes suoritti erdi-
né paivana kylpiessdan. Arkhimedes péaatteli veden pinnan nousevan oman kehonsa
syrjayttavin veden tilavuuden verran, jolloin epédsdéannollisen muotoisten esineiden
tilavuus saataisiin talld keinoin ratkaistua. Tilavuuden avulla Arkhimedes saisi siis
kruunun tiheyden selvitettyé ja sitd kautta sen materiaalin. Arkhimedeen kerrotaan
juosseen sen sileéin tien alastomana kaupungille huutaen "Heureka!”. Arkhimedes oli
tyossdan aina hyvin keskittynyt. Kun roomalaiset hyokkésivéit Syrakusaan, Arkhime-
des oli niin silloisen ongelman lumoissa, etté oli tuhahtanut valloittajille vain ”Alka&
sotkeko ympyroitani.”. Ne jaivat hdnen viimeisiksi sanoikseen. Arkhimedes toivoi hau-
takivensé olevan sylinterin muotoinen, jonka sisélla on mahdollisimman suuri pallo.
Hénen toiveensa toteutettiin. http://fi.wikipedia.org/wiki/Arkhimedes
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