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Tamén tutkielman tarkoituksena on rakentaa tarvittavat tiedot lineaaristen va-
kiokertoimisten differentiaaliyhtéloryhmien 2'(¢) = Ax(t) ratkaisemiseen matriisin
eksponenttifunktion avulla. Lisdksi tarkastellaan miten matriisin A ominaisuudet liit-
tyvat differentiaaliyhtélon ratkaisujen ominaisuuksiin.

Matriisin eksponenttifunktio médritelldsn sarjakehitelmén avulla siten, etté e =
Yoo %A” kaikille nelimatriiseille A. Sarjan suppenemista varten tarvitaan matrii-
sinormi, joka saadaan vektorinormin avulla. Koska sarja suppenee, niin méaritelméa
on hyvin asetettu. Vakiokertoimiseen differentiaaliyhtaloon x'(t) = Axz(t) liittyva al-
kuarvotehtédva saadaan, kun annetaan lisiehdoksi ratkaisun lahtopiste x(ty) = .
Alkuarvotehtéivin ratkaisu on yksikisitteinen ja muotoa z(t) = e'*zy. Eksponentti-
funktion e/ laskeminen riippuu matriisin A tyypisti. Jos matriisi on diagonalisoituva,
laskeminen on suoraviivaista. Riittdé ratkaista matriisin ominaisarvot ja -vektorit. Jos

taas matriisi A ei ole diagonalisoituva, tarvitaan sen Jordanin matriisia J4.

Matriisin A ominaisarvot ja -vektorit ratkaistaan sen karakteristisen polynomin
pa(A) = det(AI — A) avulla. Jos matriisi A on diagonalisoituva, sen jokaisen ominai-
sarvon kertaluku yhtélon pa(\) = 0 juurena on yhtd suuri kuin sitd vastaavien li-
neaarisesti riippumattomien ominaisvektoreiden lukumééra. T&lloin matriisin A eks-
ponenttifunktio lasketaan siten, ettd e = VeP”V ™!, missd matriisin D diagonaalilla
on matriisin A ominaisarvot ja matriisi V' muodostuu matriisin A ominaisvektoreis-
ta. Jos matriisi A taas ei ole diagonalisoituva, silld ei ole tarpeeksi ominaisvektoreita.
Kun kasvatetaan lineaarisesti riippumattomien vektoreiden méérié sopivasti, saadaan
matriisi V. T&lloin ominaisarvosta koostuvan matriisin ja nilpotentin matriisin sum-
ma muodostaa Jordanin lohkon J(A,r). Nilpotentti N on sellainen matriisi, jolle N*
on jostain luvusta k alkaen nolla. Jordanin matriisi J4 taas muodostuu Jordanin loh-
koista. Nyt matriisi A on similaarinen sen Jordanin matriisin kanssa eli A = V J,V 1,
jolloin matriisin A eksponenttifunktio ratkaistaan yhtilosta et = Ve/alV/ 1.

Differentiaaliyhtéloiden x'(t) = Ax(t) ratkaisujen ominaisuudet riippuvat matrii-
sin A ominaisarvoista A;. Kun kirjoitetaan ratkaisu ominaisvektorikannassa {x1, ..., z,},
sen termit ovat muotoa e*ix;, joten ratkaisukdyrin kiyttdytyminen, kun ¢ — oo,
nahdédén suoraan ominaisarvojen reaaliosien merkeistéd. Differentiaaliyhtdlon z/(t) =
f(z(t)) tasapainopisteeksi kutsutaan pistetta p, jos funktio xz(¢) = p kaikilla ¢ on rat-
kaisu. Néin on erityisesti silloin, kun f(p) = 0. Differentiaaliyht&lon tasapainopistetta
kutsutaan stabiiliksi, jos ratkaisukayrédt ovat rajoitetulla etdisyydelld tasapainopis-
teestd. Jos taas kaikki ratkaisut ldhestyvat tasapainopistetté, se on asymptoottisesti
stabiili. My0s stabiilisuutta voidaan siis tarkastella ominaisarvojen avulla.

Avainsanat: Matriisin eksponenttifunktio, diagonalisoituva, Jordanin matriisi,
differentiaaliyhtalo, stabiilisuus.
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Johdanto

Monia fysiikan, kemian, biologian ja muiden alojen ongelmia voidaan kasitelld ma-
temaattisilla malleilla, jotka siséltavit lineaarisia vakiokertoimisia differentiaaliyhté-
16ryhmi&

o' (t) = Ax(t).

Niité yhtaloitéa ratkaistaan matriisin eksponenttifunktion avulla. Tamén kirjoitelman
tavoitteena onkin méaéritelld matriisin eksponenttifunktio ja differentiaaliyhtaloiden
ratkaiseminen sen avulla. Lisdksi tarkastellaan miten matriisin A ominaisuudet liit-
tyvét differentiaaliyhtélon ratkaisujen ominaisuuksiin.

Lukijan oletetaan tuntevan lineaarialgebran perusteet, kuten yleisimmaét laskusaén-
not vektoreille ja matriiseille, seké yleisen eksponenttifunktion mééaritelméan sarjake-
hitelmén avulla. Liséksi differentiaaliyhtdloiden perusteet oletetaan tunnetuiksi. Eri-
tyisesti luvuissa 1 ja 4.1 tulee kuitenkin myos kertausta néisté asioista, jotta kirjoi-
telmassa tarvittavat lahtotiedot muistuvat lukijan mieleen.

Matriisin eksponenttifunktio mééritelladn sarjakehitelméan avulla siten, etté

(e o]

€A _ l'An

“— nl
kaikille neliomatriiseille A. Sarjan suppenemista varten tarvitaan matriisinormi, joka
saadaan vektorinormin avulla. Koska sarja suppenee, niin mééaritelmé on hyvin ase-
tettu. Vakiokertoimiseen differentiaaliyhtdloon '(t) = Ax(t) liittyvéa alkuarvotehtéva
saadaan, kun annetaan lisiehdoksi ratkaisun lahtopiste z(ty) = x¢. Alkuarvotehtédvan

ratkaisu on yksikésitteinen ja muotoa
z(t) = ey,

Eksponenttifunktion ¢4 laskeminen riippuu matriisin A tyypisti. Jos se on diago-
nalisoituva, laskeminen on suoraviivaista. Riittda ratkaista matriisin ominaisarvot ja
-vektorit. Jos taas matriisi A ei ole diagonalisoituva, tarvitaan sen Jordanin matriisia

Ja.

Matriisin A ominaisarvot ja -vektorit ratkaistaan sen karakteristisen polynomin
pa(A) = det(A — A)

avulla. Jos matriisi A on diagonalisoituva, sen jokaisen ominaisarvon kertaluku yhté-
16n pa(A) = 0 juurena on yhté suuri kuin sité vastaavien lineaarisesti riippumattomien
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JOHDANTO 2

ominaisvektoreiden lukuméara. Talloin matriisin A eksponenttifunktio lasketaan si-
ten, etta

et = VePV Tt
missd matriisin D diagonaalilla on matriisin A ominaisarvot ja matriisi V' muodostuu
matriisin A ominaisvektoreista. Jos matriisi A taas ei ole diagonalisoituva, silla ei ole
tarpeeksi ominaisvektoreita. Kun kasvatetaan lineaarisesti riippumattomien vektorei-
den méaaria sopivasti, saadaan matriisi V. Télloin ominaisarvoista koostuvan matrii-
sin ja nilpotentin matriisin N summasta voidaan muodostaa Jordanin lohkoja J(A, 7).
Nilpotentti N on sellainen matriisi, jolle N* on jostain luvusta k alkaen nolla. Jorda-
nin matriisi J4 taas muodostuu Jordanin lohkoista. Nyt matriisi A on similaarinen
sen Jordanin matriisin kanssa eli A = V.J4V 1, jolloin matriisin A eksponenttifunktio
ratkaistaan seuraavasti:

et =Velay Tl

Differentiaaliyhtéloiden x'(t) = Ax(t) ratkaisujen ominaisuudet riippuvat matrii-

sin A ominaisarvoista );. Kun kirjoitetaan ratkaisu ominaisvektorikannassa {x1, ..., z,},
sen termit ovat muotoa e‘ix;, joten ratkaisukdyridn kdyttdytyminen, kun ¢ — oo,
nahdédén suoraan ominaisarvojen reaaliosien merkeisté. Differentiaaliyhtdlon z/(t) =
f(x(t)) tasapainopisteeksi kutsutaan pistetté p, jos funktio

x(t) =p
on ratkaisu kaikilla ¢. Ndin on erityisesti silloin, kun f(p) = 0. Origo on aina diffe-
rentiaaliyhtélon 2/(t) = Az(t) tasapainopiste. Differentiaaliyhtdlon tasapainopistetté
kutsutaan stabiiliksi, jos ratkaisukayrdt ovat rajoitetulla etédisyydelld tasapainopis-

teestd. Jos taas kaikki ratkaisut ldhestyvit tasapainopistetti, se on asymptoottisesti
stabiili. My0s stabiilisuutta voidaan siis tarkastella ominaisarvojen avulla.

Kirjoitelman ensimmaéisessa luvussa késitellddn valttaméttomét lineaarialgebran
tiedot, joihin kuuluvat matriisin normin késite sekéd ominaisarvoteoriaa. Toisessa lu-
vussa annetaan matriisin eksponenttifunktion mééaritelmé ja nédytetddn, ettd se on
hyvin asetettu. Luvussa 3 tarkastellaan miten eksponenttifunktio lasketaan diagona-
lisoituville ja ei-diagonalisoituville matriiseille. Luvussa 4 maééaritelldan differentiaa-
liyhtéloryhmét ja padstdédn ratkaisemaan niitd matriisin eksponenttifunktion avulla.
Viimeisessa luvussa 5 késitelldédn viela differentiaaliyhtéloiden tasapainopisteiden sta-
biilisuutta.

Ty6 perustuu pddosin ldahteisiin [2], [3] ja [4]. Muita esityksid aiheesta 16ytyy
esimerkiksi lahteista [8], [9] ja [10]. Kirjassa [1] ja luentomateriaalissa [5] on asiaa
késitelty pidemmaélle. Lineaarialgebran perustiedot 16ytyvét léhteista [6] ja [7].



LUKU 1

Lineaarialgebraa

1.1. Vektorin ja matriisin normi

Vektoriavaruudessa on mééritelty yhteenlasku ja skalaarilla kertominen seké myos
muita laskutoimituksia, kuten vektoreiden pituuksien laskeminen. Oletetaan yleisim-
mat vektoriavaruuden laskutoimitukset tunnetuiksi. Normiavaruus on vektoriavaruus,
jossa on médritelty jokin vektorin pituusfunktio eli normi. Sisétulolla varustettua
vektoriavaruutta taas kutsutaan sisdtuloavaruudeksi ja sisdtulon avulla voidaan myos
médritelld normi seké liséksi vektorien vélisid kulmia. Annetaan seuraavaksi tarkempi
médritelmé normille.

MAARITELMA 1.1. Olkoon V K-kertoiminen vektoriavaruus, missid K on R tai C.
Kuvaus || - || : V + R on normi, jos se toteuttaa
(i) Jv] >0 kaikillave V.
i) [[v][=0 = v=0.
(i) |v+u || <||v ||+ ||u| kaikilla v,u € V.
(iv) [|av ||=]all|v] kaikilaaeK veV.

Tunnetuin vektoriavaruuden normi esitellaan seuraavassa esimerkissa.

ESIMERKKI 1.2. Euklidinen normi vektoriavaruudessa R" on
1

n 2
1
I [l = (Z EZ |2> = (¢ x)2,
i=1
missé (z | x) on vektorin x sisdtulo itsensd kanssa. Vektorin = normi toteuttaa sel-
vésti normille méaritelméssa 1.1 mééritetyt ehdot (i), (ii) ja (iv). Myds ehto (iii) eli
vektorinormin kolmioepéyhtélo toteutuu, silla sisdtulon ominaisuuksien ja Cauchyn-
Schwarzin epéyhtalon | (x| y) | <|| = ||| v || nojalla
lzt+ylP=@+ylety) =(@|x)+ @y +|2)+ ]y
=z lP+2] @ o)+ P
2
T P42z llly I+ Ty P=0zl+1y D

IN

joten
fz+yll<lz+ ]yl kaikillaz,yeV.

Yleisimpiin vektorinormeihin kuuluu myos esimerkiksi niin sanottu ykkésnormi ja
ddreton-normi eli

n

lelh=) Tzl ja |olle= max|az|.

1<i<n
i=1

3



1.1. VEKTORIN JA MATRIISIN NORMI 4

Normiavaruudessa voidaan siis mitata vektoreiden pituuksia. Normin avulla voi-
daan méaarittdd myos alkioiden vélinen etéisyys, joka on

d(v,u) =|v=wull.

Siten voidaan méaarittdéd vektorijonojen suppeneminen seuraavasti: Vektorijono (x;)3°,
suppenee kohti vektoria x, jos

lim || z; —x ||=0.
1— 00

Nyt kun tunnetaan vektorijonojen ominaisuuksia, niin jatkossa pystytdan niiden avul-

la maarittamé&an matriisijonojen ja -normien ominaisuuksia.

Madritetédén seuraavaksi siis matriisinormi. Olkoon || - || jokin vektorinormi. Mi-
tataan matriisin kokoa silléd, kuinka pitkiksi vektoreiksi yksikkovektorit kuvautuvat
matriisilla kerrottaessa. Nain ollen matriisille A € R™*™ asetetaan

(1.1) I A [ = max || Az ||

llz]l=1

P
N

Kuva 1.1. Yksikkovektorin kuvautuminen matriisilla kerrottaessa

Néytetadn, ettd myos matriisinormi toteuttaa normille asetetut nelja ehtoa méa-
ritelméan 1.1 antamien vektorinormin ominaisuuksien avulla:

(i) Selvasti

| A= |Tn”ax | Az || > 0 kaikilla A € R™*".
z||=1

(i) Jos A # 0, niin sillé on olemassa elementti a;; # 0. Valitaan = = e;, jolloin

aij
Az=| + | #0 ja [ A[=] Az ][> 0.

CLmj

Siten jos || A || =0, niin A = 0 kaikilla A € R™*™.
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(iii) Matriisinormin mééritelmén perusteella
| A+ B H:ma_x | (A4 B)x || = 1rna_x1 | Az + Bz ||
< max (|| Az [| + || Bz )

llll=
< max | Av |+ max | Ba | =] A+ | B,
missd kéytettiin vektorinormin kolmioepayhtaloa.

(iv) Edelleen matriisinormin mééritelmén ja mééritelmén 1.1 kohdan (iv) perus-
teella

| A [[= max [| @Az || = max | o || Az [[=[ e || Al
Jall=1 Jll=1

Matriisinormi siis toteuttaa normille asetetut ehdot ja silld on vastaavat ominai-
suudet kuin vektorinormilla. Naytetd&n matriisinormille lemman muodossa vield kak-
si hyodyllistd ominaisuutta. Ensimmaéinen kertoo, etté vektori- ja matriisinormi ovat

yhteensopivat.
LEMMA 1.3. Matriisinormille pdtee
Q) [| Az [ <[ A« |
(i) [[AB[[ <Al B

kaikilla matriiseilla A ja B sekd vektoreilla x € R™.

TODISTUS. (i) Olkoon y = Tay> Kun 2 7 0. Téllsin |y l= LI | = ||= 1,
joten
| Az |
FA =] Ay || = :
(A
ja saadaan
Az [ <[ Al =1

Kun x = 0, niin
| Az [[= 0 =[] Al =[],
joten véite on selva.
(i) Kayttamélla kohtaa (i) ja matriisinormin mééritelmad saadaan

I AB [ = max || (AB)z || = max | A(Bz) |

< | AN B =1 A s | B |
= | A B 1l
joten viite pétee.
U
Tarkastellaan seuraavaksi normia || A [[=]| (ai;) ||. Varustetaan siis reaalisten

n X n -matriisien vektoriavaruus M, myos normilla

(1.2) I AlI=1(ay) [|= max |a; |.

1<4,
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Normit || A || = max)z=1 || Az || ja || A || = maxi<;j<, | a;; | eivét aina ole yhté-
suuria matriisille A, mutta ne ovat kuitenkin ekvivalentteja keskenéén. Todistetaan
se seuraavaksi.

LAUSE 1.4. Normit

| A= max [ Az ja [ Alh= max |a;|

ovat ekvivalentteja eli on olemassa positiviset reaaliluvut ¢ ja co siten, ettd
allAlla<lAle<c || Al
kaikilla matriiseilla A € R™*™,

TobisTtus. Todistetaan ensin ensimmaéinen epayhtdlo: Olkoon x mielivaltainen
vektori, jolle || = ||= 1. Télloin vektorin Ax j:nnen alkion nelittd voidaan arvioida
seuraavasti:

=1

" 2
< max | aj; |? E 1z
1<i,j<n —
1=

n I/ 3\ 2
2 2 2
< sl ((30) (24)
i=1 i=1

= max | ag; |? (n% . 1§>2

C1<ij<n 'Y

=n max |a; |?

1<i,j<n
missé kéytettiin Cauchyn-Schwarzin epayhtélod. Nyt kun j = 1,...,n, niin edellisen
nojalla
n
2 _ 2 2 N
I s [P = 300 < 0 e [ |
]:
ja véite seuraa téstéd, kun valitaan ¢; = %
Todistetaan vield jalkimmaéinen epayhtalo:
v !
(lay )2 < (Do lay P) =l Aes < Alll e =11 All-
j=1
Taméi pétee mille tahansa matriisin A alkiolle, joten
max | a;; | < max || Az ||
1<i,j<n 2]|=1

eli viite pétee vakiolla co = 1. 0

Annetaan nyt méaritelmé matriisijonojen suppenemiselle.
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MAARITELMA 1.5. Matriisijono (A;);-, suppenee kohti matriisia A, jos pétee:
lim || A;— A ||=0.
1—00

Néytetdadn seuraavaksi, ettéd lauseen 1.4 ekvivalenteilla normeilla on samat suppe-

nevat jonot eli kun A; — A, niin || A; — A || — 0.
Oletetaan ensin, etta

I Alla= max || Az | .

[Jz]|=1

Talloin A;x — Az ja

| A = Az = || (4= =2 ] |4 = D]

IN

|z ||| 4 — A ||— 0.
Kun taas

| Ally=  max | aij |,

niin nyt lauseen 1.4 nojalla
el Ai—Alp<| Ai—Ala—0,

jasiten || A;— A ||, — 0. Niin ollen jono suppenee molempien normien mielessé, joten
voidaan tilanteen mukaan kayttdd kumpaa tahansa normia.

Néytetddn matriisinormille vield seuraava ominaisuus, jota tullaan tarvitsemaan
myohemmin matriisin eksponenttifunktiota laskettaessa.

LEMMA 1.6. Jos
lim || A; — A ||=0,
71— 00
nn

lim || CA,C™t — CAC™ || =0.

1—00
TobisTus. Koska matriiseille A ja B pétee || AB || <] A |||| B ||, niin voidaan
kirjoittaa
I CACT = CACT || = || C(ACT = ACTY) || =] C(Ai = A)C |
<lcli4-Allc—l—o,

kun 7 — oo eli véite pétee. 0

1.2. Ominaisarvoteoriaa

Tarkastellaan ominaisarvoja ja -vektoreita, joita tullaan myohemmin tarvitsemaan
matriisin diagonalisoinnissa sekd Jordanin muodon méérittdmisessa.

MAARITELMA 1.7. Olkoon V K-kertoiminen lineaariavaruus ja L sen lineaariku-
vaus siten, ettd L : V' — V, missd K on R tai C. Talloin, jos on olemassa A € K ja
vektori v € V\{0} siten, ettd

(1.3) Lv = v,
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niin A on kuvauksen L ominaisarvo ja vektori v on sitd vastaava kuvauksen L omi-
naisvektori. Ominaisarvoon A liittyvit ominaisvektorit taas muodostavat nollan kans-
sa ominaisavaruuden

Er(A) ={veV|Lv= v}

ESIMERKKI 1.8. Olkoon matriisi

el

ja vektoriv = [1 1}T . Télloin lineaarikuvaukselle L4 : R? — R? : L oz = Az voidaan

kirjoittaa yhtélo:
1 4|1 5 1
o=y 3] o) =[5 =[] =

joten vektori v on kuvauksen L4 ominaisvektori ja 5 sitd vastaava ominaisarvo.

Neliomatriisin A € K™ ominaisarvoilla ja -vektoreilla tarkoitetaan kuvauksen,
jossa kerrotaan matriisilla A eli Ly : K* — K" : Ljx = Ax, ominaisarvoja ja -
vektoreita. Tédten lineaarikuvauksen L, ominaisarvoyhtdlé (1.3) voidaan kirjoittaa
muodossa

Av = v
eli
(M — A)v = 0.
Talld on ratkaisuja v # 0 tdsmaélleen silloin, kun
(1.4) det(A\] — A) = 0.

Néin ollen matriisin A ominaisarvot saadaan ratkaistua yhtélon (1.4) avulla ja voidaan
antaa seuraava maaritelma.

MAARITELMA 1.9. Matriisin A ominaisarvot A ovat karakteristisen polynomin
pa(A) = det(A] — A)
nollakohtia.

Algebran peruslauseen nojalla n-asteisella polynomilla on kertaluvut mukaan lu-
kien n kompleksista juurta, joten n x n-matriisilla on n ominaisarvoa, joista osa voi
siis olla moninkertaisia. Sanotaan, ettd jos matriisin A ominaisarvo A on matriisin
A karakteristisen polynomin k-kertainen juuri, niin m,(A) = k£ on ominaisarvon A
algebrallinen kertaluku. Ominaisarvon A geometrinen kertaluku mgy(\) on ominaisar-
voon A liittyvien lineaarisesti riippumattomien ominaisvektoreiden lukumaééra eli sen
ominaisavaruuden dimensio, joista liséd myohemmin téssa luvussa.

ESIMERKKI 1.10. Olkoon matriisi
1 3
A_[_31}

Maéritetddn karakteristisen polynomin pa(\) = det(Al — A) nollakohdat.

‘)\—1 -3

pa(A) =det(A — A) = 3 y_]

—(A\=1) =3 (-3)

=\? -2\ +10 =0,
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joten

)\:H— ;_36:1i3¢.

Siis matriisin A ominaisarvot ovat Ay = 1 — 3i ja Ay = 1 + 3i. Madritetdan vield
ominaisarvoja A; ja Ay vastaavat ominaisvektorit.

. [3i 3 |0 i 110
A=t -3 [A- o] = 28 ;0]_{_1 ; }0]
:>U1:(1,—i>
. [—3i 3 |0  —1 10
)\2:1+3z:[A—)\2]|0}: _32 3 IO}HK ; IO}
= vy =(1,4). _

Huomataan, ettd reaalisen matriisin A kompleksiset ominaisarvot A esiintyvét ai-
na konjugaattipareina eli A\; 3 = av% 37 ja siten my6s ominaisvektorit ovat konjugaat-
tipareja.

ESIMERKKI 1.11. Olkoon matriisi

A

Il
o

2 0 -1

Matriisilla A on siis kertaluvut huomioonottaen kolme ominaisarvoa, jotka voidaan
selvittad seuraavasti:

A+1 0 —2

pa(A) =detMI—A)=| 0 A—=1 0 :()\_1)‘)\4-1 —2‘

20 A+l —2 A+l
=A==\ +22-3)=A-1DA-1)A+3) =0,
kun A = —3 tai A = 1. Matriisilla A on siis ominaisarvo \; = —3 ja kahden kertaluvun
ominaisarvo Ay = 1. Ratkaistaan vield vastaavat ominaisvektorit:
2 0 210 1 01 |0
)\1:—3:[14—)\1[\0}: 040 |]0f—1]0 10 |0
2 0 2 10 1 01 |0
= U1 :(1, O, —1)
-2 0 2 |0 -1 0 1 |0
Ao=1:[A=XI0]=]|0 0 0 [0/ — |0 0 0 |0
2 0 =2 |0 1 0 -1 |0

= Vg1 :(1, O, ]_),1)272 = (0, ]., O)

Tarkastellaan seuraavaksi muun muassa vektorien lineaarista riippumattomuut-
ta, vektoriavaruuden kantoja ja matriisien similaarimuunnoksia, jotta mychemmin
voidaan madritelld diagonalisoituvat matriisit.

MAARITELMA 1.12. Vektoriavaruuden V' epétyhja osajoukko S = {vy,...,v,}
on lineaarisesti riippumaton, jos nollavektori voidaan voidaan esittda naiden lineaa-
rikombinaationa vain siten, ettéd kaikki kertoimet ovat nollia, eli jos ehdosta

(1.5) c1v1 + v+ -+ v, =0
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seuraa, ettd ¢; = cg = --- = ¢, = 0. Muulloin, eli jos on muitakin ratkaisuja, jouk-
koa S kutsutaan lineaarisesti riippuvaksi. Silloin joukon S vektorien vélilld on siis
keskinéistd riippuvuutta ja jokin vektori voidaan esittdd muiden vektoreiden line-
aarikombinaationa. Vektorin v lineaarikombinaation ¢;-kertoimia kutsutaan vektorin
koordinaateiksi.

Yhtilo (1.5) voidaan kirjoittaa matriisimuotoon

(1.6) Ac =0,
missd A = [Ul Vg ... vn], eli vektorit v, muodostavat matriisin A sarakkeet ja
¢ = (¢1,...,¢,). Jokainen aédrellinen lineaarikuvaus L : U — V voidaankin esittdé

matriisin avulla, kunhan avaruuksiin U ja V on kiinnitetty kannat. Lineaarikuvauksen
L matriisiesitys riippuu siten valituista kannoista, jotka méaéaritelldan seuraavaksi.

MAARITELMA 1.13. Vektoriavaruuden V' dérellistd osajoukkoa B = {by,bs, ..., b,}
kutsutaan avaruuden V' kannaksi, jos se on lineaarisesti riippumaton ja virittda koko
vektoriavaruuden V.

Jokaisella vektoriavaruudella V' on kanta ja jokaisella avaruuden V' kannalla on
sama mééréd vektoreita. Vektoriavaruuden V' dimensio dim(V') on avaruuden V' kan-

tavektoreiden lukumaédra. Téasta seuraa, ettéd jos dim(V) =nja S = {vy,...,v,} CV
on lineaarisesti riippumaton joukko, niin S on avaruuden V kanta. R™:n luonnolli-
seksi kannaksi kutsutaan vektorijoukkoa FE, = {ej, e, ..., e,}, missi vektori e; on

sellainen, jossa z:nnes alkio on 1 ja muut nollia.

ESIMERKKI 1.14. Joukko {1,z,2% ... 2"} on polynomiavaruuden P" kanta, jo-
ten dim(P™) = n + 1. Vastaavasti m x n-matriisien muodostaman vektoriavaruuden
dimensio on dim(R™*™) = mmn, koska kannaksi kédy joukko matriiseja, joista jokai-
sella on yksi, mutta eri alkio ykkoénen ja loput nollia. N&in ollen kannan matriisien
lukumé&éraksi tulee mn.

Maéaritelladn seuraavaksi vektorin kannanvaihto. Halutaan vaihtaa vektorin v esi-
tys kannasta B = {by,bs,...,b,} kantaan U = {uy,us,...,u,} ja selvitetddn miten
uudet koordinaatit voidaan lausua vanhojen avulla. Merkitdén vektorin v koordinaat-
teja néissa kannoissa

[U]B = (ﬁla e 7571) ja [U]U = (7717 cee J?n)-

Oletetaan, ettd vanhat kantavektorit b; voidaan lausua uusien kantavektoreiden u;

avulla seuraavasti:
n

b = Zsijui, 17=1,...,n.
i=1
Talloin saadaan

v= Zmuz’ = Zﬁjbj = Zﬁj Zsijui = Z <Z Sij5j> i
i=1 Jj=1 j=1 i=1 i=1 j=1

joten on oltava

n

(17) nizzsijﬂﬁ 1= 1,...,TZ.

=1
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Merkitaan
S11 - .- S1in

Sy =
Snl ° Snn
T#lloin koordinaattien vélinen yhtélo (1.7) voidaan kirjoittaa muodossa
(1.8) lv = Ss.v)lv]s.
Siis uudet koordinaatit saadaan kertomalla vanhat matriisilla S ;7). Matriisia S kut-

sutaan kannanvaihtomatriisiksi.

ESIMERKKI 1.15. Olkoon kannat B = {v;,vs} ja E = {e1, e2} ja merkitdén vek-
torin x koordinaatteja néissé kannoissa

(2] = (1, 02) ja [z]g = (B, Ba).
Oletetaan, ettéd vanhat kantavektorit z; voidaan lausua uusien kantavektoreiden e;
avulla seuraavasti:

2
V; = E Sij€i, ] = 1,2,
i=1

joten
2

Bi = ZSZ‘]‘O(]‘, 1= ]_,2
j=1
Télloin vektorin x esitys voidaan kirjoittaa seuraavasti:

r =011 + AoV — 041(81161 + 82162> + 062(81261 + 82262)

=(s11011 + S1202)€1 + (Sa1011 + S92000) €32,

e = |20 22 Gl

S21 S22

joten

Merkitaan

S21 S22
ja se on siis vektorin x kannanvaihtomatriisi kannasta B kantaan F.

S S
S(B,E‘) — |: 11 12:|

Kuva 1.2. Vektorin 2 kannanvaihto



1.2. OMINAISARVOTEORIAA 12

Nyt on méaritelty kannanvaihto ja kannanvaihtomatriisi, niin voidaan muodostaa
seuraava téarked tulos. Olkoon avaruuksilla U ja V kannat By ja By sekéd uudet kannat
By ja By. Lisdksi, olkoon S ja R kannanvaihtomatriisit, joten kaikille w € U jav € V
patee

(1.9) [ulp, = Slulp, Jja [v]z, = Rlv]s,.

Talloin [u]p, = S~'[u]p, ja [v]p, = S7'[v] g, - Oletetaan vield, ettd A = [T]p, 5, on
lineaarikuvauksen 7" : U — V matriisi kantojen By ja By suhteen, joten vektorin
lineaarikuvaus 7'(u) kannassa By on vektori v kannassa By kerrottuna matriisilla A
eli

[T(u)|p, = Alulp, kaikilla u € U.
Kun kiytetdén yhtaloitd (1.9), niin saadaan

(1.10)  [T(w)]p, = RIT(w)]s, = R(Alup,) = R(A(S™ [ul,)) = (RAS™")[ul3, -

Siis lineaarikuvauksen 7" matriisi A uusissa kannoissa voidaan kirjoittaa muodossa

~

A= [T]BU,BV = RASil.

Erityisesti, jos U =V, By = By ja By = By, niin S = R ja lineaarikuvauksen T'
matriisi A uudessas kannassa By = By voidaan kirjoittaa muodossa

A=S8AS!,

Matriisia A kutsutaan matriisin A similaarimuunnokseksi. Annetaan seuraava mai-
ritelma.

MAARITELMA 1.16. Neliomatriisi A on similaarinen matriisin B kanssa, jos on
olemassa sddnnollinen matriisi S siten, ettdi B = SAS™!. Muotoa SAS™! olevaa
matriisia kutsutaan matriisin A similaarimuunnokseksi.

Keskendan similaarisilla matriiseilla on muun muassa seuraava ominaisuus.

LAUSE 1.17. Keskenddn similaarisilla matriiseilla on sama karakteristinen poly-
nomzi ja siten myds samat ominaisarvot samoine algebrallisine kertalukuineen.

TobisTus. Olkoon matriisit A ja B similaarisia keskeniiin eli B = SAS™! jollekin
kaantyvalle matriisille S. Talloin

M —B=MSIS™' —SAS™' = S\ — A)S™,
joten
det(A — B) =det(S) det(M — A)det(S™) = det(S) det(A — A)(det(S))™*
=det(A — A),

eli matriisien A ja B karakteristiset polynomit pa(\) = pp(A) ovat samat ja niilld
on siten samat polynomin p4(\) juuret eli samat ominaisarvot samoine algebrallisine
kertalukuineen. O
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Olkoon matriisilla A € K"*" ominaisarvot Aq, ..., A, ja niitd vastaavat ominais-

vektorit z1,. .., z,. Muodostetaan matriisi X = [z; ...x,]. Téllin saadaan
A1
AX = [Azy ... Az, = [Mixr . Ay] = 21y = XA,
An
missa
A1
A=
An
Jos nyt ominaisvektorit zy, ..., z, ovat lineaarisesti riippumattomia, niin saadaan
A=AXX"1=XAX"1

Matriisi A on siis similaarinen diagonaalimatriisin A kanssa. Matriisia A kutsutaan
siten diagonalisoituvaksi. Voidaan siis péitelld, ettd jos A = SDS™!, missi D on
diagonaalimatriisi, niin sen diagonaalilla on matriisin A ominaisarvot ja matriisin
S sarakkeet ovat matriisin A ominaisvektoreita. Lisdksi ndmé ominaisvektorit muo-

dostavat kannan. Tilannetta, jossa matriisin A ominaisvektoreista ei voi muodostaa
kantaa, kisitellidn myohemmin.



LUKU 2
Matriisin eksponenttifunktio

Neliomatriiseja A € M, voidaan korottaa potenssiin ja niitd voidaan laskea yh-
teen. Né&in neliomatriisille on mahdollista muodostaa sarjakehitelmé. Eksponentti-
funktio on tunnetusti eréis sarjakehitelmé. Nyt voidaan siis méaéritelld neliomatriisin
eksponenttifunktio.

MAARITELMA 2.1. Matriisien eksponenttifunktio on exp : M,, — M,,,

kaikille neliomatriiseille A € M,,.
Néytetddn seuraavan lauseen avulla, ettd méaéritelméa 2.1 on hyvin asetettu.
LAUSE 2.2. Sarja Y oo, Ak—;c suppenee kaikille neliomatriiseille A € M,,.

Tobistus. Olkoon afj matriisin A* -kerroin. T&ll6in

n
| @?j = Zaikakj | < n(maz | a; |)2 =n| Al
k=1

ja niytetddn induktiolla, ettd | a;f | < nN~' || A ||V . Alkuaskel, jossa k = 1, pitee,
silla

1 0 | -1 1
[aly 1< n® max | |=n'" A

Oletetaan nyt, ettd viite pétee, kun & = N ja osoitetaan, ettd viite pétee, kun
k=N+1:

n
|t =3 aay | < || A= DA VL
k=1

Siis véite patee induktion nojalla. Nyt voidaan muodostaa epayhtilo:

— N
fag | oM AN _ oM AN (] AlD

N!' — N! - N! N! ’
N
ja koska sarja > -, ("”]’3'!‘) suppenee reaalisena eksponenttifunktiona, niin Weier-
strassin M-testin nojalla sarja >~ Ak—f suppenee alkioittain tasaisesti. O

Matriisin eksponenttifunktion sarjakehitelmé on siis suppeneva. Eksponenttifunk-
tion e/ laskemista yleiselle neliomatriisille A kisitellisin luvussa 3, mutta tarkastellaan
ensin kuitenkin muutamaa erikoistapausta esimerkkien avulla.

14
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ESIMERKKI 2.3. Olkoon D = diag(d;,ds,...,d,) diagonaalimatriisi, jolloin sen
potenssit ovat D* = diag(d¥,d5, ..., d"). T4llsin méiiritelméin 2.1 nojalla matriisin D
eksponenttifunktio on

eh
>, D¥ d®
:Zk —dlag<zk|,..., )-dlag( ,ed"):
k=0 edn
ESIMERKKI 2.4. Olkoon
0 «
=%
Talloin
o [0 a][0 o [-a* 0]_
A" = —« O} [—a 0} - [ 0 —042} =—a'l,
9 3
3 |« 0 0 o |0 —a?]
A__O —042}[—04 01_[043 O]_ a4,
[0 -3l [0 « at 0
At = a0 ] {—a O} - [0 Oé4:| - a4[2,
" 5
5 |a® 0 0O aof | 0 o 4
A* = 0 0/1} {—a O} B [—oz5 O} =o' 4,
Aﬁ = — 046]2,
AT=—-a%A, ...

Induktion ja sini- ja kosinifunktioiden sarjakehitelmien nojalla saadaan nyt seu-
raavaa:

o0 ; r 2 4 3 5
A=A —%—'+3“§—6'+ [Tl il e
I S I R AR SR ol R
i=0 LT 2! 41 6! s

— Z k a2k 0o (71)ka(2k+1)
. k= 0 2k)' k=0 (2k+1)!
- 1)ka(2k+1) ) (_1)ka2k
Zk 0 (2k+1)! k=0~ (2k)!
o [ cosa  sina
 |—=sina cosal

Seuraavaksi madritellaédn nilpotentti matriisi, silla sitd tullaan kdyttdméadan myo-
hemmin késiteltdessd matriisin Jordanin muotoa. Matriisia /N sanotaan nilpotentiksi,
jos N' =0, jollekin [ > 0. Selvisti talloin myos kaikki korkeammat potenssit ovat nol-
lia. Méaritelmén 2.1 nojalla voidaan siis muodostaa nilpotentin N eksponenttifunktio
seuraavasti:

-1

1
N:E}#V:] N <M
e i + N+ i

N
pr (1—1)!
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ESIMERKKI 2.5. Matriisi

=
I
o OO
O O =
o = O

on nilpotentti, silla

N% = ja N®=0.

o O O
o O O
OO =

Siten nilpotentin N eksponenttifunktio on

o =
= ol

1 1
eN=T4+N+=-N*=10
2 0

Matriisin eksponenttifunktiolla on seuraavat ominaisuudet:

LAUSE 2.6. Olkoot A, B ja P € M, neliomatriiseja ja P kddntyvd. Tdlloin

(i) Jos C = PAP™Y, niin e¢ = PeP7L.
(ii) Jos AB = BA, niin eA*8 = efeb.
(iii) e~ = ()7,

TODISTUS. (i) Nyt
EPR N |
PAP _ —1\k
e => (PAPTE,
k=0
jossa
(PAP™ )Yt = (PAP™)(PAP™Y) ... (PAP™') = PAF P!,

sillé viilissd olevat termit P! P supistuvat pois ja lemman 1.6 nojalla

lim (PA,P™!) = P(lim A;)P".

k—o0 k—o0
Siten
001 —1\k __ Oolk—l_ Ap-1
ZH(PAP ) _PZHAP = PP
k=0 k=0

(ii) Koska AB = BA, eli matriisit A ja B kommutoivat, niin binomikaavan no-
jalla voidaan méarittaa

|

n __ - n k pn—k
(A+ B) —kZ—k!(n_k)!AB .
=0
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Edelleen matriiseille A ja B pétee

=1 > "1 n!
A+B __ n o__ k pn—k
R IR TIERIE o] R e

n=0 n=0

e n Ak Bn—k
:; (Hﬁ(n—k)!)
{£8)(£2)-

k=0 n=0

jossa viimeiselle riville siirryttéessa on kaytetty Cauchyn tuloa
>t~ (L) ().
n=0 k=0 k=0 n=0

joka pétee siis myos matriisisarjoille, silla A ja B kommutoivat.
(iii) Kohdan (ii) nojalla

joten e~ = (e)~L.



LUKU 3

Matriisin eksponenttifunktion laskeminen

Téassé luvussa tarkastellaan miten eksponenttifunktio voidaan laskea eri matrii-
seille. Jos matriisi on diagonalisoituva, eksponenttifunktion laskeminen on suoravii-
vaista. Jos taas matriisi ei ole diagonalisoituva, niin tarvitaan Jordanin muotoa, jota
kisitellidn myohemmin luvussa 3.2.

3.1. Diagonalisoituvan matriisin eksponenttifunktio

Jos matriisi A on diagonalisoituva, eli 16ytyy P siten, ettii A = PAP~!, jossa A
on lavistdjamatriisi, niin lauseen 2.6 mukaan

(3.1) e = pefPt

Nyt kun tiedetdén, ettd matriisi A on diagonaalinen, niin sen eksponenttifunktio
lasketaan kuten esimerkissa 2.3.

ESIMERKKI 3.1. Olkoon matriisi
11
A= [O 2} .
T#lloin A voidaan kirjoittaa muodossa A = PAP™!, jossa

! Cfro] . o 11
L e R N i

Siten vakiolla ¢ kerrotun matriisin A eksponenttifunktio on

1 1] fet o] 1 -1 el e — ¢l

tA _ ptAp—1 _ _

¢r=Peth _{0 1“0 e%HO 1}_[0 e |
Lavistajamatriisin eksponenttifunktio osataan siis ratkaista, joten matriisien eks-

ponenttifunktion e laskeminen kaikille diagonalisoituville matriiseille A on ratkaistu.

Erityisesti kun matriisin A ominaisarvot ovat erisuuret, niin yhtilossé (3.1) mat-
riisin P sarakkeet ovat siis matriisin A ominaisvektoreita ja matriisi A on diagonaa-
limatriisi, jonka lavistdjaalkiot ovat matriisin A ominaisarvoja kuten néhtiin luvussa
1.2.

Néytetddan vield tulevia esimerkkejd varten kd#dnteismatriisin erds ratkaisutapa
2 X 2-matriisille. Matriisin
a b

18
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kasnteismatriisi P! voidaan ratkaista seuraavasti:

1 d —b
3.2 pPl= .
82) ]

Siis vaihdetaan padldvistdjan alkiot keskendéin, muutetaan sivuldvistdjéan alkiot vas-
taluvuikseen ja jaetaan matriisin P determinantilla det(P).

ESIMERKKI 3.2. Olkoon matriisi
1 3
=4

kuten esimerkissé 1.10, jolloin ominaisarvot ovat \;y = 1 — 37 ja Ay = 1 + 3¢ seké niité
vastaavat ominaisvektorit
o 1 e 1
1 — — J 2 — il

Matriisille A on siis voimassa A = PAP~!, jossa

13 0 . 11
A‘{o 1+4 Ja P‘LzJ'

Lasketaan ensin matriisin P determinantti:

1 1
-1 1

det(P) = =i — (—i) = 2i.

Nyt voidaan médrittiad kidnteismatriisi P! seuraavasti:

_ 1 [ —1 L1 L
I A
2 |2 2 2 2 2
fu

Talloin lauseen 2.6 ja trigonometristen funktioiden mééritelmien nojalla

B O | SO RN e e 1 I
-1 1 0 e v 3 T3 —1e v e’ v 5 T3

%6(1—3i)t+%e(1+3i)t %e(l—?n')t_ i p(1430)t ]

2

e(1-30)t 4 %e(1+3i)t _%6(1731')15 _ §€(1+3i)t

N[

s
e (¥ e %iet(e ‘ )| _ | e'cos(3t)  e'sin(3t)
el (€M — ey Lel(e¥ 4 e —e'sin(3t) e cos(3t) |

Vaikka reaalisen matriisin A ominaisarvot ja -vektorit olisivat siis kompleksisia,
niin matriisin A eksponenttifunktio e on reaalinen, silld kaikki sarjakehitelmén po-
tenssit A¥ ovat reaalisia matriiseja. Myos kompleksisessa tapauksessa saadaan siis
reaalinen ratkaisukanta.

3it —3it)

Diagonalisoituvassa tapauksessa

A=P - p!
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matriisin A potenssit A* lasketaan siten, etti.
AL
Akz —p . P_l,
)\k

n

kuten jo néhtiin lauseen 2.6 todistuksen kohdassa (i) yleiselle neliématriisille.

Esitetdan vield yksi esimerkki diagonalisoituvista matriiseista.

ESIMERKKI 3.3. Olkoon matriisi

-1 0 2
A=10 1 0
2 0 —1
kuten esimerkissd 1.11, jolloin sen ominaisarvot ovat \; = —3 ja kaksinkertainen

ominaisarvo Ao = 1. Vastaavat ominaisvektorit ovat v; = (1,0, —1), vo; = (1,0, 1) ja
Va2 = (0,1,0). Nyt matriisi A on similaarinen ominaisarvoista koostuvan matriisin

-3

A=1]0
0

o= O
— o O

kanssa. Talloin on voimassa yhtdlds A = VAV ™!, jossa matriisi

1
V=10
-1

[ Y-
o = o

koostuu matriisin A ominaisvektoreista ja sen kddnteismatriisi

1
0 3

1 0

voidaan ratkaista kdyttden apuna esimerkiksi Gaussin-Jordanin eliminointimenetel-
méd. Nyt matriisin A eksponenttifunktio on

et =Vehtv !
(1 1 0] [e® 0 0 %0—% e e 0 %O—%
=|0 010 e O350 2]=]0 0 ¢€f|2 0 3
-1 1.0/ [0 0 €] |01 0 —e? e 0]]0 1 0
[ LeB+e) 0 i(—eP+e)
= 0 e 0
5(—eP4+e) 0 (e +e)
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3.2. Matriisin eksponenttifunktio Jordanin muodon avulla

Jos matriisi A ei kuitenkaan ole diagonalisoituva, niin se voidaan muuntaa Jorda-
nin muotoon Jy, joka muodostetaan niin sanottujen yleistettyjen ominaisvektoreiden
avulla. Jokainen neliématriisi A on similaarinen lohkolavistdjamatriisin

Ji

Ja
J = diag[Jy,..., | =

Jp

kanssa, missa J;, ¢ = 1,...,p, on r; X r; -matriisi. Matriisia J kutsutaan matriisin
A Jordanin muodoksi ja matriiseja J; kutsutaan Jordanin lohkoiksi. Matriisit A ja
B ovat similaarisia keskendén tdsmaélleen silloin, kun niilld on sama Jordanin muoto.
Selvitetddn seuraavaksi miten Jordanin matriisit 16ydetéaéan.

Jos matriisin A ominaisarvon A geometrinen kertaluku m,(\) ja algebrallinen ker-
taluku m,(\) ovat samat eli m,(\) = m,(\) = k, niin ominaisavaruudessa E4(\) =
{veC": (A— A)v =0} on ominaisarvoon A liittyvien ominaisvektoreiden muodos-
tama kanta {z1,...,z.}, jolloin

A
A
Olkoon Ay, ..., A\, matriisin A erisuuret ominaisarvot ja ki, ..., k, néiden algebral-
liset kertaluvut. Nyt jos ominaisarvon A;, missé j = 1,...,¢q, geometrinen kertaluku

on pienempi kuin algebrallinen eli sen ominaisvektoreiden mééard on pienempi kuin
ominaisarvon \; kertaluku k; eli my()\;) < mq(A;) = kj, niin Jordanin muotoa varten
tarvitaan lisdéd vektoreita. Lisdksi ndiden vektorien tulee olla lineaarisesti riippumat-
tomia, jotta niistd muodostuva matriisi olisi kid&ntyvé. Kasvatetaan siis ominaisava-
ruutta £4(A;).

Miééritetddn ominaisarvolle A; invariantti aliavaruus
Ex(0)={veC: (A— XDy =0}

Siten E4(A;) C E 4(A;). Tarkastellaan nyt tilannetta, jossa matriisilla A on ominai-
sarvo A siten, ettd E4(\) # E4(\). Talloin on olemassa k > 2 ja w, € E4()\) siten,
ettd (A — A )"w, = 0, mutta (A — )" tw, # 0. Asetetaan

w; = (A — N w,.
Talléin

Awy = dwy ja
AlUj:ij—i—U)j_l, j:2,...,/€.
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Matriisimuodossa saadaan

Al
A
A[wl wy ... w,i} = [wl Wy ... w,i}
1
A
Vektorijonoa (wy, ..., w,) kutsutaan ominaisarvoon A liittyviksi ja ominaisvekto-

rista w; lihteviksi Jordanin ketjuksi. Similaarimuunnoksen A = V.JV ! muunnos-
matriisi V' saadaan siis selvitettya kdyttamaélla seuraavia yhtaloita:

(A—)\])U)Q:wl
(A_/\]>wi:wi—17 i:2,...,ri.

Siis tdydennet#ifin matriisin A similaarimuunnoksen A = V JV ! matriisin V' mah-
dollisesti puuttuvat ominaisvektorit Jordanin ketjujen vektoreilla. Liséksi saatiin sel-
vitettyd miten Jordanin lohko J(\,r) ldydetaén eli se voidaan kirjoittaa muodossa

A1
Jor=| A e Crer,
o
A

Jordanin matriisi on télldin lohkodiagonaalinen ylédkolmiomatriisi

J()\la Tl)
J = ,
J(Aps Tp)

jonka lavistédja koostuu siis r; X r; kokoisista Jordanin lohkoista.

ESIMERKKI 3.4. Olkoon matriisi

A=-11 4 -1
-1 0 3
ja ratkaistaan sen ominaisarvot:
A=z 0 _% A—3 _1
pa(\) =det(\[—A)=| I A-2 -1 _()\_2)‘ 12 \ 2,
— 0 N—3 T2 T2

=(A—2)(\* =31 +2

kun A = 1 tai A\ = 2. Matriisilla A on siis ominaisarvo A\; = 1 ja kahden kertaluvun
ominaisarvo Ay = 2. Ratkaistaan vield vastaavat ominaisvektorit:
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1 0 -1 0 1 0 -1 |0
A =1:[A—-\NI|0] = % 1 —% 0] — |1 2 =1 ]0
-3 0 3 0] -1 0 1 [0]

:>U1:<].,0,1>
-1 0 —% 0] —1 0 —1 |0]
Ao =2:[A=XII0]=|1 0 —3 0] — [ 1 0 =1 |0
-3 0 —5 0] -1 0 -1 |0]

= Uy :<O, 1, 0)

Loytyy siis vain kaksi ominaisvektoria v, ja wvs ja tarvitaan kolme, joten etsitdéan
ominaisarvoon A, liittyvd ja ominaisvektorista vy ldhtevd Jordanin ketju {vq,vs3}.
Nyt koska

AUQ = )\2?}2
AUg = Uy + )\21)3 = (A — )\2])1)3 = V9,
niin vektori vg 16ydetdéan yhtélon
L9 L1 o
2oy i |
5, 0 75 11
-3 0 =3 |0

avulla. Siis v3 = (1,0, —1).
Matriisi A on similaarinen sen Jordanin matriisin J4 kanssa ja Jordanin lohkot
ovat

JOwnr) = J(L1) = [1] ja J(ar) = J(2,2) = B ﬂ ,

joten

Ja =

o O =
o N O
N = O

Tilloin on voimassa yhtils A = V. J4V ™1, jossa matriisi
1 0 1
V=101 0

10

koostuu vektoreista vy, vy ja vs ja sen kddnteismatriisi

3 03
Vi=101 0
1 1
3 0 —3

voidaan ratkaista kdyttden apuna esimerkiksi Gaussin-Jordanin eliminointimenetel-
maa.
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Jordanin muodon J4 eksponenttifunktio e’/4 on lohkoldvistéjamatriisi, jonka loh-
kot koostuvat muotoa e’ olevista matriiseista. Ne voidaan laskea seuraavasti: Jor-
danin lohko kirjoitetaan lavistdjamatriisin ja nilpotentin matriisin summana

Al A 0 1

JO) =M+N=| N |2 s

Nyt koska A ja N kommutoivat, eksponenttifunktio e’/*") voidaan kirjoittaa muo-
dossa

r—1
1 )
JAr) _ AN _ X j
(3.3) e =e =e g j!N’

silld nilpotentin N eksponenttifunktio eV tunnetaan jo esimerkistd 2.5. Niytetdin
vield kaksi esimerkkid Jordanin matriisin eksponenttifunktioista.

ESIMERKKI 3.5. Olkoon Jordanin matriisi

J(4,2)
J = J(3,3)
J(2,1)
Talloin sen eksponenttifunktio on
e -
b
(o) (42) 0 1 )
o J(33) _ \ L1 3
- 001
-64 64 —_
o
_ G T
e3 e
o3

62

ESIMERKKI 3.6. Esimerkissi 3.4 maaritettiin matriisille

3 0 —1
A==-11 4 -1
-1 0 3
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similaarimuunnos A = V.J,V 1. Nyt matriisin A eksponenttifunktio on

eJ(11) e! ]
e :veJAv—lzv{ Jm)} Vvi=v o1 1] v
e’ % e
0 1j]
10 1]t 0 o] [5 0 12 e 0 e&][: 0 1
=10 1 0 0 € e[ (01 0]|=1|0 e ¢ 01 0
1 1
10 1] [0 0 €] [5 0 —3 e 0 =] |3 0 —5
[Le+e€?) 0 i(e—é?)
= 0 e? se?
_%(e —e?) 0 %(e + %)

My6s Jordanin matriiseille sekd Jordanin lohkoille voidaan laskea potensseja, mut-
ta niitd ei tarvita tésséd tyossd, joten jiatetddn ne véliin. Nyt osataan ratkaista eks-
ponenttifunktio kaikille nelimatriiseille, joten siirrytéaén tutkielman toiseen osaan eli
differentiaaliyhtéaloihin.



LUKU 4

Differentiaaliyhtdloryhmét

4.1. Peruskisitteita

Téassé luvussa tarkastellaan differentiaaliyhtaloryhmié

(4.1) (1) = f(t, (1)),

kun f: R x R®™ — R” on jatkuva kuvaus. Komponenteittain kirjoitettuna differenti-
aaliyhtéaloryhmé (4.1) on

(4.2)

T (t) = fult, (21(8), - (1))

Kutsutaan differentiaaliyhtaloryhméé lyhyesti differentiaaliyhtéloksi. Differentiaaliyh-
talolla on yleensa paljon ratkaisuja, mutta voidaan saada yksikésitteinen ratkaisu, kun
annetaan lisdehtoja. Siten puhutaan alkuarvotehtévista, joilla on lisdehto x(ty) = zg
eli on kiinnitetty ratkaisun lahtopiste.

Differentiaaliyhtélon (4.1) ratkaisu alkuarvolla z(tg) = z on differentioituva ku-
vaus x : U — R" joltain avoimelta vililtd U C R, jolle patee 2'(t) = f (¢, z(t)) kaikilla
t € U ja z(ty) = xo.

Jos differentiaaliyhtélon (4.1) oikean puolen kuvauksen arvo ei riipu muuttujan ¢
arvosta, niin tdma riippuvuus voidaan jattaa pois ja tarkastellaan kuvauksen f : U —
R™ madraaméaa differentiaaliyhtaloa

(4.3) 2'(t) = f(z(1)),

jota kutsutaan autonomiseksi differentiaaliyhtéloksi. Yhtélon (4.3) ratkaisu alkuar-
volla x(tg) = xo on niin ikdén differentioituva kuvaus x : U — R™ joltain avoimelta
vililtd U C R, jolle pétee 2'(t) = f(x(t)) kaikilla t € U ja x(ty) = xo.

ESIMERKKI 4.1. Tasapainoasemasta kulman 6 verran poikkeutetulle, L-pituiselle
ja m-massaiselle heilurille voidaan Newtonin lain mukaan kirjoittaa yhtalo

mv'(t) = —mgsin(6(t))
ja geometrian avulla saadaan yhtalo

u(t) = LO'(t).
26
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Siten heiluri toteuttaa yhtéloparin

0'(t) = zu(t)
V'(t) = —gsin(6(t)).
Merkitaan nyt
O [zt
=) = [U@)} Ja flath) = [—gsmwt»} '
Néin ollen differentiaaliyhtdlo voidaan kirjoittaa muodossa z/(t) = f(z(t)).

ESIMERKKI 4.2. Olkoon A, a € R. Alkuarvotehtavan

ratkaisu on z(t) = aeM.

ESIMERKKI 4.3. Olkoon A, Ao, a,b € R. Alkuarvotehtévéan
= My z1(0) =a
LL’IQ = )\21’2 .TQ(O) =b

{xl (t) = aeM!

15(t) = aet.

ratkaisu on

Differentiaaliyhtélo voidaan esittdd myos matriisimuodossa, jolloin
2'(t) = Ax(t),
missé
A = diag(A, \2) = ﬁ]l ;\)} ja x = {xl] :
2

Talloin ratkaisu x on vektorimuodossa

o) = [

ae

Korkeamman kertaluvun differentiaaliyhtélét voidaan muuntaa ensimmaéisen ker-
taluvun ryhmiksi. Esimerkiksi kolmannen kertaluvun differentiaaliyhtalo

y"(t) = g(t,y(t),y' (1), y" (1))
muunnetaan seuraavasti: Asetetaan
z1(t) = y(t), () =y'(t), ws3(t) =y"(t),

jolloin saadaan

i (t) = z2(t)

wy(t) = w3(t)

z5(t) = g(t, 21(1), w2(t), w3(1)).
Muut kuin kolmannen asteen differentiaaliyhtélot ratkaistaan vastaavasti. Téassé tyos-

sé riittad siis tarkastella ensimmaéisen kertaluvun differentiaaliyhtéloité, silla muut
voidaan aina palauttaa siihen.
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ESIMERKKI 4.4. Ratkaistaan toisen asteen differentiaaliyht&lo
(4.4 y/(1) + y(t) = 0,
jonka kaikki ratkaisut ovat muotoa
y(t) = acost + bsint,

kun tiedetddn alkuarvot y(0) = a ja y/(0) = b. Asetetaan z1(t) = y(t) ja xo(t) = ¥/ (¢).
Talloin yhtélo (4.4) on muotoa

(1) = 2300
9 {%@%Z—m@)

Matriisimuodossa kirjoitettuna yhtalo (4.5) on siis 2/(t) = Az (t), missé

0 1
4= {_1 0] |
Nyt koska 2'(t) = Axz(t), niin yhtéaloparin (4.5) yleinen ratkaisu saadaan yhtélosta
z(t) = A712/(t) eli
() = acost + bsint
- |—asint + bcost| "’

Olkoon nyt A(t) n x n-matriisi ja b(t) vektori siten, ettd kaikki niiden komponentit
a;;(t) ja b;(t) ovat jatkuvia funktioita, kun ¢, 7 = 1,..., n. Télléin differentiaaliyhtélod

(4.6) () = A(t)z(t)
kutsutaan lineaariseksi homogeeniseksi yhtédloksi ja differentiaaliyhtaloa
(4.7) 2'(t) = A(t)z(t) + b(t)

kutsutaan lineaariseksi epdhomogeeniseksi yhtéloksi. Jos A ei riipu muuttujasta ¢, on
kyseessd vakiokertoiminen yhtélo ja jos differentiaaliyhtédlod ei voi esittdd muodossa
(4.7), niin sitd kutsutaan epélineaariseksi. Téssé tyossd tarkastellaan vain lineaarisia
vakiokertoimisia differentiaaliyhtaloita.

4.2. Lineaarinen vakiokertoiminen differentiaaliyht&lo

Todistetaan ensin, ettd alkuarvotehtédvén, jossa differentiaaliyhtdlé on vakioker-
toiminen ja homogeeninen, ratkaisu on eksponenttifunktion muodossa kuten néhtiin
jo esimerkissd 4.2. Naytetddn myos, ettéd ratkaisu on yksikésitteinen.

LAUSE 4.5. Olkoon A € M,,. Alkuarvotehtivin z'(t) = Ax(t), z(0) = zo ainoa

ratkaisu on v : R — R, x(t) = e'zy.

Tobistus. Koska suppenevia potenssisarjoja saa derivoida termeittiin, niin eks-
ponenttifunktion derivaatta tunnetaan ja voidaan kirjoittaa yhtalo

2 (t) = % (e"'zo) = Ae' g = Ax(t)

kaikilla t € R, joten z(t) on differentiaaliyhtdlon ratkaisu.
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Jos y : R — R" on alkuarvotehtédvan ratkaisu, niin voidaan maarittaa kuvaus
z: R — R" asettamalla z(t) = e *y(¢). Nyt

Z(t) = —Ae y(t) + Ae y(t) = (A — A)ey(t) = 0,
A

joten z on vakiokuvaus z(t) = . Siispd kuvauksen z médritelmén nojalla y(t) = e*x
ja néin ollen differentiaaliyhtélon ratkaisu on yksikésitteinen. O

Edellisen lauseen 4.5 alkuarvotehtdvin ratkaisun voi kuitenkin kirjoittaa myds
toisella tavalla. Tarkastellaan vield sité, silld sen avulla ndhdédéan selvemmin ratkaisu-
kéyrien kayttdytymisen perusteet.

Olkoon matriisilla A ominaisarvot Ai, \o,..., A\, ja niitd vastaavat lineaarisesti
riippumattomat ominaisvektorit vy, vs, ..., v,. Nyt koska matriisi A ja sen eksponent-
tifunktio e diagonalisoituvat samassa kannassa, niin niilli on samat ominaisvekto-
rit. Ominaisvektorille v; voidaan siis kirjoittaa, etté et4v; = e*v;. Vastaavasti muille
ominaisvektoreille, joten lineaarisuuden perusteella differentiaaliyhtélon «'(t) = Ax(t)
ratkaisu ominaisvektorikannassa on

(4.8) z(t) = creMuy 4 ey + - -+ e,
Talloin alkuehdosta z(0) = o saadaan
v+ tev,=x9 eli Ve=xg

jolloin ¢ = V~txg, missd ¢ = (c1,...,¢,) ja V = [vl vy ... Un]. Niin saadaan
ratkaisu

z(t) =V Vi,

e)\nt

joka taas on standardikannassa. Téstéd voidaan péatelld, ettd V' on ratkaisun kannan-
vaihtomatriisi ominaisvektorikannasta standardikantaan ja V! taas péinvastaiseen
kannanvaihtoon. Nyt ratkaisun (4.8) etuna on se, ettd siitd ndhdaén selvésti ratkai-
sun kulkusuunta, kun ominaisarvot A ovat positiivisia tai negatiivisia ja kun ¢ — oo.

Seuraavaksi tarkastellaan tason lineaarisia differentiaaliyhtaloité, joissa A on 2 x 2-
matriisi. Ratkaisuja on nyt ominaisarvojen merkeistd riippuen eri tyyppejé. Jos mat-
riisilla A on kaksi positiivista ominaisarvoa, ratkaisukayrat lahtevit origosta ja ori-
goa kutsutaan ldhteeksi. Jos matriisilla A on kaksi negatiivista ominaisarvoa, rat-
kaisukéyrat lahestyvit origoa ja origoa kutsutaan nieluksi. Jos taas matriisilla A on
kaksi erimerkkistd ominaisarvoa, origoa kutsutaan satulaksi. Tarkastellaan tapauksia
esimerkkien avulla.

ESIMERKKI 4.6. Matriisilla
11
L
on ominaisarvot A\; = 1 ja Ay = 2 sekd ominaisvektorit v; = (1,0) ja vo = (1,1).
Matriisi A on siis diagonalisoituva ja voimme kirjoittaa yhtélon A = VAV ™! missi

1 0] . 11
wloe worel]
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jolloin
” a1 (1 1] et 0] [1 —1 el e? — et
et =Ve'VT = 2t = or | -
0 1/ |10 e 0 1 0 e

Alkuarvotehtiavan o' (t) = Ax(t), z(0) = xq

— et
2t

kun xy = (a1, ay). Toisaalta ominaisvektori

et

0

€2t

z(t) = elay = {

x(t) = c1ef {é
kun
Tog =01 {
mistd ndhdédén, ettéd ratkaisut
| () | = oo,

Kuvassa 4.1 on joitakin ratkaisukéyria eri

ratkaisu standardikannassa on siten

- [

kannassa ratkaisu on

a1
a2

a; — a2)€t + a2€2t

aqe?t

| 1
+ C2€2t |i1‘| ,

kun t — oo.

alkuarvoilla xy. Kaikki ratkaisut kulkevat

siis origosta poispéin ja origoa kutsutaan ldhteeksi.

>

Kuva 4.1. Léhde (Eirola & Nevanlinna, 2004, s. 10)

ESIMERKKI 4.7. Matriisilla

—2
—1

—1
—2
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on ominaisarvot A\ = —3 ja Ay = —1 seké ominaisvektorit v; = (1,1) ja vy = (1, —1).
Kuten esimerkissé 4.6 saamme

A _ 1 1] [e® 0 % % _ 1 et4e Bt —et 43
1 —1]| 0 ef]|5 -2 2 |—et+e B et |
Alkuarvotehtavin 2'(t) = Ax(t), (0) = z( ratkaisu standardikannassa on siten

L[ (a1 —ag)e™t + (a1 + ag)e™™
_ StAL T 1 2 1 2
o(t) = €z 2 {—(al —az)e™t + (a1 + ag)e?

kun xg = (a1, as). Nyt ratkaisu ominaisvektorikannassa on

como[] (1]

josta ndhdéén, etta ratkaisut
| z(t) || =0, kun t— oc.

Kuvassa 4.2 on joitakin ratkaisukéyrid eri alkuarvoilla xq. Kaikki ratkaisut kulkevat
siis origoa kohti ja origoa kutsutaan nieluksi.

Kuva 4.2. Nielu (Eirola & Nevanlinna, 2004, s. 10)

ESIMERKKI 4.8. Matriisilla
2 -1
]
on erimerkkiset ominaisarvot \; = —2 ja Ay = 3 sekéd ominaisvektorit v; = (1,4) ja
ve = (1, —1). Kuten esimerkeissi 4.6 ja 4.7 saamme

a1 {6215 +4e3t o2t 63?

(& = = _ _
5 e 2t_€3t de 2t+63t
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Alkuarvotehtavin o'(t) = Ax(t), (0) = z( ratkaisu standardikannassa on siten

() = gy = 1 [

(a1 + az)e™ + (4da; — ay)e® }
5

(4ay + 4az)e™? + (—4ay + az)e®

kun oy = (a1, az). Kuvassa 4.3 on joitakin ratkaisukéyrié eri alkuarvoilla . Ominais-
vektorikannassa ratkaisu on

o |1 1
z(t) = cre”* LJ + coe® {_1} :

josta ndhdaén, ettd kaikki ratkaisut kulkevat origoon péin ominaisvektorin v; suun-
taista suoraa pitkin ja etddntyvét asymptoottisesti ominaisvektorin v, suuntaan, ku-
ten kuvasta 4.3 myos ndhdaan. Tatd kutsutaan satulaksi.

4

Kuva 4.3. Satula (Eirola & Nevanlinna, 2004, s. 11)

Edellé tarkasteltiin differentiaaliyhtdloiden 2'(t) = Ax(t) ratkaisuja, kun matriisi
A oli reaalinen. Seuraavaksi késitelldan kaikki kompleksiset tapaukset.

Jos reaalisella matriisilla B on kompleksisia ominaisarvoja, jotka ovat siis muotoa
« £ i, niin 2 X 2-matriisi B on similaarinen matriisin

a=[% 2]

kanssa, kun «, f € R, 8 # 0. Talloin alkuarvotehtéavan

= Ax
z(0) = (a,b)
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ratkaisu on kuvaus z : R — R2?,
o cos(ft) sin(St)
z(t) = e (a [— sin(ﬁt)] +b [cos(ﬁt)}) :

Kun tiedetdéin ominaisarvoa A = « + i3 vastaava ominaisvektori w = u + iv, niin
ominaisarvoa A = a — 8 vastaava ominaisvektori w saadaan yhtédlostd Aw = \w,
joten w = u — iv. Ratkaistaan nyt differentiaaliyhtélo @/ = Ax. Yhtalon Aw = Aw eli

Alu+iv) = (a +if)(u+ ) = (au — fv) +i(fu + av)
reaali- ja imaginaariosista saadaan
Au = au — pv , a B
i A = .
{AU:&HM i Afu o] =[u o {_ﬁ a]

Eksponenttifunktio saadaan nyt laskettua vastaavasti sini- ja kosinifunktioiden sarja-
kehitelmien avulla kuten esimerkissa 2.4, silld matriisit

1_10'. 0 1
I (R S A S A

kommutoivat, joten voidaan kdyttda lausetta 2.6:

e I 20 S B e
ot { cog(ﬁt) sin(ﬁt)} .
—sin(fGt) cos(Bt)

Néin ollen differentiaaliyhtdlon ratkaisu alkuarvolla zg = ¢ = (¢, ¢2) on

ot cos(ft)  sin(ft)
(4.9) z(t) = e [u ] [_ sirg(ﬁzf) cosiﬁt)] c,

missé ¢ on koordinaattivektori vektorien u ja v muodostamassa kannassa. Ratkaisu
voidaan kuitenkin muuntaa standardikantaan kuten seuraavissa esimerkeissé tehdaén.

9 -8
1=l =

on kompleksinen ominaisarvopari A o = 1 &£ 8¢. Vektorit

f] o[

toteuttavat yhtalon (4.9), joten differentiaaliyhtilon 2'(¢) = Az (t) ratkaisu vektorien
u ja v muodostamassa kannassa saadaan seuraavasti, kun alkuarvo z(0) = cyu + cov:

0= [y S [t oo [
o [(01 — ¢3) cos(8t) + (c1 + ¢2) sin(8t)]
—2¢9 cos(8t) + 2¢q sin(8¢) '

ESIMERKKI 4.9. Matriisilla
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Alkuarvon x(0) = a toteuttava ratkaisu standardikannassa taas saadaan ratkaisemalla

seuraava yhtalo
C1 C1 — Co aq
0=l o [2) = |57 - o)

ja sijoittamalla saadut arvot ¢; = a1 — %aQ jacg = —%ag, jolloin saadaan ratkaisu
2(t) = et ay cos(8t) + (ay — az) sin(8¢)
7 |agcos(8t) + (2a; — ag) sin(8t) |

Ratkaisukéyrat kulkevat spiraalimaisesti origosta poispéin kuten kuvassa 4.4, jossa
on kahdesta eri alkuarvosta ldhtevit kdyrat. Huomataan siis, ettd koska matriisin A
ominaisarvojen reaaliosat ovat positiiviset, niin

|| (t) || = o0, kun t — oo.

Téata kutsutaan epéastabiiliksi fokukseksi.

|
-
=
o
o
i

Z v

Kuva 4.4. Epéstabiili fokus (Eirola & Nevanlinna, 2004, s. 12)

a= 72

on kompleksinen ominaisarvopari A; o = —2 % . Vektorit

<[] ool

toteuttavat yhtélon (4.9), joten differentiaaliyhtilon 2'(tf) = Az (t) ratkaisu saadaan
kuten esimerkissa 4.9:

o |(c1 +cg)cost 4 (—cp + o) sint
z(t) =e { crcost + copsint :

ESIMERKKI 4.10. Matriisilla
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Alkuarvolla z(0) = a ratkaisu standardikannassa on

_ot |ay cost + (—ay + 2ag) sint

o(t) =e¢ azcost + (—ay + ag)sint |

Nyt ratkaisukayrat kulkevat spiraalimaisesti kohti origoa kuten kuvassa 4.5, jossa on
11 eri alkuarvosta lihtevat kiayrit. Nyt huomataan, ettd koska matriisin A ominai-
sarvojen reaaliosat ovat negativiiset, niin

| z(t) || =0, kun t— oc.

Tata kutsutaan stabiiliksi fokukseksi.

Kuva 4.5. Stabiili fokus (Eirola & Nevanlinna, 2004, s. 12)

Esimerkeistd 4.9 ja 4.10 huomataan vield, ettd ominaisarvojen reaali- ja imagi-
naariosien suhde vaikuttaa sithen kuinka paljon ratkaisukayrét kiertavét. Stabiilisuus
taas edelleen tarkoittaa sitéd, ettd ratkaisut eiviat pakene origosta. Palataan siihen
myShemmin.

Nyt tarkastellaan muuttujanvaihtoa, jota kidytetéddn seuraavassa esimerkissé. Jos
n X n-matriisi A on similaarinen n X n-matriisin B kanssa, niin differentiaaliyhté-
16 ' = Bz alkuarvolla z(0) = z( voidaan ratkaista muuttujanvaihdolla. Pétee siis
A = CBC™! jollain kidntyvilld matriisilla C. Tilloin differentiaaliyhtilon 3y’ = Ay
ratkaisu alkuarvolla y(0) = C'zy on y = Cz. Matriisi C' on siis muuttujanvaihtomat-
riisi, joka liittda alkuarvotehtévéat toisiinsa.

Muodostetaan nyt 3-ulotteinen esimerkki, jossa kéytetddn myos muuttujanvaih-
toa.
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ESIMERKKI 4.11. Matriisilla

—14 —160 —40
A= 1181 5 2
96 84 18

on kompleksinen ominaisarvopari \; o = 6 £ 180i ja sitd vastaavat yhtalon (4.9) mu-
kaiset vektorit v = (—1,1,1) ja v = (1,1,0). Liséksi matriisilla A on yksi reaalinen
ominaisarvo A3 = —3 ja sitd vastaava ominaisvektori w = (0, —1,4). Nyt voidaan
muodostaa matriisi

-1 1 0
V=[u v w=|1 1 -1},
1 0 4

jolloin A = VBV ™!, missd matriisi B muodostuu matriisin A ominaisarvojen reaali-
ja imaginaariosista seuraavanlaisesti:

6 180 0
B:B _03}— ~180 6 0
0 0 -3
eli
6 180
¢= [—180 6 }

on kompleksista ominaisarvoparia vastaava 2 x 2-matriisi. Nyt jos y on differenti-
aaliyhtdlon y/(t) = By(t) ratkaisu, niin muuttujanvaihdon avulla saadaan yht&lon
2'(t) = Az(t) ratkaisu © = Vy. Ratkaistaan ensin eksponenttifunktio

et 0
etB = |: 0 e—3t:| 9

missd €' voidaan laskea seuraavasti yhtilon (4.9) avulla:
PO bt —1 1] | cos(180t) sin(180¢)
1 1| |—sin(180¢) cos(180¢)
6t |—cos(180t) — sin(180¢) —sin(180¢) + cos(180t)
N cos(180t) — sin(180t)  sin(180¢) + cos(180¢) |-
Talloin differentiaaliyhtilon ¢/ (t) = By(t) ratkaisu on
y(t) =e'Pe
[0 (— cos(180t) — sin(180t)) €% (—sin(180t) + cos(180t)) 0 1
= | e%(cos(180t) — sin(180t)) €% (sin(180¢) + cos(180t)) 0 Co
0 0 e 3 |es
€% ((—c1 + c) cos(180t) + (—c; — o) sin(180¢))
= | €%((c1 + ¢2) cos(180¢) + (—c1 + o) sin(180¢))

a3t

Alkuarvolla y(0) = a ratkaisu on

e (ay cos(180t) — ag sin(180¢))
y(t) = | €% (ag cos(180t) + ay sin(180t))

aze3t
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Nyt siis muuttujanvaihdon avulla saadaan differentiaaliyhtélon o/ (t) = Az(t) ratkaisu,
joka on

a1e%(— cos(180t) — sin(180t)) + ase® (cos(180t) — sin(180¢))
z(t) = Vy(t) = |a1e%(cos(180t) — sin(180t)) + aze(cos(180¢) + sin(180¢)) — aze™>
% (a1 cos(180t) + as sin(180t)) + daze >

Ratkaisukdyra alkuarvolla 2(0) = a muodostaa kuvan 4.6 mukaisen 3-ulotteisen spi-
raalin, kun a & w. Spiraali siis ldhtee vektorin w ldhelta ja kulkee kohti origoa, silla
jos ratkaisun kirjoittaisi ominaisvektorikannassa, niin vektorin w kerroin olisi =%,
joka lihestyy nollaa, kun t — oo. Vektoreiden u ja v kertoimina olisi silloin €% seki
sini- ja kosinitermien jokin kombinaatio. Sini- ja kosinitermit aiheuttavat ratkaisu-
kiyrin pyorivan liikkeen ja termi e® taas aiheuttaa sen, etté ratkaisu kulkee poispéin

origosta.

KuvA 4.6. Spiraali (Eirola & Nevanlinna, 2004, s. 13)

Nyt on néytetty ratkaisutapoja lineaarisille homogeenisille differentiaaliyhtéloille
yleensé 2-ulotteisissa tilanteissa. Esimerkissa 4.11 taas oli kyse 3-ulotteisesta tilantees-
ta ja ratkaisun méaarittdminen oli jo melko tyolastia. Seuraavassa luvussa tarkastel-
laan lineaaristen differentiaaliyhtéloiden ratkaisukayrien kayttaytymistéd tarkemmin.
Sitd ennen tarkastellaan kuitenkin paria erikoistapausta, joissa differentiaaliyhtélon
2'(t) = Ax(t) matriisina A on Jordanin lohko seké lopuksi yleisen lineaarisen diffe-
rentiaaliyhtalon ratkaisua.

Jos matriisi A on similaarinen Jordanin matriisin

Al
JA:|:0 )\:|7
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niin kuvaus z : R — R?,

ZL‘(t) _ e/\t |:Cl —; tb:|
on differentiaaliyhtdlon
A .
=10 A7

ratkaisu alkuarvolla z(0) = (a, b).

Kun zg = (z1,...,x,) € R", niin alkuarvotehtévin

A1
Ao 1
= z, x(0) = zg
Ao 1
Ai
ratkaisu on
2 rotnTl ]
1 t % (n—1]!
0 1 / n
a(t) =M |0 + a0 [0 +ay [ 1|+ 4z, | . |)
: : : ¢
0 0 0 1

Ratkaisu seuraa yhtdlostd (3.3) ja esimerkistd 2.5 eli kun tiedetddn mitd Jordanin

lohkon eksponenttifunktio on.
Muodostetaan vield yleinen ratkaisu lineaariselle vakiokertoimiselle differentiaa-

liyhtélolle.
LAUSE 4.12. Alkuarvotehtivin x'(t) = Az(t) + b(t), x(ty) = x¢ ainoa ratkaisu on

t
z(t) = et 104z, —|—/ e=9)4p(s)ds.

to

Tobistus. Ratkaisu x toteuttaa alkuehdon, silla

to
z(tg) = eto~t0) Az, 4 / 0= 4p(s)ds = .

to

Sitten koska ratkaisu x voidaan kirjoittaa muodossa

t
z(t) = et 4 etA/ e b (s)ds,

to

niin tulon derivointisdannolla saadaan
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d bd
1y @ (t—to)A (t—t)A (t—s)A
2 (¢) ¢ To+e b(t) + /to e b(s)ds

t
=Aet=t) Az 4 b(t) + / At =94 (s)ds

to
t
=A <e(t_t°)A:E0 +/ e(t_s)Ab(s)dS) + b(t)
to
=Ax(t) + b(t).
Lisdksi kahden ratkaisun x; ja x5 erotus toteuttaa
d .
T (21(t) — 22(t)) = A(z1(t) — 22(?)) Ja 21(0) —22(0) =0,

joten x1(t) = x9(t) kaikilla ¢. Niin ollen ratkaisu on yksikésitteinen ja véite pitda
paikkansa. O



LUKU 5

Differentiaaliyhtdléryhmien tasapainopisteiden stabiilisuus

Miééritellddn ensin tasapainopiste eli piste p on differentiaaliyhtaloryhmén /() =
f(z(t)) tasapainopiste, jos funktio

x(t) =p

on ratkaisu kaikilla ¢. Néin on erityisesti, kun f(p) = 0. Differentiaaliyht&loryhméan
eli systeemin ratkaisukédyrien kayttaytymistd kutsutaan stabiilisuudeksi eli kun rat-
kaisukéyrat pysyvét rajoitetulla etdisyydelld tasapainopisteestéd tai lahestyvét sité,
systeemin tasapainopiste on stabiili. Jos taas ratkaisukéyrit pakenevat pois tasapain-
opisteesté, se ei ole stabiili. Téassd luvussa tarkastellaan lineaaristen differentiaaliyh-
taloiden tasapainopisteiden stabiilisuutta. Myos epélineaarisille differentiaaliyhtéloille
stabiilisuutta voi selvittda tutkimalla tasapainopisteen ympéristod, mutta ei kuiten-
kaan menné siihen téssi tyossa.

Lineaarisella homogeeniselld differentiaaliyhtalolla o'(t) = Ax(t) origo on tasa-
painopiste, silld kun x(0) = 0, niin z(¢) = 0 kaikilla ¢. Tulee siis tarkastella miten
muut ratkaisut eli ratkaisukayrit kiayttaytyvit. Tapauksessa 2'(t) = Axz(t) sanotaan,
ettd origo on stabiili tasapainopiste, jos kaikille ratkaisuille pétee:

sup [| z(t) || < oo,
>0

ja ettd origo on asymptoottisesti stabiili, jos kaikille ratkaisuille pétee:
li =0.
() =0

Lineaarisen epahomogeenisen differentiaaliyhtialon ' = Ax + b tasapainopiste taas
on, kun A on kdantyva matriisi, yhtdlon Axg + b = 0 ratkaisu

o = —A_lb.

Luvun 4 esimerkeissé 4.7 (nielu) ja 4.10 (stabiili fokus) origo oli siis asymptoottisesti
stabiili, ja muissa eli esimerkeissd 4.6 - 4.11 epéstabiili.

ESIMERKKI 5.1. Differentiaaliyhtélon

v =y §] a0

ratkaisut ovat

_ [cos(3t) — 3 sin(3t) 2 sin(3t)
x(t) = { —2sin(3t) cos(3t) + %Sin(?)t)] z(0).

T&lloin origo on stabiili tasapainopiste, mutta ei asymptoottisesti stabiili. Téllaisessa
tapauksessa origoa kutsutaan keskukseksi.

40
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Kuva 5.1. Keskus (Eirola & Nevanlinna, 2004, s. 22)

Lineaaristen differentiaaliyhtaloiden
¥ =Axr ja 2'=Ax+b

tasapainopisteiden stabiilisuutta voidaan selvittdd matriisin A ominaisarvojen A € C
ja -vektoreiden avulla. Systeemin tasapainopiste on stabiili tdsmélleen silloin, kun
sen ominaisarvojen reaaliosat Re A < 0 ja lisiksi niilld ominaisarvoilla, joilla my(X\) <
mq(A) péitee Re A < 0. Jos lisiksi kaikkien ominaisarvojen Re A < 0, niin tasapain-
opiste on asymptoottisesti stabiili. Jos taas jokin ominaisarvoista A > 0, niin systeemi
on epéstabiili.

Stabiilissa tilanteessa tdmé& perustuu siithen, ettd jos Re A = « ja jos a < 0, niin
kerroin e aiheuttaa sen, ettd ratkaisu ldhestyy tasapainopistetti, kun ¢ — oo. Kun
taas o > 0, niin kerroin e* aiheuttaa sen, etti ratkaisun normi kasvaa rajatta, kun
t — o0, joten systeemin tasapainopiste on silloin epéstabiili. Kun « = 0, niin ratkai-
sut parametrisoivat ellipsin, kuten esimerkissa 5.1.

Muodostetaan lopuksi vield tdsmaélliset ehdot lineaarisen differentiaaliyhtélon ta-
sapainopisteen stabiilisuudelle ja asymptoottiselle stabiilisuudelle. Niiden avuksi tulee
kuitenkin ensin antaa méaaritelmia ja esittdd kaksi lemmaa.

Olkoon A(A) matriisin A ominaisarvojen A joukko. Mééritellaédn sitten luku a(A)
siten, ettd

a(A) = max Re.
AEA(A)

Lukua a(A) kutsutaan matriisin A spektraaliabskissaksi. Joukko M« taas on niiden
matriisien A joukko, joille péatee:

(i) a(A) <0 ja
(ii) jos A € A(A) ja Re A = 0, niin ominaisarvolle A patee my(A) = m4(A).

LEMMA 5.2. Jos a(A) < 0, niin

lim et = 0.
t—o00
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TobpisTus. Olkoon matriisin A Jordanin muoto
J()\l, T‘l)
Ja=V 1AV =
JO‘qa Tq)
Talloin
tJ()\l,T'l)

etA:VetJAv—IZV V_l,

joten riittda nayttad, etta

lim /37 =0
t—o0 ’

kun Re A < 0. Matriisin /") ylikolmio-osan alkiot ovat muotoa %e”\t. N&ama, kaikki
lahestyvit nollaa, sillé

lim /e % =0
t—o00

kaikilla j € R, kun § > 0. [

LEMMA 5.3. Kaikilla > o(A) on olemassa Kz siten, ettd

e || < Kpe'?,

kun t > 0.

TobpISTUS. Jos A = XDX ™! niin

A—BI=X(D—BNX,
jolloin lauseen 1.17 nojalla
a(A—pI) =a(A) - p.

Nyt kun 8 > a(A), niin a(A — BI) = a(A) — 5 < 0, joten lemman 5.2 perusteella

lim /A=%D = .
t—o0

Siis on olemassa

K5 = max || ™50 | .
>0
Nyt etA=AD) = ¢=t8et4 joten
e[| < Kge',
kun t > 0. O

Nyt asetetaan stabiilisuuden ehdot.

LAUSE 5.4. Seuraavat kohdat ovat yhtapitavid:
(i) Origo on differentiaaliyhtilon '(t) = Ax(t) stabiili tasapainopiste.
(i) A € M.

(iii) On olemassa K siten, etti || e || < K, t > 0.
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TODISTUS. (i) = (ii): Jos A on matriisin A ominaisarvo ja u sitd vastaava
ominaisvektori siten, ettd Re A > 0, niin () = ¢"*u on differentiaaliyhtilon
2'(t) = Ax(t) rajattomasti kasvava ratkaisu. Jos taas Re A = 0 ja Av—A\v = u,
kun mgy(A) # m,(A), niin rajoittamattoman ratkaisun antaa

z(t) = v + teu.

Nain ollen, jos origo on stabiili tasapainopiste, niin on oltava A € M.
(ii) = (iii): Olkoon A € M<j ja J4 = V-'AV kuten lemman 5.2 todistuksessa.

Talloin

le < el V| max || e [ vt

<j<q

silld kun

M,

M = , niin || M || <cmax || M; ||
M 1<j<q
q
lausetta 1.4 soveltamalla. Jos nyt Re A\; = 0, niin r; =1 ja
” etJ()\j,l) H :l et)\j |: etReAj — 1.

Jos taas Re \; < 0, niin lemman 5.2 perusteella
| e/Pim) | =0, kun t — oo,
joten tadméi on rajoitettu kaikilla ¢ > 0. Néin ollen 16ytyy K siten, ettd
e < K.
(ili) = (i): Koska
Fa(@) < e Il 2(0) | < & || 2(0) I

niin ratkaisu on rajoitettu ja origo on stabiili tasapainopiste.
O

LAUSE 5.5. Seuraavat kohdat ovat yhtdapitdvia:
(i) Origo on differentiaaliyhtilon o'(t) = Ax(t) asymptoottisesti stabiili tasa-
painopiste.
(i) a(A) <O0.
(iii) On olemassa B < 0 ja K siten, ettd || et || < Ke'?, t > 0.
TODISTUS. (i) = (ii): Olkoon a(A) > 0 ja A € A(A) siten, ettd ReA > 0
ja ro vastaava ominaisvektori. Talloin z(t) = e*xy on differentiaaliyhtilon
2/ (t) = Az(t) erés ratkaisu ja
| 2(t) |= B | 2y |+ 0, kun ¢t — oo.
Néin ollen, jos origo on asymptoottisesti stabiili, niin on oltava a(A) < 0.
(ii) = (iii): Koska a(A) < 0, niin on olemassa f siten, ettd a(A) < f < 0 ja
véite seuraa lemmasta 5.3.
(iii) = (i): Kun t — o0, 5 <0 ja
Fo(@) <[l e [l wo | < Ke' || o |,

niin ratkaisu lahestyy nollaa ja viite seuraa.



LIITE A
Merkintoja

Merkintd Selitys

R Reaalilukujen joukko

C Kompleksilukujen joukko: C = {(a,b) : a,b € R} ={a+ib:a,b € R}
K RUC: z € K" z € R" tai x € C"

I Yksikkomatriisi: 1 = diag(1,1,...,1)

D Diagonaalimatriisi: D = diag(dy, ... ,d,)

det(A) Matriisin A determinantti

A(A) Matriisin A ominaisarvojen A joukko

M, n X n-matriisien joukko

E, R™:n luonnollinen kanta: FE,, = {e1,es,...,€,}

(x| y) Sisétulo: (z | y) = > 1, ziyi, ¢,y € R”

I Normi: | - |= (- | )3

ma(N) Ominaisarvon A algebrallinen kertaluku

mg(A) Ominaisarvon A geometrinen kertaluku

Re z Kompleksiluvun z reaaliosa: Re z = a, kun z = a + b

Im 2 Kompleksiluvun z imaginaariosa: Im z = b kun z = a + ib
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