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Tamén tutkielman tarkoituksena on tutkia, millaisia ovat yhden muuttujan reaa-
lifunktion epéjatkuvuuspisteiden joukot. Tutkielmassa ldhdetddn liikkeelle funktion
jatkuvuudesta yleisesti ja lopussa on pieni tutkimus siitd, mité lukion differentiaali-
ja integraalilaskennan kurssilla olevat oppilaat ymmartavit jatkuvuudesta ja epéjat-
kuvuudesta.

Téasséd tutkielmassa epéjatkuvuuksia luokitellaan kolmella eri tavalla. Yksinker-
taisin tapaus on poistuva epédjatkuvuus. Siind funktiolla on raja-arvo, mutta se ei
ole sama kuin funktion arvo siinéd pisteessd. Hyppéysepédjatkuvuudessa funktiolla ei
ole reaalista raja-arvoa. Taméa johtuu siité, ettéd toispuoleiset raja-arvot ovat olemas-
sa, mutta ne ovat erisuuret. Oleellisessa epéjatkuvuudessa funktiolla ei ole reaalista
raja-arvoa ja lisdksi ainakaan toista toispuoleisista raja-arvoista ei ole olemassa.

Toisessa luvussa padstiaan kéasiksi sithen, millaisia ovat funktion epéjatkuvuuspis-
teiden joukot. Ensin todistetaan, ettd mikéd tahansa dérellinen joukko A on reaa-
lifunktion epéjatkuvuuspisteiden joukko. Lopuksi saadaan tulos, ettd mikéd tahansa
numeroituva dédreton joukko on rajoitetun monotonisen funktion epéjatkuvuuspistei-
den joukko ja lisdksi monotonisen funktion epdjatkuvuuspisteiden joukko on enintéaéan
numeroituva. Jotta saadaan todistetuksi lopulta se, ettd reaalifunktion epédjatkuvuus-
pisteiden joukko on numeroituva yhdiste suljetuista joukoista, niin tarvitaan funktion
heilahtelun méaritelméé. Joukkoa kutsutaan F,-joukoksi, jos se on numeroituvan mo-
nen suljetun joukon yhdiste.

Kaikki joukot A C R luokitellaan kahteen kategoriaan; ensimmaéiseen ja toiseen.
Joukkoa kutsutaan ensimmaéisen kategorian joukoksi, jos se on numeroituva yhdiste
ei missdén tiheistd joukoista. Toisen kategorian joukoksi kutsutaan sellaista joukkoa,
joka ei kuulu ensimmaéiseen kategoriaan. Esimerkiksi numeroituva joukko on ensim-
méisestd kategoriasta, koska jokainen piste on ei missdén tihed. Jokainen vili on toi-
sesta kategoriasta. Toisen kategorian joukot ovat ylinumeroituvia, mutta ensimmaéisen
kategrian joukot eivét aina ole numeroituvia. Koska irrationaalilukujen joukko kuu-
luu toiseen kategoriaan voidaan siten todistaa, ettéd irrationaalilukujen joukko ei ole
F,-joukko ja siten se ei myoskéaian voi olla funktion epéjatkuvuuspisteiden joukko.

Viimeisessa luvussa tarkastellaan epédjatkuvuutta ja jatkuvuutta kouluopetukses-
sa ja erityisesti differentiaali- ja integraalilaskennan jatkokurssilla. Luvussa analysoi-
daan, miten eri oppikirjoissa jatkuvuus opetetaan ja miten koulukohtaisissa opetus-
suunnitelmissa huomioidaan funktion jatkuvuus. Tutkimuksessa ilmeni, etté yleisin
virhekésitys oppilailla on, ettd funktio on epéjatkuva pisteessé, jossa sité ei ole edes
méaritelty.
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Johdanto

1700-luvulla reaalifunktiot olivat padsdantoisesti alkeisfunktioista muodostettuja
ja siten jatkuvia lukuun ottamatta korkeintaan yksittéisia pisteitd. Silloin mika ta-
hansa kdyra méériteltiin funktioksi, tai jos jokaista x vastaa yksikésitteinen dérellinen
y, niin y on pisteen = funktio. Funktion mééritelmé, joka nykyéian on kéytossd, on
perdisin 1800-luvulta. Dirichlet mééritti funktion seuraavasti: Funktio f : A — B
koostuu kahdesta joukosta, méérittelyjoukosta A ja arvojoukosta B, ja sddnnosti,
joka madrittaad jokaiselle x € A yksikésitteisen y € B. Dirichlet oli ensimméinen ma-
temaatikko, joka kiinnitti huomiota sellaisten funktioiden olemassaoloon, jotka ovat
epdjatkuvia ddrettoméan monessa pisteessa.

Téamén kirjoitelman tarkoituksena on tutkia, millaisia ovat yhden muuttujan re-
aalifunktion epajatkuvuuspisteiden joukot. Tutkielmassa kiydadn ensin 1api mité jat-
kuvuus yleisesti tarkoittaa ja méaritellién, millaisia erilaisia epédjatkuvuuksia on ole-
massa. Tutkielman lopussa tullaan mielenkiintoiseen tulokseen, etté irrationaaliluku-
jen joukko ei voi koskaan olla reaalifunktion epéjatkuvuuspisteiden joukko.

Liséksi tutkitaan, mitd lukion integraali- ja differentiaalilaskennan jatkokurssilla
olevat oppilaat kasittavit jatkuvuudesta. Tutkimuksen padkohdat ovat: kasittavatko
oppilaat, ettd funktiolla voi olla ddarettoméan monta epédjatkuvuuskohtaa ja ettéd epé-
jatkuvuuksia on erilaisia. Tutkimus on tehty pienelle oppilasméérélle ja sen tarkoitus
on tukea omaa opettajuuttani. Tutkimus on luonteeltaan tapaustutkimus, joten sen
pohjalta ei voida tehd&d mitédén laajempia yleistyksié.



LUKU 1

Funktion jatkuvuus

1.1. Jatkuvuudesta yleisesti

Intuitiivisesti funktio on jatkuva, jos sen arvot eivit muutu #killisesti mink&éan
pisteen ympéristossa.

MAARITELMA 1.1. Olkoot I C R vili ja piste zg € I. Kuvaus f : I — R on
jatkuva pisteessi xg, jos kaikilla € > 0 on olemassa d > 0 siten, ettd

[f(x) = flzo)| < e

kun z € [ ja |z — x| < 9.
Kuvaus f on jatkuva valilla I, jos f on jatkuva jokaisessa pisteessé zy € [

HuomauTus 1.2. (1) Funktion jatkuvuutta voidaan tarkastella vain niissé
pisteissé, joissa funktio on méaéritelty.
(2) Luku ¢ riippuu funktiosta f ja erityisesti luvusta € ja pisteesté x.
(3) Jatkuvuus tarkoittaa sitd, ettd olipa € miten pieni tahansa, niin funktion f
graafi jad suorien y = f(xg) + € ja y = f(x¢) — € véliin pisteen xq ldhell.

flao)+e - - -0 - .,(:‘:"'_"___/t’:

fzo)

(4) Funktio f : I — R on epédjatkuva pisteessd zo € I, jos f ei ole jatkuva
pisteessé x. Toisin sanoen, jos on olemassa € > 0 siten, ettd jokaisella d > 0
loytyy piste z € I jolle |x — | < §, mutta |f(z) — f(xo)| > €.

(5) Funktio f : I — R on jatkuva pisteessd xy jos ja vain jos sen raja-arvo tassi
pisteessd on olemassa ja on yhtd suuri funktion arvon kanssa téssi kohdassa.
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1.2. EPAJATKUVUUKSIEN LUOKITTELU 3

Télloin funktion vasemman- ja oikeanpuoleisten raja-arvojen on oltava yhtéa
suuret téssé pisteessd xg. Eli

lim f(z) = lim f(x) = f(zo).

+ —
Z‘—>.Z’0 x—>x0

(6) Jatkuvuuden jonokarakterisaatio: Funktio f : I — R on jatkuva pistees-
sé o € I jos ja vain jos

lim f(z,) = f(zo)

n—o0

kaikilla jonoilla (x,), joille pitee x, € I, n =1,2,... ja lim z, = x.
n—o0

1.2. Epijatkuvuuksien luokittelu

Olkoon xq piste erddn funktion f mééarittelyalueesta. Jos zy on epdjatkuvuuspiste
silloin se tarkoittaa, ettd joko lim f(x) ei ole olemassa tai raja-arvo on olemassa,
Tr— X0

mutta f(zg) # lim f(z)

MAARITELMA 1.3. Poistuva epidjatkuvuus: Yksinkertaisin tapaus on, ettd raja-

arvo lim f(x) on olemassa, mutta ei ole yhtékuin f(xq). Kutsukaamme téta poistu-
Tr—r X0

vaksi epéjatkuvuudeksi pisteessa xg.

Sana poistuva tulee siitd, ettd jos madrdisimme uuden arvon funktiolle pisteessi

xo epdjatkuvuus poistuisi. TAméa uusi arvo taytyy olla sama kuin lim f(z).
Tr—xQ

ESIMERKKI 1.4. Funktio f : R — R

_Jx  kunaz #0,
Jw) = {—1 kun z =0

on epajatkuva pisteessd r = 0. Tdmén funktion epédjatkuvuus voidaan poistaa muut-
tamalla sen arvo pisteessa x = 0 nollaksi.

MAARITELMA 1.5. Hyppéaysepédjatkuvuus: Téassi tapauksessa lim f(x) ei ole
T—r X0

olemassa, koska lim f ja lim f ovat olemassa, mutta ne eivit ole yhtasuuret. Siis
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olkoon f(zy) mikéd arvo tahansa, niin piste zy on funktion epéjatkuvuuspiste. Tois-

puoleisten raja-arvojen erotus | lim f — lim+ f| on epéjatkuvuuskohdan hyppéyksen
T—=T( T

pituus.

ESIMERKKI 1.6. Funktio f: R — R

1 kun z > 1,
fl@) = {—1 kun z <'1

on epéjatkuva pisteessi x = 1. Funktion vasemmanpuoleinen raja-arvo lim f(z) =
z—1—

—1 ja oikeanpuoleinen raja-arvo lim+ f(z) = 1 ovat erisuuret ja epajatkuvuuskohdan
1

hyppédyksen pituus on | lim f(z) — lim f(z)|=|—-1-1] =2.
z—1~ z—1t
o

MAARITELMA 1.7. Oleellinen epdjatkuvuus: Téssd tapauksessa raja-arvoa lim f(x)

T— X0

ei ole olemassa ja ainakaan toista toispuoleisista raja-arvoista lim f(x)ja lim f(x) ei
T—=T) z%xé’

ole olemassa. Olkoon f(xg) miké tahansa luku, niin 2y on funktion epéjatkuvuuspis-
te. Tamé& madritelmé kattaa siis kaiken muun mahdollisen epdjatkuvuuden poistuvan
ja hyppéysepéjatkuvuuden lisaksi.

ESIMERKKI 1.8. Rajoittamaton epéjatkuvuus: Funktio f: R — R

L kun z #0,
f(x)_{O kuinz =0



1.2. EPAJATKUVUUKSIEN LUOKITTELU 5

on epdjatkuva pisteessd z = 0. Toispuoleisia reaalisia ja dérellisid raja-arvoja ei ole
olemassa, koska kummassakin tapauksessa funktion arvo karkaa dérettomyyteen.

ESIMERKKI 1.9. Heilahteluepéjatkuvuus. Funktio f(z) = sin 2, kun z # 0, f(0) =
0 on jatkuva muualla paitsi origossa. Origo on epéjatkuvuuspiste, koska edes toispuoli-
sia raja-arvoja ei origossa ole olemassa, vaan funktio heilahtelee sitd rajummin arvojen
—1 ja 1 vililla, mitd ldhempéné origoa ollaan.

f(2) = sin(1/2)

0.5 "1 15

Komentteja: Ylla olevat esimerkit ovat yksinkertaisia esimerkkeja oleellisesta
epajatkuvuudesta. Seuraavaksi kdiymme léapi kaksi hyvin tédrkedé ja hieman vaikeam-
paa esimerkkid. Dirichlet’'n funktion epéjatkuvuus on oleellista epédjatkuvuutta ja
Thomaen funktion epéjatkuvuus on poistuvaa epédjatkuvuutta. Thomaen funktio on
erityisen hyvéa esimerkki, koska siind saamme jo jonkinlaista késitysté siitd, millaisia
voivat olla reaalifunktion epéjatkuvuuspisteidenjoukot.
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ESIMERKKI 1.10. Dirichlet “n funktio. Funktio, joka on epéjatkuva kaikkialla.
Olkoon f : R — R siten, etta

1, jos x on rationaaliluku,
-

0, jos x on irrationaaliluku
Todistetaan, etté funktio f(z) on epéjatkuva kaikkialla.

TopIsTUS. Valitaan e = 3. Olkoon § > 0 mielivaltainen. Jos zp € Q, niin on
olemassa y € |zg — 0,9 + [ ja y € R\Q. Télloin

5@) — ) = 10— 1 =1> 2 ==

joten funktio f on epdjatkuva, kun zq € Q. Jos taas zy € R\Q niin on olemassa
x € |zg — d,x0 + 0[N Q. Tlloin

[f(x) = flzo)| = [1 =0 =1>¢,
joten f on epdjatkuva, kun zy € R\Q. O

ESIMERKKI 1.11. Thomaen funktio. Funktio, joka on jatkuva jokaisessa irra-
tionaalipisteessé ja epéjatkuva jokaisessa rationaalipisteessi. Olkoon T': [0, 1] — R

%, jos x =" missi m € Z, n € N ja ™ on supistetussa muodossa,
T(x)=41, josx=0,
0, josz e R\Q.

05
045
04

035 |
025 |-
02 - + + Q@ L !

0.15

005 +
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TobpisTUS. Oletetaan, ettd x on irrationaaliluku. T&all6in T'(x) = 0. Olkoon n € N.
Koska x ei ole rationaaliluku, ei ole olemassa sellaista lukua m € Z, jolle x = ™ € Q.
Olkoon my € Z siten, ettd z €)™, ™[ Olkoon d,, = min{|z — 22|, [z — Pt} ja
olkoon 0, = min{dy, ...,d,}. Huomaa, ettd 9, < %

Olkoon £ > 0. Valitaan ng € N siten, etté n—lo < . Olkoon § = 9,,. Silloin pisteen
x O-ympdristo ei sisdlla yhtdan rationaalilukua, jonka nimittédja on pienempi tai yh-
tasuuri kuin n. Otetaan mielivaltainen piste y, joka kuuluu pisteen x d-ympéristoon
eli vélille ]z — §,x + 4].

Oletetaan, ettd y on rationaaliluku, jolloin y = ™ # 0 (missdé m € Z, n € N

T(y) — T(w)| = IT(y)| = L < L <.

Jos y on irrationaaliluku silloin T'(y) = 0 ja siten |T'(y) — T'(x)| =0 < e.

Joka tapauksessa olkoon y rationaali- tai irrationaaliluku pétee, ettd kun y kuuluu
pisteen x d-ympéristoon, niin

T(y) -0 <e
ja siten
T(y) = T(x)] <e

Tasta seuraa, ettd funktio 7' on jatkuva mielivaltaisessa irrationaalipisteessa x.

Olkoon z rationaaliluku. Silloin T'(x) # 0. Koska irrationaaliluvut ovat tihedssi
reaalilukuavaruudessa R, on olemassa jono {z,} irrationaalilukuja niin, etti z, —
x. Jatkuvuuden jonokarakterisaation nojalla, jos 7' on jatkuva pisteessd x, silloin
T(z,) — T(z). Mutta kaikilla n € N pétee T(z,) = 0. Tadmi merkitsisi sitd, ettd
T'(x) = 0, joka on ristiriita sille oletukselle, ettd T'(z) # 0. Tésté seuraa, ettd funktio
T ei voi olla jatkuva pisteessi x. O

Kommentteja. Thomaen funktion jatkuvuus irrationaalipisteissa on varsin ham-
méstyttava asia, koska intuitiivisesti funktiota tarkasteltaessa voisi luulla, ettéd funktio
on epéjatkuva kaikkialla kuten Dirichlet’n funktio.



LUKU 2
Reaalifunktion epijatkuvuus

Téssé kappaleessa kdydéadn ensin 1api, millaiset joukot voivat olla yhden muuttu-
jan reaalifunktion epéjatkuvuuspisteiden joukkoja.Tarkastelu aloitetaan yksinkertai-
simmasta tapauksesta eli darellisestéd joukosta reaalilukuja.

LAUSE 2.1. Olkoon A = {ay,as,...,a,} ddrellinen joukko reaalilukuja. Tdlloin on

olemassa rajoitettu funktio f : R — R, jonka epdjatkuvuuspisteiden joukko on joukko
A.

Tobistus. Olkoon f joukon A karakteristinen funktio

f(x):{l josx=a, € A,

0 muualla.

Ensimmaéiseksi pitdé osoittaa, ettd funktio f on epédjatkuva joukossa A. Valitaan
e = 1. Olkoon 7 € A ja valitaan z € |zg—0, z9+0[ siten, ettd z ¢ A. Télldinen piste z
loydetadn, koska olkoon ¢ miten ldhelld tahansa pistetta g, niin aina 16ydetéaéan piste
x ¢ A, joka on lihempéni pistettd zo kuin 0. Nyt |f(z) — f(zo)| = [0—1| =1> 3 =¢
ja |x — xo| < . Siis funktio f on ep#jatkuva pisteessi xg.

Toiseksi pitdd osoittaa, ettd funktio f on jatkuva joukon A komplementissa eli
joukossa A°. Olkoon zg € A°. Talloin f(z) = 0. Valitaan § = min{|z¢—a4|,...,|zo—
a,|} > 0. Olkoon z pisteen zy d-ympéristosta eli z €]zg — 9, 29 + [. Nyt |xg — x| < 6

ja|f(xo) — f(x)] =0 < e.

LAUSE 2.2. Jokaiselle numeroituvalle joukolle A C R on olemassa rajoitettu funk-
tio f : R — R, jonka epdjatkuvuuspisteiden joukko on joukko A.

TobisTus. Olkoon A numeroituva déreton joukko, ddrellinen tapaus on todistettu
edellisessé lauseessa. Joten A = {ay,aq,...,an,...} on ddreton. Olkoon f : R — R
siten etta

fl@)=qn

0 muualla

{l kun z = a,, € A,

Ensimmaiseksi pitédd osoittaa, ettd joukon A komplementti A€ on tihed. Oletetaan,
ettd A° ei olekaan tihed reaaliavaruudessa R. Silloin 16ydetaéan vili |b, [ siten, ettd
A°Nb, c[= 0. Tésta seuraa, ettd vili |b, ¢f sisiltyy joukkoon A eli b, c[C A. Mutta
koska A on numeroituva joukko, niin se ei sisélld yhtédn kokonaista vélid, koska
jokainen vili on ylinumeroituva. Tdmé johtaa ristiriitaan eli ei voi olla |b, c[C A.
Joten joukon A° taytyy olla tiheé.

Olkoon x € A, jolloin f(z) # 0. Koska joukon A komplementti on tihed, on
olemassa jono {z,} joukon A komplementin lukuja niin, ettd z, — z. Jatkuvuuden
jonokarakterisaation nojalla, jos f(z) on jatkuva pisteessd z, niin f(z,) — f(x).

8



2.1. MONOTONISEN FUNKTION EPAJATKUVUUS 9

Mutta kaikilla n € N, f(z,) = 0. Tam& merkitsisi sitd, ettd f(x) = 0, joka on
ristiriita oletuksen kanssa. Siten funktio f ei voi olla jatkuva pisteessa x.

Seuraavaksi pitdd osoittaa, ettd funktio on jatkuva joukon A komplementissa.
Olkoon z € A°. Silloin f(x9) = 0. Olkoon € > 0 ja olkoon n € N siten ettd 0 < L < e.
Silloin 16ydetdén pisteen xy ympéristé N = ]Jzg — 0,29 + [, missd 6 = min{|zy —
ail,...,|zo — ay|} > 0 niin, ettd a; ¢ N,as ¢ N,...,a, ¢ N. Riittdd osoittaa, etté
kun z € N niin 0 < f(z) < L <e.

(1) Jos x ¢ A, niin f(z) =0< + <e.
(2) Jos x € A, niin f(z) < £ < e silld z = ay, jollakin k > n.

Nyt funktio f on jatkuva joukon A komplementissa ja epédjatkuva joukossa A, joten
joukon A taytyy olla funktion f epédjatkuvuuspisteiden joukko.
O

2.1. Monotonisen funktion epijatkuvuus

Kun kysytéaén, kuinka suuri on monotonisen funktion epéjatkuvuuspisteiden jouk-
ko:vastaus on, etté ei kovin suuri.

LAUSE 2.3. Mille tahansa numeroituvalle joukolle A C R loytyy rajoitettu mo-
notonisesti kasvava funktio f : R — R, jonka epdjatkuvuuspisteiden joukko on joukko

A.

Tobistus. Olkoon joukko A = {aj,as,...,a,,...} numeroituva ja dareton. M&a-
ritellddn funktio f : R — R seuraavasti:

Kaikilla z € R f(z) = 0.xq2923 - - -y, - - - Missd x; = 0, ‘],OS T < @

1, josz > aq
Funktio f(x) on siis déreton desimaaliluku jonka numerot x; ovat 0 tai 1 riippuen
siitd, onko = < a; tai x > a;. Jotta voidaan osoittaa, ettd mikéd tahansa numeroituva
aareton joukko on funktion epéjatkuvuuspisteiden joukko, téaytyy seuraavat kohdat

perustella.

(1) f on rajoitettu, koska 0 < f(z) <1 kaikilla x € R.

(2) Jos x < y, niin z; < y; kaikilla i € N. Antiteesi: Jos x; > y; niin z; = 1 ja
y; = 0. Mutta talloin y < a; < x, miké on ristiriita. Joten z; < y;, kun x < y.
Viitteestd seuraa myos, ettd funktio f on kasvava.

(3) Olkoon x < y. Silloin pédtee f(z) = f(y) jos ja vain jos vali (z,y] ei sisilld
pisteitd joukosta A

"="Jos f(x) = f(y), niin z; = y;. Oletus x < y pétee vain, jos a; <z < y
tai x <y < a;. Joten vili (z,y] el sisdlld pisteitd joukosta A.

"<"Koska x < y ja vili (z,y] el sisilla pisteitd joukosta A, niin télléin
jokaisella ¢ pétee a; < x < y tai x < y < a;, joten x; = y;. Tésté seuraa, ettd
flx) = f(y)

(4) Olkoon z € R. Valitaan miki tahansa piste ng € N, ja olkoon § = min{|x —
a;| :a; # x,i = 1,2,...,n0}. Silloin kaikilla y, jotka kuuluvat pisteen z
d-ympéristoon, ensimméiset ngy desimaalia luvuista f(z) ja f(y) ovat yhté-
suuret.

Olkoon piste y €]z — §, z + 4.
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Jos a; > x jollakin i = 1,2,...,ng, niin a; > x + . Tasta seuraa, ettd
a; >y, joten x; = v;.
Jos a; < x jollakin i = 1,2,...,ng, niin a; < x — §. Téasté seuraa, etti

a; <y, joten x; = y;.
(5) Funktio f on jatkuva joukon A komplementissa A°.

Oletetaan, ettd x € A°.

Tapaus 1. Oletetaan, etté piste x ei ole joukon A kasautumispiste. Silloin
on olemassa 0 > 0 siten, ettd pisteen x J-ympéristo ei sisdlld yhtddn pis-
tettd joukosta A. Silloin kohdan (4) perusteella f on vakio jossain pisteen x
ympaéristossd. Téaten f on jatkuva pisteessé x.

Tapaus 2. Oletetaan, ettd piste x on joukon A kasautumispiste. Olkoon
e > 0. Valitaan luku ny € N siten, ettd 1/10™ < e. Olkoon § = min{|z —a,| :
i =1,2,...,n0}. Kohdan (4) nojalla ehdosta |x — y| < J seuraa, ettd en-
simméiset ny desimaalia luvuista f(x) ja f(y) ovat yhtdsuuret, joten ehdosta
|z —y| < 0 seuraa, ettd |f(z) — f(y)| < 1/10™ < e. Téten funktio f on
jatkuva pisteessa .

(6) Pitda osoittaa vield, ettd f on epéjatkuva kaikissa joukon A pisteissi. Olkoon

r=a; € A Josy < x, niin y, < x;, kaikilla £ € N ja y; = 0, z; = 1. Kohdan

(5) perusteella saadaan, ettéd f(y) + 1 < f(x). Téllsin on olemassa raja-

arvo lim f(y) < f(x), koska f on kasvava. Tésté seuraa, ettd funktio f on
y—r—

epéjatkuva kaikissa joukon A pisteissé.
O

Tah&n mennessa on nyt todistettu, ettd numeroituva ddreton joukko on monoto-
nisesti kasvavan funktion epéjatkuvuuspisteiden joukko. Téaytyy vield todistaa, etté
adrellinen numeroituva joukko A = {as,as, ..., a,} on monotonisesti kasvavan funk-
tion f: R — R epéjatkuvuuspisteiden joukko.

TobisTus. Olkoon

( by, kun z < aq,
b1, kun a1 < x < ao,
ba, kun a, < x < as,
flz) =
bn—l; kun an—1 S T < Qp,
L On, kun z > a,,
jossa by < by < --- < b,. Funktion epéajatkuvuuspisteiden joukko on téalloin A =
{CLI, as, . .. ,an}.
Osoitetaan, ettd funktio on epéjatkuva pisteessi o € A eli g = aj, missd
ke {1,2,...,n}. Yhtdlo | lim f — lim f| > O pétee, koska lim f(zg) = bg_1 ja
Ty z—zd T—=Tq

lim+ f(zo) = by. Télloin funktio f(x) ei voi olla jatkuva joukon A pisteissa.
I‘)ﬂ?o

Osoitetaan, ettd funktio on jatkuva pisteessi zo € R\ A. Télloin f(xg) = by missd
ke {0,1,...,n}. Valitaan § = min{|xg — a4|,..., |ro — a,|} ja olkoon € > 0. Olkoon
x €|lxg — 6, x0+ . Nyt |zg — x| < d ja|f(zo) — f(z)] = |by —ba| =0 <e.

U



2.1. MONOTONISEN FUNKTION EPAJATKUVUUS 11

LAUSE 2.4. Monotonisella funktiolla on vain hyppdysepdajatkuvuutta.

TopisTus. Monotonisella funktiolla on olemassa toispuoleiset raja-arvot lim_f (x)
IHCEO

ja lim f(z) ja lim f(z) < f(zo) < lim+ f(x), joten funktiolla ei voi olla oleellista

IL'*)"EO x%xo CE‘}JEO
epajatkuvuutta. Lisdksi monotonisella funktiolla ei voi olla poistuvaa epéjatkuvuutta,
koska jos toispuoleiset raja-arvot ovat yhtasuuret, on funktio jatkuva.
O

MAARITELMA 2.5. Olkoon f(z +0) := lim f(y) ja f(x —0) := lim f(y). Nyt
y—T y—z~

jos f(xo+0) ja f(zo—0) ovat dérellisia voidaan sanoa erotusta f(xg+0) — f(zo—0)
hyppéykseksi pisteessé xg. On selvad, ettd jos funktio on jatkuva pisteessd xg, niin
hyppéys siiné pisteessé on nolla. Ja liséiksi jos funktio ei ole jatkuva pisteessé xg, niin
hyppéys voi olla nolla pisteessd xq jos f(zo+0) = f(xg —0) # f(x0).

LAUSE 2.6. Frodan lause. Olkoon f monotoninen funktio, joka on mddritelty
valilla 1. Talloin funktion epdjatkuvuuspisteiden joukko on enintddn numeroituva.

Tobistus. Olkoon I := [a, b] vili, jossa f on médritelty ja kasvava. Siten saadaan
fla) < fla+0) < fl(x—0) < f(z+0) < f(b—0) < f(b) jokaiselle a < z < b.
Olkoon o > 0 ja olkoon 7 < x5 < --+ < x, n pistettd valilla I siten, ettd funktion
hyppéys niissé pisteissd on suurempi tai yhtasuuri kuin a: f(x; +0) — f(x; — 0) >
a,i=1,2,...,n. Saadaan f(z; +0) < f(z;41 —0) tai f(xi1 —0) — f(x; +0) > 0,
i=1,2,...,n. Silloin

FO)=1(0) = Flat0)=F(01=0) = D[t 0) = w0+ D[ (wi11=0)~F (wi+0)

Zz[f(xi"‘o)_f(%—o)]Zna

ja siten n < fO-f@)

«
Koska f(b) — f(a) < oo saadaan, ettd pisteiden lukuméird, jossa hyppdys on
suurempi kuin «, on &arellinen.
Maaritelladn seuraavat joukot:

Si={zx:xel f(r+0)— f(x—0)>1}

Sn::{:c::cel,%§f(a:+0)—f(:v—0)<ﬁ},n22

Jokainen joukko S, on &édrellinen. Yhdiste S = U2, S, sisdltdd kaikki pisteet missé
hyppéys on positiivinen ja siten yhdiste sisdltdd myos kaikki epédjatkuvuuspisteet.
Koska jokainen S;,7 = 1,2,..., on enintddn numeroituva saadaan, ettd .S on enintdian
numeroituva.

[l



2.2. FUNKTION HEILAHTELU 12

2.2. Funktion heilahtelu

Aluksi voi olla hieman hankala néhdé, miksi tdmé kappale liity aiheeseen, mut-
ta tarvitsemme seuraavia méaaritelmia yhden erittédin tarkeédn lauseen todistamiseen.
Méaritelladn funktion heilahtelu pisteessi, jotta ndhdédén, kuinka epéjatkuva funktio
on siind pisteessd. Ensin maéédritelldadn funktion heilahtelu joukossa ja sitten kéyte-
tdan sitd madritelmad méadrittdmadn funktion heilahtelua tietyssé pisteessd. Merki-
taan funktion f médrittelyjoukkoa symbolilla D(f).

MAARITELMA 2.7. Olkoon f : D(f) — R funktio ja joukko A C D(f). Jos f on
rajoitettu joukossa A, médritellddn funktion f heilahtelu wy(A) joukossa A

wi(A) = sup f(A) — inf (A).

Jos f on rajoittamaton joukossa A, médritelladn we(A) = +o0.

MAARITELMA 2.8. Olkoon piste o € D(f). Madritellddn funktio wy ., (d) =
wi(Ns(zo) N D(f)), missd Ns(zo) =|xo — J, 20 + I].

HuomauTus 2.9. (1) Jos A C B, niin w¢(A) < wy¢(B). Jos A on joukon B
osajoukko, niin taytyy olla sup f(A) —inf f(A) < sup f(B) — inf f(B).

(2) Wi (0, 400) = RU{+00} on kasvava. Médritelmén perusteella jos 0, < 9o,
niin (N5, N D(f)) C (Ns, N D(f)). Siten wy(Ns, N D(f)) < wyp(Ns, N D(f))
edellisen kohdan nojalla.

(3) Kaikilla zg € D(f), lims o+ wy 4, (0) on olemassa. Tamé pétee, koska wy ;(9)
on kasvava ja alhaalta rajoitettu.

MAARITELMA 2.10. Jokaiselle zp € D(f) funktion f heilahtelu pisteessd xy on
w(zo) = limg o+ Wy, (6) = infssowys(zg — 9, 20 + 6).
LEMMA 2.11. Kaikilla zo € D(f) pdtee
(1) wy(zo) = 0
(2) Funktio f on jatkuva pisteessd xo jos ja vain jos ws(zg) = 0.
TODISTUS. (1) Koska wy4,(6) > 0 kaikilla § > 0, niin wg(zg) > 0.

(2) "<="Oletetaan ensin, ettd ws(xg) = 0, ja olkoon ¢ > 0. Koska wy(zg) =
(lsirr(l) Wfz(0) =0, on olemassa dy > 0 siten, ettd wy,,(0) < € kaikilla 0 < § <
—

-
"="0letetaan, ettd f on jatkuva pisteessé xg ja olkoon € > 0. On olemassa
0 > 0 niin, ettd

|f (@) = flzo)| <

DO ™

ja

) = o)l < 5

jos xg — 6 <z, ' < xy+ d. Kolmioepayhtalosti saadaan
[f(@) = f(@)] < |f(2) = flzo)| + [f(2) = fwo)| <&,
joten
(,Uf<5(]0 — h,l‘g + h) <e
jos h < §; téten wy(xg) = 0.
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LAUSE 2.12. Funktion f : D(f) — R epdjatkuvuuspisteiden joukko on numeroitu-
va yhdiste suljetuista joukoista.

Tobistus. Olkoon f: D(f) — R.

Kaikilla ¢ > 0 olkoon S.(f) = {x € D(f) : ws(x) > e}. Osoitetaan, ettd S.(f) on
suljettu. Osoitetaan ensin, ettd {z : wy(z) < €} on avoin. Olkoon A = {z : w¢(z) < €}
ja olkoon zy € A. Nyt yritetddn 16ytad U, joka on pisteen xy ympéristo siten, ettd U
on joukon A osajoukko eli wy(z) < ¢ kaikilla € U. Olkoon wy(xp) = o < € ja olkoon
B €la,el.

W (ZE()) N 61—1>I(€l+ Wf,g(l’o) N (lsl—rf(l)(]xo_syg_,_(g[ f B }xoflg,lfoJrzS[ f>

Maéritelmén 2.10 ja sen, ettd wy(xg) < wys(xo) < B (6 on pieni) mukaan 16ydam-
me sellaisen § > 0 siten, ettd |f(u) — f(v)| < sup f —inf f = wys(zo) < B kaikille
u,v €]xrg — §,x9 + 6[. Olkoon U =|zg — d,xz¢9 + 0] ja x € U. Koska U on avoin, on
olemassa 0; < 0 niin, ettd |z — 01,2 4+ 6;[C U. Siten

wi(®) < wpg (@) <sup{|f(t) = f(s)] - 1,5 €z = b1, + 0 [}

<sup{|f(u) — f(v)| :u,v e U} < B <e
joten x € A. Tama osoittaa, ettd A on avoin ja téstd seuraa, ettd joukon A komple-
mentti on suljettu. Joten S.(f) on suljettu.

Pitdd osoittaa vield, ettd Si(f) C Si/2(f) C Si/3(f) € -+ C Sim(f) ... jaetta
yhdiste |J,—, S1(f) on funktion f epéjatkuvuuspisteiden joukko. S;(f) C Si/2(f) C
Sis(f) S - QnSl/n(f) C ... ovat suljettuja joukkoja.

(1) Jos zg € Sc(f), niin f on epdjatkuva pisteessé zg. Lemmassa 2.11 osoitettiin,
ettd funktio f on jatkuva pisteessd xg jos ja vain jos wy(xg) = 0. Joten funktio
ei voi olla jatkuva pisteessi xg, koska zo € S:(f) = {z € D(f) : wy(z) > €}
jae > 0.

(2) Jos f on epdjatkuva pisteessd zg, niin 16ytyy jokin € > 0 siten, ettd xy €
Se(f). Koska f on epéjatkuva pisteessé xg, niin tiedetadn, ettd ws(xg) > 0.
Koska ¢ > 0, niin voidaan asettaa e vilille — < ¢ < 1. Télléin S 1 (f) C

1+n
Sa(f) - S%H(f)v joten ZTo € Sﬁ(f)
U

MAARITELMA 2.13. Joukkoa kutsutaan F, joukoksi, jos se on numeroituvan mo-
nen suljetun joukon yhdiste.

Kommetteja: F,, joukko ei ole vilttamétta suljettu. Esimerkiksi joukko [ J 7, [%, 1—
1] =]0, 1] on avoin, mutta jokainen joukko [%,1 — 1] on suljettu. Lause 2.12 osoittaa
sen, ettd funktion f : D(f) — R ep#jatkuvuuspisteiden joukon taytyy olla F, joukko.
Jotta voidaan osoittaa, ettd miké tahansa reaalilukujen osajoukko ei ole funktion epé-
jatkuvuuspisteiden joukko téytyy osoittaa, ettd miké tahansa reaalilukujen osajoukko

ei ole F, joukko.

2.3. Epijatkuvuuspisteiden joukon koko
2.3.1. Ensimmaisen ja toisen kategorian joukot.

MAARITELMA 2.14. Joukko A C R on ei missdéin tihed, jos sen sulkeuma A ei
sisdlld yhtdan epétyhjaa valia.
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Huomaa, etti joukko A on ei missiin tihed, jos sen sulkeuma A ei sisilld vileja.
Joten suljettu joukko joko siséltdd vilin tai se on ei missdén tihea.

ESIMERKKI 2.15. (1) Luonnollisten lukujen joukko N on ei misséén tihed,
koska sen sulkeuma ei sisdlla epatyhjaa vilia.
(2) Joukko A =|0, 1] ei ole ei missdén tihed, koska sen sulkeuma on vili [0, 1].

LEMMA 2.16. A on ei missddn tihed jos ja vain jos jokaiselle vdlille I on suljettu
vili J C I niin, ettdi JNA=10.

TobisTus. "="0Oletetaan, ettd A ei ole missdéan tihed. Olkoon I véli siten, ettd
la,b[C I C [a,b] missd a < b. Koska A ei ole misséén tihed, vili |a, b] ei ole joukon A
sulkeuman osajoukko. Silloin on olemassa x €]a, b[\ A . Koska piste x kuuluu joukon A
sulkeuman komplementtiin, joka on avoin, on olemassa ¢ > 0 niin, ettd (z—d,x+6) C
A°. Valitsemalla 0" sopivan pieneksi, meillé on [z — 6%,z 4+ §'] € A° N I. Valitaan
J =z -4 z+4d

I
<
N;(x)
I r'd | AY ]
L AN | 7 1
a X b

7«<"Jokaiselle vilille I on suljettu véli J C I niin, ettd J N A = (). Talloin valilta J
16ydetésn pisteitd, jotka eivit kuulu joukkoon A, ja siten myos vililtd I 16ydetidn
pisteiti, jotka eivit kuulu joukkoon A, joten joukon A sulkeuma ei sisalli vilia. Talloin
A on ei missédn tihed.

n

LAUSE 2.17. Olkoon joukko A ei missddn tihed. Tdlloin myds joukon A osajoukko
B C A on ei missddn tihed.

TopisTus. Antiteesi: Joukko B ei ole ei missééin tihed. Talloin B sisiltid epityh-
jén vélin. Koska joukko A on ei misséén tihed, niin A ei sisélld vélid. Koska B C A,
niin B C A. Tam4 on ristiriita, koska A ei sisilla vilid, joten B on el missidéin tihe.

0

LAUSE 2.18. Olkoon Ay, As, ..., A, ei missidn tiheitd joukkoja. Silloin yhdiste
AyU---UA, on myds ei missidn tihed.

TobisTtus. Olkoon vili I avoin reaaliavaruudessa R. Téaytyy 1oytad suljettu vali
J C Isiten, ettd JNA;=0,1=1,2,...,n.

Koska A; on ei missédén tihed, niin on olemassa suljettu vali I; C [ siten, ettd
IiNnA; = 0. Nyt Ay on myds el missdén tihed, niin 16ydetdin suljettu vali I, C I
niin, ettd Ay N Iy = ). Jatkamalla télld tavalla saadaan suljettuja vileja

L2oL2o2I32-- 21,
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niin, ettda ¢ = 1,...,n, A; NI = 0. Koska I, C I; kaikille ¢ = 1, ..., n, niin saadaan
A; N1, = 0. Joten

(UA)m[ fUA NI,) gjl@ 0,

joka oli se mité haluttiin todistaa.
O

MAARITELMA 2.19. Joukkoa A C R kutsutaan ensimmaéiisen kategorian jou-
koksi, jos se on numeroituva yhdiste ei misséddn tiheistd joukoista; muutoin sitd kut-
sutaan toisen kategorian joukoksi.

ESIMERKKI 2.20. (1) Luonnollisten lukujen joukko N on ensimmiéisesta ka-
tegoriasta, koska jokainen piste {1},{2},...,{n},... on ei missddn tihed ja
pisteiden yhdiste on numeroituva joukko N.

(2) Vili [0, 1] on toisesta kategoriasta. Tadma seuraa seuraavasta lauseesta.

Kommentteja: Numeroituva joukko A on ensimmaéisestéd kategoriasta, koska jo-
kainen yksittdinen piste {x} on ei missddn tihed. Erityisesti rationaalilukujen joukko
on ensimmaéisesté kategoriasta. Siten jos toisen kategorian joukkoja on olemassa, nii-
den taytyy olla ylinumeroituvia. Mutta toisaalta on olemassa ylinumeroituvia jouk-
koja, jotka eivit ole toisesta kategoriasta, esimerkiksi Cantorin joukko. Seuraavaksi
esittelen yhden tarkeimmista lauseista.

LAUSE 2.21. (Bairen kategorian lause reaaliavaruudessa) Jokainen vdli on
toisesta kategoriasta.

TobisTus. Oletetaan, ettd I on vili, Ja,b[C I C [a,b] missd a < b. Antiteesini
oletamme, ettd I on ensimméisestéd kategoriasta. Silloin I = J;; A, missé jokainen
A,, on el missadin tihea.

Koska A; on ei missédén tihed, Lemman 2.16 mukaan on olemassa suljettu vili
Ji C I siten, ettd J; N A; = (. Samalla Ay on ei missééin tihed ja on olemassa suljettu
véli Jy C J;p niin ettd Jo N Ay = . Jatkamalla télld tavalla, muodostuu jono {.J,}
suljettuja vileja

J12H2-2DJ 2.
ja kaikilla 7, J; N A; = 0.
Cantorin sisakkéisten valien lauseen mukaan on olemassa zy € R siten ettéd

00
To € ﬂ Jn
n=1

Nyt kaikillan € N, 2y € J,, joten on zg ¢ A,,. Téten zy ¢ ;- A, = I. Mutta z € I,
koska kaikilla n, xo € J, C I. Tdmé on ristiriita, joten I on toisesta kategoriasta.
O

LEMMA 2.22. (1) Ensimmdisen kategorian joukon jokainen osajoukko kuuluu
ensimmdiseen kategoriaan.
(2) Jokainen joukko joka sisdltid toisen kategorian joukon, on toisesta katego-
riasta.
(3) R on toisesta kategoriasta.
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Kahden ensimmdisen kategorian joukon yhdiste on ensimmdisen kategorian
joukko. Itse asiassa numeroituvan monen ensimmdisen kategorian joukkon
yhdiste on ensimmdisen kategorian joukko.

Irrationaalilukujen joukko on toisesta kategoriasta.

TODISTUS. (1) Olkoon joukko A ensimméisestd kategoriasta. Télloin A =

U~ , A, missé jokainen A, ei ole missién tihed. Olkoon B C A. Tésté seuraa,
ettd B = J (BN A,). Riittd4 osoittaa, ettd leikkaus BN A, on ei missiin
tihed. Lauseen 2.17 mukaan jos jokainen A, on ei missdén tiheé, niin silloin
leikkaus BN A,, on myo6skin ei missédén tihed. Tasté seuraa, ettd myos joukko
B on ensimmaisesté kategoriasta.
Olkoon joukko A niin, ettéd se siséltéé toisen kategorian joukon B eli B C A.
Jos joukko A olisikin ensimmaéisesté kategoriasta, tdlloin kohdan (1) mukaan
myo6s joukko B olisi ensimmaéisestd kategoriasta. Tamé on ristiriita, joten
joukon A taytyy olla toisesta kategoriasta.
Lauseen 2.21 mukaan jokainen vili on toisesta kategoriasta ja reaalilukujen
joukko sisaltdéd valin |0, 1] eli |0, 1[C R. Joten edellisen kohdan perusteella
reaalilukujen joukko R on toisesta kategoriasta.
Olkoon A Ja A ensimmiisen kategorian joukkoja. Tdlléin A = (7, A4, ja
= U, A, jossa A, ja A, ovat ei missddn tiheitd joukkoja. Pltaa siis

0801ttaa, ettéd joukkojen yhdiste A U A on ensimmiisesti kategoriasta.
o o) o0
AvAd=JAa,ulJA. = A, ud)
n=1 n=1 n=1

Lauseen 2.18 mukaan jos A, ja A, ovat ei missidn tiheitd joukkoja niin
taytyy niiden yhdistekin A,, U A, olla ei missdén tihed joukko. Joten yhdiste
AU A on ensimmiisesti kategoriasta.

Antiteesi: Irrationaalilukujen joukko on ensimmaéisen kategorian joukko. Tél-
16in rationaalilukujen ja irrationaalilukujen joukot ovat molemmat ensimmaéi-
sen kategorian joukkoja. Edellisen kohdan perusteella nyt niiden yhdistekin
kuuluisi ensimmaéiseen kategoriaan, mutta niiden yhdiste on koko reaaliluku-
jen joukko R. Tamé on ristiriita, silld reaalilukujen joukko kuuluu toiseen
kategoriaan. Téastéd seuraa, ettd irrationaalilukujen joukko on toisesta kate-
goriasta.

[
LEMMA 2.23. (1) Suljettu joukko A joko sisdltid vdlin tai se on ei missidn
tihed.
(2) F,-joukko joko sisdltid vilin tai se on ensimmdisestd kategoriasta.
TODISTUS. (1) Olkoon A suljettu joukko. Jos se on ei missédédn tihed, niin

(2)

Madéritelmén 2.14 mukaan joukko A ei sisilld yhtadn vélia.

Olkoon A F,-joukko, jolloin A = |J;=, F}, missé F; on suljettu. Jos A ei sisilld
vilid, niin mikadn F; ei sisalld valid. Téasta seuraa, ettd F; on ei missédén tihed
ja A on ensimmaéisesté kategoriasta. Jos joukko A siséltédé vélin I, niin koska
véli I kuuluu toiseen kategoriaan ja I C A, on A toisen kategorian joukko.
Siten A ei kuulu ensimméiseen kategoriaan.
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SEURAUS 2.24. Irrationaalilukujen joukko ei ole F, joukko.

TobisTus. Tama johtuu siité, etté irrationalilukujen joukko ei sisdlla véleja ja se
on toisesta kategoriasta.

Viimein voidaan todistaa haluttu tulos.

SEURAUS 2.25. Fi ole olemassa funktiota f : R — R, jonka epdjatkuvuuspisteiden
joukko olisi irrationaalilukujen joukko.

TobisTus. Lauseen 2.12 mukaan funktion epdjatkuvuuspisteiden joukko taytyy
olla F,-joukko, ja edellisessé seurauksessa todettiin, ettd irrationaalilukujen joukko ei
ole F,-joukko. Joten ei voi olla olemassa sellaista funktiota, jonka epéjatkuvuuspis-
teiden joukko olisi irrationaalilukujen joukko.

Seuraus on todellakin uskomaton. Voimme vain ihmetelld sitd faktaa, ettd on ole-
massa funktioita, jotka ovat jatkuvia irrationaalipisteissi ja epédjatkuvia rationaalipis-
teissd. Mutta EI ole olemassa sellaista funktiota joka olisi jatkuva rationaalipisteissé
ja epéjatkuva irrationaalipisteissé.

Vihdoin voimme todistaa Lauseen 2.12 toisenkin suunnan.

LAUSE 2.26. Olkoon A C R. Tdilléin on olemassa funktio f : R — R, jonka
epajatkuvuuspisteiden joukko on joukko A < A on F, joukko.

TobpisTus. "="on todistettu Lauseessa 2.12
7<"0Olkoon joukko H C R siten, ettd R\H on F, joukko. H voidaan kirjoittaa

muotoon
oo
H= ()G
k=1

joista jokainen G on avoin. Voidaan olettaa, ettd G; = R ja ettd G; D G, jokaiselle
ieN.
Olkoon {ay} ja {Bx} jonoja positiivisia lukuja, joista kumpikin 1dhestyy nollaa ja

g > P > Qg
kaikilla k£ € N.
Maéritetadan funktio
0, JjosxeH
f(z) = q ar, josz € (G\Gri1)NQ
Br, jos x € (Gp\Gri1) N (R\Q).
Osoitetaan, ettd f on jatkuva jokaisessa joukon H pisteessé ja epéjatkuva jokaisessa

joukon R\ H pisteessa.
Olkoon xg € H ja € > 0. Valitaan n siten, ettd o, < . Koska

iL‘oEH:ﬁGk,

k=1



2.3. EPAJATKUVUUSPISTEIDEN JOUKON KOKO 18

nahdaan, ettd zo € G,,. Silloin joukko GG, on avoin ja on olemassa ¢ > 0 niin, ettéd
|xo — 9,29 + 6|C G,, Funktion f mé&iritelméstd joukossa G, saadaan

0< f(z)<a,<ce

kaikilla © €)xg — 0,29 + 0[C G,,. Joten |f(x) — f(xo)| = |f(x) — 0] = |f(x)| < € jos
|z — xo| < 6. Talloin f on jatkuva pisteessd x.

Olkoon zy € R\ H. Silloin on olemassa k € N siten, ettd zo € Gy\Gry1. Joten
f(zo) = ay, tai f(xg) = Bg. Oletetaan, ettd f(zg) = ay. Jos xg on sisdpiste joukosta
G \Gg11, silloin g on kasautumispiste joukosta

{2 € (G\Gri) N(R\Q)} = { : f(z) = Bi},

joten f on epéjatkuva pisteessi xg.

Todistus on samantapainen reunapisteille xy € Gi\Ggy1. Oletetaan, ettd f(xg) =
ag. Joukon R\(G\Gky1) pisteet ovat mielivaltaisen ldhelld pistettd xo. Naissd pis-
teisséd f saa arvoja joukosta

S={0yulJaul s
ik j#k
Ainoa kasautumispiste téssé joukossa on nolla. Siten S on suljettu. Erityisesti oy, ei ole

kasautumispiste téstéd joukosta ja se ei myoskiadn kuulu kyseiseen joukkoon. Olkoon
¢ puolet pisteen a4 ja suljetun joukon S etéisyydesté;

1
€= §d(04k75)-

Mielivaltaisen lahella pistettda xy on piste x siten, ettd f(x) € S. Sellaiselle pisteelle
patee

|f(z) = f(zo)| = |f(7) — x| > ¢,

joten f on epéjatkuva pisteessi xg.

ESIMERKKI 2.27. Otetaan miké tahansa suljettu joukko A niin on olemassa funk-
tio f : R — R, jonka epédjatkuvuuspisteiden joukko on joukko A.

TobisTtus. Olkoon funktio f muotoa

1, josxe ANQ
flz) =1 -1, josxze A\Q
0, Jjosaz ¢ A.
Koska joukko A on suljettu, niin A = (9A) U (intA). Olkoon zy € A4 ja e = 1.
Talloin f(zg) = 1 tai f(xg) = —1. Valitaan piste z € Jxg — §, o + 6[ N (R\A). Téllsin
|z —xo| < dja|f(z)—flxg)] =10—1] =1>¢etai|f(z)— f(xo)] =[0—(—1)|=1>e.
Joten f on epéjatkuva joukon A reunapisteissa.

Olkoon xj € intA. Olkoon f(z) = 1. Valitaan piste x € |xg — 0, 2o + J[ N (A\Q).
Talloin |z — x| < d ja |f(x) — f(zo)l =] —1—1] = 2 > . Olkoon f(xy) = —1.
Valitaan piste = € |xg — d, 20 + 0[N (AN Q). Talloin |x — x| < § ja |f(z) — f(xo)| =
|1 — (—=1)] =2 > e. Joten f on epéjatkuva kaikissa joukon A sisépisteissa.

Funktio f on jatkuva pisteessi x ¢ A, koska A° on avoin.

U
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2.3.2. Cantorin joukko. Tamén kappaleen tarkoitus on osoittaa se, ettéd ylinu-
meroituva joukko voi myds olla ensimmaéisen kategorian joukko. Yksi téllainen joukko
on Cantorin joukko.

Cantorin joukko médritellddn siten, ettd jaetaan vali [0, 1] kolmeen yhtdsuureen
osaan ja poistetaan keskimmiinen osa. Jiljelle jai siis suljetut vélit [0, ] ja [3,1].
Néamé& muodostuneet vilit jactaan taas kolmeen yhtdsuureen osaan ja poistetaan kes-
kimméinen, jolloin jaljelle jaa nelja uutta vilia. Muodostuneiden vilien jakoa toiste-
taan ddrettomén monta kertaa. Cantorin joukko koostuu siis jaljelle jadneistd vilin
[0, 1] pisteisté.

CO - [071]
1 2
C’1 - [07 g] U [§7 1]
1 2 3 6 7 8
Cy =0, 5] U [57 5] U [57 5] U [57 1]
Co
Cq
C2 I I — I

LAUSE 2.28. Cantorin joukko on yhtd mahtava kuin vdli [0, 1], joten se on ylinu-
meroituva.

TobisTtus. Todistettu esimerkiksi Charles Delingerin Elements of real analysis
kappaleessa 3 s. 167-168.

MAARITELMA 2.29. Joukko A C R on perfekti, jos A = A eli joukon A kasautu-
mispisteiden muodostama joukko.

ESIMERKKI 2.30. Vili [0, 1] on perfekti, koska véli sisaltédé kaikki kasautumispis-
teensd, mutta [0, 1]U{2}, {0} ja Q eivét ole. [0, 1]U{2} on kyll4 suljettu, mutta kaikki
muut pisteet ovat eristetty pisteestd {2}. {0} ei ole perfekti, koska piste {0} ei ole
kasautumispiste. Q ei ole suljettu, joten sekéén ei voi olla perfekti.

LAUSE 2.31. Cantorin joukko on perfekti.

TobpisTUs. Olkoon C' Cantorin joukko. C' C C, koska C on suljettu.

Todistetaan, ettd C' C C. Valitaan miki tahansa piste x € C. Olkoon ¢ > 0.
Talloin on olemassa n € N siten, ettd 3% < e jaz € C,. Talloin x kuuluu tédsméilleen
yhteen 2" erillisistd suljetuista viéleistéd, joiden pituus on %, ja jotka muodostavat
joukon C,,; merkitdén sita valia I,, = [ay, b,)].

Koska = < ¢, sekél a, € N.(z) ettd b, € N.(x), voidaan todeta, ettéd molemmat
a, ja b, ovat Cantorin joukossa. Siten kaikilla ¢ > 0 N.(z) sisdltdé pisteen Cantorin
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joukosta, joka ei ole piste x. Téten x on kasautumispiste joukosta C' ja x € C. Tallsin
CCCjalC=C.
O

LAUSE 2.32. Cantorin joukko ei sisdlld valid.

TobpIsTUS. Antiteesi: Cantorin joukko C' sisiltdd jonkin vélin |a, b[. Valitaan jokin
luku n siten, ettd 1/3" < b — a. Cantorin joukko siséltyy joukkoon C,,, joka sisiltda
adrellisen monta suljettua vélid, jotka ovat lyhyempid kuin b — a. Téten C,, ei voi
sisaltdd valid |a, b| ja téten joukko C' el myoskédén voi sisiltdéd kyseistd vélid. Joten
Cantorin joukko ei sisélla yhtdan valia.

O

LAUSE 2.33. Cantorin joukko on ei missddn tihed.

ToDISTUS. Seuraa Lemmasta 2.23 ja Lauseesta 2.32, silld C' on suljettu.

SEURAUS 2.34. Cantorin joukko on ensimmdisestd kategoriasta.

TobisTtus. Koska C on suljettu joukko, voimme todeta, ettd C' on F,-joukko.
Edellisten lauseiden ja Lemman 2.23 perusteella Cantorin joukko on ensimmaéisesta
kategoriasta.



LUKU 3

Funktion epijatkuvuus ja jatkuvuus kouluopetuksessa

3.0.3. Lukion matematiikan opetussuunnitelmasta. Matematiikan opetuk-
sen tehtavéana on kehittda oppilaan matemaattista ajattelukykyé. Jotta oppilaalla oli-
si valmiudet ymmartéda, hyodyntdéd ja tuottaa matemaattisesti esitettyé tietoa, niin
oppilas taytyy tutustuttaa matematiikan perustietoihin ja rakenteisiin seka kehittaé
oppilaan laskemisen ja ongelmien ratkaisemisen taitoja. Oppilasta tulisi myos kan-
nustaa tekemédn luovia ratkaisuja matemaattisiin ongelmiin.

Lukion aloittavalla opiskelijalla on valittavana pitkén tai lyhyen oppimééran mate-
matiikka. Matematiikan pitkdn oppiméaran oppimistavoitteina on antaa opiskelijalle
matemaattiset valmiudet, joita tarvitaan ammatillisissa opinnoissa ja korkeakouluo-
pinnoissa. Opetus pyrkii myos antamaan oppilaalle késityksen siitd, miten matema-
tiikkaa voidaan soveltaa arkieldméssé, tieteesséd ja tekniikassa. Oppilaan tulisi oppia
luottamaan omiin matemaattisiin taitoihinsa ja oppia ndkemédn matemaattisen tie-
don loogisena rakenteena.

Lukion pitkdn oppiméédrédn matematiikan pakolliset kurssit ovat 1. Funktiot ja
yhtéalot, 2. Polynomifunktiot, 3. Geometria, 4. Analyyttinen geometria, 5. Vektorit,
6. Todennékoisyys ja tilastot, 7. Derivaatta, 8. Juuri- ja logaritmifunktiot, 9. Tri-
gonometriset funktiot ja lukujonot ja 10. Integraalilaskenta. Valinnaisiin syventéviin
kursseihin kuuluu 11. Lukuteoria ja logiikka, 12. Numeerisia ja algebrallisia menetel-
mid, 13. Differentiaali- ja integraalilaskennan jatkokurssi. Lukion lyhyen oppiméaran
matematiikassa kdydadn neljannelld kurssilla (Matemaattinen analyysi) hieman de-
rivointia, mutta jatkuvuutta tai epdjatkuvuutta ei lyhyesséd oppimédriassa kasitella.
Lyhyen oppiméérdn neljinnen kurssin tavoitteena on ldhinnd ymmértaa derivaatta
muutosnopeuden mittana. Téstd johtuen tutkimukseen ei valittu lyhyen matematii-
kan kursseja.

Analysoitaviksi kursseiksi valittiin tutkimukseen pakollinen Derivaatta ja syven-
tava Differentiaali- ja integraalilaskennan jatkokurssi, koska niissé kursseissa késitel-
ldén jatkuvuutta ja epédjatkuvuutta. Lukion pitkdn matematiikan 7. kurssin aiheena
on derivaatta. Kurssin tavoitteena on, etté opiskelija omaksuu havainnollisen kasityk-
sen jatkuvuudesta. Kurssi on pakollinen lukion pitkédssd matematiikassa ja se suori-
tetaan yleensa lukion toisen vuoden alussa. Kurssin tavoitteena on, ettd oppilas osaa
méadrittaa rationaalifunktion nollakohdat ja ratkaista yksinkertaisia rationaaliepéyh-
taldita. Oppilaan tulee omaksua havainnollinen késitys funktion raja-arvosta, jatku-
vuudesta ja derivaatasta sekd osata méadrittad yksinkertaisten funktioiden derivaatat.
Oppilaan tulisi osata tutkia polynomifunktion kulkua derivaatan avulla ja méé&rit-
tda sen ddriarvot sekd rationaalifunktion suurin ja pienin arvo. Keskeisiksi sisalldiksi
mainitaan rationaaliyhtdlo ja -epdyhtélo, funktion raja-arvo, jatkuvuus ja derivaat-
ta, polynomifunktio, funktion tulon ja osaméiran derivointi sekéd polynomifunktion
kulun tutkiminen ja &ériarvojen médrittdminen.

21
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Differentiaali- ja integraalilaskennan jatkokurssi on lukion pitkdn matematiikan
13. kurssi. Sen tavoitteena on, etté opiskelija tutkii funktion jatkuvuutta ja osaa jat-
kuvien ja derivoituvien funktioiden yleisid ominaisuuksia. Differentiaali- ja integraa-
lilaskennan jatkokurssi on valinnainen kurssi lukion pitkéssd matematiikassa, jonka
oppilas suorittaa yleensd lukion kolmannen vuoden aikana. Kurssin tavoitteina on,
ettd oppilas syventidd differentiaali- ja integraalilaskennan teoreettisten perusteiden
tuntemustaan. Kurssin aikana oppilas tdydentéd integraalilaskennan taitoja, joita on
opittu integraalilaskennan kurssilla ja soveltaa niitd esimerkiksi jatkuvien todenné-
koisyysjakaumien tutkimiseen. Liséksi oppilas tutkii lukujonon raja-arvoa, sarjoja ja
niiden summia. Keskeisiksi sisélloiksi mainitaan funktion jatkuvuuden ja derivoitu-
vuuden tutkiminen seké jatkuvien ja derivoituvien funktioiden yleiset ominaisuudet.
Liséksi oppilaan tulisi osata méarittda funktioiden ja lukujonojen raja-arvot aéretto-
myydessé ja epéoleelliset integraalit.

Koulukohtaisista opetussuunnitelmista vertailtiin kahta eri opetussuunnitelmaa.
Koulu 1. on se koulu, jossa kysely toteutettiin ja koulu 2. on samantyyppinen kou-
lu, jonka opetussuunnitelmasta on tassé vain vertailun vuoksi. Koulukohtaisissa ope-
tussuunnitelmissa tarkkailtiin sitd, miten jatkuvuus ja epdjatkuvuus kuuluvat opetus-
suunnitelman sisalt6on. Koulun 1. opetussuunnitelmassa sanotaan Derivaatta-kurssin
tavoitteeksi, ettd oppilas omaksuu havainnollisen késityksen raja-arvosta ja jatkuvuu-
desta. Liséksi jatkuvuus ja raja-arvo luokitellaan kurssin keskeiseksi sisalloksi. Jat-
kokurssilla oppilaan tulisi syventéa differentiaali- ja integraalilaskennan perusteiden
tuntemista, harjoitella integraalilaskennan taitoja seké harjoitella epéoleellisten inte-
graalien maarittamista. Lisdksi keskeiseksi sisélloksi mainitaan funktion jatkuvuuden
ja derivoituvuuden tutkiminen ja funktioiden raja-arvot ddrettomyydessé.

Koulun 2. opetussuunnitelmassa Derivaatta-kurssin tavoitteet ovat tdsmélleen sa-
mat kuin edellisessé. Jatkokurssin tavoitteena on myos syventédd differentiaali- ja in-
tegraalilaskennan perusteita seké oppia mm. osittaisintegrointia ja epéoleellisia inte-
graaleja. Opetussuunnitelmassa mainitaan, ettd derivoituvuus, jatkuvuus ja raja-arvo
ovat keskeisié késitteitd. Nédiden kahden koulun koulukohtaisissa opetussuunnitelmis-
sa ei oikeastaan mitédan eroa 16ytynyt. Molempien koulujen opetussuunnitelmat ovat
saman tapaiset kuin yleinen opetussuunnitelma.

3.0.4. Muita tutkimuksia. Kuten johdannossakin jo tuli ilmi, tdmé& tutkimus
on luonteeltaan tapaustutkimus ja sen pohjalta ei voida tehdd mitéén laajempia yleis-
tyksia. Tarkoituksena on ollut ldhinné tukea tutkijan omaa opettajuutta ja saada
jonkinlaista kasitysta siitéd, miten epédjatkuvuus ja jatkuvuus kouluopetuksessa tulisi
esittaa.

Laajempia tutkimuksia ovat esimerkiksi Lenni Haapasalon ym. Miten lukiolai-
set hallitsevat funktion jatkuvuuden kasitteen [2], jossa tutkitaan lukion ja yliopiston
ensimmaéisen vuoden opiskelijoiden jatkuvuuden ymmaérrystd. Raja-arvon ja jatku-
vuuden ymmaérrystd on kartoitettu kyselylomakkeen avulla. Liséksi tutkimuksessa on
analysoitu oppikirjoja ja yliopiston opettajien jatkuvuuteen ja raja-arvoon liittyvié
késityksid. Erds mielenkiintoinen maininta Lenni Haapasalon ym. tukimuksessa oli,
ettd erddn opettajan mielesté oppilaalla ei ole havainnollista késitysté funktion epéjat-
kuvuuden eri muodoista. Tutkimustulokseksi saatiin, etta lukion 2. vuoden opiskelijat
hallitsevat varsin huonosti jatkuvuuden ja raja-arvon késitteen.
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Toinen tutkimus on Paavo Heiskasen Jatkuvuus- ja derivoituvuus-kdisitteet lukion
pitkdssi matematiikassa [7]. Tutkimus on tehty analysoimalla opetussuunnitelman
perusteita ja oppikirjoja nédiden kisitteiden osalta. Lisdksi Heiskanen on tutkinut,
miten lukion pitkdn matematiikan oppilaat hallitsevat jatkuvuuden ja derivoituvuu-
den vilisen yhteyden. Tétd hén on tutkinut teettdmélla oppilailla kyselyn, jota hén
on sitten analysoinut vastausten perusteella. Heiskasen tutkimus eroaa téstéa tutki-
muksesta siten, ettd Heiskanen ei ole yksistdén analysoinut oppilaiden ymmaéarrysté
funktion jatkuvuudesta, vaan hén on tarkastellut vain jatkuvuuden ja derivoituvuu-
den vilistd yhteytta. Lisidksi Heiskanen on méaéritellyt tutkimuksessaan erilaisia jat-
kuvia ei-misséddn derivoituvia funktioita ja todennut, etta télldisia funktioita ei lukion
oppikirjoissa ole. Paavo Heiskasen tutkimuksessa téarkein tulos on, ettéd lukion pitkéan
matematiikan opiskelijat hallitsevat varsin heikosti jatkuvuuden ja derivoituvuuden
vélisen yhteyden.

3.1. Jatkuvuus oppikirjoissa

Lukiossa funktion jatkuvuutta késitellain seké Derivaatta-kurssilla etté Differentiaali-
ja integraalilaskennan jatkokurssilla. Téssd tutkimuksessa on tarkasteltu neljan eri
kirjasarjan kurssikirjoja molemmilta kursseilta. Tutkimuksessa kéaytetyt kirjasarjat
ovat Pydamidi, Laudatur, Calculus ja Matematiikan taito.

3.1.1. Derivaatta-kurssi. Jatkuvuutta ldhestytidéan usein oppikirjoissa raja-arvon
kautta, mutta on myos poikkeuksia. Raja-arvosta kdydadn ldpi sen muodostamis-
sdantoja ja esitellddn lim-merkintd. Useimmissa kirjoissa tutkitaan raja-arvoa ensin
numeerisesti eli laskemalla funktion arvoja pisteissé, jotka lahestyvit kohtaa, jossa
raja-arvoa madritetddan. Matematiikan taidossa kerrotaan myos hieman historiasta
funktion raja-arvon johdannossa ja mééritelladn ensin ympéristo, mitd muissa kir-
jasarjoissa ei ole. Sen jilkeen raja-arvoa tutkitaan numeerisesti ja graafisesti kuten
muissakin kirjasarjoissa.

Raja-arvo on méiéritelty kaikissa kirjoissa vihén eri tavalla. Matematiikan taidos-
sa on ensin sanallisesti selitetty, mitd funktion raja-arvo tarkoittaa ja sitten merkitty
ILm f(z) = atai f(z) — a, kun & — xy. Calculuksessa on aika samantapainen méa-
r—x0

ritelmé, ja lisdksi siind on funktion raja-arvon olemassaolon ehto. Myos Laudaturissa
on raja-arvon olemassaolon ehto, mutta siini ei ole varsinaisesti mééaritelty raja-arvoa
muuta kuin esimerkin kautta.

Matematiikan taidossa, Laudaturissa ja Calculuksessa aloitetaan jatkuvuuden ké-
sittely kuvien ja raja-arvon avulla. Kaikkissa niisséd kirjoissa on kuvat poistuvasti
epéjatkuvasta, hyppéysepajatkuvasta ja jatkuvasta funktiosta. Laudaturissa on vield
vksi kuva, jossa on funktio, jota ei ole médritelty yhdesséa pisteessid. Kuvien jalkeen
kirjoissa on mééritelty jatkuvuus kohdassa zy. Matematiikan taidossa ja Calculuk-
sessa on vield lisdtty, ettd jos f ei ole jatkuva kohdassa g, niin se on epéjatkuva
tassd kohdassa. Matematiikan taidossa, Laudaturissa ja Calculuksessa jatkuvuuden
méarittelyn jéalkeen on heti esimerkki. Matematiikan taidossa on viisi esimerkkid ja
viimeisend on Dirichlet’n funktio. Muissa kirjoissa sité ei ole esimerkkind. Pyramidissa
jatkuvuuden késittely aloitetaan jatkuvuuden méaritelmista. Ensin siind on mééritel-
ty vasemmalta ja oikealta jatkuvat funktiot. Sitten méaritellain jatkuvuus kohdassa
vasemman ja oikeanpuolisen raja-arvon avulla ja yleisen raja-arvon avulla.
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Matematiikan taidossa ja Pyramidissa on selvisti eroteltu kappale 'Jatkuvuus an-
netulla valilld’. Laudaturissa ja Calculuksessa ’Jatkuvuus vélilla” on maééaritelty ’Jat-
kuvuus kohdassa” mééritelmén jélkeen, mutta sitéd ei ole kuitenkaan erikseen koros-
tettu tekstistd. Pyramidissa on vield erikseen kappale "Jatkuvuus joukossa’. Kaikissa
kirjoissa on mainittu, ettd alkeisfunktiot ovat jatkuvia mééarittelyjoukoissaan.

Matematiikan taidossa ja Calculuksessa on liséksi raja-arvon laajennuksia. Kappa-
leessa tutkitaan raja-arvoa ddrettomyydessé ja epéoleellista raja-arvoa. Calculuksessa
kidydaan hyvin lyhyesti laajennus, mutta Matematiikan taidossa on kédydéaéan tarkas-
ti lapi funktioiden erilaisia asymptootteja esimerkkien avulla. Muissa kirjoissa ei ole
asymptootteja mainittu.

3.1.2. Differentiaali- ja integraalilaskennan jatkokurssi. Ainoa kirjasarja,
jossa ei syvennytd tarkemmin jatkuvuuteen, on Pyramidi. Sen kirjan jatkuvuus ja
derivoituvuus kappaleessa kerrotaan vain, ettéd ”jos funktio on derivoituva, niin se on
jatkuva”. Syy, miksi Pyramidi kirjassa ei syvennyté tarkemmin jatkuvuuteen saattaa
16ytyé Derivaatta-kirjasta. Siind on kéyty hyvin tarkasti 14pi erilaisia esimerkkikuvia,
joissa on epéjatkuvia ja jatkuvia funktioita sekéd kuva funktiosta, jonka jatkuvuudes-
ta ei voida puhua. Téssé kirjassa lahennytéén jatkuvuutta ehkéd hieman yksityiskoh-
taisemmin kuin muiden kirjasarjojen Derivaatta-kirjassa. Opettajana olisi hyva téata
kirjasarjaa kayttdessa ensin kerrata jatkuvuuden perusteet Differentiaali- ja integraa-
lilaskennan jatkokurssilla esimerkiksi ennen derivoituvuutta.

Kolmessa muussa kirjasarjassa tulee selvisti esille se, ettd jos funktiota ei ole méaa-
ritelty jossain kohdassa, niin sen jatkuvuudesta ei voida sanoa mitddan. Vaikka néin
on, niin silti vield yliopiston opiskelijatkin yrittdvét antaa esimerkiksi epédjatkuvasta
funktiosta funktion f(x) = i Opettajan olisikin tidrkedd painottaa téta asiaa, etté se
ei jaisi oppilaiden vastuulle oppia itse kirjasta.

Calculus on ainut kirjasarja, jossa on esimerkkiné kaikkialla epédjatkuva funktio ja
funktio, jolla on heilahtelevaa epéjatkuvuutta. Mielesténi esimerkki

sini  kun z #0
fz) = {0 kun x =0

on hyvé, koska siitd huomaa, ettd funktion jatkuvuus ei ole aina selvda kuvasta kat-
sottuna ja jatkuvuutta pitéisi tutkia raja-arvon avulla. Usein oppilaat olettavatkin
funktion jatkuvaksi, jos sitd ei erikseen vaadita tutkimaan. Opettajana olisikin hy-
vé, jos ottaisi tavaksi jatkuvuuden tutkimisen oppilaiden kanssa esimerkiksi, kun on
sellaisia tehtévid, misséd halutaan tietdd, onko funktio derivoituva vai ei. Mielestéani
oppilaille tulisi esittdd esimerkki kaikkialla epéjatkuvasta funktiosta, jotta oppilaalle
ei jaisi sellainen kuva, ettd funktio on epéjatkuva vain yksittéisissé pisteissa.

Matematiikan taidossa jatkuvuutta kéasitelldan ehké kaikkein laajimmin. Kirjassa
lahennytédédn jatkuvuutta yliopistomatematiikan tavoin. Se on ainut kirjasarja, jossa
jatkuvuutta todistetaan €\d todistuksella. Tassé kirjassa on selvésti muita enemmén
panostettu jatkuvuuden kasittelyyn.

3.2. Tutkimusongelmat

Koska tutkielman matemaattisessa osiossa tutkittiin, millaisia ovat reaalifunktion
epdjatkuvuuspisteiden joukot ja miten luokitellaan epédjatkuvuuksia, oli luonnollista
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ottaa huomioon se, miten matemaattinen osio liittyy kyselytutkimukseen. Sen lisdksi
haluttiin, ettd tutkimuksesta olisi jotain hyotyé tutkijan tulevassa ammatissa. Kun
lahdettiin miettimé#n, minkélaisia ongelmia halutaan kyselylla selvittéaa, tarkeimmik-
si kysymyksiksi nousivat, onko oppilailla havainnollista kisitystéd epdjatkuvuuksien
erilaisuudesta, ja onko oppilailla matemaattista kasitysta epéjatkuvuuspisteiden jou-
kon koosta. Liséksi haluttiin selvittdd kuinka tuttuja esimerkkitapaukset Dirichlet’'n
funktio ja heilahtelevasti epajatkuva sini-funktio ovat oppilaille.

3.3. Tutkimusmenetelmi

Tutkimusmenetelmé on kyselyn teettdminen oppilailla ja sen analysointi (kyselylo-
make liitteend). Oppilaat valittiin Differentiaali- ja integraalilaskennan jatkokurssilta.
Kurssikirjana oppilailla oli kdaytossd Matematiikan taito. Kyselyyn osallistui 12 oppi-
lasta ja oppilailla ei ollut etukéteen tietoa kyselytutkimuksesta. Oppilaiden opettaja
piti oppilaita riittdvén motivoituneina vastaamaan totuudenmukaisesti kyselyyn. Ky-
sely toteutettiin Diffirentiaali- ja integraalilaskennan jatkokurssin loppupuolella ennen
kurssikoetta. Jatkuvuus oli késitelty noin kaksi viikkoa aikaisemmin. Oppilailla kesti
noin 15 minuuttia vastata kysymyksiin ja suurin osa vastasi kaikkiin kysymyksiin.

Oppilaille teetetyn kyselytutkimuksen ensimméinen tehtéva on johdatus tehtava,
jonka tarkoituksena on saada selville, ymmaértavéatko oppilaat missé pisteisséa funktio
on epdjatkuva. Funktiossa on myos epéderivoituva kohta tehtdvin haasteellisuutta
lisadamadn. Toinen tehtéva testasi myos oppilaiden késityksid jatkuvuuden ja epéjat-
kuvuuden eroista. Siind on funktio, joka on epéjatkuva useassa eri pisteessé ja oppi-
laiden tulisi maarittad, milla vileilla funktio on jatkuva. Néilla kysymyksilla haluttiin
selvittad, onko oppilailla perusasiat jatkuvuudesta tiedossa.

Kyselytutkimuksen kolme viimeisté tehtavai ovat téarkeita tutkimusongelmien kan-
nalta. Kolmannessa tehtavissa tutkitaan, ymmartaviatko oppilaat, ettd funktiolla to-
siaan voi olla darettoméan monta epajatkuvuuskohtaa. Kiinnostavaa on myos nahda,
miten oppilaat perustelevat tdméan. Neljas kysymys on myos tutkimuksen kannalta
oleellinen. Téssé kysymyksessé tutkitaan, onko oppilailla tietoa kaikkialla epéjatku-
vasta funktiosta. Ja vaikka he eivit olisi ikind kuulleetkaan sellaisesta, niin on kiin-
nostavaa ndhdé, miten he aikovat perustella vastauksensa. Viimeisessé tehtéavissa on
tarkoitus tutkia, osaavatko oppilaat keksié eritavalla epédjatkuvia funktiota. Esimer-
kiksi hyppéaysepédjatkuvuutta ja ddrettomyyteen karkaavaa epéjatkuvuutta. Mielen-
kiintoista on saada selville, millaisia epajatkuvia funktiota oppilaat pitdavat erilaisina.
Tehtéva on erittidin luova ja avoin, joten vastauksia voi tulla hyvin erilaisia.

3.4. Kyselyn tulokset

Ensimmainen tehtava:

Tehtéavassa piti kuvan avulla méarittaa, missa pisteissa funktio on epédjatkuva ja antaa
yksi véli jossa funktio on jatkuva.

Kymmenen oppilasta vastasi ensimmaéiseen tehtdviéan taysin oikein. Vain kahdella
oppilaalla oli virheitéd vastauksissa, jotka johtuivat lahinn& huolimattomuudesta. Yksi
oli antanut a-kohdan yhdeksi epdjatkuvuuspisteeksi x = 4, vaikka oikea vastaus olisi
ollut x = 5. Oppilas oli ehké katsonut epidhuomiossa kuvaa védrin. Toinen oppilas
oli unohtanut epéjatkuvuuspisteen z = 5 a-kohdasta. Lisdksi hén antoi b-kohtaan
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valin, jossa funktio olisi jatkuva vélilla (5, 3%), joka on vain siind mielesséd vaarin, etté
arvot ovat vadrdssd jarjestyksessd. Muuten vastaus olisi oikein. Kukaan ei antanut
epdjatkuvuuskohdaksi x = —1, joka oli epaderivoituvuuskohta. Oppilaat eivit siis
sekoittaneet epéderivoituvaa kohtaa epéjatkuvaksi kohdaksi.

Toinen tehtava:

Tehtéavassa kaksi piti kuvan avulla vastata vaittdmiin, jotka olivat tosia ja epétosia.

Vain yhdella oppilaalla oli yhdesséd kohdassa virhe. Oppilas oli vastannut c-kohtaan,
ettd funktio olisi jatkuva vélilld [1, 3]. Oppilas ei varmaan ollut huomannut, etté pis-
teessd © = 3 funktio on epdjatkuva. Muuten kaikki olivat vastanneet kysymykseen
taysin oikein. Oppilaat selvistikin osasivat jatkuvuuden perusteet, mutta kaksi en-
simmaistd tehtdvad perustuivat suurimmaksi osaksi derivaatta kurssin tietoihin ja
taitoihin.

Kolmas tehtava:

Kolmannessa tehtévéssa kysyttiin voiko funktiolla olla ddrettémén monta epéjatku-
vuuskohtaa sekd pyydettiin perustelemaan vastaus.

Kaksi oppilasta jattivit tehtavan tyhjaksi. Kymmenen oppilasta vastasi tehtavaan
oikein, joista nelja vastasi kysymykseen oikein, mutta perustelut olivat joko kokonaan
vadrin tai muuten puutteellisia. Esimerkiksi joku oli vastannut, ettd funktio ei olisi
jatkuva sellaisissa kohdissa, missé funkiota ei ole méaéritelty. Kuusi oppilasta vastasi-
vat tehtdvadn perustelujen kanssa oikein. Perustelut vaihtelivat voimakkaasti. Tamé
saattoi johtua siitd, ettd oppilaat eivit olleet aiemmin miettineet télldista kysymys-
td, joten heilld ei ollut valmiita késityksié tésté asiasta. Esimerkiksi erds oppilas oli
vastannut kysymykseen, etté jos reaalilukujen joukosta poistetaan kaikki rationaali-
luvut, niin kyseiselld méérittelyjoukolla funktio olisi dédrettomén monessa kohdassa
epdjatkuva. Toinen oppilas oli vastannut, ettd niissé kohdissa funktiota ei ole mééri-
telty, joka on taysin virheellinen perustelu. Jotkut olivat yrittdneet antaa perusteluksi
esimerkkié sellaisesta funktiosta, joka olisi epédjatkuva darettoméan monessa pisteessa.
Télldisié oli esimerkiksi f(z) = (—1)*. Tdmé& on muuten hyvé esimerkki, mutta téssé
taytyisi vield méaritella muuttujan x méaarittelyjoukko. Jos niin ei tehdé, niin funktio
saa myo0s kompleksilukuarvoja. Hyvin perusteltu vastaus oli ”Voi olla, jos funktio saa
x:n arvoja addrettoméadn asti. Télloin ei voida asettaa myoskéédn epéjatkuvuuskohdille
yldrajaa”. Saman tyyppinen vastaus oli toisellakin oppilaalla.

Neljas tehtava:

Tehtéavassa kysyttiin onko olemassa funktiota, joka on epéjatkuva kaikkialla seké pyy-
dettiin perustelemaan vastaus.

Kaksi oppilasta jatti vastaamatta tehtéavaan. Kaksi oppilasta vastasi taysin vaarin.
Yksi oppilas antoi selitykseksi sen, etté ei voi olla sellaista funktiota, koska silloin se ei
olisi funktio. Toinen vastasi, ettéd funktio taytyy olla jatkuva jossain kohdassa, muuten
se on vain piste. Kuusi oppilasta olivat vastanneet ldhes oikein ja kaksi oppilasta
olivat jopa antaneet esimerkiksi Dirichletin funktion. Nelja oppilasta yritti kuvailla
sellaista funktiota, joka saa eri arvoja vierekkaisissé pisteissa. Vaikka tdmé vastaus
on tavallaan oikein, niin se on silti virheellinen. Lukion kolmannen vuoden oppilailla
ei ole vield késitysté joukkojen mahtavuudesta ja siitd, etté vierekkéisid pisteitd ei ole
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olemassa, koska jos olisi niin loydettéisiin nollaa ldhinn& oleva rationaalipiste. Mutta
vastaus luettiin oikeelliseksi, koska oppilaiden tietojen ja taitojen perusteella se on
oikein. Kaksi oppilasta oli vastannut oikein kysymykseen, mutta perustelut olivat
hyvin epéselvid. Yksi vastasi, ettd télloin funktio saa vain reaalilukuarvoja, jolloin
se on kaikkialla epéjatkuva imagindarilukujoukossa. Toinen vastasi, etté esimerkiksi
funktio, joka hajaantuu joka toisen pisteen ollessa eri tasolla kuin toinen. Oppilas
on ehké tarkoittanut Dirichlet'n funktiota, koska hén oli piirtdnyt seuraavan kuvan
esimerkiksi.

!
’\\L

Viides tehtava:

Viimeisessd tehtédvissad pyydettiin piirtdméaédn ja perustelemaan millaisia epéjatkuvia
funktioita voi olla olemassa.

Kysymys oli tutkimuksen kannalta oleellinen, koska tehtavissa ei voinut veikata.
Oppilaat vastasivat todella hyvin ja olivat ymmaértéaneet, mité tehtavéssa oli tarkoi-
tettu, vaikka tehtdvé oli haasteellinen sen avoimuuden vuoksi. Viisi oppilasta oli piir-
tanyt joko hyppéaysepajatkuvan tai poistuvasti epdjatkuvan funktion. Nelja oppilaista
oli piirtdnyt kaksi erilailla epédjatkuvaa funktiota (hyppéys- ja poistuvaepijatkuvuus).
Vain kaksi oppilaista oli piirtdnyt oleellista epédjatkuvuutta esittdvan kuvan, mutta ei
ollut sitten muistanut maéaritella funktiota pisteessd x = 0. Eli periaatteessa sellai-
nen funktio ei ole epédjatkuva tai jatkuva. Kukaan ei piirtdnyt tai maininnut sellaista
funktiota, jolla olisi ollut heilahtelevaa epéjatkuvuutta. Moni kuitenkin yritti antaa
esimerkiksi sellaista funktiota, jota ei ole mééaritelty jossain kohtaa tai piirsivét sel-
laisia funktiota, joilla on samanlaista ep#jatkuvuutta. Yksi oppilas kirjoitti, ettd kai
niitd voi olla minkélaisia tahansa. Tarkoittaen ehké sité, etté erilaisilla funktiolla on



3.4. KYSELYN TULOKSET

aina erilaista epajatkuvuutta.

Yksi tyypillinen virhe piirros.

Toinen tyypillinen virhe piirros.

28
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Téllaisia kuvia oli kahdella oppilaalla. Piirros on muuten hyvé, mutta molemmat

oppilaat olivat unohtaneet méaritelld funktion pisteesséd x = 0.

3.5. Pohdintaa

3.5.1. Johtopaatokset. Selvistikin oppilaat osasivat ainakin perusasiat jatku-
vuudesta eivatka sekoittaneet epaderivoituvaa funktiota epédjatkuvaan funktioon. Paa-
vo Heiskasen tutkimuksesta huomaa, etté yleisimmét virhekuvat ovat sellaisia, joissa
on kuva funktiosta, jolla on epéjatkuvuuskohta pisteessé, jossa funktiota ei ole méaa-

ritelty.

|
|
T
|
|
-
|
4

Virheellinen esimerkkikuva Paavo Heiskasen tutkimuksesta.

Opetuksessa voisi vield painottaa sitd, ettd jos funktiota ei ole méaritelty jossain
kohtaa, niin sen epéjatkuvuudesta ei voida sanoa mitdéan. Kuitenkin oppilailla tuntui
olevan késitysta siitd, minké kokoisia funktion epéjatkuvuuspisteiden joukot saatta-
vat olla. Jopa puolet oli vastannut oikein tai jokseenkin oikein tehtéviin kolme ja
nelja. Oppilaille tulisi kuitenkin antaa mietittaviksi, mita tarkoittaa matematiikas-
sa se, ettd jokin arvo on #ddrettomén lahella. Oppikirjasarjan Laudatur Derivaatta-
kurssikirjassa on hyvéd pohdintatehtdva koskien tatd ongelmaa. Siind oppilaan tulisi
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miettid, padseekd oppilas koskaan perille, jos edetdén aina puolet jiljella olevasta
matkasta. Opetuksessa voisi kdyttda tdmén tyyppistd esimerkkié jo ennen raja-arvon
kéasittelya.

Opetettaessa jatkuvuutta on hyvéi aloittaa raja-arvon késitteesté etenkin havain-
nollisesti. Muutenkin jatkuvuutta opetettaessa tulisi panostaa oikeanlaisiin kuviin,
etteiviat kuvat johtaisi oppilaita virhekasityksiin. Kuvat ovat térkeitd tdmén asian
késittelysséd tai muuten opetus menee liian teoreettiseksi, joka vaikeuttaa oppilaiden
ymmartamista asiasta. Muuten voi kiyydéa niin, ettd oppilas kylla ymmartas, etta funk-
tio ei ole jatkuva ja osaa laskea raja-arvon/arvot, mutta ei varsinaisesti ymmaérra mi-
ta se tarkoittaa. Téassé tutkielmassa tarkastelluissa oppikirjoissa on ollut hyvid kuvia
aiheesta. Vaikka kaikissa oppikirjoissa ei ole esitelty tapauksia kaikkialla epéjatkuvas-
ta funktiosta ja heilahtelevasti epédjatkuvasta funktiosta, ne olisi oppilaan oppimisen
kannalta hyodyllisid esittédé, koska ne voisivat auttaa ymmartdméédn kokonaisuutta
hieman paremmin.

3.5.2. Jatkotutkimusehdotuksia. Kyselytutkimusta voisi parantaa lisdamalla
suoran kysymyksen, onko funktio epdjatkuva pisteessd, jossa sitéd ei ole méaritelty.
Lisédksi kysymysta viisi voisi vahén parantaa pyytamalla, ettd oppilaat tarkastelisivat
piirtdmiensé funktioden raja-arvoa ja toispuoleisia raja-arvoja. Kysymyslomaketta ei
kuitenkaan kannattaisi luoda liian pitkdksi. Kiinnostavaa olisi ollut vield, jos olisi
teettetty kysely yliopiston ensimmaéisen tai toisen vuoden matematiikan opiskelijoille.
Télla tavalla tutkimus olisi laajentunut hieman, mutta olisi kuitenkin pysynyt tapaus-
kohtaisena. Liséksi tutkimukseen olisi voinut liittda haastattelun lukion matematiikan
opettajilta. Heilté olisi voinut kysyé esimerkisi, miten he opettavat jatkuvuutta ja hie-
man yksityiskohtaisempia kysymyksié kuten, millaisia esimerkkeja heiddn mielestaéan
tulisi esittédd ja millaisia ongelmia kohdataan tunneilla opetettaessa jatkuvuutta.



LIITE A

Jatkuvuustesti
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JATKUVUUSTESTI

Nimi:

1. Maairitd kuvasta katsomalla

f(x)

a) Missa pisteissd funktio f(x) on epdjatkuva?

b) Mairité yksi vili, jossa funktio f(x) on jatkuva.
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2. Mairitd kuvasta katsomalla ovatko véittimat tosia vai epétosia (Merkitse E/T)

<

y

X
0 N

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Funktio f(x) on jatkuva kaikilla reaalilukuarvoilla.
Funktio f(x) ei ole jatkuva vililld [1,10].

Funktio f(x) on jatkuva valilla [1,3]

Funktio f(x) on jatkuva vililla [1,2]

Funktio ei ole jatkuva milldédn vélilla.

o po o

[98)

Voiko funktiolla olla ddrettdomén monta epdjatkuvuuskohtaa? Perustele.

4. Onko olemassa funktiota joka on epédjatkuva kaikkialla? Perustele.
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5. Tehtdvdssd 1. esiintyy funktio, joka on epdjatkuva tietylld tavalla. Piirrd ja
perustele millaisia epédjatkuvia funktioita sinun mielestédsi voi olla olemassa. Voit
piirtdd niin monta kuvaa kuin haluat.
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