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Tama tutkielma késittelee fraktaaligeometriaa. Tutkielman tarkoituksena on méaé-
ritelld itsesimilaari joukko sekd sen dimensio. Liséksi tarkoituksena on tutkia erilaisia
itsesimilaareja joukkoja seké niiden ominaisuuksia. N&itd varten méaaritetdédn aluksi
joukon mitta. Perinteinen geometria ja siihen liittyva mitta, joka méaéarittelee jou-
kon dimension kokonaisluvuksi, ei ole riittdvi kuvaamaan fraktaalisia joukkoja. Sen
vuoksi itsesimilaareja joukkoja varten maaritetdin Hausdorffin dimensio ja laatikko-
dimensio.

Itsesimilaari joukko maééritelldén iteroivan systeemin avulla. Iteroiva systeemi
koostuu muunnoskuvauksista, joilla on kutistava ominaisuus. Tutkittavien joukko-
jen néytetddn olevan muuttumattomia annetuille muunnoskuvauksille, jolloin jouk-
koa sanotaan itsesimilaariksi joukoksi. Itsesimilaarille joukolle osoitetaan, ettd sen
Hausdorffin dimensio ja laatikkodimensio ovat yhtdsuuret. Liséksi osoitetaan, etté jos
itsesimilaarille joukolle pétee avoimen joukon ehto, niin sen dimensio saadaan lasket-

tua kaavasta
x
D =1,

=1
missd s on joukon dimensio ja luku ¢; saadaan muunnoskuvauksista.

Tyossa tutkitaan neljad esimerkkijoukkoa: Cantorin joukkoa, Von Kochin kéy-
rid, Sierpinskin kolmiota ja Lévyn lohikddrmetta. Jokaisen joukon osoitetaan olevan
itsesimilaari ja sille méaritetddn dimensio. Kyseisten joukkojen dimensiot ovat kes-
kenédn erisuuret. Cantorin joukon dimensiolle pétee 0 < s < 1, Von Kochin kéyran
seké Sierpinskin kolmion dimensioille pitee 1 < s < 2 ja Lévyn lohikddrmeen dimen-
sioksi saadaan s = 2. Lévyn lohik&4rme on poikkeuksellinen fraktaali. Sen dimensio
on kokonaisluku ja se sisdltda avoimia joukkoja, miké ei kuvasta katsoen ole selvaa.
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Johdanto

Tama tutkielma késittelee fraktaaligeometriaa. Nimi 'fraktaali’ tulee latinankielen
sanasta 'fractus’, joka tarkoittaa rikkinaisté tai pirstaleista. Nimityksen otti kiayttoon
Benoit Mandelbrot vuonna 1975 tutkiessaan kovin epésdéannollisia joukkoja. Fraktaa-
lille ei ole olemassa yksikasitteistd médritelméd, eikd siten annetusta joukosta voida
suoraan sanoa, onko se fraktaali vai ei. Mandelbrot méérittelee fraktaalin sellaisek-
si joukoksi, jonka Hausdorffin dimensio on aidosti suurempaa, kuin sen topologinen
dimensio [4]. (Hausdorffin dimensio mééritelladn tyossia Luvussa 1.)

Kenneth Falconer méérittelee fraktaalin Euklidisen avaruuden joukoksi FE, joka
toteuttaa kaikki tai suurimman osan seuraavista ominaisuuksista [5]:

(1) Joukolla E on ’siisti rakenne’; sen rakennetta voidaan tarkastella mielivaltai-
sen pienelld mittakaavalla.

(2) Joukko E on liian epasddnnollinen kuvattavaksi perinteisella geometrialla.

(3) Usein joukko E on itsesimilaari, véhintdénkin approksimatiivisesti.

(4) Usein joukon E fraktaalinen dimensio (joka voidaan médrittédé usealla taval-
la) on aidosti suurempaa, kuin sen topologinen dimensio.

(5) Usein joukko F voidaan maérittdd hyvin yksinkertaisesti ja yleensé rekursii-
visesti.

Topologista dimensiota ei tulla méaritteleméan tyossé, mutta on olennaista tietaa,
ettd se on aina kokonaisluku. Tamén vuoksi Mandelbrotin ja Falconerin mééritelméat
voidaan tulkita seuraavasti: Fraktaali on joukko, jonka dimensio ei ole kokonaisluku.

Sekd Mandelbrot ettd Falconer sisdllyttavat madritelmiinséd fraktaalisen dimen-
sion. Tamé& onkin ehké selvin ominaisuus, joka méarittda fraktaalin. Tiedetédén, ettéa
kidyran dimensio on 1, tason dimensio on 2 ja kuution dimensio on 3. Euklidisessa
avaruudessa téitd voidaan jatkaa ja avaruuden R™ dimensio on n, missd luku n on
positiivinen kokonaisluku. Harvoin on kuitenkaan olemassa sellaista kokonaislukua n,
joka olisi sopiva kuvaamaan fraktaalisen joukon kokoa. Tédmé&n vuoksi on kehitetty
fraktaaleille ominainen mittateoria, jonka avulla saadaan méaéaritettyéd joukon dimen-
sio, joka siis harvoin on kokonaisluku.

Itsesimilaari joukko mééaritellaan rekursiivisesti muunnoskuvausten avulla. Muun-
noskuvauksilla on ominaisuus

(1) |Si(x) — Si(y)| = clx —y| kaikille z,y € R,

missd 0 < ¢ < 1. Talloin kuvaus S; kutistaa joukkoa. Lisdksi halutaan osoittaa, et-
ta tutkittava joukko on muuttumaton annetuille muunnoskuvaksille, toisin sanoen
kuvaukset ainoastaan kutistavat joukkoa, mutta kuvaavat sen muuten tasmélleen sa-
maksi joukoksi. T&lloin sanotaan, ettéd joukko on itsesimilaari. Itsesimilaarin joukon
kuvassa tdmé tarkoittaa sité, ettd joukko koostuu itsensa kopioista pienoiskoossa. Jos
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JOHDANTO 2

kuvaa suurennetaan, niin huomataan, ettd se nayttda edelleen samalta. Itsesimilaa-
rin joukon mitan méa#rittdmisen perinteisen geometrian keinoin tekee hankalaksi se,
ettd joukko méaritelladn rekursiivisesti siten, ettd annettua ’kaavaa’ jatketaan déret-
tomiin.

Niin historiassa, kuin nykypéaivéanékin, erdédné tutkimuksen kohteena on ollut luon-
to ja sen kuvaaminen geometrian avulla. Luonnosta ei l1oydy ympyréaé tai ellipsia eiké
suoraa viivaa. Luonnon kappaleet ovat usein monella tapaa rikkonaisia ja ensisilméayk-
sella kovin monimutkaisia. Fraktaalit ovat usein erinomaisia approksimoimaan naité
luonnon kappaleita, kuten esimerkiksi pilven reunoja, kasvien lehtid tai maan ran-
taviivaa. Useissa tapauksissa hyvin approksimaation antavat kuvaukset ovat lisdk-
si itsesimilaareja. Fraktaaleitakaan ei toki oikeasti esiinny luonnossa, mutta ne ovat
usein riittavalla tarkkuudella sopivia kuvaamaan tutkittavia joukkoja. Rantaviivan
pituuden tutkiminen on myds historiallisesti merkittéavad, silla Mandelbrot kehitti
fraktaalin késitteen juuri tutkiessaan Iso-Britannian rantaviivan pituutta.

Ensimmaisesséd luvussa aloitetaan mittateorian perusteista, joukon mitan kasit-
teestd. Téamén jalkeen madritelladn kaksi fraktaaligeometrian térkedd dimensiota:
Hausdorffin dimensio seké laatikkodimensio. Molempien dimensioiden ideana on peit-
taa tutkittava joukko joillain peitejoukoilla ja tdmén jélkeen etsid raja-arvo peittei-
td pienennettidessd. Hausdorffin dimensio perustuu Hausdorffin mittaan. Hausdorf-
fin mitta ja dimensio ovat vanhimpia tunnettuja mitan ja dimension mééaritelmii ja
ne ovat térkedssd osassa fraktaaligeometriaa, kuten jo Mandelbrotin maaritelmasta
voidaan todeta. Laatikkodimension térkeys nékyy etenkin laskennallisissa tapauksis-
sa, silla se on usein huomattavasti helpompi laskea, kuin Hausdorffin dimensio. En-
simméisen luvun lopuksi tutkitaan viel& ndiden kahden dimension yhtéldisyyttd. On
huomattavaa, ettd fraktaaleille on médritetty myos useita muita dimensioita, mutta
tdmén tyon kannalta edelld mainitut kaksi dimensiota ovat merkittavimmét.

Toisessa luvussa madritellddn tutkielman varsinainen aihe, itsesimilaari joukko.
T#td varten méadritetdédn iteroiva systeemi, joka koostuu yhtélon (1) mukaisen omi-
naisuuden omaavista muunnoskuvauksista, joille tutkittava joukko on muuttumaton.
Tamén jalkeen madritetdédn itsesimilaarin joukon dimensio. Itsesimilaarille joukolle
saadaan osoitettua, ettd sen Hausdorffin dimensio ja laatikkodimensio ovat tésmél-
leen yhta suuret. Lisiksi saadaan johdettua hyvin yksinkertainen kaava, jolla dimen-
sion arvo saadaan laskettua. Témén kaavan antavaa lausetta voidaan pitdé tyon paa-
tuloksena.

Toisessa luvussa tutkitaan myts muutamaa implisiittistd metodia dimension las-
kemiseksi. Implisiittiselld metodilla tarkoitetaan tapaa, jossa ratkaisuun padstéén il-
man tasmaéllista laskemista. Talloin riittad varmistua tietyisté ehdoista, joista voidaan
osoittaa seuraavan jokin haluttu tulos. Hausdorffin dimensiolle ja laatikkodimensiol-
le saadaan implisiittisesti johdettua yhtédsuuruus, mutta télléin dimension arvoa ei
saada ratkaistua.

Toisen luvun lopuksi tutkitaan viel&d hieman saatujen tulosten soveltamista kuvan-
kéasittelyyn. Kuten jo todettiin, niin luonnossa esiintyy paljon fraktaalisia joukkoja
tai ainakin kovasti niitd muistuttavia. Kappaleita voidaan mallintaa itsesimilaarien
joukkojen avulla hyvin tarkasti. Ndiden approksimaatioiden tarkkuudesta osoitetaan
muutama tulos.



JOHDANTO 3

Kolmannessa luvussa esitetdan nelja itsesimilaaria joukkoa. Esimerkkijoukoille so-
velletaan Luvuissa 1 ja 2 johdettuja tuloksia ja osoitetaan siten erilaisia ominaisuuk-
sia. Ensimmaéinen esimerkkijoukko on Cantorin joukko, joka on hyvin perinteinen
esimerkki muunmuassa sen yksinkertaisen méaérittdmisen vuoksi. Toisaalta, kovin yk-
sinkertaiselta vaikuttavalta joukolta loytyy paljon yllattédvid ominaisuuksia, kuten
esimerkiksi joukon ylinumeroituvuus. Lisdksi tutkitaan Von Kochin kayriad seké Sier-
pinskin kolmiota, jotka my6s ovat perinteisiad esimerkkejé itsesimilaareista joukoista,
mutta ominaisuuksiltaan hieman erilaisia. Viimeinen esimerkkijoukko on Lévyn lohi-
kéddrme, joka poikkeaa muista esimerkkijoukoista siten, ettéd sen dimensioksi saadaan
kokonaisluku, miké on fraktaaleille hyvin harvinaista, kuten aiemmin todettiin.

Esimerkkijoukoille on esitetty kuvat iteraatioista eli vaiheista, joilla joukkoa ra-
kennetaan. Lisdksi on esitetty kuva itse joukosta. On kuitenkin huomattavaa, etta
koska joukot saadaan jatkamalla iteraatioita ddrettomiin, ei itse joukkoa voida piir-
tad. Joukoista esitetyt kuvat ovat siis riittdvén pitkélle vietyja iteraatioita, jolloin
kuvaa voidaan pitdd hyvané approksimaationa itse joukolle.



LUKU 1
Mitta ja dimensio

Téssé luvussa méaritelladn aluksi mitta-teorian avulla joukon mitan késite. Mitan
késitteen méadrittely poikkeaa hieman yleisesti tunnetusta maéritelmésta, mutta poik-
keavuutta on perusteltu tyosséd. Tamaén jélkeen tutkitaan joukkojen ulottuvuuksia eli
dimensioita kahden erilaisen méaritelmén avulla. Hausdorffin dimensio on vanhimpia
tunnettuja dimensioita ja se voidaan méérittdd mille tahansa joukolle. Laatikkodi-
mensio on puolestaan paljon kéytetty, silld se on suhteellisen helppo laskea. Lopuksi
tarkastellaan ndiden kahden dimension suhdetta toisiinsa. Lahdekirjallisuutena téssé
luvussa on K. Falconer, Fractal geometry [4].

1.1. Mitta

Maaritelladn aluksi Borel-joukot, joita ldhes kaikki téssd tutkielmassa esiintyvét
joukot ovat.

MAARITELMA 1.1. Borel-joukot ovat pienin kokoelma avaruuden R" osajoukkoja
siten, ettd ne tayttavit seuraavat ehdot:

(1) Jokainen avoin joukko ja jokainen suljettu joukko on Borel-joukko.

(2) Yhdiste, joka koostuu &érellisesté tai numeroituvasta maaréasti Borel-joukkoja,
on Borel-joukko, samoin leikkaus, joka koostuu darellisesté tai numeroituvas-
ta madrasta Borel-joukkoja, on Borel-joukko.

Tarkastellaan Euklidisen avaruuden R™ osajoukkoja &2. Tarkoituksena on voida
verrata joukkoja niiden koon perusteella. Tétd varten méaéritetddan mitan késite, joka
kuvaa joukon kokoa. Mitan késitteen méérittely seuraa Falconerin mééritelmad [4] ja
poikkeaa hieman yleisesti tunnetusta méaaritelmésta.

MAARITELMA 1.2. Avaruudessa R" kuvaus p : Z(R") — [0, 00| on mitta, jos p
on ei-negatiivinen siten, ettéd jokaiselle avaruuden R™ osajoukolle pétee

(1) (@) =0,
(2) p(A) < p(B),  jos AC B,

(3) jos joukot Aj, As, ... ovat numeroituva (tai dérellinen) jono joukkoja, niin

I (U A¢> < Z 11(Ay),

4



1.1. MITTA 5

(4) jos joukot Aj, As,... ovat numeroituva (tai #érellinen) jono erillisid Borel-
joukkoja, niin

H (U Ai) = Z 1(As).-

Lukua p(A) kutsutaan joukon A mitaksi, toisin sanoen p(A) maarittaa joukon A
koon. Mychemmin méaéritellddn keino laskea eri mittoja.

HuomAuTus. Mairitelmén kohta (4) pétee yleisesti myos laajemmalle kokoelmal-
le joukkoja, kuin vain Borel-joukoille. Yleisesti mééritelméan kohdat (1) — (3) tunne-
taan mittateoriassa 'ulkomittana’, joka on mééritelty kaikille joukoille. Kohdat (1) ja
(4) vastaavat yleisesti mitan maéritelmaé, joka on madritelty o-algebrassa eli esimer-
kiksi Borel-joukoille. Téssé tyossi on oleellista, ettd u(A) voidaan médrittad kaikille
tutkittaville joukoille A. Koska tutkittavat joukot ovat Borel-joukkoja, niin riittéa,
ettd médritelmén kohta (4) pétee Borel-joukoille. Mikéli 1 toteuttaa mééritelmén
kohdat (1) — (4) Borel-joukoille, voidaan mééritelméé laajentaa ulkomitaksi kaikille
joukoille siten, ettd kohdat (1) — (3) patevét, jolloin yll4 oleva mééritelmé on yhtépi-
tava yleisesti tunnetun mééritelmén kanssa [4, s.10-11].

Madritelmé 1.2 kertoo siis mitan ominaisuuksista. Kohdan (1) nojalla tyhjan jou-
kon mitta on nolla. Kohta (2) sanoo, ettd mitd suurempi joukko, sen suurempi on sen
mitta. Kohdan (3) perusteella, jos joukko koostuu numeroituvasta madrasta osia, jot-
ka voivat olla myos padllekkaisié, on osien mittojen summa véhintédén koko yhdisteen
mitta. Mikéli joukko voidaan jakaa numeroituvaan méaraén erillisia Borel-joukkoja,
niin kohdan (4) perusteella osien mittojen summa on yhtésuuri kuin koko joukon
mitta.

Viimeinen kohta vaatii, ettd joukkojen on oltava erillisid Borel-joukkoja, toisin
sanoen joukot eivét saa olla padllekkaisida. Ndin ei kuitenkaan kdytdnnossa usein ole.
Seuraavat lemmat antavat keinon laskea mitta myos osittain paéllekkaisille joukoille.

LEMMA 1.3. Olkoon A D B, jolloin A wvoidaan kirjoittaa yhdisteend erillisistd
joukoista A = B U (A \ B). Olkoon lisiksi u(B) < oo. Tdlloin, jos A ja B ovat
Borel-joukkoja, niin

1A\ B) = pu(A) — u(B).

TobIisTus. Médritelmé 1.2 (4) antaa u(A) = p(BU (A\ B)) = u(B)+u(A\ B),
josta saadaan p(A\ B) = u(A) — u(B). O

LEMMA 1.4. Olkoon Ay C As C ... kasvava jono Borel-joukkoja siten, ettd
p(A;) < oo kaikilla i. Talloin

i) = (U,
=1

Tobistus. Joukkojen A; yhdiste voidaan esittdéd yhdisteend erillisistd joukoista
Uity Ai = A1 U (A2 \ Ap) U (A5 \ Ao) U ... Talloin Médritelmén 1.2 sekd Lemman 1.3
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nojalla on
1 <U Ai) = p(Ar) + Z (1(Aigr) — p(As))
= u(A) + ]}Lr{)lo ‘ (1(Aig1) — p(A))
= lim 1(A).

O

Lemmat 1.3 ja 1.4 ovat avuksi siind vaiheessa, kun halutaan teknisesti laskea jon-
kin joukon mitta. Esimerkkeihin paneudutaan tarkemmin myéhemmin.

Toinen tekninen apukeino on tutkia joukon kantajaa. Mitan p kantajan voidaan
ajatella olevan joukko, johon mitta on kasautunut. Tata varten médritelladan suljettu
r-siateinen pallo

By(x) ={y:ly -zl <r}.
MAARITELMA 1.5. Mitan p kantaja on pienin suljettu joukko X, jolle
p(R™\ X) = 0, toisin sanoen se on leikkaus sellaisista suljetuista joukoista, joiden
komplementti on nollamittainen. Kantaja on aina suljettu ja x kuuluu kantajaan, jos
ja vain jos
(B (x)) >0 kaikilla sateilld r > 0.
Sanotaan, ettd p on mitta joukolla A, jos A sisdltdéd p:n kantajan.

MAARITELMA 1.6. Avaruuden R” rajoitetun osajoukon A mittaa, jolle 0 < p(A) <
oo kutsutaan massajakaumaksi ja voidaankin ajatella, ettd (A) on joukon A massa.

Maaritelladn vield Lebesguen mitta, johon palataan Hausdorffin mitan yhteydessa.

MAARITELMA 1.7. Olkoon A = {(x1,...,2,) € R": a; < x; < b;} avaruuden R™
suuntaissiarmio, jolloin joukon A n-ulotteinen tilavuus on

VOln<A> = (bl — al)(b2 — (12) s (bn — an).

Talloin n-ulotteinen Lebesquen mitta £™ méiritelladn

ZL(A) = inf {Zvol"(Ai) Ac| Ai} .
i=1 i=1
Usein voidaan merkitd Z! = lenght(A), £? = area(A) ja £° = vol(A).

1.2. Hausdorffin mitta

Hausdorffin mitta perustuu ideaan, jossa tarkasteltava joukko peitetddn valituilla
joukoilla. Tamén jéilkeen yritetddn etsia raja-arvoa, jossa valittuja joukkoja kutiste-
taan siten, ettd ne juuri ja juuri peittavit tarkasteltavan joukon. Kuten luvun alussa
todettiin, Hausdorffin mitta voidaan méarittas kaikille joukoille, mink& vuoksi se on
hyvin oleellinen fraktaaleja tutkittaessa. Hausdorffin mitan haittapuolena on kuiten-
kin sen laskennallinen vaikeus useissa tapauksissa.



1.2. HAUSDORFFIN MITTA 7

MAARITELMA 1.8. (1) Olkoon U epatyhja avaruuden R™ osajoukko. Joukon
U halkaisija on suurin etdisyys minké tahansa joukon U kahden pisteparin
vélilld, toisin sanoen |U| = sup{|x — y| : x,y € U}.

(2) Olkoon {U;} numeroituva (tai ddrellinen) kokoelma joukkoja, joiden suurin
halkaisija on ¢ ja jotka peittavit joukon F. Siis F' C |Jo, U; ja 0 < |U;] <6
kaikilla 7, jolloin sanotaan, ettd {U;} on joukon F' d-peite.

MAARITELMA 1.9. Olkoon F' avaruuden R" osajoukko ja s mielivaltainen ei-
negatiivinen luku. Talloin kaikille § > 0 maaritelladn

5 (F) = inf {Z |U:|° : {U;} on joukon F' §-peite } .

=1

Tarkoituksena on siis minimoida halkaisijoiden s:nnen potenssien summa, kun tar-
kastellaan joukon F' peittivid joukkoja, joiden halkaisija on enitdéan d. Kun 0 pienenee,
niin mahdollisten joukon F' peitteiden lukuméérd vihenee. Talloin 725°(F) kasvaa ja
siten saavuttaa raja-arvon, kun 6 — 0. T&té raja-arvoa kutsutaan Hausdorffin mi-
taksi. On huomattavaa, ettd raja-arvo voi olla myos déreton.

MAARITELMA 1.10. Raja-arvoa J€°(F) = lims_o5°(F) kutsutaan joukon F
s-ulotteiseksi Hausdorffin mitaksi.

LAUSE 1.11. Hausdorffin mitta on Madritelmdn 1.2 mukainen mitta, toisin sanoen

(1) 25(0) =0
(2) jos EC F, niin H°(E) < 7°(F)
(3) jos {F;} on numeroituva kokoelma joukkoja, niin

%S(Um)s A(F)  ja
i=1 i=1

(4) jos {F;} on numeroituva kokoelma erillisii. Borel-joukkoja, niin

o ([‘j F) )

ToDISTUS. (1) Mik& tahansa kokoelma joukkoja peittdéd tyhjan joukon, jol-
loin raja-arvoksi saadaan nolla.
(2) Olkoon E C F jaolkoon {U;} joukon F' é-peite. Talloin {U;} on myos joukon
E 0-peite. Siten

J6°(E) < inf {Z \U;i|® : {U;} on joukon F' é-peite } = 5 (F).

=1

Antamalla 6 — 0 saadaan %(E) < 5°(F).
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(3) glkoon {U/} joukon F; -peite. T#llsin U;il{UZ]} on joukon |J7Z, Fj d-peite.
iten

%’gS< D Fj> <inf {ii \U7|* - {U/} on joukon Fj d-peite }
j=1

j=1 i=1
= Zinf {Z \U7|* - {U7} on joukon F; d-peite }
j=1 i=1

=25 (Fy).
j=1
Antamalla nyt 6 — 0 saadaan J2°(J;—, Fi) < > o, H5(F).
(4) Sivuutetaan, katso [7, s.8-9] Theorem 1.4(3).
U

Hausdorffin mitalla on selvéa yhteys tuttuihin pituuden, pinta-alan ja tilavuuden
kisitteisiin, silld se on verrannollinen Lebesguen mittaan. Jos F' on avaruuden R"
osajoukko ja Borel-joukko, niin voidaan osoittaa, etté [3, s.70-71]

(1.1) H(F) =, L"(F),

missd vakio ¢, = % on n-ulotteisen pallon, jonka halkaisija on 1, tilavuus. Téssa

a(n) = F(%fl) jaT(n) = [;° e 2" *dx on gammafunktio, missi 0 < n < oo. T&llsin
2

H°(F) kertoo joukon F' sisdltimien pisteiden lukuméiirin, 51 (F) antaa kiyrin F'
pituuden, J#?(F) = (4/7) - area(F) ja S3(F) = (6/) - vol(F).

Tarkastellaan yksinkertaisena esimerkkiné yksiulotteista Hausdorffin mittaa.

ESIMERKKI 1.12. Olkoon joukko F' C R? sellaisen ympyrin kehé, jonka séide on
r. Valitaan joukon F' peittdviksi joukoiksi U; ympyroéitéd, joiden halkaisija on enin-
tddn ¢ ja joiden keskipiste kuuluu joukkoon F' eli on ympyrian kehilld, katso kuva
1.1. Téllsin {U;} on joukon F' d-peite. Koska tarkastellaan yksiulotteista Hausdorf-
fin mittaa 52! (F), tarkoituksena on 18ytéd raja-arvo 4 (F) kun § — 0. Peittévien
ympyroiden halkaisijoiden voidaan ajatella mydétailevian ympyréan kehaéd. Kun halkai-
sijaa ¢ pienennetédn, niin halkaisijoiden summa vastaa yhé paremmin ympyran kehin
pituutta. Téllsin, kun § — 0, raja-arvoksi saadaan 27r. Siis #(F) = 27r.

Kuva 1.1. Joukko F' seké sitd peittavit joukot Us.
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Joukkojen kokoa voidaan muuttaa skaalaamalla niitd jollain tekijéalla. Jos joukkoa
halutaan suurentaa A:n verran, niin kdyran pituus pitaé kertoa tekijalla A\, pinnan ala
pitéd kertoa tekijilla A2 ja kolmiulotteisen kappaleen tilavuus pitdi kertoa tekijalld
3. Vastaavasti s-ulotteista Hausdorffin mittaa voidaan skaalata tekijilla \*. Seuraava
lemma kertoo, kuinka téllaisen skaalatun joukon Hausdorffin mitta saadaan laskettua.

LEMMA 1.13. Jos FF C R" ja A > 0, niin
HOPNF) = N (F),
missd \F' = {\x : x € F}, toisin sanoen joukko F', jota on skaalattu tekijilli A.

TobpisTus. Olkoon € > 0 ja olkoon {U;} joukon F' d-peite siten, ettd .~ |U;|* <
J°(F) + ¢, jolloin {AU;} on joukon AF' AJ-peite. Tilloin Hausdorffin mitan mééri-
telmén nojalla on

o

HSOF) < DL = XU < 3 (5 (F) +e).

i=1 i=1

Kun annetaan € — 0 ja § — 0, niin saadaan J€°(\F) < A5 (F).
Toisaalta edellisen nojalla pétee

1 1
XA (F) = XA (5 - AF) S N - o A(F) = H°(AF),

mika todistaa viitteen. O

Vastaavanlainen skaalausominaisuus saadaan myos joukon F' kuvaukselle f.
LEMMA 1.14. Olkoon F C R"™ ja olkoon f: F — R™ kuvaus siten, ettd
(1.2) [f (@) = f(y)| < ¢l —y[*
kaikille x,y € F', missd ¢ > 0 ja o > 0. Talloin jokaiselle s pdtee
AIf(F) < cl2os(F).

Tobistus. Olkoon {U;} joukon F' d-peite. Talloin |f(F N U;)| < c|U;|*, mista
seuraa, ettd {f(F NU;)} on joukon f(F) e-peite, missd € = ¢6*. Talloin
S f(END) [ < /a3 |Us]* jasiten S (f(F)) < csle 4 (F). Viite seuraa
tésta antamalla 6 — 0, silld silloin my6s € — 0. U

Ehdosta (1.2) seuraa, ettd kuvaus f on jatkuva. Jos a = 1 eli |f(x) — f(y)| <
clx — y| kaikille z,y € F', niin kuvausta f sanotaan Lipschitz-kuvaukseksi, jolle pétee

K (f(F)) < HA°(F).
Edelleen, mikali kuvaukselle f pétee |f(x) — f(y)| = ¢|x — y|, niin t&lléin
(1.3) H(f(F)) = H°(F).

Tatd yhtéloa (1.3) kutsutaan Hausdorffin mitan skaalausominaisuudeksi.
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1.3. Hausdorffin dimensio

Kun tarkastellaan kuvaajaa J#°(F') s funktiona, havaitaan tietty kriittinen ar-
vo s, jossa J€°(F') "hyppad’ arvosta oo arvoon 0. Myshemmin seuraa pééttely, jonka
perusteella huomataan, etté kriittistd arvoa lukuunottamatta #2°*(F) todella saa ai-
noastaan arvot oo ja 0. Kiinnostavimpana kohteena on siis tuo kriittinen arvo, jota
kutsutaankin joukon F' Hausdorffin dimensioksi ja sitd merkitdan dimgy F.

00

H(F)

0 {; 1
0 dimy F n

S

Kuva 1.2. Hausdorffin mitta J°(F) s:n funktiona. Hausdorffin di-
mensio on se arvo s, jossa kuvaaja "hyppaéd’ arvosta oo arvoon 0.

MAARITELMA 1.15. Hausdorflin dimensio méaaritellaan asettamalla
dimy F' = inf{s : #°(F) = 0} = sup{s : H°(F) = o0}.

Erityisesti
s | oo jos s <dimpy F
%(F)_{O jos s > dimpy F.

Jos s = dimy F, niin .7°(F) on nolla tai déreton tai patee 0 < J#7°(F') < oo.

HuoMAUTUS. Maéaritelmésséa on kaksi vaihtoehtoista tapaa dimension méaaritta-
miseen, infimum ja supremum. Ne ovat kuitenkin yhtépitdavia, mikd ndhdaéan seuraa-
valla paattelylla:

Olkoon t > s ja olkoon {U;} joukon F' §-peite. Talloin, koska |U;| < ¢ kaikilla
i, saadaan Y . |Ui|" = S22 (U5 U5 < 60753 02, |U;|°. Hausdorflin mitan médri-
telmé antaa, kun tarkastellaan suurinta alarajaa, infimumia, S5 (F) < 0" 53 (F).
Antamalla § — 0 nihdéén, ettd jos #7°(F) < oo, niin S (F) = 0, kun t > s. Toisaal-
ta, koska 0 > 0, saadaan 0° ' (F) < J*(F). Jélleen antamalla ¢ — 0 ndhdéén,
ettd jos HH(F) > 0, niin S°(F) = oo, kun ¢ > s.

Tarkastellaan esimerkking litteda kiekkoa.

ESIMERKKI 1.16. Olkoon F C R3 litted kiekko, jonka sdteen pituus on 1. Ylei-
sesti tunnettujen pituuden, pinta-alan ja tilavuuden ominaisuuksien perusteella seké
yhtélon (1.1) nojalla voidaan todeta, ettd

HVF) =pituus(F) =00 ja  H°(F)=(6/r)- til(F) = 0.
Yhtdlostd (1.1) saadaan lisiksi, ettd 0 < #72(F) = (4/7) - ala(F') < co. Télldin

00, jos s < 2

dimgy F=2 ja %S(F)Z{o jos s > 2.
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1.4. Laatikkodimensio

MAARITELMA 1.17. Olkoon F epétyhjé ja rajoitettu avaruuden R™ osajoukko ja
olkoon Ns(F') pienin lukuméérid joukkoja, joiden halkaisija on korkeitaan § ja jotka
peittavit joukon F'. Talloin joukon F' alempi ja ylempi laatikkodimensio méaaritellaan
asettamalla

log Ns(F S — log Ns(F
dimp F = lim 25N Fip = i 28N
50 —logd 5—0 —logd
Jos raja-arvot ovat yhtédsuuret, niin joukon F' laatikkodimensio on
log Ns(F
dimp F = lim Og—é().
5—0 —logd

Téssa alemmalla ja ylemmdlld raja-arvolla tarkoitetaan seuraavaa:
lim f(6) = lim (inf{f(6) : 0 <4 <r}),
§—0 r—0

lim £(6) :lz%(sup{f(é) 10 < <r}).

6—0

Laatikkodimension madritelméssé esiintyva ¢ on siis méaritelty tarkoittamaan jou-
kon F' peitejoukkojen suurinta halkaisijaa ja Ns(F') téllaisten joukkojen pieninta luku-
madrad. Voidaan kuitenkin osoittaa, ettd on yhtéapitavaa méaarittaa laatikkodimensio
myo0s toisin, esimerkiksi méaarittelemalld Ns(F') pienimméksi lukumééréiksi kuutioita,
joiden sivun pituus on J. Alaindeksiné esiintyvé B-kirjain tulee englanninkielisesté
nimestéd 'box-counting dimension’, joka viittaa juuri laatikoihin tai kuutioihin.

LAUSE 1.18. Laatikkodimension mdadritelmdssd 1.17 esuintyvien peittojen luku-
mdadrdksi Ns(F') on yhtdpitdvdda valita mikd tahansa seuraavista:

(1) pienin lukumddrd joukkoja, joiden halkaisija on korkeintaan 0 ja jotka peit-
tavdt joukon F;

(2) pienin lukumddrd koordinaattiakseleiden suuntaisia kuutioita, joiden sivun
pituus on 0 ja jotka peittdvit joukon F';

(3) pienin lukumddrd koordinaattiakseleiden suuntaisia, erillisii kuutioita (siten,
ettd niilld voi kuitenkin olla yhteinen reuna), joiden sivun pituus on § ja jotka
peittivdt joukon F';

(4) pienin lukumddrd suljettuja palloja, joiden halkaisija on & ja jotka peittivit
joukon F';

(5) suurin lukumdadrd epdyhtendisid palloja, joiden halkaisija on ¢ ja joiden kes-
kipiste on joukossa F'.

Tobistus. Kohta (1) on siis Madritelmén 1.17 mukainen ja sen voidaan osoittaa
olevan yhtépitaviad kohdan (3) kanssa seuraavasti:
Olkoon Nj(F') Madritelmén 1.17 mukainen ja olkoon Ms(F') muotoa
[m1d, (mq + 1)d] X -+ X [my0, (m,, + 1)d], missd m on kokonaisluku, olevien erillisten
kuutioiden pienin lukumééré, kuten kohdassa (3). Jos tarkastellaan joukkoja, joiden
halkaisija on d4/n, niin huomataan, ettd ndméa muodostavat joukon F' peitteen, jonka
lukumaéaralle patee

Nsym(F) < M;(F).
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Jos dy/n < 1, niin
log Noya(F) _ log My(F)
—log(dy/n) — —log+/n—logd’
jolloin tarkasteltaessa raja-arvoa ¢ — 0 saadaan
log Ns(F log Ms(F
lim 2 AF) < lim 220 AF)
50 —logd 50 —logo
seké vastaavasti ylemmalle raja-arvolle.

Jos tarkastellaan mité tahansa joukkoa, jonka halkaisija on d, niin kaksiulottei-
sessa tapauksessa huomataan, ettd Ns(F) < 4 - Ms(F'). Kolmiulotteisessa tapauk-
sessa vastaavasti Ns(F) < 8 - Mjs(F') ja siten n-ulotteisessa tapauksessa saadaan
Ns(F) < 2 - My(F). Tilloin

log Ns(F) < log(2" - Ms(F))  n-log2+log Ms(F)
—logd — —logd N —logd '

Nyt tarkasteltaessa raja-arvoa ¢ — 0 saadaan

h_mlogNa(F) < h_mlogMa(F)’

50 —logd 50 —logo
Vastaava arvio saadaan jalleen myos ylemmélle raja-arvolle. Siten kohdat (1) ja (3)
ovat yhtéapitavia.

Osoitetaan sitten kohdat (2) ja (3) yhtapitaviksi:

Olkoon Nj(F') kohdan (2) mukainen pienin lukuméérd joukon F' peittdvid koordi-
naattiakseleiden suuntaisia kuutioita, joiden sivun pituus on § ja olkoon Ms(F') koh-
dan (3) mukainen, kuten edelld. Aivan vastaavasti, kuten edelld, huomataan, ettd

N§(F) < 2™ - Ms(F) ja siten
o 108 Ns(F) . log Mi(F)
550 —logd s50 —logd
seké vastaavasti ylemmalle raja-arvolle.

Tarkastellaan nyt kuutioita, joiden sivun pituus on /2. Otetaan maksimaalinen
kokoelma téllaisia kuutioita siten, etté ne ovat erillisié ja niiden keskipisteet ovat jou-
kossa F. Olkoon témén kokoelman kuutioiden lukumééré Ps/o(F'). Maksimaalisuuden
nojalla lisaamalld yksikin téllainen kuutio erillisyys ei enédd pade. Nyt tuplaamalla si-
vun pituus saadaan joukolle F' peite kuutioista, joiden sivun pituus on §. Tamé peite
on my6s pienin mahdollinen. Siten Nj(F') = Ps/o(F). Koska jokainen kuutio jou-
kosta M;(F') leikkaa korkeintaan 4™ kappaletta joukon Pjs/o(F') kuutioista, saadaan
M;s(F) < 4™ - N{(F). Siten

log Ms(F') _ log(4" - N5(F)) _ n-log4 + log N5(F)
—logd — —logd N —logd '

Tarkasteltaessa raja-arvoa 0 — 0 saadaan
log Ms(F log Ni(F
i 108 MF) 1, Tog N5(F)
50 —logo 50 —logo

Jalleen vastaava arvio saadaan myos ylemmélle raja-arvolle. Siten myos kohdat (2)
ja (3) ovat yhtéapitavia.
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Muille kohdille voidaan tehdéa aivan vastaavat arviot ja siten voidaan todeta, etté
mééritelmat (1) — (5) ovat yhtépitévia. O

Laatikkodimensio voidaan laskea myo0s erikokoisten peittdvien joukkojen avulla
seuraavan lemman mukaisesti:

LEMMA 1.19. Olkoon (0x) vihenevd jono siten, etti 0xy1 > oy jollekin vakiolle
0<c< 1. Talloin

. logNs(F) — log N (F

6—0 —10g5 _k—>oo —logék

log Ns(F log Ny, (F

jo  dimpF = lim 2505 _ ) log NalF)
50 —10gd 5 —logdy

TobpisTus. Olkoon 011 < § < 0. Peitteiden halkaisijaa kasvattamalla peittei-
den lukumé&éré pienenee eli log Ns(F') > log Ny, (F'). Logaritmin kasvavuuden nojalla
logd > logdyy1 eli —logd < —logdy 1. Talloin

log N5(F) _ log Ny, (F')
—logd — —logdpsr’

joten tarkasteltaessa raja-arvoja saadaan
— log Ns(F — log Ny, (F
i 08 Na(F) o os Noy (F)
=0 — log ) k—oco — log 5k
Vastaava arvio saadaan myos alemmalle raja-arvolle. Toisaalta
log N;(F) < log N5k+1<F) _ log N5k+1(F) < log N5k+1<F)
—logd — —logdy —log 011 + 1og(gr1/0k) — —log i1 + loge
ja siten tarkasteltaessa raja-arvoja saadaan
—log Ns(F) _ — log Ny, (F)

li <1l
530 —logd — P — log 6k

ja vastaavasti alemmalle raja-arvolle. Siis véite pétee. U
Lasketaan yksinkertaisena esimerkkinéd dimensio kuutiolle.

ESIMERKKI 1.20. Olkoon joukko F' C R3? kuutio, jonka sivun pituus on yksi.
Peitetdén joukko koordinaattiakseleiden suuntaisilla, erillisilla kuutioilla, joiden sivun
pituus on 4. T&llsin 0 = 3¢ ja Ny, (F) = (3)* = (2%)*. Siten

Ok
log N5, (F)) _ log(2)* _ log(2")° .
—logd,  —logg  log2* ’

kun k& — oo. Siten Lemman 1.19 nojalla on dimp(F') = 3.

1.5. Hausdorffin dimension ja laatikkodimension yhtaldisyyksista

Hausdorffin dimensiolle ja laatikkodimensiolle voidaan osoittaa joitain tuloksia nii-
den suhteesta toisiinsa. Madritelmia katsoessa yksi selvé ero on joukon F' peittdvien
joukkojen valinta. Hausdorffin dimensiossa peittavét joukot U; valitaan mahdollisim-
man pieniksi, mutta ne voivat olla keskenddn hyvinkin erikokoisia. Laatikkodimen-
siossa halutaan yhtélailla mahdollisimman pieniéd peitteitd, mutta ne kaikki valitaan
yleenséd samankokoisiksi. Tésté erosta seuraa epayhtdlo dimensioille.
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LAUSE 1.21. Olkoon joukko F' C R™ rajoitettu ja olkoon Ns(F') pienin lukumddrd
joukkoja, joiden halkaisija on & ja jotka peittdvdt joukon F. Tdlloin
(1.4) dimyg F < dimgF < dimgF.
TobisTus. Koska limg . x5 < limg_,o 5 kaikilla s, niin jalkimméinen epayht&lo
on selvd. Mééritelmd 1.9 antaa °(F) < Ns(F)d°. Oletetaan, ettd s < dimpg F.

Talloin 1 < °(F) = limg_,o J4°(F) eli on olemassa &y > 0 siten, etta J°(F) > 1
kaikilla 0 < 6 < . Talloin log 75°(F') > 0 kaikilla 0 < § < § ja saadaan arvio

log N5 (F')0* = log Ns(F') + slogd > log 5 (F) > 0,
kaikilla 0 < § < dp. Siten tutkimalla raja-arvoa ¢ — 0 saadaan

log Ns(F
0—0 log
miké pétee kaikilla s < dimgy F'. Téalloin on siis oltava dimy F' < dimg F'. O

Joissain tilanteissa Hausdorffin ja laatikkodimension vilille saadaan myo6s yhté-
suuruus. Téllaisissa tilanteissa on kyse jollain tavalla ’sédnnollisistd’” joukoista. Tyon
varsinaiselle aiheelle, itsesimilaareille joukoille, tdmé& yhtédsuuruus pétee ja se tullaan
todistamaan Luvussa 2. Edelliseen tulokseen voidaan lisidksi yhdistdd Ma&ritelméan 1.6
mukainen massajakauma seuraavalla tavalla:

LAUSE 1.22. Olkoon p massajakauma joukolla F. Oletetaan, ettd jollekin s > 0
on olemassa luvut ¢ > 0 ja 69 > 0 siten, ettd

p(U) < cup
kaikille joukoille U, joille |U| < &q. Tdlloin 7°(F) > u(F)/c ja
s <dimy F <dimgF < dimgF.

Tobistus. Olkoon {U;} miké tahansa kokoelma joukon F' peitteitd, joiden hal-
kaisija on enintédén dy, jolloin

0 < u(F) < M(U U) < > uU) < e [l

Nyt siis p(F) < c5°(F), kun 6 < §p. Antamalla § — 0 saadaan J°(F) > p(F)/c.
U



LUKU 2

Itsesimilaari joukko

Tassa luvussa tutkitaan tyon varsinaista aihetta, itsesimilaareja joukkoja. Itsesi-
milaarit joukot saadaan jostain perusjoukosta kuvaamalla joukkoa yha uudelleen ku-
vauksella, joka kutistaa alkuperaisté joukkoa. N&in voidaan jatkaa ddrettomiin, jolloin
itsesimilaari joukko koostuu néisté yhé pienemmisté ja pienemmisté itsensé kopioista.
Niille joukoille méaritetddn myos niiden dimensio, joka lopulta yhdistyy edellisessé
luvussa madritettyihin Hausdorffin dimensioon ja laatikkodimensioon. Lahdekirjalli-
suutena tdssd luvussa on K. Falconer, Fractal geometry [4], K. Falconer, Techniques
in fractal geometry [5] sekd G. Edgar, Measure, topology and fractal geometry [2].

2.1. Iteroiva systeemi ja itsesimilaari joukko

Tarkoituksena on tutkia tietynlaisia geometrisia kuvioita, fraktaaleja, jotka koos-
tuvat samanlaisina toistuvista osista. Aluksi méaritelldén joukko sellaisista kuvauk-
sista, jotka muodostavat niin sanotun iteroivan systeemin. Taméan avulla padstaan
lopulta itsesimilaareihin joukkoihin.

MAARITELMA 2.1. [teroivaksi systeemiksi kutsutaan kuvausten f; kokoelmaa
{f1,..., fm} jollain m > 2. Iteroinnissa annettua pistetta kuvataan toistuvasti iteroi-
van systeemin kuvauksilla.

Itsesimilaarille joukolle iteroivan systeemin kuvauksilla on tietty ominaisuus: ne
kutistavat kuvattavaa joukkoa. Téllaisia kuvauksia kutsutaan pienenncksiksi.

MAARITELMA 2.2. Olkoon D epétyhjé ja suljettu avaruuden R™ osajoukko. Ku-
vausta S : D — D kutsutaan muunnoskuvaukseksi joukolla D, jos on olemassa luku
c > 0, siten, etta

|S(z) — S(y)| < c|lz —y| kaikilla z,y € D.

Jos luvulle ¢ pétee 0 < ¢ < 1, niin kuvausta S kutsutaan pienenndkseksi. Lisdksi,
jos |S(x) — S(y)| = ¢Jr — y|, missd 0 < ¢ < 1, niin S kuvaa joukot geometrisesti
samanlaisiksi ja télloin kuvausta S kutsutaan similaariksi kuvaukseksi.

HuomAuUTUS. Pienennds on Lipschitz-kuvaus ja siten jatkuva kuvaus.

MAARITELMA 2.3. Olkoon 51, ..., S,, pienenndksia. Joukon D osajoukkoa F' kut-
sutaan invariantiksi muunnoskuvauksille S;, toisin sanoen muuttumattomaksi, jos sille
patee

(2.1) F= O Si(F).

HuomAuTUSs. Muuttumattomasta joukosta F' kdytetddn usein myos nimistysta
attraktorsi.

15
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Pienenndkset S; kuvaavat joukon F' geometrisesti samanlaiseksi, mutta muuttavat
sen kokoa. Kun joukkoa F' kuvataan pienenndoksilld S;, saadaan siis joukon F' kopioita
pienoiskoossa. Jos kaikki ndmé pienemmaét kopiot yhdistamalld saadaan alkuperiinen
joukko F', sanotaan joukkoa F' muuttumattomaksi.

Seuraavaksi méaritelladn etdisyys joukon D osajoukkojen vililla.

MAARITELMA 2.4. Olkoon . kokoelma kaikista epéatyhjistd, kompakteista, jou-
kon D osajoukoista. Merkitdaéan

As={zeD:|x—al] <J jollekin a € A}

eli As on joukko kaikista niistd pisteistd, jotka ovat etdisyydella ¢ joukosta A € ..
Madritelldan etdisyys d joukolla .7 asettamalla

d(A,B) =inf{0: AC Bs ja B C As}.
Téata etdisyytta kutsutaan usein Hausdorffin metritkaksi.

LAUSE 2.5. Etdisyys d on metritkka eli se toteuttaa seuraavat ehdot:
(1) 0<d(A,B)<oo ja d(A,B)=0 josjavain jos A= B,

(2) d(A,B) =d(B,A) ja
(3) d(A,C) < d(A, B) +d(B,C) mille tahansa A, B ja C joukossa ..
TODISTUS. (1) Méaaritelmén nojalla on selvad, ettd d(A, B) > 0. Joukko D

on kompakti, joten se on rajoitettu, olkoon sen halkaisija |D| = 0. Jos A # (),
niin télloin As = D. Siten d(A, B) < 0.

Olkoon A = B. Télloin jokaiselle 6 > 0 patee A C By. Siis d(A, B) = 0.
Olkoon nyt A, B € . siten, ettd d(A, B) = 0. Jos x € A, niin kaikille 6 > 0
pétee x € By ja siten dist(x, B) = 0. Koska B on kompakti ja siten suljettu,
niin x € B. Siis A C B. Aivan vastaavasti saadaan B C A, joten on oltava
A=B.

(2) Maaritelmé sisdltdd mahdollisuuden jérjestyksen vaihtamiseen, joten selvésti
on d(A, B) =d(B, A).

(3) Olkoon A, B,C € . ja olkoon ¢ > 0. Jos x € A, niin on olemassa y € B
siten, ettd |z —y| < d(A,B) 4+ 0. Samoin on olemassa z € C siten, ettd
ly — z| < d(B,C) + §. Kolmioepéyhtils antaa |z — z| < |z —y|+ |y — 2| <
d(A,B) +d(B,C) + 26, joten A C C,, missd v = d(A, B) + d(B,C) + 20.
Samoin voidaan osoittaa, ettd C' C A,. Siten d(A,C) < d(A,B)+d(B,C) +
20. Koska yhtélo on tosi kaikille § > 0, niin d(A,C) < d(A, B) + d(B, C).

O

LAUSE 2.6. Olkoon Si,...,S,, pienennoksid joukolla D C R™ siten, ettd
|5i(x) = Si(y)| < cile —y[  (z,y € D),

missd ¢; < 1 katkilla i. Tdlloin on olemassa yksikdsitteinen, epdtyhjd, kompakti joukko
F, joka on muuttumaton kuvaukselle S;, toisin sanoen pdtee

F:O&wy
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Lisiksi, jos mddritellidn muunnoskuvaus S joukolla .# asettamalla

(2:2) S(B) = sie)

ja merkitidn joukon S k:nnetta iteraatiota S*, missi S°(E) = E, S*(E) = S(S*Y(E))
katkille k > 1, niin tdalloin

(2.3) F= ﬁ SH(E)

mille tahansa joukolle E € . siten, etti S;(E) C E kaikilla i.

TobpisTus. Kuvauksen S méiritelmén nojalla se kuvaa kaikki joukon .7 alkiot ta-
kaisin joukkoon .#. Olkoon F miké tahansa joukon . osajoukko siten, etta S;(E) C
E kaikilla ¢. Tallainen joukko E on olemassa, silla se voidaan valita origokeskeisek-
si ympyréaksi, jonka sdde on riittdvan suuri siten, ettd kuvajoukot sisdltyvét siihen.
Koska kuvaukset S; kutistavat joukkoa FE, niin riittdvan suuri sdde voidaan 16ytaa.
Tallsin S*(E) C S¥~1(E) siten, ettd S*(E) on vihenevi jono epiityhjii kompakteja
joukkoja, ja siten silld on vélttdmétta epdtyhji kompakti leikkaus F' = (7, S*(E).
Koska S*(E) on vihenevi jono, niin tillsin S(F) = F ja siten F' on muuttumaton.
Yksikésitteisyys: Olkoon joukot A, B € ., jolloin

T 1<i<m

A(S(4), 5(B)) = d( | S(4).|J $:(B)) < max d(S,(4). 5,(B).
Talloin ) )
(2.4) d(S(A),S(B)) < (1%? ci>d(A,B).

Mikéli nyt S(A) = A ja S(B) = B ovat molemmat muuttumattomia joukkoja, niin
koska ¢; < 1 kaikilla ¢, on oltava d(A, B) = 0 ja siten A = B. O

Tamén lauseen suurin hyoty on joukon F' approksimoinnissa. Kun joukkoa F
halutaan havainnollistaa piirtimilli, antaa kuvauksen S k:nnes iteraatio S*(E) siihen
hyvan approksimaation. Lausetta tarvitaan myos itsesimilaarin joukon dimensiota
madritettidessd. Seuraavaksi onkin siis syytd méadrittaa itsesimilaari joukko.

MAARITELMA 2.7. Olkoon Si,...,S; : R® — R" similaareja kuvauksia, toisin
sanoen

15i(x) = Si(y)| = ¢z — y
kaikilla z,y € R™, missd 0 < ¢; < 1. Lukua ¢; kutsutaan kuvauksen .S; suhdeluvuksi.

Joukkoa, joka on muuttumaton néille similaarien kuvausten kokoelmalle, kutsutaan
itsesimilaariksi joukoksi.

Muuttumattomalla joukolla tarkoitettiin joukkoa, joka saadaan pienennosten yh-
disteené. Itsesimilaari joukko voidaan siis esittdéd yhdisteenéd similaarikuvausten ku-
vajoukoista. Siten se on yhdiste lukuisista pienemmisté ja pienemmisté itsensid ko-
pioista; tdstd myos nimitys itsesimilaari joukko. Siis, jos tarkastellaan mita tahansa
osaa koko joukosta, se on geometrisesti samanlainen kuin koko joukko. Luvussa 3 on
esitetty useita esimerkkeji itsesimilaareista joukoista.
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2.2. Itsesimilaarin joukon dimensio

Tutkittaessa itsesimilaareja joukkoja on oleellista méadrittad niiden dimensio, sil-
14 se kuvaa joukon kokoa ja siten joukkoja voidaan verrata toisiinsa. Dimensiolle
saadaan johdettua hyvinkin yksinkertainen laskukaava, jota on useissa tapauksissa
helppo kayttad. Laskukaavan antavaa lausetta varten on kuitenkin ensin mééritet-
tava avoimen joukon ehto, joka vaatii, ettd joukon F' pienenndkset eivét ole ’liian’
padllekaisié.

MAARITELMA 2.8. Olkoon 57, ..., S : R — R” similaareja kuvauksia. Sanotaan,
ettd kuvaukset S; toteuttavat avoimen joukon ehdon, jos on olemassa epétyhjé, ra-
joitettu, avoin joukko V' siten, etté

(2.5) VD 6 S:(V),

missd yhdiste koostuu erillisistd joukoista.
Dimension laskemista varten tarvitaan vield seuraava geometrinen tulos:

LEMMA 2.9. Olkoon {V;} kokoelma erillisid, avoimia avaruuden R™ osajoukko-
ja siten, ettd jokainen V; sisdltid pallon, jonka sdde on ayr ja jokainen V; sisdltyy
palloon, jonka sdde on asr. Tdlloin mikd tahansa pallo B, jonka sdde on r, leikkaa
enintidn (1 + 2az)"a;™ kappaletta sulkeumia V;.

ToDISTUS. Vertaa perusteluja kuvaan 2.1. Olkoon pallo B = B,(x). Jos V; leikkaa
palloa B,(x), niin V; sisiltyy palloon, jonka keskipiste on pallon B keskipiste ja side
(1 + 2az)r eli palloon B(1494,)-(2). Olkoon ¢ se luku, kuinka montaa sulkeumaa V;
pallo B,(z) leikkaa. Kun tarkastellaan joukkojen V; siséltamié air-séteisid erillisid
palloja, huomataan, etté niitd voi siséltyéd palloon B 24,)-(#) enintdén ¢ kappaletta.
Kun otetaan huomioon pallojen tilavuudet, saadaan g(a;r)" < (1 4 2ay)™r", josta
saadaan ¢ < (14 2a)"a;™. O

Kuva 2.1. Erilliset joukot V; ja niihin sisdltyvit seké niitd ympéaroivat pallot.

Seuraava lause on tdmén tyon oleellisimpia tuloksia. Se antaa yksinkertaisen ta-
van laskea dimensio sellaisille itsesimilaareille joukoille, joille avoimen joukon ehto
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on voimassa. Lauseessa yhdistyviat myos aiemmin Luvussa 1 méaaritetyt Hausdorffin
dimensio ja laatikkodimensio.

LAUSE 2.10. Olkoon kuvaukset S; avaruuden R™ similaareja kuvauksia, joiden suh-
deluvut ovat ¢;, missi 1 < i < m, siten, ettd avoimen joukon ehto (2.5) on voimassa.
Jos joukko F' on muuttumaton eli sille pditee

(2.6) F=|]JSip),
i=1
niun dimygF = dimpF = s, missd luku s saadaan yhtdlostd
(27) Y=
i=1

Lisdksi luvulle s pdtee 0 < 7°(F) < oc.

TobisTtus. Olkoon luku s siten, ettd se toteuttaa yhtélon (2.7). Mille tahansa
joukolle A merkitdén A;, _; = Si, o--- 0.5, (A). Olkoon J; joukko, joka sisiltdaa
kaikki k-termiset jonot (iy,...,%), missd 1 < i; < m. Kayttdmaélla yhtéloa (2.6)
toistuvasti, voidaan joukko F' kirjoittaa muodossa

F=JF,. ..
Ji

Tarkistetaan, ettd namé joukon F' peitteet ovat sopiva yldraja Hausdorffin mitalle.
Koska kuvaus S;, o --- 0 5;, on similaarikuvaus, jonka suhdeluku on ¢;, - --¢;,, niin
talloin yhtalon (2.7) nojalla on

S il =Y (e e Pl = (Do) o (Do ) IFl =PI
Jk

Jk i1 i
Mille tahansa § > 0 voidaan valita k siten, ettd |F, ;| < (max;¢)* < 4§, joten
J6°(F) < |F|® ja siten antamalla § — 0 saadaan J2°(F) < |F|* ja dimy(F) < s.

Olkoon I joukko, joka koostuu kaikista dérettomista jonoista I = {(i1,179,...) : 1 <
i; <m} jaolkoon I;; ;. ={(i1,. .. ik, Qs1,-..) : 1 < ¢; < m} 'sylinteri’, joka sisél-
téé ne joukon I jonot, joiden ensimméiset termit ovat (iy,...,4). Asetetaan joukolle
I mitta g siten, ettd p(L;, ;) = (¢, -+ - ¢;,,)°. Koska (¢;, -+ - ¢;,)° = D iy (€ -+ €3, 65)°
eli (L, i) = >oimy (L. iy i), niin télldin g todella on massajakauma joukon I osa-
joukoilla ja pu(I) = 1. Nyt p voidaan muuntaa massajakaumaksi fi joukolla F' maarit-
telemalld fi(A) = p{(i1,92,...) : @iy, € A}, missd A C F ja @i 4y = (Ve Firronis-
Nyt myos (F) = 1.

Seuraavaksi tarkistetaan, etté fi toteuttaa Lauseen 1.22 oletukset. Olkoon V' avoin
joukko, kuten avoimen joukon ehdossa (2.5). Koska V' 2 S(V) = U, S;(V), niin
vihenevi iteraatioiden jono S*(V') suppenee kohti joukkoa F, kuten (2.3). Erityisesti
VOFjaV,.. i O Fi,..i. jokaiselle &érelliselle jonolle (i1, ..., ). Olkoon B miké
tahansa pallo, jonka sédde on r < 1. Arvioidaan lukua fi(B) olettamalla, ettd joukon
Vi,...i, halkaisija on verrattavissa joukon B halkaisijaan ja ettd sulkeumat leikkaavat
joukkoa F'N B. Supistetaan jokaista dédretonta jonoa (i, s, ...) € I ensimmaéisten iy
termin jélkeen, joille

(2.8) (min CZ')T < i Ciy ey ST
(2
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Olkoon lisdksi @) déarellinen joukko, joka koostuu niiden &irellisten jonojen joukos-
ta. Téalloin jokaiselle darettomalle jonolle (i1,14s,...) € I on olemassa tdsmélleen yksi
arvo k, jolle (i1,...1;) € Q. Koska joukot Vi,...V,, ovat erillisi4, niin myos joukot
Vitoipds - -5 Viyip.m jokaiselle (iy,...,4;) ovat erillisid. Kédyttamélla téta tietoa saa-
daan, ettd kokoelma avoimia joukkoja {V;, ., : (i1,...,ix) € Q} on erillinen. Samoin
saadaan F' C UQ F, . C UQ Vit iy

Valitaan a; ja as siten, ettd V sisdltda pallon, jonka séide on a; ja siséltyy palloon,
jonka side on ap. Télldin, jonoille (i1,...,7) € Q, joukko V;,  ; siséltdd pallon,
jonka siéde on ¢;, ---¢;, a1, ja siten my6s yhden pallon, jonka sédde on (min; ¢;)a;r.
Liséksi joukko V;, ;. sisdltyy palloon, jonka séde on ¢;, - - - ¢;, ag, ja siten my6s palloon,
jonka séde on ayr. Olkoon () joukko, joka koostuu niistéd jonoista ¢;, - - - ¢;, aq, joille

-----

(1 4+ 2a)™a; ™ (min; ¢;)~" kappaletta jonoja. T&lloin

i(B) = i(F 1 B) < p({(i 2, ) Wi € FOBY) < (U Fivic}),
Q1

koska, jos i, 4, .. € FNB C UQ1 V’i17---,ik’ niin talloin on olemassa kokonaisluku k
siten, ettd (i,...,4) € Q1. Siten kdyttdmalla yhtdlod (2.8) saadaan

ﬁ(B) S Z:u(lh,ﬂk) = Z(Ch T Cik)s S er S TSQ'
Q1 Q1 9]

Koska mikd tahansa joukko U siséltyy palloon, jonka sédde on |U|, saadaan i(U) <

|U|*q, jolloin Lause 1.22 antaa

HF) > ((F)g =g >0
ja dimgy F' > s. On saatu osoitettua, ettd dimy F' = s.

Olkoon () miké tahansa dédrettomistéd jonoista koostuva joukko siten, ettd jokai-
selle (i1,19,...) € I on olemassa tdsmélleen yksi kokonaisluku k, jolle (iy, ..., i) € Q.
Tilloin yhtélostd (2.7) saadaan induktiolla - (ci ¢y, -+ ¢, )* = 1. Siten, jos joukko
() valitaan kuten yhtélossd (2.8), niin @) sisdltédéd enintddn (min; ¢;)~*r~—* jonoa. Jo-
kaiselle jonolle (i1,...,ix) € Q pétee |V, | = ¢ -+ ci,[V] < r|V], joten joukko
F voidaan peittds (min; ¢;)~*r~* joukolla, joiden halkaisija on r|V| jokaiselle r < 1.
Laatikkodimension yhtipitivistd misritelmistd 1.18(4) seuraa dimpF < s. Koska
my6s Hausdorffin dimensio on s, antaa Lause 1.22 s = dimy F' = dimp F. O

Itsesimilaareille joukoille on siis saatu yksinkertainen kaava, jolla joukon dimensio
saadaan laskettua, kun avoimen joukon ehto on voimassa. Kuten johdannossa jo alus-
tavasti kerrottiin, fraktaaleille ja erityisesti itsesimilaareille joukoille dimensio on har-
voin kokonaisluku. Tamé erottaa itsesimilaarit joukot selvésti perinteisistd geomet-
risista objekteista, kuten suorista, ympyroisté tai kuutioista. Luvussa 3 syvennytaan
esimerkkeihin itsesimilaareista joukoista ja tutkitaan niiden ominaisuuksia.

2.3. Itsesimilaarin joukon dimensio implisiittimetodeilla

Hausdorffin dimensiota joukolle F mééritettdessa on ensin selvitettdava Hausdorf-
fin mitta S°(F) ja tdmén jilkeen etsittdva luvulle s arvo, jossa .#7*(E) hyppéi
adrettomasta nollaan. Kéytdnnossa tdmén laskeminen, samoin kuin laatikkodimen-
sion laskeminen, voi olla hyvin tyolastd. Luku s voi 16ytyd helpommin, jos sitéd ei
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tarvitse ensin laskea, vaan joukko E maééritellddnkin siten, ettd voidaan varmistua
chdosta 0 < #°(E) tai °(F) < oo, missid s = dimy E. Téllaista tapaa, jossa rat-
kaisuun péaédstddn ilman tdsmallistd laskemista, kutsutaan implisiittiseksi metodiksi.
Seuraavaksi esitetdéin kaksi tdllaista tapaa.

LAUSE 2.11. Olkoon E epdtyhja, kompakti, avaruuden R™ osajoukko ja olkoon
a > 0 jarg > 0. Oletetaan, ettd jokaiselle joukolle U, jolle |U| < 19, ja joka leikkaa
joukkoa E, on olemassa kuvaus g : ENU — E siten, ettd

alU| e —y| < |g(x) — g(y)l,

missi x,y € ENU. Tilloin, merkitsemdlli s = dimy E, pitee 7°(E) > a® > 0 ja
dimpF =dimpF = s.

TobIsTUS. Riittii osoittaa, etti kaikille d > 0, jos #4(E) < a?, niin dimpFE < d.
Nimittéin, jos #U(EF) < a? < oo, niin dimyg £ < d. Tillsin valitsemalla d mielival-
taisen ldheltd lukua dimy E, saadaan dimpE < dimy E. Siten yhtidsuuruus saadaan
yhtélosta (1.4).

Olkoon ##4(E) < af. Tallsin on olemassa joukot Uy, ..., U, jotka leikkaavat
joukkoa E ja joille |U;] < min{3a,ro} siten, ettd E C U, U; ja >0, [Ui]* < a®.
(Liséksi joukkojen U; on oltava avoimia, silld kun joukko E on kompakti, niin peittei-
den kokoelmasta saadaan &érellinen.) Jos valitaan luku ¢ ldheltd lukua d siten, etté
0 < t < d, niin saadaan

(2.9) a' Y U < 1.
=1

Oletuksen nojalla on olemassa funktiot ¢; : £F NU; — FE, missd i = 1,2,...,m,
siten, ettd
(2.10) |z —y| < a”HUillgi(x) — g:(y)],
missi z,y € ENU;. Esitetdsan kisanteisfunktiot {g; ..., g,!} ottamalla sopiva mi-
rittelyjoukko, samaan tapaan kuin iteroivassa systeemissi. Olkoon Iy, = {(iy, ..., i) :
1 <i; < m} k-termisten jonojen joukko, missd luvut {1,2,...,m} ovat kokonaislu-
kuja, ja olkoon I = J,, I). Jokaiselle 4= (iy,. .., ;) € I médritellaén

Ui oin = 93, (95,7 (- (g1 (E)) -+ +)).

Jotkut niisti joukoista voivat olla tyhjid, silld g; ' (4) = 0 jos ANg;(ENU;) = 0, mutta
kuitenkin £ C |J,., U; kaikilla k. Toistamalla yhtélod (2.10) luvuille z,y € U;

i€l 1yeenslk
saadaan
‘l’ - y‘ < aik’Uil‘ e ’Ulngn ©---0 glk<x> — Gy 00 glk<y)’
Erityisesti
‘Ui1,~~~,ik| < aik‘Uill T ‘U’LkHE’
Olkoon b = a™" miny<;<,n |Ui|. Koska E C (U, Us kaikilla &, niin annetulle § <
|E|, kaikille z € E on olemassa ¢ = (iy,...,4) € [ siten, ettd z € U;. Liséiksi voidaan

valita k siten, ettd b6 < a=*|U;, |- |U;, || E| < 6.
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Merkitéaén luvulla Ng(E) pienintd lukuméaérié joukkoja, joiden halkaisija on enin-
tddn 0 ja jotka peittavit joukon E. Télldin saadaan

Ns(E) < {i € 1:00 < a™"|Uy |- U, || El}
< D00 (@MU - U | B

el
<|E[ Y a ™Y (U |- U ])!
k=0 1€},
o m k
=By (Ul
k=0 =1
S 016_t7

jollekin ¢; < oo kdyttamallda yhtélod (2.9). Laatikkodimension mééritelmésta 1.17
saadaan

_ — loga
im M < lim 085 _ li log ¢y
=0 —logd 5—0 —logd -0 —logd

+t=1.

Siis dimpFE <t < d, miké piti osoittaa. O

LAUSE 2.12. Olkoon joukko E epdtyhjd, kompakti avaruuden R™ osajoukko ja ol-
koon a > 0 ja ry > 0. Oletetaan, ettd jokaiselle suljetulle pallolle B, jonka keskipiste
kuuluw joukkoon E ja jonka side on r < rg, on olemassa kuvaus g : E — EN B, jolle
patee

arlz —y| < lg(x) — g(y)l,
missi x,y € E. Tdlloin merkitsemdlli s = dimy E saadaan °(E) < 4°a™* < 00 ja
dimpF =dimpF = s.

TobisTus. Olkoon N (r) suurin lukumaééra erillisia, suljettuja palloja, joiden séde
on r ja joiden keskipiste on joukossa E. Jos nyt dimy F = s, niin N(r) < a r~*:
Tehdiin antiteesi ja oletetaan, ettd jollekin r < min{a™!,ro} pitee

(2.11) N(r)>a*r =
Annetulle yhtélolle (2.11) voidaan 16ytéa ¢ > s siten, ettéd
(2.12) m=N(r)>a'r

Siten on olemassa erilliset pallot By, ..., B,,, joiden sdde on r ja joiden keskipiste on
joukossa F.

Oletuksen nojalla on olemassa kuvaukset g; : £ — ENB;, missd 1 < i < m, siten,
etta

(2.13) arle —y| < |g:(x) — g:(y)]

Erityisesti, {g1, ..., gm} on iteroiva systeemi (ei valttdmétta pienenevi), jolla on att-
raktori, joka on joukon E osajoukko. Etsitdén alaraja attraktorin dimensiolle, joka
on siten myos joukon E' alaraja.
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Olkoon dy = min; d(B;, B;) > 0. Kéayttamalla yhtaloa (2.13) (¢ — 1) kertaa
saadaan

(214)  d(gi, 0+ 0gi(E) gj 0+ 095 (E)) = (ar)"'d(By,, Bj,) = (ar)'do,

missé ¢ on pienin kokonaisluku siten, etté i, # j, ja r < a~'. Olkoon u mitta joukolla
FE ja olkoon se médritelty toistuvalla alajaottelulla siten, etté u(g;, o- - -og;, (E)) = m™*
kaikille (i1, ...,14). Toistuvalla alajaottelulla tarkoitetaan sité, ettd kuvaukset g; ku-
vaavat joukon E osajoukkoihin, jotka edelleen kuvaukset g;; kuvaavat osajoukkoihin.
Osajoukot ovat sisdkkiisid siten, ettd g;, o ---0g;, (E) D U/, ¢i, 00 ¢, © Gi(E),
silla g;, 0 -+ 0¢;, (E) D gy 0---0 g o gi(E) kaikilla 7. Talloin mitta on mééritelty
siten, ettd (i(gi, o -+ 0 g5, (E)) = > 0 (gi, 0+ © gy 0 gi(E)).

Olkoon U C R™ miké tahansa joukko, joka leikkaa joukkoa F ja jolle |U| < dy, ja
olkoon k pienin kokonaisluku siten, etta

(2.15) (ar)f*ldy < |U| < (ar)*dy.
Yhtélosta (2.14) saadaan, ettd U leikkaa joukkoa g;, o---og;, (E) enintédén k-termisen
jonon (iy,...,4,) verran, toisin sanoen U leikkaa enintédén k-kappaletta joukon g;, o

.-+ 0 g;, (E) erillistd osajoukkoa. Télloin yhtéloista (2.12) ja (2.15) saadaan
w(U) <m™ < (ar)" < (dyar)~*|U]".

Lauseesta 1.22 seuraa, ettd dimy E' >t > s, mika on ristiriidassa oletuksen kanssa.

Voidaan siis péételld, ettd jos dimy E = s, niin N(r) < o %r~* kaikille riittdvin
pienille r. Télloin laatikkodimension méaaritelmésta seuraa, ettd dimgFE < s, jolloin
dimensioiden vilinen yhtdsuuruus saadaan yhtalosta (1.4).

Liséksi, kiayttaméalla palloja, joiden sédde on kaksinkertainen, joukko E voidaan
peittdd N(r) pallolla, joiden séde on 2r, silld muuten N(r) erillistd palloa, joiden
sdde on r ja joiden keskipiste on joukossa FE, ei olisi suurin mahdollinen kokoelma.
Siten S5 (E) < a™*r~%(4r)® = 4°a~°, josta saadaan J°(E) < 4%a~*. O

SEURAUS 2.13. Olkoon {S1, ..., Sy} iteroiva systeemi, jossa similaarikuvausten S;
suhdeluku on 0 < r; < 1 ja olkoon E tdstd mddrdytyvd itsesimilaari joukko. Télldin,
jos dimy E = s, niin #°(E) < oo ja dimp(F) = dimg(E) = s.

Lisdksi, jos {S;(E)}™, ovat erillisii joukkoja, niin 0 < F*(E) ja luvulle s pitee

Z?il r; =1

TobisTus. Merkitdén rp, = minj<j<, 7. Olkoon = € E ja r < |E|. Talloin
on olemassa jono (iy,is,...) siten, ettd x € S;, o --- 0 5; (F) kaikilla k. Valitaan k
siten, ettd rmr < 1y -1 |E|] < . Tdllsin S;, o---08;, : E — EN B(x,r) on
similaarikuvaus, jonka suhdeluku on korkeintaan rpy,|FE|~'r, jolloin Lauseesta 2.12
seuraa dimp(F) = dimp(E) = s sekil #*(F) < oo.

Oletetaan nyt, ettd min,,; dist(S;(E), S;(£)) = d > 0. Téallsin dist(S;, o --- o
Si(E),Sjy0---08;(E)) > riy -1 ,d, jos (i1,...,%) ja (J1,...,Jx) ovat erillisid.
Jos joukko U leikkaa joukkoa E siten, ettd |U| < d ja z € ENU, niin voidaan 16ytaa
(i1,...,1%) siten, ettd x € S;, 0o-+-05; (E) ja dr;, ---r;, < |U| <dry ---r;_,. Siten
joukot U ja Sj, o---0 S, (E) ovat erilliset kaikille (j1,..., k) # (i1,..., ), joten
ENU C S;0---08; (F). Tallsin (S;, 0---0S5;, )" : ENU — E on similaarikuvaus,
jonka suhdeluku on (r;, - --r;, )t > d|U|™!, jolloin Lauseesta 2.11 seuraa 0 < J#%(E)
seké jilleen yhtdsuuruus dimensioiden vélille.
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Mikali joukot {S;(E)}™, ovat erillisid, niin Hausdorffin mitan skaalausominai-

suudesta eli yhtdlostd (1.3) saadaan J°(E) = > " A5(Si(E)) = Y i riH%(E).

i=1"1
Koska 0 < ##°(E) < oo, niin saadaan » ;- r{ =1, missd s = dimy E. O
Seurauksena saatiin siis itsesimilaarille joukolle yhtasuuruus Hausdorffin ja laatik-
kodimension vilille. On huomattavaa, ettd yhtdsuuruus saatiin ilman avoimen joukon
ehtoa. Talloin dimension arvoa s ei kuitenkaan saada selville. Mikéli joukkojen tie-
detdédn olevan lisdksi erillisid, saadaan luku s selville tuttuun tapaan, kuten myés

avoimen joukon ehdon toteuttavassa tapauksessa.

2.4. Sovellus kuvankisittelyyn

Téassé kappaleessa on tarkoitus antaa pieni katsaus siithen, miten itsesimilaareja
joukkoja ja iteroivaa systeemié voidaan hyodyntad kuvankésittelyssé. Tietotekniikan
ndkokulmaa ei juurikaan tutkita, vaan matematiikan keinoin annetaan idea siitd, mi-
ten tietotekniikka voi naita tuloksia hyodyntad. Lahdekirjallisuutena on K. Falconer,
Techniques in fractal geometry [5] sekd M. Barnsley, Fractals everywhere [1].

Lauseen 2.6 kohdalla todettiin, kuinka similaarikuvausten S; avulla joukolle F
saadaan hyvé approksimaatio. Usein approksimaatio on hyvé jo vain muutaman ku-
vauksen jalkeen. Tietotekniikkaa ajatellen tiedon siirto on tehokkaampaa, jos tieto
voidaan pakata mahdollisimman yksinkertaiseen muotoon. Jos siis esimerkiksi moni-
mutkainen kuva saadaan pakattua kidyttdmalla varsin vdhéan tietoa, on sen ldhetté-
minen ja tallentaminen hyvin tehokasta. Miten sitten tiedetdén, milloin tarkastelta-
va kohde voidaan esittda tai approksimoida iteroituvan systeemin muuttumattomien
joukkojen avulla? Ja toisaalta, miten voidaan 16ytda kuvaukset, jotka antavat hyvan
approksimaation tarkasteltavalle kohteelle?

Sopivien kuvausten 16ytaminen onkin usein suurin ongelma. Tietokoneella voidaan
kuitenkin piirtda yllattavankin hyvia approksimaatioita luonnossa esiintyvista kappa-
leista, kuten esimerkiksi saniaisista, heinistéd, puista tai pilvistd. Néihin ei usein edes
tarvita montaa muunnoskuvausta. Barnsley esittdd [1, s.87] muunnoskuvaukset sa-
niaiselle ja eréddlle puulle. Molemmille tarvitaan ainoastaan nelji kuvausta, jotka ovat
yllattavan yksinkertaisia. Itsesimilaarisuutta siis esiintyy jollain tavoin myo6s luonnos-
sa.

Luonnossa esiintyvét kappaleet eiviat kuitenkaan aivan tédysin vastaa fraktaaleja,
esimerkiksi kasvin lehdelld on selvéstikin positiivinen pinta-ala. Kuvia voidaan kui-
tenkin piirtdd, silld kuvan &dériviiva voidaan muodostaa jonkin fraktaalisen kdyridn
avulla. Kuvasta saadaan talloin mustavalkoinen.

Itseasiassa kuvista voidaan tehdd myos varjostettuja tai jopa vérillisid. Seuraa-
vassa ei esitetd tarkkoja yksityiskohtia, vaan tarkoituksena on antaa idea siitd, miten
varjostus tai varit saadaan kuvaan. Jos jokaiselle muunnoskuvaukselle .S; méaritellaan
todennékoisyys p;, missd 0 < p; < 1ja > " p; = 1, niin muuttumattomalle joukolle
F voidaan méiritelli massajakauma p siten, ettid p(A) = S0 piu(S; 1 (A)). Tallsin
joukko voidaan varjostaa tai jopa vérittdd sen mukaan, mikd on p:n tiheys joukon
eri pisteissd. Muunnoskuvaukset esitetddn usein matriiseina, jolloin todennékéisyys
p; voidaan médrittadd matriisin determinantin avulla. Matriisimuotoisista kuvauksista
on esimerkkejd seuraavassa luvussa, esimerkkijoukkojen yhteydessa.

Seuraava lause antaa kéasityksen siitd, miten hyva approksimaatio muuttumatto-
malle joukolle on.
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LAUSE 2.14. Olkoon Si, ..., Sy, pienenndksid avaruudessa R™ siten, ettd |S;(x) —
Si(y)| < clx —y| kaikille x,y € R"™ ja kaikille i, missi ¢ < 1. Olkoon E C R™ mikd
tahansa epdtyhjd, kompakti joukko. Tdlloin

(2.16) d(E, F) < d<E, U sxm)ﬁ,

missd joukko F on muuttumaton kuvauksille S; ja d on mddritelmdn 2.4 mukainen
Hausdorffin metriikka.

Tobistus. Kayttamallda kolmioepéyhtédlod Hausdorffin metriikalle seké joukon F
muuttumattomuutta saadaan

d(E, F) < d(E, O SZ»(E)) n d< Lmj Si(E), F)

< d(E, Osi(E)) Ve d(E, F),

missi viimeinen epéyhtilo saadaan yhtélosta (2.4). Télloin saadaan

d(E,F) —c-d(E,F) < d<E, Lmj Si(E)> o (B, F)< d(E, 6 Si(E)> i i 5

O

Approksimaatio on siis sitd parempi, mitd ldhempédnd mallinnettavaa objektia
se on. Hausdorffin metriikan voidaan ajatella olevan ’visuaalinen’ metriikka, silla sen
avulla on helppo néhda, ovatko verrattavat joukot kaukana toisistaan. Oletetaan, etta
joukkojen A ja B vilinen etdisyys on 6 > 0. Jos nyt joukkoja vieddén kauemmaksi
toisistaan, niin 0 kasvaa melko nopeasti. Télloin approksimaatio ei ole endi kovin
hyvé. Toisaalta, jos 6 saadaan hyvin ldhelle nollaa, approksimaatiota voidaan pitdé
erittdin hyvéana.

Lauseesta 2.14 seuraa, ettd mitd tahansa kompaktia, avaruuden R™ osajoukkoa
voidaan approksimoida mielivaltaisen tarkasti itsesimilaarin joukon avulla.

SEURAUS 2.15. Olkoon E C R™ epdatyhji ja kompakti joukko. Tdlloin annetulle

0 > 0 on olemassa pienennokset Sy,..., Sy, joille joukko F on muuttumaton siten,
etti d(E, F) < 6.

Tobistus. Olkoon By, ..., B, kokoelma palloja, jotka peittdvét joukon E ja joi-
den keskipiste on joukossa E' ja sidde enintdan ;11(5. Tallsin £ C |2, B; C Ei 5, Missd
E 15 tarkoittaa niitd pisteitd, jotka ovat korkeintaan etdisyydella }15 joukosta E. Jo-
kaiselle 7 olkoon S; mikéd tahansa pienennés, jolle ¢ < % ja joka kuvaa joukon E
alkiot joukkoon B;. Télloin S;(E) C B; C (Si(E))1s, joten UL, Si(E) C Eis ja B C
UZI(SZ»(E))%(;. Hausdorffin metriikan mééritelmén 2.4 nojalla on d(E, |J;~, Si(E)) <

0. Tallsin yht&ls (2.16) antaa d(E,F) < ¢, missd joukko F' on muuttumaton ku-
vauksille S;. ]
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Muuttumattomilla joukoilla approksimointi yll& olevan todistuksen mukaisesti on
kuitenkin melko kehno. Siin& saadaan todennékoisesti hyvin paljon muunnoskuvak-
sia, jotka eivit kuitenkaan anna toivottua tarkkuutta joukosta F'. Lahestymistavan
on oltava toinen, jos halutaan vakuuttavia kuvia pienelld lukumé&aralla muunnosku-
vauksia. Erds tapa, joka usein tuottaa hyvan tuloksen, on piirtdd objektille karkea
adriviiva ja sitten peittdd se niin ldheltd kuin mahdollista pienemmilld similaareil-
la kopioilla. Néin méégritetyilld similaarikuvauksilla voidaan arvioida muuttumatonta
joukkoa, jota puolestaan voidaan verrata mallinnettuun objektiin. Lause 2.14 takaa,
ettd muuttumaton joukko on hyva approksimaatio, mikéli pienempien kopioiden yh-
diste on ldhelld objektia. Kokeilemalla ja muuttamalla peittivia joukkoja kuvaa voi-
daan entisestdén parantaa. Monimutkaisempia kohteita voidaan tehdé "kerrostamalla’
muuttumattomia joukkoja erilaisilla muunnoskuvausten joukoilla.



LUKU 3

Esimerkkeja itsesimilaareista joukoista

Téassé luvussa kasitelladn neljaé erilaista itsesimilaaria joukkoa. Joukot on valittu
siten, ettd niilld on erilaisia ominaisuuksia seké niiden dimensiot ovat kesken&ddn eri-
suuria. Valittujen joukkojen on tarkoitus antaa késitys erityyppisista itsesimilaareista
joukoista. Joukoista on esitetty myos kuvat, miké helpottaa joukkojen hahmottamista
seké vertaamista toisiinsa. Esimerkkijoukkojen kuvat on piirretty Fractint-ohjelmalla.

HuomMmAuTUS. Joukoista esitetyt kuvat on nimetty joukon mukaan, esimerkiksi
joukko F/, vaikka oikeasti kuvassa on iteraatio Fj, missd k£ on riittdvan suuri approk-
simoimaan joukkoa F.

3.1. Cantorin joukko
3.1.1. Cantorin joukon itsesimilaarisuus.

MAARITELMA 3.1. Olkoon Cj lukusuoran véli [0,1]. Poistetaan suoralta kes-
kimmaéinen kolmannes padtepisteitd lukuunottamatta, jolloin saadaan joukko C; =
[0, 5]U[3, 1]. Poistamalla nyt saaduilta vileiltd taas keskimméinen kolmannes saadaan
joukoksi Cp = [0, §]U[2, 5]U[2, £]U[3, 1]. Jatketaan néin eli poistetaan aina saaduilta
vileiltd keskimméinen kolmannes, jolloin joukko Cj, siséltis 2% vilid, joiden jokaisen
pituus on 37*. Cantorin joukko C koostuu joukkojen Cj, #iirettomésti leikkauksesta

eli

k=0

Kuva 3.1. Cantorin joukon iteraatiot Cy, C ja Cy sekd Cantorin jouk-
ko C.

27
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Jotta voidaan osoittaa, ettd edelld mééaritelty Cantorin joukko on itsesimilaari
joukko, on maériteltdva similaarikuvaukset, joiden avulla Cantorin joukko voidaan
esittad. Médritellddn kuvaukset Sy, S5 : [0, 1] — [0, 1] siten, ettd

1 1 2
Si(x) = 37 ja So(x) = 3% + 3
Tallsin |S;(x) — Si(y)| = 3]z — y|, kun i = 1,2, joten similaarikuvausten suhdeluku

1
on 3.

3

Liséksi itsesimilaarin joukon on oltava muuttumaton kuvauksille S;. Taémé pétee
Cantorin joukolle:

LAUSE 3.2. Cantorin joukolle C' pdtee
C = 51(C)uU Sy (C),

missd kuvaukset Sy(x) = 3z ja So(x) = 32 + 3 ovat similaarikuvauksia.

ToDISTUS. Osoitetaan aluksi induktiolla, ettd Cy1 = S1(Cr)US2(Cy) kaikille k =
0,1,2,... Jos k = 0, niin Cy = S1(Cp) U S2(Co) = S1([0,1]) U S5([0,1]) = [0, 5] U [3, 1]
eli viite pétee. Oletetaan nyt, etté jollekin positiiviselle kokonaisluvulle [ pétee

(3.1) Cy = 5,(C1_1) U S5(Ci_y)

ja osoitetaan, ettd C;.; = S1(C) U So(C)). Kun palataan alun méaaritelméén, jossa
Cantorin joukko konstruoitiin geometrisesti, niin joukolle C},; saadaan

Cip1 = 51051(C1=1) U S1095(Ci1) U Sy 0 81(Cr—1) U Sy 0 S5(Cr—1)
= S1(S1(C1—1) U S2(C1-1)) U S2(S1(Ch—1) U S2(C—1))
- Sl(C'l) U SQ(CZ),

missd viilmeinen yhtésuuruus saadaan induktio-oletuksesta (3.1).

Osoitetaan nyt, ettda C' C S1(C) U Sy(C). Olkoon x € C. Tallsin « € C}, joten
z € [0,3] tai z € [2,1]. Oletetaan, ettd = € [2,1], toinen tapaus voidaan osoittaa
aivan vastaavasti. Nyt mille tahansa k tiedetéén, ettd z € Crrq = S1(Ck) U So(Ch).
Mutta koska Sy(Cy) C S1([0,1]) = [0, 3], niin on oltava x € S5(Cy). Koska taméi
pétee kaikille &, niin z € Sy(C'). Toisessa tapauksessa saadaan x € S1(C). Télloin siis
S 51(0) U SQ(O)

Néytetaan vield, ettd C D 51(C)U Sy (C). Olkoon z € S;(C) U Sy(C). Télloin = €
S1(C) tai x € S3(C). Oletetaan, ettd x € S2(C'), toinen tapaus saadaan jilleen aivan
vastaavasti. Nyt mille tahansa &k pétee x € S3(Cy) C Cryq. Siten x € (Vo Crt1 =
mkeNCk =(C.Sis C D Sl(C)USQ(O) O

Koska Cantorin joukko on muuttumaton kuvauksille S;, niin se on itsesimilaari
joukko. Pari {5}, S2} muodostaa télléin iteroivan systeemin.

3.1.2. Cantorin joukon dimensio. Cantorin joukkoa ldhdettiin rakentamaan
poistamalla janalta [0, 1] kolmasosa. Tété jatkettiin darettomiin poistamalla joka vai-
heessa saaduilta janoilta kolmasosa, joten mitd lopulta jaa jéljelle? Jos ryhdytédén
tutkimaan Cantorin joukon kokoa pituusmitalla, niin paadytdén tulokseen, ettd sen
mitta on nolla.

LAUSE 3.3. Cantorin joukon pituus on nolla.
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TobisTUS. Kuten aluksi todettiin, joukko C} sisiltdd 2% vilid, joiden jokaisen
pituus on (1/3)%. Tallsin joukon C} kokonaispituus on viilien pituuksien summa eli
2k . (1/3)* = (2/3)k. Cantorin joukon pituudeksi saadaan siis limy . (2/3)¥ = 0. O

Pituus ei néytd olevan jarkevd mitta, jos halutaan méaérittdd Cantorin joukon
koko, joukko kun selvéstikin sisdltédd jotain, esimerkiksi luvun 0. Edellisessad luvussa
johdettu Lause 2.10 tulee siis tarpeeseen. Sitd varten on kuitenkin tarkistettava, ettéa
avoimen joukon ehto (2.5) pétee Cantorin joukolle.

Valitaan sité varten avoin joukko V' = (0, 1), jolloin

US (V) US) = (0, %) U (gl) c (©,1),

missé joukot (0, 5) ja (3,1) ovat erilliset. Siis avoimen joukon ehto pitee.
Nyt voidaan maérittdd Cantorin joukon dimensio Lauseen 2.10 avulla:

LAuse 3.4. Cantorin joukon dimensio on s = % = dimy C = dimp C.

TODISTUS. Koska Lauseen 2.10 oletukset ovat voimassa, niin yhtdlén (2.7) no-

jalla pdtee >_7" i = 1, missd ¢; = 1+ on Cantorin joukon méérittéivien kuvauksien
suhdeluku. Té&lloin

3
2 1

1\s Iys 1 log 5 log 2
> (—> :1©<—) =-&s= gf@s:og.
—\3 3 2 log 3 log 3

O

Cantorin joukon dimensiolle pétee siis 0 < dim C' < 1. Tallaista lukua voi olla
vaikea késittdd, kun Euklidisessa avaruudessa on totuttu dimension olevan kokonais-
luku. Toisaalta, koska juuri on osoitettu, ettd Cantorin joukon pituus on nolla, niin
on selvad, ettei joukko voi olla 1-ulotteinen, vaan jotain pienempéé.

3.1.3. Cantorin joukon ominaisuuksia. Mita pisteitd Cantorin joukkoon oi-
keastaan kuuluu? Jos vili [a,b] on erds suljettu vili, joka saadaan iteraatiosta Cj,
niin vélin padtepisteet a ja b kuuluvat kaikkiin myochempiin joukkoihin C,,, m > k, ja
siten myos leikkaukseen C'. Ottamalla kaikki pa#tepisteet kaikista véleisté, jotka saa-
daan kaikista iteraatioista Cj, saadaan numeroituvasti daretén joukko pisteité, jotka
kuuluvat joukkoon C' (katso Lause 3.9). On kuitenkin huomattava, ettd joukkoon C'
kuuluu péatepisteiden liséiksi myos muita pisteitéd, kuten seuraavassa Lauseessa 3.6
nédytetdadn. Todistetaan sitd varten ensin yksi aputulos.

LEMMA 3.5. Olkoon Y .~ a1q'~! geometrinen sarja, missi a; on sarjan ensim-
mdinen termi ja q # 1 on alkioiden suhdeluku. Tdlloin sarjan osasumma S,, on

S_Za 1_@11—61)

q

TODISTUS. Sarja voidaan esittdd muodossa S, = a; + a1q + a1¢*> + ... + a;q" 1,
josta saadaan ¢S, = a1q + a1¢®> + a1¢® + ... + a,¢". Vihentdmélld summa S,, yhtélon

molemmilta puolilta saadaan ¢S, — S, = —a; + a1q", josta saadaan, kun ¢ # 1,
S = _ —ai(l=q") _ al(lfqn). 0

q—1 1—¢
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LAUSE 3.6. Piste 1/4 ei ole minkddn joukon Cy vdlin pddtepiste, mutta piste 1/4
kuuluu joukkoon C'.

TobisTus. Niytetddn ensin, ettd piste 1/4 ei ole minkéén vilin péétepiste. En-
simméisessd vaiheessa pé#dtepisteiksi saadaan pisteiden 0 ja 1 lisdksi pisteet 1/3 ja
2/3. Toisessa vaiheessa uudet paitepisteet ovat 1/9, 2/9, 7/9 ja 8/9. Jokaisessa vai-
heessa saadut péditepisteet ovat muotoa m/3™, missd m,n € Z siten, ettd m ei ole
jaollinen luvulla 3 ja n kertoo iteraatioiden lukumééran. Nyt lukua 1/4 ei voida esit-
tid tdssd muodossa, silld 4 = 22 ei ole mikéin luvun 3 potenssi eikd edes jaollinen
silld. Siis luku 1/4 ei voi olla minkd&n vilin péétepiste.

Koska 1/4 ei ole minkéén vilin padtepiste, niin se on aina joko pienempéd tai suu-
rempaa, kuin jokin valittu pédtepiste, eli geometrisesti valitun péitepisteen vasem-
malla tai oikealla puolella. Muistetaan, ettd k:nnessa iteraatiossa vélien pituudeksi
saadaan 1/3%. Jos lihdetiidn liikkeelle joukon C péitepisteestd 0 ja lisdtiéin sithen
seuraavan iteraation C vélin pituus eli 1/3 paddytdén pisteeseen 1/3 > 1/4. Koska
nyt saatu piste on pisteen 1/4 oikealla puolella, niin seuraavaksi vihennetdéin seu-
raavan iteraation Cy vélin pituus 1/9, jolloin paddytédén pisteeseen 2/9 < 1/4. Nyt
puolestaan ollaan pisteen 1/4 vasemmalla puolella, jolloin taas lisdtddn iteraation Cj
vélin pituus 1/27 ja paddytddn pisteeseen 7/27 > 1/4. Nain jatkamalla voitaisiin
olettaa, ettd lopulta paddyttaisiin lukuun 1/4. Tutkitaan summaa

_11, 11
P=3 79 97 781" 243 ’

joka on geometrisen sarjan summa. Agrelliselle geometrisen sarjan summalle saadaan
Lemman 3.5 nojalla, kun a; = 1/3 ja ¢ = —1/3,

somlzd) 302G J0-69) 1 Ly

1—gq 1—(—3) 2 4 3

Jos n on pariton, niin (—%)” < 0 ja néista parittomista luvuista n koostuva osasumma
Soni1 — }l vasemmalta, kun n — oo. Jos puolestaan n on parillinen, niin (—%)” >0
ja osasumma Sy, — i oikealta, kun n — oo. Siis summalle pétee p = 1/4 ja siten
voidaan todeta, ettd luku 1/4 kuuluu joukkoon C. O

HuomAauTUs. Edella ndytettiin, ettd Cantorin joukkoon kuuluu vélien péaatepis-
teiden lisdksi my6s muita pisteitd. Todistuksessa annettiin myos keino, jolla téllaisen
pisteen voi loytad: Lahdetéddn liikkeelle joukosta Cy ja vuorotellaan kuvauksia Sy ja
So, geometrisesti siis kuljetaan vuorotellen oikealle tai vasemmalle. Erilaisilla kombi-
naatioilla, esimerkiksi kulkemalla kahdesti oikealle ja kahdesti vasemmalle, pdadytaan
eri pisteeseen.

LAuse 3.7. Cantorin joukolle C' pdtee

(1) Joukko C' ei sisdlli yhtadn vdlia (jolla on aidosti positiivinen pituus).

(2) Joukolla C' ei ole eristettyji pisteitd, toisin sanoen jos a € C, niin jokaiselle
e > 0 vdlille (a — €,a + €) sisdltyy joukon C' pisteitd pisteen a lisiksi.

(3) Joukko C on suljettu, toisin sanoen jos on olemassa a € R siten, ettd jokainen
vili (a — €,a + €) leikkaa joukkoa C, niin a € C.

TODISTUS. (1) Tam& on jo osoitettu ndyttamélld, ettd Cantorin joukon pi-
tuusmitta on nolla. Nimittéin, jos joukko C' siséltéisi vélin, jolla on aidosti



3.1. CANTORIN JOUKKO 31

positiivinen pituus, niin talloin myos itse Cantorin joukon pituus olisi aidosti
positiivista.

(2) Olkoon € > 0 ja olkoon (a — €,a + €) avoin vili, missd a € C. Tilléin
a € (Y} kaikilla k eli se kuuluu jollekin joukon ) vélille, jonka pituus on
1/3%. Olkoon kyseinen viili I. Valitaan k siten, ettii 1/3% < e. Koska jokainen
vilin C}, pédtepiste kuuluu myos joukkoon C niin valitaan piste b siten, etté
se on toinen vilin I piitepisteistid. Tallsin b € C ja [b—a| < 1/3% <e.

(3) On yhtépitavaa osoittaa, ettd joukon C' komplementti C® on avoin. Méri-
telmén perusteella on C' = (N, Cx C [0, 1]. T&ll6in

0,11\ ¢ =[0,1]n ¢t =[0,1] N [[’jc,g]

Nyt joukot C’,E ovat avoimia, silli ne ovat iteraatioissa poistettuja avoimia
joukkoja. Siten myos niiden yhdiste on avoin. Koska pisteet 0 ja 1 kuuluvat
Cantorin joukkoon, niin ne eiviit kuuluu joukkoon CF millign k. Siis [0,1] N

[U;’;O C,E] on avoin joukko.
O

Edellisen lauseen nojalla Cantorin joukko ei siis sisdlld yhtéadn vélid, jolla on po-
sitiivinen pituus. Cantorin joukon mééritelmén perusteella on selvié, etté se sisdltaa
aarettoman méadran pisteitd. Kuitenkaan ei ole aivan itsestddn selvéd, ettd Cantorin
joukko koostuu itseasiassa ylinumeroituvasti darettomastd médrasta pisteitd. Tama
naytetaan seuraavassa:

LAUSE 3.8. Cantorin joukko on ylinumeroituva.

TobpisTus. Tehddén antiteesi ja oletetaan, ettd C' on numeroituva. Télloin joukon
C' alkiot voidaan siis luetella. Olkoon C' = {ay, as, as, ...}. Joukon C' alkiot voidaan
esittdd kolmikantajirjestelméssi desimaalilukuna siten, ettd a; = 0, 7i757% ..., missi
Jr € {0,2}. Télloin

a1 = 0,71 jaj3ds - - -
as =0, j153537% - - -
az =0, 43535375 - ..

as =0, j1735371 - - -

Mééritelliin nyt b= 0, j; 7375 ..., missi
2, josjp=0
=30, josjl=2.

Téalloin b € C, mutta b # a; kaikilla ¢ € N. Siten on 16ydetty alkio, joka ei ole
ylla esitetyssd listassa, joten joukko C' ei voi olla numeroituva. Siis joukko C' on
ylinumeroituva. U

Cantorin joukko on tosiaan ylinumeroituva. On kuitenkin huomattavaa, etté vilien
padtepisteitd on numeroituva maara.
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LAUSE 3.9. Vilien Cy pddtepisteitd on numeroituvasti ddareton mddard.

TobpisTus. Joukolla Cy on 2 péitepistetti, joukolla C; on 4 = 2% piitepistetti
ja joukolla Cy on 8 = 23 péitepistettd. Niin jatkamalla huomataan, etti vaiheessa n
muodostuu yhtd monta uutta paitepistetti, kuin niitd on vaiheessa n — 1. Osoitetaan
pédtepisteitd olevan numeroituva méadrda muodostamalla bijektio joukon N ja paéte-
pisteiden vélille seuraavasti: Kuvataan alkiot 1 ja 2 joukon Cj péadtepisteiksi. Maari-
telladn kuvaus induktiivisesti siten, ettd jos joukon C,,_; péétepisteet on jo kuvattu

bijektiivisesti luvuille 1,2, ..., 2", niin kuvataan joukon C,, 2" uutta péadtepistetta lu-
vuille 27 +1,2" 42, ..., 2" ! Niin ollen joukolla Cj, on numeroituvasti déretén mairi
padtepisteita. U

3.2. Von Kochin kayra
3.2.1. Von Kochin kiyrin itsesimilaarisuus.

MAARITELMA 3.10. Olkoon K| jana, jonka pituus on 1. Poistetaan taltd janal-
ta keskimméinen kolmannes ja korvataan se poistetun osan méadrdémén tasasivuisen
kolmion kahdella muulla sivulla (katso kuva 3.2). Niin on saatu joukko K7, joka siis
koostuu neljésté yhtapitkdstéd janasta, joiden jokaisen pituus on 1/3. Joukko Ky puo-
lestaan saadaan toistamalla sama menettely joukon K kaikille janoille. Néin jatka-
malla joukko K saadaan siis korvaamalla joukon Kj_; jokaisen janan keskimméinen
kolmannes tasasivuisen kolmion kahdella muulla sivulla, jolloin joukko K sisaltaé
4% janaa, joiden jokaisen pituus on (1/3)k. Von Kochin kiyrdiksi K kutsutaan sité
joukkoa, jota joukko K} ldhestyy, kun iteraatiota jatketaan adrettomiin.

A\

\ /
Nl
A /
/ \ / \ / \
/S N/ A N

f}ﬂ;f‘a
ﬁ@é %@ﬁﬁ%&

Kuva 3.2. Maéritelmén 3.10 mukaiset Von Kochin kayrén iteraatiot
Ky, K; ja K5 sekd Von Kochin kiayra K.
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Tasmaéllinen méiritelmé Von Kochin kiyrélle on seuraava:

MAARITELMA 3.11. Olkoon F, tasakylkinen kolmio, jonka kulmat ovat 120, 30
ja 30 astetta. Kolmio voidaan jakaa kolmeen pienempién kolmioon, joista kaksi ovat
vastaavia tasakylkisid kolmioita, joiden kulmat ovat 120, 30 ja 30 astetta ja joiden
pisimmét sivut ovat alkuperéisen kolmion lyhyet sivut; kolmas kolmio on tasasivuinen
kolmio (katso kuva 3.3). Joukko P; saadaan poistamalla tasasivuinen kolmio. N&in
voidaan jatkaa, jolloin joukko P, saadaan poistamalla kaksi tasasivuista kolmiota
joukosta P;. Von Kochin kdyri K saadaan joukkojen Py ddrettomésté leikkauksesta
eli

K = ﬁ Py.
k=0

A
A Y
A~

‘LLI?
3
KT
Kuva 3.3. Maaritelmén 3.11 mukaiset Von Kochin kdyrén iteraatiot

Py, Py ja P, sekd Von Kochin kiyra K.

Muunnoskuvausten méarittdmiseen tarvitaan matriiseja. Madritelldan seuraavan-
lainen operaattori T avaruudessa R?:

B x1 | | cosf —sinf T a
T(x)_T[acg]_s{sinﬁ COS@:||:£C2:|+|:b:|’
missé lukua s # 0 kutsutaan kutistavaksi, jos |s| < 1, ja laajentavaksi, jos |s

Ensimmaista matriisia kutsutaan kierroksi origon ympéri kulman 6 verran, 0 <
2w, ja viimeistd sarakevektoria sirroksi.

> 1.
0 <
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Mairitelliin nyt Von Kochin kidyrin antavat muunnoskuvaukset S; : R? — R?

siten, etta
[z | 1 [ cos0° —sin0° 1 0
Sl_xg__g_sinoo C08001|:$21+{0:|
[ 2y ] 1] cos60° —sin60° Ty 3
S2_:E2__§_Sin60° cos 60° :|{1'2:|+|:0
S [z ] _ 1 [ cos(—60°) —sin(—60°) n| :
3| @y | 3| sin(—60°) cos(—60°) To \/Tg
[ 2y ] 1] cos0° —sin0° Ty 2
S4_:E2__§_sin00 COSOO}|:$2}+[O ’

joista saadaan

-»’Ul-_l-%l
Sl_xz__3_$21
r 1 1 V3 ] 1
Sg Ty :1 5 5 T i 3
_ZEQ_ 3 \/Tg % i) 0
-ZE1- 1- 1 ﬁ- T %
S =] 2. 72 +
-ZEl-_l-ZL‘l %
S4_$2__3_$2}+{0}

Kuvausten mééritelmistéd huomataan, etté |S;(z) — S;(y)| = |o — y| kaikilla ¢ =
1,2, 3,4 eli kuvausten suhdeluku on %

LAUSE 3.12. Von Kochin kayrdlle pdtee
K =51(K)USy(K)US;(K)USy(K)
eli se on muuttumaton kuvauksille S;.

TobisTtus. Kayttamalla Maéritelmén 3.11 joukkoja Py induktiolla saadaan Py =
S1(Py) U So(Py) U S3(Py) U Sy(Py), josta viite saadaan tésmélleen samaan tapaan,
kuin Lauseen 3.2 todistuksessa. 0

Koska Von Kochin kéyrd on iteroivan systeemin {57, Ss,S3,S4} muuttumaton
kuvaus, niin se on itsesimilaari joukko.

3.2.2. Von Kochin kiyridn dimensio. Jokaisessa iteraatiossa janojen luku-
médra sekd niiden yhteenlaskettu pituus kasvaa, joten selvésti myos joukon koko
kasvaa. Jos ldhdetddn jdlleen mittaamaan kiyrdn pituutta, niin tulos ei ole kovin
mielekés, silld Von Kochin kédyran pituudeksi saadaan déreton.

LAUSE 3.13. Von Kochin kdyrdn pituus on ddreton.

TobisTus. Jos aluksi janan K, pituus on 1, niin kdyréan K; pituus on 4/3 ja
kiyrin K, pituus on (4/3)%. Niin jatkamalla huomataan, ettd kiiyrin K}, pituus on
(4/3)% ja siten Von Kochin kiiyréin pituus on limy . (4/3)% = cc. O
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Kéaytetidn siis jalleen Lausetta 2.10. Tarkistetaan sitd varten ensin avoimen joukon
ehto Von Kochin kéayrélle:

Olkoon V' Maéritelmén 3.11 joukon F sisus, merkitéén sita int Fy. Téalloin saadaan
Sl (ll'ltP()) U SQ(lntP()) U Sg(lntp(]> U S4(1Iltpo) = iIltPl C iIltP().
Koska intP; koostuu neljdsta erillisestéd, avoimesta kolmiosta, niin avoimen joukon

ehto pitee.

LAUSE 3.14. Von Kochin kdyrdn dimensio on s = %g? dimyg K = dimg K.

TODISTUS Koska Lauseen 2.10 oletukset ovat voimassa ja kuvausten suhdeluku
on ¢; = 1, niin dimensioksi saadaan yhtélén (2.7) avulla

4 1
1y\s Iys 1 log 7 log 4

— log 3 log 3

O

Von Kochin kdyrén dimensiolle saatiin siis s ~ 1,26. Témé on jarkeva tulos, silla
edelld osoitettiin, ettd Von Kochin kédyrén pituus on dédretén. Talloin joukon taytyy
olla 1-ulotteista joukkoa suurempi.

3.2.3. Von Kochin kiyrian ominaisuuksia.
LAUSE 3.15. Pinta-ala, joka jia Von Kochin kdyrdan ja janan Ky viliin, on 20\/§

TobisTus. Pinta-ala A;, joka jédd janan K ja kdyrdn K, viliin, on selvésti ta-
sasivuisen kolmion, jonka sivun pituus on %, pinta-ala. Kyseisen kolmion korkeus on
‘[ = %[3, jolloin sen pinta-ala on

A = lli \/____\/_ -
2 3 2-3 36 16
Kéyrien K, ja K viliin jaava pinta-ala Ay koostuu neljasta tasasivuisesta kolmiosta,

joiden sivun pituus on 3 Ja korkeus \1/2; = f . T&lloin

:
i) B ()

Niin jatkamalla huomataan, ettd kiyrien K;_; ja K; valiin jadavéa pinta-ala A; koostuu
41 tasasivuisesta kolmiosta, joiden sivun pituus on i ja korkeus V3 T3llsin

2-3*
.1 1 3 .
A¢=41_1'—'—-'—.=41_'—'—' <>
2 3 2.3 4 3% V3= \/_

Siten kokonaisala, joka jéi janan K, ja Von Kochin kayran K valiin on

A:gAi: %\/ﬁi(g)

Lemman 3.5 geometrisen sarjan summan avulla saadaan

Sy -6 :
Y6 - s0-6)) -5

i=1 9

kun n — oo. Siis kokonaisalaksi saadaan A = %\/g O
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HuomAuTUs. Yhdistdamalld kolme Von Kochin kiyrdd saadaan polkuyhtendinen
alue, jota kutsutaan Von Kochin lumihiutaleeksi.

¥

Kuva 3.4. Von Kochin lumihiutale.

Polkuyhtenaisyydellé tarkoitetaan siis aluetta, jossa jokainen pistepari voidaan yh-
distéda polulla. Kochin lumihiutaleen polkuyhtenéisyyden todistus sivuutetaan, mutta
sitd voidaan perustella itsesimilaarisuuden avulla: On selvéa, ettd Kochin lumihiuta-
leen ’keskiosassa’ polkuyhtenéisyys pétee. Tarkastelua vaativat siis pisteet, jotka ovat
ldhelld joukon reunaa. Jos lumihiutale muodostettaisiin yhdistdmélla kolme joukkoa
K, niin polkuyhtenéisyys olisi selvdd. Koska Kochin lumihiutale koostuu kolmesta
itsesimilaarista joukosta, niin se on myés itsesimilaari joukko. Talloin tarkasteltaessa
jotain tiettyd kohtaa joukosta kuvaa voidaan suurentaa ja jélleen suurentaa, jolloin
myo6s tarkasteltava kohta siséltyy joukkoa K vastaavaan joukkoon, jolle polkuyhte-
naisyys patee.

3.3. Sierpinskin kolmio

3.3.1. Sierpinskin kolmion itsesimilaarisuus.

MAARITELMA 3.16. Olkoon .%; tasasivuinen kolmio, jonka sivun pituus on 1.
Tama kolmio voidaan jakaa neljaén yhtdsuureen tasasivuiseen kolmioon, joiden sivun
pituus on 1/2. Poistamalla néaistd kolmioista keskelld péailaellaan oleva kolmio, sen
reunoja lukuunottamatta, saadaan joukko .. Joukko .#5 saadaan poistamalla joukon
1 jokaisesta kolmiosta vastaavasti keskelld oleva kolmio. Néin jatkamalla joukko .7
koostuu siis 3* kolmiosta, joiden jokaisen sivun pituus on 27%. Sierpiriskin kolmio .¥
koostuu joukkojen .7} ddrettomasta leikkauksesta eli

k=0
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Kuva 3.5. Sierpinskin kolmion iteraatiot .7, .7 ja .5 sekd Sierpins-
kin kolmio .7.

Maéritelladn Sierpinskin kolmion antavat muunnoskuvaukset matriisien avulla,
kuten Von Kochin kiyrille. Olkoon S; : R? — R? siten, etté

T 1 T
S = —
1_$2_ 2| 22 |’

o | _ 1w ][5
Sz_$2__2_I2_+{0}’
R N DS I i
3_5172__2_5152_ \/73

Niiden kaikkien kuvausten suhdeluku on 3, silld |S;(x) — Si(y)| = 3|z —y| kaikilla
i=1,2,3.
LAUSE 3.17. Sierpiniskin kolmille pdtee

eli se on muuttumaton kuvauksille S;.

TobisTus. Induktiolla saadaan .71 = S1(F%) U So(F%) U S3(F%), josta viite
saadaan tdsmélleen samaan tapaan, kuin Lauseen 3.2 todistuksessa. 0

Siis . on iteroivan systeemin {Sj, S, S5} muuttumaton joukko ja siten Sierpiris-
kin kolmio on itsesimilaari joukko.

3.3.2. Sierpinskin kolmion dimensio. Jos tutkitaan iteraatioissa syntyvien
kolmioiden reunoja, niin jokaisessa iteraatiossa reunojen yhteenlaskettu pituus kasvaa.
Toisaalta, jos tutkitaan kolmioiden méédrdamia pinta-aloja, niin jokaisessa iteraatiossa
kolmioiden yhteenlaskettu pinta-ala pienenee. Mité joukon koosta voidaan sanoa?

LAUSE 3.18. Sierpinskin kolmion pituus on ddreton.
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TobIsSTUS. Joukon .# reunan pituus on 3, merkitaan sitd |0.75|. Joukon .# reu-
nan pituus on [0 = [0.%] + 3 - (1/2) = 3+ (3/2) ja joukon . reunan pituus
on || =3+ (3/2) + (3/2)2. Niin jatkamalla joukon .#, reunan pituudeksi saadaan
|Z) =3+ (3/2) +(3/2)? + ...+ (3/2)". Siten Sierpiniskin kolmion reunan pituus on
| Ui 05%| = o0. Koska 0.7, C . kaikilla k, niin Sierpifiskin kolmion pituudeksi
saadaan || = oo. O

LAUSE 3.19. Sierpiniskin kolmion pinta-ala on nolla.

TobisTus. Jos tasasivuisen kolmion sivun pituus on 1, niin sen korkeus on */73

Téllsin, koska joukko .7, sisiltiid 3¥ kolmiota, jonka jokaisen sivun pituus on (1/2)*
ja korkeus on (1/2)* - (v/3/2), niin kolmioiden kokonaispinta-alaksi saadaan A, =
3F.(1/2)F-V/3/2-(1/2)F-1/2 = (3/4)* - v/3/4 — 0, kun k — oo. O

Néiden tietojen perusteella joukon kokoa on vaikea kisittdd. Kéytetddn jélleen
Lausetta 2.10. Sitd varten tarkistetaan ensin avoimen joukon ehto (2.5) Sierpiriskin
kolmiolle:

Valitaan avoimeksi joukoksi V' joukon .74 sisus, merkitdén sitd int.#. Téalloin

U Sz(V) = Sl (int&”o) U Sg(intyo) U Sg(intyo) = intﬁ”l C intyo.

Koska int.#] koostuu kolmesta erillisesté joukosta, niin avoimen joukon ehto pétee.

LAUSE 3.20. Sierpinskin kolmion dimensio on s = }gig =dimy . = dimp ..

TobisTus. Lauseen 2.10 oletukset ovat voimassa, jolloin yhtdlon (2.7) nojalla

pétee, kun kuvausten suhdeluku on ¢; = %,

3 1
1\s 1ys 1 log = log 3
) =1le (—) =-&s=—3&s5= :
2(2) 2 37 ° log% ° log 2

1=

O

Sierpinskin kolmiolle saatiin s ~ 1,58. Edelld on osoitettu, ettd Sierpinskin kol-
mion pituus on ddretén ja pinta-ala on nolla, joten on selvéi, ettd 1 < dim . < 2.
Toisaalta voitaisiin pohtia, mitd dimensio kertoo Sierpinskin kolmion suhteesta Von
Kochin kéyraian, jonka dimensioksi saatiin s /~ 1,26. Onko Sierpinskin kolmio jollain
tapaa isompi, kuin Von Kochin kiyra?

3.3.3. Sierpinskin kolmion ominaisuuksia. Kuvan 3.5 perusteella Sierpins-
kin kolmio on kovin monimutkaisen nékéinen joukko. Ensisilméykselld on kovin vaikea
sanoa, koostuuko joukko pisteisté, janoista vai aloista. Kuten aiemmin osoitettiin, niin
Sierpinskin kolmion pinta-ala on nolla ja pituus on déreton. Muistellaan, miten jouk-
ko konstruoitiin: Jokaisessa iteraatiossa muodostuu kolmioita, joiden reunat kuuluvat
aina seuraavaan iteraatioon ja siten Sierpinskin kolmioon. Néin ollen joukko tosiaan
sisaltédd suuren madrdan janoja. Toisaalta joukko on siis jollain tapaa hyvin ’siisti’.
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3.4. Lévyn lohikddrme

Lévyn lohikddrmeen mééritelmé on helpointa tehdd samaistamalla tason pisteet
kompleksiluvuiksi. Madritelladn kompleksilukujen joukko C = {z + iy : x,y € R},
missé ¢ on imaginddriyksikko, jolle patee 2 = —1. Kompleksilukujen summa ja tulo
madritelldan asettamalla

(x+iy) + (u+iv) = (x +u) +i(y + v),
(x+iy) - (u+iv)=au+z-v+iy-ut+ii yv=(zu—yv) +ilzv +yu).

Jos z = & + iy, niin sanotaan, ettd Re(z) = x on luvun z reaaliosa ja Im(z) =y on
luvun z imaginddriosa. Tasossa voidaan merkitd R = {z : € R} C C on reaaliakseli
ja Im = {iy : y € R} C C on imagindériakseli.

Maaritelladn kompleksiluvun z = x + iy kompleksikonjugaatti z asettamalla z =
x —iy. Luvun z normi eli vektorin pituus mééritelliiin |2| = /22 + y2 = V/2Z.

3.4.1. Lévyn lohikdirmeen itsesimilaarisuus.

MAARITELMA 3.21. Olkoon Lg tasakylkinen suorakulmainen kolmio. Korvataan
Lo kahdella vastaavalla kolmiolla, joiden koko on 1/ V2 alkuperiisesti siten, ettd
uusien kolmioiden hypotenuusat ovat alkuperdisen kolmion sivujen paikalla (katso
kuva 3.6). Olkoon ndiden kahden kolmion muodostama joukko L. Seuraavaksi korva-
taan joukon L; kolmiot uusilla kolmioilla, joiden koko on 1/v/2 joukon L; kolmioista
eli (1/v/2)?Lo. Néin saadaan joukko L, joka koostuu neljisti kolmiosta. Jatketaan
samoin, jolloin joukko L; koostuu 2* kolmiosta, joiden jokaisen koko on (1/4/2)* Ly.
Lévyn lohikddrme L on joukko, jota joukko Lj ldhestyy, kun iteraatiota jatketaan
adrettomiin.

Kuva 3.6. Lévyn lohikddrmeen iteraatiot Lo, Ly, Lo ja L3 sekéd Lévyn
lohik&ddrme L.
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Maééaritelladn muunnoskuvaukset Si, Sy : C — C seuraavasti:
1 4

56=(3+3): i SO=(3-3)+(+3)

Talloin patee |S;(z) — S;(w)| = \/ii|z — w| kaikilla j = 1,2, silla
1\2 12 1 ) 1 1\2 12 1
- (5)45)% Ja \5‘5%5%(‘5)%'

Siten kuvausten suhdeluku on \/Li

Jotta Lévyn lohikddrmeen muuttumattomuus voitaisiin osoittaa, kuten Lausees-
sa 3.2, joukko tarvitsee médrittdad leikkauksena sisékkaisistd joukoista. Alun méaéri-
telmé ei kuitenkaan ole téllainen, minké vuoksi tarvitaan vaihtoehtoinen mééaritelma.

‘1+i
2 2

MAARITELMA 3.22. Olkoon pallo Ey = B;(0), missd t = \/51_1 ja olkoon muunnos-

kuvaukset Sy (z) = (5+%)z ja Sa(2) = (5 — %)z + (5 + %). Kuvataan palloa kuvauksilla
S ja Sy ja merkitddn néin saatujen pallojen leikkausta Sy (FEy) N Se(Ey) = Ey. Jatke-
taan néin eli kuvataan saatua joukkoa F; jéalleen muunnoskuvauksilla, jolloin saadaan
leikkaus S1(FE1)NSe(FEy) = Ey. Lévyn lohikédédrme saadaan joukkojen Ej ddrettomésté
leikkauksesta eli

L= ﬁ Ey.
k=0

Pallojen sisékkéisyys ndhdaan seuraavasti:

Edella naytettiin, ettd muunnoskuvausten suhdeluku on \%, joten kuvaus S; kutistaa
pallon B,(0) palloksi B, 5(0). Télléin on selvisti B, 5(0) C B;(0). Kuvaus Sy kutis-
taa palloa vastaavasti tekijalla \%, mutta lisdksi siirtdd pallon keskipisteen origosta

pisteeseen z = 3 — 2. Nyt myds Bt/\/i(% — 1) C By(0), sillé pisteen z = 5 — £ etéisyys

origosta on |z| = |3 — | = \/LE’ jolloin
t 1 1 1 2 2 1

2 VAT AVEST a-vh wh—2 vaoi "

Néin ollen pisteen © € B, 5(5 — 3) Disin etiisyys origosta on ¢ eli pallon B,(0) siide,
joten x € B;(0) ja pallot todella ovat sisdkkain.

LAUSE 3.23. Lévyn lohikddarmeelle pdtee
L= 5,(L)USy(L)
eli se on muuttumaton muunnoskuvauksille S;.

Tobistus. Kayttamalla Madritelmén 3.22 joukkoja Fj induktiolla saadaan Ey 1 =
S1(Ex) U Sy (Ey), josta viite saadaan tdsmiélleen samaan tapaan, kuin Lauseen 3.2 to-
distuksessa. U
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3.4.2. Lévyn lohikdidrmeen dimensio. Tarkistetaan aluksi avoimen joukon
chto (2.5) Lévyn lohikaarmeelle:

Konstruoitaessa Lévyn lohikddrmettd Madritelmén 3.21 mukaisesti huomataan,
ettd kussakin vaiheessa syntyvien kolmioiden leikkaus on korkeintaan niiden reuna,
katso kuva 3.6. Koska kuvan mukainen erillisyys on voimassa, niin avoimen joukon
ehto on voimassa. (Tarkka perustelu [6, s.30] Example 6.5.)

LAUSE 3.24. Lévyn lohikddrmeen dimensio on s = 2 = dimy L = dimp L.

TobisTus. Lauseen 2.10 oletukset ovat voimassa, joten yhtdlon (2.7) avulla saa-

daan, kun kuvausten suhdeluku on ¢; = \/Li’

2

1\s 1ys 1 log log 2
:1{:}< ) =5 85= 2 5= & s =2
Z(ﬁ) V2 9 7 log - N 1log2 °

i=1

O

HuomAuTUs. Lévyn Lohikddrmeen dimensioksi saatiin siis kokonaisluku, mika ei
esimerkiksi kuvan 3.6 perusteella ole ollenkaan selvid. Kuten Johdannossa todettiin,
tdmé on fraktaaleille erikoinen tapaus. Mandelbrotin mielesséd Lévyn lohikdarme ei
siis itseasiassa olisi fraktaali.

3.4.3. Lévyn lohikididrmeen ominaisuuksia.
LAUSE 3.25. Lévyn lohikddrme sisdltad avoimen joukon.

TobisTus. On yhtdpitdvaa osoittaa, ettd L = int(L) eli joukko L on sisuksensa
sulkeuma. Nyt tiedetdén, ettd joukko L on muuttumaton kuvauksille S;, joiden suh-
deluku on ¢; = 1/4/2, ja se toteuttaa avoimen joukon ehdon. Lisiksi tiedetéin, etti
joukon L dimensio on s = 2. Merkitddan I = {1,2}, jolloin I"™ tarkoittaa iteraation
vaihetta n. Jos nyt i € I", niin ¢; = (1/4/2)". Tillsin saadaan

(3.2) ;Cg - ; (%)2" —on. (%)2" — 1.

Olkoon X avaruuden R™ kompakti osajoukko. Valitaan epétyhja avoin joukko

V C X, jolle S;(V)CV,kuni€ I, ja S;(V)NS;(V) =0, kun i # j, ja asetetaan
T=v\JS(V).
el
Merkitéddn | J 2, I" = I*. Koska S;(T") C S;(V) ja S;(T)NS;;(V) = 0 kaikilla ¢ € I* ja
j € I*, niin saadaan S;(T) N S;(T) = 0, kun i # j. Lisdksi, koska S;(T") C X kaikille
1 € I*, niin saadaan
(3.3) o0 > X)) > %2< U si(T)) =N s = )Y Y
iel* neNiel™ neNieln

Nyt yhtilsistd (3.2) ja (3.3) seuraa, ettd S72(T) = 0. Tésti seuraa, ettd joukko

VALJs:(v)=]Jsi(V)

el el
ieIfﬁ(i?L

josta muuttumattoman joukon yksikésitteisyyden nojalla saadaan L = V. U

on nollamittainen avoin joukko ja siten tyhji joukko. T#llsin siis V = |



Kirjallisuutta

MICHAEL BARNSLEY: Fractals everywhere, Academic Press, Inc. 1988

GERALD A. EDGAR: Measure, topology and fractal geometry, Springer-Verlag New York Inc,
1990

LAWRENCE C. EvVANS AND RONALD F. GARIEPY: Measure theory and fine properties of func-
tions, CRC Press, cop. 1992

KENNETH FALCONER: Fractal geometry: Mathematical foundations and applications, John Wi-
ley & Sons Ltd, 1990

KENNETH FALCONER: Techniques in fractal geometry, John Wiley & Sons Ltd, 1997
ANTTI KAENMAKI & MARKKU VILPPOLAINEN: Separation conditions on controlled Moran
constructions, Fund. Math. 200 (2008), no. 1, 69-100

PERTTI MATTILA: Geometry of sets and measures in Euclidean spaces: fractals and rectifiabil-
ity, Cambridge University Press, 1995

42



