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Alkeisfunktiot jaetaan algebrallisiin ja transsendenttisiin alkeisfunktioihin. Al-
gebrallisiin alkeisfunktioihin kuuluvat polynomi-, rationaali- ja juurifunktiot. Muut
funktiot ovat transsendenttisia. Eksponenttifunktio kuuluu transsendenttisiin alkeis-
funktioihin, eli sité ei voida esittédé aérellisend polynomifunktiona tai polynomien ra-
tionaalifunktiona. Téssé tutkielmassa perehdytéin eksponenttifunktioon, jonka kan-
talukuna on Neperin luku.

Tutkielman aluksi tutustutaan Neperin luvun historiaan ja mééaritelliin Neperin

luku raja-arvona
: "
e = lim (1 + —) .
n—o00 n

Neperin luvulle osoitetaan sen irrationaalisuus ja transsendenttisuus, eli ettd se ei
toteuta mitdédn kokonaiskertoimista polynomiyhtélod. Témén jalkeen mééritelladan
eksponenttifunktio exp viidella eri tavalla: rationaalipotenssin, potenssisarjaesityksen,
differentiaaliyhtdlon, kadnteisfunktion ja raja-arvon avulla. Jokaisesta maaritelmasta
ldhtien osoitetaan eksponenttifunktiolle exp jatkuvuus, derivoituvuus, monotonisuus,
additiivisuusominaisuus
exp(a + b) = exp(a) exp(b),

ja ettéd eksponenttifunktiolla on kdédnteisfunktio. Tutkielman lopuksi osoitetaan, etta
namé kaikki viisi méadritelméé johtavat samaan funktioon exp.
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Johdanto

Alkeisfunktiot ovat funktioita, jotka sisaltavat yhteen-, vahennys-, kerto- ja jako-
laskuja, potenssiin korotuksia, kadnteisfunktion ottoa tai funktioiden yhdistdmisté.
Alkeisfunktiot jaetaan algebrallisiin ja transsendenttisiin alkeisfunktioihin. Transsen-
denttisia funktioita ovat funktiot, jotka eivét ole polynomi-, rationaali- tai juurifunk-
tioita. Niin ollen eksponenttifunktio kuuluu transsendenttisiin funktioihin. Tassé tut-
kielmassa perehdytééan eksponenttifunktioon, jonka kantalukuna on Neperin luku.

Tamén tyon tarkoituksena on aluksi tutustua Neperin lukuun e, joka tulee eteen
hyvin usein matemaattista kirjallisuutta lukiessa. Pa#asiassa tyo koostuu viidesté
eksponenttifunktion exp méaaritelméstda. Eksponenttifunktio méaaritellasin rationaali-
potenssin, potenssisarjaesityksen, differentiaaliyhtélon, kagnteisfunktion ja raja-arvon
avulla. Jokaisesta méaaritelméstéa lahtien niytetddn eksponenttifunktion jatkuvuus,
derivoituvuus, monotonisuus, kéinteisfunktion olemassaolo ja additiivisuusominai-
suus

exp(a + b) = exp(a) exp(b).
Lopuksi nédytetéddn, ettd kaikki mééritelmét johtavat samaan eksponenttifunktioon
exp.

Tutkielma jakautuu seitseméén lukuun, joista ensimmaéinen késittelee Neperin lu-
kua. Luvussa mééritelldadn Neperin luku raja-arvona

1 n
e = lim (1 + —) .
n—o00 n

Luvussa tutustutaan myos hieman Neperin luvun historiaan ja osoitetaan sen irratio-
naalisuus ja transsendenttisuus. Luvuissa 2-6 johdetaan kustakin méaritelmésta lah-
tien eksponenttifunktion jatkuvuus, derivoituvuus, monotonisuus, kadnteisfunktion
olemassaolo ja additiivisuusominaisuus. Luku 2 késittelee rationaalipotenssimé&éri-
telméd, joka on ehkd tunnetuin madritelmé eksponenttifunktiolle. Maaritelldan siis
exp(z) = e, kun « € R. Luvussa 3 méiritelména kdytetdin potenssisarjaesitysta

oo xn

exp(x) = Z ok

n=0
Luvussa 4 méaritellddn eksponenttifunktio yksikésitteisena differentiaaliyhtalon
f" = f, f(0) = 1 ratkaisuna. Luvun 5 mééritelmén mukaan eksponenttifunktio on

raja-arvo
€T n
lim (1+2)",
n—o0 n

Viimeinen madritelmé luvussa 6 eksponenttifunktiolle on logaritmifunktion

“1
log(x) :/ ;dt
1

1



JOHDANTO 2

kaanteisfunktiona. Ominaisuuksien esitysjérjestys luvuissa vaihtelee hieman mé&éri-
telmén luonteesta riippuen. Viimeisessd luvussa ndytetddn potenssisarjaesityksesta
ldhtien, ettéd kaikki médritelmét johtavat samaan funktioon.

Tutkielmassa kéaytetty kirjallisuus on pddasiassa yleisteoksia matemaattisesta ana-
lyysista, tdrkeimpand Robert S. Strichartzin The Way of Analysis ([7]). Ensimméi-
sessi luvussa péélahteend on ollut Eli Maorin kirja e: The story of a number ([4])
ja viimeisessd luvussa jo mainittu Strichartzin teos. Muut luvut eivét varsinaisesti
seuraa mitain teosta.



LUKU 1

Neperin luku, ¢

Tassd luvussa esitellddn hieman Neperin luvun historiaa, méaritellidn Neperin
luku raja-arvona e = lim,,_,, (1 + %) ja osoitetaan sen irrationaalisuus ja transsen-

denttisuus. Luvun pédildhteend on Eli Maorin teos e: The story of a number ([4]).

1. John Napier 1550-1617

Neperin luvun isé, John Napier, syntyi vuonna 1550 ldahelld Edinburghia Skotlan-
nissa. Hanen vanhempansa olivat Sir Archibald Napier ja tdmén ensimméinen vaimo
Janet Bothwell. Kolmentoista vuoden ikéisené John Napier lihetettiin St. Andrewsin
yliopistoon opiskelemaan uskontoa. Hénen suurin kiinnostuksensa oli uskonto, mutta
maanomistajana hén kehitteli my6s lannoitteita ravitakseen maaperaé ja oli kiinnos-
tunut sotilaallisista toimista. Han julkaisi uskonnollisia ndkemyksidén kirjassaan A
Plaine Discovery of the whole Revelation of Saint John(1593), jossa hén kritisoi ka-
tolista kirkkoa. Kirjaa julkaistiin usealla kielelld ja hénen elinaikanaan siité tehtiin
kymmenen laitosta, myohemmin yhteensa 21. Kirjalla han vakuutti itsensé siité, ettéa
h&nen nimensé sailyisi historiassa.

Napierin nimi jai historiaan, ei tosin niinkd#n uskonnollisesta kirjastaan, vaan
ideasta, jota hian kehitteli kaksikymmenté vuotta: logaritmeista. Tarkalleen ei tiedeté,
miten hén keksintoonsé paétyi. Han oli perehtynyt trigonometriaan, joten luultavasti
ajatuksien pohjana on ollut trigonometria ja geometriset lukujonot. ([4], s. 3-9.)

2. Neperin luvun historiaa

Ihmiset ovat vuosituhansia olleet kiinnostuneita taloudellisesta vaurastumisesta.
T&amé& on ollut pohjana myos Neperin luvun 16ytymisessid. Jo Mesopotamiassa noin
1700 eKr. on pohdittu, kauanko kestdd kaksinkertaistaa pédoma, jos vuosittainen
korko on 20 prosenttia. Pddoma korkojen jélkeen voidaan laskea kaavalla

(1.1) S:P(1+%>m,

missd P=alkupddoma, r=vuotuinen korkoprosentti, n=korkoerien mddrd vuodessa,
t=aika vuosina ja S=kasvanut pddoma.

Jos tarkastellaan epétodellista tilannetta, jossa pankki maksaisi sataprosenttista
korkoa yhden euron pddomalle yhden vuoden, kaava (1.1) tulee muotoon

0 s-(1+1)"

Kun korkoerien méaraa kasvatetaan, saadaan tulokset, jotka on esitetty taulukossa
1. Huomataan, ettd luvun n kasvaessa ldhestytddn lukua e ~ 2, 71828. Tarkalleen ei
tiedetd, kuka tdmé&n havainnon on ensimmaéisenéd tehnyt, mutta keksintd ajoittuu
aikaan, jolloin Napier kehitti logaritmin. ([4], s. 23-27.)

3



3. NEPERIN LUVUN MAARITELMA 4

TAULUKKO 1

n (1 + %)n
1 2

p 2,25
3 2,37037
4 2,44141
5 2,48832

10 2,59374
100 2,70481
1000 2,71692
10000 2,71815
100000  2,71827
1000000  2,71828
10000000 2,71828

3. Neperin luvun méiaritelma

Neperin luvun loytamiseksi tutkitaan edellisessé alaluvussa pdadomalle saatua lause-
ketta (1 + %)n, kun n — oo. Seuraava Lemma 1.1 on Pascalin kaava, jota kdytetidan

lauseketta (1 + %)n avaavan binomikaavan todistamiseen.

LEMMA 1.1. Olkoon n,k € N. Tdlloin pdtee

(-G (1)

TODISTUS.

(k—Dln—k—1)! k(n—k)

)
(n—1)! k n—k
w—1wn—k—1ﬂ<un—ky+un—@)
(n—1)! 1
%—1Wn—k—1ﬂ<@—k)+E)

B (n—1)! (n—1)!
S (k=Dn—k)  k(k—1!(n—k)
(n—1)! (n—1)!

k=Dln—1—k+1)! " k(n—k)
()05

Lemma 1.2 on binomikaava, jonka avulla voidaan aukaista lukujonoa (1 + %)

U

n



3. NEPERIN LUVUN MAARITELMA

LEMMA 1.2. Olkoon z,y € R jan € N. Talloin

oo =5 ()

p=0 p

n nin—1 nin—1)(n—2
xn 1'1’”_1?,/ ( ol )$n—2y2 ( 3)‘( ):L,n—?)yS
n n—1 n

Tobistus. Todistetaan viite induktiolla. Kun n = 1, niin

1
(z+y)' =2' + ﬁxl’ly =2+,

Oletetaan, ettéd viite patee, kun n = m eli

Kun n =m + 1, pétee

@t =ty = e Y (e

p=0
= Z ( ) m—p+1yp + Z )xm—pyp-i-l
p=0 p p=0 p
m m m+1 m
— Z < )xm—pﬂyp + ( B 1)lm—erlyp
p=0 p p=1 p
m+1 m m+41 m
_ Z ( )mm-&-l—pyp + ( B 1) xm-i—l—pyp
p=0 p p=0 p
m+1
[0 ()]
= L\p p—1
m+1 1
= (m - ) xm+1*pyp
p=0 p

Nyt Lemman 1.2 avulla saadaan

(e3) -2 0 ()

p=0
1\ n-(n=1) [1)° "' /1\"
—d4n- (= )+———Z (=) +4n-(=) +(=
n 21 n n n
(1-2) (1-4)-(1-2) 1 1
=1+1 n n n —.
T 21 + 3! + +n”*2+n”
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Kun annetaan luvun n kasvaa, toisin sanoen n — oo, saadaan

: 1\" 1 1
75&<1+5) =1+l4gtgt..

Merkitaéan tatd summaa kirjaimella e eli

([4], s. 35.)
Osoitetaan seuraavaksi, etté téllainen summa on olemassa. Palautetaan ensin mie-
leen geometrisen sarjan summa.

LEMMA 1.3. Jos ¢ € R on geometrisen lukujonon suhdeluku ja q # 1, niin geo-
metrisen lukujonon summa S, saadaan kaavalla

ai(l—¢")
1—q
Seuraava lemma antaa ehdon lukujonon suppenemiselle. Muistetaan, ettd joukko

E C R on ylhaalta rajoitettu, jos on olemassa luku M siten, ettd x < M kaikille
x € E. Talloin M on joukon E yliraja.

Sy =

LEMMA 1.4. Kasvava reaaliarvoinen lukujono suppenee jos ja vain jos se on yl-
hidltd rajoitettu. Silloin sen raja-arvo on pienin lukujonon ylaraja.

Tobistus. Todistus sivuutetaan. Katso [2], s. 99. O
Nyt voidaan osoittaa, ettd lukujono 1 + % + % + % + ...+ % suppenee.

LAUSE 1.5. Olkoon n € N. Tdlloin summa

11 1 1
Sn=lt gt tgtet—

1

suppenee, kun n — oo.

TobisTus. Summa kasvaa monotonisesti eli S,, < 5,11 kaikillen € N. Kunn > 3,
pitee myés n! =1-2-3-...->1-2-2....-2=2""1 joten
S<1+1+1+1+ = 1
2 22 2n-
Jalkimmaéinen summa on geometrinen summa, jonka suhdeluku on % Talloin sum-
malle piatee Lemman 1.3 mukaan
1 1— o=

=1
2 22 2n- +1—§

<1+2=3.

Summa S,, on siis ylh#alta rajoitettu rajana 3. Nyt Lemman 1.4 mukaan S, suppenee

kohti lukua S. l

Merkitéan tutkittua lukujonoa T, := (1 + %)n Naytetaan, etta jono T,, = (1 + %)n
suppenee kohti samaa lukua kuin Lauseen 1.5 jono S,, = 1+ % + % + % +..+ % Nyt
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Lemman 1.2 (binomikaava) avulla saadaan
1\" 1 —1 1
() e ()58
n n n
-1 1
Ln-). < (_)
n

1-1 1-— (1-2t

:HHM+.,.+< ),
2! n!

Tastd ndhdéan, ettd T, < S, joten T, on ylhaélta rajoitettu. Lukujono T, on myos

monotonisesti kasvava. Tamé todistetaan Lemmassa 1.8. Siis summa 7,, suppenee

Lauseen 1.4 nojalla kohti lukua T

Seuraavaksi osoitetaan, ettd S =T.

LAuse 1.6. Kunn € N ja summa S, = 1+ % + % + % + ..+ % suppenee kohti
lukua S ja jono T,, = (1 + %)n kohti lukua T, niin S =T.

Tobistus. Koska S, > T, kaikille n € N, niin S > T'. Naytetdén siis, ettd pétee
my6s S < T. Olkoot m,n € N siten, ettd m < n. Summan 7,, ensimmaéiset m + 1
termid ovat

1 1 1 2 m— 1 1
1+41+(1——) - =4+...+(1—— 1——=)...(1- R
n 21 n n n m!

Koska m < n, niin tdmé summa on pienempi kuin 7;,. Kun n kasvaa rajatta ja m
on kiinted, ldhestyy summa lukua S, ja T, ldhestyy summaa 7'. Néin ollen S, < T'
ja S < T, mikd haluttiin osoittaa. OJ

Nain ollen luku

n—o0

1\" 1 1
T=1Im (1+-) =1414+= 4= +..=ec~ 2 71828
n 21 3l

([4], 5.201-202.)

Myohemmin tarvitaan tietoa jonon lim,,_,. (1 — %)n kayttaytymisestd. Osoite-

taan seuraavaksi, ettd jonon raja-arvo on %

1\" 1
lim (1 — —> = -
n—00 n (&

TobisTus. Koska e =1+ 1+ 5 + 5 + ... > 1, niin e? < 1 kaikilla ¢ € Q, ¢ < 0.
Bernoullin epéyhtélo (1 4+ x)* > 1+ ax antaa

By < imy —(2 L) () <o
n n? n? n n
Néiin ollen saadaan
] 1\" 1
Iim (1——) =-—,
n— 00 n e

silld on osoitettu, ettéd e = lim, oo (1 + )™ O

LEMMA 1.7.

Osoitetaan vield lukujonojen kasvavuus.
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LEMMA 1.8. Lukujonot
1\" 1\" 1
lim <1 + —) =e ja lim (1 — —) = -
n—>00 n n—r00 n €

TobisTus. Osoitetaan, ettid lukujono lim,, (1 + %)n = e on kasvava. Jono
lim,,_,o0(1 4 £)™ on kasvava, silld Bernoullin epéyhtélsé (1 + z)* > 1 + ax kiyttéen

saadaan
(1 + L)nJrl 1 14+ 1 el
Tn+1 _ n+1 —(14+= n+l
Tn (1+ )" n)\ 1+1

n

() ()

ovat kasvavia.

Vastaavasti lukujono lim,,_,(1—£)™ on kasvava, silli Bernoullin epéyhtélos kéyt-
tden saadaan

4. Neperin luvun ominaisuuksia

Neperin luku on irrationaalinen. Tamé tarkoittaa, etté se ei toteuta mitdan koko-
naislukukertoimista lineaarista yhtalod, joka on muotoa ax+b = 0, missé a,b € Z,a #
0. Tiedetéddn lisdksi, ettd Neperin luku e ei toteuta mitddn kokonaislukukertoimista
polynomiyht#lod ¢, 2" + ¢p_12" 4 ... + c1x + ¢o = 0. Tété ominaisuutta kutsutaan
luvun transsendenttisuudeksi. Téssé alaluvussa osoitetaan ndmé ominaisuudet.

1.4.1. Irrationaalisuus. Neperin luku e on irrationaalinen, toisin sanoen sité ei
voida esittdd kahden kokonaisluvun osaméérina. Osoitetaan tamaé.

LAUSE 1.9. Neperin luku

_q 1 1 1 1
e = +ﬁ+5+§+...+a+...

on irrationaalinen.
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TobisTus. Oletetaan, ettd e on rationaalinen. Olkoon e = g, p,q € Z. Tieddmme,

ettd 2 < e < 3 (katso Lauseen 1.5 todistus), joten e ei ole kokonaisluku eli on oltava
q > 2. Kerrotaan yhtélon

1 1 1 1
€:1+—+——|——+...+E+...

2t 3l
molemmat puolet kertoimella ¢! =1-2-3 - ... - ¢q. Télloin yhtédlon vasen puoli antaa
e-ql = (B) +1-2-3-...-q=p-1-2-3-...-(¢g—1)
q

ja oikea puoli antaa

(@ +¢+3-4-.-qg+4-5-..-q+..+(g—1)-g+qg+1)
1
+ +
g+1 (¢+1)(g+2)

Vasenpuoli on selvisti kokonaisluku, samoin kuin oikeanpuoleisen lausekkeen sulkujen
sisélto. Oikeanpuoleisen lausekkeen jéljelle jaavat termit eivit ole kokonaislukuja, sillé
q > 2. Néaytetédn, ettd jéljelle jadvien termien summa ei ole kokonaisluku. Kun on
q > 2, niin geometrisen sarjan summan Lemma 1.3 avulla saadaan

1 1 1 1
+ + ... <+ <+
g+1 (¢+1@+2) 73 (3-4)
- 1 n 1 n 1 R 1 1
303 3 T3 (1-4 2
Liséaksi qul + m +...> 0, kun ¢ > 2. Niin ollen jéljelle jadvien termien summa

ei ole kokonaisluku.

Siirtamalla yhtélon oikean puolen kokonaisluku termit vasemmalle puolelle pas-
dytadn tilanteeseen, jossa on kokonaisluku yhtélon vasemmalla puolella ja lukua yksi
pienempi ei-kokonaisluku oikealla puolella. Luku e ei siis voi olla rationaalinen. ([4],
s. 202-203) 0

1.4.2. Transsendenttisuus. Neperin luvun transsendenttisuuden on todistanut
Charles Hermite vuonna 1873. Seuraava todistus on Hurwitz’in yksinkertaistus Her-
miten todistuksesta.

Todistusta varten johdetaan aluksi aputuloksia. Oletetaan, ettd f(z) on polynomi,
jonka aste on r ja F'(z) on summa sen derivaatoista

(1.4) F(z) := f(x) + f'() + ["(2) + . + [O(2).
Madritellaan funktio ® = e *F'(x), jolloin
'(x) = e (F'(z) = F(z)) = —e " f(2).
Nyt véliarvolauseen, Lemma 5.4, nojalla valilla [z, 25| saadaan
D(21) — P(22) = (21 + &(22 — 21)) (21 — 22),
missd 0 < £ < 1. Olkoon x1 =0 ja 9 = k, k € N, jolloin
e *F(k) — F(0) = —e~** f(&k)k,
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missi &, riippuu luvusta k ja 0 < &, < 1. Kertomalla tdméi termilld e* saadaan
(1.5) F(k) — F(0)e* = —keU=k £(&, k).
Tarkemmin esitettyné saadaan

F(1) = P(0)e = —e-$)f(g) =

" F(2) = F(0)e* = ~26%-0/(26) == 5

F(n) — F(0)e” = —ne™1=8) f(ng,) =: ,.
Osoitetaan vield aputuloksena Lemma 1.10, jota tarvitaan my6hemmin.
LEMMA 1.10. Olkoon Q(x) = by +b1x + ... + bpx™, missd by, € Z kaikilla k € N ja

Q(z)
flx) = )
) (p—1)!
Josi>p, i,p €N, niin fO(x) on polynomi, jonka kertoimet ovat luvulla p jaollisia
kokonaislukuja.

TopisTus. Laskemalla f((z) saadaan

O () = 1 . ) e (e — 1)k
F9(2) (p_l)!<;bkk(k - (k—i+1) )

1 = kL
T -1 <;bk(k—i)!x )
= k! i
:Zbk(k—z’)!i! 1"

k=i
i k 7!
_ bk ( ) xk—z
; i) (p—1)!
Nyt by, (]:) ja (pi—'l), ovat kokonaislukuja, silld i > p. T#lloin siis f®(z) on polynomi,

jonka kertoimet ovat kokonaislukuja.
Osoitetaan vield kertoimien jaollisuus luvulla p. Nyt

fO(z) 1 k il i e kN il
= — b . T __ b el 3
p p; \i)o-1" 2 b i)’

k=i

missé by, (]:) ja ;7', ovat kokonaislukuja, silld i > p. Tlléin siis f®(z) on jaollinen

luvulla p. 0

Nyt voidaan siirtyd Neperin luvun transsendenttisuuden todistukseen. Todistuk-
sen ajatuksena on olettaa, etti yhtildlle ¢g + cre + cae? + .. + ¢ e™ = 0 16ytyy koko-
naiskertoimiset ratkaisut c;, joista vahintdan yksi eroaa nollasta. Talloin paadytaan
kuitenkin ristiriitaan.

LAUSE 1.11. Neperin luku ei toteuta mitadn kokonaiskertoimista polynomaiyhtdldd

co+ cre + ce® + ..+ cpe” = 0.
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Tobistus. Tehddin antiteesi. Vaitetadn, ettd on olemassa kokonaisluvut ¢;, cg >
0 siten, etta

(1.7) o+ cre + e’ + ..+ e = 0.

Voidaan olettaa, ettd ¢y > 0. Jos olisi ¢y = 0, voidaan yhtélo jakaa puolittain luvulla
e, tai, jos olisi ¢y < 0, voidaan yhtéld kertoa puolittain luvulla —1, jolloin péastédén
yhtéloon (1.7).

Kertomalla ensimméinen yhtalsista (1.6) luvulla ¢;, toinen luvulla ¢ ja niin edel-
leen sekéd summaamalla yhtélot saadaan

1 F(1) 4+ F(2) + ..+ c, F(n) — F(0)(cre + o€ + ... + cue™) = creg + Co€g + ... 4 Cpén.
Yhtilosta (1.7) saadaan cie + cpe? + .. + ¢ e™ = —cy. Témiin avulla saadaan edelleen
(1.8) coF(0) 4+ 1 F(1) + coF(2) + .. + ¢, F(n) = c1€1 + co€a + ... + Cpép.

Muistetaan, ettd funktio F'(x) on rakentunut mielivaltaisesta polynomista f(x).
Valitaan polynomiksi f(z) Hermiten polynomi

-1

f@) = Z (=2 =2 (n = o),

(p—1)
missd p on mikd tahansa alkuluku siten, ettd p > n ja p > ¢o. Nyt polynomin f(z)
avulla voidaan tutkia yhtélod (1.8). Muokataan tdmé polynomi muotoon

(n!)P - aoz? N ayzP ! .
(p—1) -1 (p—1!

missé ag, ai, ... ovat kokonaislukuja.

Lemmassa 1.10 on osoitettu, etti kaikille kokonaisluvuille j pitee, ettd f@ () on
kokonaisluku ja luvun p monikerta, kun ¢ > p. Nyt méaéritelméan mukaan polynomilla
f on p -kertainen juuri, kun z = 1,2, ...,n. Siten, jos j = 1,2, ....n, f(j) =0, fO(j) =
0,..., fP=V(5) = 0. Talloin siis

FG)=fG) + fO0) + -+ 200 + FP0) + ..+ f70)
= fP0) + ...+ f)

on kokonaisluku, joka on luvun p monikerta.

Tutkitaan tapaus j = 0 eli F'(0). Yhtélosta (1.9) ndhdéén, ettd polynomilla f(x)
on (p — 1) -kertainen juuri pisteessid z = 0, joten f(0) = fM(0) = ... = f*=2)(0) = 0.
Jos i > p, f¥(0) on kokonaisluku, joka on luvun p monikerta. Toisaalta f®~Y(0) =
(n!)?. Kun p > n ja p on alkuluku, niin p { (n!)?, joten f~Y(0) on kokonaisluku, joka
ei ole jaollinen luvulla p. Téll6in

F(0) = £(0) + fM(0) + ... + f772(0) + f7D(0) + fP(0) + ... + f7(0)

(1.9) fz) =

on kokonaisluku, joka ei ole jaollinen luvulla p, sillé termi £~ (0) on ainoa termeists,
joka ei ole jaollinen luvulla p. Koska ¢y > 0, p > ¢y ja p t F(0), kun taas p | F(1),
p | F(2),., p | F(n), saadaan, ettd coF'(0) + 1 F(1) + c2F(2) + .. + ¢, F(n) on
kokonaisluku, joka ei ole jaollinen luvulla p.
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Nyt siis tiedetédén, ettd yhtdlon (1.8) vasen puoli on kokonaisluku, joka ei ole
jaollinen luvulla p. Tarkastellaan seuraavaksi yhtalon oikeaa puolta. Nyt

— =81 —4&)P. . (n — i&)P(i&)P Vi

€ = )
(p— 1!
missd 0 < §; < 1. Téalloin
n P (nl)?
lei| < e
p—1)!
Kun p — oo,
PP
en ) (=) — 0,
(p—1)!

koska tiedetddn, ettd limg .o mk—,k = 0 kaikilla m € N. Voidaan siis 16ytaa tarpeeksi
suuri alkuluku p, p > co, p > n siten, ettd |cie; + ... + cp€,| < 1. Yhtélo (1.8)

c1€1 + . + cpen = F(0) + ... + ¢, F(n)
on voimassa, joten on oltava kokonaisluku, joka on pienenempi kuin 1. Ainoa mahdol-
lisuus on, ettd c1€1 + ...+ ce, = 0. Téll6in myo6s ¢oF'(0) + ... + ¢, F'(n) = 0. Tiedetdén,
ettd p 1 (coF(0) + ... + ¢, F'(n)), kun taas p | 0. Tamé& on ristiriita, joten luvun e on

oltava transsendenttinen. ([3], s. 176-178.)
U



LUKU 2

Maiarittely rationaalipotenssien avulla

Tassd luvussa madritelladn eksponenttifunktio exp rationaalipotenssien avulla.
Neperin luvun olemassaolo on osoitettu luvussa 1.3,

: 1\"
e = lim (1 + —) .
n—oo n

Oletetaan tunnetuksi potenssifunktio z", x > 0 ja n € Z. Talléin rationaalisille
luvuille ¢ = 2+ € Q voidaan mééritelld funktioiden 2™ ja T yhdistettyné funktiona

xzd = (x™)n,

kun z= on funktion 2" kiinteisfunktio. Oletetaan lisiksi tunnetuksi rationaalisia
potenssifunktioita koskevat seuraavat ominaisuudet:

o 1Pt = gPrd kun p,qg € Q, x > 0.
e 17> 1 kaikilla g > 0,¢q € Q, z > 1.
e 17 <1 kaikillag < 0,q€Q, z > 1.

o 17 < zP kaikille ¢ < p, p,g € Q, x > 1.
Erikoistapauksessa x = e rationaalisille potensseille ¢ = ™ € QQ voidaan mééritelld
el = (e™)n.

Télloin edelld todetut ominaisuudet siirtyvéat funktiolle e?, silld e > 1. Funktiolle e?
siis pitee ominaisuudet

(1) Pt = ePed, kun p,q € Q.
(2) e? > 1 kaikilla ¢ > 0, ¢ € Q.
(3) e? <1 kaikilla ¢ < 0, ¢ € Q.

(4) e? < eP kaikille g < p, p,q € Q.
Eksponenttifunktion yleinen potenssi Neperin luvun avulla saadaan seuraavasta
maéadritelmésta.

MAARITELMA 2.1. Jos x € R, niin
exp(z) :=e" :=sup{e? : ¢ € Q ja g¢q<uz}.
Eksponenttifunktio on siis rationaalipotenssin potenssifunktion pienin yléraja.

Merkitdan joukkoa A := {e? : ¢ € Q ja ¢ < x}. Jotta médrittely olisi jarkevé,
taytyy osoittaa, ettd joukko A on epétyhja ja ylhadlta rajoitettu.

13
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Joukko on epétyhja, silld jos valitaan jokin ¢ € Q siten, ettd ¢ < x, niin talldin
e? € A ja joukko A on epétyhja.

Joukko on ylhéilta rajoitettu, silla jos valitaan p € Q siten, ettd p > x, niin funk-
tiolle e? todetun ominaisuuden (4) mukaan e” on joukon A yléraja.

Osoitetaan, ettd Mééritelma 2.1 ja aiempi mééritelmé e? = (em)%, kun ¢ € Q, johta-
vat samaan tulokseen. Tété varten osoitetaan ensin, ettd exp(0) = 1.

LEMMA 2.2.
exp(0) =sup{e?:¢e€Q ja ¢g<0}=1

Tobistus. Koska Lemmassa 1.8 on osoitettu lukujonon lim,, ., (1 — —)n = =
kasvavuus, pétee

joten

kun n — oo. Lisiksi ominaisuuden (3) mukaan e? < 1 kaikilla ¢ < 0. T&lloin siis
exp(0) = 1. O

Jos p € Q ja tiedetédin, ettd ePT? = ePed, kun p, g € Q, niin
exp(p) = suple? g €Q ja g <p}
=sup{ele’ :q€Q ja ¢<0}
=ePsupf{e?:qeQ ja ¢<0}
= eP exp(0)
=eP.

1. Additiivisuus

Osoitetaan, ettd Maaritelméssa 2.1 esitellylle funktiolle exp pétee niin sanottu
additiivisuusominaisuus

exp(z +y) = exp(x) exp(y).
Tamén todistamisessa kédytetddn tunnetuksi oletettua tietoa, ettd luvuille p,q € Q
pitee ePT7 = ePel ja el < eP kaikille g < p, p,q € Q.
LAuSE 2.3. Kaikille x,y € R pdtee
exp(z + y) = exp(z) exp(y).

TobIsTus. Viite on siis e*T¥ = e%e¥. Nyt z,y € R ja olkoon r € Q sellainen, etti
r < x+y. Valitaan p,q € Q siten, ettd p < z, ¢ < y ja p+¢ > r. Néin voidaan tehda,
silld rationaaliluvut ovat tihedssa. Nyt

e’ < el = ePel < e%eY,
joten otetaan supremum kaikista r € Q, joilla r < x + y, ja saadaan

TV < e%eY,
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Toisaalta luvut p ja ¢ on valittu niin, ettd p + ¢ < = 4+ y. Télloin
ePel — P14 < ooty
Otetaan supremum kaikista téllaisista luvuista p ja ¢q. Niin saadaan
evel < ety
joten on oltava e” Y = e%eY. O

2. Monotonisuus

Osoitetaan, ettd méaritelty eksponenttifunktio exp on aidosti kasvava, eli jos x <
y, niin f(z) < f(y). Osoitetaan ensin kaksi aputulosta, Lemmat 2.4 ja 2.5.

LEMMA 2.4. Kaikilla x > 0 on exp(z) > 1.

TobpisTus. Nyt exp(z) = €” ja jos x > 0, niin exp(z) > 1 funktion e? ominai-
suuden (2) nojalla. Jos olisi g > 0 siten, ettd ™ = 1, niin additiiviisuuden nojalla
olisi

eFT =0 g™ =11 1=1
K kpl
kaikilla £ € N. Jos valitaan k£ > % eli kzg > 1, saadaan

e=r¢e' <l = (e")F =1,

Tama on ristiriidassa sen kanssa, ettd Lemmassa 1.8 on osoitettu lukujono lim,, ., (1 + %) "
on kasvavaksi. T&lloin pétee

_ 1\" 1\?
e=lim [ 1+ — > (14 = > 1.
n—oo n 2
Siis €* > 1 kaikilla > 0. ]

LEMMA 2.5. exp(z) > 0 kaikilla x € R.

TobpisTUS. Lemmassa 2.2 on osoitettu, ettd exp(0) = 1 > 0. Jos = > 0, niin
Lemman 2.4 nojalla saadaan
exp(z) > 1> 0.

Jos taas x < 0, seuraa additiivisuudesta
exp(0) = exp(x + (—x)) = exp(x) exp(—z) =1

eli
1

exp(—x)
silld talloin exp(—=z) > 0. Viite siis pétee. O

exp(x) = > 0,

Palataan eksponenttifunktion aidon kasvavuuden osoitukseen.

LAUSE 2.6. exp(z) on aidosti kasvava.

TobisTus. Jos x < y, niin y — x > 0 ja additiivisuuden nojalla saadaan
e¥ = eV = gV e > 7,

silli Lemman 2.4 nojalla e~ > 1 ja Lemman 2.5 nojalla e* > 0 kaikilla x € R.
Ehdosta x < y siis seuraa e” < e¥, joten exp on aidosti kasvava. 0
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3. Jatkuvuus

Lauseessa 2.7 naytetdin, ettd méaritelty eksponenttifunktio exp on jatkuva koko
reaaliakselilla.

LAUSE 2.7. exp(x) on jatkuva, kun x € R.

Tobistus. Koska jonot

) 1\" ) ) 1\" 1
lim (1+—) =€ ja lm(1——-) =-
n—00 n n—00 n (&

on osoitettu kasvaviksi Lemmassa 1.8, saadaan

1\" . n—1\" 1\" 1
14— <e ja =(1-—-— < —.
n n n e

Kun yhdistetddn ndmé saadaan

1 1 1
n n—1
Kun siis n — 0o, saadaan suppiloperiaatteen nojalla
lim en = 1,
n—oo
joten myos
.1 .1
lim e » = lim — = 1.
n—00 n—00 ey

Koska eksponenttifunktio exp on osoitettu aidosti kasvavaksi, saadaan se jatkuvaksi
pisteessé 0, silla
1 1
lim e » = lim en = lime® =1 = €.
n—o00 n—00 z—0

Edelleen additiivisuuden perusteella saadaan

lim e® = lim e* "™ = (lim eY)e™ = ™,
T =z y—0

joten exp on jatkuva pisteessd xy € R. Néin ollen se on jatkuva koko reaaliakselilla.
O

4. Derivaatta

Tassé alaluvussa nédytetddn, ettd funktio exp on derivoituva ja sen derivaatta on
funktio itse. Funktion derivoituvuus nédytetdéan erotusosaméaéran raja-arvon
€x+h
lim
h—0 h

_e'r

olemassaolon kautta.

xT

LAUSE 2.8. Funktio exp(z) = € on derivoituva kaikkialla, jo Le® = e®.

TobpisTUS. Osoitetaan ensin, ettd exp(x) = e* on derivoituva, kun = € R. Niin
. ceee e . . z+h_ox . . . ..
on, jos erotusosaméirdn raja-arvo limj,_,o “——% on olemassa jokaisessa pisteessi

e"—1

avoimella vélilla 2 €] — oo, co[. Erityisesti tdmaé tarkoittaa, ettéd raja-arvo limy,_o “;

on olemassa, silla
e:}c+h — et 6h -1
lim ——— =€ lim
h—0 h h—0 h

Y
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koska e*t" = eTeh. Osoitetaan tiami Lemmassa 2.9.

LEMMA 2.9. Raja-arvo

I eh—1

hlg(l) h
on olemassa.

Tobistus. Naytetddn, ettd lauseke
h
e —1

2.2
22 -

ldhestyy jotakin raja-arvoa, kun A — 0.
1° Lahestykoon aluksi h nollaa oikealta. Naytetddn seuraavaksi, ettd lauseke (2.2)
on kasvava h:n funktio. Lauseke on alhaalta rajoitettu nollalla, silli monotonisuuden
yhteydessd on niytetty, ettd e” > 1, kun h > 0. Niytetiin seuraavaksi, ettd jos on
u,v € R siten, ettd 0 < u < v, niin pétee
e*—1 e"—1
<

e — )

u (%

eli
ve' —ue’ <ov—u.

Riittda osoittaa tdméa rationaalisille u ja v, silld approksimoimalla lukuja u ja v
rationaalilukujen jonoilla (u,) ja (v,) saadaan funktion exp(z) = e® jatkuvuuden
nojalla

lim(v,e"" — u,e’) = ve" — ue’.
Télloin tilanne palautuu rationaalisiin lukuihin u ja v.

Oletetaan siis, ettd u = £ ja v = 1, kun n, p ja ¢ ovat kokonaislukuja, ja n > 0,

p < ¢, kun v < v. Talloin jakamalla luvulla n epayhtélo
e*—1 e"—1
U v

tulee muotoon
epln 1 et
<

p 4
Edelleen, kun merkitéén e!/® = ¢ > 1, saadaan
-1 c1-1
< .
p q
Tama on ldhtotilanne, jossa p ja g ovat positiivisia kokonaislukuja.
Olkoon nyt ¢ = 1+ d, kun d > 0. Talléin binomikaavan (Lemma 1.2) avulla

saadaan
cp—l

(2.3)
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ja samanlainen yhtalo termille % Jos p < q, selvisti termin dFl = dk kerroin
(p—1)---(p—(k—1)) on lausekkeessa <= _1 pienempi kuin lausekkeessa < 1 . Lisdksi
termin <= Jauseke sisiltdd enemmén termeJa Kaikki termlt ovat positiivisia, joten

yhtéls (2.3) on todistettu ja samoin alkuperdinen viite <=1 < <=1,

On siis osoitettu, ettd lausekkeella (2.2) on raja-arvo, kun h lahestyy nollaa oi-
kealta.

2° Kasitelladn tapaus, kun h ldhestyy nollaa vasemmalta. Olkoon siis h = —k,
kun £ > 0, jolloin

h &k Tk
Talloin h:n lihestyessd nollaa vasemmalta e* lihestyy lukua 1 ja koko lauseke lihes-
tyy samaa lukua kuin edellisessd tapauksessa.
On siis 16ydetty oikea ja Vasen raja-arvo ja osoitettu, ettd ne ovat samat. N&in

ollen haluttu raja-arvo limy,_,o < on olemassa. ([2], s. 339-341) O

Halutaan vield méaarittda derivaatta %ex. Tehdédén tdmé erotusosamaérin raja-
arvon avulla:

ea:—i—h —e® eh -1
4 ey _
dxe s h © 50
Jatkuvuuden yhteydessé on saatu yhtélo (2.1):
1 1 1
—<en —1< .
n - “n-—1
Tastéd saadaan kertomalla luvulla n > 0
1
1 < en 1— 1 n
Nyt jos h = =, niin
<@l _erml o n
- h % “n-—1 ’

kun n — oo. Koska h — 0, niin n — oo, jotta h = £ — 0. Siis limj_0 &=L = 1 ja
11 n h
talloin

5. Kiianteisfunktio

Muistetaan, ettd bijektiiviselld funktiolla on kéénteisfunktio. Funktion tulee siis
olla injektio ja surjektio. Funktio f : A — B on injektio, jos sen yhté arvojoukon arvoa
vastaa tasan yksi madrittelyjoukon arvo, toisin sanoen jos x,y € A siten, ettd x # y,
niin f(x) # f(y). Funktio f on surjektio, jos se saa kaikki maalijoukkonsa arvot,
toisin sanoen kaikilla y € B on olemassa x € A siten, ettd f(z) = y. Tamén tyon
bijektiivisyystodistuksissa injektiivisyys tulee suoraan funktion aidon kasvavuuden
kautta.

Osoitetaan, ettd funktio exp(z) = €® on bijektio. Todistuksessa ja myohemminkin
tullaan tarvitsemaan Bolzanon lausetta jatkuville funktioille. Esitetédn se seuraavaksi.
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LEMMA 2.10. Bolzanon lause. Jos f : [a,b] — R on jatkuva funktio siten, etti
fla) < e < f(b), niin tdlloin on olemassa xq € [a,b] siten, etti f(xy) = c.

Tobistus. Todistus sivuutetaan. Katso [7], s. 130-131. O
LAUSE 2.11. Eksponenttifunktio e : R —|0, co[ on bijektio.

Tobistus. Naytetddn, ettd e” on injektio ja surjektio. Lauseessa 2.6 on osoitettu
funktion e aito kasvavuus, joten funktio on myos injektio. Riittédé siis osoittaa, etté
eksponenttifunktio on surjektio.

Nyt lim,, . €" = 400, silld e kasvaa rajatta, kun n — oo ja lim, ,,e™" = 0,
silld additiivisuuden nojalla e "e™ = 1, jolloin e™" = ein — 0, kun n — oo.

Funktio e” on Lauseen 2.7 nojalla jatkuva koko reaaliakselilla. Olkoon ¢ €]0, ocol.
Koska lim,,_,,, " = +00, niin on olemassa n; € N siten, ettd e™ > c¢. Tiedosta
lim,, .., e™™ = 0 puolestaan saadaan, ettd on olemassa ny € N siten, ettd e < c.
T#lloin Bolzanon lauseen (Lemma 2.10) nojalla on olemassa xy €] —ng, nq| siten, etté
e" = ¢. Tama voidaan tehdé kaikille luvuille ¢, joten funktio e® on siis surjektio.

O

Eksponenttifunktiolla e® on siis kddnteisfunktio. Kadnteisfunktio on luonnollinen
logaritmi In x, joka on kasvava bijektio méiirittelyalueenaan Rt ja arvojoukkona R.



LUKU 3

Maiarittely potenssisarjojen avulla

Seuraavaksi maaritelladn eksponenttifunktio potenssisarjan avulla.

MAARITELMA 3.1. Olkoon funktio exp : R — R*

o0 n

exp(z) = Z %

n=0

Jotta méaritelmé voidaan ottaa kayttoon, taytyy ensin tutkia, suppeneeko kysei-
nen sarja. Téatd varten palautetaan mieleen seuraava suppenemista koskeva Méaritel-
mé 3.2 ja Lemma 3.3.

[e.9]
MAARITELMA 3.2. Potenssisarjan Z an,(x — xo)" suppenemisside on
n=0
[e.9]
R = sup{|z — zo| | sarja Z an,(x — xo)"suppenee}.
n=0

Jos potenssisarjan kaikki kertoimet eroavat nollasta, suppenemisside voidaan méa-
rittad seuraavasti:

R = lim fn

n—oo

Y

Ap+1

jos tdmé raja-arvo on olemassa.

LEMMA 3.3. Olkoon R > 0 sarjan Y > an(x — xo)" suppenemisside. Tdalldin
sarja Y oo an(x — xo)" suppenee itseisesti suppenemisvililliin |xo — R, zo + R| ja
hajaantuu véilin [xo — R, o + R] ulkopuolella. Lisiksi olkoon 0 < r < R. Tdlloin sarja
Yo n(z — xo)™ suppenee tasaisesti vililli [xg — r, zo +r].

> _n
x
Palataan Méaéritelméssa 3.1 esitettyyn sarjaan E - Tutkitaan, miké on sarjan
n!

n=0
suppenemisside R:

1
. a . o
R=lim |—| = lim |—%—|=lim [n+ 1| =00
n—00 | Ap41 n—o00 CESH] fe’e)
Suppenemissiteeksi saadaan ddreton, jolloin siis sarja suppenee valilla | — oo, oof eli

o0 "

koko reaaliakselilla. Sarjan suppenemista on esitetty kuvassa 3.1. Sarjan )~ %

kaytto funktion exp méadritelméné on siis mahdollista.

20
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n =10

n =20

exp(x)

n=15

Kuva 3.1. Sarjan ) .-, % = exp(z) suppeneminen. Kuvassa on esi-

tetty osasummien ZZ:O 77 suppenemista eri arvoilla n.

1. Derivaatta ja jatkuvuus

Osoitetaan, ettd myos ndin maééritelty eksponenttifunktio exp on derivoituva.
Muistetaan, ettd potenssisarjaa voidaan derivoida termeittédin sen suppenemisvilil-
14. Potenssisarjan Y fL—T suppenemisvali on siis R.

LAUSE 3.4. Funktio exp(x) = Z x—' on derivoituva kaikkialla ja
n!
n=0
d
4 explw) = exp(a)

Tobistus. Olkoon = € R. Sarja
o " 2 "
exp(m)—z—'—l—i-l' —i-g—l— +—+
n=0

voidaan siis derivoida termeittéin, ja nédin saadaan

o n n—1

, B T
eXp(w)—D(Zn!> —0+1+1,+5+ +m+...

n=0
o
"
=2 el
— nl
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Myos siis potenssisarjaesityksen kautta loydetdan eksponenttifunktion derivaatalle
identtisyys itse funktion kanssa. Koska potenssisarja on derivoituva kaikilla z € R,
niin se on myds jatkuva koko joukossa R.

2. Additiivisuus

. n o ee e . . . . . .
Funktion exp(z) = > ° ) & additiivisuus ominaisuuden todistamiseksi tarvitaan

potenssisarjojen Cauchy-tuloa. Cauchy-tulo on mééritelty seuraavaksi.

MAARITELMA 3.5. Kun sarjat Z an ja Z b, suppenevat, niiden Cauchy-tulo on

n=0 n=0

() £

Kahden itseisesti suppenevan sarjan Cauchyn tulosarja suppenee itseisesti.

Tamén avulla voidaan todistaa seuraava lause eli eksponenttifunktion additiivi-
suus.

LAUSE 3.6. Kaikille a,b € R pdtee
exp(a + b) = exp(a) exp(b).
TODISTUS. Sarjat exp(a) = > ‘j—: ja exp(b) = Z;’io% suppenevat itseisesti,
joten Cauchy-tulo voidaan laskea. Toiseksi viimeisessd yhtédsuuruudessa kéytetidan
binomikaavaa (Lemma 1.2).

exp(a) exp(b) = (Z j_'z> (Z %)

k=0 =0
S h (2 (5]
k=0 1=0

3. Monotonisuus

Osoitetaan, ettd exp(z) on aidosti kasvava eli summa Y - ) - on aidosti kasvava.
Muistetaan, ettd funktio on aidosti kasvava joukossa R, jos sen derivaatta on aidosti
positiivinen kaikilla z € R. Osoitetaan ensin avuksi Lemma 3.7.

LEMMA 3.7. Kaikilla x € R patee exp(x) > 0.
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TobisTtus. Jos x > 0, niin jokainen potenssisarjan termi on positiivinen, joten
exp(z) > 0. Kasitelladan tapaus x < 0. Sarjasta saadaan

n

o" 0 02 0
0 =1 — — =1
exp(0) = ngon‘ +1+2'+ —l— —l—

Nyt additiivisuuden nojalla

exp(0) = exp(a) exp(—z) = 1,

1 y on positiivinen, kun z < 0. 0

joten exp(x) = i)

LAUSE 3.8. Funktio exp(x) on aidosti kasvava.

[e.e]

e 0 derlvaatta on

TobisTus. On osoitettu, ettéd funktion exp = >

’I’L

exp’( Z—| = exp(z
— !

Koska Lemman 3.7 mukaan exp(z) = exp(z) > 0, on funktio exp(z) = > 7 %
aidosti kasvava. U

4. Kiaanteisfunktio

Funktiolla exp(z) = >, “’% on kaanteisfunktio, jos se on bijektio. Osoitetaan,
ettd exp(z) on bijektio.

LAUSE 3.9. Eksponenttifunktio exp(z) : R — R exp(z) = > o0 L on bijektio.

TobisTus. Naytetddn, ettd expx on injektio ja surjektio. Funktio on osoitettu
aidosti kasvavaksi Lauseessa 3.8, joten se on injektio. Riittda siis osoittaa, ettd exp(x)
on surjektio. Nyt lim, ., exp(z) = oo, kun x — oo, silla

e 2 "

:L,n
exp(x) = OH:1+1' —1—5—# +—+ > 14z,
kun x > 0. Lisdksi lim, , . exp(x) = 0, silld Lemman 3.7 todistuksessa huomattiin,

ettd exp(x) = Kun x < 0, niin exp(z) = m — 0, kun x — —oo. Lauseen

1
exp(—x)
2.11 todistuksen péittelylla saadaan, ettd jatkuvana funktiona exp(z) saa Bolzanon
lauseen (Lemma 2.10) nojalla kaikki positiiviset arvot. Néin ollen funktio on myo6s

surjektio. 0

Télloin siis eksponenttifunktiolla exp(z) on kddnteisfunktio.



LUKU 4

Maiarittely differentiaaliyhtéloita kayttien

Téssé luvussa eksponenttifunktio exp(x) mééritelladn differentiaaliyhtéalon avulla.
Ennen méaritelmén kiayttod on oleellista ndyttad, ettd maaritellylla differentiaaliyh-
talolla on olemassa yksikésitteinen ratkaisu. Maéritelldan eksponenttifunktio seuraa-
vasti.

MAARITELMA 4.1. Eksponenttifunktio exp(x) on yksikésitteinen differentiaaliyh-
talon

ratkaisu, kun x € R.

On siis mééritelty eksponenttifunktio exp(z) ainoaksi funktioksi, joka toteuttaa

ehdot
(E1) f'(z) = f(x) kaikille z € R, ja
(E2) £(0) = 1.

Ennen kuin voidaan kayttdd edelld olevaa méaritelmaéd téaytyy varmistaa, etté
ehdot (E1) ja (E2) tayttdva funktio on olemassa ja yksikésitteinen. Tahén tarvitaan
differentiaaliyhtdlon globaalia olemassaolo- ja yksikésitteisyyslausetta Lemmaa 4.2.

LEMMA 4.2. Olkoon A C R vdli, f: A xR — R jatkuva sekd olkoon % olemassa

joukossa A x R. Lisdksi oletetaan, ettd g—; on rajoitettu jokaisessa joukossa [a,b] x R,
missd [a,b] on vilin A osavdli. Silloin jokaiselle (zo,yo) € A X R alkuarvotehtivilld

y, = f(xvy)7 y(x(]) = Yo,
on yksi ja vain yksi koko vdililli A mddritelty ratkaisu y : A — R.
Tobistus. Todistus sivuutetaan. Katso [5], s. 83-85. O

Mééaritelmén 4.1 differentiaaliyhtéalé on muotoa

{ y'(z) = g(z,y(z))
y(0) =1,
kun z € R.

Tarkastellaan tilannetta vililla A C R. Méaritelmédn mukaan g(z,y) = y. Nyt
g(z,y) on derivoituvana jatkuva. Funktion g osittaisderivaataksi muuttujan y suhteen
valillda A saadaan

dg

-

dy
Funktion g osittaisderivaatta on siis kaikkialla rajoitettu ja néin ollen Lemman 4.2
mukaan differentiaaliyhtélolla on yksikésitteinen ratkaisu y : A — R.

Tilloin siis alkuarvotehtavélla f'(z) = f(x), f(0) = 1 on yksikésitteinen ratkaisu
ja Maédritelméad 4.1 voidaan kayttaa.

24
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1. Derivaatta ja jatkuvuus

Koska exp(x) on yhtdlon f/(z) = f(x) ratkaisu, sen tdytyy olla derivoituva, eli silla
on olemassa derivaatta méaérittelyjoukossaan. Edelleen jokainen derivoituva funktio
on jatkuva. Ominaisuudet siis seuraavat suoraan méaritelmasta.

2. Additiivisuus
Osoitetaan eksponenttifunktion exp additiivisuusominaisuus.
LAUSE 4.3. Kaikille a,b € R pdtee
exp(a + b) = exp(a) exp(b).
TobisTus. Merkitdan vaitettd seuraavasti

fla+b) = f(a)f(b).
Nyt siis funktio f toteuttaa ehdot f = f’ ja f(0) = 1. Todistusta varten mééritelldin
funktio g seuraavasti : )
flx+b

"0 = Fa ey
Funktio ¢ on hyvin maéritelty eli f(x) # 0 ja f(b) # 0. Néin on, silla funktiot, jotka
toteuttavat ehdon f = f’, eivdt voi differentiaaliyhtéalon yksikésitteisyyden nojalla
leikata toisiaan. Ehdon f = f’ toteuttavia funktioita ovat f(z) = 0 ja f(x) = exp(z).
Lisaksi tiedetdén, ettd f(0) = 1, joten méiritelméssa oleva funktio ei voi olla f(x) = 0.
Funktio f(z) = exp(z) ei voi siis leikata funktiota f(x) = 0. Ehdosta f(0) = 1 siis
saadaan, ettd funktio f(z) = exp(z) on aina funktion f(x) = 0 yldpuolella.

Derivoidaan funktio g. Maaritelmén ehdon f = f’ nojalla saadaan

f'(@ 4+ b)f (@) f(b) = f'(x) f(b)f(z +b)

o= T
e D@ @+ DB
(f () f(b))?
Funktio ¢ on siis vakio. Madritetddn tdmé vakio laskemalla ¢(0).
_ f(0+b)
1= oy
silld méaaritelmén nojalla f(0) = 1. On siis saatu, etté
_ flz+0b) _
1= e
kaikilla = € R. Talldin f(z +b) = f(z)f(b). O

3. Monotonisuus

Osoitetaan, ettd exp on aidosti kasvava. Naytetddn ensin Lemmassa 4.4, ettd
exp(z) > 0 kaikilla x € R.

LEMMA 4.4. Kaikilla x € R pdtee exp(z) > 0.

Tobistus. Viite on todistettu Lauseen 4.3 yhteydessé, silla padteltiin, ettd funk-
tio exp(z) on aina funktion f(z) = 0 ylédpuolella. O
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LAUSE 4.5. Funktio exp on aidosti kasvava.

TobisTus. Méiritelmén 4.1 ja Lemman 4.4 nojalla saadaan,
(exp(z)) = exp(x) > 0,

eli derivaattafunktio on aina positiivinen, joten siis exp on aidosti monotoninen, eri-
tyisesti aidosti kasvava. O

4. Kaanteisfunktio

Osoitetaan, ettd méaritelty funktio f(z) = exp(z) on bijektio, jolloin silld on myo6s
kaanteisfunktio.

LEMMA 4.6. Funktio exp(z) on bijektio.

TobpisTUS. Lauseessa 4.5 on osoitettu funktion exp(z) aito kasvavuus, joten se
on injektio. Riittd4 siis osoittaa, ettd funktio exp(x) on surjektio. Maéritelmén ja
Lemman 4.4 nojalla pétee

f'(@) = f(x) = f(2) > 0,
joten f’ on kasvava funktio. Edelleen derivaatan f’ kasvavuus ja Maaritelmé 4.1 antaa
f'(z) > f'(0)=f(0) =1, kaikilla z >0.

Nyt Analyysin peruslauseen ([1], s. 188) avulla saadaan

f(x) :f(O)—i—/Ozf’(t)dt > f(0)+z =142z kaikilla z > 0.

Néin ollen siis lim, o f(x) = co. Additiivisuuden ja mééritelmén (f(0) = 1) nojalla

saadaan f(z) = f(ix), jolloin siis lim, ,  f(z) = 0. Lauseen 2.11 paittelylla jat-
kuvana funktiona f(z) = exp(z) saa Bolzanon lauseen (Lemma 2.10) nojalla kaikki
positiiviset arvot. O

On néytetty, ettd méaritellylla funktiolla f(x) = exp(z) on olemassa kéénteisfunk-
tio g(x). Tarkastellaan funktiota g. Kaddnteisfunktion derivoimissdénnon perusteella

saadaan
1 1 1

90) = Soe@) ~ sple@) @

silld méadritelmén mukaan exp(x) = exp’(z). Talloin Analyysin peruslause sanoo, etta
integroimalla voidaan 16yt&é funktio g(z). Nyt siis

9(x) = glao) + / " ()t = glao) + / Lt

Koska médritelmén nojalla tiedetddn f(0) = 1, niin kddnteisfunktion ominaisuuksien
nojalla saadaan g(1) = 0, koska funktio g oli funktion f kddnteisfunktio. Valitaan nyt
zo = 1. Talloin funktion exp(z) kéénteisfunktioksi saadaan

o(z) = /1 J(t)dt = /1 %dt.




LUKU 5

Maiarittely raja-arvoa kayttiaen

MAARITELMA 5.1. Olkoon x € R. Télloin eksponenttifunktio on raja-arvo

T n
exp(z) = lim (1 + —> :
n—o00 n

Jotta médritelméd voidaan kiyttéd, tulee osoittaa, ettd funktiojono f,(z) = (1 + £)"
suppenee tasaisesti joukossa R, jolloin on olemassa rajafunktio f(z) = exp(z). Funk-
tiojonon rajafunktiolle voidaan osoittaa halutut ominaisuudet: jatkuvuus, derivoitu-
vuus, additiivisuus, monotonisuus, ja etti silld on kdanteisfunktio.

Téamén méadritelmén kohdalla ominaisuudet osoitetaan kahdessa osassa, kun =z >
0, jakun x < 0. Kuvassa 5.1 on esitetty funktiojonon suppenemista. Kuvasta nahdéén,
ettd funktiojono on monotoninen, kun x > 0. Té&lloin voidaan kayttdéd tasaisen sup-
penemisen pédttelyyn Dinin lausetta, jonka jialkeen halutut ominaisuudet pystytaan
osoittamaan. Kun x < 0, funktiojono ei ole end& monotoninen, jolloin ominaisuuksien
osoittamista varten méadritelldén funktio F': R —10, oof,

f(z) josz>0

F(x) = .
(2) {ﬁ jos x <0

Tamén avulla eksponenttifunktiolle saadaan halutut ominaisuudet myos, kun x < 0.

n =16
n =20

n=1

exp(z)

n=11

Kuva 5.1. Funktiojonon f, = (1 + £)" suppeneminen.
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1. Maarittely raja-arvoa kiyttiden, kun = > 0

Téassé alaluvussa osoitetaan eksponenttifunktion jatkuvuus, derivaatta ja additii-
visuus, kun x > 0. Monotonisuus ja kddnteisfunktion olemassaolo osoitetaan alalu-
vussa 5.2.

Madritelladn funktiojono f,, : [0, co[— [0, 0o,

fal) = (14 5)"

Huomaa, ettd oletuksena on x > 0. Nyt halutaan osoittaa, ettd f, suppenee tasaisesti
kohti funktiota f(x) = exp(z). Tdhén kdytetdén Dinin lausetta 5.2.

LEMMA 5.2. Dinin lause. Olkoon f, monotoninen jono jatkuvia funktioita sulje-
tulla vililld [a,b]. Jos f, suppenee kohti funktiota f pisteittdin, ja jos rajafunktio on
myds jatkuva, niin f, suppenee tasaisesti kohti funktiota f wvdlilli [a,b].

TobisTus. Todistus sivuutetaan. Katso [8], s. 143-144. O

Dinin lauseessa 5.2 on huomattava sen tarkat oletukset. Funktiojonon tulee olla
monotoninen. Funktiojonon f, = lim, (1 + 7)" kohdalla monotonisuus pétee: jos
valitaan n < m, niin pétee (1+£)" < (1+ )™, Néin on, koska polynomissa (14 %)™
on suuremmat termit ja siind on enemmén termejéd kuin polynomissa (14 %)". Téama
ndhddén binomikaavasta

(o) = (e @) -3 ()n
)

(1_%+l“2_2)x3+ +35k_1+55_k
2! 3! B o

Lisaksi kaikki termit ovat positiivisia, silld © > 0. On siis f,(z) < fi(2).

Dinin lause vaatii myos, ettd funktioiden f, tulee olla jatkuvia suljetulla valilld
[a, b]. Potenssifunktioina ne ovat jatkuvia koko reaaliakselilla. Lisiksi vaaditaan vie-
14, ettd f,, suppenee kohti funktiota f pisteittiin, ja rajafunktion tulee olla jatkuva.
Osoitetaan ndmé Lemmoissa 5.3 ja 5.5.

Pisteittiisesséd suppenemisessa funktiojono suppenee jossakin valitussa pisteessi
xo € R, toisin sanoen se on lokaali ominaisuus. Tasainen suppeneminen on globaa-
limpi ilmio, ja siksi my6s vahvempi kuin pisteittdinen suppeneminen. Tasaisesta sup-
penemisesta tietylla vililla seuraa funktiojonon pisteittdinen suppeneminen samalla
vililla, mutta pisteittdinen suppeneminen ei takaa suoraan tasaista suppenemista.

x

Jotta voidaan kéyttdd Dinin lausetta riittdéd osoittaa, ettd jono f, = (14 £)"
suppenee pisteittdin. Tehddédn tdma seuraavaksi.

LEMMA 5.3. Jono fn(x) = (14 £)" suppenee pisteittdin kohti rajafunktiota f :
[0, 00— [0, 0]
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Tobistus. Valitaan piste xg € R siten, ettd xo > 0. Binomikaavan avulla saadaan

o= (1) -3 () G

L= ) " "

=14z + o xa+ . —|— — e

Tehdian arvio

2 nfl ZE o0 O
<1 — —  — —
falzo) <1+ x0 + 2,+ +(n_1 g ka

Sarjalle )72 ) £ on osoitettu luvussa 3 potenssmarjamaarlttelyn yhteydessa sen

suppeneminen. Saatu summa on siis ylha&lté rajoitettu rajana y .- E' Nyt Lemman
1.4 mukaan f,, suppenee kohti funktiota f(z), kun zq > 0. O

On siis osoitettu, ettd f, suppenee pisteittidin kohti funktiota f jollakin arvolla
2o > 0. Dinin lauseen 5.2 oletuksista on ndytetty muut paitsi rajafunktion jatkuvuus.
Tehdéaén se seuraavaksi, jotta voidaan todeta funktiojonon f,, tasainen suppeneminen
kohti rajafunktiota f. Jatkuvuuden osoittamiseen tarvitaan Lemmaa 5.4.

LEMMA 5.4. Viliarvolause. Olkoon f : [a,b] — R jatkuva suljetulla vililld [a, b] ja
derivoituva avoimella vililld |a,b|. Tdlloin on olemassa ¢ €]a,b| siten, ettd

f(b) = f(a) = f'(c)(b - a).
TobisTus. Todistus sivuutetaan. Katso [7], s. 160-162. O

LEMMA 5.5. Olkoon f : [0,00[— [0,00[. Tdllgin f(x) = lim, (1 + %)" on jat-
kuva.

TobisTtus. Nyt funktiot f, ovat polynomifunktioina jatkuvia ja derivoituvia, jo-
ten voidaan kayttada Viliarvolausetta. Tutkitaan erotusta |f(b) — f(a)| tiedolla, ettéa
fn suppenee kohti funktiota f ja kiiytetdin Viliarvolausetta 5.4. Olkoon a,b € R™T.
Viliarvolauseen avulla voidaan 16ytaa c, €|a, b| siten, etta

70) — (@] = | i fu(b) ~ lim f,(a)
= lim_fi(e0)(b— o)
= lm fi(c)[lb—a
L ()
= (1+Zn) ‘|b_a|

lim (1 + %)n’ |b— al

n—oo
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kaikilla a,b € [0, M].
Nyt L = >77, Mk—f > 0 on vakio, joka ei riipu luvusta n, silla on osoitettu, etté
kyseinen sarja suppenee. On siis osoitettu, ettéa
£ (b) = f(a)] < L|b—al, kuna,b € [0, M]
Talloin funktio f(z) on jatkuva. O
Néin ollen on osoitettu, ettd kaikki Lemman 5.2 oletukset toteutuvat, joten funk-
tiojono f,, = (1 + £)" suppenee tasaisesti kohti funktiota f jollakin vililla [a, b], kun

a,b € R*. Sama pééttely voidaan kuitenkin tehd4 kaikilla vileilld joukossa RT, joten
tulos voidaan yleistéi koko joukkoon R*. Voidaan nyt méiritella

f 10, 00[— [0,00[, f(z) = exp(x).

5.1.1. Jatkuvuus. Funktiojonon f,, = (1 + £)" rajafunktio exp(z) on osoitettu
jatkuvaksi Lemmassa 5.5.

5.1.2. Derivaatta. Téssd alaluvussa niytetddn, ettéd funktiojonon f, = (1 + Z)"
rajafunktio f(z) = exp(z) on derivoituva vililla [0, 0o ja ettd f(x) = f'(z) kaikilla
x > 0. Tahan tarvitaan Lemmaa 5.6.

LEMMA 5.6. Olkoot f, :Ja,b[— R jatkuvasti derivoituvia funktioita. Jos f, — f

tasaisesti valilld |a,b], ja jos derivaattojen f! jono suppenee myds tasaisesti vdlilli
la, b kohti funktiota g, niin f on derivoituva ja f' = g.

TobisTus. Todistus sivuutetaan. Katso [2], s. 266-268. O
Osoitetaan nyt rajafunktion f derivoituvuus.

LAUSE 5.7. Funktio f(z) = exp(z) on deriwoituva vililli [0, 00[, ja f'(z) = f(x)
kaikilla x > 0.

Tobistus. Funktiojonon f,, funktiot ovat polynomifunktioina derivoituvia jou-
kossa R, joten voidaan derivoida jono f,. Saadaan

@ =n- (1457 Ao ()T k)

n n I++ n+zx

Olkoon h,(x) := -2 Osoitetaan, etta

n+x’
n
hn(x) = . — 1,kun  n — oo,
toisin sanoen h,(z) = -f- suppenee tasaisesti kohti vakiofunktiota 1 vililld [0, ]

kaikilla » > 0. Nyt

sup (o) = (o) = sup |2~ 1
z€[0,7] zefor] [T +x
= sup 2] < ! — 0, kun n — oo.
velor) [0+l T -
Funktiojono h,(x) = ;- suppenee siis tasaisesti kohti vakiofunktiota 1 vélilld

[0,7]. Tamé pétee kaikilla véleilld [0, 7], kun r > 0.



1. MAARITTELY RAJA-ARVOA KAYTTAEN, KUN z > 0 31

Aiemmin on osoitettu, ettd funktiojono f,, suppenee lokaalisti tasaisesti kohti funk-
tiota f, kun n — oco. Saadaan siis, etta derivaattajono f/(x) suppenee tasaisesti kohti
jotakin funktiota g, silla kahden lokaalisti tasaisesti suppenevan jonon tulo suppenee
tasaisesti. Pétee siis

fola) = - fulw) > o).

Nyt edelld on néytetty, ettd Lemman 5.6 oletukset ovat voimassa, joten rajafunktio
f(z) = exp(x) on derivoituva vililld [0, 00| ja sen derivaatta on f'(z) = g(x), kun
x > 0.

Jos katsotaan derivaatan lauseketta tarkemmin huomataan, ettéa

filw) = —— - fula) = 1- f(@) = f(2) = g(a).

n -+

Rajafunktion f(z) = exp(x) derivaatalle siis patee f'(x) = f(z) = exp(x), kun
x> 0. U

5.1.3. Additiivisuus. Additiivisuuden osoituksessa kiytetdin kaavaa

a® = b= (a—b)(a" " +a" b+ ... Fab" b

n—1

= (a—0b) Z an Ry,

k=0

LAuSE 5.8. Kaikille x,y > 0 pdtee

exp(z +y) = exp(x) exp(y).

TobisTus. Kirjoitetaan véite muodossa

exp(z +y) — exp(z) exp(y) = 0.

Tutkitaan véitteen erotusta funktiojonojen avulla.

W(w () (+%>]
(e

n
+y_<1
n

_|_

n n?

n—2 n—1
T+ T+ T T+ T
+<1+ y)(1+ y+—32’> +(1+ y+—32/) ]‘
n n n n

.Z’

n

y +y " r+y\" T4y
+—2)] <1+ ) +<1+ n) <1+ -

n—3 n—3
T+ T+ x T+ T+ T
+<1+ y) <1+ ny+n—g) +...+<1+Ty) <1+ y+—y)

+

Ty
n2

)
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n—1 n—1—k k
T T + T + T
:‘——f‘; (1+ y) <1+ y+—§/) '
n n n n
— n—1—k k
 lelly (1 L+ \yr) (1 el rx||2y\)
n = n n n

_ lzllyl (1 Ix\+|y\ N \:va\>“

n2

)
o (£7)(£5)

kun n — oo. Télloin siis | f,(z + y) — fu(2) fu(y)] — 0 ja kun edelleen n — oo, niin
tasaisen suppenemisen nojalla f, — f, joten f(z +y) = f(x)f(y) eli exp(x +y) =
exp(z) exp(y)-

2. Maarittely raja-arvoa kiayttien, kun = < 0

Funktiojono f, = (14 £)" ei ole monotoninen, kun # < 0. Dinin lausetta (Lemma
5.2) ei voida siis kiyttéé tasaiselle suppenemiselle koko alueeseen R. Aiemmin mééri-
teltiin, ettd exp(z) = lim, (1 4 2)”, kun 2 > 0. Mééritelmé 5.1 voidaan kuitenkin
osoittaa toimivaksi myos, kun z < 0. Méaritellddn téatd varten funktio F' seuraavasti.

MAARITELMA 5.9. Olkoon F': R —]0, o],

F(x):{ f(z) ,josz>0

ﬁ s jOS x<0”
missd f(7) = limy, o0 (1 4+ ).

Lemmassa 5.14 tullaan osoittamaan, ettd f(z) = exp(z) > 0 kaikilla 2 € R. N&in
ollen Mééritelméan 5.9 funktio on hyvin mééritelty.

Maédritelméssd 5.1 méadriteltiin exp(z) = limy, oo (1 + £)". Mééritelmén 5.9 funk-
tion on siis toteutettava ehto F'(z) = lim, (1 + 7)", kun x < 0, jotta Madritelmét
5.1 ja 5.9 olisivat yhtapitdavid. Osoitetaan tdmé seuraavaksi.

Olkoon z < 0, jolloin —z > 0 ja

lim (1 + %)n = lim f,(~2) = f(~a).

n—o0

(42 03 [0 (-9 = (1-3) =

kaikilla n € N. Lisdksi Bernoullin epayhtélon (1 4 z)* > 1 + ax nojalla

Talloin
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kun n — oo. Néin ollen suppiloperiaatteen nojalla
lim (14 2)" (14 =5)" =1,
n—00 n n

lim (1—1—%)”: f(; = F(x).

n—00 —ZL’)

Edelleen

Néin on siis osoitettu, ettd Madritelmén 5.9 funktio F(x) tdyttdd Madritelmén
5.1 ehdon.

5.2.1. Jatkuvuus. Osoitetaan Madritelmén 5.9 funktio jatkuvaksi.

LAUSE 5.10. Funktio
Flx) = { flz) ,josxz>0

ﬁ ,jos ¢ <0
on jatkuva.

Tobistus. Funktio F(x) on osoitettu jatkuvaksi Lemmassa 5.5 valilld |0, ool.
Vililld | — oo, 0 funktio on F(x) = ﬁ Talloin F(x) on yhdistetty funktio vélilla
] — 00, 0] jatkuvista funktioista < ja f(—z) eli myds F'(z) on jatkuva vélilld | — oo, 0.

Tutkitaan vield funktion F'(z) jatkuvuutta, kun = = 0.

lim F(z) = lim f(z) = f(0) = lim <1+ %)n =1

z—0+ z—0+ n—0o0
. . 1 1
Jm Fe) = lim foo) o) b
Néin ollen siis F'(z) on jatkuva myos pisteessd x = 0. O

5.2.2. Additiivisuus.

LAUSE 5.11. Kaikille x < 0 tai y < 0 pdtee
Flz+y) = F(z)F(y).

Tobistus. Huomaa, ettd Lemmassa 5.8 on osoitettu additiivisuus, kun z,y > 0.
1° Jos x,y < 0, niin

1 1 1
PO = 5 i)~ @y Y

1 1 1
F(z)F(y) = f(_x)f(y) = mf((yﬂr) —x) = mf(wx)f(—x) = F(z+y).
3° Jos ¢ < 0 ja y > 0 siten, ettd y + x < 0, niin

1 1 1
R e LA [ P R K T )Y [ KA
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5.2.3. Derivoituvuus. Osoitetaan, ettd Madritelméan 5.9 funktio on derivoitu-
va. Tehd&ddn tdmé osoittamalla, ettd funktio on derivoituva, kun x > 0 ja x < 0.
Tapaukseen z = 0 tarvitaan seuraavaa lemmaa.

LEMMA 5.12. Olkoon f : R — R derwoituva, kun x # 0 siten, ettd f on jatkuva
nollassa ja on olemassa raja-arvo

L =lim f'(z).

z—0

Tdlloin f on derivoituva nollassa ja f'(0) = L.
TobIsTUS. Viite voidaan todistaa Valiarvolauseen Lemma 5.4 avulla. O

Nyt voidaan osoittaa Méaaritelmén 5.9 funktion derivoituvuus. Huomaa, ettéd lu-
vussa 5.1.2. on jo osoitettu funktion f(z) = lim, (14 7)™ derivoituvuus, kun z > 0.

LAUSE 5.13. Funktio

[ f(x) ,josx >0
F(:v)—{ 1 , josx <0

on derwoituva ja F'(x) = F(z).

TobisTtus. Kun = > 0, niin funktion F(x) derivoituvuus ja F'(z) = F(z) on
osoitettu luvussa 5.1.2. Kun x < 0, funktio

on yhdistetty funktio funktioista g(x) = X ja f(—x). Kun 2 < 0, niin luvussa 5.1.2.

x

on osoitettu funktio f(—x) derivoituvaksi ja, ettd f'(xz) = f(x). Lisdksi funktio g(z)
on derivoituva, kun z > 0, silld erotusosaméérian raja-arvoksi saadaan

ath w1l 1

noo h ozt azh | 22
Nyt siis funktio g on derivoituva arvolla f(—z) > 0. Talloin F(z) on derivoituva ja
yhdistetyn funktion derivoimissddnnon nojalla saadaan

1

F'(z0) = (g o f)(w0) = = f'(=x0) - (=1)
1 1
= a0 = gy = F@)

On osoitettu, ettd funktio F' on derivoituva, kun = > 0 ja < 0 ja télloin F(z) =
F'(x). Lisaksi Lauseessa 5.10 on osoitettu, ettd funktio F' on jatkuva kaikilla x € R.
T#lloin Lemman 5.12 nojalla funktio F'(z) on derivoituva nollassa ja F'(0) = F(0).
Funktio F'(x) on siis osoitettu derivoituvaksi kaikilla x € R ja F'(z) = F'(x). O

5.2.4. Monotonisuus. Téssd alaluvussasa osoitetaan, ettd funktio exp on ai-
dosti kasvava kaikilla z € R. Kun 0 < x < y, funktiojono f,, on kasvava jokaiselle

n n
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eli f(z) < fu(y). Tésta seuraa, ettd f(x) < f(y), kun 0 < 2 < y. Huomaa kuitenkin,
ettd talla padttelylld ei saada aitoa kasvavuutta. Funktiolle exp voidaan kuitenkin
osoittaa aito kasvavuus derivaatan avulla. Tédhén tarvitaan seuraavaa Lemmaa 5.14.

LEMMA 5.14. exp(z) = limy, oo (1 4 £)" > 0 kaikilla x € R,

TobisTus. Jos z > 0, niin (1 + £)" > 1" = 1. Talldin siis lim, o (1+2)" > 1.

Jos taas x < 0, niin olkoon x = —y, kun y > 0. Nyt funktion f additiivisuuden ja
tiedon exp(0) = lim, (1 + 2)" = 1 nojalla saadaan
1
exp(—y) = >0,
(=4) exp(y)
silld exp(y) > 0. Viite on siis todistettu. O

LAUSE 5.15. exp(z) = lim, (1 4 2)" on aidosti kasvava kaikilla v € R.

TobpIsSTUS. On saatu, ettd exp(x) = exp’(z) > 0 kaikilla € R, joten derivaatan
ollessa aidosti positiivinen, funktio exp on aidosti kasvava. 0

5.2.5. Kéainteisfunktio. Osoitetaan, ettd funktio exp(z) = limy, oo (1 + £)™ on
bijektio, jolloin seuraa suoraan, etté silld on olemassa kééanteisfunktio.

LAUSE 5.16. exp(x) = lim,, (1 + £)" on bijektio.

ToDpISTUS. Lauseessa 5.15 on osoitettu, ettd exp(z) on aidosti kasvava, kun z € R.
Néin ollen se on myos injektio. Riittad siis osoittaa, ettd exp(x) on surjektio. Nyt
exp(z) = limyoo(1 + £)" > 14+ 2 — o0, kun # — oo. Additiivisuuden nojalla jo
Lemman 5.14 todistuksessa saatiin tulos, kun y > 0, niin

()= —
exp(—y) = .
exp(y)
Nyt, jos y — oo, saadaan
1
lim exp(—y) = lim =0
y—00 y—o0 exp(y)

Lauseen 2.11 pééttelylla saadaan, ettd Bolzanon lauseen 2.10 nojalla jatkuvana funk-
tiona exp(x) saa kaikki arvot positiiviset arvot ja on néin ollen surjektio. Funktio
exp(z) on siis injektio ja surjektio, joten se on myds bijektio. O



LUKU 6

Maiarittely kdaanteisfunktion avulla

Eksponenttifunktio voidaan méaéaritella myos funktion log x kddnteisfunktiona. M&a-
ritelladn funktio log x seuraavasti:

MAARITELMA 6.1. Olkoon f :]0,00[— R,

f(z) =logz = /w %dt.

Jotta exp(z) voidaan médritelld funktion log(x) kddnteisfunktiona, téytyy var-
mistua, ettd funktiolla log(z) on kadanteisfunktio. Tehddén tdmé mukaillen Spivakin
teosta Calculus ([6], s. 315-317). Osoitetaan, ettd funktio log(z) on bijektio. Téhéin
tarvitaan Lemman 6.2 tuloksia.

LEMMA 6.2. Jos x,y > 0, nuin
(6.1) log(zy) = log x + log y.
Olkoon n € N ja x > 0. Talloin
(6.2) log(z™) = nlogz.

Jos x,y > 0, niin
(6.3) log (5) =logz — logy.

TopIsTUs. (6.1): Analyysin peruslauseesta saadaan log'z = <. Olkoon f(z) =
log(zy). Télloin
1 1
/ — l / . _ — . = —,
flw) =logizy) -y = -y =7
Siis f/ = log’ z. Néin ollen on oltava luku c siten, etté kaikille z > 0 pétee

f(x) =log(z) + ¢

toisin sanoen
log(zy) = log(z) + c.
Médritetdén luku c asettamalla = 1. Télloin médritelmésté saadaan log(1) = 0 ja
log(1-y) =logl+c=c.
Talloin siis kaikille x,y > 0 pétee
log(zy) = log x + log y.

36
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(6.2): Todistetaan véite induktiolla.
Jos n = 1, niin log(z') = 1 -logz. Olkoon n = k, jolloin induktio-oletus on, etti

log(z") = klog .
Nyt jos n = k + 1, niin yhtélon (6.1) ja induktio-oletuksen avulla saadaan
log(x**1) = log(z* - ) = log(2") - logz = klogz -logx = (k + 1) log z.

(6.3): Yhtélon (6.1) ja tiedon log 1 = 0 avulla saadaan
1 1
0=1logl=1log(y - ;) =logy + log;,

josta edelleen saadaan logi = —logy. Uudelleen yhtiloa (6.1) kayttadméilla saadaan

log(%) = log(a- §> — log(x) + log%) — log(x) — log(y).

LEMMA 6.3. Funktio

1
logx:/ —dt
1t

TobIsTUS. Funktio on aidosti kasvava, silli analyysin peruslauseen nojalla log’ x =
% ja % > 0 kaikilla > 0. Néin ollen funktio logz on myds injektio. Yhtéloiden 6.2
ja 6.3 avulla voidaan osoittaa, ettd funktio ei ole ylhaaltd tai alhaalta rajoitettu.
Néytetddn tama. Olkoon n € N. Koska log2 > 0, niin

log(2") = nlog2

on bijektio.

on ylhaaltd rajoittamaton kaikille n € N. Saadaan myos, ettd

1
log (2—n> =log1l —log2" = —nlog?2,

joten logx ei ole rajoitettu alhaalta valilla |0, 1[. Koska logz on Analyysin perus-
lauseen nojalla derivoituva ja néin ollen jatkuva, se saa Bolzanon lauseen (Lemma
2.10) nojalla kaikki reaaliakselin arvot. Funktio log(z) on siis surjektio. Néin ollen se
on bijektio ja voidaan maéritelld kadnteisfunktio log™! x, joka on miéritelty kaikilla
r e R.

O
Maaéritelladn eksponenttifunktio exp funktion log x ka#dnteisfunktiona.
MAARITELMA 6.4. Olkoon exp : R —]0, oo,

exp(z) = log ™ (z).
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1. Derivaatta ja jatkuvuus

Kaidnteisfunktion derivoituvuudelle on olemassa seuraava lause.

LEMMA 6.5. Olkoon f derivoituva avoimella vdlilli ]a,b| ja olkoon f'(x) > 0
kaikilla © €la,b[. Tdlloin funktion f kddnteisfunktio f~' on deriwoituva pisteessdi
y = [f(z) ja

d 1
) =
dy ) f'()

Tobistus. Todistus sivuutetaan. Katso [7], s. 174-175. O

LAUSE 6.6. Funktio exp(z) = log™ 'z on derivoituva, ja exp’(x) = exp(z), kun
z € R.

TobIsTus. Funktio log 2 on Analyysin peruslauseen nojalla derivoituva ja log’ z =
% > 0 avoimella vélilld |0, co[. Nyt Lemman 6.5 nojalla exp(z) on derivoituva pisteessé
y = f(x) € R, kun x €]0, co[. Funktion exp(y) derivaataksi saadaan
1 1

_ _ _ =log™ ' (y) = exp(y).
log'(log™(¥))

exp'(y) = (log™")' ()

n

Koska funktio exp(z) on derivoituva, kun x € R, niin se on myos jatkuva joukossa

R.

2. Monotonisuus

Seuraava lause sanoo, ettd aidosti kasvavan funktion ka#dnteisfunktio on aidosti
kasvava.

LEMMA 6.7. Olkoon f : A — R aidosti kasvava. Tdilléin kdidnteisfunktio f=1 :
f(A) = A on aidosti kasvava.

TobpisTus. Osoitetaan ensin, ettd f on injektio. Néin on, silld valitaan x; # xs,
niin joko z1 < xg, jolloin f(z1) < f(x2) tai 1 > x9, jolloin f(z1) > f(x2), joten
f(z1) # f(xg). Funktio f on siis injektio.

Nyt voidaan osoittaa, etti, f~! on aidosti kasvava. Jos f~! ei olisi aidosti kasvava,
niin 16ydetéin vy, y2 € f(A) siten, ettd y1 < yo ja f~H(y1) > f~H(y2). Nyt f oli aidosti
kasvava, joten

FUHy)) = F(F (w2)
ja siis
v =) > F(FH(w2) = ve
Tamé on selvisti ristiriita, silld oli y; < y». Siis f~! on aidosti kasvava. U

LAUSE 6.8. exp(x) = log™(z) on aidosti kasvava.

Tobistus. Koska log(x) on aidosti kasvava, niin Lemman 6.7 perusteella myos
funktio exp(z) on aidosti kasvava. O
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3. Kainteisfunktio

Eksponenttifunktio on mééritelty logaritmin log x kdénteisfunktiona, toisin sanoen
exp(x) = log™'(z). T4lléin eksponenttifunktion kéfinteisfunktio saadaan suoraan

1
exp t(z) =logz = / Edt'
1

4. Additiivisuus
Osoitetaan funktiolle exp(z) additiivisuusominaisuus.
LAUSE 6.9. Kaikille a,b € R pdtee
exp(a + b) = exp(a) exp(b).
TobisTtus. Todistetaan tdma funktion logx ominaisuuksien, erityisesti yhtélon
(6.1) avulla. Olkoon 2’ = exp(z) ja y' = exp(y), jolloin
x = log 2’
y = logy'.
Siis yhtélon (6.1) nojalla
x4y = loga’ +logy = log(zy'),
joten
exp(z +y) = 2’y = exp(x) - exp(y).
([6], s. 317.) O
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Kaikki méairitelmét johtavat samaan funktioon

Eksponenttifunktio voidaan siis méaéritelld ainakin viidella eri tavalla. Seuraavaksi
osoitetaan, etté kaikki ndmé viisi edella médriteltyé tapaa johtavat samaan funktioon
exp(z). Esitellyt médritelméat ovat siis

1. Neperin luku e korotettuna potenssiin z,

2. potenssisarjaesitys exp(z) = > oo L7,

3. yksikésitteinen differentiaaliyhtilon f' = f, f(0) = 1 ratkaisu,
4. raja-arvo lim,, (1 + %)n,

5. logaritmin flz %dt kéanteisfunktio.

Madritelmien yhtapitdvyyden osoitus seuraa Strichartzin kirjan The Way of Ana-
lysis ([7], s. 323-327) ideaa. Valitaan médritelméksi Madritelmé 2. Osoitetaan, ettéa
tdmé méadritelmé toteuttaa Madritelmén 3 ehdot. Madritelmésta 2 saatavien ominai-
suuksien perusteella voidaan nayttad Méaadritelmén 1 olevan myo6s ekvivalentti Maa-
ritelmén 2 kanssa. Edelleen voidaan osoittaa Maéritelméan 2 mukaisella funktiolla
exp(x) olevan kddnteisfunktio, minké avulla padstddan Madritelmain 5. Eksponentti-
funktion kadnteisfunktion avulla voidaan osoittaa, ettd Méaritelmén 4 ehto toteutuu.
Néin voidaan todeta kaikkien mééritelmien johtavan samaan funktioon.

MAARITELMA 7.1. Eksponenttifunktio on exp(z) = Y07 ) ¢ kaikille = € R.

Luvussa 3 on késitelty tatd méaaritelmas tarkemmin. Méaaritelméan mukaiselle eks-
ponenttifunktiolle exp(x) on osoitettu additiivisuus exp(x + y) = exp x exp y kaikille
z,y € R (Lemma 3.6) ja positiivisuus exp(z) > 0 kaikilla x € R (Lemma 3.7). Mda-
ritelmén 7.1 eksponenttifunktiolle voidaan todistaa seuraava lause.

LAUSE 7.2. Olkoon z,y € R. Eksponenttifunktio exp(z) toteuttaa differentiaaliyh-
talon f' = f, kun f(0) =

TobisTus. Derivoidaan sarjaa exp(z) = Y o L- termeittdin. Néin voidaan teh-
da vililld | — oo, 0o, silld sarjan suppenemissidde on co.
0 n 2 n—1 x n
b x z* x z"
exp(x)-D(nZ_(]n!>—0+1+1'+2'+ +(n—1 ; !—exp
Liséksi
o) — o0 on B 0 2 n .
eXp()—z%m— Tt gt et o=
Nyt siis f'(z) = f(z) ja f(0) = O

40
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Osoitetaan seuraavaksi, ettd exp(z) on ainoa funktio, joka toteuttaa edellisen
Lauseen 7.2.

LAUSE 7.3. exp(x) on ainoa yhtdlon f' = f ratkaisu, kun f(0) = 1.

TobisTus. Edellisessi lauseessa osoitettiin differentiaaliyhtélon ratkaisun olemas-
saolo. Tarkastellaan funktiota g(x) = e){r(j;), missd f on mika tahansa funktio, jolle
f'= fja f(0) = 1. Koska exp(z) > 0 kaikilla x € R, on g(z) hyvin mééaritelty ja g on
derivoituva. Kun kirjoitetaan f’ = f, funktion f taytyy olla derivoituva: timé sisiltai
funktion f jatkuvuuden. Siis f on jatkuva ja derivoituva, jolloin f’ = f. Lasketaan

f'(x)exp(x) — f(x) exp'(x
o) - L2000 et
Xp )
Kayttamalla tietoja exp’(z) = exp(x) ja f' = f, saadaan ¢'(z) = 0 kaikilla z € R.
Funktio g on siis vakio. Nyt f(x) = g(z) exp(x) ja
f(0) = g(0) exp(0) = 1,

joten on oltava g(0) = 1, silld exp(0) = 1. Funktio g oli vakio, joten g(z) = 1 kaikilla
z € R. Saadaan siis, ettd f(z) = exp(x). O

Néin on osoitettu, ettd Méaaritelmat 2 ja 3 ovat ekvivalentit. Ensimmaistd maari-

telméé varten voidaan mééritelld exp(1) => 2 L =1+1+ 5+ 5 +...=e.

LAUSE 7.4. Kun § on rationaalinen (p ja q kokonaislukuja, ¢ > 0), on exp(%’) =

(eP)'/4. Reaaliselle = ja kohti lukua x suppenevalle Cauchy-jonolle xj, = 2= on

dk

exp(z) = lim exp(xy) = lim (eP*)Y/%,

k—o0 k—oo

TobisTus. Additiivisuus antaa exp(2) = exp(l + 1) = exp(1)exp(1) = €? ja
induktiolla edelleen exp(k) = e* kaikille ei-negatiivisille k. Kun e = exp(1/2 +
1/2) = exp(1/2)?, saadaan exp(1/2) = e'/2. Samoin saadaan exp(1/n) = e/ ja
exp(p/q) = (e?)'/? kaikille rationaalisille p/q. Koska exp on jatkuva, pitee exp(z) =
limy_,o €xp(xy), missd rp = 2’—: on jokin rationaalisten lukujen Cauchy-jono, joka

suppenee kohti lukua z, joten exp(x) = limy_,o (eP*)!/%. 0

Néin ollen raja-arvo on olemassa ja voidaan kirjoittaa exp(z) = € myos, kun
x € R.

Seuraavaksi tarkastellaan kddnteisfunktion kautta muodostettua méaritelméa. Lu-
vussa 3.3 potenssisarjan exp(z) =Y >, % yhteydessé on osoitettu eksponenttifunk-
tion bijektiivisyys Lauseena 3.9. Tiedetéén siis, ettd eksponenttifunktio exp(z) : R —
R* on bijektio ja silld on kéidnteisfunktio. Seuraavaksi osoitetaan, ettid eksponentti-

funktion exp(z) kiidnteisfunktio on logz = [[ 1dt.
LAUSE 7.5. exp~'(z) =logz = [{ 1dt

Topistus. Kéénteisfunktiona g(z) = log z on derivoituva silloin, kun = exp(z) #
0 ja muistetaan, ettd - expa = expa > 0. Olkoon exp(yy) = o. Funktion g(z) =
log x derivaatta pisteessd x = x( on siis

, 1 1 1
Q(Io)zd—log%: a = =
€z = €XPY  ©XPYo  To
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joten % logx = % Analyysin peruslauseen nojalla saadaan

o(x) = g(e0) + [ (00t = glao)+ [T

Valitaan nyt zo = 1, jolloin g(1) = log1 = 0. T&ll6in funktion exp(x) kdénteisfunk-
tioksi saadaan

g(x) =log(z) = /193 g (t)dt = /133 %dt.
U

On siis osoitettu, ettd eksponenttifunktio méadritelmé exp(z) = > %7 johtaa
kédnteisfunktioon log(z) = flm %dt. Téamén avulla péastadn eksponenttifunktion vii-
denteen méaaritelméédn raja-arvona.

LAUSE 7.6. exp(x) = lim,, o (1 + %)n kaikille n € R.

TobpisTus. Aloitetaan kirjoittamalla

lim (1 + E)n = lim explog (1 + f)n = exp lim log (1 + z)n,
n—o00 n n—o0

n—00 n n

koska exp on jatkuva. Talloin riittdd osoittaa, ettd lim, o log(1 + )" = z. Lemman
6.2 yhtaloa (6.2) kdyttamalla huomataan, etti

n log(1+ %) —log1
n n

koska log1l = 0. Jos z # 0, 7 ldhestyy nollaa, kun n — oo. Téllin

38

log(1+72)—log1
3

n

suppenee kohti funktion log x derivaattaa pisteessd x = 1. Siis
log(1+4 %) —log1

z
n

— 1, kunn — oo.

Néin on, koska % logx = % eli derivaatan arvo pisteessé 1 on 1. Tlloin siis lim,, (14
Z)" = x, kuten viitettiin.
Jos x = 0, niin lim, . log (1 + 2)" = 0 ja viite pétee. O
Néin on saatu kaikkien méaéritelmien vélille yhteydet. Kaikki méaritelmét johtavat
siis samaan funktioon exp x. ([7], s. 323-328.)
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