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Johdanto

Vuoristosolalause on variaatiolaskennan piiriin kuuluva olemassaolotu-
los, jonka mukaan tietyt, melko heikot geometriset ehdot toteuttaval-
la Banach-avaruuden reaaliarvoisella C'-funktiolla on kriittinen piste.
Lauseen esittivit ja todistivat Ambrosetti ja Rabinowitz vuonna 1973
artikkelissaan [4].

Lauseen nimi tulee geometrisesta intuitiosta: tarkasteltavalta funk-
tiolta vaadittavien ominaisuuksien nojalla osa funktion graafista voi-
daan ajatella kaksi laaksoa erottavaksi vuoristoksi. On luontevaa aja-
tella, ettd korkeuden suhteen optimaalinen reitti laaksosta toiseen kul-
kee vuoristosolan kautta. Vuoristosolasta tulee useimmille mieleen sa-
tulapiste, eli kriittinen piste, joka ei ole lokaali dariarvo. Yksi vuoristo-
solalauseen erikoispiirteista onkin, ettéd sen avulla 16ydetdan usein satu-
lapisteitd, joita on epévakaan luonteensa vuoksi vaikeaa 16ytad numee-
risin menetelmin. Téssa tutkielmassa vuoristosolalausetta sovelletaan
kuitenkin vain tilanteessa, jossa ei olla kiinnostuneita kriittisen pisteen
luonteesta eikd edes siitd, missa kriittinen piste sijaitsee.

Huomionarvoisin vuoristosolauseessa tarkasteltavalta funktiolta vaa-
dituista ehdoista on Palais-Smalen ehto, jonka Palais ja Smale muotoi-
livat vuonna 1964 artikkelissaan [16]. Aireténulotteisissa avaruuksissa
kompaktius on harmillisen harvinainen ilmio. Palais-Smalen ehto on
osoittautunut hyodylliseksi variaatiolaskennassa, koska sen toteutumi-
sesta seuraa, ettd tietyilla teorian kannalta olennaisilla tarkasteltavan
funktion alkukuvilla on riittavésti kompaktiuden kaltainen rakenne.

Téamén tutkielman tavoitteina on tutkia, millainen lause vuoristo-
solalause on, mitd vaikeuksia sen todistamiseen liittyy, ja mihin si-
td voidaan soveltaa. Tutkielma jakautuu kahteen lukuun. Ensimméi-
sessa luvussa esitetdan ja todistetaan kolme vuoristosolalauseen ver-
siota. Ensimmaisessé versiossa tarkasteltavan funktion méaarittelyjouk-
ko on avaruus R", toisessa Hilbertin avaruus ja kolmannessa Banach-
avaruus. Euklidinen versio tarjoaa helppotajuisen johdatuksen lausee-
seen, Banach-avaruuden versio on yleisyytenséa vuoksi tarkea sovelluk-
sia ajatellen, ja Hilbertin avaruus on sopiva suodatin konkreettisen ja
abstraktin version valissd. Vuoristosolalauseen versioiden todistusten
ohella ensimmaisessd luvussa tulee tutkituksi yhtaélta darellisulotteis-
ten ja addretonulotteisten normiavaruuksien, toisaalta Hilbertin ja Ba-
nachin avaruuksien eroavaisuuksia. Erityisesti seuraavat huomiot vai-
kuttavat vuoristosolalauseen eri versioiden todistuksiin: Heine-Borelin
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lause ei pade daretonulotteisessa normiavaruudessa; reaalikertoiminen
Hilbertin avaruus on isometrisesti isomorfinen oman duaaliavaruuten-
sa kanssa, mutta vastaava ei pade yleisesti Banach-avaruuksissa. Eten-
kin Heine-Borelin lauseen menettdminen daretdnulotteisissa normiava-
ruuksissa aiheuttaa runsaasti padnvaivaa paitsi vuoristosolalauseita to-
distettaessa, myos monesti muulloin néitd avaruuksia tutkittaessa.

Toisessa luvussa tutkitaan, miten vuoristosolalausetta voidaan so-
veltaa osittaisdifferentiaaliyhtéloiden ratkaisujen olemassaolokysymyk-
siin. Ambrosetti ja Rabinowitz tutkivat artikkelissaan vuoristosolalau-
seen sovellusmahdollisuuksia Laplace reuna-arvo-ongelman yhteydes-
sd. Talloin riittaéd kdyttda vuoristosolauseen Hilbertin avaruuden ver-
siota. Tésséd tutkielmassa osoitetaan, ettéa tietylla p-Laplace reuna-arvo-
ongelmalla on epétriviaali heikko ratkaisu. Todistuksessa tarvitaan vuo-
ristosolalauseen yleisinté, eli Banach-avaruuden versiota. Luku pohjau-
tuu Dincan, Jebeleanin ja Mawhinin artikkeleihin [9] ja [10].

Toinen luku on huomattavasti teknisempi ja analyyttisempi kuin en-
simmaéainen luku. Esimerkiksi Palais-Smalen ehdon hyédyntdminen on
hyvin geometrista, ja siksi vuoristosolalauseiden todistuksia ei ole ko-
vin vaikea hahmottaa. Kun sen sijaan toisessa luvussa halutaan osoit-
taa, ettéd tarkasteltava funktio toteuttaa Palais-Smalen ehdon ja muut
vuoristosolalauseen ehdot, luvassa on analyysin matokuuria.

Tutkielma on kirjallisuustyo, eikd se sisélld uusia merkittavia mate-
maattisia ideoita. Esitys on pyritty laatimaan niin, etta sita voi seurata
ja ymmaértaa melko vahéisin esitiedoin. Vuoristosolalauseen eri versioi-
den todistukset on laadittu mahdollisimman yhdenmukaisiksi, jotta on
helpompi nahdé, miten kulloisenkin maarittelyavaruuden ominaispiir-
teet vaikuttavat todistuksen rakenteeseen. Téllaista lahestymistapaa en
ole ndhnyt kirjallisuudessa, jossa esimerkiksi vuoristosolalauseen eukli-
dinen versio todistetaan useimmiten aivan eri tavalla kuin Hilbertin ja
Banachin avaruuksien versiot.



LUKU 1

Vuoristosolalauseen versioita

1. Vuoristosolalauseen airellisulotteinen versio

Kappaleessa tarkastellaan, milld ehdoilla voidaan osoittaa, etta reaa-
liarvoisella funktiolla f € C'(R™) on kriittisié pisteitd. Kriittiselld pis-
teella tarkoitetaan pistettd zo € R”, jolle patee V f(zp) = 0. Olemme
kiinnostuneita nimenomaan kriittisten pisteiden olemassaolosta, emme
niiden tarkasta sijainnista.

Jos f € CY(R) ja on sellaiset pisteet a,b € R, a < b, ettd f(a) =
f(b), funktiolla f on derivaatan nollakohta véililla (a,b). TAméa tulos
tunnetaan Rollen lauseena. Lauseella ei ole suoraa yleistysta tapauk-
seen n > 2. Esimerkiksi funktiolla f : R? — R, f(x,y) = e7%, ei ole
kriittisid pisteitd, vaikka f(z,y1) = f(x,y2), kun z, 91,92 € R.

Oletetaan nyt, ettd funktiolla f € C*(R?) on sellainen ominaisuus,
ettd Ay := f71(—00,a), a € R, on epédyhteniinen. Valitaan pisteet a ja
b joukon A, kahdesta eri komponentista. Ajatellaan funktion f graafi
avaruuden R? sileind vuoristona. Halutaan liikkua vuoristossa pistees-
td a pisteeseen b silla tavalla optimaalisesti, ettéd reitin korkein kohta
on mahdollisimman matalalla. Ajatellaan mahdollisiksi reiteiksi kaikki
avaruuden R? kompaktit ja yhteniiset osajoukot, jotka sisdltévit pis-
teet a ja b. Olkoon I' kaikkien téllaisten joukkojen kokoelma. Koska A,
on epdyhtendinen, max,cp f(x) > a kaikilla B € I'. Voidaan ajatella,
ettd pisteiden a ja b vilissd on vuorijono, ja optimaalinen reitti kulkee
vuoristosolan kautta. Intuitiivisesti vuoristosola voisi olla funktion f
satulapiste ja siten kriittinen piste. Olkoon

©= ey )

jolloin hyvéa arvaus olisi, ettd optimaalisen reitin korkein kohta on kor-
keudella ¢, ja funktiolla f on kriittinen piste o, jolle f(xg) = c.

Valitettavasti intuitio kuitenkin pettdd. Tarkastellaan esimerkiksi
C>(R?)-funktiota g : R* — R, g(x,y) = be * — y*. Nyt ¢(0,2) =
—11 = ¢(0,-2) ja g(t,0) > 0 kaikilla t € R, joten g~'(—00,0) on
epéayhtendinen. Kuitenkin

Vo(z,y) = (—5e*, —4y*) # 0 kaikilla (z,7y) € R*.

Lisdksi optimaalista reittid pisteesté (0, 2) pisteeseen (0, —2), siinéd mie-
lessé kuin sen edelld méaarittelimme, ei ole. Jokainen reitti kulkee z-
akselin yli ja kay siten aidosti nollaa suuremmalla korkeudella. Kuiten-
kin, jos 0 < € < 1, on B, € T, jolle max,ep g(r) = e. Maaritelldén
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kaikille (Cll, (12), (bl, bg) € RQ

[(al, CLQ), (bl, bg)] = {t(al, CLQ) + (1 - t)(bl, b2) te [O, ]_]}
ja asetetaan

By = [(07 2)7 (_log (6/5>’ 2)]7

B, = [(—log (¢/5),2), (—log (¢/5), =2)],

By = [(—log (¢/5), —2), (0, =2)],
jolloin B, = B;U By U B3 on haluamamme joukko. Graafiltaan funktio-
ta g muistuttavan funktion avulla voi ndhda, etté edes kahden lokaalin

minimin olemassaolo ei takaa muiden kriittisten pisteiden olemassao-
loa.

e
Pt o
e

Kuva 1. g(z,y) = 5e™® — y!

Edella esitelty idea vuoristosolakorkeudesta ¢ on hyddyllinen vain,
jos tarkasteltava funktio toteuttaa jonkinlaisen kompaktisuusehdon.
Tassé kappaleessa funktiolta vaaditaan ominaisuus, jota sanotaan koer-
siivisuudeksi.

MAARITELMA 1.1. Olkoon f : R™ — R. Funktio f on koersiivinen,
jos f(r;) = 400 aina kun (r;)32,; C R" on jono, jolle pétee ||z;]| — oo.

Kisittelemdmme funktio g : R? — R ei ole koersiivinen, silli jonolle
((4,0))52, pétee ||(4,0)|| — oo ja g(4,0) — 0. Jos funktio f € C'(R™) on
koersiivinen ja o < 3, joukko f~! ([, 8]) on suljettu koska f on jatku-
va, ja rajoitettu koska f on koersiivinen. Heine-Borelin lauseen nojalla
joukko f~1 ([, B]) on kompakti. On hyvi huomauttaa jo téissi vaihees-
sa, ettd Heine-Borelin lause, jonka mukaan avaruuden R" suljettu ja
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rajoitettu joukko on kompakti, ei pade yleisesti metrisissé avaruuksis-
sa. Tdma on ddrimmaéisen térkedd muistaa, kun siirrytdén tutkimaan
vuoristosolalausetta yleisissd Hilbertin ja Banachin avaruuksissa.

Tavoitteenamme on osoittaa, ettd jos funktio f € C*(R") on koer-
siivinen ja silla on kaksi lokaalia minimié, funktiolla f on myos kolmas
kriittinen piste. Tarvitsemme ensin hieman lisdé tietoa koersiivisuuden
luonteesta.

MAARITELMA 1.2. Olkoon f € C*(R™). Merkitéén
K..={zeR" : f(z)=cjaVf(x)=0}.
Jos K. # (), sanotaan ettd ¢ € R on funktion f kriittinen taso.

LEMMA 1.3. Olkoon f € C'(R") koersiivinen. Oletetaan, etti c € R
et ole funktion f kriittinen taso. Talloin on sellainen o > 0 ettd

IVf(z)]| > a aina kun |f(x) — | < a.

TobisTus. Tehdéaan vastaoletus, etta tallaista lukua « ei ole. Tal-

16in on jono (z;);2, € R", jonka alkioille pitee kaikilla j € N

|f(25) — ] < % ja [V f(xz)]| < % .

Koska jono (z;) kuuluu kompaktiin joukkoon f=* ([c —1,c+ 1)), silla
on suppeneva osajono z; — zo € R". Koska funktio f on jatkuvasti
differentioituva, on

f(xo) = cja Vf(zo) =0,

ristiriita. U

Nyt voidaan todistaa tulos, jota téssé tutkielmassa kutsutaan kirjaa
[24| mukaillen vuoristosolalauseen &érellisulotteiseksi versioksi. Kirjas-
sa |24] on esitetty lauseelle todistus, joka on tadmén tutkielman ta-
voitteiden kannalta ongelmallinen — todistus on jossain méarin luon-
nosmainen, ja siitd on vaikea ndhda yhtymaéakohtia yleisen vuoristoso-
lalauseen todistukseen. Nyt esitettavd todistus on pyritty laatimaan
tarkasti ja niin, ettd sitd on helpompi yleistaé.

VUORISTOSOLALAUSEEN VERSIO 1. Olkoon f € C*(R™) funktio,
joka toteuttaa seuraavat ehdot:
(1) Funktio f on koersiivinen.
(2) Funktiolla f on aidot lokaalit minimit pisteissd x1 ja xo, 1 # T9.
Talloin funktiolla f on kriittinen piste x3 € R™\ {x1, 22}, jolle pdtee

flaz) = inf max f(x) =:c,

missa
I'={ACR": A on kompakti ja yhtenéinen, ja x,2o € A}.
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TobisTUS. Tehdiddn vastaoletus: K. = (). Koska

c>max {f(z1), f(z2)},

on sellainen € € (0, 1) ettd

e < 5 dist {e { (), f(2)})
Lemman 1.3 nojalla on a € (0, €), jolle patee
IV f(x)| > « aina kun |f(z) — | < a.
Asetetaan
A={zeR" : f(x)¢ (c—€c+e)},
B:={zeR" : f(z)€lc—a,c+al}.

Koska joukot A ja B ovat pistevieraita ja lisdksi joukko A on suljettu
ja joukko B kompakti, on sellainen 5 > 0 etta

dist(x, A) 4 dist(z, B) > 8 kaikilla x € R".
Siten funktio g : R* — R,
dist(z, A)
g(x) = = : :
dist(x, A) + dist(z, B)
on hyvin méaéritelty. Huomataan, ettd funktio g on jatkuvien funktioi-
den osaméadrani jatkuva, 0 < g(x) < 1 kaikilla z € R, g(x) = 0 kun
re€Ajag(x)=1kun z € B.
Asetetaan deformaatiokuvaus n : [0,1] x R" — R",
n(t,z) =z —tg(x)Vf(z).

Ensimméinen huomio on, ettd kun = € A, n(t,z) = z kaikilla t €
[0, 1]. Erityisesti n(t,z1) = z1 ja n(t,z2) = x5 kaikilla ¢. Huomataan
myés, ettd kuvaus 7 on jatkuva, ja myo6s osittaisderivoituva muuttujan
t suhteen. Koska

Of(n(t, x)) = —g(x) (Vf(n(t, ), V(2)),

patee

Of(n(t. )| = —g(@) [V f(@)|.

t=0

Koska kaikilla € R" yhdistetty kuvaus f(n(t,z)) on jatkuvasti osit-
taisderivoituva muuttujan ¢ suhteen, kaikilla x € R™ on sellainen ¢, > 0
etta

0 (nft)) < =3 o) IV S ()|

kun ¢ € [0,t,]. Edelleen jatkuvuudesta seuraa, etté kaikilla z € R™ on
sellainen r, > 0 etta

0 (t,9)) < —5 9(0) IV T ()
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kun y € B(x,r;) jat € [0,t,]. Merkitdan
Ci=f"{le—ect+d},
jolloin joukko C' on kompakti. Néin ollen joukon C' avoimella peitteelld

{B(Iv Tﬁ?)}a:EC

on dérellinen osapeite { B(z;, ij)}je{l e Olkoon
ty = i te. t >0,
0% ity Und

jolloin O, f(n(t, x)) < 0 kaikilla (¢,z) € [0,¢y] x R™. Erityisesti

0 (nft, ) < —5 o,

kun (t,z) € [0,t0] x B.
Valitaan § < 1a?ty. Olkoon z € f~{[c — &, ¢+ d]}. Téllsin

Fn(to, 2)) = f(z) + / L 0uf(n(t, x))dt

< f(z) - %0042

<c—0.

Siis jos © € R™ on sellainen etta f(x) < ¢+, patee f (n (to,z)) < c—9.
Olkoon E € T sellainen joukko, etté

max flz) <c+9.

Koska 7 on avaruuden R™ jatkuva muunnos, joukko 7(ty, £) C R™ on
kompakti ja yhtendinen. Liséksi z1,x9 € n(to, E), joten n(ty, ) € T.
Kuitenkin

max r) <c—0,
zen(to,E) f( )

miké on ristiriita sen kanssa, miten ¢ méaéariteltiin. Siis K, # (. U

Todistuksen avainideana on deformaatiokuvauksen 7 rakentaminen.
Madérittelyjoukolle R™ halutaan tehda sellainen jatkuva muunnos, etta
f(n(z,t)) < f(z) kaikilla ajanhetkilld ¢ € [0, o], missd to > 0. Lisdksi
halutaan, ettd vahenevyys on jotakin positiivista lukuarvoa suurempaa,
kun x € B. Luonteva idea on rakentaa deformaatio siten, ettd méaaritte-
lyjoukon pisteet kulkevat funktion f gradienttivirtausta vastakkaiseen
suuntaan.

On tarkeda lisata deformaatiokuvaukseen leikkurifunktio g, joka ta-
kaa, ettd deformaatio liikuttelee vain niita pisteité, jotka funktio f ku-
vaa lahelle arvoa c. Ei tietenkdén haluta, ettd pisteet x; ja xo litkkuisi-
vat mihinkdan — talloinhén ei olisi mitdan varmuutta siita, ettéa joukko
n(to, ) on joukkoperheen I' alkio.

Adrellisulotteinen vuoristosolalause ei ole kovin merkittévi lause,
mutta todistuksessa kiytetyt ideat ovat vahvoja ja yleistettdvia. Kun
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jatkossa tarkastellaan Banach-avaruudelta méiiriteltysd C'-funktiota,
koersiivisuusvaatimus on aivan liian rajoittava. Tutkittaessa, mihin
koersiivisuutta edellisessa todistuksessa kaytettiin, voidaan havaita, et-
téa koersiivisuus voidaan korvata heikommalla kompaktisuusehdolla, jo-
ta sanotaan Palais-Smalen ehdoksi. Deformaatiokuvauksen rakentami-
nen aaretonulotteiseen avaruuteen osoittautuu hankalaksi, koska sulje-
tut ja rajoitetut joukot eivat vélttaméttd olekaan kompakteja. Anne-
taan lopuksi pienté esimakua, miten ddretonulotteinen deformaatioku-
vaus luodaan.

Tehdédén aluksi triviaali havainto, ettd jos kiinnitetddan xy, € R”,
deformaatiovirtaus 7 (¢, x¢) lédhtien ajanhetkestd 0 saadaan differenti-
aaliyht&lon

n(0) = xo

ratkaisuna. Adretonulotteisessa tapauksessa deformaatiokuvaus asete-
taan samankaltaisen differentiaaliyhtédlon ratkaisuna, mutta %(t) ei
olekaan vakio, vaan alkuarvo-ongelma onkin muodossa

(1) =V(n(t))
n(0) = u

missd V' on sopivasti valittu maéarittelyavaruuden jatkuva muunnos.
Kun ensin osoitetaan, ettd ylla olevalla alkuarvo-ongelmalla on ole-
massa ratkaisu, ja paatetddn sitten deformaatiokuvaukseksi kyseisen
ongelman ratkaisu, saadaan vuoristosolalauseen daretonulotteiset ver-
siot todistetuiksi.

{‘;—Z(t) = —9(x0)V f(20)

2. Hyppays airetonulotteisuuteen

2.1. Banachin ja Hilbertin avaruudet. Halutaan yleistda vuo-
ristosolalausetta asettamalla tarkasteltavan funktion maéritelyjoukoksi
taydellinen normiavaruus. Téssa tutkielmassa normiavaruuden skalaa-
rikuntana on aina R. Normiavaruutta sanotaan taydelliseksi, jos sen
kaikki Cauchy-jonot suppenevat. Taydelliset normiavaruudet ovat niin
keskeisessé asemassa funktionaalianalyysissa, etté niille on annettu ni-
mi alan perustajan, Stefan Banachin (1892-1945) mukaan.

MAARITELMA 1.4. Taydellistd normiavaruutta sanotaan Banach-
avaruudekst.

Kaikki normiavaruudet eivit tietenkddn ole Banach-avaruuksia. Esi-
merkiksi avaruuden (C(0, 1), ||-||,) aliavaruus, jonka muodostavat kaik-
ki polynomit p : [0,1] — R, ei ole taydellinen, kuten voidaan Weier-
strassin approksimaatiolauseen avulla havaita.

Banach-avaruuksien teorian kulmakivia ovat taydellisten metristen
avaruuksien rakennetta kuvailevat Bairen kategorialause ja Banachin
kiintopistelause. Edellisestd seuraavat tasaisen rajoituksen periaate ja
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avoimen kuvauksen lause sekd jalkimméisen teho esimerkiksi integraa-
liyhtéaloiden ratkaisujen olemassaolotarkasteluissa ovat syitd Banach-
avaruuksien kdyttokelpoisuuteen funktionaalianalyysissa.

Vuoristosolalauseen yleinen versio késittelee Banach-avaruudessa
méadriteltyé reaalifunktiota, joka on jatkuvasti Fréchet-derivoituva. Té-
maéan yleistetyn derivaatan maéarittely on hyvin luonteva ja se toteute-
taan seuraavassa pykéldssd. Sen sijaan Banach-avaruuden tapaukses-
sa deformaatiokuvauksen méarittelyssa syntyy vakava ongelma. Ava-
ruuden R" tapauksessa pisteen ry € R"” madrdama derivaattakuvaus
D f(x) voidaan samaistaa avaruuden R™ alkioksi V f(zy). Yleisen Ba-
nach-avaruuden tapauksessa nain ei voi menetelld, kuten mychemmin
todetaan.

On kuitenkin erityisen hyvin kayttaytyva luokka Banach-avaruuksia,
joiden tapauksessa derivaattakuvaukset voi ajatella kyseisen
avaruuden alkioiksi. Naita avaruuksia sanotaan Hilbertin avaruuksiksi
David Hilbertin (1862-1943) mukaan, ja ne ovat euklidisten avaruuk-
sien lahimpiéd daretonulotteisia sukulaisia.

MAARITELMA 1.5. Sisdtuloavaruutta,joka on normiavaruutena tay-
dellinen, sanotaan Hilbertin avaruudeks:.

Muistetaan, etta sisdtuloavaruudessa normina on aina

o]l = v/, ).

Vuoristosolalause on helpompaa todistaa Hilbertin kuin Banachin ava-
ruudessa. Tdméa johtuu Rieszin esityslauseen eraédsté versiosta, jonka
mukaan reaalikertoiminen Hilbertin avaruus on isometrisesti isomorfi-
nen oman duaaliavaruutensa kanssa. Koska derivaattakuvaukset osoit-
tautuvat duaaliavaruuden alkioksi, ne voidaan samaistaa Hilbertin ava-
ruuden alkioiksi. Ensin on kuitenkin yleistettéiva derivaatan késite.

2.2. Fréchet-derivaatta. Palautetaan ensin mieleen, miten deri-
vaatta méadritellddn funktiolle f : R — R. Tamaéa funktio on derivoi-
tuva pisteessi xg € R"™, jos on sellainen lineaarikuvaus A : R" — R,
etta

fzo+h) = f(zo) + Ah + || 1] e(h),
missé |e(h)] — 0 kun ||h]| — 0. Talléin merkitdan D f(zq) := A. Pis-
teessd x( derivoituvaa funktiota voidaan siis pisteen xy pienessa ympé-
ristossd approksimoida affiinilla kuvauksella f(zq)+D f(xo)h. Derivaat-
takuvaus D f(zg) voidaan samaistaa avaruuden R™ vektoriksi V f(zo),
silla patee
D f(xo)h = (V f(x0), h) .

Adrellisulotteisten vektoriavaruuksien viliset lineaarikuvaukset ovat ai-
na Lipschitz-jatkuvia ja kuvaavat rajoitetut joukot rajoitetuiksi. Perus-
tellaan tdma lyhyesti. Olkoot U ja V' &arellisulotteisia normiavaruuk-
sia ja T : U — V lineaarikuvaus. Olkoon lisiksi (u;)j_, avaruuden
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U normeerattu kanta, eli lineaarisesti riippumaton joukko, joka virit-
tdd avaruuden U ja jolle pétee ||u;|| = 1 kaikilla j € {1,...,n}. Jos
lineaarikuvaus 7" kuvaa avaruuden U yksikkopallon avaruuden V' rajoi-
tetuksi joukoksi, lineaarisuudesta seuraa, etté kaikki avaruuden U ra-
joitetut joukot kuvautuvat rajoitetuiksi. Olkoon = € By (0, 1), jolloin
x =) 7 ajuj, missd |a;| <1 kaikilla j. Téllin

T i U5

j=1

<Y N Tuyll == M < oo,

j=1

IT|| =

joten T(By(0,1)) on avaruuden V rajoitettu joukko. Kaikki avaruuk-
sien U ja V viliset lineaarikuvaukset muodostavat vektoriavaruuden,
johon voidaan asettaa standardi operaattorinormi

17— sup Tl < oo
z€By(0,1)

Selvasti [|[Tz|| < [|T||||=| kaikilla z € U, joten
[Tz =Tyl < [IT|lx =yl

eli T" on Lipschitz.

Yleisten normiavaruuksien véliselle lineaarikuvaukselle 7" jatkuvuus
on yhtéapitavaa sen kanssa, ettd kuvaus 7' kuvaa rajoitetut joukot ra-
joitetuiksi. Ensinnékin kuvauksen T jatkuvuudesta yhdessé pisteessa
xo seuraa, ettd pieni xg-keskinen pallo kuvautuu rajoitetuksi joukoksi.
Lineaarikuvauksen sdannollisyydesta seuraa, etta kaikki pallot ja edel-
leen kaikki rajoitetut joukot kuvautuvat rajoitetuiksi. Téalloin voidaan
asettaa ||| kuten edelld, ja pétee ||T'|| < oo. Tésté seuraa helposti
kuvauksen T Lipschitz-jatkuvuus, kuten aiemmin nahtiin.

Tasté lahtien rajoitettujen lineaarikuvausten normina kiytetaan ai-
na edelld maéariteltyd standardia operaattorinormia.

Adretonulotteisten normiavaruuksien viliset lineaarikuvaukset eivit
aina kiyttdydy yhtd hyvin kuin déarellisulotteisten. Tarkastellaan line-
aarikuvausta T : P — P, T'p = p/, missd P on jo edelld mainittu ava-
ruuden (C(0,1),]-||..) polynomialiavaruus, ja p’ on polynomin p deri-
vaatta. Jos p;(x) = a7 kaikilla j € N, niin (p;)32, C Bp(0,1), mutta
(p;)32; kuvautuu rajoittamattomaksi joukoksi.

Olkoon f : B — R, missd B on Banach-avaruus. Olkoon z, € B.
Vaikka erotusta f(zo + h) — f(zo) voitaisiin approksimoida linaariku-
vauksella kun ||h|| on pieni, ei silti voitaisi olla varmoja edes funktion
f jatkuvuudesta, silla approksimoiva lineaarikuvaus saattaa olla epé-
jatkuva. Toimiva yleistys derivaatalle kuitenkin saadaan, kun approk-
simoivalta lineaarikuvaukselta vaaditaan jatkuvuus.

MAARITELMA 1.6. Olkoot U ja V Banach-avaruuksia ja f : U —
V. Funktio f on Fréchet-derivoituva pisteessa xo € U, jos on jatkuva
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lineaarikuvaus 7' : U — V/, jolle pétee
f(xo+h) = f(zo) + Th+ ||All e(h),

missé funktiolle € : U — R pétee e(h) — 0 kun ||h|| — 0. Télléin
merkitddn T = D f(xg). Jos funktio f on Fréchet-derivoituva kaikilla
relUcCU , Missé (7~on avoin, sanotaan ettd funktio f on Fréchet-
deriwoituva joukossa U. Jos funktio f on Fréchet-derivoituva avaruu-
dessa U ja kuvaus Df : U — L(U; V) on jatkuva, sanotaan ettd funk-
tio f on jatkuvasti Fréchet-derivoituva, ja merkitidn f € C*(U; V). Jos
V =R, merkitdin f € CY(U).

Fréchet-derivaatan tapauksessa ei aidretonulotteisuuden takia ole
mielekdstd puhua osittaisderivaatoista, mutta muuten monet vektoria-
nalyysista tutut lauseet patevit. Tarkeda on tietenkin, ettd derivaatta
on yksikasitteinen — todistus kuten vektorianalyysissa. My6s hyodyl-
linen ketjusddnto patee. Kun vektorianalyysissa todistetaan kddnteis-
kuvauslause ja implisiittifunktiolause, apuna kéytetdén Banachin kiin-
topistelausetta, jota varten tarvitaan tietoa, ettd avaruus R™ on tay-
dellinen. Kéaénteiskuvauslause ja implisiittifunktiolause péteviat myos
Fréchet-derivaatan tapauksessa, koska yleistetty derivaatta méaaritel-
tiin vain Banach-avaruuksien vélisille funktioille.

Kirjassa [2] on puhetta Fréchet-derivaatasta, muun muassa edelld
mainittujen lauseiden todistukset.

2.3. Palais-Smalen ehto. Kuten &airellisulotteisessa, myos aa-
retonulotteisissa vuoristosolalauseissa tarkasteltavalle funktiolle tarvi-
taan jonkinlainen kompaktisuusominaisuus. Sovelluksia ajatellen koer-
siivisuus on aivan liian rajoittava ehto. Richard Palais ja Stephen Smale
keksivat 1960-luvulla yleisemmaéan kompaktisuusehdon, joka kuitenkin
tavoittaa koersiivisuuden olennaiset piirteet.

MAARITELMA 1.7. Olkoon B Banach-avaruus ja f € C'(B). Téllsin
(u;)52, on Palais-Smale -jono tasolla § € R, Iyhennettynd (PS)s-jono,
jos seuraavat ehdot péatevit.

(1) [f(uz)| = 5.
(2) [1Df(us)ll = 0.

Lisdksi sanotaan, ettd funktio f toteuttaa (P.S)g-ehdon, jos funktion f
jokaisella (PS)s-jonolla on suppeneva osajono. Jos funktio f toteuttaa
(PS)g-ehdon kaikilla 5 € R, sanotaan ettd funktio f toteuttaa (PS5)-
ehdon.

On helppo nihdé, ettd tapauksessa f € C'(R™) Palais-Smalen ehto
on koersiivisuuden yleistys — koersiivinen funktio f toteuttaa Palais-
Smalen ehdon Bolzano-Weierstrassin lauseen nojalla. Seuraava lemma
kertoo, ettd Palais-Smalen ehto toteuttaa niitd koersiivisuuden anta-
mia ominaisuuksia, joita kaytettiin vuoristosolalauseen aarellisulottei-
sen version todistuksessa. Maéritellaan sitd ennen késite kriittinen taso
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Banach-avaruuden funktioille samaan tapaan kuin vuoristosolalauseen
ensimmaéisen version yhteydessa.

MAARITELMA 1.8. Olkoon B Banach-avaruus ja f € C'(B). Kun
¢ € R, merkitaan

K.:={ueB : f(u)=cjaDf(u) =0}.
Jos K, # (), sanotaan ettd ¢ € R on funktion f kriittinen taso.

LEMMA 1.9. Olkoon B Banach-avaruus, f € C'(B) ja 8 € R. Jos
funktio f toteuttaa (PS)s-ehdon, pétee:

(1) Joukko Kz on kompakti.
(2) Jos Kz =10, on sellainen o > 0 ettid||Df(u)|| > o kaikilla u € B,

joille |f(u) — B| < a.

Tobistus. (1) Olkoon (u;);2; C Kz jono. Téllsin (u;) on (PS)s-
jono, joten silld on suppeneva osajono. Siis joukko Kz on ainakin pre-
kompakti. Koska funktio f on jatkuvasti differentioituva, joukko Kz on
suljettu ja siten kompakti.

(2) Tehdéiin vastaoletus: On sellainen jono (u;)32, C B ettd f(u;) — 8
ja Df(u;) — 0. Talloin (u;) on (PS)s-jono, joten silld on osajono
(un, ) joka suppenee kohti vektoria u € B. On oltava u € Kp, miké on
ristiriita. U

On tarkeaa huomata, etta vaikka joukko Kz on kompakti, joukkojen
([, B]) ei tarvitse olla kompakteja, vaikka funktio f toteuttaisi
peréti (PS)-ehdon. Juuri téssé on Palais-Smalen ehdon idea. Olisi liian
rajoittavaa sovelluksia ajatellen vaatia, etti kaikilla joukon f=1 ([a, 3])
jonoilla on suppeneva osajono. Mikéli funktio f kuitenkin toteuttaa
Palais-Smalen ehdon, kaikilla vuoristosolalauseen kannalta olennaisilla
joukon f~!([c, B]) jonoilla on suppeneva osajono.

2.4. Dualiteetti. Aiemmin jo mainittiin, ettd Hilbertin avaruu-
den H tapauksessa lineaarikuvaus D f(u) voidaan samaistaa avaruuden
H vektoriksi, mutta vastaava ei yleisesti pdde Banachin avaruudessa.
Taman nékemiseksi on ensin méariteltdva duaaliavaruuden késite.

MAARITELMA 1.10. Olkoon A normiavaruus. Maaritelldén
A*:={T: A— R : T on jatkuva lineaarikuvaus}

ja asetetaan avaruuteen A* normiksi standardi operaattorinormi, jo-
ka madariteltiin pykélassa 2.2. Sanotaan, ettd avaruus A* varustettuna
operaattorinormilla on avaruuden A duaaliavaruus.

Usein avaruuden A rakenteesta voi saada lisdtietoa tutkimalla sen
duaaliavaruutta. Esimerkiksi duaaliavaruuden A* separoituvuudesta
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seuraa avaruuden A separoituvuus. Avaruus ja sen duaali eivit kui-
tenkaan valttamatta ole topologisesti samanlaisia. Reaalilukujen tay-
dellisyydestéa seuraa helposti, ettd duaaliavaruus A* on taydellinen riip-
pumatta siitd, onko avaruus A tdydellinen.

Banach-avaruudet eivit kovin usein ole isomorfisia duaaliavaruuk-
siensa kanssa, mutta refleksiivisyys on yleisempéaé. Banach-avaruutta
B sanotaan refleksiiviseksi, jos se on isomorfinen kaksinkertaisen duaa-
linsa (B*)" kanssa. Esimerkiksi LP(Q)-avaruuden duaali on isomorfinen
avaruuden LP' (Q) kanssa, missi p ja p’ ovat duaalicksponentit. (Katso
esimerkiksi [25].) Téastd seuraa, ettd LP(£2)-avaruudet ovat refleksiivisia
ja ainoastaan L?(Q)-avaruus on isomorfinen oman duaaliavaruutensa
kanssa. Avaruus L*(€2) on myds ainoa LP(Q)-avaruus, joka on Hilbert.
Seuraava lause sanoo, ettd Hilbertin avaruudet ovat aina isometrisesti
isomorfisia duaaliavaruuksiensa kanssa. Lauseen todistus seuraa kirjas-
sa [25] olevaa todistusta.

LAUSE 1.11. Olkoon H Hilbertin avaruus. Jos v € H, asetetaan
Aot H— R,
Ao (W) = (w, v) .
Talloin A\, € H* kaikilla v € H ja kuvaus A : H — H*,A(v) = A\, on
lineaarinen bijektio, jolle pdtee ||v||; = ||\l g« katkilla v € H.

TobisTus. Sisdtulon lineaarisuudesta seuraa, ettd A\, € H*. My0s
kuvauksen A lineaarisuus seuraa sisidtulon ominaisuuksista: Olkoot

v,v,w € H, a,f € R.

Talloin
Aav+pa(w) = (w, av + BU) = aX,(w) + BAz(w),
joten
Aavi s = @A, + B,
eli

Alav + Bv) = aA(v) + BA(D).

Todetaan kuvauksen A injektiivisyys. Jos A(v) = A(?), niin A(v—2) =
0 eli (w,v —v) =0 kaikilla w € H. Erityisesti

(v—1,v—0v)=0

ja injektiivisyys seuraa.

Surjektiivisuuden néyttamiseksi tarvitaan hieman perustietoja Hil-
bertin avaruuksista, tarvittavat pohjatiedot ovat esimerkiksi kirjassa
[21]. Olkoon A € H*. Jos A on nollakuvaus, A = \q. Oletetaan nyt, etta
A ei ole nollakuvaus. Talléin ydin V := {v € H : A\(v) = 0} on avaruu-
den H aito aliavaruus. Tall6in ytimen V' ortogonaalinen komplementti
sisaltda ainakin yhden nollasta eroavan alkion w, joka voidaan tarvit-
taessa normeerata niin ettd ||w||; = 1. Koska w ¢ V, on A(w) # 0.
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Huomataan, ettd (v — :((;’J))w) € V kaikilla v € H, joten ottamalla

sisatulo alkion w kanssa saadaan

A(v)

(v, w) — ) =0

ja edelleen
A(v) = (v, Mw)w) ,
joten A = Ay(w)w, ja kuvauksen A surjektiivisuus on todettu.
Néytetdan vield, ettd kuvaus A on isometrinen. Olkoon v € H \ 0.
Talloin Cauchy-Schwarzin epayhtalon nojalla

[Ao(w)| = [(w,0)] < [oll g [[w]l 7
joten ||Ay|| . < ||v]| . Toisaalta
2
[0l = (v,0) = Aol < Aol vl
joten || Ay || 7+ > ||v]| - Siis || Aol = ||v]| kaikilla v € H, joten kuvaus
A on isometrinen. d

Jos f € CY(B), missi B on Banach, niin D f(u) € B* kaikillau € B,
joten derivaattakuvaukset ovat samaistettavissa avaruuden B vekto-
reiksi kun B on Hilbert. Siksi tutkimme daretdnulotteista vuoristoso-
lalausetta ensin Hilbertin avaruudessa ja vasta sitten abstraktimmin
Banach-avaruudessa.

3. Vuoristosolalause Hilbertin avaruudessa

Edellinen kappale on antanut terminologiaa daretonulotteisen vuo-
ristosolalauseen ymmértédmiseksi ja muutaman tuloksen, jotka ovat tar-
peellisia lauseen todistuksessa. Téssa kappaleessa tarkastelussa on Hil-
bertin avaruudelta mééritelty reaaliarvoinen funktio f € CY1(H). Ava-
ruuteen C (H) kuuluvat kaikki ne avaruudelta H méiéritellyt reaaliar-
voiset funktiot f, jotka ovat derivoituvia ja joille kuvaus u — D f(u)
on lokaalisti Lipschitz-jatkuva.

MAARITELMA 1.12. Olkoot X ja Y metrisid avaruuksia ja g : X —
Y kuvaus. Kuvaus g on lokaalisti Lipschitz-jatkuva, jos kaikilla x € X
on sellaiset r, > 0 ja L, > 0 etta

d(g(y), 9(2)) < Lyd(y, ), kun y, 2 € B(x,ry,).

Siis kuvaus g on lokaalisti Lipschitz-jatkuva, jos sen maérittelyjou-
kon jokaisella pisteelld on ympéristo, jossa kuvaus on Lipschitz-jatkuva.
Selvisti lokaalisti Lipschitz-jatkuva kuvaus on jatkuva, mutta sen ei
tarvitse olla Lipschitz-jatkuva. Esimerkiksi reaaliluvuilla méaéritelty po-
lynomi p(x) = x? on lokaalisti Lipschitz-jatkuva, silld se on derivoituva
kaikkialla. Polynomi p ei kuitenkaan ole Lipschitz-jatkuva maarittely-
joukossaan.

Avaruudessa R" jokaisella pisteelld on ympéristo, jonka sulkeuma
on kompakti. Téstd seuraa, ettd avaruudessa R™ maéaritelty kuvaus
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g on lokaalisti Lipschitz-jatkuva tésmélleen silloin, kun kuvaus g on
Lipschitz-jatkuva kompakteissa joukoissa. Heine-Borelin lauseesta puo-
lestaan seuraa, ettd tdmé on yhtépitdvia sen kanssa, ettd kuvaus g on
Lipschitz-jatkuva rajoitetuissa joukoissa.

Piteeko siis jokaiselle funktiolle f € CU(H), ettd kuvaus u
D f(u) on Lipschitz-jatkuva rajoitetuissa joukoissa? Ei missédén nimes-
sd! Ensinnékin Heine-Borelin lause ei pade dédretonulotteisissa normia-
varuuksissa, kuten jo aiemmin on todettu. Toiseksi ddaretonulotteisessa
avaruudessa milladn pisteelld ei ole ymparistéa, jonka sulkeuma olisi
kompakti. Toki on kirjallisuutta, esimerkiksi Evansin kirja [11], jossa
vuoristosolalauseen Hilbertin avaruuden versio todistetaan suppeasti
vain sellaisille funktioille f, joille kuvaus u +— Df(u) on Lipschitz-
jatkuva rajoitetuissa joukoissa. Téssé lahestymistavassa ei ole mitdan
kritisoitavaa, mikéali lausetta halutaan tutkia vain Hilbertin avaruudes-
sa, kuten on asia juuri kirjassa [11]. Tilanne muuttuu kuitenkin on-
gelmalliseksi siirryttéessa tarkastelemaan vuoristosolalausetta Banach-
avaruudessa. Talloin tarkasteltavien funktioiden gradientit on pakko
korvata pseudogradienteilla, jotka ovat lokaalisti Lipschitz-jatkuvia,
mutta eivit vilttamatta Lipschitz-jatkuvia rajoitetuissa joukoissa. Asi-
aan palataan tarkemmin seuraavassa kappaleessa.

Esitetdan ensin vuoristosolalauseen Hilbertin avaruuden versio ja
perehdytédn sen jalkeen erddseen differentiaaliyhtdloiden teorian pe-
ruslauseeseen, jota tarvitaan Hilbertin avaruuden version todistami-
seen.

VUORISTOSOLALAUSEEN VERSIO 2. Olkoon H Hilbertin avaruus ja
f e CH(H), jolle pitevit seuraavat ehdot:

(1) f(0) =0.
(2) On sellaiset vakiot r,a > 0 ettd f(u) > a kun ||ul| = r.
(3) On sellainen ug € H, ||ug|| >, ettd f(uy) <O0.

Mddritellddan
['i={yeC([0,1];H) : v(0) =0, ¥(1) = uo}.
Talloin

;= inf t
¢:=Inf max f(v())

on funktion f kriittinen taso, jos f toteuttaa (PS).-ehdon.

On luonnollista verrata tdmaian lauseen geometrisia ehtoja vuoris-
tosolalauseen ensimmaisen version vastaaviin. Ensimmaéisessé versios-
sa kaikki néyttéaisi olevan vahvempaa — Hilbertin avaruuden tilalla on
avaruus R", pisteiden 0 ja v, vélisten vuoristoehtojen (1) ja (2) tilalla
on vahvempi olettamus, ettéd pisteet ovat lokaaleja minimejé, ja (PS).-
ehdon tilalla on koersiivisuus. Kuitenkin yleistys on melko vaivaton.
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Kuten ensimmaéisen version todistuksessa, myos nyt tarvitaan de-
formaatiokuvausta, joka muuntaa jatkuvasti méaarittelyavaruutta. De-
formaatiokuvauksen konstruointia varten tarvitaan tieto, ettd erdilla
differentiaaliyhtalolld on olemassa ratkaisu.

3.1. Cauchyn ongelma. Klassinen tavallisten differentiaaliyhté-
16iden olemassaolo- ja yksikésitteisyyslause sanoo, ettd alkuarvo-
ongelmalla

y(xo) = yo

on yksikéasitteinen ratkaisu jossakin pisteen xy ymparistossd, kunhan
annettu funktio f ja sen osittaisderivaatta pisteen y suhteen ovat jat-
kuvia. Tutkittaessa vain olemassaoloa annetun funktion f vaatimuksia
voidaan heikentdé siten, ettéd funktiolta vaaditaan vain jatkuvuus.

Edelld ndhdyn kaltaisia alkuarvo-ongelmia kutsutaan usein Cauc-
hyn ongelmiksi. Tulevassa deformaatiolemmassa todetaan, ettd Cauc-
hyn ongelman

{y/ - f(.il?,y)

(1)

(L) =V(n(t))
n(0) = ug

ratkaisu 7 olisi sopiva deformaatiokuvaus pisteelle g, kun annettu ku-
vaus V' on valittu sopivasti. Tédssd ongelmassa on annettu V' : B — B,
missd B on Banach-avaruus. Kuvaukselta V' vaaditaan, ettd se on ra-
joitettu ja lokaalisti Lipschitz-jatkuva. Halutaan 16ytaa kiinnitetylle
uy € B kuvaus n : [0,1] — B, joka toteuttaa ongelman. Jos ratkaisu
on olemassa jokaisella alkuarvovalinnalla, voidaan méaaritelld globaali
deformaatiokuvaus 7 : [0,1] x B — B. Mutta misté tieddimme, onko
alkuarvo-ongelmalla (1) ratkaisua?

Otetaan kiyttoon Banachin kiintopistelause. Olkoon (X, d) taydel-
linen metrinen avaruus ja 7' : X — X kontraktio, eli jollakin K < 1
patee

d(T(x),T(y)) < Kd(x,y) kaikilla z,y € X.

Talloin Banachin kiintopistelause sanoo, ettda kuvauksella 7" on yksika-
sitteinen kiintopiste, eli on tdsmélleen yksi * € X jolle pétee T'(z*) =
x*. Lauseen todistus on helppo ja intuitiivinen. Selvésti kiintopisteité
on enintddn yksi. Toisaalta jos x € X, niin jono (7T™(z))%°; C X on
Cauchy-jono, joka téydellisyyden nojalla suppenee kohti jotain pistetté
z* € X. Kolmioepéyht&lolla ndhdéén, etta d(T'(z*),z*) = 0.

Banachin kiintopistelauseella on lukuisia sovelluksia analyysin eri
aloilla. Aiemmin jo mainittiin, ettd kaksi vektorianalyysin perustulos-
ta, implisiittifunktiolause ja kddnteiskuvauslause, todistetaan Banac-
hin kiintopistelauseen avulla. Kiintopistelausetta kiytetdan usein myos
funktionaalianalyysissé, jos esimerkiksi halutaan tutkia integraaliyh-
taloiden olemassaolokysymyksia. Yritetdan kayttaa kiintopistelausetta
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Cauchyn ongelman (1) ratkaisemiseksi. Huomataan ensin, ettéd funktio
n on ongelman (1) ratkaisu tdsmélleen silloin kun

2) nm:m+Avwmw

Yhtéalossa (2) siis integroidaan reaalimuuttujan s suhteen funktiota V,
jonka arvot ovat Banach-avaruudessa. Voidaan osoittaa, ettd kaikilla
t € [0,1] pétee

t t
[ vasnis| < [vensias
(Katso [11], s. 733-734.)

Strategiana on muodostaa ratkaisuehdokkaista 7 avaruus, joka va-

rustettuna sopivalla metriikalla on taydellinen metrinen avaruus X. Jos
pystyttéisiin osoittamaan, ettd kuvaus

TW@Z%+4VWM%

on kuvaus avaruudelta X itselleen ja liséksi kontraktio, tuntuisi etté
Cauchyn ongelma on ratkaistu. Edella kuvatulla tavalla voidaan kui-
tenkin todistaa vain, ettd Cauchyn ongelmalla on ratkaisu aikavalilla
0, €], missé e riippuu annetun kuvauksen V' ominaisuuksista annetun
pisteen ug lahistolla. Pienelld lisdpaattelylla voidaan kuitenkin néhdé,
ettéd jokaisella alkuarvolla ratkaisu on olemassa koko vélilld [0, 1]. Ar-
gumentin kannalta on valttdmétonté, ettd annettu kuvaus V on glo-
baalisti rajoitettu.

LAUSE 1.13. Olkoon B Banach-avaruus, ug € B, ja V : B — B jat-
kuva kuvaus, joka on rajoitettu ja lokaalisti Lipschitz-jatkuva. Télloin
on jatkuvasti derivoituva funktion : [0,1] — B, joka toteuttaa Cauchyn
ongelman (1) ja ekvivalentisti yhtdlon (2).

TobisTus. Koska kuvaus V' on rajoitettu, on sellainen M > 0 etta
IV (u)|| < M kaikilla v € B. Kuvaus V' on myos lokaalisti Lipschitz-
jatkuva, joten on sellaiset L > 0 ja r > 0 etta

1V (ur) = V(ug)l| < Llus — s
kun wu;, us € B(ug, ). Olkoon € < min {ﬁ, %} ja
X :={¢:[0,e] = B(ug,r) : ¢ on jatkuva}
varustettuna metriikalla

d(p1, p2) = sup [pa(t) = pa(t)]] -

te(0,€]

Jos (goj);?‘;l C X on Cauchy-jono, kyseessé on tasaisesti suppeneva jono

jatkuvia funktioita [0, €] — B(ug,r), joten rajafunktio kuuluu avaruu-
teen X. Siis X on tdydellinen metrinen avaruus.
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Olkoon .
ﬂ@@=w+Awa%JGM4

Pyritdédn osoittamaan, ettd 7'(X) C X ja ettd kuvaus 7" on kontraktio.
Ainakin T'(p), ¢ € X, on jatkuva kuvaus vililta [0, €] avaruuteen B.
Liséksi

IT()(0) — ol =yévw@m5

< Me<r

kaikilla ¢ € [0, €], joten T'(¢) on kuvaus [0, ¢] — B(ug, r) ja siis T(X) C
X.
Osoitetaan seuraavaksi, ettd kuvaus 7' on kontraktio. Olkoot

sluww@mw

Y1, P2 € X.

Talloin

1T (1) () = T(p2) @) :‘/0 Vipi(s)) = Vipa(s))ds

t
s/Lwrwﬂmsawrwm,
0

joten | T'(p1) — T(p2)|| < Le |1 — 2| missd Le < 1. Siis kuvaus 7" on
kontraktio.

Banachin kiintopistelauseen nojalla on yksikasitteinen 7,, € X, jolle
patee

t
Nue (1) = uo + / V(14 (s))ds kaikilla t € [0, €] .
0

Nyt on osoitettu, ettd kaikille u € B on sellainen € = €(u) > 0 ettd
Cauchyn ongelmalla alkuarvolla u on ratkaisu valilld [0, e(u)].

Oletetaan, ettd on sellainen alkuarvo u € B, ettd Cauchyn ongelmal-
la alkuarvolla u on maksimaalinen ratkaisuvéli [0, N], N < 1. Olkoon
(t,) C [0, N) jono, joka suppenee kohti pistettd N. Koska

[f“wm@w@

jono (n,(tn))se, on Cauchy, ja siten on sellainen u € B ettd jono
(nu(t,)) suppenee kohti alkiota w. Nyt n,(N) = u, joten alkuarvolla u
Cauchyn ongelman maksimaalinen ratkaisuvali on vihintdan
[0, N + e(w)], ristiriita. Siis kaikilla alkuarvoilla Cauchyn ongelmalla
on ratkaisu vélilla [0, 1]. O

rmwwn—mmwz\ < Mtues — ],

Viimeinkin on tarpeelliset valmistelut tehty, jotta voidaan todistaa
vuoristosolalause Hilbertin avaruudessa. Lause on seuraus deformaa-
tiolemmasta, joka sanoo, ettd mikili (PS).-funktiolla ei ole kriittisia
pisteité tasolla ¢, méaarittelyavaruutta voidaan deformoida tavalla, joka
on ristiriidassa vuoristoehtojen kanssa.

18



3.2. Deformaatiolemma Hilbertin avaruudessa. Muistellaan
hieman vuoristosolalauseen ensimméisen version todistusta. Siiné ole-
tettiin, ettd K. = (), ja toteutettiin deformaatiokuvauksen avulla mai-
rittelyavaruuden jatkuva muunnos, joka johti ristiriitaan funktion f
ominaisuuksien kanssa. Myos Hilbertin avaruudessa voidaan toteuttaa
vastaavanlainen jatkuva muunnos. Kun nyt tunnemme Cauchyn on-
gelman, muunnos on itse asiassa paljon sulavampi ja elegantimpi kuin
avaruudessa R™ aiemmin toteuttamamme.

Joukkoa, johon kuuluvat kaikki sellaiset méarittelyjoukon alkiot,
jotka tarkasteltava funktio f kuvaa korkeintaan arvoon c«, nimetdén
jatkossa joukoksi A, siis

Ay ={ue H : f(u) <a}.

Seuraavan, aivan keskeisen lauseen todistus seuraa kirjan [11] todistus-
ta.

DEFORMAATIOLEMMA 1.14. Olkoon H Hilbertin avaruus,
feCh(H)

kuvaus joka toteuttaa (PS).-ehdon, K. =0 ja e > 0. Tdlloin on defor-
maatiokuvaus n : [0,1) x H — H, jolle pdtee jollakin § € (0,¢):

(1) n(0,u) = u kaikilla u € H.
(2) n(l,u) =uwkun u e A._..

(3) f(n(t,u)) < f(u) kaikilla u € H, t € [0,1].
(4) n(1,u) € Ac_s kun u € A.ps.

ToDpISTUS. Lemman 1.9 nojalla on sellainen o < min{e, 1} ettd
IDf(u)|| > o kun |f(u) — ¢| < a. Olkoon § < 0‘72 < €. Olkoot

A={uecH : flu) ¢ (c—eccte},
B:={ueH : f(u) €lc—0d,c+ 4]},
ja asetetaan funktio g : H — R,

)
)
)
)

(1) = dist(u, A)

T = Tist(u, A) + dist(w, B)’

jolloin 0 < g(u) < 1 kaikillaw € H, g(u) =0 kun u € A ja g(u) =1
kun uw € B. Asetetaan my6s funktio h : [0, 00) — R,

1, kuin 0 <t <1
h?) _{ 1/t, kunt > 1.

Téalloin h(||Df(u)||)Df(u) normeeraa gradientin D f(u) aina kun
[IDf(u)]| > 1, eli

[P f (W) [HDf(u)]] = 1
kun ||Df(u)]| > 1. Nyt voidaan asettaa kuvaus V : H — H,

V() = =g(h([[Df(W)[)Df (u).
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Talloin ||V (u)|| < 1 kaikilla u € H, joten kuvaus V' on globaalisti
rajoitettu. Lisdksi kuvaukset g, h ja Df(u) ovat lokaalisti Lipschitz-
jatkuvia, joten sama pétee kuvaukseen V. Siten Cauchyn ongelmalla

(t) = V(n(t))
n(0) = u

on ratkaisu n : [0,1] — H jokaisella u, joten voidaan asettaa globaa-
li deformaatiokuvaus n : [0,1] x H — H, missd n(t,u) on Cauchyn
ongelman ratkaisu alkuarvolla v ja ajanhetkella t.

Suoraan ndhdaén, ettd n(0,u) = u kaikilla u € H. Osoitetaan, etta
n(l,v') = ' kun v’ ¢ f~'[c — € ¢ + €]. Koska funktio f on jatkuva,
D :=H\ f7'[c—¢€,c+ €] on avoin joukko. Siis on sellainen 3 > 0 etti
n(t,uw’) € D kun 0 <t < /3. Koska V' = 0 joukossa D, n(t,u') = v’ kun
0<t<g. Siisn(l,u) =1

Lasketaan seuraavaksi ketjusiénnélla < f(n(t, u)):

ettt ) = (Dt ), Gt a) ) = (DS 0). Vinte, )
= —gln(t,w)(LDF Gt ) 1D FOn(t ) < 0.

Oletetaan nyt ettd u € A..s, ja osoitetaan ettd n(l,u) € A.s. Jos
jollain ajanhetkella 0 < ¢ < 1 on n(t,u) € A5\ B, niin epayhtalosta
L f(n(t,u)) < 0 seuraa, ettd n(1,u) € A._s. Voidaan siis olettaa, etté
n(t,u) € B kaikilla ¢t € [0,1]. Télléin g(n(t,u)) = 1 kaikilla ¢ € [0, 1],

joten

d
ot w)) = =h([Df(n(t,
Niilld muuttujan ¢ arvoilla, joilla || D f(n

u)) ) 1D f (n(t, w)]*.
(t,u))]| > 1, on
h([D f(n(t, u)[[) D f(n(t, u)|| =1,

joten

 Fntt,w)) = = IDF(n(t, )] < ~a

Toisaalta niilld muuttujan ¢ arvoilla, joilla || D f(n(t,u))|| <1, on

%f(??(tu)) = —g(n(t, )| Df (n(t, u) ) 1D f (n(t, w)) ||
- 107Gt DI <
Siis kaikilla ¢ € [0,1] on < f(n(t
( ( w) = f(u) < —a®.

,u)) < —a? ja siten
Saadaan
fn(u) < flu) —a® <c+d—a®<c—4,
ja on naytetty, ettd n toteuttaa halutut ominaisuudet. Il
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Deformaatiolemman todistuksessa on monia samankaltaisuuksia
vuoristosolalauseen ensimmaéisen version todistusideoiden kanssa, mut-
ta todistuksilla on myos eroja. Aiemmin deformaatiokuvaus annettiin
konkreettisena lausekkeena, mutta nyt nojataankin aiempaan Cauchyn
ongelmaa késittelevaan lemmaan, ja deformaatiokuvaukseksi asetetaan
tietyn Cauchyn ongelman ratkaisu. Saadaan osoitettua, ettd deformaa-
tiokuvaus toteuttaa halutut ominaisuudet, mutta sen tarkemmin sité
ei tunneta. Menettely tuntuu abstraktilta ja heraéd aiheellinen kysy-
mys, miksi ei vain imitoida aiempaa, darellisulotteisessa avaruudessa
toteutettua menettelya.

Vastaus piilee jo aiemmin mainitussa seikassa — Heine-Borelin lause
ei pade adretonulotteisissa normiavaruuksissa. Siité, etta joukko on sul-
jettu ja rajoitettu, ei voida tehdé johtopaétosté, ettd joukko olisi kom-
pakti. Nyt on sopiva hetki perustella lyhyesti, miksi ndin on. Tarkastel-
laan esimerkiksi sup-normilla varustetun jonoavaruuden suljettua yk-
sikkopalloa. Olkoon e; = (1,0,0,...), e = (0,1,0,...) ja niin edelleen.
Télloin (ej)‘]?‘;l kuuluu jonoavaruuden suljettuun yksikképalloon, mutta
silla ei selvastikddn ole suppenevaa osajonoa.

Vuoristosolalauseen ensimmaisen version todistuksessa Heine-Bore-
lin lausetta kiytettiin osoittamaan, ettd on pieni aikavéli [0, ¢y], jolloin
f(n(t,z)) < f(u). Vastaavaa ei voida pédtelld dédretonulotteisessa ta-
pauksessa, silla joukot f~1{[a, 8]} eivit vilttdméitta ole kompakteja.
Ei siis paasta valitsemaan darellisestd maarésta positiivisia kellonaikoja
pieninta. On kuitenkin perusteltua sanoa, ettd Hilbertin avaruuden de-
formaatiolemmassa toteutettu deformaatiokuvauksen konstruointi on
vahvempi ja tyylikkdampi kuin aiempi, konkreettinen konstruktio. Ai-
emmin jouduttiin ndkeméaéan paljon vaivaa, jotta 16ydettiin edes pieni
aikavali [0, o], jolloin f (n(t,z)) < f(u). Nyt sen sijaan néhtiin hy-
vin helposti, ettd f (n(t,z)) < f(u) kaikilla ¢ > 0. Cauchyn ongelman
olemassaololause osoittautui hyédylliseksi.

Viimeistelladn vuoristosolalauseen toisen version todistus.

Vuoristosolalauseen toisen version todistus. Koska

max f(y(t)) > a kaikilla v € T,

t€[0,1]
on ¢ > a. Oletetaan, ettd funktio f toteuttaa (PS).-ehdon, mutta c ei
ole kriittinen taso, eli K. = (). Talloin funktio f toteuttaa deformaa-
tiolemman oletukset. Kiinnitetdén e < 5. Deformaatiolemman nojalla
on § < € ja deformaatiokuvaus 7, joka muuntaa joukon A.,s jatku-
vasti joukkoon A. s ja pitdd ennallaan kaikki pisteet u € H, joille
|f(u) — ¢| > e. Olkoon «y € T" sellainen, ettd

< .
mnax fy(t) <c+d

Talloin v ([0, 1]) C Aeys, joten (1, ([0,1])) C A.—s. Koska jatkuvien
kuvausten yhdistetty kuvaus on jatkuva, n (1,7 (¢)) : [0,1] — H on
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jatkuva kuvaus, jolle pétee

L,y (t) <c—0.
max 7 (L7 () <
Koska |7(0) —¢| = € ja |y(e) —c[ = ¢ on n(L,7(0)) = 7(0) = 0
jan(l,y(e)) = v(e) < 0. Siis n(1,7v(¢t)) € I', mikd on ristiriita. On
naytetty, ettd ¢ on funktion f kriittinen taso. O

4. Vuoristosolalause Banach-avaruudessa

Kappaleen tavoitteena on todistaa vuoristosolalauseen yleisin ver-
sio. Olemme jo ndhneet lauseesta kaksi versiota. Ensimmaéisen todis-
tuksessa kiytettiin avaruuden R™ ominaispiirteita, kuten Heine-Borelin
lausetta. Toisessa versiossa deformaatiokuvaus konstruoitiin ovelasti
asetetun Cauchyn ongelman ratkaisuna. Todistusta helpottivat Hilber-
tin avaruuden erikoispiirteet ja oletus, ettd tarkasteltava funktio on
oL,

Seuraavaksi esitettévé yleinen versio muistuttaa toista versiota, mut-
ta Hilbertin avaruuden tilalla on Banach-avaruus, ja tarkasteltavan
funktion oletetaan olevan vain C*.

VUORISTOSOLALAUSEEN VERSIO 3. Olkoon B Banach-avaruus ja
f € CY(B), jolle pitevit seuraavat ehdot:

(1) f(0) =0.

(2) On sellaiset vakiot r,a > 0 ettd f(u) > a kun ||ul| =1

(3) On sellainen ug € H, ||ug|| > r, ettd f(ug) <O0.
Mddaritelldan

Ii={yeC(0,1;B) : 7(0) =0, ¥(1) = uo}.
Talloin
= inf t
¢:=inf max fF(v(®)

on funktion f kriittinen taso jos f toteuttaa (PS).-ehdon.

Pienet muutokset aiheuttavat tassd tapauksessa uuden ongelman:
Banach-avaruuksissa derivaattakuvauksia ei voi samaistaa avaruuden
alkioiksi, kuten aiemmin on todettu. Kuitenkin haluttaisiin taas muo-
dostaa Cauchyn ongelma, jonka ratkaisu asetettaisiin deformaatioku-
vaukseksi. Tehtdvd tuntuu hankalalta — miten liittda derivaattaku-
vaukset, jotka eivit valttaméatta lainkaan muistuta Banach-avaruuden
vektoreita, kyseisen avaruuden jatkuvaan muunnokseen?

Olkoon B Banach-avaruus, f € C'(B) ja uy € B. Olisiko mahdollis-
ta liittdd vektoriin wug jokin toinen vektori v(ug) € B, joka muistuttaisi
funktion f gradienttia pisteessé ug? Se ei valttamatta olisi aivan saman-
lainen kuin gradientit Hilbertin avaruuksissa tai avaruudessa R", mutta
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silld olisi vuoristosolalauseen todistusta ajatellen gradientin tarpeelli-
set ominaisuudet. Vektori v(ug) olisi ikdén kuin derivaattakuvauksen
D f(ug) edustaja Banach-avaruudessa.

Mita ominaisuuksia kuvaukselta v kannattaa vaatia? Cauchyn on-
gelman muodostamisen kannalta olisi tarkedd, ettd v on ainakin lokaa-
listi Lipschitz-jatkuva. Lisdksi halutaan, ettd ||v(u)| on korkeintaan
jonkin kiinteAin monikerran verran suurempi kuin || D f(u)||. Tdmé& on
tarkedd, jotta Cauchyn ongelmassa esiintyva kuvaus V' olisi edelleen
globaalisti rajoitettu. Viimeiseksi halutaan, ettd D f(u) [v(u)] dominoi
arvoa ||Df(u)||”. Tamékin vaatimus on luonteva kun katsotaan, miten
Hilbertin avaruuden deformaatiolemman todistuksen loppupuolella ar-
gumentoidaan.

Kovia vaatimuksia, jotka annetaan viela myohemmin maéritelméan
muodossa. Halutut ominaisuudet toteuttavaa kuvausta v tullaan kutsu-
maan pseudogradienttikentéksi ja vektoria v(u) vektorin u pseudogra-
dientiksi. Ei ole lainkaan selvaa, etta téllainen psudogradienttikentta
on olemassa kaikille Banachin avaruuden C'-funktioille. Kirjassa [24]
pidetddn jopa hammaéstyttavind, ettd jokaisella Banachin avaruuden
O'-funktiolla todella on pseudogradienttikentti. Jotta tdmé saataisiin
naytettyé, on otettava loikka topologiaan. Ideana on, ettd pseudogra-
dientit liimataan joustavasti toisiinsa pseudogradienttikentéksi. Apuna
kiaytetdaan konstruktiota, jota kutsutaan ykkodsen ositukseksi.

4.1. Ykkosen ositus. Kompaktius on topologian tarkeimpié ké-
sitteitd. Se on kuitenkin melko rajoittava ominaisuus: vain suljetut ja
rajoitetut avaruuden R"™ osajoukot ovat kompakteja, ja yleisissd met-
risissé avaruuksissa tilanne on viela huonompi — suljettu ja rajoitettu
on valttdmaton, mutta ei riittava ehto kompaktiudelle.

Koska vain harvat ja valitut joukot ovat kompakteja, ei ole ihme, et-
ta kompaktiudelle on kehitetty monia yleistyksié, kuten prekompaktius
ja lokaali kompaktius. Pyrittidessi muodostamaan funktiolle f € C'(B)
pseudogradienttikenttdd on téarkedd, ettd Banach-avaruus B on para-
kompakta.

Olkoon X topologinen avaruus ja {U,},.,; sen avoin peite. Téll6in
peite {Vjs} 4, on peitteen {Uy} hienonnus, jos jokaiselle Vj on sellainen
U, ettd Vg C U,.

Avaruuden X peitettd sanotaan lokaalisti ddrelliseksi, jos kaikilla
x € X on sellainen ympéristd O,, joka leikkaa vain &érellisen montaa
peitejoukkoa. Avaruutta X sanotaan parakompaktiksi, jos sen jokaisella
avoimella peitteelld on hienonnus, joka on lokaalisti darellinen.

Parakompaktius on kompaktiuden yleistys; selvasti kompakti ava-
ruus on parakompakti. Tavoitteidemme kannalta on olennaista, etta
metrinen avaruus on aina parakompakti. Tuloksen todisti ensimmaise-
nd A.H. Stone artikkelissaan [23]. Stonen todistus, ja myds monet sité
seuranneet parannusyritykset ovat melko vaikeaselkoisia, mutta lopulta
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M.E. Rudin keksi lyhyen ja selkedn todistuksen, jonka hén esitti artik-
kelissaan [20]. Lause on riippuvainen valinta-aksioomasta, ja Rudinin
todistus perustuu ovelaan hyvinjérjestysperiaatteen hyodyntamiseen.

Parakompaktiuden hy6ty on siiné, ettd se mahdollistaa ykkosen osi-
tuksen.

MAARITELMA 1.15. Olkoon X topologinen avaruus ja {U,} sen
avoin peite. Oletetaan, ettd perhe jatkuvia funktioita {f,} toteuttaa
seuraavat ehdot:

(1) 0 < fa <1 kaikilla a.

(2) supp (fa) C U, kaikilla .
(3)

(4) > falz) =1 kaikilla = € X.

Jos x € X, niin f,(x) # 0 vain &dérellisen monella «.

Télloin funktioperhetté { f,} sanotaan peitteen {U,} alaiseksi ykkosen
ositukseksi avaruudessa X .

Ykkosen ositus on kiteva aina, kun avaruudesta tiedetddn joka pai-
kassa lokaalisti jotain, ja halutaan tdmén tiedon valossa suorittaa jokin
globaali konstruktio. Erityisen tédrkedd tdmé on monistojen teoriassa.
Ykkosen osituksen avulla voidaan joskus esimerkiksi méarittda monis-
tolla maéritellylle funktiolle integraali, tai asettaa Riemannin metriikka
monistolle.

Pseudogradienttikentén konstruoimisessa on hieman samoja piirtei-
t4 monistojen késittelyn kanssa. Ykkosen ositus osoittautuukin valtté-
mattoméksi, kun tuonnempana maéaarittelemme pseudogradienttiken-
tin ja pyrimme todistamaan, etti jokaisella Banach-avaruuden C'-
funktiolla on pseudogradienttikentta.

Kirjassa [26] todistetaan, ettd parakompaktissa Hausdorffin avaruu-
dessa voidaan aina suorittaa ykkosen ositus. Téastd seuraa, ettd sa-
ma onnistuu metrisissa avaruuksissa. Usein ositusfunktioilta vaaditaan
enemman kuin pelkka jatkuvuus. Esimerkiksi Sobolev-avaruuksien teo-
riassa avaruuteen R"™ tehdéan ykkosen ositus C°°-funktioilla. Seuraa-
vassa pykalassé todettavan pseudogradienttikentan olemassaololauseen
todistuksessa halutaan, etté ositusfunktiot ovat Lipschitz-jatkuvia. Hie-
man tuonnempana konstruoimme Banach-avaruuteen téllaisen ykkosen
osituksen.

4.2. Pseudogradientti. Kappaleen alussa haaveilimme kuvauk-
sesta v, joka edustaisi derivaattakuvauksia D f(u) Banach-avaruuksissa.
Maaritelladn nyt tarkasti, mita téllaiselta pseudogradienttikentéksi ni-
metyltd kuvaukselta vaaditaan.

MAARITELMA 1.16. Olkoon f € C'(B). Merkitdén

B:={ueB : Df(u)#0}.
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Tilléin kuvaus v : B — B on kuvauksen f pseudogradienttikenttd, jos
patee

(1) v on lokaalisti Lipschitz-jatkuva.
(2) ()l < 2[IDfw)]-
(3) Df(u) [v(w)] > | Df (u)]*.
Sanotaan myo0s, ettd jos u € B , niin v(u) on alkion u pseudogradientti.

Kolmannen ehdon vuoksi on selvié, ettd pseudogradienttia ei voida
madritelld kriittisille pisteille eli sellaisille vektoreille u, joille lineaa-
rikuvaus D f(u) on nollakuvaus. Tadmé rajoitus ei tietenkdéan aiheuta
mitddn ongelmaa, koska vuoristosolalauseen todistuksessa ollaan kiin-
nostuneita deformoimaan nimenomaan niité vektoreita, jotka eivat ole
kriittisia pisteita.

Seuraavan, hyvin tarkeén lauseen todistuksessa on hyodynnetty ide-
oita kirjoista [22] ja [24].

LAUSE 1.17. Olkoon f € CY(B). Tilléin kuvauksella f on pseudo-
gradienttikentta.

TopIsTUS. Olkoon uy € B. Koska D f(up) ei ole nollakuvaus, ope-
raattorinormin mééritelméstd seuraa, ettd on w(ug) € B jolle pa-
tee [[w(uo)|| = 1 ja Df(uo)w(ug) > 2||Df(uo)]|. Asetetaan w(ug) =
31D f (uo) || w(uo), jolloin vektorille w(ug) pétee

[w(uo)ll < 2[[Df (uo)ll,
D f (uo)w(uo) > | Df (uo)|*,

joten w(up) on vektorin uy pseudogradientti. Koska f on jatkuvasti
differentioituva ja edeltavit epayhtalot ovat aitoja, vektorilla ug on
sellainen ympaéristo U,, etta pétee

[w(uo)l| < 2[[Df (w)l,
D f(uyw(ug) > | Df (w)||”

kaikilla u € U,,. Siis w(ug) on kaikkien joukon U,, vektoreiden pseudo-
gradientti. Vastaavalla tavalla jokaisella v € B on ymparisto U, siten
ettd kaikilla tAméan ympéariston vektoreilla on yhteinen pseudogradient-
ti. Koska Banach-avaruus B on metrinen avaruus ja {U,}, ., on ava-
ruuden B avoin peite, peitteelld {U,} on lokaalisti 4érellinen hienonnus
{M.} ;> missé I on jokin indeksijoukko.

Asetetaan g, : B — R,

ga(u) = dist (u, M?),

ja o : B — R,
ga<u) .
Eae[ ga(u)
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Osoitetaan aluksi, ettd kuvaus ¢, on hyvin madritelty kaikilla o € I.
Jos u € B, niin u € M,, jollakin oy € I. Koska joukko Mg on suljettu
jau ¢ Mg , on

> " galti0) > gy (o) > 0.

aecl
Toisaalta ug € M, vain aarellisen monella o € I, joten

Z Ja(ug) < 00.

ael

Huomataan seuraavaksi, ettd funktioperhe ¢, on peitteen U, alainen
ykkosen ositus avaruudessa B. Suoraan ndhdéan, ettd 0 < ¢, < 1
kaikilla o € 1 ja

3" alu) = 1 kaikilla u € B.

Koska jokaiselle g,, on sellainen avoin joukko U, ettéa

SUppP(Jag) C Uy,
on myos
SUPP(Pag) C Uy -
Osoitetaan vield, ettd funktiot ¢, ovat lokaalisti Lipschitz-jatkuvia.
Olkoon ug € B. Koska peite M, on lokaalisti déarellinen, on sellainen
ro > 0 etta
B(ug,r0) N My # 0

vain aérellisen monella o € I. Selvésti pétee
|ga (1) — go(w)| < ||lu — w|| kaikilla u,w € B,

joten funktiot g, ovat Lipschitz-jatkuvia kaikkialla. Siis kun o € I,
funktio ¢,

o (u)
¢01<u> Zaej ga (u) )
on Lipschitz-jatkuva pallossa B(ug,r9). Koska seké vektorin wug ettd
indeksin « valinta oli mielivaltainen, on osoitettu, etta funktiot ¢, ovat
lokaalisti Lipschitz-jatkuvia avaruudessa B.
Asetetaan funktio v : B — B ,

v(u) = Z Palw)w(ua),

acl

missd u, € M, kaikilla o € I. Osoitetaan, ettd kuvaus v : B —
B toteuttaa pseudogradienttikentdltd vaadittavat ehdot (1)-(3) (katso
madritelma).

(1) Jokaisella avaruuden B vektorilla v on pieni ympéristo, jossa funktio
v on vain aarellinen kombinaatio Lipschitz-jatkuvia funktioita ¢, pai-
notettuina luvuilla w(u, ). Siis funktio v on lokaalisti Lipschitz-jatkuva.
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Kohtia (2) ja (3) varten kiinnitetdéin u € B ja muistetaan, ettd
¢o(u) # 0 vain #érellisen monella indeksilla ay,...,q,. Kédyttdmalla hy-
viksi tietoa, ettd luvut w(ue,;) ovat pseudogradientteja, kohdat (2) ja
(3) pétevit seuraavien laskujen nojalla.

||U Z‘ba ua] ‘
acl
<D ey ()] [[0(ua,) H <2[|Df(u ||Z}¢%
j=1
=2|[Df(u)].

Df(u)v(u) = Df(u) Y dalu)w(ua) = Z Pa; () D f (u)w(ua,)

ael

> [|Df(u)]? Z¢a] )= IDf ()l

Siis kun on annettu Banach-avaruus B ja funktio f € C1'(B), on lokaa-
listi Lipschitz-jatkuva funktio v : B — B, jolle pétee

lo(w)| <2 Df()ll. Df(w)[o(w)] > | Df (w)]|*.

Siten kuvaus v on funktion f pseudogradienttikenttd avaruudessa B.
O

4.3. Vuoristosolalauseen todistuksen viimeistely. Kuten ai-
emmin todettiin, uusi vaikeus siirryttdessa Hilbertin avaruuden vuoris-
tosolalauseesta Banachin avaruuden vastaavaan oli, etta derivaattaku-
vauksia D f(u) ei voi samaistaa avaruuden vektoriksi. Ongelmaan haet-
tiin ratkaisua madarittelemalla késite pseudogradientti ja osoittamalla,
ettd Banachin avaruuden C!-funktiolla on aina pseudogradienttikentti.
Pseudogradientin avulla voidaan todistaa vuoristosolalauseen kolmas
versio matkimalla suoraan deformaatiolemmaa 1.14. Korvataan vain
kuvauksessa V' esiintyvd Hilbertin avaruuden gradientti D f(u) pseu-
dogradientilla v. Muuten kaikki paattelyvaiheet ovat identtiset, kiitos
pseudogradientin méaaritelméan.

Vuoristosolalauseen kolmannen version todistus. Oletetaan funktion
/ toteuttavan (PS).-ehdon, mutta K. = ). Olkoot luvut €, o ja § seka
joukot A, B ja funktiot g ja h kuten deformaatiolemmassa 18. Olkoon
v funktion f pseudogradienttikentta. Talloin kuvaus V : B — B,

V(u) = —g(@h((|Df (u)][)v(w),
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on globaalisti rajoitettu, silla ||v(u)|| < 2|/ Df(u)|]. Kuvaus V' on myos
jatkuva kaikkialla ja Lipschitz-jatkuva rajoitetuissa joukoissa. Olkoon
n:[0,1] x B — B Cauchyn ongelman

() =Vn()
n(0) = u

globaali ratkaisu. Kuten deformaatiolemmassa 18, nytkin ndhd&éan, etta

n(0,u) = u kaikilla v € B ja n(1,u') =« kun o’ ¢ f~'c—e,c+ €.

Pseudogradientin méaritelméan nojalla on

Df(u) [v(u)] > [|Df(u)],

joten

—f(n(t,u)) = Df(n(t,u)) [V(n(t, )]
= —g(n(t, u)h(|Df(W))Df(n(t,u)) [v(n(t, u))]
g (

t,u
< —g(n(t, u))A(|Df (n(t, w)) [Df (n(t,w))||*
<0.

Aivan vastaavasti kuin deformaatiolemmassa 18, ndhddan ettd vekto-
reille u € A, 5 on

n(l,u) € Acs.
Olkoon v € I' sellainen, etté

< .
mmax ft) <c+é

Koska 1 on avaruuden B jatkuva muunnos, 7(1,v) € I' mutta

max f((L,~4(t))) <e—9,

miké on ristiriita. Siis K. # (). O

4.4. Yhteenvetoa. Luvun péailause, eli vuoristosolalauseen Ba-
nach-avaruuden versio on saatu todistettua, ja seuraavassa luvussa néh-
déan, etta talla lauseella on yllattavia sovelluksia p-Laplace reuna-arvo-
ongelmien olemassaolotarkasteluissa. Kun jatkossa kiytetdan vain vuo-
ristosolalauseen yleisinté versiota, voi kysyé, oliko valttamétonta todis-
taa lainkaan vuoristosolalauseen euklidista ja Hilbertin avaruuden ver-
siota. Tutkielmassa vuoristosolalausetta ei kuitenkaan haluta kasitella
vain hyodyllisena tyokaluna sovelluksia ajatellen, vaan myos itsessdan
kiinnostavana lauseena, jonka luonnetta halutaan ymmartaa. Heikom-
pien versioiden todistaminen on perusteltua, koska abstraktin yleisen
version ymmartaminen ilman sopivaa johdattelua on tyolasta.

Vaikka seuraavassa luvussa tarvitaan vain vuoristosolalauseen Ba-
nach-avaruuden versiota, mainitaan luvun lopuksi, ettéd tatdkin versio-
ta voi yleistdd monin tavoin. Ehkd tunnetuin yleistys on linkkilause
(tekijan suomennos; englanniksi linking theorem). Linkkilauseessa on
annettu Banach-avaruuden B suljettu osajoukko C' ja alimonisto S,
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jolla on reuna 0S. Sanotaan, ettd joukot C' ja 0S linkittyvdt, mikali
C' N IS # () ja kaikille kuvauksille h € C'(B; B), joille pitee hlss = id
on h(S) N C # 0. Linkkilause sanoo, ettid mikili funktio I € C*(B)
toteuttaa Palais-Smalen ehdon, joukot C' ja 0SS linkittyvét ja pétee

;relgf(u) > :éla% I(u),
niin funktiolla I on kriittinen taso 3, missé

f = inf sup I(h(u))
ja

I'= {h € C(B,B) : h‘as = ld} .

Selvisti linkkilause on vuoristosolalauseen yleistys — mikéli vuoristo-
solalauseen oletukset péatevit, voidaan valita C' = {u € B : ||lu|| = p}
ja S =10,e] C B.

Linkkilauseesta voi lukea esimerkiksi kirjoista [17] ja [24]. Rabi-
nowitzin kirjassa [17] on lukuisia muitakin vuoristosolalauseen yleis-
tyksié, joita voi soveltaa esimerkiksi tutkittaessa, onko Hamiltonin dif-
ferentiaaliyhtalosysteemilla periodisia ratkaisuja.
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LUKU 2

Sovellus

Luvussa tutkitaan seuraavaa ongelmaa: Millaiset ehdot annetulle
funktiolle f on asetettava, jotta voidaan osoittaa, ettd reuna-arvo-
ongelmalla

(3) {_Ap“(@ = f(z,u(z)), =€

u(x) =0, x € 00

on epétriviaali heikko ratkaisu?

Osoittautuu, etta vuoristosolalausetta voidaan tietyissé tapauksissa
kiyttdd ongelman (3) ratkaisemiseen. Ideana on, ettd voidaan asettaa
Banach-avaruudessa méaritelty reaaliarvoinen funktio I, jonka kriitti-
sid pisteitd ovat tdsmiélleen ongelman (3) heikot ratkaisut.

Luvun ensimmaisessa kappaleessa selvitetaan lahtokohdat: mita on-
gelmalla (3) tarkoitetaan ja miksi vuoristosolalause liittyy siihen. Seu-
raavissa kappaleissa todistetaan, ettd mikéli reuna-arvo-ongelmassa an-
nettu funktio f toteuttaa tietyt ehdot, funktio I toteuttaa vuoristoso-
lalauseen ehdot. Lopputuloksena saadaan luvun péélause.

1. p-Laplace reuna-arvo-ongelman esittelya

Ongelma (3) kuuluu osittaisdifferentiaaliyhtéléiden teoriaan. Osit-
taisdifferentiaaliyhtdloksi sanotaan sellaista differentiaaliyhtélod, joka
sisaltdd usean muuttujan funktioiden osittaisderivaattoja. Ongelmassa
(3) on annettu funktio f: 2 x R — R, missi joukko {2 C R" on avoin,
rajoitettu ja reunaltaan siled. Téstéa ldhtien joukolla €2 on aina ndméa
ominaisuudet. Ongelmassa halutaan l6ytaa funktio v : Q@ — R, joka
toteuttaa reuna-arvo-ongelman.

MAARITELMA 2.1. Olkoon v € C?%(2). Operaattoria A,
n
. 0*v
Av = div (Vv) = 5
— Oz
=1 ?
sanotaan Laplacen operaattoriksi ja operaattoria A, , 1 < p < oo,
Apv = div (|Vvlp_2 Vo),
sanotaan p-Laplacen operaattoriksi.

Huomataan, ettd p-Laplacen operaattori on Laplacen operaattorin
yleistys: Av = Agw.
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Jotta p-Laplacen operaattoriin saataisiin tuntumaa, lasketaan Ajv
hieman toiseen muotoon. Ensinnékin

) by 0 =0 T
o, V) = 5, (;(aﬂ)

ov 0%
=P=2) ‘VUV} 42835 0x;0x;’
j OLi0T;

joten

Ay = div (Vo' Vo)

. n (9 p—2 8?)
=S g (v )
7j=1
ov v O )

et A —2)
= Vel <|Vv| vt Z dx; Ox; 0,01,

7J_

Funktio v on ongelman (3) klassinen ratkaisu, jos v € C*(2) ja funktio
v toteuttaa yht#lon (3). 1900-luvun alkupuolella havaittiin, ettd C*(Q)-
funktioiden avaruudet varustettuna sopivalla normilla eivét ole tyydyt-
tavid tyOympéristoja osittaisdifferentiaaliyhtédloiden tutkimiseen. Vai-
keuksia tuottaa esimerkiksi se, ettd LP-integroituvien C'-funktioiden
avaruus varustettuna ||-||, -normilla ei ole Banach-avaruus.

1.1. Sobolev-avaruudet. Oletetaan Lebesguen mittateorian al-
keet tunnetuiksi. Ne on esitetty esimerkiksi kirjassa [19].

MAARITELMA 2.2. Olkoon 1 < p < oo. Asetetaan
LP(Q) := {f : Q) — R : f on mitallinen ja / |fIP dx < oo},
Q

missd LP(§2)-avaruus on varustettu normilla

1/p
11 = 1 e = ( / | flpd:r> |

Oikeasti LP-avaruuden alkiot ovat ekvivalenssiluokkia, joihin kuulu-
vat kaikki funktiot, jotka ovat samoja melkein kaikkialla. Kaytdnnossé
LP-avaruutta kannattaa kuitenkin ajatella funktioavaruutena.

Funktionaalianalyysin keskeisia ldhtokohtia on, ettd LP-avaruudet
ovat Banach-avaruuksia. Holderin epayhtélostd seuraava Minkowskin
epéyhtdlo takaa, ettd |-||, on normi, ja LP-avaruuden tdydellisyys on
helpointa todeta osoittamalla, ettd avaruuden kaikki itseisesti suppe-
nevat sarjat suppenevat. Yksityiskohdat on esitetty kirjassa [19].
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LP(Q)-integroituville C'-funktioille on usein hyddyllistd médritelld
[[]l, ,-normi, joka ottaa huomioon seké funktion koon ettéd si&nnolli-
syyden. Oletetaan, etté funktiolle f € C'(Q) pétee

I1£1, < o0, IV£]], < oo.

Asetetaan talloin

11l = LA+ IV, -

Kirjassa [11] néytetdén, ettd |-[|, , on normi avaruudessa C"(€2). Nor-
miavaruus (C*(Q), ||, ) ei kuitenkaan ole taydellinen. Jos esimerkiksi
2= (0,2) C R, niin funktio u : Q2 — R,

(z) = z kinO0 <z <1
W =31 kun 1 <z < 2,

kuuluu avaruuden (C'(Q),][|;,) tdydentyméasn. (Katso esimerkiksi
[11], sivu 257.) Hedelmélliseksi osoittautuu tarkastella sileiden funk-
tioiden avaruuden taydentymaé.

MAARITELMA 2.3. Oletetaan, ettd 1 < p < oco. Olkoon HP(Q)
avaruuden

{uec@) : Jull,, < oo}

tdydentyma normin ||-[|;  mielessi. Sanotaan, ettd avaruus H'P(Q2) on
Sobolev-avaruus.

Sobolev-avaruuksia voi lahestyd myos toisesta ndkokulmasta, heik-
kojen derivaattojen avulla. Mainitaan ensin, ettd avaruuteen C§°((2)
kuuluvat kaikki sellaiset funktiot ¢ € C'*°(), joilla on kompakti kan-
taja, eli joukon

{reQ : ¢(z)# 0}
sulkeuma on kompakti ja siséltyy joukkoon 2. Avaruuteen C§°(2) kuu-
luvia funktioita sanotaan Sobolev-avaruuksien teoriassa testifunktioik-
si. Nimi johtuu siitd, ettd funktioiden ¢ € C§°(€2) avulla voidaan usein
testata, toteuttaako jokin vihemmaén sddnnoéllinen funktio jonkin omi-
naisuuden. Esimerkiksi erds variaatiolaskennan tarkeimmisté alkeistu-
loksista sanoo, ettd mikili funktiolle f € L'(Q) pétee

/ fedx = 0 kaikilla ¢ € C3°(€2),
Q
niin f = 0 Lebesguen mielessa.

MAARITELMA 2.4. Olkoon f € L'(). Sanotaan, ettd funktio g; €
L*(Q) on funktion f heikko derivaatta koordinaatin x; suhteen avaruu-
dessa €2, mikali pétee

/ fgso' dp = — / gipdz kaikilla o € C3°(9).
o’ 0z Q
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Edelld mainitun variaatiolaskennan tuloksen avulla on helppo néh-
dé, ettd heikot derivaatat maardytyvat yksikésitteisesti melkein kaik-
kialla. Jos nimittiin sekii g; ettd h; ovat funktion f € L*(2) heikkoja
derivaattoja koordinaatin x; suhteen, pétee

/(Qi — hi)pdx = 0 kaikilla ¢ € C5°(Q2).
Q

Mikali funktiolle f kaikki heikot osittaisderivaatat g;, i € {1,...,n},
ovat olemassa, voidaan asettaa

V=91, n)

MAARITELMA 2.5. Avaruus W'?(Q) koostuu kaikista funktioista
f € LP(Q), joille kaikki heikot osittaisderivaatat ovat olemassa ja kuu-
luvat avaruuteen LP(Q2). Avaruutta W'P(Q) varustettuna [|-||, -normil-
la sanotaan Sobolev-avaruudeksi.

Artikkelissa [15] todistetaan, ettéa
HYP(Q) = WP (Q).

Tama yhtéapitdvyys on mieluisa. Madriteltdessd Sobolev-avaruus heik-
kojen derivaattojen avulla saadaan usein helposti ja konkreettisesti
osoitettua, kuuluuko tarkasteltava funktio Sobolev-avaruuteen. Kun
taas méadritellaén Sobolev-avaruus sileiden funktioiden avaruuden tay-
dentyméni, saadaan motivaatiota Sobolev-avaruuksien kiytolle — kéy-
tossd on Banach-avaruuksia koskevat tulokset, tdmén luvun kannalta
erityisesti vuoristosolalause!

Madéritellaan viela sellaisten Sobolev-funktioiden avaruus, jotka ha-
vidvat alueen €2 reunalla. TAmé& avaruus on sopiva tydympéristo, kun
halutaan tutkia reuna-arvo-ongelman heikkoja ratkaisuja.

MAARITELMA 2.6. Avaruus W, (Q) on joukon C$°(€) sulkeuma
avaruudessa LP(§2) normin [-||, , suhteen.

Sobolev-avaruuden normi voidaan asettaa monella ekvivalentilla ta-
valla. Poincarén epéyhtélostéd (katso [11]) seuraa, ettd aiemmin méadri-
tellyn ||-||, ,normin kannalta ekvivalentti normi avaruudessa W, P(Q)
on

11, = 1941,
Jatkossa Sobolev-avaruudessa kiytetdan tatd normia.

Mychemmin téssa luvussa tarvitaan tietoa, ettd avaruus VVO1 P(Q)
uppoaa kompaktisti avaruuteen L?(2), missd 1 < ¢ < p*, ja p* on
Sobolev-eksponentti. Lausetta varten tarvitaan késite heikko suppene-
minen. Muistutetaan, ettd mikili B on Banach-avaruus, niin avaruus
B* koostuu kaikista rajoitetuista lineaarikuvauksista B — R.

MAARITELMA 2.7. Olkoon B Banach-avaruus ja (u,) C B jono.
Sanotaan, ettd jono (u,) suppenee heikosti kohti alkiota u € B, jos

Tu, — Tu kaikilla T' € B*.
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Talloin merkitadn u, — u.

Suppeneminen T'u,, — T'u on siis reaalilukujen suppenemista. Huo-
mataan, ettd mikili u,, — w avaruudessa B, patee myos u, — u, sil-
14 avaruuden B* alkiot ovat jatkuvia. Suppeneminen on siis vahvem-
pi ominaisuus kuin heikko suppeneminen, miké ei tule suurena yllé-
tyksené. Toisaalta ei ole vaikea ndhda, etté darellisulotteisissa Banach-
avaruuksissa, esimerkiksi avaruudessa R", suppeneminen ja heikko sup-
peneminen ovat yksi ja sama asia.

Kuten koko luvussa, seuraavassa lauseessa luku n on joukon € si-
saltdvan avaruuden R™ dimensio.

MAARITELMA 2.8. Asetetaan
= a5 kunp <n
oo kunp>n

ja sanotaan, ettd p* on Sobolev-eksponentti.

Sobolev-avaruuksien teoriassa kiy useassa yhteydessa ilmi, ettéd ava-
ruuteen VVO1 P(Q2) kuuluvat funktiot kdyttaytyvit sdannollisemmin kun
p > n verrattuna tilanteeseen, jossa p < n. Sobolev-eksponentti ilmen-
tad téata tilannetta, kuten seuraavassa lauseessa nahdéaan.

LAUSE 2.9. Olkoon (uy,) avaruuden Wy™(Q) rajoitettu jono ja 1 <
q < p*. Talloin on sellainen osajono (u,,) C (up) ja u € WyP(Q) etti

Up, — u avaruudessa Wy (Q) ja u,, — u avaruudessa L4(Q).

Edeltavaa lausetta sanotaan Rellich-Kondrachovin lauseeksi. Miksi
sitd sanotaan kompaktiustulokseksi? Havainnollistetaan tilannetta va-
litsemalla avaruudesta L?(2) suljettu ja rajoitettu osajoukko A. Kos-
ka avaruus L9(2) on ##retonulotteinen, joukko A ei todennékoisesti
ole kompakti. Jos kuitenkin (u,) C VVO1 P(€)) on rajoitettu avaruudessa
W,y (Q) ja (u,) C A, niin jonolla (u,) on osajono (u,, ), joka suppenee
joukossa A (tietenkin normin ||-|| . suhteen). Tédsté syystéd sanotaan, etté
avaruus W, ?(Q) uppoaa kompaktisti avaruuteen L?(2). Kun muiste-
taan, kuinka paljon ongelmia ensimmaisessa luvussa aiheutti kompak-
tiuden harvinaisuus aéretonulotteisissa normiavaruuksissa, on helppo
uskoa, ettd Rellich-Kondrachovin lause on oiva tyokalu.

Rellich-Kondrachovin lauseen pohjana on Arzela-Ascolin lause, joka
on erdanlainen aaretonulotteinen vastine Bolzano-Weierstrassin lauseel-
le. Arzela-Ascolin lause sanoo, ettd mikéali kompaktissa metrisessi ava-
ruudessa on madritelty pisteittdin rajoitettu, yhtajatkuva, reaaliarvoi-
nen funktiojono, niin talld funktiojonolla on osajono, joka suppenee ta-
saisesti koko madrittelyavaruudessa. Lauseen todistus ei ole kovin vai-
kea — huomataan ensin, ettd kompakti metrinen avaruus on separoitu-
va, ja konstruoidaan Cantorin diagonaalimenetelmélld funktiojonolle
sellainen osajono, joka suppenee pisteittdin maarittelyavaruuden nu-
meroituvassa, tiheéssd osajoukossa. Kolmioepayhtalon avulla voidaan
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todeta, ettd tdméa osajono suppenee tasaisesti méarittelyavaruudessa.
Yksityiskohdat ovat esimerkiksi kirjassa [21].

Rellich-Kondrachovin lause seuraa Arzela-Ascolin lauseesta. Ideana
on silottaa funktiot u; ja osoittaa, ettd silotettujen funktioiden jono
toteuttaa Arzeld-Ascolin lauseen ehtoja. Lauseen todistus on kirjassa
[11].

1.2. Heikot ratkaisut. Kerrotaan ongelmassa (3) esiintyvi yhté-
16

_Apu =f (a:,u)

puolittain testifunktiolla ¢ € C§°(2) ja integroidaan puolittain, jolloin
saadaan yhtélo

[ ~Buta) etarte = [ fa,u)pta)ds

Kun edellisen yhtélon vasen puoli osittaisintegroidaan ja muistetaan,
ettd testifunktio havida alueen () reunalla, saadaan yhtélo

(4) / V()2 Va(a) Vo) die = / £ (@, u(z)p(@)de.

Edelld merkintd Vu(z)V(x) tarkoittaa tietenkin vektoreiden Vu(z) ja
Vu(z) sisdtuloa. Myos myShemmin téssé luvussa kiytetddn notaation
keventamiseksi vektoreiden a,b € R" sisdtulolle merkintda ab.

MAARITELMA 2.10. Jos funktio u € W, (Q) toteuttaa yhtdlon (4)
kaikilla testifunktioilla ¢ € C§°(2), sanotaan, ettd funktio u on ongel-
man (3) heikko ratkaisu.

Ongelmassa (3) on osoitettava, ettd kyseisella reuna-arvo-ongelmalla
on olemassa heikko ratkaisu, jonka [|-[|; -normi ei ole nolla. Téllaista
heikkoa ratkaisua kutsutaan epétriviaaliksi.

Huomataan, etté toisin kuin ongelman (3) klassisen ratkaisun, hei-
kon ratkaisun u ei tarvitse olla C%-funktio, eiki edes C*-funktio, vaikka
yhtélossé (4) esiintyy termi Vu. Kyseessi on vain funktion u heikko de-
rivaatta, joka on olemassa, koska vaaditaan, ettd u € W, (). Heikot
derivaatat ovat mielekés yleistys, koska analyysi Banach-avaruudessa
Wy P(€2) on hedelmillisempés kuin epitiydellisesséd normiavaruudessa
C?(2). Tilannetta voi verrata siihen, ettd yksiulotteista analyysia ei
tehdé epétaydellisessd metrisessid avaruudessa QQ, vaan sen taydenty-
maésséa, avaruudessa R.

1.3. Reuna-arvo-ongelman yhteys vuoristosolalauseeseen.
Koska Sobolev-avaruus W, *(2) on Banach-avaruus, vuoristosolalauset-
ta voidaan tietyissé olosuhteissa kdyttéé reuna-arvo-ongelman (3) rat-
kaisemiseen. Halutaan osoittaa, ettd on olemassa funktio u € VVO1 P(Q),
[ull,, # 0, joka toteuttaa yhtdlon (4) kaikilla testifunktioilla ¢ €
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C°(Q). Jos on funktio I € CH(W,?(Q)), joka toteuttaa vuoristoso-
lalauseen ehdot ja jonka Fréchet-derivaatta pisteessi u € W, () on

(5) Dl(u)U:/Q\Vu(acﬂp_Q Vu(m)Vv(x)dx—/Qf(ac,u(x))v(x)dx

kaikilla v € W, (), reuna-arvo-ongelma (3) on vuoristosolalauseen
nojalla ratkaistu. Kéy ilmi, ettd jos annettu funktio f toteuttaa nel-
jd myohemmin annettavaa ehtoa, vuoristosolausetta voidaan kayttéa
reuna-arvo-ongelman ratkaisemiseen.

2. Funktion / Fréchet-derivoituvuus

Jotta reuna-arvo-ongelma (3) olisi mielekds, annetulta funktiolta f
on vaadittava tietynlaista sdannéllisyytta.

MAARITELMA 2.11. Jos funktiolle f : Q@ x R — R pétee, ettd f(x,t)
on mitallinen muuttujan x suhteen kaikilla ¢ € R ja jatkuva parametrin
t suhteen kaikilla z € ), sanotaan ettd funktio f on Carathéodory-
funktio.

Vaatimus 1. Reuna-arvo-ongelmassa annettu funktio f on Carathé-
odory-funktio.

Funktio f saa siis olla melko patologinen muuttujan x suhteen, mut-
ta sen kdyttdytyminen muuttujan ¢ suhteen on tiukasti sddnneltyé. Jos
esimerkiksi f; : @ x R — R,

f1($,75)={

niin funktio f; on patologisuudestaan huolimatta Carathéodory-funktio.
Sen sijaan sdannollisempi funktio fo : Q@ x R — R,

1 kunze Q"N
0 muulloin,

1 kunt>0
f2<x’t)_{ 0 kunt <0,

ei ole Carathéodory-funktio.
Asetetaan seuraavaksi funktio F': Q@ x R — R,

F(z,s) = /OS f(z,t)dt.

Talloin analyysin peruslauseesta seuraa, etta

agF(x, s) = f(x,s) kaikilla (z,s) € Q x R.
s

Jotta vuoristosolalauseen reuna-arvo-ongelmaan kytkeva funktio I voi-
taisiin madritelld, annetulta funktiolta f on vaadittava seuraava kas-
vuehto.
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Vaatimus 2. On sellainen ¢ € (1, p*), ettd
(6) |f(z, )] < clx) +Cls|",

missi, ¢ € L9(Q), ja C > 0 on vakio. Téssi, kuten mychemminkin,
luvun ¢ oletetaan aina olevan luvun ¢ duaalieksponentti — on siis

1 1
- + - = ]_
q g
Duaalieksponentit esiintyvét esimerkiksi aiemmin mainitussa Holderin
epiyhtilossi, joka sanoo, ettd jos u € L(Q) ja v € LY(Q), pitee
w € LY(Q) ja
Juvlly < flull, o], -

Holderin epayhtalod kaytetaan lukuisia kertoja tdméan luvun lauseiden
todistuksissa.

Kasvuehto (6) toteutuu sitd varmemmin, mitd pienempi funktion
koko (LP-normien mielesséd) on muuttujan x suhteen ja mitd hitaam-
min funktio kasvaa muuttujan s suhteen, erityisesti origon lahella. Poh-
ditaan hetki, miksi ndin on. Koska LP!(Q2)-avaruus sisiltda kaikki ava-
ruudet LP(€)), missd p > p1, niin funktion koolle muuttujan x suhteen
asetetaan sité voimakkaampi rajoite, mité suurempi luku ¢’ on. Luku
¢ on sitd suurempi, mitd pienempi luku g > 1 on. Mikéli funktion kas-
vu muuttujan s suhteen on nopeaa origon lahella, luku ¢ on asetettava
lihelle ykkosta, jotta |u|?" kasvaisi riittéviin rajusti origon lihelli.

Tietenkdén funktion hidas kasvu muuttujan s suhteen origon ldhella
ei auta, mikéli funktio kasvaa suuremmilla muuttujan s arvoilla esimer-
kiksi eksponentiaalisesti.

Havainnollistetaan vaatimusta 2 parilla esimerkilla. Jos Q = (0,1) C
R, niin funktio f3: 2 xR — R,

fa(x,s) =~V 4+ |5
toteuttaa kasvuehdon (6), silla valitsemalla ¢ = 2 pétee
|s| = |s]97", / ‘x_l/ﬂq dr =2 < 0.
Q
Jos funktion kasvu muuttujan s suhteen on origon ldhell& voimakkaam-
paa kuin edelld, voi herkésti kiiyda huonosti. Olkoon f; : Q@ x R — R,
Falw,s) = a7/ 4 |2

Jotta olisi
|s|'* < |s|"" kaikilla s € R,

on oltava ¢ = %. Talloin ¢ =4 ja

/‘x1/4’q/dx:/‘xl|dx:oo,
Q Q

joten funktio f; ei toteuta vaatimusta 2.
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Vaatimuksen 2 merkityksen tutkiminen konkreettisissa esimerkki-
tapauksissa tekee toivottavasti helpommaksi ymmaértaa jatkossa esi-
tetttévid, melko abstrakteja lauseita ja niiden todistuksia. On hieman
erikoista, ettd ainakaan omissa vuoristosolalauseen sovellusta késitte-
levissa lahteisséani ei millddn tavalla havainnollisteta tai konkretisoida
kasvuehtoa (6).

Tehddan sopimus, ettéd aina kun jatkossa esiintyy eksponentti ¢, sen
oletetaan kuuluvan vélille (1,p*) ja olevan sellainen, ettd funktio f
toteuttaa vaatimuksen 2.

Vaatimuksen 2 avulla voidaan osoittaa, ettd funktiota I varten tar-
vittava funktio G : Wy ?(Q) — R,

G(u):/QF(a:,u(x))dx,

on hyvin méiritelty. Todetaan ensin, ettéi kun u € W, ?(), niin funk-
tiolle F' pétee

lu(z)|
o) < [ 15 s)lds
0
(7) < Oy fu(@)|” + |u(x)] c(z)
= Crfu(@)” + g(x),
missi C; = C/q > 0jac e LY (Q). Koska u € Wy (Q), niin u € LI(1).

Koska g = |u| ¢, niin Holderin epéyhtélon nojalla péitee g € L1(€).
Seuraavan proposition todistus seuraa artikkelin [8] todistusta.

PROPOSITIO 2.12. Funktio G on hyvin mddritelty.

Tobistus. Kéayttamalld kolmioepayhtalod ja differentiaalilasken-
nan valiarvolausetta saadaan

|F (2, u(x))] < [F(z,0)| + |F(z,u) — F(z,0)]

3F(JE, s)

< F(,0)]+ sup |5

s€[0,u]

Jul .

Olkoon ¢ € L9 () vaatimukseen 2 liittyvi funktio. Koska

0
%F(x,s) = f(z,s),
vaatimuksen 2 nojalla péatee
0
F@.0)+ sup |2 F(r.s) o
€[0,u]
< g(x) + (c(x) + C sup [s|") [ul
s€0,u

< g(x) + c(@) [u] + C'ful*.
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Koska u € L9(S2), Holderin epayhtélon nojalla

WWN§AWWW@WW
< Nglly + el Nl + Ca Jjull? < oo,
joten funktio G on hyvin maaritelty. O

Viimeinkin voidaan asettaa funktio 7, joka liittda vuoristosolalauseen
reuna-arvo-ongelmaan. Asetetaan I : Wy (Q) — R,

mozgmm—Gw»

Muistutetaan vield, ettd Sobolev-normina on

1/p
nwmz(éww)

Edellisen proposition nojalla funktio I on hyvin maaritelty. Pyritdan
osoittamaan, ettd I € CH(W,7(Q)) ja

DI(u)v:/Q]Vu]p_QVuVU d:z;—/gf(x,u(x))v(x)d:c

kaikilla u,v € VVO1 P(QQ). Kiinnitetaan seuraavaa lemmaa varten u €
W,y P (Q) ja asetetaan lineaarikuvaus A : Wy (Q) — R,

Av—/gf(a:,u(x))v(x)dx.

Lineaarikuvaus A on hyvin mééritelty, silli kaikilla v € W, () pétee
[Av[ < || f(z, u)l, o]l

< (llell, + €

/) Il < oo

Edelld [lu?"]|, < oo, silld (¢ — 1)¢ = ¢. Seuraavan proposition todis-
tuksen alkupuolella on kéytetty ideoita artikkelista [8|.

PROPOSITIO 2.13. Funktiolle G pitee G € CY(W,7(Q)) ja
DG (u)v = Av kaikilla v € W, ().

TobIsTUS. Osoitetaan ensin, ettd funktio G on Fréchet-derivoituva
ja DG(u)v = Av. On néytettavi, ettd

G+ h) — G(u) — Ah| _

8 0.
®) 1Al =0 12l

Jos

(9) |G(u+ h) — G(u) — Ah| o,

im
Ill,—0 172l
niin Poincarén epéyhtélon nojalla yhtélo (8) pétee.
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Huomataan, ettd mikili jokaisella jonolla (h,) C L), [|hall, — O,
on osajono (hy, ), jolle pitee

G(u + h,) — G(u) — Ahy,|
1o Il

niin yhtélo (9) pétee. Tunnettu tulos LP-avaruuksien teoriasta sanoo,
ettd mikili on jono (hy,) C L1(Q), jolle pitee [|hy,|[, — 0, niin on osajono
(hn,) ja funktio g € L9(Q) siten etté

|(hn,, (x))] < g(z) melkein kaikkialla joukossa (2.

Voidaan esimerkiksi valita sellainen osajono (h,, ), etté

(), < (1/2)749,

— 0,

ja asettaa

g(@) = |(hn, ()]
Osoitetaan yhtélo (9) todeksi kiyttdmalla funktion f kasvuehtoa (6),
tietoa, ettd funktio F' on osittaisderivoituva muuttujan u suhteen, ja
Lebesguen dominoidun konvergenssin lausetta. Merkitadn selkeyden
vuoksi

F(zu(z)+hn (m))—F(m,u(m))—%F(m,u(m))hn (z)
@:{ : 8 o (0) 0

hnk ()
0, kun A, (z)

jolloin
|G (u+ hy,) — G(u) = Ahy, | < /Q 1O [, ()] dz < [[O]], [I2]],, -

Koska funktio F' on osittaisderivoituva muuttujan u suhteen, pétee
© — 0 kun ||Ay, ||, — 0.
Yhtéalo (9) pétee, mikili on
9], — 0 kun thqu — 0.

Dominoidun konvergenssin lauseen nojalla riittdi 16ytdd L!-funktio,
joka dominoi funktiota [©]? . Kayttamalld ensin differentiaalilaskennan
viliarvolausetta, sitten kasvuehtoa (6) ja epéayhtaloa

(a+b)" < 2PaP 4 2PHP
saadaan
ol <| g Fauta)| +sw
p(@)€[u(@) u(@)+hn ()]
< 2¢(z) + Cy (Ju(@)] + [hn, (2))* + C1 Ju(z) "
< 2¢(z) + Cy (274 1) |u(x)|T" 4+ C129g(2)T L.

- F(z,9(2))

Siis
07 < 37(27¢(x)” + CF (27 +1)7 Ju(x)|? + CF 2% g(x)7) =: e(z)
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ja e € L'(), joten pitee
18], — 0 kun |[Ay, ||, — 0
ja siten
—Gu)— A
lim |G(u+ h) — G(u) h|

= 0.
IA]l,—~0 1A,

Osoitetaan vield, ettéd funktio G on jatkuvasti derivoituva. Muistetaan,
ettd funktio f on Carathéodory-funktiona jatkuva muuttujan u suh-
teen. Kayttamalla Holderin epéayhtélod saadaan

limsup ||DG(u + hy,, ) — DG(u)||

k—o0

< limsup sup / |f(z,u(x) + hp, (2) — fz,u(x))] |v(z)| de

k—oo vl ,<1JQ

N
Py

snm&m(lgﬂauuw+mxm>—ﬂ <mqm) D

k—o0

missd D > 0 on sellainen luku, etta

sup vl < D.
[oll1 <1

Osoitetaan dominoidun konvergenssin lauseen avulla, etta

lim (/Q |f (2, u(x) + h, (1)) — f(z,u(z)|? dx) ’ = 0.

k—o00

Kayttamalla vaatimuksen 2 kasvuehtoa voidaan arvioida, etta

(@ u(@) + huy(2)) = f (2, u(@)]”

< (If (@, u(@) + by ()] + |f (@, u(@)])”

<27 |efa) + C [u(@) + ho ()| |" 27 |e() + Clula)"["
)

< 2727 e(@)|" + 2707 [u(w) + hny ()| + 27 [e(a)|” + C7 Ju(w)|")
< a(z),

missd o € L'(Q). Téllainen funktio o on olemassa, silla
(@) + oy ()] < 2(fu(@) | + [, (2)]),
ja alemmin on todettu, ettd funktio g € L?(§2) dominoi funktioita h,,, .

Nyt dominoidun konvergenssin lauseen nojalla pétee

1
7

i ([ 1760 u6e) + o (0) = flaalo)l? do) " o,

k—o0

joten
limsup ||DG(u + h,,) — DG(u)|| =

k—o00
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On siis oltava myos

li]gglf |DG(u + hy,) — DG(u)|| =0
ja siten
(10) kh_)rgo |DG(u+ hy,) — DG(u)|| = 0.

Siis mielivaltaisella jonolla (h,) C LI(Q), ||hy|[, — 0, on osajono (hy,),
jolle yht&lo (10) pétee. Siis on
lim ||[DG(u+ h) — DG(u)|| =0,

lIRll,—0
joten Poincarén epayhtélon nojalla

lim || DG(u+ h) — DG(u)|| =0,

1Bl =0
ja siten funktio G on jatkuvasti derivoituva. O

Tarkastellaan seuraavaksi funktiota £ : Wy*(Q) — R,

1
E(u) = » lully,, -

Pyritiéin osoittamaan, ettd £ € C1(W,P(Q)) ja
(11) DE(u)v = / IVulP > VuV kaikilla u,v € W, ?(Q).
Q

Yllattaen kahden edellisen proposition todistusideoista on hyotyé téa-
mén niyttdmisessi. Osoitettiin, ettd funktio G : W, 7(Q) — R,

G(u):/ﬂF(:U,u(x))dx,

on jatkuvasti derivoituva ja

DG(u)v:/Q%F(x,u(az))v(az)daz.

Mitd ominaisuuksia funktiolta F' : 2 x R — R vaadittiin, jotta edel-
liset tulokset oli mahdollista todistaa? Tietenkin piti olla varma, et-
td funktio F' todella on osittaisderivoituva muuttujan u suhteen, ja
lisiiksi tarvittiin funktiota F' koskeva kasvuehto (7). Todistusten kan-
nalta ei kuitenkaan ollut valttamatonta, ettd funktion F' maarittely-
joukko on juuri 2 x R — yhtd hyvin méarittelyjoukkona olisi voinut
olla 2 x R™. Lisdksi edellinen todistus olisi ollut hyvin samanlainen,
jos funktion G' maérittelyjoukko olisi avaruuden VVO1 P(Q) sijaan ollut
avaruus LP(£2; R™).

Oltaisiin siis voitu yhtad hyvin olettaa, ettd funktion G maérittely-
joukko koostuu LP(2)-integroituvista funktioista u :  — R™ ja funk-
tion F' maéarittelyjoukko on 2 x R™, ja osoittaa, ettd funktio G on hyvin
mééritelty ja C'(LP(Q; R"))-funktio.

43



Edeltava pohdinta mahdollistaa ketjusdénnon hyodyntadmisen osoi-
tettaessa, etti £ € C'(W,"(Q)). Funktio E voidaan ajatella yhdistet-
tyné kuvauksena

1
WyP(Q) = LP(Q;R™) — R, u = Vu ; [Vul.

On téarkedd muistaa, ettd Sobolev-avaruuden mééritelmén mukaan hei-
kot derivaatat ovat paitsi olemassa, myos LP({2)-funktioita. Siis

ou ou
— ((—— - p . n
Vu = (axl,...,a%) € LP(Q;R")

ja siten ketjukuvaus on ainakin méaaritelty.
Seuraavan proposition todistuksessa on kiytetty ideoita artikkelista
8].

PROPOSITIO 2.14. Funktiolle E on E € CY(Wy™(Q)) ja lisiksi yh-
talo (11) pdtee.

TobisTuS. Asetetaan funktio e : 2 x R — R,

1
e(z,u) = —|ul”.
p

Koska p > 1, funktio %e(m,u) on médritelty kaikilla (z,u) € Q X
R?, Ze(z,u)v = [uf*uv, ja |Ze(z,u)| = |uf'~". Toistamalla kah-
den edellisen proposition péattelyd voidaan nahda, ettd funktio Ej :
LP(O;R™) — R,

Ey(u) :/Qe(x,u(x))dx

on hyvin mééritelty, E; € C*'(LP(Q;R"™)) ja
DE(u)v = / lu’"% uv kaikilla u, v € LP(Q;R").
Q

Huomataan, etté funktio E voidaan esittédé yhdistettyné funktiona F;o
E,, missé By : (WyP(Q) — LP(;R™), Fy(u) = Vu. Koska funktio F,
on lineaarikuvaus, se on tietenkin jatkuvasti derivoituva ja pétee

DE,(u)v = Vv kaikilla u, v € W, 7(Q).

Kuten ensimmaisen luvun pykélassa 2.2 todettiin, ketjusdénto pétee
Fréchet-derivaatalle. Siten E € C1(W, () ja pétee

DE(u)v = DEy(Fy(u))DEy(u)v
= DE,(Vu)Vv

= / |VulP? VuVo kaikilla v, v € Wy?(9).
Q

44



Kokoamalla tulokset yhteen voidaan ottaa ensimmainen askel kohti
luvun padlausetta, joka yhdistdd vuoristosolauseen p-Laplace reuna-
arvo-ongelmaan.

LEMMA 2.15. Funktiolle I pitee I € C*(W,7(Q)) ja
DI(u)v = / \Vul""> VuVu dz — / flz,u(x))v(x)de
Q Q

kaikilla u,v € W, (9).
TobDISTUS. Lemma seuraa kolmesta edellisestéd propositioista. [l

Seuraavassa kappaleessa tavoitteena on osoittaa, ettd funktio I to-
teuttaa vuoristosolalauseen ehdot. Olisi toivottavaa, ettd reuna-arvo-
ongelmassa annettavalta funktiolta f edellytettévat vaatimukset 1 ja 2
riittéisivat, mutta valitettavasti funktiolle f on asetettava vield kaksi
lisdehtoa, joista toisen merkitys on melko hankala hahmottaa. Tdhan
asti on totuttu vain kiyttdméadn Palais-Smalen ehtoa ja muita vuoristo-
solalauseessa vaadittavia ehtoja. On mielenkiintoista siirtya tutkimaan,
millaista on osoittaa, ettd jokin funktio toteuttaa ndmé ehdot. Kay il-
mi, ettd tdmé on huomattavasti teknisempééd ja analyyttisempéa kuin
vuoristosolaehtojen kiytto, joka on luonteeltaan vahvan geometrista.

3. Vuoristosolaehdot funktiolle /

3.1. Palais-Smalen ehto funktiolle /. Todistettaessa, ettéa funk-
tio I toteuttaa Palais-Smalen ehdon, tarvitaan Rellich-Kondrachovin
lausetta seké kohta esitettavaa propositiota 2.16, joka on usein kaytto-
kelpoinen tutkittaessa p-Laplace operaattoria. Proposition 2.16 todis-
tusta varten tarvitaan seuraavia epayhtaloita, jotka on esitetty artik-
kelissa [13]. Olkoot a,b € R™. Pétee

(12) (|b|p*2 b— |a|p*2 a) (b—a)>2*7|b—al
kun p > 2, ja
b—al?

(1+ Jal” + o) 072

(13) (b0 —lal"a) (b —a) = (p— 1)

kun 1 <p < 2.
Seuraavan proposition todistuksessa ei ole kdytetty muita kirjalli-
suustietoja kuin epayhtalsita (12) ja (13).

PROPOSITIO 2.16. Mikdli on jono (u,) C Wy*(Q) ja u € Wy (Q)
siten ettd u, — u, ja patee

/ IV, | Vi,V (u, — u) = 0
Q

. 1
kun n — oo, niin u, — u avarvudessa Wy (£2).
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TopisTus. Huomataan, etté kun alkio € W, ”(Q) on kiinnitetty,
niin kuvaus 7 : W, 7(Q) — R,

T(v) = / Vul["2 VuVo,
Q
on lineaarikuvaus. Lisdksi se on jatkuva, silla

uw|sl/|VuW”|VquU
Q

= [ va v
Q
) 1/p' 1/p

< (/ yvu|p<p—1>) (/\wp)

Q Q

1/p 1/p

- (freer) (o)

Q Q

= JJul["" |Jv]| < oc.

A . 1 .
Siis lineaarikuvaus 7' kuuluu Sobolev-avaruuden W,”(Q2) duaaliavaruu-
teen, ja koska u, — u, on

/ IVul"~* VuV (u, —u) — 0.
Q
Kun otetaan huomioon myé6s oletus, saadaan
/(]Vu\pQ Vi — | V|’ Vi, )V (u, — 1) — 0.
Q

Oletetaan ensin, ettd p > 2. Talloin epayhtdlon (12) nojalla patee

/ |Vu — Vu, |’

Q

< o2 / (Va2 Vi — [V~ Vi)V (1, — 1) — 0,
Q

joten
= wnlly, = 0.

Oletetaan seuraavaksi, ettd 1 < p < 2. Télléin luvut 2/p ja 2/(2 — p)
ovat duaalieksponentteja, joten kayttamlla Holderin epéayhtiloa saa-
daan

/ |Vu — Vu,|’
Q
— 2=

Vu — Vu,|’ pp
‘/( e (L4 [Vuf 4T, )5S
Q 2

2—p

14 |Vul® + |Vu,[)) ="

2 5 2=p
< / ‘Vu2 Vun| — </(1 + |Vu|2 + |Vun|2)§>
o (1+|Vul” + |Vu,|") = Q
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Koska epayhtalon (13) nojalla on
|Vu — V|
1+ |Vul* + |Vu, ) F*

|Vu — Vu,|? :
5 N — 0 kun n — oo.
o (1+|Vu|” 4+ |Vu,|") 2

Jos siis patee

(p—1) < (|VulP ™ Vu—| VP Vi, )V (up—u),

patee

2—p

2
(/(1 + |Vu|2 + |Vun|2)g) < 00,
Q

niin [|u — u,l|;,, — 0. Huomataan, ettd jos a,b > 0 ja p € R, niin
(a+b)? < (2max(a,b))? = 2P max(a, b)? < 2P(a? 4+ V7).
On siis
(14 |Vul]® + [Vu,[))2 < 25(1 + |Vul*)? + 22 |Va,|”
<P 4 27 |Vl 4 22 |Vu,|” .

Siis
2—p

=E
(/(1 + |Vu|2 + |Vun|2)g) < 00,
Q

joten [lu — up|[, , > 0kun 1 <p <2.
On osoitettu, ettd ||u — uyl|;, — 0 kan p > 1. Siis u, — u avaruu-
dessa W, (Q). O

Seuraava propositio ei suoraan kerro, etté funktio I toteuttaisi Palais-
Smalen ehdon, mutta kun annetulle funktiolle f kohta asetetaan yksi
lisdvaatimus, propositio auttaa toteamaan Palais-Smalen ehdon toteu-
tumisen.

PROPOSITIO 2.17. Jos jokaisella jonolla (u,) C W,P(Q), jolle
(I(uy,)) C R on rajoitettu ja DI(u,) — 0 operaattorinormin mielessd,
on rajoitettu osajono, niin funktio I toteuttaa Palais-Smalen ehdon.

TobisTus. Olkoon (u,) C Wy™(Q) jono, jolle (I(u,)) C R on ra-
joitettu ja DI(u,) — 0. Osoitetaan, ettd jos jonolla on rajoitettu os-
ajono, silla on suppeneva osajono. Muutetaan heti indeksointia siten,
ettéd tarkasteltava jono (u,) itse on rajoitettu jono.

Rellich-Kondrachovin lauseen nojalla on sellainen u € W, (Q) ja
0sajono (un,) C (), etti u,, — u avaruudessa W, (Q) ja u,, — u
avaruudessa LP(€2). Proposition oletuksista seuraa, ettd derivaattaku-
vauksen operaattorinormille patee

1D (tn, )| = 0.
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Operaattorinormin maéritelmén nojalla patee

/ |V, |~ 2Vunk (Un,, — /f T, Uy, ) (Up, — u)
< I DI ()| Jtiny, — ully,,
kaikilla k£ € N. Tiedetdan, etta

I DI (up ) Nwny, — ully,, = 0 kun k — oco.

Toisaalta reuna-arvo-ongelmassa annetusta funktiosta f tiedetdéan vaa-
timuksen 2 nojalla, ettéd jos v € LP(£2), niin péLtee

el < ([ uer)” e,

missd C' on jokin funktiosta w riippumaton vakio ja my6s funktio ¢ €
L”(Q) on funktiosta u riippumaton. Koska jono (u,,) on rajoitettu,

patee
/ £ (2 4 )ty — )
9]

kun k — oo, ja néin ollen

< S (s g (@) 1y, = wll,, =0

/Q |Vun,€|p72 Vi, V(tuy, —u) — 0

kun £ — oo. Tasta seuraa proposition 2.16 nojalla, ettd w,, — u

avaruudessa I/VO1 P(Q2). Siten funktio I toteuttaa Palais-Smalen ehdon.
O

Oletetaan, etti (u,) C WyP(R2) on jono, jolle (I(u,)) C R on ra-
joitettu ja DI(u,) — 0. Jos pystytddn osoittamaan, ettd jono (u,)
on rajoitettu, edellisesté propositiosta seuraa, ettd funktio I toteuttaa
Palais-Smalen ehdon. Koska jono (I(u,)) on rajoitettu, on sellainen
vakio R € R etta

1
) = > uall, = [ Flaun(a))ds < R
p ’ Q
Edellisen kappaleen epéayhtdlossa (7) todettiin, etté

[F(z, u(z)] < Cr |u()]” + g(2),

missi C} on vakio ja g € L'(Q2). Jos a > 0 ja joukko € ositetaan
jokaisella n € R siten etta

Q,={2€Q : |uy(z)| >a}, Q, =Q\Q,,
epayhtélosté (7) seuraa, ettéd on sellainen luvusta n riippumaton vakio
N etté

/ F(z,u,(x))dx < N kaikilla n € N.

n

48



Ongelmana on, ettd integraalia

/ Fla, up(2))dz

n

on vaikea kontrolloida — Sobolev-funktioiden wu,, ei tarvitse olla oleelli-

sesti rajoitettuja. Helpoin ratkaisu olisi asettaa reuna-arvo-ongelmassa

annetulle funktiolle f sellainen lisdehto, ettd myos tata viimeisinté inte-

graalia voitaisiin arvioida ylospain luvusta n riippumattomalla vakiolla.

Néin ei kuitenkaan haluta menetella, koska t&lloin vuoristosolalauseen

avulla voitaisiin tutkia vain harvoja p-Laplace reuna-arvo-ongelmia.
Tehdiidn ovela havainto: koska kaikille u, v € W, () on

wv = w(z) P72 Vu(z)Vo(x)dr — x,u(x)v(x)dx
DIt = [ [Vu@)P™ Vu@)Volads - [ faute)ote)ds
erityisesti patee

DI(uy)uy,

N / V() Vun(fc)‘Vun(l’)d“’_/f(x,un(fv))un(x)dx
Q Q

— / IV, (2) P2 Vg ()| dz — / [z, un(2))u, (z)dx
Q Q

= / |V, (x)” doe — / [, up(x))uy, (z)de
Q Q

= luall, = [ o)) (o)

Koska toisaalta operaattorinormin maaritelméan nojalla patee

| DI(un)un| < unlly, [DI(un)]l

saadaan epayhtalo

HunHﬁ’,p—/Qf(%un(w))un(x)dx < Nl (1T (un)

Tama oivallus on yksi keskeisista lahtokohdista asetettaessa annetulle
funktiolle kolmas vaatimus.

(14)

Vaatimus 3. On sellaiset luvut 6 > p ja so > 0 ettd
0<OF(x,s) < sf(z,s) kaikilla = € Q, jos |s| > so.

Pyritddan ensin saamaan hieman lisdvalaistusta kolmannen vaatimuk-
sen luonteesta palaamalla hetkeksi esimerkkifunktioiden pariin. Aikai-
semmin todettiin, ettd esimerkkifunktio f3(z,s) = x7'/4 4|s| toteuttaa
vaatimuksen 2. Tutkitaan nyt, toteuttaako se vaatimuksen 3. Olkoon

s > 0. Patee

S
1
Fs(z,s) = / eV ftdt = sV + 552.
0
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Jos 0 >pjas>0,on
1
OFia,s) = (s +5), sfalas) = sa™/1+ 52

Jos on kiinnitetty mitkd hyvénsd 6 > 1 ja sy > 0, niin on sellainen
€(f,s0) > 0 etté

OF5(x,s0) > sof(x,s0) kun = < €(0, s9).

Siis funktio f3 ei toteuta vaatimusta 3. Mika kiikastaa? Ongelmana
tuntuisi nyt olevan, ettd funktio f; kasvaa liian hitaasti muuttujan s
suhteen!

Muistutetaan mieleen, ettd vaatimuksessa 2 edellytetddn, ettd on
q € (1,p) ja c € LY(Q) siten ettd

1f(z,8)] < e(z) +C|s|" .

Uusi esimerkkifunktio f5 : (0,1) x R = R, f(z,s) = 2~ /2¢ +5|s|" ",
q € (p,p*), toteuttaa vaatimuksen 2, ja néyttdd lupaavalta myos vaa-
timuksen 3 suhteen. Jos nimittdin 0 > p ja s > 0, on

/ 5 /
OFs(z,s) = 0(sz V% + Zs9), sfs(x,s) = sz~ /% 4 5st.
q

Jos siis 0 € (p,q) ja sy on suuri, niin erotus
q q

on suuri. Funktio f5 ei tédstd huolimatta aivan toteuta kolmatta vaati-
musta, silla kun x ldhestyy nollaa, erotus

(0 —1)sz— 1/

kasvaa rajatta. Téméan ongelman voisi korjata esimerkiksi siten, etté
jollekin M € N olisi ¢: (0,1) — R,

c(z) = max(M, 2~/

ja fe(z,s) = c(x) + 5s77!, jolloin funktio fg toteuttaa vaatimukset 2 ja
3.

Néiden esimerkkien pohjalta voi tehd& johtopaatoksen, ettd vaati-
mus 3 toteutuu, mikéli annettu funktio kasvaa riittdvin nopeasti muut-
tujan s suhteen eiké ole liian singulaarinen muuttujan x suhteen. Siis
muuttujan s suhteen vaatimus 3 vetda eri suuntaan kuin vaatimus 2,
mutta muuttujan x suhteen vaatimukset ovat samansuuntaisia.

Tasta lahtien oletetaan, ettd annettu funktio f toteuttaa vaatimus-
ten 1 ja 2 lisdksi myOs vaatimuksen 3. Aina kun jatkossa mainitaan
luvut 0 ja sg, niiden oletetaan olevan sellaiset, ettd vaatimus 3 pétee
funktiolle f.
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Ei ole helppoa ndhda suoraan, mitd tekemistd vaatimuksella 3 on
Palais-Smalen ehdon kanssa. Ideana on, ettéd integraalia

/Q F(z, up(2))dz

on pystyttava kontrolloimaan juuri sen verran, etta jonon (I(u,)) ra-
joittuneisuudesta ja ehdosta DI(u,) — 0 seuraa, ettd jono (u,) on
rajoitettu.

Seuraavan lemman todistuksessa on kéytetty ideoita artikkeleista [9|
ja [10].

LEMMA 2.18. Funktio I toteuttaa Palais-Smalen ehdon.

TobisTus. Olkoon (u,) € Wy™(Q) jono, jolle (I(u,)) C R on ra-
joitettu ja DI(u,) — 0. Osoitetaan, ettd jono (u,) on rajoitettu, jol-
loin propositiosta 2.17 seuraa, ettd funktio I toteuttaa Palais-Smalen
ehdon. Asetetaan jokaiselle n € N

Q,:={x e : |u,(x)] > s0}, Q, :=Q\ Q.

Koska jono (I(u,)) on rajoitettu, on sellainen R € N etté

T(up) = = [Jun|?, — (/Q F(, up(z))dz + /Q F(m,un(m))dx)

n

kaikilla n € N. Arvioidaan erikseen edellisessé epayhtélossa esiintyneita
integraaleja. Edellisen kappaleen epayhtélosséd (7) todettiin, etté

|F(z, u(z))| < Cy Ju(z)|” + g(2),

missi C; on vakio ja g € L*(Q2). Téstd ja joukon €, méiritelmisti
seuraa, etta

J

missé vakio K € R ei riipu luvusta n. Joukossa €, patee |u,(z)| > so,
joten vaatimuksesta 3 seuraa, etta

/Qn F(x,u,) < %/Q un f (2, ).

Toisaalta vaatimus 2 sanoo, etté on vakio C' € R ja funktio ¢ € LY (Q)
siten etta

F(o,uy) < [Crsd vol (Q)|+/ 9(2)] do = K,
Q

/
n

|f(z,u)| < c(x) + Clul’".
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Tésta seuraa, etta

/Q U f (2, up,)

U
n

< |Cst vol ()] + so

/Qn c(x)dz

< |Cst vol ()] + 30/ le(x)] dx
0

= Ky < o0,

silld joukko € on #drellismittainen ja ¢ € L7 ().
Nyt voidaan péatella, etta

/Qn Un [ (2, Uy) = /Qunf(:c,un(:c))d:c — /% wn f (2, 1 (7)) dz

< / tn £ (5, () + IS,

ja edelleen saadaan

/;ﬂmegé(Amj@wm+Kg.

Asetetaan K := K7 + K3/0, jolloin
1 1

15 lullf, - K = [ wfw) < Tw) <R
p P 0 Jo

Koska ||DI(u,)|| — 0, on sellainen ny € N ettd ||DI(u,)| < 1 kun
n > ng. Kuten aiemmin paételtiin, on

lunll?, / wnf (2, 0,)

kaikilla n > ng. Tésté seuraa, ettéa

/Q tn () (2, () < (a2 + [,

= [DI(un)un| < lunll;,,

eli erityisesti
1 1 1
1) —glult, =~ gluly, g [ wfEw) <o

Epéyhtéloista (15) ja (16) saadaan lopulta, ettéd

1 1 1
(5= 5) okt = 5l < R+ 5
kun n > ng. Tiedetdén, ettd p > 1 ja

11
20,

p 0
Jos jono (u,) C Wy P(Q) olisi rajoittamaton, pétisi
1 1 1
(5= 5) okt = 5l =,
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miké ei ole totta. Siis jono (u,,) on rajoitettu ja siten funktio I toteuttaa
Palais-Smalen ehdon. g

3.2. Vuoristosolaehdot (1)—(3). Pyritddn osoittamaan, etta
funktio I toteuttaa Palais-Smalen ehdon lisdksi muutkin vuoristoso-
lalauseen ehdot. On siis osoitettava, etté

(1) 1(0) = 0.
(2) On sellaiset vakiot r,a > 0 ettd I(u) > a kun ||u|| = 7.
(3) On sellainen ug € H, ||ug|| > 7, ettd I(ug) <O0.

On helppo todeta, ettd funktio I toteuttaa ehdon (1): koska

F(z,0) = /0 f(z,s)ds =0,
on ’

1
IOz—Op—/Fx,dezo.
(0) pH [ Q( )

Keskitytédin seuraavaksi ehtoon (3). Osoitetaan, ettd funktio / on al-
haalta rajoittamaton, jolloin ehto (3) toteutuu. Tété tulosta varten
tarvitaan tieto, ettd on olemassa sellainen u € Wy (), etté joukko

{r e : ulx) > s}

on positiivimittainen. Tdmén voi nayttda esimerkiksi siten, ettd vali-
taan joukosta €2 jokin pallo, asetetaan funktio, joka saa arvon 1 téssi
pallossa ja arvon 0 muualla, ja silotetaan tdmé funktio. Silotusprosessi
on esitelty kirjassa [11]. Kéy ilmi, ettd kun funktio u on valittu si-
ten, ettd edelld mainittu joukko on positiivimittainen ja funktio u on
oleellisesti rajoitettu, patee

I(Au) - —oo kun A — oo.
Seuraavan lemman todistus seuraa artikkelin [9] todistusta.
LEMMA 2.19. Funktio I on alhaalta rajoittamaton.
Tobistus. Kun x € Q) ja t > sy, patee

< / (x’t>.

t = F(x,t)
Kun edellinen epéyhtélo integroidaan puolittain arvosta s; arvoon s,
s > s1, saadaan

| >

1

o
log <i> <log F(z,s) — log F(x, s1).
s

Tasté seuraa epayhtalo

(17) Fla,s) > ()",
missa P
v(x) = @ > 0 kaikilla z € Q.
51
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Kun w € W, ?(Q), w > 0 ja A > 1, méaritelldéin
My(w) :={x € Q : lw(x) > s1}.
Aiemmin todettiin, ettd voidaan valita sellainen oleellisesti rajoitettu

funktio u € Wy (Q), u > 0, etté vol (M;(u)) > 0. Kaikilla A > 1 piitee
M (u) C My(u), joten pétee

vol (Mi(u)) < vol (My(u)).

Osoitetaan, ettd I(Au) — —oo kun A — oo. Olkoon A > 1. Epéyhté-
16sté (17) seuraa, ettd

/MM) Fla, du) 2 / 7(@) (Au(x)) da

M (u)
=\ / y(z)u(z)’da
My (u)
~ VK (),

missa siis
K(u) :/ v(z)u(z)de.
My (u)

Nimitystd K(u) kiytetddn korostaaksemme sitéd térkedd seikkaa, et-
ta integraali K (u) riippuu funktiosta u, mutta ei luvusta A. Koska
F(z,s9) > 0 kaikilla x € €2, on

K (u) > 0 kaikilla u € W, (Q).
Kun jélleen muistetaan, etta
|F(z, u(z))| < Cylu(z)|” + g(2),

missid C) on vakio ja g € LY(Q), saadaan

/ F(x, \u) > — (C’lsg vol (2) + / g(x)d:z:) =K,
O\M, (u) 0

missa vakio K ei riipu luvusta A.
Nyt saadaan arvio

p
I0w) < 2 full, = MK () - K.

Koska 6 > p, edellisesté arviosta seuraa, etta [ (Au) — —oo kun A — oo.
Siis funktio I on alhaalta rajoittamaton. O

On todistettu, ettd jos annettu funktio f toteuttaa vaatimukset 1-3,
funktio I on jatkuvasti Frechét-derivoituva; on selvitetty derivaattaku-
vauksen lauseke; liséksi on osoitettu, ettd funktio I toteuttaa Palais-
Smalen ehdon ja on alhaalta rajoittamaton. Namé ominaisuudet ovat
valttaméattomia kun halutaan soveltaa funktioon I vuoristosolalauset-
ta, mutta ominaisuudet ovat myos yleisesti ottaen kiinnostavia: deri-
voituvuus, Palais-Smalen ehto ja alhaalta rajoittamattomuus kertovat
kaikki funktion I geometrisesta rakenteesta.
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Vuoristosolalauseen ehto (2) erottuu muista ehdoista, koska se on
pelkéstaan vuoristosolalausetta varten raétaloity, vailla yleisempad mie-
lenkiintoa. Siksi tdmén ehdon toteutumista ei késitella yhtd perusteel-
lisesti kuin muiden vuoristosolalauseessa vaadittavien ehtojen toteutu-
mista on téssa luvussa késitelty.

Jotta funktio I toteuttaisi vuoristosolalauseen ehdon (2), funktiolle
f on asetettava vield hankalasti hahmotettava neljas vaatimus, ja li-
séksi vaatimusta 2 on hieman teravoitettéava.

Vaatimus 4. Asetetaan
el
(18) )\1 = lnf {H’U—H];p LV E WOLP(Q) \ {O} .
P

ja vaaditaan, ettd annetulle funktiolle f pétee

lim sup f(x_’;)
N

< )\ tasaisesti kaikilla x € Q.

Artikkelissa |5]| osoitetaan, ettd luku A; on operaattorin —A, ensim-
miinen ominaisarvo avaruudessa W, (). Aihepiirin tarkempi késitte-
ly sivuutetaan, koska se ei liity luvun tavoitteisiin.

Aiemmin annetulle funktiolle f on asetettu vaatimus 2, joka sanoi,
ettd jos ¢ € L7 (Q) jollakin ¢ € (1,p*) ja C > 0, pitee

|f(z,u)| < e(x) + Clul'".

Seuraavaa, viimeistd lemmaa varten tata vaatimusta on vahvistettava.

Vahvistettu vaatimus 2. On sellainen C' > 0 ja ¢ € (1,p*), ettéd
patee

1f(z,8)] < C(]s|"" +1) kaikilla 2 € Q, s € R.

Voi kysya, miksi tatd ehtoa ei alun perin otettu vaatimukseksi 2. Tél-
16in moni edellisista todistuksista olisi helpottunut, mutta samalla olisi
jaanyt esitteleméattd hyodyllista tekniikkaa esimerkiksi Holderin epéyh-
taloon liittyen. Seuraavan lemman todistusideat ovat artikkeleista [9|
ja [10].

LEMMA 2.20. Oletetaan, ettd reuna-arvo-ongelmassa annettu funk-
tio f toteuttaa vaatimukset 1 — 4, missd ehto 2 on vahvistetussa muo-
dossa. Tilloin on sellaiset vakiot p, o > 0 ettd I(u) > a kun [[ul]; , = p.

ToDISTUS. Vaatimuksesta 4 seuraa, ettd voidaan valita 1 € (0, A1)
ja sitten 0, > 0 siten etta

f(z,s)

"% s

(19) <pkunze 0<|s|<d,.
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Vaatimuksesta 4 seuraa myos, ettd f(z,0) = 0 kaikilla x € Q. Tésté,
epayhtélosta (19) ja funktion F' mééritelméstd seuraa, etté

(20) F(z,s) < K |s|” kaikilla z € Q, kun |s| < J,.
p

Olkoon ¢ € (1, p*) sellainen, ettd vahvistettu vaatimus 2 pétee. Valitaan
¢ € (max(p, q),p*). Vahvistetusta vaatimuksesta 2 seuraa, etti

|F(x,s)| < % |s|? 4+ Cs,

joten on sellainen vakio K etté

|F(z,s)] < K(1+s]?) kunz € Q, s € R.
Téstéd seuraa, etté on sellainen vakio K etté
(21) |F(z,s)] < K |s|™ kaikilla x € Q, kun [s]| > §,,.
Epéayhtaloista (20) ja (21) saadaan
(22) F(z,s) < ||p+l(||‘11 kun z € Q, s € R.

Kayttamalla epéiyhtaloa (22) ja Poincarén epayhtélod saadaan

) = >l = [ Plow

1
wwz——/mwza/ww

Z Ml [ ——Ilull” K [Jullt,

P
SN N LIS T
oy
1
> ull, 3 (1 2) = Kallulty?] 2 a0
Y 1

olettaen ettd ||lul|, , = p on valittu niin pieneksi, ettd

1
! <1 _ ﬂ) — Ky > 0,
b A1

HB

g

3.3. Reuna-arvo-ongelman heikon ratkaisun olemassaolo.
Nyt voidaan osoittaa luvun péaatulos.

LAUSE 2.21. Olkoon f : Q x R — R Carathéodory-funktio ja F :

QxR —R,
Flz,s) = /0 Fla,7)dr

Oletetaan, ettd seuraavat ehdot pdtevdt.

56



(1)
f(z,s)

s

lim sup < A1 tasaisesti kaikilla x € €2,

s=0  |s
missa A; on opematlforin —A, ensimmdinen ominaisarvo avarvudessa
W ().
(2) On vakio C' >0 ja q € (1,p*) siten ettd patee

|f(x,8)| < C(|s|" + 1) kaikilla x € 2, s € R.
(3) On sellaiset @ > p ja sg > 0 ettd
0<0F(x,s) < sf(x,s) kaikilla x € Q, jos |s| > so.
Talloin reuna-arvo-ongelmalla
{—Apu = f(z,u), z€
u =0, x € 0f)

on epatriviaali heikko ratkaisu.

TODISTUS. Lemmassa 2.15 todettiin, etté funktiolle I : W, (Q) —
R

I(u) = 1/ |Vul? de — / F(z,u(zx))dz,
D Ja Q
pitee I € CY(W,7(Q)) ja

DI(u)v:/Q|Vu|p_2VuVU d:v—/gf(x,u(x))v(x)dx

kaikilla u,v € W,?(€). Aiemmin huomattiin, ettd I(0) = 0. Lem-
masta 2.20 seuraa, ettd on sellaiset vakiot p,a > 0 ettd I(u) > «
kun ||ul[, , = p. Liséiksi lemmasta 2.19 seuraa, ettd funktio I on al-

haalta rajoittamaton, jolloin erityisesti on sellainen e € W, 7(Q) etté
lell,,, > pjaI(e) < 0. Lemman 2.18 nojalla funktio I toteuttaa Palais-

Smalen ehdon. Vuoristosolalauseen nojalla on sellainen w, € VVO1 P(Q),
||u0||17p ?é O’ etta‘

DI(ugp)v = /Q Vo |~ VgV dx — /Q f(x,uo(z))v(z)de =0

kaikilla v € W,?(Q), joten 1y on reuna-arvo-ongelman epitriviaali
heikko ratkaisu. U
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