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Denna pro gradu-avhandling behandlar sfirisk geometri och kartprojektion-
er. Forsta kapitelet ger en introduktion till den icke-euklidiska geometrin sfirisk
geometri. Avstand och vinklar pa en sfar definieras och det bevisas bl.a att den
kortaste vigen mellan tva punkter pa en sfir alltid &r en storcirkelbage.

Harriot-Girards sats som siger att man kan rdkna ut en triangels area med hjalp
av sfirens radie och triangelns vinklar bevisas med hjilp av manskiror. Med hjilp
av denna sats fas ocksa en regel med vars hjalp man kan rdkna ut vinkelsumman
i en triangel. Denna regel ger bl.a. att vinkelsumman i en sfirisk triangel alltid &r
storre dn 180°.

Fyra trigonometriska formler for ratvinkliga sfariska trianglar bevisas med hjilp
av trigonometriska regler for trianglar i planet. En av dessa formler kallas for
Pythagoras sats for sfiriska trianglar, eftersom man med denna formel kan rik-
na ut en sidas langd i en triangel om man vet de andra tva sidornas langder.
Inom trigonometrin i planet &r sinus- och cosinussatsen centrala. Samma regler
som anvinds i planet kan inte anvindas for att rdkna ut vinklar och sidor i sfariska
trianglar, men i stéllet bevisas sinus- och cosinussatsen for sfiriska trianglar. Med
hjdlp av cosinussatsen berdknas bl.a. avstandet mellan Jyvaskyld och New York.

Andra kapitlet behandlar kartprojektioner. Med hjalp av kartprojektioner kan
jorden avbildas pa ett plan. Att avbildningen inte kan ske utan formf6érandring
bevisas. Skillnaderna mellan olika kartprojektioner beskrivs och tre kartprojektion-
er hirleds. En av de &dldsta kartprojektionerna dr den azimutala kartprojektionen
stereografisk projektion. Denna kartprojektionen hérleds geometriskt med hjilp av
ratvinkliga trianglar. Det bevisas ocksad med hjilp av ratvinkliga trianglar att den
stereografiska projektionen ar konform.

Mercators projektion dr en konform och cylindrisk kartprojektion, som inte
kan hirledas geometriskt. Denna projektion hérleds pa tva olika sétt. Forst hérleds
projektionen med hjilp av logaritmfunktionen och den stereografiska projektionen.
Dérefter hérleds projektionen med hjilp av villkoret att projektionen dr konform.
En stor fordel med en karta gjord med hjilp av Mercator projektion ar att var-
je linje representerar en loxodrom pa sfaren. En loxodrom &r en kurva pa sfiren
som skir alla meridianer och paralleller med konstant vinkel. Om man hela tiden
foljer samma kurs firdas man saledes efter en loxodrom, alltsi efter en rak linje
pa en karta gjord med hjéilp av Mercators projektion. Pa grund av denna egen-
skap anvinds Mercators projektion ofta ndr man ritar sjokort. Pa en stereografisk
projektion utgors loxodromen av en logaritmisk spiral. Detta bevisas med hjilp av
exponentialfunktionen. I exemplena berdknas bl.a. avstand ldngs loxodromen och
avstand ldngs storcirkelbagen.

Den sista kartprojektionen som behandlas dr Albers projektion. Albers projek-
tion skiljer sig mycket fran Mercators projektion, eftersom Albers projektion inte
ar konform. Albers projektion &r i stallet ytriktig och konisk. Med hjalp av dessa
villkor hirleds projektionen.
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KAPITEL 1

Sfiarisk geometri

Sférisk geometri behandlar geometrin pa en sfir. Den sfiriska geometrin ar en
icke-euklidisk geometri, eftersom det inte finns parallella linjer pa sfaren. For att
méta avstand och vinklar pa jorden approximerar vi ofta jordytan med en sfér.
Sfarisk geometri dr dérfor anvindbar. Malet med detta kapitel dr bl.a. att lira oss
att rdkna ut avstand mellan tva punkter, men for att kunna gora detta maste vi
forst ldra oss grunderna inom sfirisk geometri.

Nér vi rdknar med sfirisk geometri &r det ldttast att tinka oss att sfirens
medelpunkt O finns i origo i ett tredimensionellt ratvinkligt kartesiskt koordinat-
system. En punkt P pa sfiren beskrivs enklast med hjilp av sa kallade sfariska
koordinater (r,¢, \), ddr r &r avstandet fran punkten till sfirens medelpunkt, ¢ &r
latituden och A &r longituden. Longituden A dr vinkeln mellan den positiva z-axeln
och projektionen av OP pa z,y-planet. Latituden ¢ &r vinkeln mellan projektio-
nen och radien. Med hjélp av trigonometri far vi sambandet mellan koordinaterna
(z,y,2) och de sfiriska koordinaterna :

T = 1 COS \Cos ¢

Yy = rsin Acos ¢

z=rsing

FIGur 1.0.1. Sfar
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1.1. Avstand

Avstandet mellan tva punkter definieras som den kortaste vigen mellan tva
punkter. I planet dr det enkelt att rikna ut den kortaste vigen. Om vi har tva
punkter (z1,y1) och (z2,y2) kan vi rikna ut avstindet med hjilp av Pythago-
ras sats. Vi fir att avstandet dr d = /(v2 — 21)% + (y2 — y1)2. P4 samma siitt
far vi att avstdndet mellan tvad punkter i rymden (x1,y1,21) och (x2,y9,22) &r
d=/(z2 —21)2 + (y2 — y1)? + (22 — 21). For att ta reda pa avstandet mellan tva
punkter pa sfiren maste vi forst definiera vad som dr den kortaste vigen mellan
tva punkter. Vi anvinder oss ofta av sfirisk geometri for att berdkna strickor pa
jorden och darfér dr det inte meningsfullt att definiera avstandet pa samma sétt
som vi definierar avstandet mellan tva punkter i rymden. Vi skulle bli tvungna att
griva en tunnel for att kunna fardas rakt mellan tva punkter. I stiillet definierar vi
avstandet att vara den kortaste vigen mellan tva punkter lings en kurva pa sfiren.
Denna bage kallas allmént for en geodetisk bage. For att vi ska kunna ta reda pa
sfarens geodetiska linje maste vi definiera nagra begrepp. I detta kapitel anvinds
[4] som klla.

FiGcur 1.1.1. Avstand pa sfaren

DEFINITION 1.1. Storcirkeln &r snittet mellan sfiren och ett plan som gar
genom sfarens medelpunkt.

Lat A och B vara tva punkter pa sfiren och O sfiarens medelpunkt. Lat bagen
AB vara motstaende bage till medelpunktsvinkeln ZAOB. Bagen AB &r darmed
en storcirkelbage.

Lingden av bagen AB &r d(A,B) = r(LAOB), var r &r sfarens radie och
vinkeln méts i radianer.

TEOREM 1.2. Om A, B och C ar punkter pa sfiren sd galler foljende

i) d(A,B) >0
it) d(A, B) = 0 om och endast om A= B
i) d(A, B) = d(B, A)

i) d(A,B) +d(B,C) > d(A,C) (triangelolikheten)
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BEevis. i) och i) d(A, B) = r(£LAOB) > 0 eftersom r > 0 och ZAOB > 0 om
A # B och ZAOB = 0 om och endast om A = B.
i)
d(A,B) =r(LAOB) = r(£/BOA) = d(B, A)
iv) Vi bevisar detta i kapitel 1.5. O

Foljande sats hjédlper oss att bestdmma avstandet mellan tva punkter pa sfaren.

TEOREM 1.3. Den kortaste vigen mellan tva punkter pa en sfir dr alltid en
storcirkelbage.

BEVIS. Vi antar att o : [a,b] — S? dr en parametriserad kurva pa sfiren dér

o(a) = A och o(b) = B och

o(t) = (2(t),y(t), 2(t))-

Vi far kurvans lingd med hjélp av ekvationen

b
o) = [ IO+ O+ 0P
Vi ersatter de kvadratiska koordinaterna med de sfariska koordinaterna
x(t) = rcos A(t) cos ¢(t)
y(t) = rsin \(t) cos ¢(t)
z(t) = rsin¢(t).

Vi deriverar forst koordinaterna och far

2/ (t) = rcos A(t)(—sin @(t)) ¢’ (t) + r(—sin \(t)) cos p(t) N (t)
y'(t) = rsin A(t)(—sin ¢(t)) @' (t) + 7 cos A(t) cos ()N (t)
2'(t) = rcos p(t) @' (¢).

Avstandet ar darfor

b
d(o) = / ((rcos A(t)(—sin ¢(t))¢' (t) + 7(—sin A(t)) cos ¢ ()N (t))?
+(rsin A(t)(— sin ¢(£))@' (t) + rcos A(t) cos p(t) N (t))% + (1 cos p(t) ' (t))?) Y/ 2dt
b
/ ((rcos A(t) sin ¢(t))é(t))? + 212 cos A(t) sin ¢ (1)@’ (t) sin A(t) cos ¢(t) N ()
+(rsin A(t)) cos p(t) N () + (rsin A(¢) sin ¢(t) ¢ ())*
—2rsin A(t) sin ¢ (1)@’ (t) cos A(t) cos ¢(t) N (t) + (r cos A(t) cos p(t) N (t))?
+(rcos g(t)¢' ())?)/2dt
b
- / r[6! (£)2 sin® () (sin A(t) + cos® A(£))
+ X (1)? cos? ¢(t) (cos? A(t) + sin A(t)) 4 cos? ¢(t)¢' (1)2]1/2.

Vi forenklar uttrycket med hjilp av trigonometrins grundformel



8 1. SFARISK GEOMETRI

/ \/¢2 (sin? ¢(t) + cos2 ¢(t)) + N ()2 cos? p(t)

/ /@ ()2 + N (1)2 cos? ¢(t)
> /b rg/(t) = r(6(b) — ¢(a) = r(< BOA) = d(A, B).

Vi far alltsa att

d(o) > d(A, B).
O

Vi kan beskriva storcirkelbagen [ som gar genom A med hjilp av en parametris-
erad kurva j : [0,27] — S? var j(t) = Acost +usint, u L A och ||ul| = 1. Vi antar
hér att sfiren har radien ett. Storcirkelbagen &r saledes | = {j(¢) |t € [0,27] }, se
[11, s. 91]. For kurvan géller att ||j(¢)|| = 1 for alla t € [0, 27 , eftersom

i@ = \/||A||20082t+A-ucostsint—i—ugsith

= Vcos2t+sin?t=1

eftersom [|A||* =1,u2 =10ch A-u=0,dau L A. Det giller ocksa att j(0) = A,
eftersom
j(0) = Acos0+usin0 = A.
Om vi véljer u pa ett sandant sétt att « finns pa storcirkelbagen som gar genom

punkterna A och B, sé far vi att j(LAOB) = B. Med hjilp av denna kurva kan vi
ocksa bevisa teorem 1.3:

ZAOB

V(5'(8))2dt

ZAOB
/ \/(7ASth+’U,COSt)2dt
0

ZAOB
= / 1dt
0

ZAOB = d(A, B)

d(i(t))

dar=1.

1.2. Vinklar

En triangel i planet har som vi vet tre vinklar. En sfirisk triangel ddremot
kan vi séga att har sex vinklar, se [4, 5.49]. En sfirisk triangel AABC har tre
hornvinklar ZA, ZB och ZC och eftersom sidan i en triangel alltid utgors av den
kortaste kurvan mellan tva av hoérnen utgors sidan av en storcirkelbage. Vi kan
tinka oss att denna bage ocksa dr en vinkel, eftersom liangden av bagen &r sfarens
radie multiplicerat med motstaende medelpunktsvinkel. Vi antar darfor att bagen
har samma vinkel som mittpunktsvinkeln. P4 engelska pratar man om “arc angle” .
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Pa svenska kan vi inte anvénda oss av ordet bagvinkel i detta sammanhang, eftersom
bagvinkeln definieras som en vinkel med spetsen pa en given kurva (se [5, s.194]).
Vi betecknar motstaende bage till hornet A med Za, motstaende bage till hornet
B med /b och motstaende bage till hornet C' med Zc.

Med hjalp av ortsvektorerna OA, O? och O? far vi att Za = ZBOC =
Z(0B,00), /b = /AOC = /(OA,0C) och /¢ = ZAOB = /(OA,0B). Vi
betecknar ortsvektorerna (fél = Z, O? = § och O? = 8

Vi kan definiera vinkeln ZA som vinkeln mellan bagarna AB och AC i punkten
A. Denna vinkel dr samtidigt vinkeln mellan vektorerna 7 och W/, da V éar tan-
gentvektor till bagen AB i A och W ar tangentvektor till bagen AC' i A. Vinkeln
/A kan ocksa beskrivas som vinkeln mellan planen ABO och ACO.

Ficur 1.2.1. Vinklar

For att kunna bevisa nésta lemma maéste vi repetera definitionen pa vektorernas
kryssprodukt.

DEFINITION 1.4. Anta att @ och b #ir vektorer och att € ér en enhetsvektor
som &r vinkelrit till bade vektor @ och vektor b och vars riktning fas med hjilp av
hégerhandsregeln. Vi betecknar vinkeln mellan @ och b med «. D4 ir vektorernas
kryssprodukt

@ x b= [a] |b| sin oe.

FiGur 1.2.2. Kryssprodukt
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LEMMA 1.5. I en sfarisk triangel NABC' ar vinklarna

LA = A(Xxﬁ,ng)
/B = £BxC,BxA)
L0 = 4(8 X Z,B X ﬁ)

%
BEvis. Vi antar att 7 dr en tangentvektor till bAgen AB i A och att W &r en
tangentvektor till bagen AC' i A. Vinkeln ZA &r definierad som

%
/A= 2(V,W).
Vektorerna och W é&r vinkelrita till vektorn A, som ar ortsvektor till A.
Med hj%;) av kryssproduktens definition far vi att vektorn X X 7 ar vinkelrat till
och V' och riktningen far vi genom att mte@> 7 90° till hoger I‘E{lt Z, se figur
1.2.3. Pa samma sétt far vi riktningen for A x W genom att rotera W 90°till héger

runt X Rotationer dndrar inte vinklars storlek, sa

LV W) = 2(A < V, A x ).

Med hjélp av hogerhandsregeln far vi att X X 7 pekar i samma riktning som

x B, eftersom vektorerna A, B och V alla ligger i samma plan. P4 samma sétt

far vi att vektorerna X X V_[} och A x 8 har samma riktning, eftersom vektorerna
, E och W alla ligger i samma plan. Darfor ar

4(X><7,Z><W):4(Xx§,2x8).

Med hjélp av ekvationerna far vi

/A = 2V, W)
= A(Z X 7,2 X W/)
= A(Z X ?,X X 8)
Med samma metod far vi att /B = 4(§ X 8,? X Z) och ZC = 4(8 X Z, T x

B). O

A
<l

e

Ficur 1.2.3. Riktningen f6r vektorn X X 7
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1.3. Triangelns area och vinkelsumma
Med hjélp av vinklarna kan vi rdkna ut triangelns area.

TEOREM 1.6. (Harriot-Girards sats) I en sfirisk triangel AABC dr arean

area( NABC) = R*(/A+ /B + /C — )
dir R dr sfarens radie och vinklarna dr uttryckta ¢ radianer.

Fore vi kan bevisa satsen maste vi definiera tre begrepp som anvénds i beviset.

DEFINITION 1.7. Anta att P &r en punkt pa sfdren. En antipod ar den punkt
som finns pa samma diameter som P, men i motsatt dnda av diametern. Denna
punkt betecknas —P. En mdnskdra dr det omrade pa sfiren som avgrinsas av tva
storcirkelbagar som gar fran P till —P. Vinkeln /P = Z(—P) mellan storcirkelba-
garna bestdmmer manskirans storlek. En hemisfir &r en halv sfir.

Ficur 1.3.1. Méanskara

BEvis. (Harriot-Girards sats). Vi antar att AABC &r en triangel. Vi bildar
en manskira pa sa sitt att A — manskira dr en manskira med ena hérnet i A och
andra hérnet i —A och manskiirans sidor utgors av férlingningar till bagarna AB
och AC'. Pa motsvarande sitt bildar vi B—manskira och C'—manskira. Vi antar att
H, ar den hemisfar som innehaller C' och begrinsas av storcirkeln som gar genom
punkterna A och B. Vi bildar nu uttryck for areorna med hjélp av trianglar:

area(H.) = area(AABC)+area(A(—A)BC)+area(AA(—B)C)+area(A(—A)(—B)C)

area(A — manskdra) = area(AABC) + area(A(—A)BC)
area(B — manskira) = area(AABC) + area(AA(—B)C)
area(C — manskira) = area(AABC) + area(AAB(—C).

Forhallandet mellan en manskiras area och sfirens area dr samma som forhal-
landet mellan manskirans vinkel 8 och 27. Alltsa

area(manskadra) 0

area(sfar) 27
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Sfirens area r 4mR?, si vi far

0 - area(sfir) 04w R?

area(manskira) = = 2R%.
2m 2m
Vi far saledes att
area(A — manskira) = 2R?*/A
area(B — manskira) = 2R*/B
area(C — méanskiira) = 2R*/C
area(H.) = 2Rt

Med hjilp av detta och uttrycken for areorna far vi
2R*ZA + 2R’/B+2R*/C
= area(A — méanskéra) + area(B — manskira) + area(C — manskéra)
= area(AABC) + area(A(—A)BC) + area( AABC) + area(AA(—B)C)
+area(AABC) + area(AAB(-C)).
Detta uttryck kan férenklas om vi anvénder oss av att area( AAB(—C) = area(A(—A)(—B)C).
Vi far detta eftersom en reflektion genom sfirens medelpunkt &r en isometri f
som tar varje punkt P pa sfiren till antipoden -P. Funktionsuttrycket &r alltsa

F(AAB(-C)) = A(—A)(—B)C. Vid isometri bibehalls areorna.
Vi far att ekvationen blir

= area(H,.) + 2area(AABC).
Detta ger att

2area(AABC)
area(AABC)

2R*/A+2R*/B + 2R*/C — area(H,)
2R/A+ R*/B+ R*/C — 2R*1/2
R*(/A+ /B+ £C — ).

O

Vinkelsumman i en triangel i planet 4r som bekant 180° eller = om vi uttrycker
vinkelns storlek i radianer. Féljande sats visar att vinkelsumman i en sfirisk triangel
alltid ar storre dn 7.

TEOREM 1.8. [ en sfirisk triangel NABC' dr vinkelsumman for triangelns vin-
klar

area( ANABC)
R2
ddr R dr sfarens radie och vinkeln dr uttryckt i radianer.

LA+ /B+/C =7+

Bevis. Harriot-Girrards sats ger att arean for en sfarisk triangel AABC' &r

area(AABC) = R*(LA+ /B + ZC — 1)
Vi far alltsa att
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area( AABC) R*(LA+ 4B+ £C —7)
e =Tt iz
= LA+/B+ZC.
A
-B
B
A

Ficur 1.3.2. Triangelns area

O

EXEMPEL 1.9. Vi kan konstruera en triangel med tre rita vinklar. Vi kan t.ex.
tinka oss att vi har punkten A pa nordpolen och tva punkter B och C pa ekvatorn.
Om vi nu konstruerar triangeln sa att vinkel ZA &r rit har vi fatt en triangel med
tre rata vinklar. Vinkelsumman ar alltsa %77. Vi far ocksa vinkelsumman med hjilp
av teorem 1.8, da vi vet att triangelns area dr 1/s av hela sfirens area:

AAB
LA+ /B+/C = w+w
3 - 4T R? 1
= TS =TT
3
= 57'[':2700.

Ficur 1.3.3. Triangel AABC med tre réita vinklar
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1.4. Trigonometriska formler for en ritvinklig triangel

En rédtvinklig triangel pa sfiren har precis som en ritvinklig triangel i planet
en vinkel som &r rit. For en rétvinklig triangel pa sfiren giller dock inte sam-
ma trigonometriska regler som for en triangel i planet. Men med hjilp av de
trigonometriska reglerna for en triangel i planet kan vi hirleda regler som giller
for ratvinkliga sfériska trianglar (se. [8]).

TEOREM 1.10. Anta att ANABC dr en sfarisk triangel och att vinkel C ar rdt.
Bagarna a, b och ¢ dr motstiende sidor till hornen A,B och C. Dd gdller foljande

(1)

cos Zc = cos Zacos Zb

(2)
cos /A — tan Zb
tan Zc¢
(3)
sin Za
in/A =
st sin Ze
(4)
tan Za
tan ZA =
an sin Zb

ANMARKNING 1.11. Regeln cos Z¢ = cos Za cos /b kallas ibland for Pythagoras
sats for sfariska trianglar.

s

Bevis. (Teorem 1.10) Vi antar forst att bade a och b & mindre &n J. Vi
antar att O &r sfarens medelpunkt. Vi konstruerar en ratvinklig triangel APML
pa sa séitt att punkten M finns pa linjen OB, L finns pa linjen OC' och P finns pa
linjen OA. Vi placerar punkterna pa linjerna pa ett sadant sitt att PL1OA och
PM1OA. Pa grund av detta &r OALLPM och ddrmed dr OACLLPM. Planen
dr vinkelriita, eftersom vi far plan OAC om vi roterar plan LPM %. Eftersom C &r
en rat vinkel & OBC LOAC och saledes far vi att OBC LLPM. Vi far alltsa att
vinklarna ZOLM och ZM LP &r réta. Trianglarna AOM L och AM LP &r ddrmed
ratvinkliga. Triangel AOPM &r ocksa ratvinklig, eftersom PM 1L OA. Vi bevisar
forst punkt 1.

FiGur 1.4.1. Rétvinkliga trianglar
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Med hjalp av definitionen av cosinus i en ratvinklig triangel i planet far vi

P P L
cos ZPOM = OO—M = g—L . OO—M
Eftersom % = cos ZPOL och g—]\a = cos ZLOM far vi

cos ZPOM = cos ZPOL cos ZLOM.

Vinkeln ZPOM = LAOB = Zc¢, vinkeln Z/ZPOL = LZAOC = /b och ZLOM =
ZCOB = Za och darmed far vi

cos Zc = cos Za cos £b.
2. Med hjilp av definitionen av cosinus far vi ocksa
PL PL OP tan ZPOL

cos LLPM = 500 = 6F  PM ~ tan ZPOM '

Vinkeln /LPM = ZCAB = /A och vinkeln Z/POM = LZAOB = Zc och siledes

far vi

tan Zb

tan Zc’
3. Med hjilp av definitionen av sinus i en ritvinklig triangel i planet far vi

cos LA =

LM LM OM _ sin/LOM

SinZLPM = 5ot = 650 PM ~ sin ZPOM’
och eftersom /LPM = /A, /ZLOM = Za och ZPOM = Zc ar

sin Za

sin /A = — .
sin Zc¢
4. Med hjalp av definitionen av tangens i en ratvinklig triangel i planet far vi

LM LM OL tanZLOM

tan ZLPM = 57 = 50 PL = smZPOL
tan Za
tan LA = .
an sin Zb

Vi antar nu att bade a och b ér storre &n 7. Vi bildar C' — ménskira genom att
forlanga storcirkelbagarna a och b och lata dem mdtas i punktens C' antipod —C.
Detta gor att vi far en rétvinklig triangel med sidorna B(—C) och A(—C), vilka
bada &r mindre &n 7. Vi kan nu anviinda formlerna vi redan hérlett och vi far

cosZe = cosLB(—C)cos LA(—C) = cos(m — Za) cos(m — £b)
= cosZacosZb
och

_ tan ZA(-C)

COS 4BA(—C) = m
_ tan(m — ZAC)
COS(TF — 4BAC) = m

tan Zb

cos LA =

tan Zc’
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P& samma satt far vi

. sin /B(—C
sin /BA(-C) = “Sn AR )
sin(m — ZBAC) = Smiz;;—jgc)

. sin Za
sinZA - = sin Zc¢
och

tan ZB(—C
tan(m — £ZBC

tanZA = t;:;l jZ

C A
a

FIGUR 1.4.2. C-méanskira

Vi antar till sist att @ > 5 och b < 7. Vi bildar en ménskira med hérnen B
och —B pa sa sitt att vi forlanger storcirkelbagarna c och a sa att de skir varandra
i —B. Pa sa satt bildas den ratvinkliga triangeln AA(—B)C, med sidorna b och
(=B)C, vilka &r mindre &n 7. Vi anviinder oss igen av samma formler. Vi far

cos ZA(—-B) =

cos(m — Ze) =

cos Zbcos Z(—B)C
cos Zbcos(m — Za)

cosZc = cosZacosZb
och
tan Zb
COS 4(_B)AC = m
tan Zb

— /BA = —

cos( ¢ tan Z(m — AB)

tan Zb

cos/A =

tan Zc'
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Vi far ocksa att

) _ sin/Z(-B)C
S1n 4(_B)AC = m
. sin(r — ZBC)
180° — ZBA = —
sin(180 ) sin(m — LAB
. sin Za
sin/ZA = e
och
_ tanZ(—-B)C
tan(m — £BC)
— /BA = —
tan(m 2 sin Zb
tan Za
LA = .
tan sin /b
C
B A
a
C -B

FiGURr 1.4.3. B-méanskira

1.5. Cosinussatsen och sinussatsen

TEOREM 1.12. (Cosinussatsen) Anta att NABC dr sfarisk triangel och att
bagarna a, b och ¢ dr motstiende sidor till hérnen A, B och C. Da gdller

cos Za = cos Zbcos Zc + sin Zbsin Zccos LA.

BEevis. Definitionen av skaldrprodukten &dr att T -7 = |Z||y]cos L(T,7). Vi

anvander oss nu av Lemma 5 som ger att ZA = Z(A4 x
av den skalira produkten och far

(Zx§)~(2x8):’Zx?HnglcoséA.

Eftersom Z(A, B) = Zc och (A, C) = /b far vi med hijilp av definitionen for
kryssprodukten att

, A x C) och definitionen

sin Ze¢

8]
L

][5
][

sin Zb.
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Langden for ortsvektorerna X, § och 8 ar lika med radien R for sfiren. Vi far
darfor genom att sitta in uttrycken for kryssprodukten i uttrycket for skaldrpro-
dukten

(Xxﬁ)(Zxﬁ) ’Z‘ ?‘sinéc’ZHﬁ‘sinébcoséA

= R*sin Zbsin Zccos ZA.

Vi ska nu forenkla vinstra sidan av uttrycket med hjilp av Binet-Cauchy satsen
(se [7, s. 114]) som sdger att

(@xb)-(exd)=(a-¢)(b-d)— (a-d)(b-c).
Vi far med hjilp av denna regel att
(AxB)-(Ax0) = (A -A)B-T)—(A-C)B-4A)
‘Z’ ‘?Hﬁ’cosla— (‘ZH?’COSZb) (‘?HZ’COSZC)

= R'cosZa — R*cos Zbcos L.

Genom att forst kombinera uttrycken och sedan férenkla det uttryck vi fatt far vi
att

cosZa = cosZbcosZc+sin/bsinZecos ZA.

ANMARKNING 1.13. Om triangeln &r ratvinklig far vi
cosZa = cosZbcos Zc+ sin Lbsin Zecos LA
= cos Zbcos Zec.
Vi méarker att detta dr samma uttryck som vi fick i teorem 1.10 1.

Vi kan nu bevisa triangelolikheten i teorem 1.2 (se [1, s.17]).

BEevis. (Teorem 1.2 iv) Vi antar att A, B och C &r horn i triangeln AABC
och att bagarna a, b och ¢ dr motstaende sidor till hérnen A, B och C. Vi antar att
0 < ZB < 7. Cosinusfunktionen &r stringt avtagande i intervallet [0, 7] och darfor
ar ocksa funktionen Z/B +—— f(£B) = cos Za cos Zc + sin Zasin Zccos ZB strangt
avtagande i intervallet [0, 7]. Funktionens minsta vérde i intervallet ar dérfor

f(m) = cos Lacos Le — sin Zasin ZLe = cos(La + Zc)
och funktionens storsta virde ar
f(0) = cos Zacos Zc + sin Zasin Ze = cos(La — Zc).
Enligt cosinussatsen ar
cos £b = cos Za cos Zc + sin Za sin Zccos ZB.

Vi far saledes att
cos Zb = f(£B) > cos(La + Zc)

och darfor ar
Zb< Za+ ZLe.
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Vi far med hjélp av detta att

d(A,B)+d(B,C) = r(LAOB)+ r(£BOC)
r(Le+ Za)
rsb=r(LAOC)
= d(A,Q).

Y

O

TEOREM 1.14. (Sinussatsen) Anta att NABC dr sfarisk triangel och att bi-
garna a, b och ¢ dr motstaende sidor till hérnen LA, /B och ZC. Da gdiller

sin Za sin Zb _sin Ze

sin/A  sin/ZB  sinZC°
BEvIs. Vikonstruerar tva ratvinkliga trianglar pa sa satt att vi ritar ut en bage
BD fran hornet B sa att BD &r vinkelrdt med AC, eller forlangningen till bagen
AC ;i D. Trianglarna AABD och ABCD &r nu vinkelréta och vi kan anvinda oss
av teorem 1.10.

F1Ggur 1.5.1. Trianglarna AABD och ABCD

Vi far < BD
sin/A = 2BE0Y
sin Ze¢
och
sin ZC = M
sin Za
Detta ger att
sin/BD = sin/ZcsinZA
sin/BD = sin/ZasinZC.

Vi far

sin Zesin ZA = sin Za sin ZC

och dédrmed &r ) )
sin Za sin Ze

sin /A sinZC’
Genom att rita en bage CD fran C i en rit vinkel till AB eller férlingningen
till bagen AB far vi att
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sin/CD = sin/Zbsin/A
sin/CD = sinZasin/ZB
och didrmed &r
sin Za sin Zb

sin/A _ sin/B

Vi kan ocksa bevisa sinussatsen med hjélp av cosinussatsen.

BEVIS. (sinussatsen) Med hjilp av cosinussatsen far vi

cos Za — cos Zbcos Ze¢
sin Zbsin Zc¢

Med hjilp av detta och trigonometrins grundformeln far vi
( sin Za )2 sin? Za sin? Za

sin ZA o 1—cos?2/ZA o cos Za—cos Zbcos Zc\ 2
1 - ( sin Zbsin Zc¢ )

cos LA =

sin? Zasin? Zbsin® Ze
sin? Zbsin? Zc — (cos Za — cos Zbcos Zc)®
sin? Zasin? Zbsin? Zc¢
(1 — cos? £b) (1 — cos? Z¢)? — cos? La + cos La cos Lbcos Zc — cos? Zbcos? L
sin? Zasin? Zbsin? Z¢
1 — cos2? Zc — cos? £b + cos? Lbcos? ZLc — cos? Za + cos Za cos Zbcos Zc — cos? Lbcos? ZLc
sin® Zasin? Zbsin? Z¢
1 — cos? Za — cos? £b — cos? Zc + cos Za cos Lbcos Zc

Detta &r ett symmetrisk uttryck av a, b och ¢. Vi far darfor att

sin Za _ sin Zb _ sin Ze
sin/A = sin/ZB  sinZC
sin Zasin Zbsin Ze¢

V1 = cosZ Za — cos2 /b — cos2 Zc¢ + cos Zacos Zbcos Z¢

]

Vi har redan bevisat cosinussatsen for sidor, men det finns ocksé en cosinussats
for vinklar.

TEOREM 1.15. (Cosinussatsen for vinklar) Anta att ANABC' dar sfarisk triangel
och att biagarna a, b och ¢ dr motstiende sidor till hornen LA, /B och Z/C. Di
galler
cos LA = —cos /Bcos ZC + sin /B sin ZC cos Za

BEvis. Denna sats kan bevisas med hjilp av dualitet, se [4, s. 59]. Satsen kan
ocksa bevisas med hjilp av cosinussatsen for sidor pa liknande sétt som sinussatsen.
|

Vi kan nu med hjilp av cosinusatsen latt rdkna ut avstand pa sfiren. Om vi
approximerar jorden med en sfar kan vi ocksé rikna ut avstand pé jorden med hjilp
av cosinussatsen
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ExeMPEL 1.16. a) Bestdm avstandet mellan Jyviskyld och New York.

b) Berdkna kursen man ska halla d4 man startar fran Jyviskyld om man vill
flyga den kortaste vigen till New York.

c¢) Var pa storcirkelbadgen mellan orterna finns den nordligaste punkten? Ange
dess koordinater.

Mordpolen

Jyvaskyld

Mew York

F1GUR 1.5.2. Avstandet fran Jyvéaskylé till New York

Losning. a) For att rakna ut avstandet anvinder vi oss av en triangel som har
hornen i Jyvéskylé, i New York och pa nordpolen. Jyviskyld har latituden 62° nord
och longituden 26° 6st. New York har latituden 41° nord och longituden 74° vést.
Vi betecknar bagen mellan Jyvéskyld och New York med a, bagen mellan Jyviskyla
och nordpolen med b och bagen mellan New York och nordpolen med c. Vi var nu
att

/b = 90° — 62° = 28°
Ze = 90° —41° =49°
Z(bye) = LA=26°—(—74°) =100°.

Med hjalp av cosinusatsen kan vi nu ta reda pa Za

cosZa = cosZbcosZc—+ sin Zbsin Zccos LA
= ¢0s28° cos49° + sin 28° sin 49° cos 100°
0,51773964
Za =~ 1,02659
58,81927°.

Avstandet mellan New York och Jyviskyla far vi nu genom att multiplicera Za
med jordens radie.

d(New York, Jyviskyld) = 1,02659 - 6360km = 6529km ~ 6500km.
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b) Vi berdknar nu vinkeln ZJ vid Jyvéskyld med hjélp av cosinussatsen.

cos Zc = cos Za cos £b + sin Za sin Zbcos £J

s /¢ —cos L Z
cos /T — cos Zc — cos Za cos Zb

sin Za sin Zb
c0s49° — cos 58, 8° cos 28°
sin 49° sin 28°
~ 0,5681599
ZJ =~ 55,38° ~ 55°.

Darmed #r kursen vid resans start 360° — 55° = 305°.

c¢) Vi ritar nu ut en storcirkelbage fran Nordpolen till den nordligaste punk-
ten P pa storcirkelbagen mellan Jyvéskyld och New York. Storcirkelbagen mellan
Jyviskyla och New York tangerar en parallellcirkel i punkten P. Vi far déarfor tva
rétvinkliga sfiriska trianglar. Vi betecknar bagen mellan Jyviskyld och P med d
och bagen mellan Nordpolen och P med e. Vi kan nu berikna Ze med hjilp av
sinussatsen

sin Zb sin Ze
sin90°  sinZJ
sin/Ze = sin/Zbsin/ZJ
= sin 28°sin 55, 38°
~ 0,386346
Le =~ 22,73°.

Med hjélp av sats 9 kan vi rdkna ut Zd eftersom vinkeln vid P ar rét. Vi far

cosZd = cosZecosZb
= c0s22,73° cos 28°
~ 0,8143743
/Zd =~ 35,47°.

Vi behdver dnnu ridkna ut vinkeln ZD mellan bagen b och bagen d vid nord-
polen. Vi kan rdkna ut denna med hjélp av att igen anvinda oss av sinussatsen:

sin Zb sin Zd
sin 90° sin /D

sin Zd
in/ZD =
S sin Zb

sin 35, 47°
sin 28°

0,272423

/D =~ 15,81°.

Q

Vi kan nu berdkna koordinaterna fér P. Latituden berdknar vi med hjilp av
Ze =~ 22,73°. Vi far att latituden ar 90° — 22, 73° = 67,27° ~ 67° nord. Longituden
berdknar vi med hjilp av ZD och longituden fér Jyviskyld . Longituden &r 26° —
15,81° = 10,19° ~ 10° 6st.
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Mordpolen

Jyviskyla

Mew York

F1Gur 1.5.3. Den nordligaste punkten pa storcirkelbagen

23






KAPITEL 2

Kartprojektion

Jordens form kan bist beskrivas med hjilp av en rotationsellipsoid. Om vi
tinker oss att jordens mitt finns i origo i ett ratvinkligt kartesiskt koordinatsystem
far vi alltsd en approximation av jordens form genom att rotera en ellips runt z-
axeln. Jordens radie vid ekvatorn dr 6378,140 km, medan radien vid polerna &r
6356,55 km. For att forenkla berdkningarna approximerar vi i detta kapitel jordens
form med hjilp av en sfir, som har mittpunkten i origo. Vi placerar jorden pa
ett sadant sitt att ekvatorn ligger i z,y-planet och Greenwichmeridianen skir den
negativa y-axeln. Liget for en punkt P pa jorden definierar vi pa liknande sétt
som 1 kapitel 1, alltsd med hjilp av de sfiriska koordinater (R,¢, ), ddr R &r
avstandet fran punkten till jordens medelpunkt, ¢ &r latituden och A &r longituden.
Longituden A definierar vi nu som &r vinkeln mellan Greenwichmeridianen och
projektionen av O? pa z,y-planet. Latituden ¢ ar vinkeln mellan projektionen och
radien.

Greenwichmeridianen % z

Ekvatorn

FiGur 2.0.1. Jorden

Med hjilp av kartprojektioner avbildar vi jorden pa ett plan. Problemet &r att
det inte dr mojligt att avbilda jorden pa ett plan utan formférindring. Foljande
sats bevisar detta.

25



26 2. KARTPROJEKTION

TEOREM 2.1. Det finns ingen isometri mellan ett omrade pa sfiren och ett
omrdde i planet, sd linge omradet pa sfaren innehdller minst en triangel.

BEvVIS. Vi tidnker oss att vi har en isometri mellan en triangel pa sfaren och
en triangel i planet. En isometri bevarar avstand pa sa sitt att den avbildar den
kortaste kurvan till den kortaste kurvan. Detta innebér att en triangel pa sfiaren
avbildas som en triangel i planet. Vi antar att en likbent triangel AABC avbildas
i planet som triangeln AFEFG. Eftersom isometrin bevarar avstand dr har bada
trianglarna sidldngderna b, ¢ och ¢. Vi berdknar nu hojden d i triangel AABC'. Vi
kan berdkna denna med hjilp av Pythagoras sats, eftersom hdjden dr vinkelrdt till
basen b. Hojden delar basen i tva lika stora delar, eftersom triangeln dr likbent. Vi

far
b\ 2
_ 2 _ (2
d c (2>

Vi berdknar dérefter hojden e i triangeln AEFG. Vi anvdnder oss nu av
Pythagoras sats for en sfirisk triangel. Vi far

cosc = cCoOSs 5 cose
cosc

cose = —
COS 5

2

_1 [ cosc
e = cos - |-
cos 3

Vi mérker att d # e. Detta &r en motségelse eftersom en isometri bevarar avstand.
O

ANMARKNING 2.2. Om vi approximerar cosinusfunktionen med hjélp Taylors
polynom av andra graden och antar att b och ¢ ar korta far vi

cosc
cose = —
COS§
€2 1+ﬁ
1+ — ~ 2
"3 14+ 5%
c? b2
(1+5)(-5)
B 1+c2 b2 b33
N 2 8 16
2 b2
~ 14 ==
+2 8
€2 2 b2
2 T 27y
b2
2 2 07
e c 1

Om b och ¢ dr korta dr alltsa e och d néstan lika langa.
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Eftersom det inte dr mdjligt att konstruera en projektion som avbildar jorden
korrekt finns det inte heller en projektion som kan klassas som den bésta projektio-
nen i alla lagen. I stéllet fors6ker man hitta den bésta projektionen utgaende fran
vad kartan ska anvéndas till. Detta har lett till att det finns 6ver hundra olika pub-
licerade kartprojektioner. De flesta kartprojektioner kan dessutom varieras genom
att vélja olika projektionscentrum.

De flesta projektioner dr antingen ytriktiga projektioner eller konforma projek-
tioner. En ytriktig projektion &r en projektion dér t.ex. ett mynt técker ett lika
stort omrade pa jorden oberoende var pa kartan man placerar myntet. En konform
projektion dr en projektion dar vinklar och former bibehalls lokalt. Meridianer och
paralleller dr vinkelrdta pa konforma kartprojektioner. En projektion kan inte vara
bade konform och ytriktig, enligt teorem Egregium, se [6, s.148].

Kartprojektionerna kan ocksa indelas i cylindriska, koniska och azimutala pro-
jektioner beroende pa hurudan yta jorden avbildas pa. Vid en cylindrisk projektion
avbildas jordytan pa en cylinder som tangerar jorden. Vid en konisk projektion av-
bildas jordytan pa en kon som tangerar jordytan. Efter dessa projektionerna éppnas
cylindern och konen till ett plan. Vid azimutala projektioner avbildas jordytan di-
rekt pa ett plan som antingen tangerar eller skir jordytan.

F1Gur 2.0.2. Cylindrisk, konisk och azimutal kartprojektion [13,
s. 6]

Ett tredje sitt att dela in kartprojektionerna i &r om kartprojektionen kan
goras rent geometriskt eller inte. Projektionerna beskrivs i bada fallen med hjilp
av matematiska funktioner.

2.1. Stereografisk projektion

Den stereografiska projektionen &r en av de dldsta kartprojektionerna. Greken
Hipparchus som levde pa 100-talet f.k. anses av en del som den som konstruer-
ade projektionen, medan andra menar att projektionen redan tidigare anvindes av
egyptierna. Projektionen anvéndes fram till ungefar 1500-talet endast for stjdrnkar-
tor. Under 1500-talet borjade man anvinda projektionen for att rita virldskartor
(se [13, s. 154]).

Den stereografiska projektionen dr konform och azimutal. Vid stereografisk pro-
jektion kan projektionsplanet tangera jorden eller skira jorden. Projektionen kan
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goras rent geometriskt. Projektionsstralar utgar fran projektionscentrum genom de
punkter som avbildas och skiir projektionsytan i punkternas avbilder. Som pro-
jektionscentrum anvénds tangeringspunktens antipod om planet tangerar jorden. I
detta kapitel kommer vi att studera en stereografisk projektion dér projektionscen-
trum finns pa nordpolen och projektionsplanet skir jorden vid ekvatorn. Projektion-
splanet finns nu alltsa i z,y-planet och nordpolen pa z-axeln. Om vi vill projicera en
punkt P pa norra halvklotet tinker vi oss att en strale utgar fran nordpolen genom
punkten P och traffar planet i punkten P’. Punkten P’ dr nu P : s projektion eller
avbild. Nar vi projicerar en punkt @ pa sédra halvklotet tdnker vi oss att en strale
utgar fran nordpolen i riktning mot punkten Q). Fore stralen tréiffar @@ skiir den
planet i en punkt Q. Punkten Q' ar Q : s projektion.

NS

v x
./ Q
=

Ficur 2.1.1. Stereografisk projektion

Vi hérleder projektionen geometriskt med hjilp av ratvinkliga trianglar. Vi
borjar med att rikna ut avstandet r fran den projicerade punkten till origo. Vi kan
rikna ut detta avstand med hjélp av ratvinkliga trianglar. Vi rdknar forst ut r da
punkten P finns pa norra halvklotet.

i x

N

F1aur 2.1.2. Stereografisk projektion av P

Vi studerar planet med punkten P, linjen r och z-axeln. Vi ritar ut stralen fran
projiceringscentrum M genom P till P’. Vi ritar ocksd ut en linje fran punkten P
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till en punkt 7 pa linjen OP’ pa sé sitt att r L PT . Med hjélp av denna linje far vi
tva ratvinkliga likformiga trianglar AOM P’ och AT PP’. Trianglarna &r likformiga
enligt satsen vinkel vinkel, eftersom trianglarna har en gemensam vinkel och bada
har en rit vinkel. Lingden pa sidan OM = OP = R som &r lika stor som sfirens
radie. Langden pa PT far vi med hjilp av den ratvinkliga triangeln AOPT och
definitionen av sinus:

PT = Rsin ¢.

Lingden pa TP’ far vi genom att forst rdkna ut OT. Liangden pa OT far vi med
hjélp av den ratvinkliga triangeln AOPT och definitionen av cosinus:

OT = Rcos ¢.

Forhallandet mellan motsvarande sidor i likformiga trianglar dr konstant och vi far
dérfor

PT MO
TP~ OP
Rsin ¢ R
r—OoT 1
Rsin¢ R
r — Rcos ¢ -
Vi forenklar nu uttrycket och 16ser ut r:
rRsing = rR— R?cos¢
rR—rRsing = RZ%cos¢
r(R— Rsing) = R%cos¢
A R? cos ¢ - cos ¢

R—Rsing ~1—sing’

FiGur 2.1.3. Langden av r



30 2. KARTPROJEKTION

P& samma satt kan vi rdkna ut ett uttryck for r om P finns pa sddra halvklotet.
Vi ritar nu ut en punkt T pa z-axeln pa sa sitt att TPLOT. Vi far nu att AMPT ~
AMOP' enligt satsen vinkel vinkel.

Vi far forst att

or

™
R cos (5 - (—¢))
LT
PT = Rsin (5 - (—¢)) .
Vi rdknar nu ut r med hjilp av férhallandet mellan sidorna:

MO  PT
OP" ~— MT
ro Rsin(%—i—qﬁ)
R Rcos(%+¢>)+R
B cos ¢
" 1—sing’

Vi kan nu ange kartkoordinaterna med hjilp av poldra koordinater (r, 9). Efter-
som vi definierat vinkeln A, som vinkeln mellan den negativa y-axeln och linjens
OP projektion i z,y-planet far vi att = A — 5. Koordinaterna ar nu alltsa

_(pCs® \_ T
(T’e)_<Rlsin¢’)\ 2)'

Sambandet mellan de poldra koordinaterna och de ratvinkliga kartesiska koor-
dinaterna (z,y) ar

xr = rcosf
= rsinf
Vi far nu
cos ¢ T cos ¢sin A
- R—7 Ao 1) = pEEOSEA
o 1—singz5cos( 2) 1 —sing
B cos¢p T COS ¢ Cos A
vy = lesingbsm()\ 2)_ lesin(b'

Med hjélp av denna projektion kan alla punkter pa jorden férutom nordpolen
projiceras. Sydpolen projiceras mitt pa kartan och de nordligaste delarna projiceras
i kartans utkanter. Formférandringen &r som minst vid ekvatorn och néra ekvatorn,
medan formfériandringen dr som stérst nira nordpolen.

Allméant galler att vi med hjilp av en stereografisk projektion kan projicera
alla punkter férutom projektionens projektionscentrum. Om vi vill projicera ett
mindre omrade pa jorden viljer vi tangeringspunkten pa sa sitt att den finns mitt
pa det omrade vi vill projicera. Om vi t.ex vill rita en karta 6ver omradet nira
nordpolen véiljer vi nordpolen som tangeringspunkt. Projektionscentrum finns da pa
sydpolen. I figur 2.1.4 ser vi tva olika stereografiska projektioner. Kartan till vinster
har tangeringspunkten pa nordpolen och kartan till hoger har tangeringspunkten i
Sydamerika vid ekvatorn.
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FIGUR 2.1.4. Stereografiska kartprojektioner [13, s. 156]

En av den stereografiska projektionens viktigaste egenskaper dr att den &r kon-
form. Nista teorem bevisar detta.

TEOREM 2.3. Stereografisk projektion dr konform

BEvis. Vi later sfiaren std pa ett plan p’. Vi projicerar nu planet fran tanger-
ingspunktens antipod N. Tangentplanet till N betecknar vi med n. Vi projicerar en
punkt P till punkten P’. Tangentplanet till P betecknar vi med p. Skirningspunk-
ten mellan en tangent till P betecknar vi med R och skirningspunkten med samma
tangent och p’ betecknar vi med M. Vi visar forst att M P = MP’.

Triangel AONR &r kongruent med triangel AORP enligt satsen sida sida
vinkel, eftersom ON = OP = radien, Z/ONR = ZOPR = 3 och OR 4r gemensam
sida. Saledes far vi att ANRP &r likbent och darfor &r /PNR = ZN PR. Vinkeln
/MPP' = /NPR, eftersom vinklarna ar vertikalvinklar. Vinkeln /M P’'P ar lika
stor som vinkeln ZPN R, eftersom p’ och n dr parallella och ZM P’ P ér likbeldgen
med vinkelns Z/PNR vertikalvinkel. Triangeln AM PP’ har alltsd tva lika stora
vinklar och &r saledes likbent. Detta gor att M P = M P’.

N R

Ficur 2.1.5. Bild till bevis att MP = M P’.
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En bisektor till punkterna P och P’ &r ett plan
b:{xER?’:\m—P|:|x—P’|}.

Vi betecknar speglingen i P och P’:s bisektor med g. For funktionen g géller att
g(P) = P’ och g(P') = P. Eftersom M P = M P’ och snittet mellan planen p’ och
p ar vinkelratt till linjen PP’ tillhor snittet mellan p’ och p bisektorn. Vi betecknar
en tangent till punkten P med r och dess projektion med r'. Vi far att g(r) = r’
och g(r") = r. Detta gor att tangenterna skiir varandra i en punkt 7' pa snittet
mellan planen p’ och p och att avstdndet mellan punkten 7' och punkten P och
ar lika som avstandet mellan P’ och T, se figur 2.1.6. P& samma sétt far vi att en
annan tangent s och dess projektion s’ skiir varandra i punkten V', som finns pé
snittet mellan planen p’ och p och att VP = V P’. Vi visar nu att vinkeln mellan r
och s ar lika stor som vinkeln mellan 7’ och s':

Vi far nu att AMPT och AMP'T &r kongruenta, eftersom alla sidor &r lika
langa. I trianglarna AM P’V och AM PV ar ocksa alla sidor lika stora och de ar
ddrmed kongruenta. Vinkeln mellan r och s dr lika stor som differensen mellan
ZVPM och ZTPM. Vinkeln mellan 7’ och s dr lika stor som differensen mellan
ZV P'M och /T P’ M. Eftersom trianglarna ar kongruenta ar vinklarna i trianglarna
lika stora och ddrmed &r ocksa vinkeln mellan r och s lika stor som vinkeln mellan
r’ och s'. Saledes ér allts& den stereografiska projektionen konform.

FiGUr 2.1.6. Vinkeln mellan r och s lika stor som vinkeln mellan
r’ och s'.

2.2. Mercators projektion

Varje punkt i planet kan uttryckas med hjilp av ett komplext tal z = x + iy
eller om talet dr uttryckt med hjilp av polidra koordinater kan man skriva talet
som z = 7 (cos@ +isinf) = re?’. Vi kan nu skriva de polira koordinaterna for den
stereografiska projektionen som ett komplext tal. Vi antar att sfarens radie R = 1.
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Vi far att

Im

FiGur 2.2.1. Polért koordinatsystem

Vi betecknar vinkeln (A — %) =: 4. Vi kan nu logaritmera det komplexa talet

z med hjilp av logaritmens principalvirdesfunktion
logz = In|z| + iArg(z) = In|z| + 0, 6 € |—m, 7]

Vi far
cos
logz = lnﬁ +18, Be]—m, ]

Vi underscker nu hurudan karta som uppstar med hjilp av denna projektion.
Det forsta vi kan konstatera dr att kartan fortfarande dr konform, eftersom den
stereografiska projektionen &r konform och logaritmfunktionen bibehaller vinklarna
oférandrade. Logaritmfunktionen bibehéaller vinklarna oféréndrade eftersom den ar
analytisk och funktionens derivata aldrig &r noll (se [12, s. 41]). Vi undersdker nu
vad som hidnder med jordens meridianer och paralleller.

Jordens paralleller dr avbildade som cirklar med medelpunkten i origo i den
stereografiska projektionen. Om vi studerar en cirkels punkter mérker vi att lang-
den av det komplexa talet z dr konstant, eftersom radien &r konstant. Uttrycket
130;? 5 4r alltsa konstant. Det som &ndras &r endast 87 som gar fran —ir till im
da vinkeln gar fran — till 7. Vi far alltsa att sférens paralleller avbildas som raka
linjer som gar fran —in till i7w. Vardet pa uttrycket In 13":1f¢ avgor var dessa linjer
skir z-axeln. Logaritmens principalvirdesfunktion &r en stringt vixande funktion
och radien for de avbildade parallellerna &r mindre ju nérmare sydpolen paralleller-
na finns pa kartan. Detta gor att den sydligaste parallellen finns langst till vinster
och den nordligaste parallellen finns lingst till hoger.

In
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17

nord

Fi1Gur 2.2.2. Paralleller

Jordens meridianer avbildas vid stereografisk projektion som raka linjer som
startar i origo. Om vi studerar en sadan hir linje mérker vi att vinkeln hela tiden
ar konstant. Vi far alltsa att uttrycket i3 hela tiden &r konstant, men att virdet
pa uttrycket In lio;;r‘f’ 5 varierar. Detta gor att meridianerna bildar linjer som &r
parallella med z-axeln. Virdet pa i avgdr var linjen skir y-axeln.

17T

log

—1T

FiGur 2.2.3. Meridianer

Nér vi logaritmerar den stereografiska projektionen bildas alltsa ett rutsystem
med soder till vanster och norr till héger. For att fa en karta med norr uppat och
soder nedit maste vi rotera kartan 7. En rotation med en vinkeln ¢ i x,y-planet
fas med hjalp av funktionen

R, (x,y) = (xcosp — ysin g, xsinp + y cos ¢).

Om vi skriver detta som komplex funktion far vi

9(z) = (zcosp —ysinp) + i(xsing + ycosg)
5 och funktionen &r

var vinkeln ¢ &r rotationen och z = x +¢y. Nu &r vinkeln ¢ =
saledes

9(z) = —y +iz.

Vi far alltsa
cos ¢
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Vi far darfor koordinaterna

r = —p

cos ¢
S sing’

Dé vi studerar figur 2.2.2 mérker vi att da vi roterar bilden 7 far vi en bild som
avgrinsas av 7 till vinster och —m till héger. Vi maste alltsd &nnu roterar bilden 7w
runt y-axeln. Vi far nu koordinaterna

y =

r = f
o cos ¢
L sin ¢

Att vi forst far en bild med negativa z-koordinater till héger om z-axeln och
positiva till viinster beror pa att vi vid den stereografiska projektionen “vecklar ut
staren pa s sitt att bilden hamnar upp och ner. Om vi t.ex. har en cirkel pa sfaren
som &r riktad moturs ar cirkelns riktning pa projektions ytan medurs.

FIGUR 2.2.4. Stereografisk projektion

Det vi nu fatt &r Mercators projektion. Mercators projektion &r en cylindrisk
projektion dér cylindern tangerar ekvatorn. Projektionen &r konform och som vi
miérkte dr parallellerna och meridianerna raka linjer. Projektionen kan inte harledas
grafiskt utan man hirleder en matematisk formel, oftast med hjélp av villkoret
att projektionen ska vara konform. Nordpolen och sydpolen kan inte projiceras
med hjilp av Mercators projektion och det dr inte heller meningsfullt att projicera
omraden nédra polerna, eftersom formforindringen &r stor nira polerna.

Projektionen har fatt namn efter Gerardus Mercator som pa 1500-talet utveck-
lade projektionen och anvidnde projektionen till att rita en stor vérldskarta som
han publicerade 1569 [13, s. 38]. Man &r inte séker pa hur Mercator gjorde nir han
ritade kartan, eftersom matematiken for att hirleda den matematiska formel som
anvénds vid projektionen inte var utvecklad &nnu i mitten av 1500-talet. Anvind-
ningen av Mercators projektion &dr fortfarande vanlig pa sjokort och vérldskartor.
Problemet med att anvinda Mercators projektion vid varldskartor &r att formforan-
dringarna dr s stora. Gronland &r t.ex. pa kartan storre dn Sydamerika, dven om
ytan i verkligheten endast &r en attondel av Sydamerikas yta.
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Till n&st ska vi hdrleda Mercators projektion men hjélp av villkoret att projek-
tionen dr konform (se. [10, s.537]).

Vi placerar nu sfiren med radien ett inne i en rak cylinder som tangerar ek-
vatorn. Vi ténker oss att stralar gar fran sfarens medelpunkt och projicerar varje
punkt P pé sfiren till en punkt Q' pé cylindern. Vi vecklar dérefter ut cylindern
sa att den bildar ett plan. Punkterna i planet bestiams av kartesiska koordinater.
Ekvatorn gar ldngs z-axeln och y-axeln placerar vi s& att den gar lings Greenwich-
meridianen. Problemet ar att den projektion vi nu fatt inte &r konform. For att fa
en konform projektion méste vi flytta punkten @’ rakt nedat till en punkt pa Q.
Koordinaten z = A halls alltsa oférdndrad. Koordinaten y for denna punkt ska vi
nu ta reda pa.

L+
\

F1GUr 2.2.5. Mercators projektion

Nér vi projicerar en parallell cirkel tdnjs den ut. Cirkeln ténjs ut olika mycket
beroende pa latituden ¢. Hur mycket cirkeln téanjs ut far vi med hjélp av forhallandet
mellan lingden pa ekvatorn och lingden pé de parallella cirklarna Cy4. De parallella
cirklarnas radie far vi med hjélp av en ratvinklig triangel och definitionen av cosinus.
Denna radie &r sfarens radie multiplicerat med cos ¢, men eftersom vi har antagit
att sfiarens radie &r lika med ett far vi att de parallella cirklarna radie ar lika med
cos@. Vi far nu att forhallandet mellan l&ngden pa ekvatorn och lingden pa de
parallella cirklarna Cy ar

langden pa ekvatorn 1

lingden pa Cy  cos¢’
For att fa en konform projektion maste detta forhallande ocksa gilla lokalt i langs
y-axeln :

y(p+A¢) —y(p) 1

A cos ¢’
Det maste saledes gilla att
dy 1
dp — coso
1
dy =

cos¢p
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Vi far nu ett uttryck for koordinaten y genom att integrera uttrycket. Vi inte-
grerar uttrycket med hjilp av substitutionsmetoden:

/dy /c01s¢d¢: /secgbdqﬁ

B sec ¢ + tan ¢
N / (bsecqb—i—‘wunqbdgZS
sec? ¢ + sec ¢ tan ¢
/ sec ¢ + tan ¢ d¢

= /d—uzln|u|—|—0
u

= Inlsec¢ +tan¢| + C
‘1+sin¢
N ik

o | TC

Eftersom ekvatorn dr projicerad pa z-axeln far vi villkoret y(0) = 0 och dérmed

| 1+sing
=ln|—|.
Y cos @
Vi ser att detta uttryck dr samma som det uttryck vi fick tidigare genom att
skriva om uttrycket med hjilp av trigonometrins grundformel

l+sing  1—sin’¢ cos? ¢ _ cos¢

cos¢  cos¢(l—sing) cos¢(l—sing) 1—sing

Med hjélp av trigonometriska formler kan vi ocksa visa att

cos¢p T ¢
1—sin¢tan<4+2>'

Mercators projektion ges oftast i formen

r = A
y = lntan<z+(§).

Nar vi gjort berdkningarna har vi antagit att sfirens radie R = 1. Normalt sétt
nir vi rdknar ut koordinaterna maste vi bade ta i beaktande sfirens radie R och
kartskalan S. Mercators projektion blir darfor

r = RSpS

y = RSIntan (Z+§>
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FIGUR 2.2.6. Mercators projektion [13, s.40]

Om vi vet koordinaterna vid Mercators projektion och vill veta koordinaterna
pa jorden anvinder vi oss en invers omvandling. Vi rdknar nu ut ¢ och A fran

Mercators projektion:

<

IR

g
=
«

L
®
G

tan

o NS

och
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2.2.1. Loxodrom. P4 en karta gjord med hjélp av Mercators projektion rep-
resenterar varje linje en kurva pa sfiren som skir alla meridianer och paralleller
med konstant vinkel. Denna kurva kallas for en loxodrom.

Fiaur 2.2.7. En loxodrom péa sfiren [3].

Loxodromen motsvarar alltsd den kurva pa sfiren dir man haller konstant
kurs. En stor férdel med kartor gjorda med hjilp av Mercators projektion dr allt-
sa att det dr latt att folja loxodromen. Man foljer helt enkelt hela tiden samma
kurs. Problemet &r att den kortaste vigen mellan tva punkter pa sfiren inte gar
langs loxodromen utan léngs en storcirkelbage. En storcirkelbage ar dock svar att
folja eftersom riktningen hela tiden maste dndras. For att minimera resans lingd
approximeras i stéllet storcirkelbagen med en serie loxodromer.

storcirkelbdge

loxodrom

loxodrom

FiGcur 2.2.8. Loxodrom och storcirkelbage vid Mercators projektion.

Vi kan berdkna avstandet mellan tva punkter Py, P> pa sfaren langs loxodromen
med hjalp av foljande ekvation:

diox = R|p2 — ¢1] [sec ]

var ¢p och ¢qér latituderna for punkterna P; och P, och p dr vinkeln mellan linjen
P, Py och en meridian. Vi kan hérleda formeln med hjilp av differential geometri,
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se [3, s. 354]. Vinkeln g kan vi rdkna ut med hjélp av punkternas koordinater vid
Mercator projektionen och tangens for en rétvinklig triangel i planet. Vi far

To — X1
tanpy = ———
Y2 — Y1
To — X
noo= tan~! 21
Y2 — Y1

Loxodromen avbildas alltsd som raka linjer pa4 Mercators projektion, men hur
ser loxodromen ut pa en karta gjord med hjélp av stereografisk projektion? Vi ska
till nést ta reda pa detta. Med hjilp av logaritmfunktionen far vi reda pa Merca-
tor projektionens koordinater utgiaende fran den stereografiska projektionens koor-
dinater. Logaritmfunktionens inversa funktion #r exponentialfunktionen och med
hjélp av denna kan vi alltsa ta reda pa den stereografiska projektionens koordinater
da vi vet Mercator projektionens koordinater. Till att borja med maste vi rotera
loxodromen omvint till vad vi gjorde da vi hirledde Mercators projektion. Linjer
bibehalls som linjer vid rotation och darfor &r loxodromen fortfarande en linje. En
linje ! i x, y-planet kan vi allmént skriva som [ = {(z,y) : y = ax + b, z € R}. Om
vi uttrycker linjen i det komplexa talplanet far vi z = « + i(az + b), z € R. Vi far
saledes

w = %= eeri(aerb) _ easei(aa:+b)

e”(cos(ax + b) + isin(ax + b)).
Om a # 0 ar funktionens graf en logaritmisk spiral, se figur 2.2.8. Loxodromen
pa en stereografisk projektion #r alltsd en logaritmisk spiral. Om a = 0 far vi
att z = x + b, x € R. Detta dr en linje som gar parallellt med den reella axeln.
Loxodromen ir i alltsa i detta fall en meridian efter att vi roterat bilden. Vi far att
w = e%e® = e"(cosb + isinb).

Loxodromen &r alltsd i detta fall en strale som utgar fran origo (0 dr inte med).

Ficur 2.2.9. Loxodrom pa Mercators projektion och pa stere-
ografisk projektion

EXEMPEL 2.4. Berdkna avstandet mellan punkt A (¢ = 0°, A = 0°) och punkt
B (6 = 30°N, \ = 45°E)
a) langs storcirkelbagen
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b) langs loxodromen

c) langs loxodromen pa en karta gjord med hjilp av Mercators projektion.
Kartan har skalan S =1 : 10000000 léngs ekvatorn.

Losning:

a) Vikan anviinda oss av cosinussatsen cos Zc¢ = cos Za cos Zb+sin Za sin £Zb cos ZC
pa samma sitt som vi gjorde i exempel 1.15 a. Vi anvinder oss alltsa av en trian-
gel som har hérnen i punkterna A, B och pa nordpolen C. Bagarna a, b och ¢ &r
motstaende sidor till hérnen A, B och C. Vi var nu att

Za = 90° —30° =60°
Zb = 90° —0°=90°
ZC = 45° —0° =45°.

Med hjilp av cosinussatsen kan vi nu ta reda pa Zc

cosZc = cosZacosZb+ sin Zasin Zbcos ZC
= ¢0s60° cos 90° + sin 60° sin 90° cos 45°
1
= 0+ @ 1 — = ﬁ
2 V2 2V2
Ze = 52,2387...°
~ 0,911738...

Avstandet mellan A och B far vi genom att multiplicera Zc med jordens radie:

AB =0,911738... - 6378 km = 5815 km.

b) For att rdkna ut avstandet mellan A och B lings loxodromen anvinder vi
oss av formeln dj,, = R |2 — ¢1]|sec p|. Vi borjar med att rikna ut koordinaterna
for punkterna A och B vid Mercators projektion for att kunna rikna ut p. Eftersom
vi nu vill ta reda pa hur langt det 4r mellan punkterna ldngs loxodromen &r skalan
S=1:1 Vifar

T = R'Oo =0
y1 = RlIntan <45° + 02> =0
och
9 = R-45°=R-0,785398...
y2 = Rlntan <45° + 32 ) = R-0,549306...

Vi berdknar nu
— T2 — T1
Y2 — Y1
_1 R-0,785398...
R -0,549306...
= 55,031...°

n = ta
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Langden pa loxodromen blir darfor

dlo:}c = R‘¢2 —451‘ |S€C/J,|
= 6378km - % - |sec 55,031...°|
= 5826,766 km ~ 5827 km.

c) Eftersom kartan finns i ett plan kan vi anvénda oss av Pythagoras sats for
att rdkna ut avstandet mellan punkterna pa kartan. Koordinaterna for punkterna
ar nu

Tq =0
Y1 0
och
o = RS-45°= RS -0,785398...
30°
y2 = RSIntan (450 + 5 ) = RS - 0,549306...

Vi far att avstandet ar
dmerc - \/(%2 - xl)z + (y? - y1)2

= \/(RS -0,785398...)° 4 (RS - 0,549306...)°

= RS\/(O, 785398...)° + (0, 549306...)°

6378000 m 5 -
= 0000000 4
10000000 (0,785398...)" + (0,549306...)

= 0,611286..m ~ 61,13 cm.

For att kunna jimfora resultatet med resultaten i a och b fallen berdknar vi &nnu
avstandet da skalan &r S =1:1

dvorey = 6378 km\/ (0,785398...)% + (0, 549306...)°
6112, 86...km ~ 6113 km.

Vi mérker att i detta exempel &r det inte sa stor skillnad mellan avstandet
léngs loxodromen och storcirkelbagen, medan avstandet berdknat med hjilp av
Mercators projektion skiljer sig ganska mycket &ven om punkterna &r relativt néra
ekvatorn. I nésta exempel ska vi ta reda pa ungefir hur stor formforandringen &r i
Finland och hur mycket storre formfériandringen dr i norra Finland jamfort med i
sodra Finland.

EXEMPEL 2.5. a) Hur langt #r avstandet mellan Abo (60°27'N,22°14'E) och
Sibbo (60°22' N, 25°15' E)? Berdkna avstandet mellan Enontekit (68°23'N, 23°38'E)
och Ivalo (68°39'N,27°32'E).

b) Hur langt &r avstandet mellan Abo och Sibbo och mellan Enontekié och
Ivalo pa en karta gjord med hjilp av Mercators projektion. For att direkt kunna
jamfora resultat med a-fallet tdnker vi oss att S =1: 1.

Losning:

a) Vi anvinder oss av cosinussatsen och en en triangel som har hérnen i punk-
terna A := Abo, B := Sibbo och C := nordpolen. Bagarna a, b och ¢ &r motstaende
sidor till hérnen A, B och C. Vi far nu att
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Za = 29,6333..°
Zb = 29,55°
/C = 3,0167..°

Med hjélp av cosinussatsen kan vi nu ta reda pa Zec:

cosZc¢ = cosZacos b+ sin Zasin Zbcos LC
= 0,999661...
Ze = 0,026038...

Avstandet mellan Abo och Sibbo far vi genom att multiplicera Zc med jordens radie
(6371 km).

d ;¢ ~ 165,89 km.

Pa samma sétt rdknar vi ut avstandet mellan Ivalo och Enonteki6. Vi far
drg ~ 161,54 km.

b) Vi riknar forst ut koordinaterna for Abo och Sibbo

ra = RS-22°14' = R-0,38804487...

ya = RSIntan (45O + 600227/> =R-1,3327738...
och

rp = RS-25°15" = R-0,4406956...

yp = HRSIntan (45O + 60022/) =R-1,3298284...

Vi far att avstandet ar
dASmerc = \/(mB - xA)2 + (yB - yA)2
~ 335,96km =~ 336 km.
P& samma satt far vi att avstandet mellan Ivalo och Enontekio ar

drgmere =~ 441,15 km ~ 441 km.

Vi méirker att formfériandringen dr vildigt stor i Finland om vi jamfér med
platser som finns nirmare ekvatorn (se exempel 2.4). Vi mirker ocksi att pa en
karta gjord med hjilp av Mercators projektion ser avstand, som i verkligheten &r
néstan lika langa, mycket lingre ut i norra Finland &n i s6dra Finland.

2.3. Albers ytriktiga koniska projektion

Albers projektion &r konisk och ytriktig. Parallellerna fr bagar av koncentriska
cirklar och meridianerna dr rita linjer som skir parallellerna med rét vinkel. Projek-
tionen presenterades for forsta gangen ar 1805 av tysken Heinrich Christian Albers.
Projektionen ar lamplig att anvindas om man vill kartligga ett stort omrade i 6stlig
vastlig riktning med en ytriktig projektion. Oftast anvinds Albers projektion med
tva standard paralleller. Vi kommer i detta kapitel att studera Albers projektion
med en standard parallell. Vi anvéinder [9] och [13] som killor.
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Albers projektion kan inte hirledas geometriskt utan vi hirleder projektionen
med hjilp av villkoret att projektionen ska vara ytriktig. Vi vill alltsa konstruera
en projektion dir ett omrade pa kartan har samma area som motsvarande omrade
pa sfiaren. Albers projektion dr ocksa konisk, vilket innebér att jordytan avbildas
pa en kon som tangerar sfaren vid standard parallellen. Vi borjar med att rikna
ut de polidra koordinaterna (r,6). Avstandet fran konens topp till den projicerade
punkten P betecknar vi med r. Vinkeln # &dr vinkeln mellan y-axeln och linjen som
skir konens topp och punkten P.

y

F1GUR 2.3.1. Poléra koordinater vid Albers projektion

Vinkel 6 far vi genom att forst rdkna ut toppvinkeln 67, som bildas nir vi
vecklar ut konen. Vi bérjar med att bilda ett uttryck for sidolingden rq for ko-
nen. Sidoldngden ry dr avstandet fran toppen av konen till standard parallellen.
Detta avstand far vi med hjilp av de likformiga trianglar AABC och ABCD, se
figur 2.3.2. Trianglarna &r likformiga enligt sats vinkel vinkel, eftersom ZABC =
ZCBD = 3 och ZBAC = ZBCD = ¢y. Vinkeln ZBAC = ZBCD, eftersom
tangenten till en cirkel dr vinkelrdt med radien. Forhallandet mellan motsvarande

sidor i likformiga trianglar &r konstant. Vi far darfor att

R
BD  BC’
Langden BD far vi med hjilp av definitionen av sinus i en ritvinklig triangel:
BD
sin ¢g = sin ZBCD = —.
R
Lingden BC far vi med hjilp av definitionen av cosinus i en ratvinklig triangel:
BC
cos g = cos ZBCD = B

Vi far saledes att

R - To
Rsingg  Rcos¢g’
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F1cUur 2.3.2. Likformiga trianglar

Konens sidlangd &r saledes

R cos ¢g
rg = —————
0 sin ¢g

Omkretsen for standardparallellen med latituden ¢y &r

d = 2nBC
= 27w Rcos ¢g

Vi far darfor att toppvinkeln &r

0 d  2mRcos ¢g
T o= = R cos ¢
"o sin ¢00

= 2msin ¢g

Vinkeln 6 ar saledes

0 = AXsin ¢Q

var A\ = XA — Ag. Longituden )\ dr longituden fér den meridian som véljer att ga
langs y-axeln.

Ett uttryck for » far vi med hjélp av villkoret att ytan pa ett segment pa konen
ska vara lika stort som motsvarande segment pa sfiren, se figur 2.3.3.



46 2. KARTPROJEKTION

FiGgur 2.3.3. Sfar och kon

Vi bérjar med att rdkna ut arean pa segmentet pa konen. Mantelytans area for
konen med sidléngden rq ar

d 2R
Akono = % = %SQSOTO = 7TRCOS¢0’/‘0.

Med hjéalp av definitionen for sinus och de likformiga trianglarna i figur 2.3.2 far vi
att

Rcos ¢g
To ’

sin gf)g =

Radien R ar darfor

_ Tosingg
 cosgy

Vi far saledes att

Akon, = mRcosporg

70 Sin ¢q
= T——CcosSpgro
CoS ¢g

= 7rgsingp.

Mantelytans area for en kon med sidlingden r dr Ay, = mr?sin ¢g. Arean for
segmentet pa konen dr saledes

2 2 .
Akonsegment = TTrgsi ¢0 — 7Tr- sin ¢0

= 7 (r% - r2) sin ¢g.
Arean pa motsvarande segment pa sfiren &r

Asfirsegment = 2T Rh = 2m R? (sin ¢ — sin ¢y) .
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Eftersom projektionen ar ytriktig far vi

Akonsegment = Asfiirsegment
m(rg —r?)singy = 2mR*(sin¢ — sin ¢y)
(rg —r?)singy = 2R*(sing —singy)
2.2 2R? (sin ¢ — sin ¢y)
0 sin ¢y
22— g2 2R? (sin ¢ — sin ¢p)
0 sin ¢y
[ Rcos g 2 _ 2R’sin¢ L oR?
B sin ¢g sin ¢g
RQ
= —— (cos2 $o — 2sin ¢ sin g + 2sin? ¢0)
S11 0
R2
= - (1 — sin? ¢ — 2sin ¢ sin ¢y + 2sin” ¢0)
sin” ¢g
R? 9
= —5— (1+sin — 2sin ¢ sin
sin2 g ( b0 ¢sin o)
ro= Siribo\/1+sin2¢072sin¢sin¢0.

Med hjélp av trigonometri och de poldra koordinaterna (se figur 2.3.2) far vi
de kartesiska koordinaterna:

x = rsinf =rsin(Alsingg)
y = 7"077"(:0s1‘):RC?S(Z50 —rcos (AAsin¢g) .
S1n Qg

Vi maste dnnu ta i beaktande skalan S, vilket gor att den slutliga projektionen &r

x = Srsin(AAlsingg)
y = S(RCOS:?OTCOS(A)\sinqu))

sin 0

var = —£\/1 +sin? ¢ — 2singsingy och AX = X — \g. Vid denna projek-

sin ¢
tion gar standard parallellen lings z-axeln och y-axeln gar lings meridianen med
longituden Ag.
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