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Tiivistelmi

Téassé tutkielmassa tarkastellaan neutriinojen sekoitusmatriisin ja kvarkkien se-
koitusmatriisin vilisid yhteyksid. Tarkastelussa keskitytéddn kahteen yksinkertai-
seen tapaukseen. Ensimmaisessd tapauksessa varattujen leptonien ja alas-kvark-
kien massamatriisien diagonalisointiin kaytetyt, kenttien vasenkétisiin kiraali-
komponentteihin liittyvéat matriisit oletetaan samoiksi. Toisessa tapauksessa sa-
maan tapaan neutriinojen ja ylos-kvarkkien vastaavat diagonalisointimatriisit ole-
tetaan samoiksi.

Aluksi esitelldén kvarkkien sekoittumiseen ja erityisesti neutriinojen sekoittumi-
seen liittyvit teoreettiset késitteet, kuten fermionien massojen generointi Stan-
dardimallissa, neutriinojen massoihin liittyvit Majoranan massatermit ja ns. see-
saw-mekanismi. Mittaustuloksien yhteydessé esitelladn myo6s neutriinojen mas-
soihin ja sekoittumiseen liittyva neutriino-oskillaatio. Tamén jialkeen esitelldén
kvarkkien ja leptonien vilistd yhteyttd motivoivia teoreettisia ja kokeellisia huo-
mioita ja tuloksia. Né&itd ovat esimerkiksi suurista yhtenéisteorioista saatavat
kvarkkien ja leptonien viliset massamatriisirelaatiot ja mittaustuloksista havaittu
ns. kvarkki—leptoni-komplementaarisuus, jonka mukaan kvarkkien ja neutriinojen
sekoituskulmat saattavat riippua toisistaan.

Kvarkkien ja leptonien sekoitusmatriisien vélisten yksinkertaisten relaatioiden
avulla saadaan ratkaistua neutriinojen sekoitusparametrit kvarkkien sekoituspa-
rametrien funktioina. Mielenkiintoisimmat ja kokeiden kanssa yhteensopivat tu-
lokset saadaan, kun néissé relaatioissa kidytetddn tuntemattomille matriiseille ns.
bi-maksimaalista eli kahdesta maksimaalisesta rotaatiosta koostuvaa yritettéa. Ny-
kyinen mittausdata suosii tapausta, jossa neutriinojen sekoittuminen muodostuu
bi-maksimaalisesta matriisista ja kvarkkien sekoitusmatriisista. Liséksi neutriino-
jen ns. Diracin vaiheelle § saadaan tulos § ~ .






Abstract

In this thesis relations between neutrino mixing matrix and quark mixing matrix
are studied. The focus of the analysis is on two simple cases. In the first case it is
assumed that the left matrix that diagonalizes the mass matrix of charged leptons
and the corresponding matrix of down quarks are equal. In the second case it is
likewise assumed that the corresponding diagonalizing matrices of neutrinos and
up quarks are equal.

First, theoretical concepts related to the mixing of quarks and especially to the
mixing of neutrinos are presented. These are e.g. fermion mass generation in the
Standard Model, Majorana masses of neutrinos and the so-called seesaw mecha-
nism. Regarding experiments, neutrino oscillations are also briefly discussed. Af-
ter this, theoretical and empirical observations supporting a connection between
quark and lepton sectors are presented. These include the mass matrix relations
between quarks and leptons that emerge from grand unified theories and the ex-
perimentally observed so-called quark—lepton complementarity that relates quark
and lepton mixing angles.

Using the simple relations between quark and lepton mixing matrices, the stan-
dard parameters of neutrino mixing are solved as functions of quark mixing pa-
rameters. The most interesting results are obtained using a bimaximal ansatz
for the unknown matrices in the problem. According to the results, the current
observed neutrino data agrees with a case where neutrino mixing is formed from
two maximal rotations (bimaximal mixing) and quark mixing. The result for the
so-called neutrino Dirac phase is 6 ~ 7 in these simple cases.
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Johdanto

Hiukkasfysiikan Standardimalli [TH4] kehittyi 1960- ja 1970-luvulla teoreettisen
hiukkasfysiikan suurten edistysaskelten myotéa. Néitd olivat mm. kvanttikromo-
dynamiikka sekd Glashow’n, Weinbergin ja Salamin moderni sdhkoheikko teoria
[4]. T&té ennen jo vuonna 1957 Bruno Pontecorvo ehdotti ilmicta [5, 6], joka
tunnetaan nykyisin neutriino-oskillaationa [1]. Pontecorvon kuvailema ilmio oli
neutriino—antineutriino-oskillaatio, jossa neutriino propagoidessaan muuntautuu
toistuvasti antihiukkasekseen ja takaisin. Vuonna 1962 Maki, Nakagawa ja Sakata
esittiviit neutriinojen oskillaatiota elektronin ja myonin neutriinojen valilla [7],
eli eri neutriinomakujen vililla, ja Pontecorvo jatkoi téita koskevan teorian kehit-
telyd vuonna 1967 [§]. Nykyisin neutriino-oskillaatio ja neutriinofysiikka ovat yk-
si suurimmista fenomenologisista perusteista tutkia Standardimallin ulkopuolista
fysiikkaa [9].

Wolfgang Pauli postuloi ensimmaisena heikosti vuorovaikuttavan, kevyen ja neut-
raalin hiukkasen neutriinon olemassaolon vuonna 1930 selittdikseen sen avulla
beetahajoamisessa syntyvien elektronien jatkuvan energiaspektrin [4]. Standar-
dimallin muotoutuessa nykyiseen muotoonsa 1970-luvulla ei ollut vield todistei-
ta neutriino-oskillaation ja neutriinojen massojen olemassaolosta. Ensimmaéiset
neutriino-oskillaation seuraukset oli kuitenkin jo havaittu vuonna 1968 Raymond
Davisin Homestake-kokeessa [10] vajeena Auringosta saapuvien elektronin neut-
riinojen vuossa.

Ensimmaiset vahvat kokeelliset todisteet neutriinojen oskillaatio-ilmitsta ja sen
kautta myos neutriinojen massoista saatiin vuonna 1998 Super-Kamiokande-ko-
keesta, jossa mitattiin ilmakehéssd kosmisten sdteiden vaikutuksesta syntyvid
neutriinoja [I1]. Vuonna 2002 Sudburyn neutriino-observatoriossa tehty koe var-
misti, ettd Auringosta saapuvien neutriinojen kokonaisvuo on oikea, mutta etta
osa elektronin neutriinoista muuntautuu myonin ja taun neutriinoiksi matkalla
Maahan [12].

Neutriinojen oskillaatio-ilmitssd neutriinot vaihtavat makuaan propagoidessaan
tyhjiossa tai véliaineessa kuten Auringossa. Téllaisen makua vaihtavan oskillaa-
tion havaitseminen osoittaa, ettd ainakin osalla neutriinoista on massa ja et-
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td neutriinot sekoittuvat [I]. Neutriinojen sekoittuminen on analoginen kvark-
kien sekoittumisen kanssa, ja neutriinoilla on oma sekoitusmatriisinsa vastaten
kvarkkien Cabibbon-Kobayashin-Maskawan (CKM) matriisia [13] [14]. Kvark-
kien sekoittumisesta poiketen neutriinojen mahdolliset Majoranan massatermit
tosin tekevét neutriinojen sekoittumisesta erilaisen ja hyvin mielenkiintoisen il-
mion [I5] [16]. Lisédksi neutriinojen sekoittuminen on huomattavasti voimakkaam-
paa kuin kvarkkien, ja mitattujen sekoitusparametrien arvojen selittdmiseksi on
tutkittu erilaisia leptoniperheiden (diskreettejd) symmetrioita [15, [17].

Neutriinojen mahdolliset Majoranan massatermit ja niihin liittyva kokonaislep-
toniluvun eli L-symmetrian rikkoutuminen tarjoavat muihin fermioneihin néh-
den uusia tapoja massojen generoimiseksi kuten ns. seesaw-mekanismin. Neut-
riinot saattavat néin tarjota keinon saada tietoa korkean energiaskaalan fysiikas-
ta, kuten esimerkiksi suuresta yhtenéisteoriasta [9, [16]. Suuret yhtenéisteoriat,
mittaustulokset seké kvarkkien ja leptonien samankaltaiset sdhkoheikot ominai-
suudet motivoivat myos tutkimaan kvarkkien ja leptonien vilistd symmetrisyyt-
td. Tama symmetrisyys voi ilmetéd esimerkiksi kvarkkien ja leptonien massa- tai
sekoitusmatriisien vélisind yhteyksind seké ns. kvarkki-leptoni-komplementaari-
suutena [9].

Tamén tutkielman péaétavoite on tutkia neutriinojen ja kvarkkien sekoitusmat-
riisien valisiad yksinkertaisia yhteyksid ja verrata niistd saatuja numeerisia tulok-
sia koetuloksiin. Ensimmaisessé luvussa tarkastellaan fermionien massojen gene-
roimista Standardimallin laajennuksessa, jossa neutriinot saavat massan Majo-
ranan massatermien kautta. Toisessa luvussa johdetaan fermionien sekoittumi-
nen massamatriisien diagonalisoinnista, esitetddn sekoitusmatriisien parametri-
saatiot ja esitelldéin neutriinojen sekoittumiseen liittyvia diskreettejd symmetrioi-
ta. Kolmannessa luvussa esitellaén lyhyesti neutriino-oskillaatio seké neutriinojen
ja kvarkkien sekoitusparametrien mittaustulokset. Neljannessd luvussa esitetdin
kvarkkien ja leptonien sekoittumisten véliseen yhteyteen viittaavia teoreettisia
ja kokeellisia havaintoja, ja viidennessa luvussa tutkitaan kvarkkien ja leptonien
sekoitusmatriisien vilisid yhteyksia.

Tutkielmassa kaytetdan luonnollista yksikkojarjestelméd, jossa h = ¢ = 1.



Luku 1

Fermionien massamekanismit

1.1 Fermionikenttien massatermit

1.1.1 Weylin spinorit

Standardimallin fermioneita kuvaillaan matemaattisesti Diracin spinoreilla, jotka
koostuvat kahdesta kiraalisesta kaksikomponenttisesta Weylin spinorista: vasen-
kétisesta spinorista 7 ja oikeakéatisesté spinorista x [1, 2]. Oikeakétistd neutriinoa
tosin ei Standardimallissa ole, koska silli ei olisi mallin mukaan mitdin vuorovai-
kutuksia. Weylin spinorit ovat kvanttikenttdteorian fundamentaalisia fermionisia
rakennuspalikoita, ja ne muuntuvat Lorentzin ryhmén vasen- ja oikeakétisissé
spinoriesityksissi seuraavasti:

— A
n L7, (11)

X — ARX7

jossa Lorentz-muunnoksen spinoriesitykset ovat [18]

AL = exp [%5 (5— m)]

Ap = exp [%a (5+ 1&)}

(1.2)

Téssé Paulin matriisit o; on esitetty kolmikkona & = (o4, 09, 03), ja reaalilukukol-
mikot € = (01, 6, 03) sekid & = (wy,ws,ws) ovat vastaavasti Lorentz-muunnoksen
rotaatio- ja puskuparametrit.

Fermionien mahdolliset massatermit saadaan rakentamalla Lorentz-invariantte-
ja termejé kahdesta kiraalisesta Weylin spinorista. Voidaan nayttéda, ettd naitéa
on olennaisesti neljédnlaisia: jos 1y, my ja 1 ovat vasenkétisid sekd xi, x2 ja x
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oikeakatisia Weylin spinoreita, niin Lorentz-invariantit bilineaarit ovat

1021, (1.3)
X1 102 Xo, (1.4)
n'x, (1.5)
X'n. (1.6)

Naista ((1.5) ja tosin ovat toistensa Hermiten konjugaatteja, ja niiden in-
varianssi seuraa bilineaarien ja (1.4) invarianssista seké siitd, ettd vasenké-
tisestd spinorista 1 rakennettu spinori ioon* on Lorentzin muunnosten suhteen
oikeakétinen ja vastaavasti oikeakétisestd spinorista y rakennettu ioox™® on va-
senkétinen.

1.1.2 Diracin massatermi

Fermionien massatermit voidaan muodostaa kayttden Weylin bilineaareja (|1.3))—
(1.6). Gammamatriisien kiraalisessa eli Weylin kannassa [2] Diracin spinori voi-
daan kirjoittaa blokkimuodossa Weylin spinoreiden avulla:

b= (Z) . (1.7)

Tastd ndhdéan, ettd vasen- ja oikeakitisille kiraalisille projektioille

Y = L% YR = 1—;%¢ (1.8)

péatee ¥y = (1,0) ja g = (0, x). Kiraalisia kenttid ¢, ja g kutsutaan kentén
1 vasen- ja oikeakitisiksi (kiraalisiksi) komponenteiksi. Komponenttien avulla
nahdaén, ettd Diracin massatermi

Lp = —mp ) = —mp (Vg + Vrir)
= —mp (n"x + x'n)

on invariantti vastaten bilineaareja ((1.5)) ja (1.6)), ja ettd se muodostuu kahdesta
riippumattomasta kiraalisesta komponentista. Téssd mp on kentdn ¢ = ¥y + ¥
massa.

(1.9)

1.1.3 Majoranan massatermit

Muut Lorentz-invariantit massatermit ovat Majoranan massatermejé, ja niitd on
kahdenlaisia [T}, T9]: vasenkitisen komponentin massatermi

mi, ——: m
Ly, = _TL Vrbr, + hee. = _TL ¥, TC*y + hec.
(1.10)

= —% n" ioan + h.c.
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ja oikeakétisen komponentin massatermi

mr — m .

Lr = _TR Urhr + he. = —7R YrTC*hr + h.c.
(1.11)

mr .

:+7X ioo x + h.c.

Néitd kutsutaan myohemmin lyhyemmin vasen- ja oikeakétisiksi (Majoranan)
massatermeiksi. Namé massatermit muodostuvat kumpikin ainoastaan yhdes-
ta kiraalisesta komponentista ja vastaavat bilineaareja ja . Yhtaloissa
ja on kiytetty identiteettis 1)¢ = 7 C*, joka seuraa misritelmis-
té ja varauskonjugaatiomatriisin C' antisymmetrisyydesta. Parametrit my, ja mg
ovat vastaavasti Majoranan kenttien Wy, = ¢y + ¢ ja Vg = ¥g + " massat.
Massatermien tekijat 1/2 selitetddn Majoranan kentéin yhteydessd osassa .

1.1.4 Yhdistetty massatermi

Méaritelmia ja fermionioperaattorien antikommutatiivisuutta kidyttden voidaan
niyttis, ettéd fermionikenttioperaattoreille 1, ja 1, pitee 1S = 1hy);. Tal-
16in erityisesti ¥rtr, = ¥ “Wx", ja Diracin massatermi voidaan kirjoittaa
muodossa

P m _ N
Lp = —mp ¢Ypipr + h.c. = —TD <¢R¢L + ¢LC¢RC> + h.c. (1.12)
Kaikki massatermit ((1.9), (1.10) ja (1.11)) voidaan kirjottaa yhdistettyyn matrii-

simuotoon [I]

L, = —mpYriy — %Wih - %%%f +h.c.
1 (1.13)
=—5 (¢ ) (mL mD) (Jij) +he,

2 mp MR

jossa fysikaalisten hiukkasten massat saadaan keskelld olevan massamatriisin sin-
gulaariarvoista. Téssd tapauksessa tdytyy myos ottaa huomioon, ettd vain kaksi
massaparametreista mp, my, ja mg voidaan valita reaalisiksi absorboimalla mas-
saparametrin vaihe fermionikenttéén [1]. Tdm& voidaan néyttdd muunnoksien

(1.16]) avulla.

Tulos voidaan yleistdd myos tapaukseen, jossa vasen- ja oikeakétisié fermio-
nikenttiéd on useita. Talloin massaparametrit mp, my, ja mgr korvataan matriiseilla
ja esimerkiksi spinori ¢, tulkitaan kokoelmaksi spinoreita (¢1z,...,%Nr), jossa
N on fermionisukupolvien méari. Esimerkiksi termi mp 1zt korvataan téllin
bilineaarilla Zij %(mD)iﬂ/}j L, jossa indeksit ¢ ja j merkitsevat fermionimakuja
ja (mp);; on matriisin mp alkio. Yhtalon lopullinen muoto pétee télloin
blokkimatriisimuodossa, kun massamatriisissa esiintyvé alempi blokkimatriisi mp
korvataan sen transpoosilla mp?.



6 LukuU 1. FERMIONIEN MASSAMEKANISMIT

1.2 Majoranan kentta

Edelld kohdassa esiintyneet kentdt Wy, ja Wy ovat esimerkkejd Majoranan
kentésté ¢y [1], jonka médrittelee Majoranan ehto

Un’ = A, (1.14)

jossa A on vaihetekijd (usein A = 1). Ehto tarkoittaa, ettd Majoranan
kenttéd vastaava hiukkanen on oma antihiukkasensa. Aina kun fermionikentilla
on Majoranan massatermejé, voidaan ndyttia, ettd massamatriisin diagonalisoiva
fysikaalinen kenttd on Majoranan kentté, jolle pétee yhtélo .

Ehdosta seuraa, ettd Majoranan kentélld on vain kaksi vapausastetta eli
sen nelikomponenttisella spinorilla on vain kaksi riippumatonta komponenttia
[1]. Kiraalisessa kannassa tdmé tarkoittaa, ettd Majoranan spinori muodostuu
vain yhdestd Weylin spinorista: esimerkiksi aiemmin ¥y, = (1, —ioon®) ja Vg =
(ioax™, x). Lisdksi, koska Majoranan kentdlld on vain puolet Diracin kentén va-
pausasteista, on massatermeissé (1.10]) ja oltava tekija 1/2, jotta vastaa-
vassa Diracin yhtélossid massaparametri ei ole kaksinkertainen [1J.

Majoranan massatermit ovat mahdollisia ainoastaan sihkomagneettisesti neut-
raaleille fermioneille, silld varatut fermionit eivit voi varauksen séilymisen ta-
kia olla omia antihiukkasiaan. Témaé ilmenee siitéd, ettd Majoranan massatermit

ja eivit ole invariantteja vaihemuunnoksessa
P — Y, (1.15)
jossa av # 0, silld tédssd muunnoksessa
P =PI C™ Y — X 0eep,
Dy = PTOTY* —s e~ 2ogye.

Vaihemuunnos liittyy sdhkomagneettisen varauksen () liséiksi myos kaikkiin
muihin additiivisiin kvanttilukuihin kuten kokonaisleptonilukuun L, ja muunnok-
sista néhdéadn, ettd Majoranan massatermit rikkovat naitd kvanttilukuja
kahdella yksikolld. Sahkomagneettisesta varauksesta poiketen tosin esimerkiksi
kokonaisleptoniluvun sédilymisté ei ennusta mikéén laajalti hyvaksytty teoria, ja
kokonaisleptonilukua rikkovia neutriinojen Majoranan massatermejé pidetaankin
toistaiseksi hyvin mahdollisina ellei jopa todennékéisina [1].

(1.16)

1.3 Standardimallin Yukawan kytkennét

Fermionien massatermit eivit ole sellaisenaan mittainvariantteja Standardimal-
lissa. Tamén takia fermionien massat lisdtddn Standardimalliin Higgsin meka-
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nismin avulla kdyttden Higgsin kentén ja fermionikenttien viélisia Yukawan kyt-
kentoja [1H4]. Esimerkiksi varattujen leptonien massatermit saadaan Yukawan
kytkennésta

Zy‘f (L; ®)¢; + h.c., (1.17)

2,7=1
jossa Yé on Yukawan kytkinmatriisi, L; = (v;,%;;) on vasenkétinen fermioni-
dupletti, ® = (¢, ¢") on Higgsin skalaaridupletti ja £,z on oikeakiitinen varat-
tu leptonikenttd. Alaindeksit ¢ ja j merkitsevit fermionimakuja, jotka Yukawan

matriisi kytkee toisiinsa.

Higgsin mekanismissa Higgsin kentdn & neutraalilla komponentilla on nollasta
eroava vakuumiodotusarvo, (®) = (0,v/v/2), joka rikkoo teorian perustilan sih-
koheikon symmetrian. Témén seurauksena kytkennésta saadaan yleistetty
Diracin massatermi

Z G M{lp +hec., (1.18)
1,j=1
jossa Mf] on varattujen leptonien massamatriisi, ja tdssd tapauksessa Mf] =
(v/ \/§)Y;§ Standardimallissa ei ole symmetriaa, joka méadraisi Yukawan kytkin-
matriisien tai massamatriisien muodon, joten fermionien massamatriisit ovat ylei-
sessd tapauksessa kompleksisia ja ei-diagonaalisia.

Alas-kvarkkien massatermit saadaan muodostettua analogisesti varattujen lepto-
nien massatermien kanssa korvaamalla Yukawan kytkennéssa leptoniken-
tat vastaavilla kvarkkikentilla. Y1os-kvarkkien tapauksessa téytyy hypervarauk-
sen sdilymisen takia kédyttdd tavallisen Higgsin dupletin & sijaan konjugoitua
SU(2),-duplettia & = ioy®* = (¢°", —¢™), jolla on vastakkainen hypervaraus.
Yukawan kytkentd on talloin

Z P)u,p + h.c., (1.19)

i,j=1

jossa Q; = (u;r, d;r) on vasenkétinen kvarkkidupletti ja u;z on oikeakétisen ylos-
kvarkin kenttd. Kummassakin tapauksessa kvarkeille saadaan samanlaiset Diracin
massatermit (|1.18)) kuin varatuille leptoneille.

1.4 Neutriinojen massamekanismit

1.4.1 Diracin massatermi

Jos oikeakétiset neutriinot liséttdisiin Standardimalliin, voitaisiin neutriinoille
muodostaa Diracin massatermi samanlaisesta Yukawan kytkennéstéd kuin ylos-
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kvarkeilla (1.19) [I]. Tadmé& ei kuitenkaan selittdisi neutriinojen massojen pie-
nuutta luonnollisesti eli ilman vapaiden parametrien hienosditod: neutriinojen
Yukawan kytkinvakiot taytyisi sddtdd hyvin pieniksi, jotta neutriinojen massat
olisivat paljon pienempié kuin varattujen fermionien massat, jotka saavat massan-
sa samasta Higgsin kentén vakuumiodotusarvosta v. Téytyisi siis olla Yv < Y*v.

1.4.2 Vasenkitinen Majoranan massatermi

Varatuista fermioneista poiketen Majoranan massatermit ovat neutriinoille mah-
dollisia. Standardimallin vasenkétiselle neutriinolle voitaisiin lisdtd termi, josta
saataisiin vasenkitisen kiraalisen komponentin massatermi (1.10]). Tdmé ei kui-
tenkaan ole mahdollista kiyttden ainoastaan Standardimallin kenttid mikéli vaa-
ditaan myos, ettd massatermi on renormalisoituva. Tamé tarkoittaa kdytannossa,
ettd termin kytkinvakion massadimensio ei saa olla negatiivinen.

Koska vasenkétinen neutriino on osa SU(2),-duplettia L = (vr, ¢), kuuluu kah-
den neutriinokentén tulo joko singlettiin tai triplettiin.ﬂ Singletti saadaan kahden
dupletin L; ja L; kombinaatiosta L]iooL;. Se ei kuitenkaan kelpaa neutriinojen
Majoranan massatermin ldhteeksi, sillé se ei kytke neutriinokenttid keskendén:

L_,in-Q Lj = L,LT C*iO'Q Lj = Viji C*ij —63}1 C*I/jL. (120)
Liséiksi kombinaatio (1.20]) on antisymmetrinen duplettien vaihdossa:
L? C*iO'Q Lj == —L? (C*iO'g)T L,L

1.21
= —L] C*ioy Lj, (121)

joten se haviai, kun dupletit ovat samat eli 1 = 7. Téssé on kdytetty fermioniope-
raattorien antikommutatiivisuutta sekéd varauskonjugaatiomatriisin C' ja Paulin
matriisin oy antisymmetrisyytta.

Leptoniduplettien triplettikombinaatio
L5i0y7 Ly = LY C*ioyd L (1.22)

sen sijaan kytkee neutriinokentét keskendén ja on lisdksi symmetrinen duplettien
vaihdossa, joten se ei héviéd, kun ¢ = j. Tripletti taytyy kuitenkin kytkea
johonkin uuteen Standardimallin ulkopuoliseen kenttdén, silld Standardimallissa
ei ole SU(2)-triplettejd [1]. Ersis mahdollisuus on skalaaritripletti £ = (&1, &, &),
joka voidaan kytked invariantisti triplettiin ((1.22)):

—

Lsioy(G - &)L, (1.23)

1. Ryhméin SU(2) esityksille 2®2 =1 3.
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Téastéd saadaan haluttu kytkentd neutriinon ja skalaaritripletin neutraalin kompo-
nentin vilille, josta saadaan Higgsin mekanismin avulla vasenkétiselle neutriinolle
Majoranan massatermi. Joissakin malleissa tdm& mekanismi tosin johtaa kevyen
skalaarihiukkasen, Majoronin, olemassaoloon, joka on ristiriidassa kokeiden kans-
sa. Majoron-ongelmaa ei kuitenkaan ole, jos Higgsin potentiaalissa sallitaan ko-
konaisleptonilukua rikkovat termit, ja talloin saadaan mydos luonnollinen selitys
neutriinon pienelle massalle [20].

1.4.3 Oikeakitinen Majoranan massatermi

Mikali Standardimalliin lisdttéisiin oikeakétinen neutriinokentté, olisi sen olta-
va mittamuunnoksien suhteen singletti, silld sen vuorovaikutuksia ei ole havaittu
kokeissa. Téllaista neutriinoa sanotaan steriiliksi, koska se ei vuorovaikuta Stan-
dardimallin muiden hiukkasten kanssa [1, 21]. Steriilille neutriinolle Ng voidaan
suoraan lisdtd Standardimalliin invariantti oikeakétinen Majoranan massatermi

(1)
Lr = —% Ni“Ng + h.c. (1.24)

Sahkoheikko symmetriarikko ei rajoita massan mg arvoa vaan se on Standardi-
mallin kannalta vapaa parametri [1].

1.4.4 Efektiivinen Majoranan massatermi

Neutriinojen vasenkétinen Majoranan massatermi on muodostettava leptonidup-
lettien triplettikombinaation avulla, mikéli halutaan invariantti ja renor-
malisoituva massatermi. Koska Standardimallia on lopulta pidettéava jonkin kor-
keamman energiaskaalan (yhteniis)teorian matalan energian efektiivisend teoria-
na, on luonnollista tarkastella myos termejé, jotka eivét ole renormalisoituvia

1.

Standardimallin kentistd rakennettu alimman massadimension termi, josta saa-
daan vasenkétisen neutriinon Majoranan massatermi, on renormalisoitumaton
Weinbergin operaattori, jonka massadimensio on viisi [I}, 9} [15]:

O = —%(LT igy ®) C*(®T ioy L). (1.25)

Tésséd A on dimensioton kytkinvakio ja A on jokin korkea energiaskaala. Sahko-
heikon symmetriarikon jilkeen téistd saadaan neutriinolle massaksi m = A\v?/A,
jonka pienuus selittyy ilman hienosd&atod suuren skaalan A avulla. Téastd saadaan
myo0s arvio skaalan A suurudelle: mikdli m ~ 1eV, A ~ 1 ja v >~ 245 GeV,
saadaan arvioitua A ~ 1013 GeV.
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Efektiivinen massaoperaattori Oy liittyy olennaisesti ns. seesaw-mekanis-
meihin, jotka ovat renormalisoituvia. Niissd kédytetddn Standardimallin ulkopuo-
lisia raskaita kenttié, joiden massat ovat suuruusluokkaa A. Kun seesaw-mekanis-
meista muodostetaan efektiivinen teoria integroimalla raskaat kentét pois, saa-
daan tulokseksi juuri kyseinen efektiivinen operaattori ((1.25]) [15], 20]. N&in ollen
Standardimallissa kaikki neutriinojen Majoranan massat ovat olennaisesti see-
saw-tyyppisid [20] ja niiden matalan energian kdyttdytymistd voidaan tutkia yh-
tenéisesti efektiivisen termin avulla [20]. Tdmé&n takia energiaskaalaa A
kutsutaan usein ns. seesaw-skaalaksi.

1.4.5 Seesaw-mekanismit

Massaoperaattori ({1.25) voidaan toteuttaa puutasolla kolmella eri tavalla, joita
kutsutaan seesaw-mekanismeiksi I, IT ja IIT [9, 20]. Seesaw-mekanismeja I ja II
voidaan tarkastella vasenkétisen neutriinon v ja oikeakétisen steriilin neutriinon
N massatermin ({1.13))

1 = (my mp v
Loeesaw = -5 (v* N) (mD mR) ( Nc) +h.c. (1.26)

avulla. T&ssd my, on vasenkétisen neutriinon v Majoranan massa, mp on kum-
mankin neutriinon yhteinen Diracin massa ja mg on oikeakitisen neutriinon N
Majoranan massa. Usean neutriinon tapauksessa massat my,, mp ja mg korvataan
matriiseilla, kuten kohdassa

Ensimmaéisen lajin seesaw-mekanismissa kédytetdaan oikeakétista neutriinoa N, jol-
le annetaan suuri Majoranan massa mg. Vasenkétisen neutriinon v massatermia
ei ole, koska se ei ole sallittu ilman muita uusia Standardimallin ulkopuolisia
hiukkasia, joten my = 0. Liséksi oletetaan mp < mg, jolloin massamatriisin
ominaisarvot ovat likimain —m¥ /mpg ja mg. Fysikaaliset hiukkaset ovat siis ke-
vyt neutriino, jonka massa on m ~ m¥ /mg ja raskas neutriino, jonka massa on
M ~ mRE| Kevyen neutriinon massa on luonnollisesti pieni, silld Diracin massa
mp saa syntynsa sihkoheikossa symmetriarikossa, mutta raskaan steriilin neutrii-
non massan mg suuruusluokka eli seesaw-skaala on luonnostaan suuri, esimerkiksi
GUT-skaala [1} [9, 15]. Yhteys operaattoriin (1.25) on m3 = Av? ja mg = A.

Toisen lajin seesaw-mekanismi perustuu skalaaritripletin ja kahden leptoniduple-
tin kytkentédn (1.23). Oikeakiitistd neutriinoa N ei tarvita, joten mg = 0 = mp.
Mekanismi perustuu siihen, ettd skalaaritripletilld on kokonaisleptonilukua rik-
kova kytkentéd neutriinoihin ja myos Higgsin duplettiin, jolloin neutriinon massa

2. Kaytannollisesti katsoen kevyen neutriinon vuorovaikutukset ovat samat kuin vasenkétisen
neutriinon v vuorovaikutukset ja raskaan neutriinon samat kuin oikeakétisen neutriinon N
vuorovaikutukset.
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selittyy ilman hienosdétoda. Kolmannen lajin seesaw-mekanismi taas on saman-
tapainen ensimmaéisen kanssa: siind neutraali singletti N korvataan fermionit-
ripletilld, joka on kytketty vasenkétiseen leptoniduplettiin ja Higgsin duplettiin.
[9, 15 20]

Néiden puutason seesaw-mekanismien liséksi neutriinojen massat voidaan gene-
roida radiatiivisesti héiriteorian korkeamman kertaluvun korjausten kautta. Ek-
splisiittisia malleja esitelladn luennoissa [20].






Luku 2

Fermionien sekoittuminen

2.1 Massamatriisien diagonalisointi

Olkoon My fermionien f massamatriisi, jossa f = v, ¢, u, d ja v tarkoittaa neutrii-
noja, ¢ varattuja leptoneita, u ylos-tyyppisia kvarkkeja ja d alas-tyyppisia kvark-
keja. Massamatriisi M on yleisesti kompleksinen n-ulotteinen nelidmatriisi, joka
voidaan diagonalisoida singulaariarvohajotelmallaf] [1I, 22]

UfTMfo:diag(mfl,...,mfn) = Mmy. (2.1)

Téssé Uy ja Vy ovat unitaarisia matriiseja ja vastaavat vasen- ja oikeakétisten fer-
mionien muunnoksia eri fermionimakujen muodostamassa avaruudessa. Fer-
mionien massat my, ovat matriisin My singulaariarvoja, jotka ovat ei-negatiivisia
reaalilukuja. Matriisit Uy ja V; diagonalisoivat seuraavat matriisin My kombinaa-
tiot:

U (MM Uy = my® = Vi' (My My) V5, (2.2)

miké seuraa ominaisarvohajotelmasta.

Kun fermionien massatermit ovat muodossa, jossa teorian mittavuorovaikutuk-
set on annettu, sanotaan, etti kentét ja massatermit ovat ns. symmetriakannassa
[9, 23]. T&lloin mahdolliset massamatriisien symmetriat ovat suoraan nékyvissi,
eikéd massamatriisi ole yleensé diagonaalinen. Merkitdan tatéd jatkossa lisadmaélla
symmetriakannassa fermionikenttiin yldindeksi S. Esimerkiksi Standardimallissa
perhesymmetrioita ei ole lainkaan, joten massamatriiseille ei ole mitdéan rajoittei-
ta. Talld merkintatavalla esimerkiksi varattujen fermionien Diracin massatermi

(1.18) kirjoitetaan
ﬁMf = — g,(Mf)ij ﬁq + h.c. (23)

3. Tasta kidytetddn myos nimitysté bi-unitaarimuunnos.

13
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Téssé ja tésté eteenpéin suoritetaan summaus toistuvien indeksien yli ilman, et-
ta kirjoitetaan summausmerkintéd nékyviin. Majoranan neutriinojen tapauksessa
mééaritelladn massamatriisi M, termisté

EMV = —E(Ml,%](l/f[/)c + h.C.7 (24)

jossa on kaytetty esimerkkind neutriinon vasenkétisen kiraalisen komponentin
massatermié.

Fermionien f massatermin diagonalisointi tapahtuu méarittelemalld uudet kentét
massamatriisin singulaariarvohajotelman (2.1]) avulla:

[ = UM
sz% = (VfT)U j%%’

jossa yldindeksi m tarkoittaa, ettd kentédt diagonalisoivat massamatriisin My ja
néin ollen vastaavat fysikaalisia hiukkasia. Kentistd f™ kédytetddn tdmén takia
myo6s nimitystd massan ominaiskenttd. Majoranan neutriinojen tapauksessa mas-
samatriisi on symmetrinen, miké seuraa fermionioperaattorien antikommutatiivi-
suudesta ja varauskonjugaatiomatriisin C' antisymmetrisyydesta. Talloin singu-
laariarvohajotelmassa sekéd yhtaloissa Vi, =U,.

(2.5)

2.2 Heikko varattu virta ja sekoitusmatriisit

Leptonien ja kvarkkien massamatriisien diagonalisoinnilla on Standardimal-
lissa vaikutusta ainoastaan heikon varatun virran vuorovaikutustermeissid. Kun
symmetriakannan kentét f° kirjoitetaan massan ominaiskenttien f™ avulla, kai-
kissa muissa termeissé diagonalisointimatriisit Uy ja Vy kumoutuvat unitaarisuu-
den takia. Ainoastaan heikon varatun virran termeissia fermionidupletin kentét
kytkevét toisiinsa ja diagonalisointimatriisit jaavat nédkyviin. Esimerkiksi lepto-
nien varatun virran vuorovaikutuksia kuvaava Lagrangen tiheys on [I]

Lo = _4 W#— &?L’)/‘u l/-SL + h.c.

V2 z (2.6)

— I W (U, V + e

V2

Varatut massan ominaiskentét /1", £5' ja ¢3' voidaan samaistaa elektronin, myonin
ja taun kanssa:

le o
oy (2.7)
- o

N
=
Il
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eli ¢, = 0", jossa indeksid a = e, i, 7 kutsutaan mauksi. Neutriinon maku sen
sijaan voidaan kiinnittda ainoastaan sen perusteella, minkad makuisen varatun lep-
tonin kanssa sen ndhd&édn vuorovaikuttavan. Yhtalostéa niahdééan, ettd kom-
binaatio (UgTU,,)ijuj”i vuorovaikuttaa sellaisenaan W-bosonin ja varatun leptonin
¢, kanssa. Tata niin sanottua heikon vuorovaikutuksen ominaiskenttad merkitaan
Vor = (U'U,) i}, ja juuri nidmé kentiit vastaavat tietyn makuisia neutriinoja
eli elektronin, myonin ja taun neutriinoja. Elektronin, myonin ja taun neutrii-
not eivét siis ole varsinaisesti hiukkasia vaan neutriinohiukkasten eli neutriinon
massan ominaiskenttien (tai -tilojen) superpositioita.

Neutriinojen ja varattujen leptonien massamatriisien diagonalisoinnin ainoa fy-
sikaalinen seuraus Standardimallissa on siis neutriinojen massan ja vuorovaiku-
tuksen ominaiskenttien sekoittumista kuvaava yhtélo

Vol = (UgTUy)m‘ IJZ:L/, (28)
jossa neutriinojen (tai leptonien) sekoitusmatriisi on [I]
Upmns = U,'U,, (2.9)

jota kutsutaan Pontecorvon-Makin-Nakagawan—Sakatan matriisiksi eli PMNS-
matriisiksi. Sen alkioita merkitd&n kolmen neutriinon tapauksessa seuraavasti:

Uel Ue2 Ue3
Upnns = | Ut Upz Ups | - (2.10)
U’rl UT2 U7'3

Symmetriakannan lisiksi usein kiytetdan kantaa, jossa varattujen leptonien mas-
samatriisi on diagonaalinen (merkitdén pilkulla ) [9], jolloin U, = V/ = 1 ja
Upnns = U),. Fysikaalisesti eri kannoilla ei ole eroa, ja symmetriakannasta péés-
tdan varattujen leptonien diagonaaliseen kantaan korvaamalla neutriinojen mas-
samatriisi M, matriisilla M’ = U, M, U,* [24]. Talloin U}, = U,'U, ja fysikaalinen
neutriinojen sekoitusmatriisi pysyy muuttumattomana.

Y1os- ja alas-kvarkkien massamatriisien diagonalisoinnista seuraa kvarkkien se-
koittuminen samaan tapaan kuin leptonien tapauksessa. Kvarkkien tapauksessa
sekoitusmatriisi tosin sijoitetaan varatun virran termeissé tavallisesti alas-kvark-
kien eteen, jolloin sekoitusmatriisi kuvaa kevyempien alas-kvarkkien ja niiden
massan ominaiskenttien sekoittumista [I]. Ylos-kvarkit ovat talléin automaatti-
sesti massan ominaiskenttid. Kvarkkien sekoitusmatriisia [1]

Uckm = U, Uy, (2.11)



16 LUKU 2. FERMIONIEN SEKOITTUMINEN

kutsutaan Cabibbon—Kobayashin—-Maskawan matrisiiksi [13], 14] eli CKM-matrii-
siksi. Sen alkioita merkitadn tavallisesti seuraavin indeksein:

Uud Uus Uub
UCKM = Ucd ch Ucb . (212)
U U Uy

2.3 Sekoitusmatriisien parametrisointi

2.3.1 Standardiparametrisaatio

Sekoitusmatriisit ja ovat kahden unitaarisen matriisin tulona unitaa-
risia. Ilman Standardimallin ulkopuolisia symmetrioita muita rajotteita ei ole.
Keskitytéadn téstéd eteenpéin tapaukseen, jossa fermioniperheitd on kolme, jolloin
massa- ja sekoitusmatriisit ovat 3 x 3 -matriiseja.

Mielivaltainen unitaarinen 3 x 3 -matriisi U voidaan parametrisoida yhdeksalla
reaalisella parametrilla, joista kolme on kulmia ja loput kuusi vaiheita. Eri pa-
rametrisointeja on olennaisesti 9 erilaista [22), 25], joista Particle Data Groupin
[21], 26] kayttamaa sekoitusmatriisin standardiparametrisaatiota vastaa

U= P(&l, a9, Oég) R23 P(—(S, O, 0) ng P((S, 0, 0) ng P(O&4, [0%:%) 0)
= diag(e'™, €2, ¢'*3)

—ié

C12C13 S12€13 S513€
X | —S12€23 — C12523t‘513€i(s C12C23 — 812823513616 523C13
5125823 — 012023813Gi(S —C12823 — 812623813615 C23C13
x diag(e'™, e, 1). (2.13)

Tamén esittiviit ensimmaéisind Maiani [27], Chau ja Keung [28]. Tassd s;; =
sin6;;, ¢;; = cos b, P, B,v) = diag(e'®, €, €7) on diagonaalinen vaihematriisi
ja R;; = R;;(0;;) tarkoittaa tason i—j reaalista rotaatiomatriisia:

1 0 0 C13 0 S13 C12 S12 0
Royz= |0 ca3 s3|, Rz=[ 0 1 0], Rip=|-512 ci2 0
0 —S8923 (o3 —S13 0 C13 0 0 1

(2.14)

siiksi vaiheiden «; paikkaa matriisien P(aq, ag, as) ja P(ay, as,0) diagonaaleilla
voidaan vapaasti vaihtaa uudelleenméérittelyiden avulla, kunhan vaiheita on yh-
teensa 5 kappaletta [22] 25].
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Kaikki unitaarisen matriisin (2.13)) vaiheet «a; eivit esiinny sekoitusmatriiseissa
ja , silld osa niistd voidaan eliminoida siirtdmalla ne fermionikenttien
vaiheiksi varatun virran termeissé . Tamé on mahdollista, koska Diracin
fermionien vaiheet eivit ole fysikaalisia havaintosuureita U(1)-symmetrian (|1.15)
perusteella. Nain ollen CKM-matriisista voidaan eliminoida kaikki vaiheet

«;, ja sen standardiparametrisaatio on
K= R23 P(—(S,O, 0) R13 P(5,0,0) R12 s (215)

joka vastaa yhtalossa viimeisen vaiheen keskimmaéistd matriisia. CKM-
matriisissa on siis nelji reaalista parametria: kolme kulmaa 65, 053 ja 613 sekéd
CP-symmetriaa rikkova ns. Diracin vaihe §. Kvarkkien tapauksessa kulmaa 6,
kutsutaan myos usein Cabibbon kulmaksi 6.

Neutriinojen sekoitusmatriisin ([2.9)) standardiparametrisaatio on vastaavasti
K x PMaja (216)

josta on eliminoitu varattuja leptonia vastaavat vaiheet oy, as ja ag. Neutriino-
jen parametrisaatiossa on kvarkkien tapauksesta poiketen liséiksi diagonaalinen
vaihematriisi Py, joka siséltdd kaksi fysikaalista CP-symmetriaa rikkovaa Ma-
joranan vaihetta [21I]. Diracin neutriinojen tapauksessa ndmé vaiheet eivit ole
fysikaalisia havaintosuureita, jolloin Pyaj = 1.

Mikéli unitaarinen 3 x 3 -matriisi U on annettu, voidaan sen alkioista ratkaista
standardiparametrit esimerkiksi seuraavien yhtéloiden avulla:

U U-
S12 = |212| 5 523 = |223| 5 S13 = |U13|7 (2-17)
VU2 + |Urs] V|Uas|? + [Uss|
UrU,3U5 U
0= —Arg (M + 012023813> . (218)
C12€13C23513

Téssé on oletettu, ettd kulmat ovat vélilla [0, 7w/2], jolloin kulmien sinit ja kosinit
ovat positiviisia. Néin voidaan tehdd tarkastelun yleisyyttd menettaméatta, silla
kyseinen tilanne voidaan aina saavuttaa méérittelemalld osa vaiheista «; ja o0
uudelleen vahentdmélla niiden alkuperaisistd arvoista 7. Vaiheiden vaihteluvali
on talloin [0, 27]. Vaiheet a; saadaan parametrisaatiossa seuraavasti:

a1 = Afg(Uls 615)7 Qg = Arg(Uzs), Q3 = Afg(U33)>

i e (2.19)
ay = AI‘g(UH (& 1), af = AI‘g(Ulg (& 1).

Mikali esimerkiksi U3 = 0, ei vaiheen oy ratkaisemiseen voida kayttaa yhtaloitéa
(2.19), joten téllaiset tapaukset taytyy tarkastella erikseen.
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Yhtélo (2.18) saadaan identiteetisté
U1*1U13U31U§3 = 012053023813 (€_i6812823 - 012023513> ) (2-20)

jonka avulla voidaan laskea my6s standardiparametrisaation Jarlskogin invariant-
ti [1I, 29]

|Jep| = [Im (U}, U12U01 Usy)| = [Tm (U, UasUspUsy) |

= |Im (U1*1U13U31 §3>’ = |612023C%3512823813 Siné‘ . (221)

Tama invariantti liittyy unitaarisen matriisin ns. unitaarisuuskolmioihin ja se ker-
too sekoitusmatriisin CP-symmetrian rikkoutumisesta. Téstd ndhdédén erityises-
ti, ettd CP-symmetrian rikkoutuminen (Jop # 0) vaatii kaikkien sekoituskulmien
eroamista nollasta.

2.3.2 Wolfensteinin parametrisaatio

Kokeiden perusteella tiedetdin, ettd kvarkkien sekoittuminen ei ole kovin voima-
kasta, ja niinpé kvarkkien sekoitusmatriisi ei eroa paljon identiteettimat-
riisista. Kvarkkien sekoitusparametreilla on lisiksi havaittu olevan hierarkia [21]
$13 K So3 K S12 < 1. Tahédn perustuen CKM-matriisille kdytetddn usein stan-
dardiparametrisaation sijaan Wolfensteinin parametrisaatiota, joka maéri-
tellddn yhtaloilla [21]

|Uss|
\/|Uud’2+ ‘Uu8|2’

Ucb
U’lLS
AN (p+in)V/1 — A2\E
V1= A1 — A2X\4(p + i7)]
jossa parametreina ovat reaaliluvut A\, A, p ja 7. Parametreille p ja 1 pétee p +
i1 = —UwaUw" /(UegUs"), eikéd tamé yhdistelmé riipu vaihekonventiosta. Lisédksi
CKM-matriisi on néiden parametrien avulla kirjoitettuna unitaarinen parametrin

A jokaisessa kertaluvussa [21]. Parametrien p ja n avulla CKM-matriisille voidaan
kirjoittaa usein kédytetty approksimaatio

812:)\: )

523_14)\2_)\‘

(2.22)
sige® = Un" = AN (p+ i) =

1—)\2/2 A AN} (p —in)
Uckm = -\ 1—)\2/2 AN? + O\ (2.23)
AN(1—p—in) —AN 1

kolmanteen kertalukuun parametrin A suhteen. Liséksi parametreille pétee

s13 = AN |p +1in), (2.24)
d = Arg(p +in), (2.25)
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sin(?:#, coso = P

— £ (2.26)
p2 + 7]2 p2 + n2

seké
p+in=(p+in) [1—A*/2+O\)]. (2.27)

2.4 Neutriinojen sekoitusmatriisin approksimaatiot

Mittaustuloksiin perustuen neutriinojen sekoitusmatriisille on ehdotettu erilai-
sia approksimaatioita. Tulosten mukaan neutriinojen sekoituskulmat 65 ja 693
ovat suuria, mutta kulma 6,3 on pieni. Kulman 6,3 mittaukset olivat pitkdan yh-
teensopivia jopa arvon nolla kanssa, ja kulman 6,3 virherajat sisaltavat edelleen
maksimaalisen arvon /4. Témén vuoksi suuri osa neutriinojen sekoitusmatriisin
approksimaatioista on ollut muotoa [30)]

C12 S12 0
Upmns = | —$12/V2  c12/vV2  1/v/2 | X Py, (2.28)
512/\/§ —012/\/§ 1/\/§

jossa sin? fo3 = 1/2 ja sin 3 = 0. Tillsin sekoitusmatriisilla on maksimaalinen
u—7-symmetria. Erés esimerkki tallaisesta sekoitusmatriisista on ns. bi-maksimaa-

linen matriisi
1

Uy = (2.29)

o
N =N

I wl»—tﬂli—l
N N

Shal ©

jossa myos kulma 615 on maksimaalinen eli sin® 6, = 1/2. Témi approksimaa-
tio ei ole kuitenkaan enédéd sopusoinnussa mittausten kanssa. Bi-maksimaalinen
matriisi on kuitenkin teoreettisesti mielenkiintoinen, silld se muodostuu kahdes-
ta maksimaalisesta rotaatiosta: Upy = Rog(m/4)Ri2(m/4). Témén hyodyllisyys
selvidd kvarkki-leptoni-komplementaarisuuden yhteydessé osassa [4.3]

2.4.1 Tribi-maksimaalinen sekoittuminen

Nykyisin suosituin approksimaatio neutriinojen sekoitusmatriisille on ns. tribi-
maksimaalinen muoto [31}, 32], jossa standardiparametreille pétee sin® 6o = 1/3,
sin?fy3 = 1/2 ja sin 613 = 0. Valitsemalla kulmat positiivisiksi saadaan sekoitus-
matriisi muotoon

Upnvns = Urem X Phraj, (2.30)
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jossa Urgy on tribi-maksimaalinen matriisi

2 L 0
V6 VB V2

Tastd esiintyy kirjallisuudessa useita eri merkkikonventioita, joissa on kaytetty
eri Majoranan ja varattujen leptonien vaiheita.

Tribi-maksimaalinen sekoitusmatriisi Urgy (2.31) voidaan muodostaa symmet-
riakannassa esimerkiksi Cabibbon tri-maksimaalisen matriisin
1 w? w
Uo=—[1 1 1], (2.32)
W w?

V3

jossa w = e3 , ja maksimaalisen matriisin

1 1
vz 0%
RY=Ry(r/4)=| 0 1 0 (2.33)
1 1
v 0%
avulla [33]: jos U, = Uc ja U, = R7T, niin
Upnins = Ul'U, = UcTRTT = P(0,0,7) Urpm Pataj- (2.34)

Tésséd on kdytettdva matriisin R transpoosia, jotta tulokseksi saadaan tribi-
maksimaalinen matriisi. Matriisit Ug ja R73” esiintyvit niissé rooleissa esimer-
kiksi joissakin ryhmé&én A4 pohjautuvissa malleissa. (Ryhméstd A, ja muista
diskreeteistd symmetrioista kerrotaan lisié osassa [2.5])

Uusimpien mittaustulosten valossa tribi-maksimaalinen skenaario ei ole endé niin
houkutteleva kuin aiemmin, silld mittaukset osoittavat, ettd kulma 6,3 on nollasta
poikkeava. Muutenkin eksaktia tribi-maksimaalista sekoitusmatriisia olisi
pidettéavé lahinnéd nollannen asteen approksimaatioina kdytetyn mallin paramet-
rien suhteen.

2.4.2 Kultainen leikkaus

Tribi-maksimaalisen sekoittumisen kanssa kilpailee nykyisin my&s toinen p—7-
symmetrinen malli, jossa neutriinojen sekoituskulmalla ;5 on yhteys kultaiseen
leikkaukseen [34] [35]

1++5

2

¢ . (2.35)
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Kultainen leikkaus eli kultainen suhde on kuuluisa luonnossakin esiintyvéi mate-
maattinen vakio, joka on yhtélon

P —p—1=0 (2.36)

positiivinen ratkaisu.

Kultaiseen leikkaukseen liittyvid approksimaatioita on esitetty kaksi eri versiota
[34], 135]:

(a) cotbiy = o,

(b) cosfiy = ¢/2. (2:37)

Muille kulmille pétee sin®fp3 = 1/2 ja sinf;3 = 0 kuten bi- ja tribi-maksimaali-
sissa tapauksissa. Tapauksessa (a)

1 5-6

= ~ (0.276 2.38
24+ ¢ 10 ’ (2:38)

sin2 912 =

ja tapauksessa (b)

3—-¢ 5-5
4 8

sin? 6y = ~ 0.345. (2.39)
Lisdksi tapaus (b) perustuu identiteettiin ¢ = 2 cos(7/5), josta saadaan kulmalle
yksinkertainen muoto 615 = 7/5.

2.5 Diskreetit symmetriat

Jos oletetaan, ettd neutriinojen sekoitusmatriisin approksimaatiot, kuten tribi-
maksimaalinen sekoittuminen tai kultaisen leikkauksen approksimaatiot
, eivéit ole vain numeerista sattumaa, voidaan tarkastella malleja, jotka joh-
tavat luonnollisesti nédihin sekoitusmatriiseihin. Luonteva keino tdhén ovat lepto-
niperheiden kesken vallitsevat symmetriat eli makusymmetriat [I7]. Ne rajoitta-
vat massamatriisien muotoa ja johtavat néiin tietynlaiseen sekoitusmatriisin muo-
toon.

Diskreetit ei-abeliset symmetriat sopivat hyvin téllaisiksi makusymmetrioiksi.
Tribi-maksimaalisen sekoittumisen tapauksessa erityisen hyvin soveltuva ja suo-
situin ryhmé on alternoiva ryhméa A, [15] 17, 136, [37], joka muodostuu neljan ob-
jektin parillisista permutaatiosta. Ryhméné se on isomorfinen tetraedriryhmén
eli sddnnollisen tetraedrin rotaatioryhmén 7' kanssa. Tamé diskreetti ryhmé on
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pienin, jolla on kolmiulotteinen redusoitumaton esitys, ja néin se soveltuu kol-
men leptoniperheen tapaukseen. Monesti néissé malleissa kdytetddan useita Higg-
sin kenttid. Talloin esimerkiksi varatuille leptoneille saadaan yleistetty Yukawan
kytkenta o

— Y5 (Li @) kn, (2.40)

jonka mahdolliset ijk-yhdistelmét symmetriaryhméa méarasa. Talla tavalla ryh-
mén A4 avulla saadaan rakennettua eksakti tribi-maksimaalinen neutriinojen se-
koitusmatriisi.

Ryhmé A4 ei ole ainoa vaihtoehto tribi-maksimaalisen sekoittumisen symmetria-
ryhméksi. Muita kiytettyja ryhmié [17] ovat mm. tetraedriryhmén 7' kaksinker-
tainen peiteryhmé 7" [38, [39], joka tunnetaan myos kaksinkertaisena tai bindi-
risend, tetraedriryhméns (muita merkintéitapoja mm. 27" tai ()T, symmetrinen
ryhmé S, [40} 41], joka koostuu kaikista 4 objektin permutaatioista ja on isomor-
finen sddnnollisen tetraedrin koko symmetriaryhmén kanssa sekd ryhmé A(27)
[42], joka on isomorfinen puolisuoran tulon Z3 x Z} kanssa. Téssd Z4 tarkoittaa
tuloryhméé Z3 x Z3 ja puolisuora tulo tarkoittaa kaytdnnossé, ettd ryhmien Z3
ja Z4 generaattorit eiviat kommutoi [43].

Kultaisen leikkauksen approksimaatioihin johtavia diskreetteja symmetria-
ryhmié ovat esimerkiksi (a) alternoiva ryhmé As ja (b) dihedraalinen ryhmé D
[34, 35]. Ryhmé& A5 on isomorfinen sdédnnollisen ikosaedrin rotaatioryhmén kans-
sa, ja sen yhteys kultaiseen leikkaukseen seuraa ikosaedrin geometrisista ominai-
suuksista. Tapauksessa (b) dihedraalinen ryhmé D eli sddnnollisen 10-kulmion
symmetriaryhmé on luonnollinen valinta symmetriaryhméksi, silla sddnnéllisen
10-kulmion ulkokulma on 7/5. Liséksi D;y antaa yksinkertaisemman vakuumi-
rakenteen verrattuna muuten samalla tavalla sopivaan dihedraaliseen ryhméén
D5.

On myds tutkittu muita diskreettejd makusymmetrioita, jotka eivit valttamét-
té liity suoranaisesti eksaktiin tribi-maksimaaliseen tai muihin p—7-symmetrisiin
tapauksiin. Esimerkiksi hiljattain esitetyssd ryhmén SU(3) aliryhméén A(54) pe-
rustuvassa supersymmetrisessid mallissa [44] saadaan luonnollisesti likimain tri-
bi-maksimaaliset kulmat 6,5 ja 693 sekd mittaustuloksia vastaava suurehko 6;3.
Kyseissd mallissa kulman 6,3 suuruus ja kulman 693 poikkeama maksimaalises-
ta arvosta ovat korreloituneet. Malli selittdd myos kvarkkien sekoittumisen ja
kaikkien fermionien massat ja hierarkioiden erot. Liséksi hiukkaset on asetettu
ryhmén A(54) esityksiin yhteensopivasti ryhméan SO(10) perustuvan suuren yh-
tenéisteorian [9, B0, [45] kanssa.



Luku 3

Neutriino-oskillaatio ja mittaukset

3.1 Neutriino-oskillaatio

Neutriinojen oskillaatioilmiolla [1I, 21] tarkoitetaan neutriinon maun sédénnollis-
td vaihtumista toisiksi mauiksi neutriinon propagoinnin aikana. Oskillaatio on
seurausta neutriinojen massan ja vuorovaikutuksen (eli maun) ominaiskenttien
sekoittumisesta (|2.8)

VoL = ZUai VZTZ. (31)

Téssd neutriinojen sekoitusmatriisia Upyns (2.9) on merkitty lyhyemmin U:lla.

Tarkemmin sanottuna neutriinojen oskillaatio ja sen havaitseminen ovat mah-
dollisia, koska sekoittumisen lisiksi neutriinojen massat ja erityisesti massojen
nelididen erot ovat pienid. Neutriinot syntyvét heikon varatun virran prosesseissa
talloin koherentisti, ja massatilojen koherenssi siilyy neutriinojen havaitsemiseen
asti [46]. Vaikka heikon varatun virran vuorovaikutus onkin symmetrinen
neutriinojen ja varattujen leptonien suhteen, vastaavaa massatilojen superposi-
tioiden oskillaatiota ei havaita varatuilla leptoneilla, koska niiden massaerot ovat
suuria.

Johdetaan seuraavaksi neutriino-oskillaation todennékoisyys kvanttimekaniikan
avulla kédyttden yksinkertaistettua tasoaaltomenetelméd. Huomattavasti moni-
mutkaisempi tarkempi johto vaatisi aaltopakettimenetelmén tai kvanttikentté-
teorian kayttod [21], mutta tasoaaltoapproksimaatiolla saadaan kuitenkin oikea
tulos. Naita eri lahestymistapoja ja niissa tarvittavia oletuksia on tarkasteltu esi-
merkiksi viitteissa [1] ja [21].

Yhtélo (3.1) kuvaa Standardimallin rakentamiseen kdytettyjen kvanttikenttaope-
raattorien sekoittumista. Kvanttimekaaninen vastine yhtélolle (3.1)) on neutriino-
jen tilavektorien sekoittumista kuvaava yhtls. Koska operaattori v/} luo tilan

23
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V™) ja koska yhtdlostd (3.1) saadaan 7, = >, UZ, /7, on neutriinon massan ja
maun ominaistilojen sekoittumista kuvaava yhtalo

va = 3 Uz 7). (32

Neutriinon massan ominaistila |¢//*) on myos Hamiltonin operaattorin ominaisti-
la, olkoon sen energia F;. Schrodingerin yhtalosté voidaan télloin ratkaista omi-
naistilan aikakehitys [I]:

(1) = e ), (3-3)
joka on yksinkertainen tasoaalto. Hetkella ¢ = 0 syntyvan maun ominaistilan |v,)

aikakehitys saadaan nyt yhtaloista (3.2]) ja (3.3)):
o)) = U

Konjugoimalla yhtilo (3.2) ja kdyttamalld yhtélod (3.4]) saadaan edelleen neut-
riinojen makujen « ja (3 viélisen oskillaation todennékoisyys hetkelld ¢ neutriinon
Ve syntymisen (t = 0) jilkeen:

P(vy — vg,t) = [(vs]val(t) Z 5 UpilUnUg, e BBt (3.5)

vy, (3.4)

Nykyisisséd ja suunnitelluissa oskillaatiokokeissa neutriinot ovat ultrarelativisti-
sia [21]. Téalloin dispersiorelaatiota E; = y/p? + m? voidaan approksimoida E; ~
p+m?/(2p), jossa p = |p]. Jos oletetaan lisiksi, etté oskillaatiossa kaikilla neutrii-
nojen massan ominaistiloilla on sama litkeméaéra p, saadaan E; — E; ~ Amfj (2p),
jossa AmZ; = m7 — mj5. Ultrarelativistisille neutriinoille p ~ E, jolloin oskillaa-
tiotodennékoisyydeksi saadaan [I]

am; L) , (3.6)

P(v, —» v, L) = Z UBzUaJU,Bg exp ( T

jossa I/ on neutriinojen energia ja ultrarelativististen neutriinojen lentoaikaa on
approksimoitu ¢t ~ L, jossa L on neutriinoldhteen ja detektorin vélimatka.

3.2 Oskillaatiokokeet

Koejérjestelyissda parametrit L ja E ovat tunnettuja, joten oskillaatiokokeissa
voidaan méadrittdd erotuksia Am ja sekmtusmatrusm Upmns elementteja mit-
taamalla osklllaatlotodennakmsyyksm . Mahdolliset sekoitusmatriisin Majo-
ranan vaiheet eivit vaikuta oskillaatiotodennakbisyyteen, joten niistd ei saada
tietoa oskillaatiokokeissa.
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Neutriinojen oskillaatiokokeissa on havaittu kaksi riippumatonta oskillaatiotaa-
juutta eli neutriinojen massojen nelividen erotusta: Am2; ja Am?,  [1,[15]. Niista
Am?2 | havaittiin ensin Auringossa syntyvien elektronin neutriinojen oskillaatiosta
ja Am?2, . ilmakehiissd kosmisien siiteiden vuorovaikutuksista syntyvien myonin
ja elektronin neutriinojen oskillaatiosta. Auringon neutriinoja on mitattu mm.
kokeissa [21] Homestake [10], SAGE [47], GALLEX [48], GNO [49], Kamiokan-
de [50], Super-Kamiokande [51], 52], SNO [12 53] ja Borexino [54]. Ilmakehén
neutriinoja on mitattu Super-Kamiokande-kokeessa [11]. Aurinko- ja ilmakehé-
neutriinokokeissa on oskillaatiotaajuuksien lisdksi saatu mitattua neutriinojen

sekoituskulmat gy = 612 ja Gapm = 023 [59].

Auringon ja ilmakehén neutriinojen oskillaatiotaajuudet on varmistettu maan-
péaallisissa reaktori- ja kiithdytinneutriinokokeissa. Pitkdn kantaman reaktorineut-
riinokoe KamLAND [56] mittasi oskillaatiotaajuuden Am?; ja kulman 6,5, taa-
juus Am?2, . ja kulma 63 on vahvistettu pitkdin kantaman kiihdytinneutriinoko-
keissa K2K [57] ja MINOS [58]. Pitkén kantaman kiihdytinneutriinokoe OPERA
sen sijaan mittaa oskillaatiota v, — v, josta on jo tehty yksi havainto [59].
Liséksi neutriinojen sekoituskulmaa 6,3 on mitattu mm. lyhyen kantaman reak-
torineutriinokokeisssa CHOOZ [60], DOUBLE-CHOOZ [61], Daya Bay [62] ja
RENO [63] seké pitkén kantaman kiihdytinneutriinokokeissa T2K [64] ja MINOS
[65]. CP-symmetriaa rikkovasta Diracin vaiheesta d ei ole saatu vield tarkkaa mit-
taustietoa. Viimeisimmissé kokeissa havaittu suurehko kulman 6,3 arvo kuitenkin
tarkoittaa, ettd vaihe 0 pystytddn madrittdmasn seuraavan sukupolven oskillaa-
tiokokeissa, kuten esimerkiksi LAGUNA-LBNO.

Kaksi riippumatonta oskillaatiotaajuutta (Am?2; ja Am?_,) voidaan yksinkertai-

simmillaan toteuttaa kolmen neutriinon tapauksessa, silld siind vain kaksi mas-
sojen nelididen erotuksista

2 2 2 2 2 2 2 2 2

on riippumattomia. Mittauksista tiedetdén, ettd Am2, > 0 ja Am2, < |Am?Z,|
[T, 21]. Tdmén vuoksi neutriinojen numerointi valitaan yleensé niin, ettd Am?2, =
Am3, > 0 ja Am3, < |AmZ|. Télléin on kaksi mahdollisuutta [21]: neutriinojen

massat ovat joko ns. normaalissa jirjestyksessd (normaali hierarkia, NH)
my < my <msz, Ami, = Am3,, (3.8)
tai ns. kddnteisessi jirjestyksessi (kddnteinen hierarkia, TH)

ms < my < my, Am?, = Am3,. (3.9)

2

2 < |Am?, | takia on joka tapauksessa Am3; ~ AmZ,.

Hierarkian Am
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Suurin ja vakuuttavin osa mittaustuloksista voidaan selittda olettamalla vain kol-
me tavallista aktiivista neutriinoa [21] kuten edelld. Mahdollisia viitteitd kolman-
nesta oskillaatiotaajuudesta on kuitenkin saatu LSND- [66] ja MiniBooNE-ko-
keista [67]. Néiden tulosten vahvistuminen tarkoittaisi ainakin yhden steriilin
neutriinon olemassaoloa, silla télldin riippumattomia massaeroja téaytyisi olla vé-
hintddn kolme [I5]. Téssé tutkielmassa keskitytddn kuitenkin tavalliseen kolmen
neutriinon tapaukseen.

3.2.1 Mittaustulokset

Neutriinojen oskillaatiokokeiden viimeisin tulos on ollut hypoteesin #;3 # 0 vah-
vistuminen noin viiden standardipoikkeaman (5¢) varmuudella ja kyseisen kul-
man arvon tarkempi méadritys. Aiemmissa kokeissa ja globaaleissa neutriinoda-
ta-analyyseissd [55, 68, 69] kulman 6,3 arvo vaihteli huomattavasti, miké johtui
ainakin osittain reaktorineutriinojen vuon suuruuden arvioimisesta [55, [68]. Uu-
demmat Daya Bayn [62] ja RENO:n [63] tulokset eivit sen sijaan juurikaan riipu
neutriinovuon normalisaatiosta, silld kyseisissd kokeissa kdytetddn kauempana si-
jaitsevan detektorin liséksi lahidetektoria ja verrataan niiden saamia vuoarvoja
toisiinsa [70].

Viimeisimméssé globaalissa neutriinodata-analyysissé [70] méaéaritetyt neutriino-
jen sekoitusparametrit on annettu taulukossa [3.1] Kulmaparametrit ovat stan-
dardiparametrisoinnin (2.13) mukaiset, mutta neutriinojen massojen nelididen

erotukselle Am?, . on kiytetty midritelmad Am?2, = m2 — (m3 +m?)/2.

Taulukko 3.1: Globaalin neutriinodata-analyysin [70] tulokset neutriinojen sekoi-
tusparametreille ja massojen nelididen erotuksille kolmen neutriinon tapauksessa.
Parhaiden arvojen lisdksi on listattu 1o:n ja 30:n luottamusviélit. Kyseisesséd ana-
lyysissi on kiytetty médritelmia Am?2, = Am3; ja Am2,, = m3 — (m3 +m?)/2.
Taulukon tuloksissa on oletettu neutrinoille normaali jérjestys (NH). Erot kdan-
teisen jérjestyksen (IH) tuloksiin ovat noin prosentin suuruusluokkaa.

parametri paras arvo lo:n vali 3o:n vali
Am?2, [107° eV?] 7.54 7.32-7.80 6.99-8.18
Am?, [1073 eV? 2.43 2.34-2.50 2.15-2.66
sin? 04 0.307 0.291-0.325 0.259-0.359
sin? Oy 0.398 0.372-0.428 0.330-0.638
sin? 013 0.0245 0.0214-0.0279 0.0149-0.0344

§ [7] 0.89 0.45-1.18 -
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Normaalissa jirjestyksessid massaerojen Am3, ja Am2; ~ Am?2, suhteesta
Am3
r=—2>0.026 (3.10)
Amg

saadaan mielenkiintoista tietoa neutriinojen massojen hierarkian voimakkuudesta
[9]. Normaalissa jérjestyksessd pétee

2 2
Ams,  Amg,

3.11
josta saadaan neutriinojen 2 ja 3 massojen suhteelle alaraja
T2 S F 2 0.16. (3.12)

ms
Neutriinojen massahierarkia ei ainakaan normaalissa jérjestyksessé ole siis kovin
voimakas.

3.3 Kvarkkien sekoitusparametrien mittaustulokset

Kvarkkien sekoitusmatriisin eli CKM-matriisin (2.11]) elementtien absoluuttiset
arvot on mitattu kokeellisesti neutraalien mesonien oskillaatioista seké niiden ja
raskaiden kvarkkien hajoamisleveyksista [21]. Kokeellisten tulosten tilastollisessa
analyysissi [71] CKM-matriisin elementtien absoluuttisiksi arvoiksi 3o:n luotta-
musvililld on saatu

’Uud‘ ’UUS‘ ’Uub‘
\Uckm| = | [Ueal |Ues| |Us|
[Utal  |Uts| U
0.97426 0 000ss  0.2254700032  0.0035050 00020
= | 022537000  0.97345700006% 0.04075 0018 | - (3.13)

0.0084610000%  0.040070 0015 0.99916575 foooat
Naistd méadritetyt Wolfensteinin parametrien (2.22)) arvot ja niiden 30:n luotta-

musvilit ovat [71]

A=0.8017005, A =0.2254700007, p=0.14470037, 7= 0.34370553. (3.14)

Tuloksista voidaan laskea yhtéloiden (2.22), (2.24]) ja (2.25) avulla kvark-
kien standardien sekoituskulmien ja vaiheen ¢ kokeelliset arvot ja virherajat. N&-
mé on koottu yhdessd neutriinojen vastaavien parametrien kanssa taulukkoon 3.2
Liséksi yhtaloiden avulla saadaan klassisille Wolfensteinin parametreille

p=0.148T002  n=0.35270030. (3.15)
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Taulukko 3.2: Neutriinojen ja kvarkkien kokeellisista tuloksista [taulukko ja
yhtalot (3.14])] lasketut standardisekoitusparametrit. Virherajat vastaavat taulu-
kon [3.1} ja tuloksien (3.14)) 3o:n luottamusvéleja.

parametri neutriinot kvarkit
015 [rad]  0.587700%5  0.22747000%8
fo3 [rad]  0.683702%%  0.0411300
015 [rad]  0.15770:022  0.003575-590
J [rad] — 1.17410118




Luku 4

Symmetrisyys kvarkkien ja leptonien vililla

4.1 Vihjeitd symmetrisyydesti

Standardimallissa kvarkeilla ja leptoneilla on samankaltaiset peruspiirteet sahko-
heikon vuorovaikutuksen suhteen. Jokaista vasenkétistéd kvarkkia vastaa vasenké-
tinen leptoni, jolla on sama heikko isospin, silld leptonit ja kvarkit on jérjestetty
sukupolvittain vasenkétisiin SU(2),-dupletteihin

(). () (), "
() (1) ()

Tamén seurauksena kvarkkien ja leptonien heikon varatun virran vuorovaikutuk-
set ovat identtiset. Symmetria rajoittuu téssé vain vasenkétisiin kenttiin, mutta
se voidaan myo0s laajentaa oikeakétisiin kenttiin esimerkiksi LR-symmetrisissé
SU(2), x SU(2) g x U(1)-malleissa [9, [30]. Tadmi kvarkkien ja leptonien samankal-
taisuus saattaa kertoa taustalla olevasta symmetriasta, joka liittd4 ne toisiinsa.

Suuret yhtenéisteoriat (GUT) [9][30], 45] ovat kvarkkien ja leptonien vilisen yhtey-
den tarkastelemisen ehkédpé térkein peruste. Niissd Standardimallin kaikki vuo-
rovaikutukset on yhdistetty suurilla energioilla (eli pienilla etdisyyksilld) ja kaik-
ki materiakentét eli kvarkit ja leptonit kuuluvat symmetriaryhmén samaan mul-
tiplettiin. Symmetrian kannalta mielenkiintoisin GUT-luokka on ryhméaéan SO(10)
perustuvat mallit. Niissd mittabosonit kuuluvat ryhmén SO(10) 45-ulotteiseen
liittoesitykseen (45), ja yhden sukupolven kaikki kvarkit ja leptonit sopivat tay-
dellisesti yhteen fundamentaaliseen 16-ulotteiseen spinoriesitykseen (16). Spino-
riesitykseen 16 sisiltyy myos oikeakétinen neutriino, miké tekee teorian hiukkas-
sisdllosta leptonien ja kvarkkien suhteen symmetrisen. Oikeakétisen neutriinon
olemassaolon takia ndmé& mallit ovat mielenkiintoisia my0s seesaw-mekanismin
kannalta.

29
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Kvarkkien ja leptonien sekoituskulmien numeroarvoille on myos havaittu mielen-
kiintoinen empiirinen yhteys [9]

)

{0 T (12)

jossa Auringon neutriinojen oskillaatioon liittyva kulma 67, ja kvarkkien Cabib-
bon kulma 67, summautuvat maksimaaliseksi kulmaksi /4. Samoin myds 23-
kulmille on havaittu pétevian

53 1 033 =~ (4.3)

™
1 .

Niitéa sekoituskulmien vélisid relaatioita kutsutaan kvarkki-leptoni-komplemen-
taarisuudeksi (QLC) [9] 23]. Yhtaloiden ja ei oleteta pétevin eksaktis-
ti, ja QLC:n realisoivissa malleissa niihin tulee yleensé pienié korjauksia. QLC-
relaatioita ja voidaankin pitédé erd#nlaisina ohjenuorina, joiden avulla
voidaan mahdollisesti paljastaa kvarkkien ja leptonien vilinen syviéllisempi yh-
teys. Toisaalta on myo6s taysin mahdollista, ettd ndma relaatiot ovat vain numee-
rista sattumaa.

Niista kvarkkien ja leptonien viliseen yhteyteen viittaavista seikoista huolimat-
ta kvarkkien ja leptonien véalilld on myos ilmeisid eroja. Kuten edella todettiin
kvarkkien viliset ja leptonien viliset sekoittumiset poikkeavat merkittavalla ta-
valla toisistaan. Kvarkkien sekoittuminen on varsin vahéistéa eiké erityisesti viit-
taa mihink&én diskreettiin symmetriaan, kun taas neutriinojen sekoittuminen on
voimakasta ja viittaa selkeimmin taustalla mahdollisesti vallitsevaan symmetri-
aan. Myos kvarkkien ja leptonien massojen hierarkiassa on selva ero. Tama il-
menee esimerkiksi 2. ja 3. sukupolven hiukkasten massasuhteista: kvarkeille ja
varatuille leptoneille ne ovat varsin pienié, [9] 21]

M 0,06, % ~0.01-0.04, ¢~ 0.006-0.008. (4.4)

m, my my

Neutriinojen massojen suhde (normaalissa jéirjestyksessé (3.8))) sen sijaan on suu-
Ii:

m

—2>0.16 (4.5)

ms
(ks. yhtélo (3.12))). Neutriinojen massahierarkia on siis huomattavasti heikompi,
jos merkittdvad hierarkiaa on edes olemassa [9]. Kvarkkeja ja leptoneita yhdista-
vén teorian suurimpia haasteita onkin rikkoa mahdollinen kvarkkien ja leptonien
vélinen matemaattinen symmetria sopivalla tavalla.
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4.2 Massamatriisien valiset relaatiot

Suuret yhtendisteoriat [9], 30, [45] johtavat luonnollisella tavalla fermionien mas-
samatriisien vilisiin yhteyksiin ilman erillisia makusymmetrioita, silld kvarkit ja
leptonit kuuluvat samaan multiplettiin. Esimerkiksi ryhmé&éan SO(10) perustuvis-
sa malleissa kaikki fermionit kuuluvat fundamentaaliseen spinoriesitykseen 16 ja
ryhméin SU(5) perustuvissa malleissa esitykseen 5 & 10.

Minimaalinen Georgin—Glashow’n SU(5)-GUT antaa kvarkkien ja varattujen lep-
tonien Yukawan kytkinmatriiseille ja siten myts massamatriiseille relaatiot

Md = M3T7
Mu = MuT7

jotka ovat voimassa teorian korkeassa energiaskaalassa. Neutriinot ovat massatto-
mia, koska malli ei sisélla oikeakétisid neutriinoja, ja vasenkétisten neutriinojen
Majoranan massat ovat kiellettyjd globaalin B — L -symmetrian vuoksi [45].

Relaatio (4.6) ennustaa, ettd GUT-skaalassa alas-kvarkkien ja vastaavien varat-
tujen leptonien massat ovat samat [30]:

Mg = Me, Mg =My, Mp =M. (4.8)

Relaatioiden (4.6) ja tiedetddn olevan paikkansa pitdmattomid matalassa
energiaskaalassa, jossa nykyiset mittaukset tapahtuvat. Vertailu GUT-skaalan ja
matalan skaalan vililld onnistuu laskemalla renormalisaatioteorian avulla sétei-
lykorjausten vaikutukset massoihin siirryttéesséd korkeasta energiaskaalasta ma-
talaan energiaskaalaan. Tulosten mukaan GUT-skaalassa yhtdlo m, = m, on ris-
tiriidaton, mutta yhtélét mg = m. ja ms, = m,, ovat ristiriidassa matalalla ener-
gialla mitattujen massojen kanssa [45]. Ta4méa ndhddén myos siitd, ettd yhtaloista
(4.8) seuraa ms/mq = m,/m., ja ndmé suhteet ovat riippumattomia kytkinva-
kioiden juoksemisesta. Mittauksista kuitenkin tiedetéén, etta [21] mg/mg ~ 20 ja
my,/me = 200, joten minimaalisen teorian relaatio ei voi pitda sellaisenaan
paikkaansa.

Laajennetuista (ei-minimaalisista) teorioista voidaan saada monimutkaisempia
massamatriisirelaatioita. Esimerkiksi SO(10)-teorioissa fermioneilla on Yukawan
kytkentoja useiden Higgsin kenttien kanssa. Supersymmetrisessid ja renormali-
soituvassa mallissa, jossa on Higgsin kenttié esityksessd 126, esimerkiksi alas-
kvarkkien ja varattujen leptonien massamatriisit koostuvat yleisesti seuraavista
Higgsin kenttien vakuumiodotusarvoista v ja Yukawan matriiseista Y [45]:

My = Yiovio + Yievi26 + Yi20(v120, + v120,5),

(4.9)
My = Yipv10 — 3 Yi26V126 + }/120(1)1201 - 3012015)7
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jossa alaindeksit viittaavat eri esityksiin kuuluviin Higgsin kenttiin. Alaindeksit
120; ja 12045 viittaavat Higgsin kenttiin, jotka kuuluvat ryhmén SO(10) esityk-
seen 120 ja aliryhmén SU(4) esityksiin 1 ja 15 [45]. Néissé teorioissa myos neut-
riinoilla on massat, ja niin Diracin kuin Majoranankin massatermit ovat mahdol-
lisia.

Yksinkertaisemmassa supersymmetrisessid SO(10)-teoriassa, jossa on vain 10 ja
126 -ulotteiset Higgsin kenttien esitykset, on Yukawan sektorissa vain 13 vapaata
parametria. Kun ndmé parametrit kiinnitetédén kvarkkien massoilla (6), sekoi-
tusparametreilla (4) ja varattujen leptonien massoilla (3), teoria ennustaa loput
Yukawan sektorin parametrit eli neutriinojen massat ja sekoituskulmat [9) [45].
Téasséd tapauksessa toisen lajin seesaw-mekanismi on erityisen mielenkiintoinen,

silld se selittdd neutriinojen sekoituskulmien suuruuden b-kvarkin ja 7-leptonin
massojen yhtendistymiselld GUT-skaalassa (4.8)).

Minimaalisessa ei-supersymmetrisessia SO(10)-teoriassa taas on mahdollista saada
ylos-kvarkkien ja neutriinojen Diracin massamatriisille yksinkertainen relaatio
[45] [72]

M, = M,p. (4.10)

Yhtélostd (4.10) saadaan ensimméisen lajin seesaw-mekanismilla neutriinojen
massamatriisiksi

M, oc M, (Mg — M)~ M, B, (4.11)

koska oikeakétisen neutriinon massamatriisi on verrannollinen matriisien erotuk-
seen My— M,. Téssé (6 on likimain séhkoheikon energiaskaalan suhde oikeakétisen
raskaan neutriinon skaalaan. Kolmen neutriinon tapauksessa tdméa tulos on myos
yhteensopiva havaintojen kanssa [45]. Lisiksi on myos malleja, joissa minimaaliset
SU(5)-relaatiot ([4.6), ja SO(10)-relaatio (4.10) ovat voimassa samanaikai-
sesti [72].

4.3 Kvarkki-leptoni-komplementaarisuus (QLC)
Kvarkkien ja leptonien sekoituskulmien numeroarvoille havaittuja empiirisia yh-
taloita

By + 0 = = (4.12)

ARSI

kutsutaan kvarkki—leptoni-komplementaarisuudeksi (QLC) tai QLC-relaatioiksi.
Jos yhtélot (4.12)) ja (4.13)) eivét ole vain numeerista sattumaa, ne selittavat neut-
riinojen sekoituskulmien poikkeaman maksimaalisesta arvosta kvarkkien vastaa-
vien kulmien pienuudella.
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Yhtélot (4.12) ja (4.13) mahtuvat vield nykyisten mittaustulosten 3o:n virhera-
joihin. Kéyttamalla taulukon [3.2| arvoja saadaan (vrt. /4 ~ 0.785)

052 + 69, = 0.81475:028 (4.14)
Yo 4 03, = 0.72475:218 (4.15)

joten kvarkki-leptoni-komplementaarisuus ei siis ole kokeellisesti poissuljettu. Yh-
téloiden (4.12)) ja (4.13) tdsmaéllinen toteutuminen ei ole vélttaméatonté, silla kiy-
tannollisisséd malleissa niiden voi olettaa joka tapauksessa saavan korjauksia.

QLC-relaatiot - 4.12)) ja (4.13)) ovat mielenkiintoisia, koska ne vihjaavat neutriino-
jen sekoittumisen olevan muotoa [23] "BM —CKM?”. Tamé tarkoittaa, ettd neutrii-
nojen sekoittuminen saadaan neutriinojen bi-maksimaalisesta (BM) sekoittumi-
sesta ja kvarkkien sekoittumisesta (CKM). Témé antaa aiheen etsid neutriinoille
erilaisia kahden maksimaalisen rotaation ja CKM-matriisin yhdistdvia skenaa-
rioita, jotka ovat ennustusvoimaisia ja helposti testattavia [23].

Jotta QLC-relaatiot (4.12)) ja (4.13]) toteutuisivat tdsméllisesti, tdytyisi neutrii-
nojen sekoitusmatriisin rotaatioiden jérjestyksen olla muotoa

UPMNS = (Rgg)TR% Rl3 (R(fz)TRﬁ
= Ro3(—035 + 7/4) Ri3(6h13) Ria(—01, +7/4),

jossa yldindeksi m tarkoittaa maksimaalista rotaatiota R;} = R (r/4) ja ylain-
deksi ¢ kvarkkien rotaatiota. Matriisista saadaan triviaalisti yhtalot ,
ja 073 = 013. QLC-relaation toteutumiseksi maksimaalisen rotaation ja vas-
taavan kvarkkien rotaation taytyy siis olla kytkettyiné toisiinsa, ja liséksi rotaa-
tioiden on oltava standardiparametrisoinnin mukaisessa jarjestyksessi Ro3R13R15.
Mikali halutaan vain, ettd ensimméinen QLC-relaatio on voimassa, riittaa
yksi maksimaalinen rotaatio R7%. Viitteissd [9) 23] on esitetty tdsmélliselle QLC-
relaatiolle lievempi ehto:

Upning = -+ -+ gns to (R12>TR127 (4~17)

jossa kvarkkien rotaatiot R3, ja R{, saavat sijaita missi vain pisteiden - - - kohdal-
la. Tésta ei kuitenkaan tdsmallisesti seuraa yhtalo (4 , mikali rotaatiot eivét
ole standardiparametrisoinnin mukaisessa jéirjestyksessé Ro3Ri3R12. Ero eksak-
tiin relaatioon on kuitenkin todellisuudessa pieni, silld kvarkkien sekoituskulmat
045 ja 05 ovat hyvin pienid. Liséksi kompleksisten vaihematriisien lisidminen ro-
taatioiden viliin voi mahdollistaa muita rotaatioiden jérjestyksia.

Kaytdnnosséa yhtalon tai rakenne on epéluonnollinen tai vaikea to-
teuttaa, ja yleensa rotaatiot ovatkin eri jarjestyksessd. Télloin eksaktit QLC-
relaatiot (4.12) - ja (4.13)) saavat korjauksia [9, 23], joiden tarkka muoto ja suuruus
riippuvat rotaatlolden Jarjestyksesta ja kompleksisten vaiheiden sijainnista.

(4.16)
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Erds keino QLC-relaatioiden toteuttamiseksi on kvarkkien ja leptonien sekoitus-

matriisien yhteys. Esimerkiksi tapauksessa [23] U, = U, = Ucku' neutriinojen

sekoitusmatriisille patee Upyng = U, J Ucknt! ja tapauksessa U, = Uy = Uk sille

pitee Upnns = Uckm' Uy,. Télloin eksaktin QLC-relaation ehto ei kuiten-

kaan toteudu, silla rotaatiot ovat védrdssa jarjestyksessd, ja QLC-relaatiot saa-
m

vat (pienid) korjauksia. Esimerkiksi, jos U, = Uckm ja U, = RYLRY,, saadaan
Upnns = Uckn! R RYS, ja tuloksena on [23) 73]

9‘1
- % + 00%,%). (4.18)

v __
012 -

N

QLC-relaatioiden toteuttamisen haasteena on kvarkkien rotaation ja maksimaa-
lisen rotaation yhdistdminen neutriinojen sekoitusmatriisissa eli kuinka saada
kvarkkien sekoittuminen vilitettyéd leptoneille [23]. Tadmé voidaan mahdollises-
ti selittdd massamatriisien vélisilla relaatioilla, joita seuraa esimerkiksi suurista
yhteniisteorioista (ks. . Oikeanlainen massamatriisirelaatio on kuitenkin kéay-
tannossa vaikea muodostaa, silld esimerkiksi tapauksessa U, = Uy on silti oltava
M, # My, jotta hiukkasten massat olisivat erisuuret. Téassd tapauksessa mas-
samatriisien diagonalisointi ei siis saa riippua massamatriisien ominaisarvoista.
Liséksi pienempéand haasteena on kuhunkin QLC-relaatioon liittyvin maksimaa-
lisen rotaation selittdminen.

QLC:té on kritisoitu esimerkiksi siité, ettd yhtéloiden (4.12)) ja sekoituspa-
rametrit ovat tdysin riippuvaisia kaytetyista sekoitusmatriisien parametrisaatiois-
ta, jotka voidaan valita mielivaltaisesti [74][f] Lisiiksi parametrisaation valinnan
jalkeenk&dn ei ole yksiselitteistd, ovatko sekoituskulmat negatiivisia vai positiivi-
sia. Taméan vuoksi QLC:té tarkasteltaessa on téirkedd muistaa, etté relaatioiden
(4.12) ja (4.13) parametreilla ei ole fundamentaalista merkitystd ja on parem-
pi ottaa ldhtokohdaksi parametrisaatiosta riippumaton versio kuten esimerkiksi

edelld esitelty tapaus Upyng = UCKMTR% " tai (4.17)).

4.4 Kvarkkien ja leptonien yhteys ja renormalisaatio

Leptonien ja kvarkkien sekoittumisparametrit ja massat riippuvat niiden havaitse-
misessa kiytetysta energiasta. TAmé on renormalisaation seuraus, ja parametrien
energiariippuvuus voidaan ilmaista renormalisaatioyhtéloiden (RG-yhtéloiden)
avulla.

4.  QLC:t4 on tutkittu my0s eri parametrisoinneissa ja lisdksi on mééritetty parametrisoinnista
riippumattomia invariantteja muotoja [75H77].
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Kvarkki- ja leptonisektorit toisiinsa kytkevit relaatiot, jotka koskevat massa- ja
sekoitusmatriiseja, patevét sellaisinaan vain suuressa energiaskaalassa, jossa nii-
den taustalla oleva Standardimallia yleisempi teoria on voimassa [9]. Kun naitéa
relaatioita halutaan verrata alhaisemmilla energiaskaaloilla saatuihin tuloksiin,
pitda huomioida teorian parametrien riippuminen energiasta. RG-yhtélot anta-
vat tdmén energiariippuvuuden.

Neutriinojen massamatriisin renormalisaatiota voidaan tutkia yleisesti riippumat-
ta kéytetystd mallista. Jos neutriinot ovat Majoranan hiukkasia, niiden massoja
voidaan kuvailla yhtendisesti efektiivisella viisiulotteisella operaattorilla E|
Seesaw-skaalan A alapuolella neutriinojen massamatriisin RG-yht&lé on héirio-
teorian alimmassa epétriviaalissa kertaluvussa [9, 24 [30]

dM,
167 = C(Y'Y) ' M, + OM,(Y,'Y,) + aM,, (4.19)
jossa t = In(u/po), 1 on renormalisaatioskaala ja C' = —3/2 Standardimallissa ja

C' = 1 minimaalisessa supersymmetrisesssi Standardimallissa. Luku « on maus-
ta riippumaton ja sisédltdd mm. mittakenttien kytkinvakioiden renormalisaation.
Renormalisaation vaikutus neutriinojen massamatriisin rakenteeseen ja sen yksit-
téisiin alkioihin on Standardimallissa pieni, mutta minimaalisessa supersymmet-
risessd, Standardimallissa vaikutus on verrannollinen parametriin tan f = v, /vg,
joka on mallissa olevan kahden Higgsin dupletin vakuumiodotusarvojen suhde.
Yleisesti voidaan siis sanoa, ettd renormalisaation vaikutus massamatriisin muo-
toon ei ole merkittéva, paitsi kun tan 5 on suuri [9].

Massamatriisista poiketen renormalisaation vaikutus siité johdettuihin havainto-
suureisiin eli massaeroihin ja sekoituskulmiin voi olla suuri riippuen teoriasta.
Efektiivisen massamatriisin RG-yhtélosta johdetut analyyttiset approksi-
maatiot neutriinojen sekoituskulmien RG-yhtéloille ovat [9] 24]

4o C'/ . m€¢1+me¢22
d_z]t.2 - 32—%81]&(2912)333‘ 1 A2 il + O(013), (4.20)
sol
2

by Cy? 1 m1e®t + mg 9

+ 0(913); (4'21)
d¢913 Cy2 . . msg
— = T sin(26;9) sin(26093) ————— X
dt 3272 in(2012) sin( 23)Am§tm(1 +7)

X [my cos(¢py — &) — (1 4 r)mg cos(py — §) — rmgcosd] + O(b;3),
(4.22)

5. Diracin neutriinojen RG-yht#lsitd on tutkittu viitteessi [78].
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jossa y, on 7-leptonin Yukawan kytkinvakio, my, msy ja ms ovat neutriinojen mas-
sat, ¢; ja ¢o ovat Majoranan vaiheet ja r = Am?2,/Am?2, . Approksimaatioiden
f perusteella RG-yhtéloiden vaikutus neutriinojen sekoituskulmiin on
yleensé pieni. Vaikutus voi kuitenkin olla merkittavé, jos esimerkiksi neutriino-
jen massaspektri on lihes degeneroitunut eli massojen nelididen erotukset Am?
ovat pienié tai jos neutriinojen massajirjestys on kéddnteinen [9] 24, [30]. Néis-
sé skenaarioissa RG-yhtéloiden avulla on mahdollista jopa selittdd neutriinojen
sekoituskulmien suuruus [9].



Luku 5

Kvarkkien ja leptonien sekoitusmatriisien yhteys

Edellisessé luvussa tarkasteltu kvarkkien ja leptonien vélinen symmetrisyys ja
erityisesti kvarkki—leptoni-komplementaarisuus antavat perusteen tutkia yhtalon
(2.1)) mukaisten kvarkkien ja neutriinojen diagonalisointimatriisien Uy vélisié re-
laatioita. Téssa luvussa keskitytdén kahteen yksinkertaisimpaan tapaukseen: va-
rattujen leptonien ja alas-kvarkkien viliseen relaatioon U, = U, seké neutriinojen
ja ylos-kvarkkien viéliseen relaatioon U, = U,,.

5.1 Varattujen leptonien ja alas-kvarkkien yhteys

Tutkitaan ensin varattujen leptonien ja alas-kvarkkien diagonalisointimatriisien
vélista yhteyttd. Oletetaan, ettd symmetriakannassa (ks. osa [2.1]) pétee relaatio

U, = Uy, (5.1)

jossa matriisit Uy ovat fermionien f massamatriisien vasemmanpuoleiset diagona-
lisointimatriisit (2.1)). T&lloin neutriinojen sekoitusmatriisi saadaan mééritelmien

(2.9) ja (2.11)) avulla muotoon
Upmns = l']CKMJr UuTUuy (52)

jossa Uckn on kvarkkien sekoitusmatriisi eli CKM-matriisi. Téastd voidaan rat-
kaista neutriinojen sekoitusparametrit kvarkkien parametrien funktiona, mikéli
matriisit U, ja U, tunnetaan tai jos niille kiytetddn jotakin yritettd. Yhtaloa
(5.2]) voidaan tédten pitdd erdénlaisena yleisend komplementaarisuusrelaationa.

Yhtilo (5.2) voidaan kirjoittaa myos muodossa
U, = U, Upnins' Ucku'- (5.3)

37
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Téastéd voidaan saada numeerista tietoa tuntemattomasta ylos-kvarkkien diagona-
lisointimatriisista U,, kun kédytetddn neutriinojen ja kvarkkien sekoitusmatriisien
mitattuja arvoja ja matriisille U, kdytetdédn jotain yritettd. Seuraavassa tarkas-
tellaan kahta eri yritettd matriisille U,,.

Yrite 1: U, = R{%T. Kokeillaan neutriinojen diagonalisointimatriisille U, ensin
tribi-maksimaalisen sekoittumisen motivoimana yritetta (2.33]),

U, =Rn" (5.4)

Lasketaan yhtalostéa matriisin U, numeerinen muoto kéyttden PMNS- ja
CKM-matriisien parametreille taulukon [3.2 kokeellisia arvoja ja vastaavasti para-
metrisointeja ja . Jatetddn neutriinojen Majoranan vaiheet huomioi-
matta yksinkertaisuuden vuoksi, ja lasketaan tulos neutriinojen Diracin vaiheen
d arvoilla 0, /2 ja . Tulokseksi saadaan

0.28 —0.90 —0.33 0.52 —0.83 —0.19
Udy_y~ | 067 043 —0.61|, U,f,_ ~ (069 054 —048]|,
0.69 —0.05 0.72 0.50 012  0.86

0.40 —0.101 —0.87+0.081 —0.26 +0.071

Uals_pjy = [0.68+0.01i 0.48+0.06i —0.55+0.07i|.
0.60+0.12i  0.0440.04i  0.79+0.07i

Téastd huomataan, ettd neutriinojen Diracin vaihe 0, jonka arvoa ei tunneta, ai-
heuttaa merkittavaé vaihtelua tuloksiin.

Lasketaan seuraavaksi esimerkin vuoksi neutriinojen sekoitusparametrit yhtéalosta
kiyttimatta edeltivad analyysid matriisille U,. TAmé vaatii yritteen
liséiksi yritteen matriisille U,. Sopivan teoreettisen yritteen puuttuessa tehdain
lasku esimerkin vuoksi tapauksessa U, = 1 (tulokset eivét talloin tietenk&én
tule olemaan sopusoinnussa kokeellisten tulosten kanssa). Télloin Ucxnm = Uy, ja

yhtilosta (5.2) saadaan
Upmns = Uckm ' RY3" . (5.6)

Kvarkkien Wolfensteinin parametrisaation (2.22)) ja yhtéaloiden (2.17) avulla saa-
daan tulokseksi

3
& =2 [A _ % FA(p— 1M+ (’)(X”)} , (5.7)
v 2 )\3 4 5

vy 1 N 5 A 5
313—5[1—?+A(p—1))\ —§+(’)()\ )} (5.9)
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neljanteen kertalukuun asti Wolfensteinin parametrin A = sin(6,) suhteen. (Ek-
saktit yhtélot ovat lilan pitkia téssé esitettdviksi.) Namé tulokset ovat selvésti
vadrid verrattaessa mittaustuloksiin, silld 675 on ldhelld maksimaalista arvoa ja
muut kaksi kulmaa ovat ensimmaéisessi kertaluvussa suoraan verrannollisia kvark-
kien Cabibbon kulmaan 67,. Kulman 67, suuruus ja muiden kulmien pienuus voi-
daan péédtella myos suoraan yhtalosta , silla siind ainoa suuri rotaatio on
tason 1-3 rotaatio. Taydellisyyden vuoksi ilmoitetaan myds neutriinojen Diracin
vaiheen tulos:

6" =71 — 243\ + O(\Y), (5.10)

jonka eksaktista yht#losté saatu numeerinen arvo on §” ~ 7 — 9.3 - 107°.

Yrite 2: U, = Upy. Kokeillaan seuraavaksi neutriinojen diagonalisointimatriisille
U, kvarkki-leptoni-komplementaarisuudessa (ks. osa|4.3)) kiytettyd bi-maksimaa-

lista matriisia (2.29))

Lasketaan yhtélosta (5.3) matriisin U, numeerinen muoto kuten edelld. Tulokseksi
saadaan

0.96 —0.17 —0.24 100 0.03 —0.01
Udy_y~ 020 098 008 |, U,|,_ ~|-002 100 005 |,
022 —0.12 0.97 0.0l  —0.05 1.00

. . . (5.12)
0.98 +0.02i —0.07+0.10i —0.12+ 0.12i

Uals_rp = 0.09+0.10i 0.99—0.04i  0.06 —0.02i
0.11+0.11i —0.09—0.01i 0.98 4 0.02i

On mielenkiintoista, etti erityisesti tapauksessa ¢ = 7 matriisi U, on hyvin ldhell4
identiteettimatriisia. Yhtalon ([5.3) avulla téstd voidaan padtelld, ettéd kokeellisesti
pétee Uckm Upmns =~ Upnm-

Kéytetddn neutriinojen sekoitusparametrien laskemiseksi yhtalossa ((5.2) tulosten
(5.12)) perusteella yritetta U, = 1, jolloin saadaan QLC-relaatio [23]

Upmns = Ucku' RE5 Ry (5.13)

Téastéd saadaan seuraavat analyyttiset approksimaatiot neutriinojen sekoituspara-
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metreille kvarkkien Wolfensteinin parametrien funktiona:

I A X2 4A(p-1) -1, .
v LA 14
=5 1T < N+ O, (5.14)
1 4A+1
s$:7§1— i M4+ 0WY], (5.15)
v 1 3 5

A
5V:w+¢mA?—;%AW+OQﬂ. (5.17)

Cabibbon kulman johtavassa kertaluvussa sekoituskulmien QLC-relaatiot ovat

0, = 7 — = + O0(61,"), (5.18)

v _
623_

.%
[

Mﬁ%m

)%+O%ﬁ. (5.19)
Kokeellisesti 1 + 1/(4A) ~ 1.312. Lisiksi sekoituskulmalle 0}, saadaan relaatio
v 9(1]2 q 3

Niisté tuloksista ndhdééan, ettéa neutriinOJen 12- ja 13-kulmat ovat toiseen kerta-
lukuun saakka komplementaariset: 6%, + 6%, = 7/4 + O(#%,°). Koska ensimméi-
sessi kertaluvussa 05, = 7/44+ O (9‘{22), péitee neutriinojen sekoituskulmille myd&s
komplementaarisuusrelaatio 0%, + 6%, = 0%, + O(6%,°).

Eksakteista yhtdloistd saadut numeeriset tulokset ovat 07, ~ 0.6177, 05, ~ 0.7313,
075 ~ 0.1543 ja 0¥ ~ 3.1567. Namaé tulokset sopivat erittdin hyvin kulmien mi-
tattujen arvojen tdméan hetkisiin 30:n virherajoihin (taulukko . Tamé& myos
vahvistaa sen, etté relaatio eli yhtalo

Uckm Upnmns = Upm (5.21)

on yhteensopiva mittausten kanssa, kun neutriinojen Diracin vaihe on § ~ 7.

5.2 Neutriinojen ja ylos-kvarkkien yhteys

Tutkitaan seuraavaksi neutriinojen ja ylos-kvarkkien diagonalisointimatriisien vé-
listd yhteytta. Toimitaan samoin kuten varattujen leptonien ja alas-kvarkkien ta-
pauksessa edelld. Oletetaan, ettd symmetriakannassa

U, =U,. (5.22)
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Tama relaatio on teoreettisesti vaikeammin perusteltavissa kuin relaatio (5.1)),
silld neutriinot saattavat kvarkeista poiketen olla Majoranan hiukkasia ja neutrii-
noilla ja kvarkeilla on hyvin erilaiset massamekanismit. Relaatio on kuiten-
kin mahdollista saada voimaan esimerkiksi SO(10)-relaation kautta [23].

Yhtalosta (5.22) saadaan médritelmien (2.9) ja (2.11]) avulla yleinen komplemen-
taarisuusrelaatio

Upnns = U Uy U (5.23)

Tama voidaan kirjoittaa myos muodossa
Ua = Ue Upnins Uckm- (5.24)

Kun kaytetddn neutriinojen ja kvarkkien sekoitusmatriisien Upyns ja Ucky mi-
tattuja arvoja ja jotain yritettd matriisille U,, saadaan téstéd alas-kvarkkien dia-
gonalisointimatriisille U; numeerinen lauseke.

Yrite 1: U, = Ug. Asetetaan varattujen leptonien diagonalisointimatriisille U,
aluksi tribi-maksimaalisen sekoittumisen motivoimana yrite (2.32]),

U, = Uc. (5.25)
Taulukon kokeellisia arvoja kéyttden saadaan yhtalosta (5.24]) nyt tulokseksi

0.46 +0.511 0.44 —0.491 —0.30 + 0.051
Udls_y 0.25 0.34 0.91 :
0.46 — 0.501 0.44+0.49i —0.30 — 0.05i

043+ 0.56i 0.41 —0.44i —0.39 — 0.04i
Udls_ypp = [034—0.09i 0.44—0.09i 0.82—0.10i |, (5.26)
0.41 —0.47i 0.39+0.54i —0.39 — 0.14i

0.3740.521 0.36 —0.481 —0.48+0.051
Ug|y_ =~ 0.42 0.54 0.73 ,
0.37 —0.52i 0.36+0.48i —0.48 —0.05i

jossa 0 on neutriinojen Diracin vaihe. Vaihe 0 aiheuttaa merkittiaviéd vaihtelua
tuloksiin, eiké matriisi Uy ole ldhelld identiteettimatriisia.

Tulosten ([5.26)) perusteella yrite U; = 1 ei yhdessé yritteen U, = U kanssa tuota
kokeiden kanssa yhteensopivia tuloksia yhtélosta (5.23]). T&lloin saataisiin

Upnins = Uc! Ucku !, (5.27)

josta saadaan lilan suuri arvo neutriinojen sekoituskulmalle 67;: johtavassa ker-
taluvussa s%; ~ 1/v/3 — s, /v/3. Tami johtuu siitd, ettd Cabibbon matriisin Ug
Rys-rotaatio on suuri; s;3 = 1/+/3.
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Yrite 2: U, = Ugp® . Toisena vaihtoehtona asetetaan matriisille U, bi-maksimaa-
linen yrite

Uy = Uy’ . (5.28)

Transpoosi on téssi tarpeellinen, jotta rotaatiot olisivat yhtélossé (5.23]) oikeassa
standardiparametrisaation mukaisessa jarjestyksessa. Yhtalostéd (5.24]) saadaan

0.98 0.01 0.17 1.00  0.04 —0.05
Udly_y~ | =002 1.00 0.08 |, Ug|,__ =~ [—-0.04 099 —0.14 |,
—0.17 —0.08 0.98 0.04 014 0.99
. , (5.29)
0.99 — 0.011 0.02 0.06 — 0.111
Ud|s_pj = —0.03  0.9940.01i —0.03—0.111].
—0.07 - 0.11i 0.03 —0.11i 0.98

Matriisi U, on téssd tapauksessa ldhelld identiteettimatriisia, mutta ei aivan yhta

lahelld kuin matriisi U, tapauksessa ((5.11)).

Kaytetddn nyt alas-kvarkkien diagonalisointimatriisille yritettd U; = 1, jolloin

yhtélo (5.23]) saadaan yritteen ([5.28)) kanssa muotoon
Upnins = RISRT Uck - (5.30)

Tastéa yhtédlosta saadaan seuraavat analyyttiset approksimaatiot neutriinojen se-
koitusparametreille:

1 2
sty = NG 1—\— % +O\Y], (5.31)
5 1 AN Alp—1) 5 4
=5 + = X O, (5.32)
1
st = 5 AN+ A(p = )N + O] (5.33)
0" =7+ 0= (pn—2n) A + O(N’). (5.34)

Tassa tapauksessa QLC-relaatiot toteutuvat hyvin suurella tarkkuudella:

v s

01, = Z - 9(1]2 + 0(9(1124>, (5‘35)
, T 0]

O = 7 - % + 00%). (5.36)

Neutriinon sekoituskulman ja Cabibbon kulman vélinen relaatio on téssé tapauk-

sessa )

A,
V2

0, = + 00,%). (5.37)
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Eksakteista yhtdloistd lasketut numeeriset tulokset ovat 67, ~ 0.5576, 05, ~
0.7513, 0Y; ~ 0.0230 ja 6" ~ 3.2609. Vaikka téssd tapauksessa QLC-relaatiot
saatiin toteutumaan varsin tarkasti, neutriinojen sekoituskulman 6, arvo ei ole

sopusoinnussa mittausten kanssa, silli kokeellinen 3o:n tulos on 6%, = 0.1670 5.






Luku 6

Paatelmat

Tissi tutkielmassa tarkasteltiin kvarkkien sekoitusmatriisin Uy = U, Uy ja
neutriinojen sekoitusmatriisin Upying = U, U, vilisia yhteyksiéa. Tarkastelussa
keskityttiin kahteen yksinkertaiseen tapaukseen: , Uy = Uy, jossa varattujen
leptonien ja alas-kvarkkien massamatriisien diagonalisointimatriisit ovat samat ja
(5-22), U, = U,, jossa neutriinojen ja ylos-kvarkkien diagonalisointimatriisit ovat
samat. Tarkastelu rajoitettiin nédihin kahteen tapaukseen, koska ne olivat helposti
késiteltdvid ja ennustusvoimaisia.

Jos relaatio Uy = U, on voimassa, saadaan ylos-kvarkkien diagonalisointimatriisi
U, ratkaistua numeerisesti mittaustulosten avulla, mikéli neutriinojen matriisi
U, tunnettaan. Vastaavasti relaation U, = U, ja matriisin U, avulla saadaan
numeerinen lauseke alas-kvarkkien matriisille Uy. Téssé tutkielmassa matriiseille
U, ja U, kéytettiin erilaisia teoreettisia yritteitd, joista mielenkiintoisimmaksi
osoittautui bi-maksimaalinen matriisi Ugyr, joka koostuu maksimaalisista 23- ja
12-rotaatioista.

Luvun 5 tuloksista ndhdaén, ettd nykyinen mittausdata suosii relaatiota ((5.21)),
Uckm Upnins = U, joka saatiin tapauksessa U, = Uy kdyttden bi-maksimaalista
yritettd. Relaatio pétee erityisen hyvin, kun tuntematon neutriinojen Diracin vai-
he on § ~ 7. Tapauksessa U, = U, saatu relaatio Upyns Ucknm = U, , sen
sijaan ennustaa liian pienen arvon neutriinojen sekoituskulmalle 6,3, kun neutrii-
nojen sekoitusparametrit ratkaistaan kvarkkien parametrien funktiona. Tapauk-
set Uy = Uy ja U, = U, liittyvét myos laheisesti kvarkki-leptoni-komplementaari-
suuteen (QLC), ja yhtélot ja ovat oleellisesti erdité kirjallisuudessa
esitettyja QLC:n muotoja.

On mielenkiintoista huomata, ettd kaikissa tuloksissa neutriinojen Diracin vaihe
on § ~ 7 ja ettd relaatio pitda talloin myos kokeellisesti hyvin paikkansa.
Mittauksista on nimittdin myos saatu hyvin heikko signaali, jonka mukaan neut-
riinojen vaiheen & arvo saattaisi olla ldhella piitd [68-70]. Tahén liittyen on mie-

45
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lenkiintoista, etté koska standardiparametrisaatiossa vaihe § esiintyy aina kulman
6,5 kanssa kombinaatiossa s;5 €' (tai s13 e*i‘s), on muutos 6 — & — 7 ekvivalentti
muutoksen 613 — —603 kanssa. Tulos 0 ~ 7 siis saattaisi tarkoittaa, etta kul-
malle 6,3 olisi luonnollisempaa kiyttdéd negatiivista arvoa kuten viitteessa [69] on
spekuloitu.

Luvun 5 tarkasteluissa ei ole otettu huomioon RG-yhtéldiden vaikutusta sekoitus-
parametreihin, vaikka relaatioiden U, = U, ja U, = U, alkuperd on todenn#koi-
sesti jokin korkean energiaskaalan teoria kuten suuri yhtenéisteoria (GUT). Koska
renormalisaation vaikutus kvarkkien Cabibbon kulmaan on pieni [23] ja neutrii-
nojen sekoitusparametrien renormalisaatio voidaan yleenséd jattdaa huomioimatta,
ei tdmén pitéisi olla ongelma. Tietyissa tapauksissa, esimerkiksi jos neutriinojen
massat ovat ldhes degeneroituneet, renormalisaatiolla voi olla kuitenkin merkit-
tava vaikutus ja se pitdd ottaa huomioon.

Relaatioita U, = Uy ja U, = U, on vaikea perustella teoreettisesti, koska ne
ovat erittdin yksinkertaistettuja. Ne voidaan mahdollisesti toteuttaa minimaa-
listen GUT-relaatioiden kuten ja avulla [23]. Minimaalisissa GUT-
malleissa on kuitenkin ristiriitoja koetulosten kanssa, joten mahdollisen suuren
yhtenéisteorian taytyy olla kidytdnnossd ei-minimaalinen. Télloin kvarkkien ja
leptonien massamatriisien vélinen relaatio on monimutkaisempi, ja tdmén seu-
rauksena myos sekoitusmatriisien vélinen relaatio on todennékéisesti monimut-
kaisempi kuin esimerkiksi U, = Uj.

Luvun 5 tarkastelua voitaisiin kehittdd myos kdyttdmalla hienostuneempia yrit-
teitd matriiseille U, ja U, tapauksessa ja matriiseille U, ja Uy tapauksessa
. Yritteissd voisi olla esimerkiksi vapaita parametreja, ja niihin voitaisiin
lisdtd myos kompleksisia vaiheita kuten viitteessa [23]. T&lloin neutriinojen Di-
racin vaihe 0 saataisiin myos tarvittaessa poikkeamaan kauemmas arvosta 7. Li-
siksi téssd tutkielmassa on tarkasteltu ainoastaan kolmen tavallisen neutriinon
tapausta. Yhden tai useamman steriilin neutriinon lisdédminen vaikuttaisi esimer-
kiksi PMNS-matriisin unitaarisuuteen [79], johon esimerkiksi yhtalon (5.2) joh-
taminen perustuu.
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