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Tamén tutkielman tarkoituksena on johdatella lukija trilineaaristen koordinaat-
tien pariin ja esitelld, minkélainen koordinaattijérjestelmé trilineaariset koordinaatit
ovat, miten siind muodostetaan geometrian peruselementtejé, kuten suoria, ja mita
hyotyé téllaisen koordinaattijdrjestelmén olemassaolosta on. Tadmén tutkielman luet-
tuaan lukija on myo6s tutustunut muutamaan kolmion merkilliseen pisteeseen ja on
saanut késityksen siitd, miké oikeastaan on merkillinen piste.

Trilineaariset koordinaatit kehitti Julius Pliicker 1800-luvun alkupuolella. Triline-
aariset koordinaatit ovat kolmioihin pohjautuva tapa esittdd tason pisteitd. Pisteen
trilineaariset koordinaatit muodostuvat pisteen suhteellisista kohtisuorista etéisyyk-
sistd kolmion jokaiseen sivuun. Suhteellisuuden nojalla trilineaariset koordinaatit ovat
homogeenisia koordinaatteja, joissa pisteen kaikki koordinaatit kerrottaessa samalla
vakiolla kyseessé oleva piste ei muutu eri pisteeksi. Trilineaarisilla koordinaateilla on
kiteva ilmaista sellaisia pisteitd, jotka ovat liitoksissa jollain tapaa kolmioon. Vaikka
trilineaariset koordinaatit pohjautuvat kolmioihin, niin taustalla olevasta kolmiosta
ei yleenséd tarvitse olettaa mitéaan.

Kolmion nelja klassista merkillistd pistettd tunnettiin jo antiikin aikana. Viides
merkillinen piste 16ytyi vasta 1600-luvun puolivilissi ja sen jdlkeen niitd on 16ytynyt
paljon liséd. Trilineaariset koordinaatit voidaan mieltda kolmion sivujen tai kulmien
funktioiksi. Tamé ajattelutapa mahdollisti sen, ettd klassista geometriaa voitiin al-
kaa merkitsemédn algebrallisesti. 1980-luvulla havaittiin, ettd merkillisilla pisteilld on
joitain yhtéldisid ominaisuuksia. Trilineaaristen koordinaattien muodostamilla funk-
tioilla voitiinkin nyt méaritelld tarkasti nimé ominaisuudet: substituutio, symmetria
ja homogeenisuus, jotka vaaditaan siihen, etté voidaan puhua merkillisestd pisteesta.

Vaikka trilineaariset koordinaatit pohjautuvat kolmioihin, pystytddn niilla myds
tekem&ddn samoja asioita kuin perinteisessi karteesisessa koordinaatistossa. Se ei ole
valttaméatta aina kovin yksinkertaista eikd myoskédan yksiselitteistd. Trilineaarisilla
koordinaateilla pystytddn muodostamaan yhtdlét muun muassa kolmion pinta-alalle
ja suoralle. Suoran ja pinta-alan yhtaloiden avulla saadaan muodostettua kaavat myos
erisuuntaisten suorien leikkauspisteelle, kahden pisteen viliselle etaisyydelle seké pis-
teen etéisyydelle suorasta. Niitd tuloksia voidaan taas hyodyntdd, kun johdetaan
hieman monimutkaisempien merkillisten pisteiden trilineaarisia koordinaatteja tai esi-
merkiksi koordinaattimuutoslause, jonka avulla pisteelle voidaan muodostaa trilineaa-
riset koordinaatit jossain toisessa tunnetussa kolmiossa. Jokin merkillinen piste saat-
taa olla jokin toinen merkillinen piste toisessa, alkuperiiseen kolmioonsa oleellises-
ti liittyvésséa kolmiossa. Koordinaattimuutoslauseen avulla voidaan todistaa téllaisia
yhteyksia.

Kouluopetukseen trilineaariset koordinaatit olisi melko haastava aihe. Geomet-
rista ja trigonometrista koneistoa tarvitaan sen verran, etté oikeastaan ainoa paikka,
missé sen opetusta koulussa voisi harkita, on pitkén matematiikan geometrian kurssit.
Opetussuunitelmiin trilineaarisia koordinaatteja ei ehké kannata ottaa, mutta esimer-
kiksi kolmion klassisten pisteiden trilineaaristen koordinaattien méaarittdminen voisi
olla sopiva lisdtehtava lahjakkaimmille oppilaille.
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Johdanto

Trilineaariset koordinaatit ovat tasogeometriaan liittyva tapa ilmaista tason pis-
teitd. Pisteen trilineaariset koordinaatit muodostuvat pisteen suhteellisista etdisyyk-
sistd kolmion jokaiseen sivuun. Témén kirjoitelman tarkoituksena on esitelld, mita
ovat trilineaariset koordinaatit ja miten trilineaarisia koordinaatteja voidaan soveltaa
geometriassa.

Trilineaaristen koordinaattien historia ulottuu 1800-luvun alkupuolelle [2] (s.240-
249). Tuolloin muutamat itsendisesti tyoskennelleet matemaatikot esittelivit lihes
samaan aikaan kehittelemiddn koordinaattijarjestelmié, jotka olivat keskenéddn hyvin
samankaltaisia. Yhteinen nimittdja néille kehitelmille oli koordinaattien homogeeni-
suus, jonka nojalla pisteen koordinaatteja voidaan kertoa vakiolla ilman, etté piste
muuttuu eri pisteeksi. Ensimméisena julkaisemaan ehti ranskalainen Etienne Bobillier
(1797-1832), joka esitteli julkaisussa Annales de mathématiques, XVIII (1827-1828),
miten tasossa olevat suorat voidaan ilmaista suhteessa kolmion sivuihin. Vaikka Bo-
biellierin esityksessé ei tarkkaan ottaen ollut kyse koordinaateista, voidaan katsoa
hénen olleen ensimmaéinen, joka tutki suoria ja kartioleikkauksia liittden ne kolmioon.
Saksalainen August Ferdinand Mobius (1790-1860) julkaisi barysentriset koordinaatit
kirjassaan Barycentrische Calcul myos vuonna 1827. Bobillierin tavoin Mébiuskin tut-
ki kuvioita suhteessa kolmioon, mutta hdnen kehittdménsa koordinaatit eivét olleet
suorien vaan pisteiden koordinaatteja. Barysentriset koordinaatit ilmaisevat pisteen
sijainnin suhteessa kolmioon ja kyseiset koordinaatit muodostuvat niiden kolmen kol-
mion suhteellisista pinta-aloista, jotka tarkasteltava piste muodostaa kolmion kérkien
kanssa. Koska barysentrisilla koordinaateilla merkittiin kaksiulotteisen tason pisteité
kolmella koordinaatilla, niin Mobiuksen ty6 oli tuolloin hieman héatkahdyttava.

Barysentrisistd koordinaateista oli enédé lyhyt matka trilineaarisiin koordinaattei-
hin. Saksalainen Karl Wilhelm Feuerbach (1800-1834) julkaisi my&s vuonna 1827 teok-
sen Grundriss zu analytischen Untersuchungen der dreieckigen Pyramide, jossa hén
teki kolmessa ulottuvuudessa pitkélti samoja asioita kuin mitd Mobius teki tasossa.
Trilineaaristen koordinaattien varsinainen kehittédja on kuitenkin saksalainen Julius
Pliicker (1801-1868). Hin kirjoitti vuonna 1829 artikkelin Uber ein neues Coordina-
tensystem, jossa hén esitteli homogeeniset koordinaatit, jotka eivét siis olleetkaan niin
uusi (neues) kuin hén artikkelin otsikon perusteella oletti. Koordinaattijéirjestelmaé,
jonka Pliicker ensin esitteli, oli kolmikulmaiset koordinaatit. Sen runkoina olivat kolme
erisuuntaista suoraa, jossa pisteen koordinaatit muodostuivat janojen pituudesta. N&-
mé janat konstruoitiin pisteestd kullekin suoralle siten, etté jana ja suora muodostivat
annetun kulman. Tat4 muotoa Pliicker kehitti eteenpéin mééritellen kiaytettavéksi ja-
naksi pisteen kohtisuoran etédisyyden runkona olevasta suorasta. Tamaé oli lopulta se
muoto, joka nyky#ddn tunnetaan trilineaarisina koordinaatteina. Weissteinin mukaan
[13] Pliicker esitteli (homogeeniset) trilineaariset koordinaatit vuonna 1835. Samoin
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KIITOKSET 2

kuin barysentriset koordinaatit, myos trilineaariset koordinaatit ilmaisevat siis pisteen
sijainnin suhteessa kolmioon, mutta pisteestd muodostuvien pinta-alojen sijaan tri-
lineaariset koordinaatit muodostuvat pisteen suhteellisista etéisyyksistd kolmion ku-
hunkin sivuun. Néin ollen trilineaariset koordinaatit ovat hieman yksinkertaistetumpi
muoto barysentrisistd koordinaateista.

Nykyéin kolmioon liittyvé koordinaattijéarjestelmé on kaytossd, koska kolmio on
tasogeometrian térkein kuvio [1] (s. 25). Vaikka kdytdnnon eldméssé trilineaariset
koordinaatit eivit vedé vertoja perinteiselle karteesiselle zy-tasokoordinaatistolle, ovat
trilineaariset koordinaatit kuitenkin hyoddyllinen ja kéteva tapa esittdd sellaisia pis-
teité, jotka ovat liitoksissa jollakin tapaa kolmioon. Trilineaariset koordinaatit voi-
daan esittdd myos kolmioon pohjautuvina funktioina, jolloin niitd voidaan merkité
algebrallisesti. 1980-luvulla havaittiin Kimberlingin [6] mukaan, etté useilla kolmios-
ta muodostetuilla pisteilld on yhtéldisid ominaisuuksia. Trilineaaristen koordinaattien
funktioesityksen avulla voitiin méaritelld tarkasti ndmé ominaisuudet, jotka pisteen
taytyy toteuttaa ollakseen merkillinen piste. Suurimman tutkimustyon kolmion mer-
killisten pisteiden parissa on tehnyt amerikkalainen Clark Kimberling (1942-), jon-
ka kirjoittamiin artikkeleihin téssé kirjoituksessa useasti viitataan. Lokakuuhun 2012
mennessd on médritetty yli 5000 merkillisen pisteen trilineaariset koordinaatit, jotka
Kimberling on koonnut kotisivuilleen [4].

Téassé kirjoitelmassa madritellddn luvussa 1 pisteen trilineaariset koordinaatit ja
kirjoitelmassa kaytettavat merkinndt. Luvussa 2 tutustutaan tarkemmin kolmion nel-
jaan klassiseen merkilliseen pisteeseen ja muodostetaan niiden trilineaariset koordi-
naatit. Kolmion klassiset merkilliset pisteet toimivat johdantona luvulle 3, jossa joh-
detaan yleinen mééaritelmé merkilliselle pisteeelle. Merkillisen pisteen mééritelma on
kirjoitelman alkuosan pa#dkohta. Luvussa 4 esitelliin muutama erityinen kolmio, joi-
hin viitataan muualla téssi kirjoitelmassa. Luvussa 5 johdetaan kolmion pinta-alan
lauseke pohjautuen pisteen etéisyyksiin kolmion sivuihin. Suorien yhtélot trilineaaris-
ten koordinaattien mukaan méadritelldan luvussa 6. Samassa luvussa johdetaan myos
lausekkeet erisuuntaisten suorien leikkauspisteelle seké kahden pisteen ja pisteen ja
suoran viélisen etdisyyden maéarittdmiseksi. Luvussa 7 esitelli&in merkillisid pisteité,
jotka ovat hieman monimutkaisempia. Luvussa 8 perehdytéén siihen, miten pisteen
trilineaarisia koordinaatteja voidaan muuttaa kolmiosta toiseen koordinaattimuutos-
lauseen avulla, joka on kirjoitelman loppuosan paidkohta. Koordinaattimuutoslausetta
sovelletaan luvussa 9. Viimeisesséd luvussa 10 pohditaan hieman sité, voisiko triline-
aarisia koordinaatteja opettaa kouluissa.

Trilineaarisista koordinaateista ei ole olemassa juurikaan suomenkielista kirjalli-
suutta, joten muutamat késitteet olen suomentanut itse (mm. luvun 4 kolmioiden
nimet). Kirjoituksessa esiintyvat kuvat on tehty geogebra-ohjelmalla.
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LUKU 1
Esitietoja

Téassd luvussa kidydaan ldpi kirjoitelmassa kéytettdvid merkintojéd, geometrisia
médritelmiéd ja lauseita. Sen lisdksi luvussa méaritelladn tarkemmin mitd ovat tri-
lineaariset ja barysentriset koordinaatit. Tésséd luvussa on ldhteend kéytetty kirjalli-
suusviitteitd [5] ja [13].

1.1. Merkinnit ja kaavat

1.1.1. Vakiintuneet merkinnit ja trigonometriset funktiot. Seuraavat va-
kiintuneet geometriset merkinnét ovat voimassa téssé kirjoitelmassa:

Pisteiden A ja B vélistd suoraa merkitdéin jﬁ .

Pisteiden A ja B vilistd janaa merkitddn AB.

Janan AB pituutta merkitiin AB.

Kulmien £ A ja £ B yhtenevyyttd merkitdin £ A = 4 B.

Kolmioiden AABC' ja ADFEF yhdenmuotoisuutta merkitain AABC ~ ADEF.

Kun pisteet A ja B ovat eri puolilla suoraa @, merkitaan A%B, ja kun pisteet

ovat samalla puolella kyseistd suoraa, merkitdan ABCD.

Suora AB on suoran C'D normaali, mikéli ndiden suorien vélinen kulma on suora.
Téassé kirjoitelmassa oleellisessa osassa ovat myos kolmioon liittyvét trigonomet-

riset funktiot sini ja kosini. Suorakulmaisessa kolmiossa, misséd kulman £A # 90°

vastainen kateetti on a, viereinen kateetti b ja hypotenuusa ¢, méaéritellian seuraavas-

ti:

kulman £ A sini

sin A = 4
c
ja kulman £ A kosini
b
cos A = -.
c

Kun £A = 90°, niin sin A = 1 ja cos A = 0.

Sini ja kosini ovat olemassa myos muualla kuin suorakulmaisessa kolmiossa. Suoraa
kulmaa suuremmissa kulmissa sini ja kosini mééaritellaan vieruskulmansa kautta siten,
etta

sinz = sin(180° — x) ja cosx = — cos(180° — x).

Tassé kirjoitelmassa kiaytetdan myos harvemmin kdytettyja trigonometrisia funktioita
sekanttia ja kosekanttia. Nama funktiot maaritellddn seuraavasti:
sekantti on kosinin ka#dnteisluku eli

1

c
sec A = = —
cosA a
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Kuva 1.1.1. Trilineaariset koordinaatit

ja kosekantti on sinin kédanteisluku eli

1 c

simA b
Téssé kirjoitelmassa kiytetetddn myos kahta trigonometrian keskeisinté lausetta,
sini- ja kosinilausetta, jotka esitellddn seuraavaksi.

csc A =

LAUSE 1.1. Sinilause. Olkoot kolmion AABC sivut a, b ja c siten, ettd sivu a
on kdrjen A vastainen sivu ja sivut b ja ¢ vastaavasti. Tdlloin

a b o
sinA  sinB sinC

missd r on kolmion NABC ympdri pitretyn ympyrdin sdde.

2r,

LAUSE 1.2. Kosinilause. Olkoot kolmion NABC sivut kuten sinilauseessa.
Talloin
a? = b* 4+ % — 2bccos A.

Néiden lauseiden todistukset 16ytyvit viitteestd [8] (s.95-97).

1.1.2. Kirjoitelmassa kiytossi olevat merkinnét. Téssa kirjoituksessa, ellei
erikseen toisin mainita, kiytetdan jokaisessa erillisessa tarkastelussa samoja merkin-
t6jé (ks. kuva 1.1.1). Kolmion kérkid ovat pisteet A, B ja C ja niitd vastaavat kulmat
my6s A, B ja C. Kolmion sivuja ovat a, b ja ¢ madriteltyné siten, ettd kulmaa A
vastassa oleva sivu eli jana BC' on a, kulmaa B vastassa oleva sivu on b ja kulmaa C'
vastassa oleva sivu on c. Tarkasteltava piste tai keskus, josta trilineaarisia koordinaat-
teja madritetdén, on piste P. Pisteen P kautta kulkevien normaalien leikkauspisteet
kolmion sivuilla tai sivuja vastaavilla suorilla ovat piste D suoralla , piste E suo-
ralla fﬁ ja piste F' suoralla j@ Pisteen P etéisyydet kolmion kuhunkin sivuun tai
sivun jatkeeseen ovat x, y ja z, missi @ = PD, y = PE seki z = PF. Kolmion
pinta-ala merkitaén isolla A-kirjaimella, jonka alaindeksinéd on tarkasteltava kolmio,
ts. kolmion AABC pinta-alaa merkitdan Aaapc.
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1.2. Trilineaariset koordinaatit

Pisteen P trilineaariset koordinaatit (lyh. trilineaarit) ovat pisteen suhteelliset
kohtisuorat etéisyydet sen kolmion kuhunkin sivuun tai sivun jatkeeseen, jonka suh-
teen trilineaarit ovat muodostettu. Pisteelld on néin ollen kolme, janojen x, y ja
z pituudesta muodostuvaa, koordinaattia. Etéisyyksien suhteellisuus tarkoittaa siti,
ettd janojen pituudet voidaan kertoa vakiolla ilman, ettd se muuttaa tarkastelussa
olevaa pistetté. Trilineaariset koordinaatit ovat siis homogeenisia koordinaatteja. Pis-
teen kolmea trilineaarista koordinaattia merkitdén kreikkalaisilla kirjaimilla «, 3 ja
v, missd a on koordinaatti sivulle a, 8 koordinaatti sivulle b ja v koordinaatti sivul-
le ¢. Talloin trilineaarien homogeenisuuden nojalla on voimassa o = kx, f = ky ja
v = kz, missid k € R/{0}. Pisteen trilineaareja merkittidessd ne erotellaan toisistaan
kaksoispisteilld o : 3 : 7.

Kun jokin piste sijaitsee kolmion sivulla tai sivun jatkeella, on sen etéisyys kysei-
seen sivuun nolla. T&lloin myds sen koordinaatti kyseiseen sivuun néhden on nolla.
Kolmion kérjessd leikkaavat kaksi kolmion sivua, jolloin kolmion kérkipiste sijaitsee
néillda molemmilla sivuilla. Néin ollen kérkipisteen koordinaateista kaksi ovat nollia ja
etédisyys kolmanteen, kyseistd kéirked vastassa olevaan sivuun, on homogeenisuuden
nojalla yksi. Néin ollen kolmion AABC kérkipisteiden trilineaarit ovat

A=1:0:0,B=0:1:0,C=0:0:1.

Mikali piste sijaitsee kolmion sisélld, ovat kaikki sen koordinaatit positiivisia. Jos
taas piste sijaitsee kolmion ulkopuolella, on sen jokin tai jotkut kaksi koordinaattia
negatiiviset. Piste mééritelldén olevan kolmion ulkopuolella, mikéli se on eri puolella
kulman vastassa olevaa sivua kuin kyseinen kulma. Esimerkiksi piste P on kolmion

ulkopuolella kidrkeen A néhden, kun PBC'A, jolloin pisteen P a-koordinaatti on ne-
gatiivinen. Jokin piste voi olla kolmion ulkopuolella yhté aikaa vain kahteen kérkeen
ndhden. Néain ollen, mikéli pisteen P kaikki trilineaarit ovat negatiivisia, on piste
homogeenisuuden nojalla kolmion sisalla.

1.3. Barysentriset koordinaatit

Kuten johdannosta kéay ilmi, trilineaaristen koordinaattien taustalla ovat Bary-
sentriset koordinaatit (eng. Barycentric coordinates). Barysentriset, kuten myos trili-
neaariset koordinaatit ovat homogeenisia koordinaatteja, jolloin pisteen kaikki koor-
dinaatit voidaan kertoa samalla vakiolla ja kyseessd on edelleen sama piste. Bary-
sentrisissé koordinaateissa pisteelle tulee kolme koordinaattia sen mukaan, miten se
sijoittuu suhteessa kolmioon. Pisteen P barysentriset koordinaatit ovat Boyerin [2]
(s. 242) mukaan ne suhteelliset luvut niistd massoista, jotka sijoitettuna kolmion kér-
kiin antaa tdmén systeemin painopisteeksi pisteen P. Barysentristen koordinaattien
nimi tulee Botteman [1] (s. 27) mukaan sanasta Barycenter, joka tarkoittaa painopis-
tetta. Barysentriset koordinaatit ovat myos pinta-alojen suhteellinen koko kolmesta
kolmiosta, joiden kérkind ovat tarkasteltava piste ja kolmion kaksi kérked. Barysentri-
sissé koordinaateissa yksi koordinaatti on siis tarkasteltavan pisteen etéisyys kolmion
yhteen sivuun kerrottuna kyseisen sivun pituudella. Kahdella jako voidaan homogee-
nisuuden nojalla jattaéd tekemétta. Trilineaarisissa koordinaateissa otetaan huomioon
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vain tarkasteltavan pisteen etéisyys kolmion sivuihin, joten esitys on hieman yksinker-
taisempi kuin barysentrisilla koordinaateilla. Esimerkiksi kolmion keskijanojen leik-
kauspisteen (kolmion painopiste) barysentriset koordinaatit ovat 1 : 1 : 1, silld kes-
kijanojen leikkauspiste muodostaa kolmion kérkien kanssa kolme pinta-alaltaan yhté
suurta kolmiota. Pisteen P trilineaariset koordinaatit voidaan muuttaa barysentri-
siksi koordinaateiksi yksinkertaisella muunnoskaavalla [13]. Jos pisteen P trilineaarit
kolmiossa AABC ovat « : [ : 7, niin barysentriset koordinaatit pisteelle P samassa
kolmiossa ovat ac : b3 : ¢y, misséd a, b ja ¢ ovat kolmion AABC sivujen pituudet.



LUKU 2

Kolmion klassiset merkilliset pisteet

Tassd luvussa perehdytéddan tunnettuihin kolmiosta l6ytyviin klassisiin merkillisiin
pisteisiin seké niiden trilineaarisiin koordinaatteihin. Luvussa esitellddn, miten kukin
merkillinen piste muodostuu seké johdetaan naiden pisteiden trilineaariset koordinaa-
tit, jotka esitellddn seké suhteessa kolmion sivuihin ettd kulmiin. Merkillisten pistei-
den trilineaarit on poimittu Kimberlingiltd [5], mutta niiden johtamisen olen tehnyt
itse. Barysentriset koordinaatit 16ytyvéat mm. merkillisten pisteiden ensyklopediasta
[4].

2.1. Kulmanpuolittajien leikkauspiste

Kulmalla on kaksi suoraa, joita sanotaan kulmanpuolittajiksi. Kulman sisédinen
(kolmioiden tapauksessa kolmion sisdinen) kulmanpuolittaja kulkee kulman kérjen
kautta ja kahden sivun vélistd jakaen kyseesséd olevan kulman kahteen yhté suureen
osaan, ts. puoleen alkuperiisestd. Sisdinen kulmanpuolittaja on suora, joka kulman
"takana” jakaa kahteen yhtd suureen osaan kulman sivujen jatkeiden vélisen kul-
man. Kulman ulkoinen kulmanpuolittaja kulkee kulman kérjen kautta jakaen sivun
ja toisen sivun jatkeen vilisen kulman kahteen yhtd suureen osaan. Sisdiselld kulman-
puolittajalla sijaitsevat pisteet ovat yhta kaukana molemmista puolittamansa kulman
sivuista. Ulkoisella kulmanpuolittajalla sijaitsevat pisteet ovat yhtd kaukana kulman
toisesta sivusta ja toisen sivun jatkeesta. Téssé kappaleessa tarkastellaan vain kulman
sisdisid kulmanpuolittajia. Ulkoisia kulmanpuolittajia tarkastellaan kohdassa 4.3.

LEMMA 2.1. Kolmion sisdisten kulmanpuolittajien leikkauspisteen trilineaarit ovat
1:1:1.

TobisTus. Koska kulmanpuolittajalla sijaitsevat pisteet ovat yhtd kaukana puo-
littamansa kulman sivuista, ovat ne kolmion tapauksessa yhta kaukana kahdesta kol-
mion sivusta. Kolmion kahden kulmanpuolittajan leikkauspiste sijaitsee yhté kaukana
kolmion kaikista sivuista, jolloin myos kolmas kulmanpuolittaja kulkee saman pisteen
kautta. Koska kolmion kulmanpuolittajien leikkauspiste sijaitsee yhtd kaukana kol-
mion kaikista sivuista, on se talléin myos sen ympyran keskipiste, jonka tangentteja
ovat kaikki kolmion sivut, ts. kolmion sisdén piirretyn ympyrén keskipiste (eng. incen-
ter) (ks. kuva 2.2.1). Koska etdisyys kulman puolittajien leikkauspisteestd kolmion
jokaiseen sivuun on sama, niin tdmén pisteen trilineaarit ovat 1 :1 : 1. 0

Kulmanpuolittajien leikkauspisteen barysentriset koordinaatit ovat a : b : c.

2.2. Keskijanojen leikkauspiste

Kolmiossa keskijana kulkee kolmion yhdesta kérjestd sen vastakkaisen sivun kes-
kipisteeseen. Nain ollen kolmiolla on kolme keskijanaa, jotka kaikki leikkaavat toi-
sensa samassa pisteessd. Keskijanojen leikkauspisteen olemassaolo voidaan todistaa

7
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Kuva 2.2.1. Kolmion AABC' painopiste P ja kulman puolittajien
leikkauspiste I

mm. Cevan lauseen avulla (ks. [8] s.105-107). Keskijanojen leikkauspistetta kutsutaan
myos kolmion painopisteeksi (eng. centroid).

LAUSE 2.2. Kolmion ANABC' painopisteen trilineaarit ovat
111111
a b ¢ sinA sinB sinC’
TobisTus. Olkoon piste P kolmion AABC' keskijanojen leikkauspiste ja z, y ja 2z
pisteen etaisyydet kolmion sivuihin kuten kuvassa 2.2.1. Téll6in kolmioiden AABP,
ABCP sekd ACAP pinta-alat ovat yhtd suuret ja keskijanojen leikkauspiste jakaa

keskijanat suhteessa 2:1 [8] (s. 107-108). Tallsin on siis my6s % = % = <. Tisti
saadaan

=% _ c
a a
_ar _ cz
y=5 b
P —Ty
C C

jolloin siis o : 3 : v = L : 1 : 1. Sinilauseesta saadaan a = (sin A)2r, missé r on

kolmion ympéri piirretyn ympyréan sdde. Koska vastaavasti muille sivuille saadaan
b = (sin B)2r ja ¢ = (sin C')2r, voidaan koordinaattien yhteinen jakaja 2r supistaa
pois, jolloin saadaan

11 1 1 1 1

a:fiy=—-

- == : : = A: B: .
a b ¢ sinA sinB sinC ¢ os¢ ese ¢

Keskijanojen leikkauspisteen barysentriset koordinaatit ovat 1:1: 1.

2.3. Keskinormaalien leikkauspiste

Kolmiossa sivun keskinormaali kulkee kolmion sivun keskipisteen kautta leikaten
sivua suorassa kulmassa. Keskinormaalin kaikki pisteet ovat yhtd kaukana kolmion
kahdesta kérjesté, joten kahden keskinormaalin leikkauspisteen téaytyy kuulua myds
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kolmannelle keskinormaalille. Néin ollen kaikki kolme keskinormaalia leikkaavat toi-
sensa samassa pisteessid. Koska keskinormaalien leikkauspiste on yhtd kaukana kol-
mion jokaisesta kérjesté, on tdmé piste samalla myo6s kolmion jokaisen kéarjen kautta
kulkevan ympyrén eli kolmion ympéri piirretyn ympyréan keskipiste (eng. circumcen-
ter).

LAUSE 2.3. Kolmion ANABC ympdri piirretyn ympyrdin keskipisteen trilineaarit
ovat

cosA:cosB:cosC = a(b®+c* —a?) : b(c? +a® — b%) : c(a® + b* — ).

TobisTtus. Olkoon piste P kolmion AABC' keskinormaalien leikkauspiste ja ol-
koot x, y z pisteen P etdisyydet kolmion sivuihin, kuten kuvassa 2.4.1. Koska piste
P on my6s kolmion ympéri piirretyn ympyrian keskipiste, on kulma £ BPC' keskus-
kulma kulmalle £ BAC', jolloin { BPC = 2{BAC. Jana PD kuuluu selvisti janan
BC' keskinormaalille. Jana PD on myos selvisti kulman £ BPC' puolittaja, jolloin
ABPD = ADPC = ABAC = £A. Talléin on © = CPcos A. Samoin saadaan
y = APcosB ja z = BPcosC. Koska janat CP, AP ja BP ovat kolmion AABC
ympéri piirretyn ympyrén séteitéd, niin CP = BP = AP, jolloin ne voidaan supistaa
pois ja saadaan

a:f:v=cosA:cosB:cosC.

Kosinilauseen avulla trilineaarit saadaan muokattua riippuviksi sivujen pituuksista,
jolloin

V+c—a® c+a*-b0 a®+0 -7
2bc ‘ 2ca ' 2ab
Kun vield kerrotaan kaikki koordinaatit kaikkien sivujen pituuksien tulolla abc, niin
trilineaarit saadaan muotoon
a:f:y=cosA:cosB:cosC
V+cd—a® | A4a®-b0 a0
= abc e : abe Y : abc 500
=a(b® +c —a?) : b(c® +a® —b?) : c(a® +b? — ¢?),

kun my6s yhteinen jakaja 2 voidaan supistaa kaikista pois. U

a:f:y=cosA:cosB:cosC =

Keskinormaalien leikkauspisteen barysentriset koordinaatit ovat
sin2A : sin2B : sin 2C.

2.4. Korkeusjanojen leikkauspiste

Kolmion korkeusjana kulkee kolmion kérjestd vastakkaiselle sivulle (tai sen jatkeel-
le) leikaten tdtd suoraa suorassa kulmassa. Kolmion kaikkia korkeusjanoja vastaavat
suorat kulkevat saman pisteen kautta. Téata leikkauspistettd kutsutaan ortokeskuk-
seksi. Terdavikulmaisessa kolmiossa ortokeskus on kolmion sisilld, suorakulmaisessa
kolmiossa suoran kulman kérjessé ja tylppdkulmaisessa kolmiossa kolmion ulkopuo-
lella. Kaikkien korkeusjanoja vastaavien suorien leikkauspisteen olemassaolo voidaan
osoittaa kolmion ja sen antikomplementtisen kolmion (ks. kohta 4.2) avulla. Ndma kol-
miot ovat yhdenmuotoiset ja niiden vastinsivut yhdensuuntaiset. T&ll6in alkuperiisen
kolmion korkeusjanat sijaitsevat sen antikomplementtisen kolmion keskinormaaleilla.
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Kuva 2.4.1. Kolmion AABC keskinormaalien leikkauspiste P ja or-
tokeskus P’

Kohdan 2.3 nojalla keskinormaalien leikkauspiste on olemassa, joten myos korkeus-
janat (tai niiden jatkeet) leikkaavat toisensa myos yhdessé pisteessd, ortokeskuksessa
(eng. orthocenter).

LAUSE 2.4. Kolmion ANABC ortokeskuksen trilineaarit ovat
1 ‘ 1 ' 1
a(b? +c—a?)  b(+a?2—102) cla?+b—c2)

TobisTus. Olkoon piste P’ kolmion AABC ortokeskus ja olkoot z’, 3/ ja 2/
pisteen P’ etédisyydet kolmion sivuihin, kuten kuvassa 2.4.1. Kulmat £BP'F’ ja
LCP'E', LAP'F' ja LCP'D’ sekd £LAP'E’" ja £ BP'D’ ovat yhtenevét ristikulmi-
na. Nyt suorakulmaisissa kolmioissa ABP'F’ ja ACP'E’ on kaksi yhtenevai kul-
maa, joten myos kolmansien kulmien taytyy olla yhtenevét eli L F'BP' = LE'C'P'.
Samoin piatee L F'AP’ = LD'CP’ seki L D'BP’" = AE'AP'. Tarkastelemalla edel-
leen kolmiota ABFE'A seki ACE'P’ huomataan niiden yhdenmuotoisuus, jolloin
LAF'P'B= LE'P'C = £A. Samoin piatee L F'P'AX AD'P'C = LB seki {D'P'B =
AFE'P'A = LC. Tarkastelemalla kulmia pisteessia P’ saadaan

secA:secB :secC =

/ ’

——) _ _Z
cosA = PG~ Pp
2.1 -2 =
(2.1) cos B Pe =
_ =z )
cosC = 2= ===
Tastéd saadaan edelleen
cos AP'C _ ' __ 7 _ 2 __ cosAP'B
cosC_~ cosC PA = cosB ~  cosB
cosBP'C __ z' __ PPB = z/  __ cosBP'A
cosC ~~ cosC " cosA T cosA
cosCP'A _ vy PC = ' _ cosCP'B
cosA = cosC "~ cosB~  cosB

jolloin PPA: P'B : P'C = cos A : cos B : cos C. Yhtaloryhmésta (2.1) saadaan myos

o = YLDE = ZPC 5 edelleen +'P'A = yP'B = 2’P'C = k, missi k € R. Tilloin
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k. _k_ . _k
P'’A " P'B " P'C’
1 1
cosA cosB  cosC
Ortokeskuksen trilineaarit sivujen funktioina saadaan kosinilauseesta samaan tapaan

kuin keskinormaalien leikkauspisteen tapauksessa, jolloin

1 1 1
a(b? 4+ 2 —a?)  b(c2+a?—1b%) cla®+b*—c2)
U

patee 2’ 1y 1 2/ = jolloin

a:fy= =secA:secB :secC.

a:f:y=secA:secB:secC =

Kolmion ympéri piirretyn ympyrén keskipisteen ja ortokeskuksen trilineaarit ovat
siis toistensa suhteellisia kd#dnteislukuja. Talloin ne ovat toistensa isogonaaliset kon-
jugaatit (ks. kohta 4.5). Kolmion ortokeskuksen barysentriset koordinaatit ovat

tan A : tan B : tan C.



LUKU 3

Merkillinen piste

Edellisessa luvussa esiteltiin jo antiikin aikana tunnetut merkilliset pisteet. Onko
olemassa muita merkillisid pisteitd? Edelld esiteltyjen pisteiden trilineaareja tarkas-
telemalla havaitaan nopeasti, ettd ndiden pisteiden kaikki kolme koordinaattia vai-
kuttavat keskenddn samankaltaisilta. Onko niilld my6s jotain muuta yhteistd? Kim-
berling esittdd artikkeleissaan [5] ja [7], miten trilineaaristen koordinaattien avulla
voidaan tdsmaéllisesti méaritelld, mitd ominaisuuksia vaaditaan pisteeltd, ettd sitéa
voidaan kutsua merkilliseksi pisteeksi. Tamé luku perustuu kokonaisuudessaan edella
mainittuihin artikkeleihin.

Esitetdén kolmion pisteet trilineaaristen koordinaattien avulla kolmion sivujen
funktioina. Olkoon T joukko kaikista kolmikoista (a, b, ¢), missi a, b ja ¢ ovat reaali-
lukuisia kolmion sivujen pituuksia, ts. kolmioepéayhtélén nojalla

T ={(a,b,c):0<a<b+c¢,0<b<c+a,0<c<a+b}.

Piste P on ekvivalenssiluokka jirjestetysta kolmikosta (f1, fa, f3), funktioista f; : T —
R, joista ainakin yksi on ei-nollafunktio. Funktio f; tarkoittaa pisteen P etdisyytti
kolmion sivusta a, funktio f, pisteen P etédisyyttéd sivusta b ja funktio f5 pisteen P
etdisyytta sivusta c. Kaksi kolmikkoa (f1, fa, f3) ja (g1, g2, g3) ovat ekvivalentit, mikali
(i) g; = 0, jos ja vain jos f; =0, missd i = 1,2,3 ja

(ii) ;—1 = g—z = g—z, kun ¢g1,9- ja g3 eivit ole nollia.

Tason pisteet voidaan timin esityksen mydtd mieltdd kolmioon pohjautuviksi
funktioiksi, ei vain ainoastaan pisteiksi tasolla. Vaikka méérittelyssa on taustalla geo-
metria ja tutkittavat tapaukset ovat usein geometrisia, antaa pisteiden mééarittely
funktioiksi mahdollisuuden késitelld tapauksia algebrallisesti. Témén esityksen avulla
voidaan antaa maaritelmé merkilliselle pisteelle, jolloin voidaan méaritelld, millainen
piste on riittdvéan merkillinen ollakseen merkillinen piste.

Merkitaén jotakin tutkittavaa pistettad seuraavasti

P=a«a:p:v= f(a,bc):gla,b,c): ha,b,c).

Piste f(a, b,c):g(a,b,c): fz(a, b, c) on merkillinen piste (eng. triangle center), jos on
olemassa funktio (f1, f2, f3) seuraavin ehdoin:
(F1) f(a,b,c): g(a,b,c): ha,b,c) = fla,b,c) : f(b,c,a): f(c,a,b);
(FQ) f(a’v b, C) = f(a’7 G, b),
(F3) f(ta,tb,tc) =t"f(a,b,c), jollekin n € N kaikilla t > 0.
Namé ehdot ovat nimeltdan substituutio(F1), symmetria(F2) ja homogeenisuus(F3).
Tarkennetaan seuraavaksi vield hieman sitéd, mitd ndmé ehdot todella tarkoittavat.
Substituutio vaatii saman asian tekemistd samalla tavalla toisessa paikassa. Mer-
killisen pisteen méarittavien funktioiden taytyy olla samat kolmion jokaiselta sivulta.

12
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Esimerkiksi painopistettd maédrittdessd tdmé funktio on jana yhden sivun keskipis-
teestd kyseisen sivun vastakkaiseen kulmaan, joka toistuu jokaisen sivun kohdalla.

Symmetria f(a,b,c) = f(a,c,b) bin ja c:n suhteen tarkoittaa, ettd kirkien B ja C'
tai janojen a ja b "roolit” ovat vaihdettavissa. Yksinkertaistettuna tdmaé tarkoittaa
esimerkiksi sité, ettd keskijanan konstruktio kérjestd A sivuun BC on sama kuin
keskijanan konstruktio kérjestd A sivuun C'B.

Homogeenisuus takaa sen, ettd yhdenmuotoisilla kolmioilla on samat merkilliset
pisteet. Olkoon kolmio AB = B;B;B3 yhdenmuotoinen kolmion AA = A;A;A;
kanssa siten, ettd jollekin ¢ > 0 B:n sivun pituudet ovat ta,, tas ja tas. Miké-
li funktio f muodostaa jonkin kolmion AA merkillisen pisteen P, niin kolmiossa
ANA, P = f(a,b,c) : f(b,c,a) : f(c,a,b), jolloin kolmiossa AB, P = f(ta,tb,tc) :
f(tb,te,ta) = f(te, ta,tb), jonka homogeenisuus muuttaa muotoon P = f(a,b,c) :
f(b,c,a) : f(c,a,b). Téten merkillisen pisteen P etdisyydet kolmion sivuihin ovat
samassa suhteessa.

Ehto symmetriasta vaikuttaa itsestddn selviltid, mutta esimerkiksi Brocardin pis-
teet toteuttavat substituution ja homogeenisuuden, mutta eivat yleisesti toteuta sym-
metriaehtoa. Kimberlingin [5] mukaan Brocardin pisteet ovat ainoat téllaiset tunne-
tut pisteet. Piste P, jolle on voimassa L ABP = ABCP = LCAP tai {BAP =
£LCBP = LACP, on Brocardin piste. Yhteinen kulma, nimeltddn Brocardin kulma,
on 5 jolle cot ¢ = cot A + cot B + cot C. Brocardin pisteiden trilineaarit ovat 7 : 2 : %
Ja : < ¢. Mikéli symmetria toteutuisi Brocardin pisteen tapauksessa, tayty1s1 olla
ACBP ABC’P jolloin olisi LCBP = LABP ja £ BCP = LACP eli LB = £(C ja
edelleen £ A = ACB >~ £(C. Brocardin pisteet toteuttavat symmetrian siis ainoastaan,
kun kolmio on tasasivuinen, mutta silloin Brocardin piste on myos kaikki klassiset
merkilliset pisteet.



LUKU 4
Erityisid kolmioita

Téassa luvussa esitellidn muutama erityinen kolmio, joilla on alkuperiiseen kol-
mioon AABC perustuva vakiintunut nimi ja joihin viitataan myShemmin téssé kir-
joitelmassa. Kunkin kolmion kohdalla myds esitelldédn seké johdetaan nédiden kolmioi-
den kérkipisteiden trilineaariset koordinaatit suhteessa alkuperiiseen kolmioon. Kol-
mioiden nimet ja niiden kérkipisteiden trilineaarit ovat periisin Kimberlingilta [5].
Omaa tyoténi on kirkipisteiden trilineaarien johtaminen ja ulkokeskuskolmion sivu-
jen laskeminen seké nimien suomentaminen.

4.1. Keskinen kolmio

Kolmio AA’B'C" on kolmion AABC' keskinen kolmio (eng. medial triangle), kun
sen kérjet A’, B’ ja C" ovat sivujen BC, AC' ja AB keskipisteet (ks. kuva 4.1.1). Kes-
kinen kolmio on yhdenmuotoinen alkuperéisen kolmion kanssa ja ndiden kolmioiden
vastinsivut ovat yhdensuuntaiset. Talloin alkuperdisen kolmion sisdlle muodostuvat
nelja pienempéad ja keskendéin yhtd suurta kolmiota AAB'C', ABA'C', ACA'B’ se-
kéd keskinen kolmio AA'B'C’, ovat yhdenmuotoiset alkuperdisen kolmion kanssa ja
niiden pinta-ala on neljdsosa alkuperiisen kolmion pinta-alasta.

LEMMA 4.1. Keskisen kolmion kdrkien trilineaarit ovat A’ = 0 : % : %, B = % :

O:%jaC’:%:%:O.

Kuva 4.1.1. Kolmion AABC' keskinen kolmio AA'B'C’ ja anti-
komplementtinen kolmio AA”B"C"
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TobpisTus. Pisteen A" ensimméinen koordinaatti on luonnollisesti 0, silld se si-
jaitsee sivulla a. Pisteen A’ etaisyys ¢y’ sivuun b on kolmion AA’B’'C' korkeus, jolloin
saadaan
%by’ = %AA apc &Y = Aﬁ%. Samoin etiisyydeksi 2’ sivuun ¢ saadaan
%CZ, = %AAABC &Y= —AA?BC.

Jakamalla yhteinen tekiji Axapc pois saadaan pisteen A’ trilineaareiksi 0 : % : %
Samaan tapaan saadaan muut keskisen kolmion kérkipisteiden trilineaarit, jolloin

11 1 1 1 1
4.1 A=0:-:-, B=-:0:-C"=-:-:0.
(4.1) b ¢’ a c a b
Mikéli pisteen A’ trilineaarit kerrotaan termillé be, saadaan trilineaarit hieman yksin-
kertaisempaan muotoon A’ =0 : ¢ : b. Samoin saadaan B'=c:0:ajaC’' =b:a:0.
Kéytossa ovat kuitenkin kohdan (4.1) muodot, silld siind koordinaatti sivuun a saa-

daan riippuvaksi sivusta a ja samoin muille sivuille. U

4.2. Antikomplementtinen kolmio

Kolmio AA”B"C" on kolmion AABC' antikomplementtinen kolmio
(eng. anticomplementary triangle), kun kolmio AABC' on kolmion AA”"B"C" kes-
kinen kolmio (ks. kuva 4.1.1). Keskisen ja antikomplementtisen kolmion keskijanat
leikkaavat samassa pisteessa kuin alkuperiisen kolmion keskijanat.

LEMMA 4.2. Antikomplementtisen kolmion kdrkien trilineaarit ovat A” = —% : % :
1 n_ 1. 1.1, n_ 1.1, 1
E’B_E EE]CLC—EE e

TobisTus. Todistus menee vastaavaan tapaan kuin keskisen kolmion tapaukses-
sa. Kédrjen A” trilineaareja méaritettiessd huomataan, ettd sen etaisyydet z”, y” ja
2" sivuja BC, AC ja AB vastaavista suorista ovat kolmion AA”BC' korkeusjanoja,
jolloin ndmaé etdisyydet voidaan ilmaista kolmion AA”BC pinta-alan avulla, kuten
keskisen kolmion kohdalla. Koska piste A” on kirkeen A nidhden kolmion ulkopuolel-
la ja koska AA"BC ~ AABC, niin saadaan A” = —% : 3 : 1. Vastaavasti saadaan
kirjet B” ja C”, joten

A//:—l .

g 111, 1

a b ¢ a

[N
S =
o

4.3. Ulkokeskuskolmio

Kolmio AA’B'C" on kolmion AABC' ulkokeskuskolmio (eng. excentral triangle),
kun sen kirjet A, B’ ja C' ovat kolmion AABC ulkokeskuksia (ks. kuva 4.3.1).
Kolmiota AA’'B'C’ kutsutaan myos kolmion AABC' kolmitangenttiseksi kolmioksi
(eng. tritanget triangle). Ulkokeskus (eng. excenter) on kolmion ulkopuolella olevan
ympyréin keskipiste, jonka tangentteja ovat kolmion yksi sivu ja kahden muun sivun
jatkeet. Olkoon A’ se ulkokeskus, joka on kolmion ulkopuolella kidrkeen A néhden.
Ulkokeskukset B’ ja C” mairitellddn vastaavasti.

LEMMA 4.3. Ulkokeskuksien trilineaarit ovat A’ = —1:1:1, B =1:-1:1 ja
C'"=1:1:-1.
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Kuva 4.3.1. Kolmion AABC ulkokeskuskolmio AA'B'C’

TobisTtus. Koska ympyrit, joiden keskipisteitéd ulkokeskukset ovat, sivuavat kol-
mion yhté sivua ja kahden sivun jatketta, on ulkokeskus yhta kaukana kolmion jokais-
ta sivua vastaavasta suorasta. Koska ulkokeskus on kolmion yhden sivun ulkopuolella,
on yksi koordinaatti negatiivinen.

A=-1:1:1,B=1:-1:1,C"=1:1:-1.
O

Kolmion ulkokeskuksessa leikkaavat yhden kulman kolmion sisdinen kulmanpuo-
littaja seké kahden muun kulman kolmion ulkoiset kulmanpuolittajat. Esimerkiksi ul-
kokeskus A’, joka sijaitsee kolmion ulkopuolella kiarkeen A nihden, on yhta kaukana
sivujen b seké c jatkeista eli se sijaitsee kirjen A kautta kulkevalla kolmion siséisel-
1& kulmapuolittajalla. Kérjen C' kautta kulkevan kolmion ulkoisen kulmanpuolittajan
pisteet sijaitsevat yhtd kaukana kolmion sivusta a ja sivun b jatkeesta seké vastaa-
vasti sivusta b ja sivun a jatkeesta. Koska myos ulkokeskus A’ sijaitsee yhtd kaukana
sivusta a seké sivun b jatkeesta, sijaitsee se myos kérjen C' kautta kulkevalla kol-
mion ulkoisella kulmanpuolittajalla. Sama pééttely voidaan toistaa kérjen B kanssa,
joten ulkokeskukset sijaitsevat kolmion yhden sisdisen kulmanpuolittajan ja kahden
ulkoisen kulmanpuolittajan leikkauspisteessid. Koska kaksi ulkoista kulmanpuolitta-
jaa leikkaavat yhdesséd pisteessé, kulkee yksi ulkoinen kulmanpuolittaja kahden ul-
kokeskuksen kautta. Téten kolmion ulkoiset kulmanpuolittajat muodostavat kolmion
ulkokeskuskolmion sivut.

Johdetaan seuraavaksi, miten ulkokeskuskolmion sivuja a’, ¢’ ja ¢’ voidaan merki-
ta alkuperéisen kolmion sivujen ja kulmien funktioina. Kolmion sisédinen ja ulkoinen
kulmanpuolittaja ovat toistensa normaaleja. Jos sisdinen kulmanpuolittaja puolit-
taa kulman A, niin ulkoinen kulmanpuolittaja puolittaa kulman 180° — A. Téll6in
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nédiden kahden kulmanpuolittajan viliin jaava kulma on suuruudeltaan néiden kah-
den puolikkaan kulman summa, ts. 4 + (90° — 4) = 90°. Kolmiossa AABC" kul-
man £BAC’ suuruus on tallin 90° — é ja samaten L ABC'" = 90° — %. Talloin
LAC'B = 180° — (90° — 4) — (90° — Z) = 2 + B Koska 4 + £ + € = 90°, niin
LAC'B = 900—%. Samoin saadaan L BA'C' = 90°—§ jaLAB'C = 900—% Suorakul-
maisesta kolmiosta AC’AA’ saadaan £C'A’A = 180°—90°—(90—%) = £. Samoin saa-
daan £C'B'B = % ja LCC'A = %. Kolmiosta AC’'C' B saadaan sinilauseen perusteel-

= % ja kolmiosta A BB'C’ samoin sinilauseen perusteella S_?T% = sinaS;OO

s 5

= all’
. . . . . . !’ . . .

jolloin saadaan ulkokeskuskolmion sivun pituudeksi a’ = Sfﬂ—% = 1. Samoin sivujen
Pl 2

b’ ja ¢ pituudeksi saadaan b’ = smLE jad = —%5.
2

s 5

4.4. Pedaalinen kolmio

Pisteen P pedaaliseksi kolmioksi (eng. pedal triangle) sanotaan sellaista kolmiota
ANA'B'C’, jonka karkipisteita ovat kolmion AABC sivuilla pisteen P koordinaattipis-
teet (ks. kuva 4.5.1).

LEMMA 4.4. Oletetaan, ettd pisteen P trilineaarit ovat « : B : . Tdlloin pisteen
P pedaalisen kolmion kdrkipisteiden trilineaarit ovat

A =0:B+acosC:vy+acosB,
(4.2) B'=a+pfcosC:0:v+pcosA ja
C'=a+vycosB:fB+~ycosA:0.

TobisTus. Oletetaan aluksi, etté piste P sijaitsee kolmion sisalla. Merkitddan A” =
o : B 4. Piste A’ sijaisee sivulla BC', joten o = 0. Koska piste P on kolmion sisill4,
niin 4’ > (. Olkoon piste D pisteen A’ koordinaattipiste sivulla AC' ja olkoon piste E
janalla DA’ siten, ett#d kulma £ PE A’ on suora. Koska 3’ || 3, niin ' = 8+ EA’. Koska
DHA’ on sivun AC' normaali ja vastaavasti ITP on sivun BC' normaali, niin ndiden
suorien vilinen kulma on yhteneva kulman £ ACB kanssa, ts. {ACB = {FEA'P.
Tallsin EA’ = avcos C, jolloin 3 = B+ a cos C. Vastaavasti saadaan 7/ = v+ o cos B
ja samaten pisteiden B’ ja C’ trilineaarit, jolloin pedaalisen kolmion kiarkipisteiden
trilineaareiksi saadaan kuten on yhtilossé (4.2):

A =0:8+acosC : v+ acosB,
B'=a+fcosC:0:v+ BcosA ja
C'=a+vycosB:f+7vycosA:0.

Mikéli piste P sijaitsee kolmion ulkopuolella kidrkeen B néhden, on S > (', jolloin
pisteen A’ toiseksi koordinaatiksi tulee f— | a | cos C' = 4+ acos C, silléd nyt | a |=
—a. Mikéli pisteet B’ ja C” ovat eri puolilla suoraa % kuin piste P, niin pisteen
B’ etéisyys suorasta, joka kulkee pisteen P kautta ja on yhdensuuntainen suoran

kanssa, on [ cosC. Pisteen B’ etiisyys suorasta on nyt fcosC' — a. Koska o on
negatiivinen, niin pisteen B’ ensimmaéiseksi koordinaatiksi saadaan edelleen 4« cos C
ja vastaavasti pisteelle C". O
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Kuva 4.5.1. Pisteen P isogonaalinen konjugaatti () sekid pedaalinen
kolmio AA'B'C’

4.5. Isogonaalinen konjugaatti

Pisteelld P on kolmiossa AABC' isogonaalinen konjugaatti, silloin kun piste P
ei sijaitse jollakin kolmion sivuista. Isogonaalinen konjugaatti muodostuu siten, et-

td suorat AP, ja Cﬁ peilataan sen kérjen sisdiseen kulmanpuolittajaan nédhden,
jonka kautta ne kulkevat. Namé kolme peilattua suoraa leikkaavat toisensa pisteen P
isogonaalisessa konjugaatissa P~ (ks. kuva 4.5.1). Isogonaalisen konjugaatin merkit-
seminen pisteend P~! on seurausta isogonaalisen konjugaatin trilineaareista.

LAUSE 4.5. Jos pisteen P trilineaarit ovat P = « : B : 7y, niin sen isogonaalisen
konjugaatin P~! trilineaarit ovat P~' = a1 : g7t : 471,

TobisTus. Olkoon piste @ = z' : ¢y’ : 2/ pisteen P isogonaalinen konjugaat-

ti ja olkoon piste I kolmion kulmanpuolittajien leikkauspiste. Méaaritelmésta seu-
raa, ettd L PAI = £IAQ ja samoin on kolmion muiden kérkien kohdalla. Koska
LITAB = LTAC, niin on my6s L PAB = £QAC'. Samoin saadaan £ PBA = £QBC ja
APCB = £QCA. Olkoot A’, B' ja C' pisteen P koordinaattipisteet suorilla %, Zg

ja ﬁ ja olkoot A”, B” ja C" vastaavilla suorilla koordinaattipisteet pisteelle ). T&l-
16in kolmiot AQAC” ja APAB’ ovat yhdenmuotoiset. Samoin on AQBC"” ~ APBA’
ja AQCB" ~ APCA’. Yhdenmuotoisista kolmioista saadaan sivujen suhteiksi

a _¢CpP _ B
y QT
o« _ BP _ 7y
Z — BQ 2
L _ AP _ 7
Z T AQ Ty

jolloin saadaan

(4.3) ar' = By =~ =k.
missid k& € R. Téastd saadaan 2’ : ¢/ : 2/ = g : % : %, josta voidaan yhteinen tekija k
supistaa pois, jolloin saadaan ) = é : % : % =al: gty leliQ =P O
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Todelliset trilineaariset etdisyydet

Trilineaariset koordinaatit ilmaisevat suhteellisen etéisyyden pisteestéd kolmion jo-
kaiseen sivuun. Toisinaan on kuitenkin tarpeellista tietdd, mika on pisteen absoluut-
tinen etéisyys kolmion sivuihin. Tésséd luvussa esitellddn, miten tdhén etédisyyteen
padstadn kéasiksi, jos pisteen trilineaarit tiedetdén. Pisteen absoluuttisia etéisyyksié
kolmion sivuihin kutsutaan todellisiksi trilineaarisiksi etdisyyksiksi (eng. actual trili-
near distances). Luvun molemmat alakohdat 5.1 ja 5.2 perustuvat kokonaisuudessaan
Whitworthin kirjaan [14] (s. 6-14).

5.1. Kolmion pinta-ala

i) Maaritetdén kolmion pinta-alan lauseke trilineaaristen koordinaattien mukaan.
Oletetaan aluksi, ettd piste P sijaitsee kolmion AABC sisilla. Talloin Aaapc =
AAPBC + AAAPC + AAABP ja B_C . m = ax’ = QAAch, jolloin ar’ + by’ + cz =
2Apapc = 200, Muuttamalla etdisyydet z’, 3/ ja 2’ trilineaarisiksi koordinaateiksi
saadaan

(5.1) ac + bB + ey = 20

ii) Oletetaan seuraavaksi, etté piste P sijaitsee kolmion ulkopuolella siten, etta yksi
koordinaatti on negatiivinen ja olkoon se koordinaatti cv. T&lloin Apapc = Apapp +
Apapc — Aappe. Koska a on negatiivinen, niin 2AAppc = —aa, jolloin myo6skin
ac + b + ¢y = 20

iii) Oletetaan nyt, ettd piste P sijaitsee kolmion ulkopuolella siten, ettd kaksi
koordinaattia ovat negatiivisia ja olkoot ne koordinaatit « ja (. Téssd tapaukses-
sa Apapc = Aaapp — Aaapc — Apappe. Koska nyt o ja S ovat negatiivisia, niin
2AapBc = —aa ja 2Aaapc = —by, jolloin edelleen saadaan ac + b5 + ¢y = 29).

Néin ollen, olivatpa «, [ ja v minké pisteen koordinaatteja tahansa, on pinta-alan
yhtalo aa + b5 + ¢y = 22 voimassa. Sinilauseen avulla pinta-alan yhtélé saadaan
muotoon

(5.2) asinA+ fsin B+ ysinC = — =8,

32

misséd r on kolmion ympéri piirretyn ympyréan sade. Télloin saadaan r = % , jolloin
sinilauseesta saadaan edelleen

(5.3) Sa = 20 sin A.

Téata tulosta kiytetddn myohemmin lauseen 6.5 todistuksessa.

Maaritetdan seuraavaksi kolmion APQ R pinta-alan lauseke, kun kolmion kéarkien
trilineaariset koordinaatit ovat annettu. Olkoot P = (ay, f1,71), @ = (ag, B2,72) ja
R = (as, f3,73) kolmion kérkien trilineaarit ja olkoon A kolmion APQR pinta-ala.

19
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B

Kuva 5.1.1. Kolmion pinta-ala

Tarkastellaan kolmiota APQR suhteessa siithen kolmioon, josta sen kérkien triline-
aarit ovat muodostettu. Olkoon tdmé kolmio AABC'. Talloin aq, ay ja ag ovat kér-
kipisteiden koordinaatteja suoralla % sekéd (1, (s ja (B3 suoralla AC. Mééaritetadn
suoralta j@ pisteet P, Q' ja R’ siten, ettd janat PP’, Q@' ja RR’' ovat yhdensuun-
taisia sivun BC' kanssa. Olkoon lisiksi kolmio APQR maédritelty siten, ettd pisteet
Q', P' ja R ovat téssi jarjestyksessi suoralla C'A. Talloin kolmion APQR pinta-ala
voidaan muodostaa lausekkeesta

Anpor = Aopqq p + Aoprrp — Aogrrqr,
missé kaikki nelikulmiot ovat puolisuunnikkaita. Nelikulmion OPQQ’'P’ sivu Q'P’
sijaitsee siis suoralla j@ ja sen pituudeksi saadaan janojen Q'Q) ja P’P vélisen etéi-
syyden (a; — aw) ja yhtenevyyden £ P'Q'Q = LC avulla P'Q" = (o — ag)cscC.
Puolisuunnikkaan OPQQ' P’ keskikorkeudeksi saadaan %(51 + f33), jolloin
Appog p = %CSC C(a; — a2)(B1 + B2). Samoin saadaan
Anprrp = 3 cscClag — o) (Bs + B1) ja
Angrrigr = 5 escClag — ag) (B2 + Bs).

Mikaili jana PQ on yhdensuuntainen sivun BC' kanssa, muodostuu nelikulmios-
ta OPQQ' P’ jana, jolloin sen pinta-ala on 0. Kolmion APQR pinta-ala muodostuu
kuitenkin edelleen yhtélostda APQR = OPQQ' P’ + OPRR'P' — OQRR'Q)’. Samoin
on silloin, jos jana PR on yhdensuuntainen janan BC kanssa. Mikili jana QR on
yhdensuuntainen sivun BC' kanssa, niin vaihtamalla merkintéja P <+ R voidaan kol-
mion APQR pinta-ala edelleen laskea yhtélostd APQR = OPQQ'P'+OPRR' P’ —
OQRR' Q.

Nyt voidaan laskea kolmion APQR pinta-ala.

Anpor = %CSC C{(ar — a2)(B1 + Ba) + (a3 — a1)(Bs + 1) — (a3 — a2) (B2 + B3)}

= %CSC C{oq (B2 + B3) + ao(Bs + f1) + as(B1 + Ba2) },
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joka voidaan merkitd myos determinanttina muodossa

Q1 Qg Q3

1
5 cscC|B1 B2 Bsl.
1 1 1

Tama muoto on riippuvainen vain jokaisen pisteen kahdesta ensimmaéisesté koordinaa-
tista. Téméan muodon avulla voidaan kuitenkin kehittéa lauseke, joka on riippuvainen
jokaisen pisteen kaikista koordinaateista.

Q1 Qg QO3 cse O ap Qg Q3

1
§cscC b1 By B3| = 55 B B2 Bsl.
1 1 1 s S S

Koska

S =asinA+ fsin B + ysinC,
niin kertomalla &skeisestd determinantista ensimmaéinen rivi termilld sin A ja toinen
rivi termilld sin B ja vidhentdmaélld ndmé kolmannesta rivistd, saadaan pinta-alan
yhtélé muotoon

(5.4)
cse O (6751 %) a3 1 a1 (g QO3 1 a; B 4!
A= 53 B B2 Bs | = 35 Bi B2 B3| = 25 |2 B2 2.
ysinC ypsinC vy3sinC Y2 3 as P33

5.2. Todelliset trilineaariset etiisyydet

Edell4 esitetty pinta-alan yhtélo (5.1) on térked osa trilineaarisia koordinaatteja.
Muokkaamalla yhtélo muotoon
ac + bB + ¢y 1

20 -
saadaan sen avulla muokattua jokainen koordinaatit «, £ ja v sisdltdva yhtdlo homo-
geeniseksi korottamalla yhtélon jokainen termi samanasteiseksi kuin yhtalon korkein
termi. Koska pinta-alan lausekkeen muodostuksessa oli kyseesséd pisteen todellinen
etdisyys kolmion sivuun, on yhtéld (5.5) voimassa ainoastaan, kun «, 3 ja v ovat
pisteen todelliset etédisyydet kolmion sivuista.

Pinta-alan yhtalon avulla voidaan myos méaérittad pisteen P todelliset etéisyy-
det kolmion sivuista. Pisteen X = « : § : 7 todellisia etidisyyksiéd vastaavista kol-
mion sivuista kutsutaan todellisiksi trilineaariksi etéisyyksiksi. Namé etéisyydet ovat
x = ka, y = kB sekd z = kv, missad k = % Néin ollen, mikali o, 8 ja v ovat
todelliset etdisyydet, k = 1, jolloin luonnollisesti on esim. ' = «. Todellisia triline-
aarisia etéisyyksia kaytetddn myohemmin mm. koordinaattimuunnosten yhteydessé
luvussa 8.

(5.5)
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Suorat trilineaarisilla koordinaateilla

Trilineaaristen koordinaattien mukaan voidaan muodostaa myo6s suoria. Suorien
yhtalot eivit ole yksikésitteisia ja samalle suoralle voidaan méaarittaa useita erilaisia
yhtaloitd, miké johtuu pisteiden suhteellisesta esitystavasta. Suorien yhtaldiden muo-
dostuminen perustuu lineaariseen algebraan ja geometriaan. Samalla voidaan tarkas-
tella my6s suorien yhdensuuntaisuutta ja leikkaavuuksia sekéd kahden pisteen etéi-
Syyttéd ja pisteen etdisyyttd suorasta. Suoran yhtélo on poimittu Kimberlingilta [5]
ja sen johtamisessa on kidytetty apuna Botteman julkaisua [1]. Ensimméinen Eule-
rin suoran yhtilé on myos Kimberlingilta [5], mutta sekd sen johtaminen, ettd kaksi
muuta Eulerin suoran yhtéaloa ovat itse tehtyjd. Suorien leikkauspisteet ja pisteen
etaisyys toisesta pisteestéd seké suorasta perustuvat todistuksineen Whitworthin jul-
kaisuun [14]. Muutamia vélivaiheita olen viimeksi mainituista todistuksista laskenut
itse auki.

6.1. Suoran yhtilo
Olkoon piste P pisteiden P; ja P, kautta kulkevalla suoralla ﬁ P, ja olkoot néiden

pisteiden trilineaarit suhteessa kolmioon AABC siten, etti
P=a:B:v,Pi=a1:Bi:mjal=ay: B 7.

1°: Oletetaan aluksi, etté piste P on pisteiden P; ja P vélissé ja merkitdéan % =\

T#lloin koordinaatin a arvoksi saadaan o = (1 — A)ay + Aap. Samaten muodostuu

Kuva 6.1.1. Suoran yhtalo

22
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muut koordinaatit, jolloin pisteen P trilineaareiksi saadaan
a:fB:y=[1=Nag+ Aag] : [(1 = N)B1 + ABa2] : [(1 = X)y1 + A2l

Trilineaaristen koordinaattien homogeenisuuden nojalla on olemassa jokin k # 0 siten,
etta

ka = (1= Nag + Aag
(6.1) kB = (1= XN+ B
ky=(1—XMn+ Ap.

Eliminoidaan yhtaloryhmésta .

ka=(1-XNai+Aay |- Baye kafByys = (1 = A)arfBayz + A fBays
kB = (1 - )\)51 + AB2 H cpYe & kBagyy, = (1 - )\)5104272 + AB202y2
ky = (1= Xm+ A | - a2 kyasfBy = (1 — A)y10262 + AMyaaa 3

Véahennetddn ensimmaéisen rivin yhtélo seké toisen, ettd kolmannen rivin yhtalosta.
Naiin viimeiset termit supistuvat pois.

kBasxys — kaBay, = (1= X)(Braoys — a1faye) || - (M102f2 — a1 fBay2)
kyooBy — kafays = (1 = A)(maeBe — a1fBaye) || - —(Braays — a1B272)
& (kBazys — kaBays)(naeBs — a1 Baye) — (kyasfs — kafyye)(Biaays — arfBayz) =0
& kBasyeyianBy — kBasyaan Baye — kafayayicefa + kaByyrerfave
— kyawBafiasye + kyasfaan faye + kaPaysfranye — kafBayearrfaye = 0
& kaafoyaa(Bive — 11B2) + By — arye) + (a1 fe — Bra)] =0 | -

& a(fiy2 —1b2) — Blawye — maz) + (i fy — frag) =0,
joka vastaa determinanttia

1
ka25272

a B v
(6.2) ar B | =0.
az B 7

2°: Mikali piste P, on pisteiden P ja P, vilissd, saadaan a-koordinaatin arvo lausek-
keesta o = Ay + (1 — A)ag, misséd nyt A = %. Vastaavasti saadaan muut koordi-
naatit, jolloin
a:fB:ry=[Dar+ (1 =Nag] : M1+ (1= X)Bo] - [An + (1= Nl
Muodostamalla yhtéléryhmé kuten kohdassa (6.1) ja eliminoimalla siitd A\ saadaan
a(Boeyr — 72P1) — Blagyr — y2a1) + y(afy — frar) =0 || - (—1)
& a(friye —1b2) — Blawye — mae) + (a1 fz — frag) =0,

joka siis vastaa kohdan (6.2) determinanttia. Kolmas tapaus, kun piste P, on pisteiden
P ja P, vilissi, saadaan johdettua vastaavaan tapaan merkintéja vaihtamalla.

Suorien yhtaloitd merkitaéin jatkossa muodossa la + mf + ny = 0, missd [, m ja
n vastaavat alideterminantteja

_ | B

_042 52

Bi m
B2 Y2

7
T2 Qg

[ = = .

Y Y
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Suoran yhtélo voidaan maarittdd myds kohdassa 5.1 méaaritetyn kolmion pinta-
alan lausekkeen (5.4) kautta. Kolme pistettd osuvat samalle suoralle tdasmélleen sil-
loin, kun néiden pisteiden muodostaman kolmion pinta-ala on nolla. T&ll6in pisteet
(v, B1,m), (az, B2, 72) ja (as, B3, v3) ovat samalla suoralla, jos ja vain jos

ar B m
ay B2 Y| =0.
as B3 V3

6.2. Eulerin suora

Eulerin suora on tulos, joka osoittaa, ettd kolmion painopiste, ortokeskus ja ympé-
ri piirretyn ympyrén keskipiste osuvat jokaisessa kolmiossa samalle suoralle. Kyseisten
pisteiden kautta kulkevaa suoraa nimitetdén Eulerin suoraksi. Koska suorien yht&lot
eivat ole yksikésitteisid, niin muodostetaan Eulerin suoran yhtdlot jokaisen néisté kol-
mesta pisteestd muodostetun pisteparin kautta. Ensimmaéisessd kohdassa osoitetaan
myds, ettd kolmas piste sijaitsee samalla suoralla.

6.2.1. Eulerin suoran yhtilo painopisteen ja ortokeskuksen kautta. Pai-
nopisteen trilineaarit ovat
Si;A : sn}B ; si;C =sin BsinC : sin Asin C : sin Asin B ja ortokeskuksen
Coi T Col 5 = cos BcosC : cos AcosC : cos Acos B, jolloin Eulerin suoran
yhtélo saadaan ratkaistua, kun ratkaistaan determinantti

a 5 g
sin BsinC sinAsinC sinAsinB| =0
cos BcosC cosAcosC cosAcos B

sin AsinC sin Asin B
cos AcosC cos Acos B

sin BsinC sin AsinC
cos BcosC cosAcosC

sin BsinC sin Asin B
cos BcosC cosAcos B

-0

< a(sin Asin C cos A cos B — sin A sin B cos A cos C)
— B(sin Bsin C' cos A cos B — sin Asin B cos B cos C')
+ 7(sin Bsin C' cos A cos C' — sin A sin C' cos B cos C) = 0

< asin A cos A(sin C cos B — sin B cos C') — fsin B cos B(sin C cos A — sin A cos C')
+vsinC cos C(sin Becos A —sin Acos B) =0

& a% sin2Asin(C — B) — 5% sin2Bsin(C — A) + ’y% sin2C'sin(B — A) =0
< asin2Asin(B — C) 4 Bsin2Bsin(C — A) + vsin2C'sin(A — B) = 0.

Ympéri piirretyn ympyrén keskipisteen trilineaarit ovat cos A : cos B : cos C'. Osoite-
taan, ettd tdmaé piste kuuluu suoralle

asin2Asin(B — C) + fsin2Bsin(C — A) 4+ vsin2C sin(A — B) = 0.
Nyt siis a: f:y=cos A :cos B : cosC eli osoitetaan, ettd yhtilo
cos Asin2Asin(B — C) 4 cos Bsin2Bsin(C' — A) 4 cos C'sin2C'sin(A — B) =0
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toteutuu. Kéytetadn hyviksi tietoa A + B + C' = 180°, jolloin
cos A = cos(180° — B — C) = —cos(B + C)

ja
cos Asin2Asin(B — C) = —cos(B + C)sin2A4sin(B — C)

= (—cos Bcos C + sin Bsin C') sin 2A(sin B cos C' — cos B sin C)

= sin 2A(— cos® C cos Bsin B + cos® B cos C'sin C

+ sin® Bsin C cos C' — sin® C'sin B cos B)
= sin 2A(— sin B cos B [cos® C + sin? C]

N J
-

=1
+ cos C'sin C [cos® B + sin® B])

N J

-1
= sin 2A(% [sin2C — sin 2B]).

Samaten saadaan
cos Bsin 2B sin(C' — A) = sin 2B(%[sin 2A —sin 2C))

ja
cos C'sin 2C'sin(A — B) = sin 26’(%[3111 2B —sin24)),

joten

cos Asin2Asin(B — C) + cos Bsin2Bsin(C' — A) 4 cos C'sin 2C'sin(A — B)
~ sin 2A(%[sin 2C — sin2B]) + sin 23(% [sin 24 — sin 2C]) + sin 20(%[8111 2B — sin 24))

1 1 1
= 5 sin 2A sin 2C' — 5 sin2Asin 2B + 5 sin2Bsin 24

1 1 1
—3 sin 2B sin 2C + 3 sin2C'sin 2B — 3 sin2C' sin 2A
= 0.

Néin saatiin osoitetuksi, ettd kolmion ympéri piirretyn ympyréan keskipiste sijaitsee
painopisteen ja ortokeskuksen kautta kulkevalla suoralla.

Y1la oleva Eulerin suoran yhtéld, joka on mééaritetty painopisteen ja ortokeskuksen
kautta, on Eulerin suoran yhtéloista se, joka esiintyy kirjallisuudessa. Eulerin suoralle
voidaan maarittda yhtalo myos muiden pisteiden kautta.

6.2.2. Eulerin suoran yhtild ortokeskuksen ja ympéri piirretyn ympy-
rin keskipisteen mukaan.

a B ¥

cosA cosB cosC|=0
1 1 1
cos A cos B cos C




6.3. SUORIEN LEIKKAUSPISTE 26
& afcos® Bcos A — cos® Ccos A) — B(cos® Acos B — cos® C cos B)
+ 7(cos® Acos C' — cos®* Bcos C) = 0
& acos A(cos? B — cos® C) — B cos B(cos? A — cos® O)
+ v cos C(cos® A — cos® B) = 0.

6.2.3. Eulerin suoran yhtilo painopisteen ja ympéri piirretyn ympyrén
mukaan. Méaéritetddn Eulerin suora yhtalo myos sivujen pituuksien funktioina.

B gl
1 1 L =0
a(V® +c* —a?) b +a*> -0 c(a®+b* —?)

Q= QO

2,12 2 2, .2 12 2,12 2 2., .2 2
@a[c(a +0° =) b +a b)}_ﬁ{c(a +0° =) ab’+c —a?)
b c a c
. [b(CQ+a2—b2) B a(b2+02—a2)} 0
a b
202 2\ 1202 o 12 2012 1 2\ 2012 2
@ac(a ?) —b*(a +b)+6a(b +a?) — (b* — %)
bc ac
N 7()2(02 — b?) ;bGQ(CZ + a?) o

6.3. Suorien leikkauspiste

Johdetaan seuraavaksi sen pisteen trilineaarit, joka on kahden annetun suoran
leikkauspiste.

LAUSE 6.1. Olkoot
Lha+miB+ny=0 ja lLa+myS+nyy=0

sellaisten suorien yhtdlot, jotka eivdt ole yhdensuuntaiset. Tdlloin ndiden suorien
letkkauspisteen trilineaarit ovat

! L
“ne o

,11 my
e me

TobisTus. Suorien leikkauspisteen taytyy sijaita molemmilla suorilla, joten leik-
kauspisteen trilineaarit toteuttavat yhtaloryhméan

(63) l1a+m16+n1’y:0
' loa +mgof +nyy = 0.

Kerrotaan ny ylempéaén yhtéloon ja n; alempaan ja eliminoidaan ~. T&ll6in saadaan

Q(llng — lgnl) = 5(m1n2 — m2n1>

a B
== =
ming — N1Mma nily — ling
a s
= = .
mp ny
mo MNg ny o
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Eliminoimalla yhtéloryhmésté (6.3) vuorollaan myos « ja 3, saadaan

(6.4) « __F __r
miy Ny nq ll ll my
ma T2 ny o ly my
josta seuraa
oL M1 Ny | L . L my
(6.5) a:fiy= 'm2 I N I e

l

Muodosta (6.5) voidaan johtaa myos ehto milloin kaksi suoraa ovat yhdensuun-
taiset. Koska

o aq bp cy
= )
mi: Ny my; N s ll l1 mq
ma N2 ma MNg ny o ly my

niin summaamalla kolmesta viimeisimmastd nimittdjat ja osoittajat keskenédédn saa-
daan

Q@ _aa+bB+cy
my Ny a b C ’
Mo MNo i mpy m
lg mo Mo
jolloin saadaan
(ace + bB + ) T
o N9
(6.6) a=
a b ¢
ll mip Nq|.
la my ny

Vastaavasti saadaan muille koordinaateille. Yhtdlon (6.6) muodossa leikkauspisteen
trilineaareja ei ole mééritelty, kun koordinaattien yhteinen nimittdjé on nolla.

SEURAUS 6.2. Suorat
ha+miB+ny=0 ja lLa+myf+nyy=0

ovat yhdensuuntaiset, kun

a b ¢
ll my Np| = 0
ly my no

=4 a(m1n2 — nlmQ) + b(’nllg — llng) + c(l1m2 — mllg) = 07
kun (a,b,c) € T.
LAUSE 6.3. Kolme eri suuntaista suoraa

Lha+mif+ny =0, lbha+meB+nyy =0, jalsa+msB+nzy=0
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leikkaavat toisensa samassa pisteessd, jos ja vain jos

lh mp m
(67) l2 Mo MNo| = 0.
13 ms3 N3

TobisTus. 1°: Oletetaan ensin, ettd lauseessa mainitut kolme suoraa leikkaavat
toisensa. Talloin 16ytyy piste, joka toteuttaa jokaisen suoran yhtdlon. Olkoon tadmé
piste P’ =o' : p' : 4. Téalloin yhtéloryhméan

llO/ + mlﬁ’ + TLl’)/, =0
(6.8) lacd +maof' +ngyy' =0
I3/ +msfB’ +ngy =0

ratkaisu antaa vastauksen. Kun eliminoidaan yhtaloryhmésté piste o' : 5" : 7/, saa-

daan ratkaisuksi
L my

lQ Mo MNo| = 0.

ls ms ns
2°: Oletetaan sitten, ettd yhtdlo (6.7) toteutuu. Lineaarialgebran perusteella yht&lo-
ryhmaélld (6.8) on télloin epéatriviaali ratkaisu (o : ' : /), jolloin siis piste o : f' : v/
toteuttaa jokaisen yhtéloryhmén (6.8) suoran. Talloin piste P’ sijaitsee kaikilla néilla
suorilla ja koska suorat olivat eri suoria, leikkaavat kyseiset suorat pisteessa P'. [

6.4. Pisteen etdisyys toisesta pisteesti seki suorasta

Johdetaan seuraavaksi lausekkeet kahden pisteen vilisen etdisyyden ja pisteen
etdisyyden suorasta médrittamiseksi trilineaaristen koordinaattien avulla. Sitd varten
tarvitaan ensin yksi aputulos.

LAUSE 6.4. Olkoot P = (aq, f1,71) ja Q = (g, Ba,72) pisteitd. Merkitidin lisiksi

Bi m ar B

Yoo
a N =
B2 72 J ay [

Y2 O

I —

9

Talloin saadaan

200

am—ay fi—=f m—m 1
b ¢ c a a b
M N N L L M

TODISTUS.

N Z‘ = c(Bry2 — MB2) + a(Brag — a1 f2)

= Bi(aea + yac) — Pa(ara + yic) + Bibfa — BobBy
= Bi(acg + bf2 + c¢y2) — Bo(acy + bB1 + c71)

=2Q(51 — Ba),
jolloin
1 BB
20 |e¢ a
N L
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Kuva 6.4.1. Kahden pisteen vilinen etdisyys

LAUSE 6.5. Kahden pisteen, P = (a1, B1,71) ja Q = (g, B2, 72) vilinen etdisyys
on

1
E\/L?—i-M2—i-N2 — 2MN cos A —2NLcos B —2LM cos C,

missd S on madritelty kuten yhtdlossd (5.2) ja L, M ja N on madritelty kuten lausees-
sa 6.4.

TobisTus. Olkoon pisteiden P ja () vélinen etéisyys p ja olkoon se my6s ympy-
rin halkaisija. Olkoot janat QA’ ja @B’ ympyréin jinteet siten, ettd QA’ | CB ja
QB' || CA. méadritetadn lisdksi ympyran kehélté piste X siten, ettd A’X on ympyrin
halkaisija. M&aritetddan vield jana X B’. Télloin saadaan kosinilauseen nojalla

(6.9) AB” = PA” + PG —2PAPE ¢cos APB
~—
=cos(180—C)=—cos C
Kulmat £A'QB’ ja £ A’X B' ovat yhtenevit, jolloin myos L A’ X B’ = £C'. Téalloin
A'B"'= A'XsinC
= PQsinC
= psinC.
Saadaan myos
PA = a1 — Qo ja
PB = 6, — b
Sijoitetaan naméa arvot yhtdloon (6.9), jolloin se saadaan muotoon
p?sin C? = (a; — an)? + (81 — B2)? + 2(aq — o) (By — B2) cos C.
Samoin saadaan

2 sin A% = (B, — Bo)? + (1 — 1)+ 2(B1 — o) (1 — )" cos A
p*sin B? = (71 — 72)? + (a1 — a2)? + 2(71 — Y2)(ay — az) cos B.
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Lauseen 6.4 nojalla saadaan
2

2
c a ab+2ca

a b
N oL LM TEIN LT L M
= (cL —aN)*+ (aM — bL)* + 2(cL — aN)(aM — bL) cos A
= (cL)? = 2cLaN + (aN)* + (aM)? — 2aMbL + (bL)?
+2(cLaM — cLbL — aNaM + aNbL) cos A
= a*(N? + M? — 2N M cos A) + (cL)? + (bL)* — 2(cos A)chzj
:L2(02+b2—;(§)cos A)=L2a?
—2cLaN — 2aMbL + 2(cLaM + aNbL) cos A
= a?*(L* + N? 4+ M?* — 2N M cos A)
+2aNL(bcos A —c¢)+2aM L (ccos A — b)
N N

—=—acos B *) =—qacosC *)

=a*(L* + M* + N?* —2MN cos A — 2N L cos B — 2LM cos C).

402 p*sin® A = + cos A

Kohdassa *) sievennetiin siten, etti

2 B2 2 b — 2
2c 2c
ccosA—b= —acosC.

Yhtélon (5.3) Sa = 2Qsin A avulla, saadaan edellinen yhtialo muotoon

1
p* = ﬁ(LQ + M? + N?> —2MN cos A — 2N L cos B — 2L M cos C)

1
p= EVB + M2+ N2 —2MN cos A—2NLcos B — 2LM cos C

LAUSE 6.6. Pisteen P' =o' : p' :+' etdisyys suorasta laa+mpf +nvy =0 on
B lo/ +mp +ny
VIZ+m2+n2—2mncos A — 2nlcos B — 2lmcos C

p

TobpISTUS. i) Muodostetaan ensin kohtisuora etéisyys pisteestd P = « : 5 : 7
pisteiden Q = a1 : (1 : 71 ja R = as : (B3 : 7o kautta kulkevalle suoralle. Olkoon

p etdisyys pisteestd P suoralle Cﬁ ja p pisteiden @ ja R vilinen etdisyys. Télloin
pp = 2Aapgr ja edelleen p = WTPQR. Yhtélon (5.4) ja lauseen 6.5 nojalla saadaan

a B 7
2. % o fiom
ay o 2

b= VL2 + M? 4+ N2 —2MN cos A — 2N L cos B — 2LM cos C
B La+ MpB+ Ny
- VI*+ M2+ N2—2MNcosA—2NLcos B — 2LM cosC




6.4. PISTEEN ETAISYYS TOISESTA PISTEESTA SEKA SUORASTA 31

ii) Tamén tuloksen nojalla voidaan méérittdd yhtalo pisteen P’ = o @ 5 : +/
etdisyydestd suoraan, jonka yhtdlo on lao + mf + ny = 0. Olkoot ) ja R pisteitd
annetulta suoralta ja olkoot L, M ja N maédéritelty kuten lauseessa 6.4. Edellisen
kohdan nojalla kysytty etéisyys on

Lo/ + MpB + N+
VL2 + M2+ N? —2MN cos A —2NLcos B — 2LM cos C
Pisteiden @) ja R kautta kulkevan suoran yhtéld voidaan kirjoittaa myos muodossa
La+ MpB + Nv =0 ja sen taytyy olla identtinen yhtdlon (o + m/f + ny = 0 kanssa.
Télloin on oltava % = % = %, jonka myota pisteen P’ etdisyydeksi suorasta
saadaan

p:

B lo/ +mp +ny
VR m2+n2—2mncosA —2nlcos B — 2lmcosC

p




LUKU 7
Mielenkiintoisia merkillisid pisteita

Téssé luvussa paneudutaan tarkemmin kolmion muutamiin hieman monimutkai-
sempiin merkillisiin pisteisiin ja esitellddn niiden trilineaariset koordinaatit. Luvun
merkillisten pisteiden trilineaarit ovat periisin Kimberlingilta [5], mutta 1. Napoleo-
nin pisteen ja Mittenpunktin trilineaarien johtaminen on omaa tyota.

7.1. Napoleonin pisteet

Muodostetaan kolmion AABC' ympaérille kolme tasasivuista kolmiota siten, etta
kolmion AABC jokaista sivua vasten on yksi kolmio. Olkoot ndmé kolmiot AA’'BC,
AB'CA sekii AC'AB. Nyt on siis ABC A, BACB' ja CABC'. Olkoot lisiiksi X kol-
mion AA'BC keskus ja samoin Y kolmion AB'C'A ja Z kolmion AC’AB keskus.
Osoittautuu, ettd janat AX, BY ja CZ kulkevat kaikki saman pisteen kautta. Taté
leikkauspistettd nimitetdén 1. Napoleonin pisteeksi (eng. The 1st. Napoleon point).

CI

BI

Kuva 7.1.1. 1. Napoleonin piste

32
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1. Napoleonin pisteen nimi seuraa Napoleonin lauseesta, johon se liittyy keskeisesti.
Napoleonin lauseen mukaan kolmio AXY Z on tasasivuinen. Témé lause on nimetty
Napoleon Bonaparten mukaan, vaikkakin Coxeterin ja Greitzerin mukaan [3] on hie-
man kyseenalaista, onko Napoleon itse voinut osata todistaa lauseen. 2. Napoleonin
piste on vastaava kuin 1. Napoleonin piste silld erotuksella, ettéd tasasivuiset kolmiot
ANA'BC, AB'CA ja AC"AB muodostetaan kolmion AABC sisépuolelle eli talloin on

esimerkiksi AA’

7.1.1. 1. Napoleonin piste.

LAUusE 7.1. Ylld olevin merkinndin suorat jﬁ E} ja @ letkkaavat samas-
sa pisteessd, jota mmztetaan Napoleomn pisteekst. Napoleomn pisteen trilineaariset
koordinaatit ovat

sm(AJr ) : sm(B+ ) : s1n(C+ )”

Ennen kuin lause 7.1 voidaan todistaa, tdytyy maéaérittda ensin pisteiden X, Y

ja Z trilineaarit, jotta saadaan muodostettua suorien AX, BY ja C'Z yhtéalot. Riit-
tad, kun méaritetddan néistd yhden pisteen trilineaarit, silld muut saadaan vastaavalla
tavalla. Madritetadn siis pisteen X trilineaariset koordinaatit. Piste X on tasasivui-
sen kolmion AA’BC (missé sivun pituus on a) keskus, miké tasasivuisen kolmion
tapauksessa tarkoittaa, ettd piste X on kolmion AA'BC painopiste, ortokeskus se-
ka ympéripiirretyn ympyran keskipiste. Tasasivuisen kolmion, jossa sivun pituus on
a, korkeus h saadaan yhtélostd h = %g Koska painopiste jakaa kolmion keskijanan
(joka tasasivuisessa kolmiossa on myos korkeusjana) suhteessa 1 : 2, niin pisteen X
etaisyys sivuun a, on kolmasosa kolmion AA’BC' korkeudesta. Néin ollen pisteen X

etédisyydeksi janasta BC' saadaan “\f é = “\G( f ja koska piste X sijaitsee selvés-
ti kolmion AABC' ulkopuolella, on koordinaattl negatiivinen, jolloin se on siis —%=.

Pisteen X kaksi muuta koordinaattia johdetaan kulmien £CBA ja £ BC'A kautta.
Nama ovat identtiset tapaukset keskenéédn, joten riittdd, kun johtaa néistd vain toi-
sen koordinaatin. Valitaan tarkasteluun kulma £C'B A, jota tésté eteenpéin merkitdan
kulmaksi £ B. Tarkastelussa on kaytavi lapi seitsemén erillistd tapausta, jotka riip-
puvat kulman £B suuruudesta.

Maéaritetddn seuraavat pisteet:
Olkoon piste A” suoralla j@ siten, ettd kulma £ A’A” B on suora.
Olkoon piste X’ suoralla j@ siten, ettd kulma £ X X’'B on suora.

Olkoon piste D suoralla W siten, ettd kulma £ A’DX on suora.

i) Kulman £B suuruus on vélilld 0° < £B < 30°.
Kulman £ ABA’ suuruus on £ B +60°. Suorakulmaisesta kolmiosta ABA’A” saadaan
sin(B +60°) = 4% & A’A” = sin(B 4 60°)a. Kulman £ BA’A” suuruudeksi saadaan
180° — 90° — (4B + 60°) = 30° — LB, jolloin kulman £A”A’X suuruudeksi saadaan
30° — (30° — LB) = £B. Janat A’A” ja X X' ovat selvésti yhdensuuntaiset ja koska
jana A’ A” on selvisti néistéa pidempi, saadaan janan X X' pituus vahentdmalld janan

A’A” pituudesta janan A’D pituus . Janan A’X pituus on a\f g = “‘[ . Tasté saadaan

cos B = f:/g A'D = (cos B)a‘[ Néin ollen pisteen X etalsyydek31 suorasta AB
3
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Kuva 7.1.2. Kulman £ B suuruus valilla 30° < £B < 90°

saadaan sin(B + 60°)a — (cos B )%g Lauseke voidaan vield muokata muotoon

sin(B + 60°)a — (cos B)%g = alcos(90 — (B +60°)) — \/Lg cos B]

= a(cos(30° — B) — \/Lg cos B).
ii) Tapaus £ B = 30°:
XX'=A"D = fa = a(cos(30° — B) — \/ig cos B).

iii) Kulman 4B suuruus on valilld 30° < £B < 90° (ks. kuva 7.1.2).
Nyt kulman £ A’BA” suuruus on 180° — 60° — £ B = 120° — £ B. Tallsin janan A’ A”

pituudeksi saadaan sin(120° — B) = 4% & A7A7 = sin(120° — B)a. Janan XX’

a

pituus saadaan edelleen yhtalosta X X’ = A’A” — A’D. Janan A’X pituus on edelleen

%gé = %g Kulman £A” A’ X suuruus on nyt 30°+[180° —90° — (120°— £ B)| = 4B,

jolloin janan A’D pituudeksi saadaan sama kuin edelld eli A’D = (cos B)%g Talloin
siis

X X' =5sin(120° — B)a — (cos B)%3
= alsin(180 — (120° — B)) — - cos B]

V3
= a(sin(B + 60°) — \/Lg cos B)
= a(cos(30° — B) — \/Lg cos B).

iv) Kulman £ B suuruus on vililla 90° < £ B < 120°.
Nyt kulman £A’BA” suuruus on edelleen 180° — 60° — £ B = 120° — £ B ja janan
A'A" pituus siis my6s sin(120° — B)a. Nyt jana X X’ on pidempi kuin jana A’A”,
jolloin janan X X’ pituus saadaan yhtalostd X X/ = A’A”+ A’D. Nyt kulman £ DA’ X
suuruus saadaan yhtalosta £ DA'X = K DA'A" — K XA'B— LBA'A”
= 180° — 30° — (180° — 90° — (120° — £ B)) = 180° — £ B.
Talloin janan A’D pituus saadaan yhtalosta
cos(180° — B) = 22 & A'D = cos(180° — B)%§ = —(cos B)%¥

3

S
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ja janan X X' pituudeksi saadaan
XX'=AA"+ A'D = sin(120° — B)a — (cos B)%g = a(cos(30° — B) — \/ig cos B).

v) Kulman £ B suuruus on vélilld 120° < £B < 150°

Pisteet A" ja A” ovat nyt eri puolilla suoraa j@, jolloin jana A’D on pidempi kuin
jana A’ A”. Talloin janan X X' pituus saadaan yhtalostd X X/ = A’D — A’ A”. Kulman
£CBA"” suuruus on 180°—4 B, jolloin kulman £ A’ BA” suuruus on 60°—(180°— 4 B) =
—120° 4+ £ B. Nain ollen janan A’A” pituus saadaan yhtélosta

sin(—120° + B) = 44 & A/A” = sin(—120° + B)a. Kulman £BA’A” suuruudeksi
saadaan 180° —90° — (—120° 4 £ B) = 210° — £ B. Téstd saadaan kulman £ A" A'X =
£DA'X suuruus vihentamalld edellisestd 30°, jolloin L DA’X = 180° — £ B. Talloin
janan A'D pituus saadaan yht#losti cos(180° — B) = 42 « A’D = cos(180° — B)%3

3

ja janan X X' pituudeksi saadaan
XX =AD— AA"
= cos(180° — B) % — sin(—120° + B)
= —(cos B) 2 4 sin(120° — B)a

= a(cos(30° — B) — \/ig cos B).

vi) Tapaus £ B = 150°: piste X sijaitsee suoralla j@ , joten sen koordinaatti on 0.
0 = a(cos(30° — B) — \/ig cos B)
vii) Kulman £ B suuruus on vélilld 150° < £B < 180°.
Nyt piste X (myos piste A’) on eri puolella suoraan AB niihden kuin kulma C,
jolloin koordinaatista tulee negatiivinen. Janan X X’ pituus saadaan nyt yhtilosta
XX'=AA" — AD. Kulman £ X'BA" suuruus saadaan yhtélostd 60° — LCBX' =
60° — (180° — £ B) = —120° + £ B. Télloin janan A’A” pituudeksi saadaan
sin(—120° + B) = Y47 o ATAT = sin(—120° + B)a = —sin(120° — B)a.
Kulman £ X A’D suuruudeksi saadaan
£BA'A" —30° = 180° — 90° — (—120° + £B) — 30° = 180 — £ B.
Talloin janan A’D pituus saadaan yhtalostéa
cos(180° — B) = 42 & A’'D = cos(180° — B)%¥2, jolloin janan XX’ pituus on
=

3

XX'=AA" — A'D
= —sin(120° — B)a — cos(180° — B) L3
= —sin(120° + B)a + (cos B)%g

= —a(cos(30° — B) — \/Lg cos B).

Néin ollen, olipa kulman 4B suuruus mité tahansa vélilla 0° < £B < 150°, on

pisteen etdisyys suorasta 1B a(cos(30° — B) — \/ig cos B) ja valilla 150° < LB < 180°

vastaava negatiivisena. Etéisyys suorasta j@ saadaan vastaavaan tapaan kulman £C'
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kautta, jolloin téksi etédisyydeksi saadaan a(cos(30° — B) — \/ig cos B) ja kulman £C
ollessa yli 150° astetta etdisyys on —a(cos(30° — B) — \/ig cos B).
Néin ollen pisteen X trilineaareiksi saadaan

— =2~ a(cos(30° — C) — 2= cos O) : a(cos(30° — B) — \/Lg cos B)

2v/3 V3
— ﬁg : (cos(30° = C) — \%COSC) : (cos(30° = B) — \/L?jCOSB)’

jossa jompikumpi kahdesta jalkimméisestéd voi siis olla my6s negatiivisena, mutta ne
eivat voi olla sitd yhtd aikaa. Kun pisteen X trilineaarit ovat tiedossa, voidaan niiden
avulla helposti muodostaa myos pisteiden Y ja Z trilineaarit. Ndin saadaan:

X = 2\[ : (cos(30° = C') — \/ig cos C) : (cos(30° — B) — \/Lgcos B)
= _7 : (cos(g — C) - Lcos C) : (cos(§ — B) — \/Lg cos B)
Y = (cos(30° - C) — 75 cos C’) 2\[ : (cos(30° — A) — \/Lg cos A)
= (cos(§ — C) — 5 cos C): f (5 —A) - \/Lg cos A)
Z = (cos(30° — B) — 75 cos B) : (cos(30° — A) — \/Lg cos A) : _ﬁg
= (cos(§ — B) — \/ig cos B) : (cos(§ — A) — \/ig cos A) : _#g

Mikali jokin kulma on yli 150° astetta, on siitd kulmasta muodostettu koordinaatti
negatiivinen. Nédiden trilineaarien avulla voidaan muodostaa yhtéalot suorille ﬁ , BY
seké ?72

o B g
—5v5 (cos(30° = C) — \/ig cosC') (cos(30° — B) — \/ig cos B)

< —[f(cos(30° — B) — \/Lg cos B) + y(cos(30° — C) — \/%: cosC) = 0.

Samoin saadaan suorille W ja Cﬁ yhtalot
BY . a(cos(30° — A) — \/Lg cos A) — y(cos(30° — C) — \% cosC) =0
&7 - —a(cos(30° — A) — \/ig cos A) + B(cos(30° — B) — \/ig cos B) = 0

Mikéli jokin kulma on yli 150° astetta, tulee siitd kulmasta muodostuva tekija vasta-

lukuna ylldoleviin yhtéloihin ndhden. T&ll6in suorat fﬁz , ﬁ} ja kulkevat saman
pisteen kautta, jos ja vain jos

0 —(cos(30° — B) — \/ig cos B)  (cos(30° — C) — \/ig cos C')
(cos(30° — A) — \/Lg cos A) 0 —(cos(30° = C) — \/Lg cosC)| =0
—(cos(30° — A) — \/Lg cos A)  (cos(30° — B) — \/Lg cos B) 0
Determinantti on tésséd seuraavanlaista muotoa:
o -U V
(1) | T 0 “V|i=—(-U)(0—-(=V)(-T)+V(TU-0)=-UTV+VIU=0,
-7 U 0

miké osoittaa sen, ettd suorat jﬁ , W ja ﬁ leikkaavat toisensa samassa pistees-
sid. Mikali jokin kulma on yli 150° astetta, on sitd kulmaa vastaavat kaksi tekijaa
vastalukuja yhtélon (7.1) determinantissa, jolloin determinantin arvo ei muutu.



7.2. MITTENPUNKT 37

Nyt voidaan johtaa 1. Napoleonin pisteen trilineaarit eli todistaa lause 7.1.

Tobistus. Koska 1. Napoleonin piste sijaitsee suorilla jﬁ, E} ja Cﬁ, niin 1.
Napoleonin pisteen trilineaareiksi saadaan « : § : 7, jotka toteuttavat seuraavan
yhtéaloryhmén:

(—B(cos(30° — B) — \/ig cos B) + y(cos(30° — C') — \/Lg cosC) =0
a(cos(30° — A) — \/Lg cos A) — y(cos(30° — C) — \/Lg cosC) =0

| —(cos(30° — A) — \/ig cos A) 4+ B(cos(30° — B) — \/ig cos B) =0

(B(cos(30° — B) — \/ig cos B) = 7y(cos(30° — C) — \/ig cos ()
<< afcos(30° — A) — \/Lg cos A) = y(cos(30° — C') — \/Lg cos C')
| v(cos(30° — A) — \/Lg cos A) = B(cos(30° — B) — \/%5) cos B),

jolloin ratkaisuksi saadaan ainakin

1 1 1

a:fiy= cos(30° — A) — \/LgcosA : cos(30° — B) — \/LECOSB : cos(30° — C) — \/LgcosC"

Namaé lausekkeet voidaan vield muokata muotoon:

cos(30° — A) — \/ig cos A = cos 30° cos A 4 sin 30° sin A — \/ig cos A

= %gcosA—i—%sinA— \/igcosA

= %cosA—i—%gsinA—cosA

= %COSA—F ‘/TgsinA
= sin30° cos A + cos 30°sin A

= sin(30 + A),
jolloin siis
5 1 1 1
(67 . = . .
77 Sin(30° + A) sin(30° + B) ~ sin(30° + C)
1 1 1

sin(A+ %) sin(B+ %) sin(C+ %)
U

7.1.2. 2. Napoleonin piste. 2. Napoleonin pisteessi tasasivuiset kolmiot A A’ BC,
AB'CA sekid AC’ AB muodostetaan siis kolmion AABC sisapuolelle. Todistus etenee
vastaavaan tapaan kuin 1. Napolenin pisteessé ja 2. Napoleonin pisteen trilineaareiksi
saadaankin

“ "y_sin(A—%)'sin(B—%)'sin(C— )

ol
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BI

Kuva 7.2.1. Mittenpunkt

7.2. Mittenpunkt

Muodostetaan suora, joka kulkee kolmion yhden ulkokeskuksen ja sen kolmion
sivun keskipisteen kautta, jonka ulkopuolella kolmioon nédhden ulkokeskus sijaitsee.
Muodostetaan vastaat suorat myos muille kolmion ulkokeskuksille ja sivuille. Nama
kolme suoraa leikkaavat toisensa pisteessé, jota kutsutaan nimelld Mittenpunkt (suom.
keskipiste). Koska pelkké sana "keskipiste’ on suomenkielessé turhan yleinen eiké pis-
teelle Mittenpunkt ole olemassa suomenkielessd mitédén vastinetta, kdytén ja taivutan
sana Mittenpunkt tésté eteenpédin suomalaisittain.

Todistetaan seuraavaksi suorien leikkaavuus ja johdetaan Mittenpunktin triline-
aariset koordinaatit. Luvussa 4 johdettiin ulkokeskusten (—1 : 1 : 1 jne.) ja sivujen
keskipisteiden (0 : § : £ jne.) trilineaarit. Néin ollen voidaan muodostaa suorat, jotka
kulkevat ndiden pisteiden kautta. Olkoon A’ kirkeen A nahden kolmion ulkopuolella
sijaitseva ulkokeskus ja olkoon A” kolmion kérked A vastassa olevan sivun keskipiste
Madritellddan vastaavasti pisteet B’, B”, C' ja C" Kkarjille B ja C' kuten kuvassa 7.2.1.
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Téalloin
— |® B 11 1.1
AA" -1 1 1|=0&(-—2)a+-F—=7=0
0 L 1 c b c b
b ¢
— 1 1 1 1
B'B":|1 -1 1|=0& —a+(-—-)f+-7=0
1o 1 c a c a
o B 11, 11
o1 1 -1 =0 ;a——f+(;—=-)y=0.
11 b a b a
a b
Maéritetdan suorien A’A” ja B’ B’ leikkauspiste. Lauseen 6.1 perusteella saadaan
1 _1
a=l1°1 1
1 1 1
& a=———+—

ca be ba
& a=b+c—a.

vl

Vastaavasti saadaan koordinaatit § = a+c¢—0b jay = a+ b — ¢, jolloin suorien A’A
ja B'B" leikkauspisteeksi saadaan

a:f:vy=b+c—a:a+c—b:a+b—c

Maéaritetdan myos suorien A’ AP jaC’ c’ leikkauspiste. Edelleen lauseen 6.1 perusteella
saadaan
1 _1
a=|° 1"
a b a
1 1 1
& a=—————

& a=a—-b—c
< a=b+c—a.
"a C'C"

Taas koordinaatit 8 ja v saadaan vastaavasti, joten suorien A’A” j
pisteeksi saadaan

leikkaus-

a:f:y=b+c—a:a+c—b:a+b—c
Nain ollen seka suorat A’ A;’ "ettd suorat A’A” ja C'C" leikkaavat toisensa sa-
massa pisteessé, joten saatlln 0801tetuk81, ettd kaikki kolme suoraa leikkaavat toisensa

samassa pisteessd, Mittenpunktissa, jonka trilineaarit ovat siis

a:f:y=b+c—a:a+c—b:a+b—c

7.3. Fermat’n pisteet (isogoniset pisteet)

Fermat'n piste muodostuu, kun tasasivuiset kolmiot AA’'BC, AB'CA ja AC'AB
muodostetaan samaan tapaan kuin 1. Napoleonin pisteeesid. Nyt leikkaavat suorat
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Kuva 7.3.1. Isodynaamiset pisteet I7 ja I sekéd 1. Fermat'n piste Fj

ovat AA’", BB’ ja CC’ kuten kuvassa 7.3.1. Néiden suorien yhteista leikkauspistetté
sanotaan Fermat'n pisteeksi, jonka trilineaareiksi saadaan

Fy = csc(A+ z) s ese(B + E) s esc(C + E)
3 3 3

Fermat'n pisteen nimi on periisin ranskalaiselta matemaatikolta Pierre Fermat’lta.
Fermat'n alkuperéisessd ongelmassa, jonka hén esitti Weissteinin mukaan Evange-
lista Torricellille [12], pohdittiin mille pisteelle P summa PA + PB + PC on pie-
nin. Fermat'n piste osoittautui ratkaisuksi, kunhan kolmion AABC' kaikki kulmat
ovat suuruudeltaan vihemmén kuin 120° astetta. Ratkaisun esitti Torricellin oppi-
las Viviani vuonna 1659. Clark Kimberling kertoo kotisivuillaan [6] Fermat'n pisteen
olevan ensimméinen merkillinen piste, joka 16ydettiin antiikin ajan jédlkeen. Kolmion
nelja klassista merkillistd pistettd, jotka esiteltiin luvussa 2, tunnettiin jo antiikin
Kreikassa ja onkin mielenkiintoista, ettd kesti niin kauan ennen kuin seuraava merkil-
linen piste 16ytyi. Fermat'n piste tunnetaan myos 1. isogonisena pisteend, sillda kulmat
£LAPB, {BPC ja L APC ovat yhtenevit. Sanat iso ja gon tarkoittavat samanarvois-
ta kulmaa.

2. isogoninen piste muodostetaan samaan tapaan kuin 1. isogoninen piste, mut-
ta se on 2. Napoleonin pisteen tapaan muodostettu siten, ettd tasasivuiset kolmiot
ANA'BC, AB'CA seki AC'AB muodostetaan kolmion sisédpuolle. 2. isogonisen pis-
teen trilineaarit ovat

7r s T
Fy=csc(A—1):ese(B— 1) _ I
» = csc( 3 ) = esc( 3 ) @ cse(C 3 )



7.6. SCHIFFLERIN PISTE 41

7.4. Isodynaamiset pisteet

[sodynaamisia pisteitd on myo6s kaksi. Ne muodostuvat kun méaritetdan kulman

A A seké sisdisen ettéd ulkoisen kulman puolittajan leikkauspiste suoran kanssa.
Olkoot ndmé leikkauspisteet Ay ja As. Ympyrad, jonka halkaisija on jana A; As, kutsu-
taan A-Apollonia-ympyrdksi. B- ja C-Apollonia-ympyréit mééritetddn samaan tapaan
kulmista £ B ja £C'. Sen liséksi, ettd ndmé kolme ympyréé kulkevat "oman” kérkensé
kautta, kaikki kolme ympyréaa leikkaavat toisensa kahdessa pisteessé ja néité pisteité
kutsutaan 1. ja 2. isodynaamiseksi pisteiksi (ks. kuva 7.3.1).
1. isodynaamisen pisteen trilineaarit ovat

I, =sin(A + %) :sin(B + %) :sin(C + %),
ja 2. isodynaamisen pisteen trilineaarit ovat

. T, . T, . T

I, = sin(A 3) : sin(B 3) s sin(C 3).
Ei ole yllattavaa, ettéd 1. ja 2. Napoleonin pisteen trilineaarit ovat ldhellé 1. ja 2. Fer-
mat’n pisteen trilineaareja, silli molemmat perustuvat kolmion sivuista kehitettyihin
tasasivuisiin kolmioihin. Sen sijaan on mielenkiintoinen havainto, ettd 1. ja 2. Fer-
mat’n pisteen trilineaarit ovat 1. ja 2. isodynaamisen pisteen trilineaarien suhteellisia
kaanteislukuja eli ne ovat toistensa isogonaaliset konjugaatit, vaikka isodynaamiset
pisteet ovat muodostuvat melko eri tavalla kuin Fermat'n pisteet.

7.5. Symmediaaninen piste (Lemoinen piste)

Symmediaaninen piste on kolmen symmediaanin leikkauspiste. Symmediaani muo-
dostuu siten, etta karjesta lahteva mediaani eli keskijana peilataan saman kérjen siséi-
seen kulman puolittajaan nédhden sen toiselle puolelle (ks. kuva 4.5.1). Symmediaanin
ja kulman puolittajan vélinen kulma on siis yhtenevad mediaanin ja kulman puolit-
tajan vilisen kulman kanssa. Myo0s symmediaanit siis leikkaavat toisensa samassa
pisteesséd, symmediaanisessa pisteessd, ja tdmén pisteen trilineaarit ovat

a:b:ec
Etédisyydet symmediaanisesta pisteestd kolmion kuhunkin sivuun ovat siis samassa

suhteessa kuin mité ovat kolmion sivujen pituudet. Symmediaaninen piste on suoraan
médritelménsé perusteella painopisteen isogonaalinen konjugaatti.

7.6. Schifflerin piste

Schifflerin piste on varsin mielenkiintoinen piste jo sen takia, ettd se todella on
olemassa jokaisessa kolmiossa. Schifflerin pisteessé leikkaavat neljd Eulerin suoraa,
jotka muodostuvat kolmiosta AABC, AIBC, AICA ja AI AB misséi piste I on kol-
mion AABC kulmanpuolittajien leikkauspiste (ks. kuva 7.6.1). Nédiden kaikkien nel-
jén kolmion Eulerin suorat siis kulkevat saman pisteen kautta ja tété leikkauspistetta
nimitetdan Schifflerin pisteeksi S.

Schifflerin pisteen trilineaarit ovat

1 1 1

- cos B + cosC : cos A + cosC : cos A + cos B
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Kuva 7.6.1. Kolmion AABC' Schifflerin piste S
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LUKU 8

Koordinaattimuunnokset

Jonkin tietyn nimetyn pisteen trilineaarit eivéat riipu siitd millaisen kolmion mu-
kaan ne on kehitetty. Esimerkiksi 1. Napoleonin pisteen trilineaarit ovat csc(A + ) :
csc(B + ) : csc(C + %), riippumatta siitd, minkélainen on kolmio AABC, jonka
suhteessa trilineaarit ovat muodostettu. Sen sijaan, mikéli tarkasteltavana on jokin
kiinted tason piste, sen trilineaarit luonnollisesti riippuvat kolmiosta, jonka suhteen ne
halutaan muodostaa. Téssd luvussa perehdytédédn koordinaattimuutoslauseeseen, jon-
ka avulla pisteen P trilineaarit voidaan muuttaa kolmion AABC' suhteesta kolmion
ADEF suhteeseen, mikéli pisteen P trilineaarien liséiksi tiedetdin kolmion AABC
karkipisteiden trilineaarit suhteessa kolmioon ADFEF tai kolmion ADFEF kérkipis-
teiden trilineaarit suhteessa kolmioon AABC. Taméa luku perustuu Kimberlingin jul-
kaisuun [7], lukuunottamatta luvun lopussa olevaa esimerkkii, jonka olen tehnyt itse.

Jotkin kolmion AABC merkilliset pisteet ovat jokin toinen merkillinen piste esi-
merkiksi suhteessa kolmion AABC' keskiseen kolmioon, ulkokeskuskolmioon tai Na-
poleonin kolmioon. Esimerkiksi kolmion keskinormaalien leikkauspiste on sen keski-
sen kolmion ortokeskus ja vastaavasti kolmion ortokeskus on sen antikomplementtisen
kolmion keskinormaalien leikkauspiste, kuten kohdassa 2.4 jo todettiin. Koordinaatti-
muutoslause antaa mahdollisuuden tutkia tdmén tyyppisiad vastaavuuksia eri pisteilla.

Tarkastellaan kolmea pistettd P, = f;(a1, az,a3) : gi(aq, as,a3) : hi(ay, as, as),

1 =1, 2,3, jotka muodostavat kolmion karkindéan Py, P, ja P3. Kolmio voidaan esittaé
matriisina:

f1(a1,a276l3) 91(611,@2,@3) h1(a17612,6l3)
(8.1) M = | folar,az,a3) g¢a2(ar,as,a3) ha(ay,as,as)
fs(a17a2,a3) 93(a17027a3) hs(ahaz;as)

Olkoot F;, G; ja H; funktioita joille pétee:
1 Fl(a17a2>a3) Gl(al,az,%) Hl(alaCLQaGB)

Zm FQ(@17G2,G3) G2(G1,a2,a3) Hz(al,@,a:s)
F3(&17a27a3) GS(a17a2>a3) HS(a17a27a3)

(8.2) M!

LAUSE 8.1. Koordinaattimuutoslause.
Olkoot M ja M~ matriiseja kuten kohdassa (8.1) ja (8.2) ja olkoot o : 3 : «y pisteen
P todelliset trilineaariset etdisyydet suhteessa kolmioon NABC'. Olkoot o = ' : +/
pisteen P todelliset trilineaariset etdisyydet suhteessa kolmioon M. Tdlloin

ool /%
(:B:79)=(a:p -7)|M’,

43



8. KOORDINAATTIMUUNNOKSET 44

missd
D, 0 0
D= 0 Dy O ,
0 0 Ds
missd

Dy = \/F2 + F} + F} — 2FFycos A — 2FyFy cos B — 2Fy Fy cos C

D, = \/G% + G2% + G% — 2G,G3cos A — 2G3G1 cos B — 2G 1G5 cos C

D5 = \/Hl2 + H3 + H2 — 2HyHjz cos A — 2H3Hy cos B — 2H, Hy cos C

TobisTtus. Merkitddan satunnaista pistetta trilineaarein ay : 5y : ;. Yhtélo suo-
ralle BC on talloin

hy  fa fo g2
hs f3 fs g3

Téamén suoran etéisyys pisteestd X on lauseen 6.6 mukaan télloin

o — Fio+ Fyp + Fzry
D,

ja samaten koordinaateille 5" ja ~/. T&lloin siis

h
gi hz aq P+ 1 = Frag + Fyf + Fyy = 0.

F, G, H, 5 0 0
(o :p A )=(a:8:9)| Fo Gy Hj 0 5 O
53) Fy Gs H 0 0 4
8.3 ’
=(a:f:y) | M[M D™
/ / /DM
& (a:ﬁ:fy):(a:ﬁ:fy)m.

4

SEURAUS 8.2. Olkoon M matriisi kuten kohdassa (8.1) ja olkoot o : B : 7y pisteen
P trilineaariset koordinaatit suhteessa kolmioon NABC'. Olkoot o : 5" : ~' pisteen P
trilineaariset koordinaatit suhteessa kolmioon M. Talloin

a:B8:y=(":p":9)DM.

TobisTus. Trilineaaristen koordinaattien suhteellisuuden nojalla yhtalosta (8.3)
voidaan kertoa jokaisen koordinaatin yhteinen nimittdja | M | pois. O

ESIMERKKI 8.3. Kohdassa 7.2 esiteltiin mittenpunkt. Sen trilineaareiksi suhteessa
kolmioon AABC' saatiin

a:f:y=b+c—a:a+c—b:a+b—c

Mittenpunkt liittyy oleellisesti kolmion AABC' ulkokeskuksiin A’, B’ ja C’. Koor-
dinaattimuutoslauseen avulla voidaan maérittda mittenpunktin trilineaarit suhteessa
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kolmion AABC' ulkokeskuskolmioon eli kolmioon AA'B'C’. Olkoot o : ' : +' mit-
tenpunktin trilineaarit suhteessa kolmioon AA’B’'C’. Koordinaattilauseen nojalla nyt
patee

(b+c—a:a+c—b:a+b—c)=(":5":+)DM

& (o:p:9)=0b+c—a:atc—b:a+b—c)M D"
-1 1 1
Nyt M = 1 -1 1 , jolloin | M |=4 ja
1 1 -1
0 3 % 1(0 22 1 (B G H
Mﬁl— % 0 5 :Z 2 0 2 EZ F2 G2 H2
I 1 2 2 0 Fy Gy Hi

Télloin yhtélon (8.2) perusteella saadaan
Dy =V22+22 —8cos A= \/16 11— cosA) =4sin4
Dy =22+ 22 —8cos B =4sin &
Dy =22+ 22 —8cosC =4sin .

Nyt on siis
1 1
O 3D, 3D,
(@B :9)=(b+c—a:at+c—b:atb—c)| 55 O T
1 1
sb; ap; U
_a+c—b+a+b—c.b—l—c—a+a+b—c_b—|—c—a+a+c—b
2D, 2D, = 2D, 2Dy, 2D, 2D,
pE— a . b . C
sind "sinZ sin&

2 2 2

Néin saatiin esitettyd mittenpunktin trilineaarit suhteessa ulkokeskuskolmioon. Téssa
muodossa kuitenkin janat a, b ja ¢ sekd kulmat A, B ja C' ovat kolmion AABC sivuja
ja kulmia. Kohdassa 4.3 ratkaistiin ulkokeskuskolmion sivut alkuperdisen kolmion
sivuista ja kulmista. Ratkaisuksi saatiin

, a
a:
A
sin 5
b = b
~ sinZ
2
c
/
¢ = ——.
sin &

2
Niin ollen mittenpunktin trilineaareiksi suhteessa ulkokeskuskolmioon saadaan
a b .. Mittenpunkt on siis ulkokeskuskolmion symmediaaninen piste.
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Koordinaattimuutoslauseen sovelluksia

Téssé luvussa sovelletaan edellisessé luvussa esiteltyd koordinaattimuutoslausetta
kahden ongelman kautta, joissa merkillinen piste muodostaa uuden kolmion alkupe-
rdisen kolmion kahden kérkipisteen kanssa ja téstd kolmiosta mééritetdén sama mer-
killinen piste. Mitéd vaaditaan siihen, etté alkuperéisen kolmion yksi kérki on samalla
suoralla kahden n&in muodostetun merkillisen pisteen kanssa? Enté voiko kolme edel-
14 mainitulla tavalla muodostettua merkillistd pistettd muodostaa yhdenmuotoisen
kolmion alkuperéisen kolmion kanssa? Luvussa esitellyt ongelmat olen nimennyt itse,
mutta muuten luku perustuu kokonaisuudessaan Kimberlingin julkaisuun [7].

9.1. Kollineaarisuusongelma

_ Olkoon P satunnainen merkillinen piste kolmiossa. Olkoon pisteelld P pisteen
P arvo kolmiossa AABC ja olkoon pisteelld Py pisteen P arvo kolmiossa APBC'.
Miten piste P tulisi valita, ettd pisteet A, P ja P; ovat kollineaariset eli sijaitsevat
samalla suoralla kuten kuvassa 9.1.17 Tdhén ongelmaan voidaan paneutua koordi-
naattimuunnoslauseen avulla.
Johdetaan pisteen P; trilineaarit suhteessa kolmioon AABC.

Olkoot P = «a : B : v = f(a,b,c) : f(b,c,a) : f(c,a,b) ja olkoot P, = ay : B1 : ™
suhteessa kolmioon AABC ja

P =ay:p1:% = f(ri,re,r3) : f(re,rs, 1) 1 f(r3, 1, 72) suhteessa kolmioon APBC,
missd r = B_C, ro = Wja ry = PB.

N e
<

Kuva 9.1.1. Milloin pisteet A, P ja P; osuvat samalle suoralle? Enté
milloin AABC' ~ Aplpgpg?
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Koordinaattimuutoslauseen avulla saadaan oy : 51 @ 11 = (a7 : 51 : ﬁ)%

Nyt matriisi M muodostuu kolmion APBC' kirkipisteiden trilineaareista suhteessa
kolmioon AABC, jolloin

a B
M=|0 2 0 |,
0 0 24
missid A = Apape. Tallsin on siis myos | M |= 4122& ja
bB c A2 248 24
o (& Tahe e e [ e oL % be [ F1 G H
M7= 0 3 = 24a 0 = F, Gy H,
24 . 4A%2¢ < 240 4A%
0 0 57 0 0 - F; Gs Hj

Pisteen P trilineaarit suhteessa kolmioon AABC saadaan nyt yhtalosta

N AW
B = (a1 : BV 0 - 0 .
ap: B =(ar: frim) 0 8 Da2A 4420
missa Dy, Dy ja D3 ovat kuten koordinaattimuunnoslauseessa. Téastéd saadaan

__4A?% be _

WM Tz T
N4A2 o 2A8\2 2A0\2 248 [ 2Ac 2A be
b = (e + (- 222+ (2R 2 2o 22 ) e
N4A2 ~ A A A A 2A bC
= (VQIW + 71\/(—277)2 + (32)2 4 2(222)(22) cos B - 7) e

Edelleen saadaan

i = (P e + B2+ 3 2a5c0s ) 21 )

be b ] 4A2a

__AA? 447
= (/Balg + ﬁlg\/cﬁ + 2+ QOzBCOSC’) be

4A%20
Ba;  ~+/a2+ B2 +2aBcosC
a 5 o '

Samaten saadaan myos

aT 24+ 0?24 2vacos B
%:71_’_%\/7 i

Y

!
jolloin kertomalla kaikki trilineaarit a:lla saadaan

a1 By = adr: B+ Biva? + B2 + 2aBcosC : var + 1/ 2 + 2 + 2va cos B.
Merkitaan

$1= BT+ 12 1 287 cos A
(9.1) s5= /72 + a2+ 2yacos B
s3 = /a2 + 32 + 20 cos C,
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jolloin

(9.2) ap: Brim = ady : fay + Biss 1 Al + Jise.
Yhtélossd (9.1) maéaritellyt sq, so ja s ovat pisteen P pedaalisen kolmion sivujen
pituudet suhteessa kolmioon AABC' [7] (s.1280).

LAUSE 9.1. Piste P ratkaisee alussa esitetyn kollineaarisuusongelman jos ja vain
jos se toteuttaa yhtdilon

(9.3) 82871 = 53751

TobisTus. Pisteiden A = (1:0:0), P=(a: 08 :7)ja P = (a1 : 01 :m)
osuminen samalle suoralle on yhtépitavasd yhtéalon

1 0 0
a B v|[=0& =96
ar By 84!

kanssa. Sijoitetaan saatuun yhtaloon yhtdlossa (9.2) saadut koordinaattien v ja [y
arvot. Ndin saadaan

B(yar + 71s2) = y(Box + 5133)
< Brisa = 75153.
O
ESIMERKKI 9.2. Helposti ndhd&én, etté kollineaarisuusongelman ratkaisuja ovat

ainakin painopiste ja ortokeskus. Pisteiden P ja A kautta kulkevat kolmion AABC
keskijana ja korkeusjanat ovat myos kolmion APBC keskijana ja korkeusjana, joten

piste P; sijaitsee suoralla AP, kun piste P on painopiste tai ortokeskus. Kolmatta
merkillisté pistetté, joka toteuttaisi ehdon (9.3) kaikissa kolmioissa, ei ole Kimberlin-
gin [7] (s.1281) mukaan l6ydetty.

9.2. Yhdenmuotoisuusongelma

Olkoon P satunnainen piste kolmiossa. Olkoot pisteet P, Py, P, ja P3 pisteen
P arvoja kolmioissa AABC, APBC, AAPC ja AABP. Miten piste P tulisi valita,
ettd kolmiot AABC ja AP, P, P; olisivat yhdenmuotoiset kuten kuvassa 9.1.17 Téhén
ongelmaan vastaus 10ytyy samaan tapaan kuin kollineaarisuusongelmassa.

LAUSE 9.3. Kuten edelld, merkitiin P = « : B v = fla,bc) : f(byc,a) :
f(e,a,b) seka

Pi=oay:p1:m

Py=ay: P37

Py=a3:03:73
suhteessa kolmioon ANABC' ja

Pr=ay:pi:m

Py=ay:f: 7

Py=az: P57
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suhteessa kolmioihin APBC', ANAPC ja ANABP.
Olkoot lisiksi s1, $a2 ja s3 kuten kohdassa (9.1).

Téllsin P ratkaisee yhdenmuotoisuusongelman jos ja vain jos
s1001(yBaPs — BT2T) + s2602(a%5 Ty — ya5a1) + 53771 — affa)
(94)  +s283(BanTsTi — yasPiBe) + s351(vBsaiaz — afi7aTs)
+5155(01 Bafs — Bratiaan) + s15253(0B371 — G3P17) = 0.

Tobistus. Kuten kollineaarisuusongelman todistuksessa, saadaan nyt

(9.5) it By = ady : far + Biss : yar + Tise
(9.6) a2:62:72:a§2+&\533:ﬁ§2:7§2+%31
(9.7) 0433@33’73:04’734‘5738215%4‘@3137%

Kolmiot AP, Py Ps ja AABC ovat Kimberlingin mukaan [7] (s. 1282) yhdenmuotoiset
jos ja vain jos suorat

APy = {By — 151 = 0}
ﬁg = {ayy —yay =0}
E%:s:{@ﬁ?)—ﬁa:s:o}

leikkaavat kaikki toisensa samassa pisteessd. Tamé toteutuu tasmélleen, kun

0 m 6

Y2 0 al=0

By az 0
(9.8) & Noefs = fireas.
Yhtilo (9.4) saadaan, kun sijoitetaan yhtélot (9.5), (9.6) ja (9.7) yhtdloon (9.8) ja
sievennetaan. O

ESIMERKKI 9.4. Yhdenmuotoisuusongelman ratkaisuja ovat Kimberlingin [7] mu-
kaan ainakin kolmion ympéripiirretyn ympyran keskipiste, painopiste, ortokeskus ja
kolmion yhdeksén pisteen ympyran keskipiste. Ndiden todistaminen on hankalaa, sil-
14 kyseisessé viitteessd todetaan myos, ettd laskujen supistaminen on parasta tehdé
tietokoneella.



LUKU 10

Trilineaariset koordinaatit kouluopetuksessa

Opettajalinjalta valmistuvana pohdin tésséd kappaleessa vielé trilineaaristen koor-
dinaattien soveltuvuutta kouluopetukseen. Tésséa luvussa opetuksen siséllot, tehtavat
ja tavoitteet ovat opetussuunnitelmista [9] ja [10]. Muut asiat ovat omaa pohdintaa.

Opetussuunnitelman perusteissa vuodelta 2004 perusopetuksen vuosiluokille 6-9
keskeisia siséltojd, jotka liittyvét geometriaan, analyyttiseen geometriaan seké oleel-
lisesti trilineaarisiin koordinaatteihin, ovat lukuparin esittdminen koordinaatistossa,
kolmioihin ja nelikulmioihin liittyvét késitteet, kolmion ja ympyréan véliset yhteydet,
trigonometria ja suorakulmaisen kolmion ratkaiseminen, yhdenmuotoisuus ja yhtene-
vyys, geometrinen konstruointi sekd ympyra ja siihen liittyvit késitteet. Peruskoulus-
sa opetellaan yksinkertainen tasokoordinaatisto seké geometrisiin kuvioihin ja trigo-
nometriaan liittyvét peruskésitteet. Mielesténi on tdrkeimpéd osata namé asiat kun-
nolla kuin syventdé tietoa muunlaisista tasokoordinaatistoista, joten trilineaaristen
koordinaattien syvempi esille ottaminen peruskoulussa lienee turhan monimutkaista
eikd sithen vilttaméattd ole aikaakaan. Aihetta on kyllikin mahdollista sivuta ope-
tettaessa yksinkertaista xy-koordinaatistoa, painottamalla ettei se suinkaan ole ainoa
mahdollinen tasokoordinaatisto jota voidaan hyodyntéd, vaikka se monessa asiassa
on yksinkertaisin ja luontevin tapa esittda tasoa. Mielestdni perusopetuksen térkein
anti trilineaaristen koordinaattien kannalta on siis opetella hahmottamaan normaa-
li tasokoordinaatisto ja sen kayttdminen, kolmioihin ja ympyroihin liittyvien perus-
késitteiden ja suorakulmaisen kolmion trigonometrian tunteminen ja kéaytto kulmia
ratkaistaessa sekd yhdenmuotoisten ja yhtenevien kulmien ja kuvioiden soveltaminen
kolmioiden ja nelikulmioiden ominaisuuksia tutkittaessa.

Lukion opetussuunnitelman perusteissa vuodelta 2003 lukiokoulutuksessa geomet-
rialle on varattu seké lyhyessé ettd pitkéssd matematiikassa yksi kurssi seké analyytti-
selle geometrialle pitkdssd matematiikassa yksi kurssi. Matematiikan lyhyen oppiméé-
rian opetuksen tehtédvana yleisesti on tarjota valmiuksia hankkimaan, késitteleméén ja
ymmaéartdméaan matemaattista tietoa ja kdyttdméaan matematiikkaa elamén eri tilan-
teissa ja jatko-opinnoissa. Geometrian kurssin tavoitteena on, ettd opiskelija harjaan-
tuu tekeméén havaintoja ja padtelmid kuvioiden ja kappaleiden geometrisista omi-
naisuuksista, vahvistaa tasokuvioiden ja kolmiulotteisten kappaleiden kuvien piirté-
misen taitojaan seké osaa ratkaista kaytdnnon ongelmia geometriaa hyviksi kdyttéaen.
Keskeisia sisdltoja ovat mm. suorakulmaisen kolmion trigonometria sekéd geometrian
menetelmien kaytté koordinaatistossa. Lyhyen matematiikan tarkoituksena on siis
kerrata ja hieman syventdd perusopetuksessa opittuja geometrian taitoja seké keskit-
tyé arkieldmén kannalta oleellisiin asioihin. Néin ollen trilineaaristen koordinaattien
kaytto lyhyen matematiikan opetuksessa ei ehké ole kovin jarkevaid. Samaan tapaan
kuin perusopetuksessa, on lyhyessdkin matematiikassa hyva painottaa sité, etta se ta-
sokoordinaatisto, jota kouluopetuksessa ja yleisesti eliméssd normaalisti kaytetddn,

50
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ei suinkaan ole ainoa mahdollinen tapaa esittdéd tasoa. Lyhyessd matematiikassakin
on siis syyté painottaa perusasioiden hallitsemista ja niiden soveltamista.

Matematiikan pitkdn oppiméaran opetuksen tehtavané yleisesti on antaa opiske-
lijalle matemaattiset valmiudet, joita tarvitaan ammatillisissa opinnoissa ja korkea-
kouluopinnoissa. Pitkdn matematiikan opinnoissa opiskelijalla on tilaisuus omaksua
matemaattisia kisitteitd ja menetelmié seké oppia ymméartdméadan matemaattisen tie-
don luonnetta. Opetus pyrkii myos antamaan opiskelijalle selkedn késityksen matema-
tiikan merkityksesta yhteiskunnan kehityksessé seké sen soveltamismahdollisuuksista
arkielamaéssa, tieteessé ja tekniikassa. Pitkdn matematiikan geometrian kurssin tavoit-
teena on muun muassa, ettd oppilas ratkaisee geometrisia ongelmia kayttden hyvéksi
kuvioiden ja kappaleiden ominaisuuksia, yhdenmuotoisuutta, Pythagoraan lausetta
sekd suora- ja vinokulmaisen kolmion trigonometriaa. Keskeisend siséltoné kyseisel-
1& kurssilla ovat mm. sini- ja kosinilause sekd ympyrén, sen osien ja siihen liittyvien
suorien geometria. Analyyttisen geometrian kurssilla tavoitteena on muun muassa,
etté opiskelija ymmaértad kuinka analyyttinen geometria luo yhteyksiéd geometristen
ja algebrallisten késitteiden vélille. Keskeisid siséltoja ovat mm. suoran, ympyrén ja
paraabelin yht&lot, yhtdaloryhmén ratkaiseminen seké pisteen etéisyys suorasta.

Opetussuunnitelmassa matematiikan kohdalla mainitaan myos, etté kurssikuvaus-
ten véljyytta voidaan kidyttaa resurssien salliessa keskeisten siséltéjen syventdmiseen
ja eheyttavien kokonaisuuksien muodostamiseen. Néin ollen pitkd matematiikka on
se, missé trilineaarisia koordinaatteja voi hyvinkin ottaa esille. Ehdoin tahdoin niita
ei pitkdankadn matematiikkaan kannata sisallyttdd, vaan ne voivat toimia esimerkiksi
lisdtehtéavind lahjakkaimmille oppilaille. Koko ryhmélle trilineaarisia koordinaatteja
ei valttaméatta kannata opettaa edes pitkéssd matematiikassa ellei kyseessé ole ko-
konaisuudessa erittédin tasokas ja lahjakas ryhmé&. Monessa koulussa on esimerkiksi
kaytossd matematiikassa ja luonnontieteissd lahjakkaille ja niistd aineista kiinnos-
tuneille suunnattu ns. MaLu-ryhmaé. Pitkéssédkin matematiikassa kaikkien on syyté
osata ja hallita opetussuunnitelmissa mainitut perusasiat sekd niiden yksinkertaiset
sovellukset. Pitkéssd matematiikassa parhaat oppilaat ovat niin lahjakkaita, etté tri-
lineaaristen koordinaattien opettaminen heille on hyvinkin mahdollista. He voisivat
myo0s itse ottaa aiheesta selvéd. Sen jialkeen kun heilld on késitys siitéd, mité trilineaarit
ovat, niin sopivia tehtévia aiheen syventédmiseen voisivat olla esimerkiksi kolmioiden
klassisten merkillisten pisteiden trilineaarien johtaminen seké kolmion pinta-alan esit-
tdminen trilineaarien avulla. Pitkdssd matematiikassa on myos mahdollista jarjestaé
soveltavia kursseja, joilla trilineaarisia kuten myos muita homogeenisia koordinaatteja
voidaan késitelld vield syvemmin.
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