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Trigonometriset funktiot sini ja kosini ovat tuttuja kulman funktioita. Ne mééa-
ritellddn useimmiten geometrisesti yksikkoympyrédn avulla. On olemassa kuitenkin
muitakin méarittelytapoja, jotka palvelevat eri pAaméaéria. Jos halutaan késitelld tés-
méllisesti sinié ja kosinia seké niiden sovelluksia, esimerkiksi Fourier'n sarjoja, ilman
geometrisid tulkintoja, on jarkevaa kayttda jotakin muuta kuin geometristéd sinin ja
kosinin méaritelméa. Erilaiset 1ahestymistavat myos laajentavat ja tukevat késityksié
kyseisista funktioista.

Tassa tutkielmassa tutustutaan sinin ja kosinin erilaisiin méarittelytapoihin. Yk-
sikkoympyraé lahtokohtana kédyttdvin geometrisen médritelmén rinnalla tarkastel-
laan potenssisarjojen, differentiaaliyhtéloiden, kadnteisfunktioiden ja aksioomien avul-
la tehtyja sinin ja kosinin méadritelmié. Tyossé niytetdian, ettd jokaisen médritelmén
avulla voidaan osoittaa seuraavat sinin ja kosinin perustulokset: Pythagoraan iden-
titeetti, sinin parittomuus ja kosinin parillisuus, sinin ja kosinin jaksollisuus seké
summa- ja derivointikaavat. Liséksi tutkielmassa tehdaén pieni katsaus sinin ja kosi-
nin historiaan.

Tutkielmassa selvida, ettd luvulla 7 on keskeinen rooli méériteltdessé sinié ja ko-
sinia. Maaritelmasta riippuen luku 7 méaritelldan yksikkdympyran alaksi, arcussini-
funktion avulla tai siten, ettd 5 on pienin positiivinen kosinin nollakohta. Maéritelmét
osoitetaan luonnollisesti yhtapitéviksi. Lisdksi tutkielmassa korostuu sinin ja kosinin
keskindinen riippuvuussuhde. Erityisesti tamé ilmenee kdanteisfunktioiden avulla teh-
tavassd madritelméssa, jossa kosini médritellddn sinin derivaattaa kayttien.
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Johdanto

Sini ja kosini ovat tunnetuimpia trigonometrisia funktioita. Niitd tarvitaan muun
muassa kolmion kulmia tarkasteltaessa sekd mallinnettassa jaksollisia ilmidita. Jo pe-
ruskoulussa sini ja kosini opitaan tuntemaan kolmion sivujen suhteina. Mychemmin
lukiossa méérittely tapahtuu yksikkdympyrdd apuna kédyttden. Useimmat tuntevat
enintddn ndmé kaksi sinin ja kosinin madritelméd, vaikkakin kyseiset funktiot voi-
daan yhtépitavasti madritella myos potenssisarjakehitelmien, differentiaaliyhtéldiden,
kaanteisfunktioiden tai muutaman aksiooman avulla.

Maarittely potenssisarjakehitelmien tai differentiaaliyhtéloiden avulla ei yllédttéden
olekaan tuoreinta matematiikkaa: Itse asiassa Isaac Newton esitti sinin ja kosinin se-
k& yksikkOympyréan ettd potenssisarjakehitelmien avulla jo 1600-luvun loppupuolella.
Leonhard Euler taas tunnisti sinin olevan erdén vardhtelyéd kuvaavan differentiaaliyh-
talon ratkaisu 1700-luvulla.

Tamén tyon tarkoituksena on tutkia edelld mainittuja erilaisia sinin ja kosinin
médrittelytapoja. Liséksi halutaan osoittaa, ettd kukin méaéritelmé johtaa seuraaviin
sinin ja kosinin perustuloksiin: Pythagoran identiteetti, sinin parittomuus ja kosinin
parillisuus, sinin ja kosinin jaksollisuus sekéd summa- ja derivointikaavat.

Pythagoraan identiteetilld tarkoitetaan keskeisté sinin ja kosinin perustulosta, jon-
ka mukaan jokaisella x € R pétee

sin? z + cos? z = 1.

Pariton ja parillinen funktio toteuttavat tietyt symmetriachdot. Pariton funktio on
piste-symmetrinen origon suhteen eli funktio saa arvoikseen vastaluvut yhtdkaukana
origosta olevissa pisteissi. Parittomalle funktiolle pétee siis

f(=2) = —f(z)
jokaisella x € R. Parillinen funktio on taas peilikuva-symmetrinen y-akselin suhteen

eli funktio saa saman arvon yhtd kaukana y-akselista olevissa kohdissa. Néin ollen
parilliselle fuktiolle pétee

jokaisella x € R.
Jaksollisessa funktiossa toistuvat samat arvot tietyn jakson vilein. Muodollisem-
min ilmaistuna funktio on jaksollinen jaksonaan p # 0, jos sille pétee

f(z) = f(z + kp)
jokaisella x € R, k € Z.

Tutkielma jakaantuu kahteen lukuun, joista ensimméisessé luvussa késitelladn si-
nin ja kosinin erilaisia méérittelytapoja ja jokaisen mééarittelytavan yhteydessé osoi-
tetaan sinin ja kosinin ylla mainitut perustulokset. Toisessa luvussa keskitytadn sinin
ja kosinin historiaan.



LUKU 1

Sinin ja kosinin erilaiset méaéirittelytavat

1. Geometrinen maéiiritelmi

Tamén kappaleen tarkoituksena on méaritelld sini- ja kosinifunktio yksikk&ym-
pyrad apuna kayttden. Kyseistd médritelméd varten taytyy ensin tdsmentdd muuta-
mia médritelmélle olennaisia kasitteitd. Alkuoletuksena on, ettéd pinta-alan kisite ja
sen ominaisuudet ovat tunnettuja. Tdman kappaleen pédasiallisina lahteinéd toimivat
Langin A First Course in Calculus [7], Apostolin Calculus [1] ja Spivakin Calculus
[11].

MAARITELMA 1.1. Yksikkympyréaksi kutsutaan karteesisen koordinaatiston yk-
siséiteisté, origokeskistd ympyraé.

MAARITELMA 1.2. Luku 7 mééaritelldan yksikk6ympyréan alaksi.

LEMMA 1.3. Olkoon S jokin alue tasossa ja olkoon A alueen S pinta-ala. Kerto-
malla alueen S pisteiden joukko kertoimella r saadaan muokatun alueen alaksi r®A.

TobisTus. Todistus sivuutetaan. Ks. [7], s.118-119. O

ESIMERKKI 1.4. Koska m méériteltiin yksikkoympyréan alaksi, niin r-séteisen ym-

pyrdn ala on siten 772

MAARITELMA 1.5. Suunnattu kulma a on sellainen kulma, joka muodostuu puo-
lisuoran kiertyessé tasossa alkupisteensd ympéri. Puolisuoran alkuasentoa sanotaan
kulman o alkukyljeksi [; ja loppuasemaa kulman « loppukyljeksi 5. Yksikk6ympy-
risséd suunnatun kulman o« kérkenéd on origo O ja alkukylkené [y, positiivinen hori-
sontaalinen akseli. Talloin Iy leikkaa yksikkoympyrad pisteessa A = (1,0). Suunnatun

kulman méarittda kulman « loppukylki I ja yksikkoympyrdan kehédn leikkauspiste
P = (a,b).

MAARITELMA 1.6. Yksikk6ympyréan sektori AOP on suunnatun kulman ZAOP
sisélld oleva ympyréan alue.

MAARITELMA 1.7. Suunnatun kulman ZAOP suuruus on kaksi kertaa ympyrian
sektorin AOP ala jaettuna séteen neliolla. Erityisesti kulman ZAOP suuruus on z
radiaania, jos yksikkdympyréin sektorin AOP ala on §.

HuomauTus 1.8. (a) Lemman 1.3 nojalla kulman suuruus on riippumaton séteen
pituudesta, joten kulmamitta on hyvin méaritelty myos yksikkoympyrélle.

(b) Jos piste P on aluksi P = (1,0) ja jos se liikkuu vastapdivaan yksikkdympy-
ralld, niin sektorin AOP ala kasvaa saaden jokaisen arvon vélilld [0, 7] tasan kerran.
Siten my6s kulman ZAOP suuruus saa jokaisen arvon vililld [0, 27] tasan kerran.
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1. GEOMETRINEN MAARITELMA 3

P=(a,b)

ol/ a A=(1,0)

Kuva 1. Suunnattu kulma.

ESIMERKKI 1.9. Jos P = (—1,0), niin sektori AOP on puoliympyri, jolloin sen
ala on g Siten kulman ZAOP suuruus on 7 radiaania.

Seuraavaksi halutaan mééaritelld yksikkoympyréan kulman ZAOP sini ja kosini.
Oikeastaan méairitelldén luvun z sini ja kosini, jotta sini ja kosini voidaan maéritelld
reaalisiksi funktioiksi.

MAARITELMA 1.10. Olkoot 0 < z < 27 ja P = (a,b) yksikkdympyrian kehéapiste
siten, ettd sektorin AOP ala on 3. Télloin luvun z kosini ja sini ovat

cosr =a ja sinx=">0.

ESIMERKKI 1.11. Jos 2 = 7, niin sektorin AOP ala on %, jolloin P = (0, 1). Siten
cosy =0jasing = 1.

HuomAuTUs 1.12. Kosinin ja sinin mééritelmé on voimassa puoliavoimella vélilla
[0,27). Laajennetaan méaéritelmé koskemaan koko reaaliakselia seuraavasti: Olkoon
z € R. Talloin voidaan merkitd x = x¢ + 27k, missd k € Z ja xy € [0,27), jolloin
médritelladan

sinx =sinxr, ja CcoSx = COSxg.

LAUSE 1.13. sinx ja cosx ovat jaksollisia jaksonaan 2w ja 2w on sinin ja kosinin
lyhin jakso.

TobisTus. Viitteen ensimméinen osa seuraa suoraan Huomautuksesta 1.12 ja
jaksollisen funktion méaritelmésté. Osoitetaan véitteen jalkimmaéinen osa: Osoitetaan
ensin, etté kosinin lyhimmaén jakson pituus on 27. Tehddén antiteesi ja oletetaan, etté
on olemassa sellainen luku k& € (0,27), jolle pitee cos(x + k) = cosz. Méadritelmén
nojalla kosinin arvo méaaraytyy yksikkoympyréin kehépisteen P = (a, b) koordinaatista
a. Tarkastelemalla kosinin nollakohtia yksikk6ympyréan avulla huomataan, etté kosini
saa arvon nolla, kun P = (0,1) tai P = (0,—1) eli kun z = 2 tai = 3% (péittely
kuten Esimerkissid 1.9). Siten, koska kosinin jakso & < 2w, niin on oltava k = 7.
Talloin, koska Esimerkin 1.11 mukaisella padttelylla saadaan cosm = —1, niin

1 =cos0=cos(0+ k) =cos(0 +7) =cosm = —1,
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mikd on ristiriita. Siispd 27 on kosinin lyhin jakso.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd sinin lyhimmén jakson pituus on my6s 27. Tehddan
antiteesi ja oletetaan, ettd on olemassa luku &” € (0, 27), jolle pétee sin(x+k") = sin z.
Maéritelmén nojalla sinin arvo méérdytyy yksikkdympyran kehépisteen P = (a,b)
koordinaatista b. Tarkastelemalla sinin nollakohtia ndhd&aén, etté sini saa arvon nolla,
kun P = (1,0) tai P = (—1,0) eli kun = 0 tai x = 7. Siispé, koska sinin jakso
k' < 27, niin on oltava & = 7. Néiin ollen, koska Esimerkin 1.11 mukaisella paéttelylla

saadaan sin 37” = —1, niin
3
1= sing = sin(g + k) = sin(g +7) = sin?7T =—1,
mik& on ristiriita. Siten 27 on sinin lyhin jakso. U

Seuraavassa lauseessa todistetaan dskeisté sinin ja kosinin mééaritelméaé lahtokoh-
tana kéyttden osa sinin ja kosinin perusidentiteeteisté.

LAUSE 1.14. Jokaisella v € R ja y € R pdtee
(a) sin’z + cos?r = 1,
(b) sin(—z) = —sinz  ja cos(—x) = cosz,
(¢) cos(x +y) = cosx cosy — sinxsiny.

TobisTus. (a) Josz € [0, 27), niin sinin ja kosinin mééritelmén sekd Pythagoraan
lauseen nojalla
sin’z + cos’r = b* +a* =r? = 1.
Jos taas = ¢ [0, 27), niin voidaan merkitd x = xo + 27k, missd k € Z ja xq € (0, 27).
Siten huomautuksen 1.12 nojalla saadaan, etti sin z = sin z( ja cos x = cos xg, jolloin
tarkastelu palautuu tapaukseen = € (0, 27).

e
N

]

P,=(a-b)

Kuva 2. Kulman peilaus.

(b) Tutkitaan erikseen tapaukset « € [0,27) ja x ¢ [0,27): Jos x € [0, 27), niin
—r=02r—x)—2r =20+ 27k, missd xy=2mr—2x ja k=-—1.
Siten huomautuksen 1.12 nojalla

(1.1) sin(—z) =sin(2r —x) ja cos(—x) = cos(2m — x).
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Kuten Kuvan 2 tapauksessa tarkastellaan nyt kehépistetta P, = (a, b), joka maaraa
kulman, joka on z radiaania. Jos kehépiste P; # (—1,0), niin peilaamalla P; horison-
taalisen akselin ympéri saadaan kehépiste P, = (a, —b), joka mééraéd kulman, joka on
21 — x radiaania. Siten yhtéloiden 1.1 seké sinin ja kosinin méaéritelmén nojalla pétee

sin(—z) =sin(2r —z) = —b= —sinz ja cos(—z) = cos(2m — x) = a = cos .

Jos taas kehépiste P, = (—1,0), niin z = 7 esimerkin 1.9 mukaisesti ja edelleen
xg = 2m — m = 7, jolloin yhtéldiden 1.1 mukaan

sin(—7) =sinmt =0 ja cos(—m) = cosm.

Jos taas x ¢ [0, 27), niin samalla tavoin kuten (a)-kohdan todistuksessa tarkastelu
palautuu tapaukseen z € [0, 27).

(c) Tarkastellaan erikseen tapauksia = +y € [0,27) ja o +y ¢ [0,27), joissa
z,y € R: Olkoot z,y € R sellaisia, ettd  + y € [0,27) sekid P ja Q yksikkéympyréin
kehépisteitd. Tarkoituksena on selvittdé pisteiden P ja Q) etiisyys toisistaan kiytté-
mélld kahta erilaista koordinaattisysteemiéd. Ensin valitaan koordinaatisto Kuvan 3
mukaisesti.

X P=(1,0)

Kuva 3. Kulmien yhteenlasku 1.

Nyt P = (1,0) ja kosinin ja sinin mééiritelmén nojalla @ = (cos(z +vy), sin(z+vy)).
Pisteiden P = (aq,b1) ja Q = (ag, be) etdisyyden nelié on siten
dist(P, Q)% = (by — b1)* + (az — ay)?
= (sin(x +y) — 0)*> + (cos(z +y) — 1)
= sin’(z + y) + cos?(z + y) — 2cos(x + y) + 1.
Siten (a)-kohdan nojalla dist(P, Q)? = —2cos(x +y) + 2. Seuraavaksi asetetaan koor-
dinaatisto Kuvan 4 tavalla.
Siten kehépiste P = (cos(—x),sin(—z)) = (cosx, —sinx) sinin parittomuuden ja
kosinin parillisuuden nojalla. Lisiksi Q) = (cosy, siny). Siispé
dist(P, Q)* = (siny — (—sinz))? + (cosy — cos z)?

= sin®y + 2sinz siny + sin? z + cos® y — 2 cos y cos x + cos® .,
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Kuva 4. Kulmien yhteenlasku 2.

joka (a)-kohdan nojalla saa muodon dist(P,Q)? = 2 + 2sinxsiny — 2 cos x cosy. Nyt
asettamalla etédisyydet yhta suuriksi saadaan

—2cos(x +y)+2=2+2sinxsiny — 2cosz cosy,

mista seuraa vaite.

Tapauksen z +y ¢ [0, 27) tarkastelu palautuu tapaukseen x + y € [0, 27) samalla
tapaan kuten (a)-kohdan todistuksessa. O

HuomauTUs 1.15. Edellisen todistuksen kuvat liittyvét tapaukseen z > 0 ja
y > 0. Todistus patee kuitenkin kaikilla x,y € R.

Jotta pystytéddn todistamaan myos sinin kulmien yhteenlaskua koskeva tulos, tar-
vitaan apuna seuraavan lemman (a)-kohtaa. Lemman (b)-kohtaa tarvitaan kosinin
derivaatan maarittadmiseen.

LEMMA 1.16. Jokaisella x € R pdtee

(a) sinx = cos(x — %),

(b) sin(§ — x) = cos .

TobpisTus. (a) Koska esimerkin 1.11 ja sinin parittomuuden seké kosinin parilli-
suuden nojalla

sin(—g) = —sing =-1 ja cos(—g) =cos - =0,

niin kosinin summakaavan nojalla saadaan

cos(z — g) = cosxcos(—g) - sinxsin(—g)

=cosx -0 —sinx - (—1)

=sinx.
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Kuva 5. Raja-arvon méaritys.

(b) Kohdan (a) ja kosinin parillisuuden nojalla

sin(g —x) = cos(g —z— g)
= cos(—x)
= COS .

LAUSE 1.17. Jokaisella © € R pdtee sin(x + y) = sinx cosy + cos x sin y.
Tobistus. Kosinin yhteenlaskukaavan, sinin parittomuuden ja lemman 1.16 no-
jalla saadaan
sin(z +y) = cos(z + y — g)

= cosx cos(y — g) — sinzsin(y — g)
: s

= cosxsiny + sm:psm(§ — )

= coszxsiny + sinx cos y.

U

Seuraavaksi halutaan méaarittaé sinin ja kosinin derivaatat. Sitd varten tarvitaan
kuitenkin tarkeita raja-arvoja koskeva aputulos:

LEMMA 1.18.
i —1
m 22 1 g lim 2T T ),
z—0 X x—0 X

Tobistus. Todistetaan ensin ensimmaéinen véite ja oletetaan aluksi, ettd z on
positiivinen. Tarkastellaan Kuvan 5 mukaista tilannetta: Olkoot OB yksikkGympyran
side, piste C' = (1,0) ja kulma ZCOB =z radiaania. Olkoot s pienemmén kolmion
AOAB korkeus ja t suuremman kolmion AOCD korkeus. Kéayttdmalla merkintiad
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OA := janan OA pituus ja tarkastelemalla kehipistettd B saadaan sinin ja kosinin
médritelmén nojalla, etté
sinz=s ja cosx=OA.
Edelleen kehipisteen D avulla ja merkitsemilld OD := janan OD pituus saadaan
sinx 1

= - =1
COS T 1

Huomataan, ettd kolmion AOAB ala < sektorin OC'B ala < kolmion AOCD ala.
Nyt mééritelmén 1.7 nojalla sektorin OC'B ala on 3 ja edelleen saadaan

1 ) - 1 - 1 1 sinx
—cosxsinr < —xr < —-1-
2 2 2 cosx
eli
. sin
(1.2) cosrsinr < x < .
cos T

Koska oletettiin, ettd x > 0, niin yksikk6ympyréasta katsottuna luvun 0 laheisyydesséa
sinz > 0, jolloin jakamalla epdyhtélo (1.2) puolittain termilld sin z saadaan
T 1

; < .
smx Cos T

cosT <

Koska yksikkoympyréstéd katsottuna cos x 220 ja siten Colsx SN 1, niin on oltava
z_ 220 1 Fdelleen, koska S22 = — L piip
sinx x x/sinz
. sinz 1
lim = = — = 1.
=0 lim, 0 5=
Oletetaan seuraavaksi, ettd x < 0. Voidaan merkitd x = —k, kun £ > 0. Nyt sinin

parittomuuden nojalla
sing  sin(—x) —sink sink
r -z -k kK
Liséksi, kun x — 0, niin my6s £ — 0. Siten todistus palautuu tapauksen x > 0
todistukseen, silld & > 0.
Todistetaan seuraavaksi jalkimméinen véaite. Muokataan termi % termeiksi,
joiden raja-arvot nollassa tunnetaan. Lauseen 1.14 (a)-kohdan nojalla saadaan

cosw —1  (cosz —1)(cosx + 1)

x B x(cosx + 1)
cos’r + 1

- z(cosx + 1)

B —sin®

~ a(cosx + 1)

B sinz , . 1

Tz (Smx)cosx—l— 1

Nyt, koska —582 220 1 sing “2% 0 ja L5 “% 1 niin

im S0y 0l
z—0 x 2
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]

LAUSE 1.19. Funktiot sinx ja cosx ovat derivoituvia koko reaaliakselilla ja jokai-
sella x € R pdtee

d(sinx) — cosz  sehi d(cos x)
dx dx

TobpIisTUS. Sinin yhteenlaskukaavan avulla saadaan sinin erotusosamadréaksi

= —sinzx.

sin(x + h) —sinx  sinzcosh + coszsinh — sinx

h h
__coszsinh +sinx(cosh — 1)
B h
sin h . cosh—1
= COST +sinr————,
h
joten lemman 1.18 nojalla saadaan
Sin(x+h)—sin:z_l, ( sinh+ . cosh—l)
lim - = lim(cosz— sin g—

=cosz-1+sinz-0

= COST.

Siis @ = COS T.
Kéytetddn kosinin derivaatan todistuksessa apuna lemman 1.16 (b)-kohtaa, jonka

nojalla sin(3 —x) = cos . Olkoon y = 7 —x ja kéytetéin ketjusiddntod, jolloin saadaan

d(cosz)  d(siny) dy

dw dy da
Nyt g—gyc = —1 ja siten kosinin parillisuuden ja lemman 1.16 nojalla

d
% =cosy - (—1)

= Cos(z —x)-(=1)

2
T
= —cos(x — 5)
= —sinz.

2. Maiaritelma potenssisarjojen avulla

Téasséd kappaleessa sini ja kosini méaritelladn kompleksista eksponenttifunktiota
apuna kayttden, miké johtaa sinin ja kosinin potenssisarjakehitelmiin. Pa#asiallisina
lahdeteoksina téssd kappaleessa toimivat Denlingerin Elements of Real Analysis [4],
Taon Analysis II [12] ja Rudinin Principles of Mathematical Analysis [10].
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MAARITELMA 2.1. Olkoon z € C ja n € N. Kompleksisen eksponenttifunktion
potenssisarjakehitelmé on talldin

1 22 23 Z4
= +Z+§+§+E+

MAARITELMA 2.2. Olkoon z € C. Talloin kosini ja sini ovat

eiz + e—iz ez’z _ e—iz
coOsz = —— ja sing=-——7—
2 21
HuoMmAUTUS 2.3. (a) i := (0,1) € C on imagin&ériyksikko, jolle pétee i? = —1.
(b) Méé&ritelmistéd seuraa, etté
eiz + e—iz
cosz = ———
2
_ Z;?LO 0 (ZTZL' + Zn O n'
2
1 (ZZ) (@ ) (iz)* ' (ziz)? | (=i2)® | (zix)*
2
2= + o
B 2
22 2
—1— o + TR
B o (_1)nz2n
— (2n)!
ja
] eiz _ efiz
sin z = :
29
_ Ziio % - fo;o (_;Z!)
27
iz iz)4 . —iz)? —iz)3 —iz)% —iz)®
1+Zz+(2') +(3') +(4!) o1z 2!) - 3!) - 4!) - 5!) -
29
222_2? +212 .
29
B 23 2
z — 5 + a — v
n 2n+1

_§: 2n+1

(c) Kohdan (b) avulla huomataan, ettd cosz ja sinz ovat reaalisia, jos z € R.
Téastd eteenpéin tarkastellaankin vain reaalisia kosinia ja sinié.
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Jotta kosinin ja sinin méaritelmét ovat jarkevid, pitdisi kosinin ja sinin potenssi-
sarjakehitelmien olla suppenevia. Seuraavaa lausetta apuna kayttden osoitetaan, etta
kosinin ja sinin sarjakehitelmét todellakin suppenevat.

LAUSE 2.4. Olkoot a, € R, n € N ja a, # 0 kaikilla n € N. Jos on olemassa luku

q < 1, jolle lim,,_, |a‘2+|1‘ = q, niin sarja Y -, a, suppenee.

TobisTus. Todistus sivuutetaan. Ks. [16], s.34. O

LAUSE 2.5. Kosinin ja sinin potenssisarjakehitelmdt

B & (_1)nz2n - ‘ B e (_1)n22n+1
COSZ—%W Ja San—nz%@n—_i_l)!

suppenevat kaikilla z € R.

Tobistus. Koska cos0=1—-04+0—...=1jasin0=0—0+0—...=0, niin
sarjat suppenevat, kun z = 0. Voidaan siis olettaa, ettd z € R\{0}. Osoitetaan ensin,
ettd kosinin potenssisarja suppenee. Nyt

G .
|a,| = | ) | = |(2n)!| £0 kaikilla neN.
Siten s
- an] . |(2n+2 '| . | 22|
! = 1m =0<1,
n—00 |an| n—00 ’ ;:;" n—00 |(2n + 1)(2n + 2)|
(71)nz2n

joten potenssisarja Y - Gmr Suppenee kaikilla z € R Lauseen 2.4 nojalla.
Osoitetaan seuraavaksi, etté sinin potenssisarja suppenee. Nyt

B (—1)”z2”+1 _ 2n+1 .
|bn| = | G i) | = |(2n " 1)!| #0 kaikilla neN.
Siten s
N [ R |(2n+3 '| : |22
I = 1m =0<1,
W o] noe [ T e 20+ 2)(20 1 3)

( 1)n22n+1

joten potenssisarja Y - TSy

suppenee kaikilla z € R Lauseen 2.4 nojalla. [

Seuraavaksi halutaan osoittaa kosinin ja sinin méaritelmaéan pohjautuen térkeita
kosinin ja sinin perusidentiteettejd. Seuraavaa lausetta tarvitaan avuksi derivaattojen
maarittamiseen.

LAUSE 2.6. Olkoon R potenssisarjan’y . a,(z—1x0)" suppenemisside. Funktiolla
f:(xo— R,z0 + R) — R,
= Z an(x — x0)"
=0

on kaikkien kertalukujen derivaatat suppenemisvililli (xg — R, xo + R). Lisdksi
= Znan(x —x0)" " kaikille x € (v — R,z0 + R).

Tobistus. Todistus sivuutetaan. Ks. [16], s.56. O
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LAUSE 2.7. Jokaisella x € R pdtee

(a) cos(—x) = coszx ja sin(—z) = —sinz,

(b) cos0 =1 jasin0 =0,

(c) sini ja kosini ovat derivoituvia koko reaaliakselilla ja

d(sinz)  cosz  sekd d(cos z)
dx dx

TobpisTus. (a) Nahdddn suoraan kosinin ja sinin sarjakehitelmista.

(b) Todettu Lauseen 2.5 todistuksessa.

(c) Derivoituvuus koko reaaliakselilla seuraa suoraan Lauseesta 2.6, silld sinin
ja kosinin suppenemisside on Lauseen 2.5 ja suppenemissiteen mééritelmén nojalla
adreton. Lisdksi saman lauseen nojalla

= —sinzx.

d(sinz) _ i (=1)"(2n + " _ i (=1 _ cos
(2n)!

dz (2n +1)! —

= —sinxz.

d(cos z) _ i (—1)"2nx®! o4 i (—1)"502”)_'1 _ i (—1)ng?ntt

(2n + 1)!
O

LAUSE 2.8. Jokaisella x € R pdtee
(a) sin® x + cos? x = 1,
(b) cos(z +y) = cosxcosy —sinzsiny ja sin(x+y) =sinzcosy + coszsiny.

TopisTus. (a) Muodostetaan funktio f(r) = sin®z + cos?z, jolle Lauseen 2.7
(c)-kohdan ja ketjusddnnoén nojalla on

f'(z) =2sinz cosx + 2 cos x(—sinz) = 0.
Siis f on vakiofunktio ja siten kaikille x € R pétee
f(z) = f(0) =sin*0+cos’0=0+1=1

Lauseen 2.7 (b)-kohdan nojalla.
(b) Tarkastellaan funktiota

f(z) = [sin(x +y) — sinz cosy — cos zsiny]? + [cos(z + y) — cos x cos y + sin x sin |7,
missd y € R on vakio. Nyt Lauseen 2.7 (c¢)-kohdan ja ketjusddnnén nojalla on
f'(z) = 2(sin(z + y) — sinz cosy — cos xsiny)(cos(x + y) — cosz cosy + sinx siny) +

+ 2(cos(z +y) — coszcosy + sinxsiny)(— sin(x + y) + sinx cosy + cos rsiny) = 0.
Siis f on vakiofunktio eli kaikilla z € R pétee

f(z) = f(0) = [siny —0-cosy — 1 -siny]> + [cosy — 1 - cosy + 0 - siny]* = 0,

joten aluksi mééritellyn funktion hakasulkeissa olevien lausekkeiden téytyy kumman-
kin olla nolla, misté viite seuraa. O
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HuomAuTusS 2.9. (a) Edeltdvin Lauseen (a)-kohdasta seuraa, ettéd jokaisella x €

R patee
|sinz| = v1—cos?z <1,
jolloin myos jokaisella x € R
|cosz| < 1.

(b) Askeisen Lauseen (b)-kohdan todistuksessa kiytettiin hyviksi vain sinin ja
kosinin derivointikaavoja sekd arvoja pisteessd x = 0.

Lopuksi halutaan vield todistaa, ettd kosini ja sini ovat jaksollisia funktioita ja
ettd niiden lyhin jakso on 27. Aluksi mééaritelldan, mité tarkoitetaan luvulla 7. Luku
7 halutaan mééritelld siten, ettd 7 on pienin positiivinen reaaliluku z, jolle cos z = 0.
Jotta méaaritelma olisi jarkevi taytyy osoittaa, etté téllainen luku todella on olemassa.

LEMMA 2.10. On olemassa jokin posititvinen reaaliluku x, jolle cosx = 0.

TobisTus. Koska sinx on jatkuva erityisesti suljetulla vililla [0, 2] ja derivoituva
avoimella valilla (0, 2), niin differentiaalilaskennan véliarvolauseen nojalla on olemassa
¢ € (0,2) siten, ettd

sin2 —sin0  d(siné)
2-0  d

Koska sin0 = 0 ja |sin 2| < 1 Huomautuksen 2.9 (a)-kohdan mukaan, niin

= cos¢.

1
2cosé] =[sin2] <1 & cos?¢ < T

Siten kosinin yhteenlaskukaavan ja Lauseen 2.8 (a)-kohdan mukaan
cos 26 = cos(€ + §)
= cos® & —sin? &
=cos’¢ — (1 — cos®€)
=2cos?¢—1
< 0.

Nyt, koska cosz on jatkuva erityisesti vélilla [0,2¢] ja cos0 = 1 > 0 seki cos 2§ < 0,
niin Bolzanon lauseen nojalla on olemassa luku = € (0, 2) siten, ettd cosx =0. O

LEMMA 2.11. On olemassa pienin posititvinen reaaliluku x siten, ettd cosx = 0.

TobisTus. Olkoon A = {x > 0: cosz = 0}. Téytyy siis osoittaa, ettd joukolla A
on olemassa pienin alkio. Lemman 2.10 nojalla A on epétyhja. Nyt, koska nolla on
erids joukon A alaraja ja A on epétyhjéd, niin on olemassa u = inf A. Lisédksi, koska
funktio f(x) = cosx on jatkuva erityisesti, kun x € [0, 00) ja koska jatkuvan funktion
alkukuva suljetusta joukosta on suljettu, niin f~1(0) = {z: f(z) = 0} on suljettu
joukko valilla [0, 00). Siten A on suljettu. Koska suljettu joukko sisdltdd infimuminsa,
niin u = inf A € A. O

MAARITELMA 2.12. Méaritelldaan luku 7 siten, etté
m=2u, missd w=min{r >0:cosz =0}.

Kosinin ja sinin lyhimmén jakson 27 osoittamiseen tarvitaan seuraavaa lausetta:
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LAUSE 2.13. Kosinille ja sinille pdtevit seuraavat ominaisuudet:

(a) cos5 =0 jasing =1,

(b) sinm =0, cosm = —1, sin27 =0, cos 2w = 1,

(c) sinz on kasvava vililli [—%, 3] ja cosx on vihenevd vdlilld [0, 5],
(d) sinxz = cos(x — §) jokaisella v € R,

(e) cos(x + m) = —cosx jokaisella x € R.

TopISTUS. (a) Piin mééritelmén nojalla cos 7 = 0 ja edelleen, koska Lauseen 2.8
(a)-kohdan nojalla cos®§ + sin2§ = 1, niin sin § = £1. Nyt, koska cos0 = 1 ja
cos 3 = 0 ja koska 5 on pienin positiivinen kosinin nollakohta, niin cosz > 0, kun
x € (0,%). Lisdksi, koska W = cosz > 0, kun x € (0, %), niin sinz on aidosti
kasvava vililla [0, 7]. Siten sin § = 1, silld sin 0 = 0.

(b) (a)-kohdan, kosinin ja sinin yhteenlaskukaavojen seké kosinin parillisuuden ja
sinin parittomuuden nojalla

m
0= cos ~
cos 3

m

= cos(m — 5)

= coswcos(—g) - sinwsin(—g)
T g (s 77)
= cos 7 cos — + sin7(sin —
TRy TERTRI
=cosm-0+sinm-1

=sinm
ja

m
1 = sin =
sin 5
, m
—s1n(7r—§)

= sinwcos(—g) + coswsin(—g)

=0-0+cosm-(—1)

= —COST

eli cosm = —1. Samaan tapaan saadaan sin 27 = 0 ja cos 27 = 1.

(c) Aiemmin todettiin jo, ettd cosz > 0, kun x € [0, 5]. Liséksi, koska kosinin
parillisuuden nojalla cos(—z) = cosz jokaisella x € R, niin cosz > 0 jokaisella
r € [—7,0]. Siten, koska W =cosz > 0, kun x € [~F, 7], niin sinz on kasvava
valilla [-7, 7).

Nyt, koska sin 0 = 0 ja koska sin x on kasvava vilillé [0, 7], niin sinz > 0 jokaisella

x € [0,F]. Liséksi, koska W = —sinz < 0 jokaisella z € [0, 7], niin cosz on
viheneva vililla [0, 7).

(d) Kéyttamallad (a)-kohtaa, sinin parittomuutta ja kosinin parillisuutta seké kosi-
nin summakaavaa hyviksi véite osoitetaan vastaavasti kuten Lemman 1.16 (b)-kohdan

todistuksessa.
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(e) Kosinin yhteenlaskukaavan ja (b)-kohdan nojalla saadaan

cos(x + ) = cosxcosm — sinxsin

= —CosT.
U

LAUSE 2.14. Funktiot sinx ja cosx ovat jaksollisia jaksonaan 27, ja 27 on sinin
ja kosinin lyhin jakso.

TobisTus. Taytyy siis osoittaa, ettd 27 on pienin reaaliluku k, jolle jokaisella
xr € R pétee
sin(x + k) =sinz  ja cos(z + k) = cosz.
Nyt sinin ja kosinin yhteenlaskukaavojen ja Lauseen 2.13 (b)-kohdan mukaan jo-
kaisella z € R pétee
sin(z + 27) = sin z cos 21 + cos x sin 27
=sinz-1+cosz-0
=sinx
ja edelleen

cos(z + 2m) = cosx cos 27 — sin x sin 27
=cosz-1—sinz-0
= cos .

Néaytetadn ensin, ettd 27 on kosinin lyhin jakso. Tehd&én antiteesi: On olemassa
luku & € (0,2m), jolle patee yhtélo cos(x + k) = cosx. Télléin kosinin yhteenlasku-

kaavan nojalla
1 =cos0
= cos(0 + k)
=cos0Ocosk —sin0sin k
=1-cosk—0-sink

=cosk
ja edelleen
1 =cosk

k k

= COS(§ + 5)
k k ko k

= COS — COS — — sin — sin —
2 2 2 2

= cos? ﬁ — sin? E
2 2

Lisiksi, koska Lauseen 2.8 (a)-kohdan mukaan sin? g + cos? g = 1, niin saadaan

k k
.2 .2

~ 41 2=
81n2—|— +sm2 ,
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josta seuraa

ja edelleen
k

sin E =0.
Siten sinin yhteenlaskukaavan nojalla

0= sin=
SlIl2

= sin(z + Z)
ko k k . k

:Sinzcoszqtcoszsinz

= 2cos — sin —
cos . sin

misté seuraa, etté
cos— =0 tai sin— =0.
4 4

Nyt, koska k € (0,2n), niin £ € (0,%) ja koska sinz on aidosti kasvava vélilla [0, 3]
sekd sin 0 = 0, niin on oltava sin% 2 0. Siispa cos% = 0, mutta tdmé& on ristiriita,

silli 2 on kosinin pienin positiivinen, reaalinen nollakohta. Siis 27 on kosinin lyhin

2
jakso.

Néytetdadn seuraavaksi, ettd 27 on myos sinin lyhin jakso. Tehdaén jéalleen anti-
teesi: On olemassa luku &' € (0, 27), jolle patee sin(x + k') = sinz. Siten kéyttamalla

Lauseen 2.13 (d)-kohtaa saadaan

0=sin0
= sin(0 + &)
,
= cos(0 + k' — 5)
s
= cos(k' — =).
(-7
Y1l olevan yhtdlén nojalla kosinilla pitéisi siis olla nollakohta pisteessd v = k' — §
ja lisiksi &' — § € (=7, 37”) Osoitetaan, ettd tdman pisteen taytyy vastata pistetté
x = 7, jolloin sinin jaksoksi saadaan &’ = 7, mistd edelleen johdetaan ristiriita.
Tarkastellaan aluksi tapausta k' — 7 € (—%,0). Tiedetéén, ettéd sini on aidosti
kasvava ja jatkuva vililla (—7,0) ja sin0 = 0 sekéd sin(—%) = —sin§ = —1, joten
sinz < 0, kun € (—7,0). Siten, koska
d s
—cosx = —sinx >0, kun =z € (—=,0),
dx ( 2 )

_T

niin kosini on aidosti kasvava vélilla (—%,0). Lisdksi cos(—%) = 0, joten cosz > 0
vililla (-7, 0). Toisin sanoen kosinilla ei voi olla nollakohtia vililla (—7,0), joten on
oltava k' — % € [0, 3).

Toisaalta tiedetddn, ettd kosinin pienin positiivinen nollakohta on 7, joten riittaa

siis tutkia tapausta k' — Z € [Z,%"). Koska tiedetdéin, ettd vélilld (=%, %) kosinilla
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™

ei ole nollakohtia, 7 on kosinin pienin positiivinen nollakohta ja etté kosinille pétee

cos(z + ) = — cosz, niin kosinilla ei voi olla nollakohtia vélilld (Z,2F) . Niinp4 on
oltava k' — 5 = 7, jolloin k" = . Siten jokaisella x € R pétee
sinz = sin(z + k)
= sin(z + )
= SIN T COS T + COS T SIn T
= —sinz,
mutta tdmé on ristiriita, silld esimerkiksi sin § = 1 # —1 = —sin 7. Siispé sinin lyhin

jakson pituus on myds 27.
O

Lopuksi osoitetaan vield, ettd Madritelméssa 3.6 madritelty luku pii vastaa geo-
metrisessa Médritelméssd 1.2 madriteltyad piitd. Koska geometrisessa méaritelméssé
pii médritelladn vastaamaan yksikkoympyrén alaa, niin riittéa siis osoittaa, ettd Maa-
ritelméssd 3.6 mééritetylle piille 7 vastaa neljdsosaa yksikkdympyrin alasta. Téta to-
distusta varten osoitetaan ensin seuraava aputulos:

LEMMA 2.15. cos? z = <522 jokaisella x € R.

Tobistus. Koska kosinin summakaavan mukaan jokaisella x € R
cos 2x = cos(x + x)
=cosxcosx —sinzsinz
= cos’ z — sin® z,

niin Lauseen 2.8 (a)-kohdan nojalla

14+cos2x 14cos?z—sin’z  cos?z + cos?x

2 a 2 N 2

= COS2 Z.

LAUSE 2.16. T = [ /1 — 22dx.

TobisTus. Koska sinifunktio on kasvava ja derivoituva vélilla [0, ] ja sin0 = 0
sekd sin T = 1, niin kdyttamalla sijoitusta x = sint saadaan

2
1 3
/ V1 —2%dx :/ V1 — sin? t cos tdt.
0 0

Liséksi, koska cosz > 0, kun z € [0, 7], niin Lauseen 2.8 (a)-kohdan ja Lemman 2.15
nojalla kaikille = € [0, 7] pétee
1 2
V1 —sin®zcosz = cos’z = w.
Siten

3 71 o
/ V1 —sin?tcostdt = / idt.
0 0

2
Toisaalta, koska ketjusdannon nojalla kaikille z € [0, 7] pétee

d (:B+sin2x) 1 +COSQZB ~ 1+cos2z
dz 2 4 72 2 2 ’
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niin Analyysin peruslauseen nojalla saadaan

/2 1+c082t /x sin 2x _7T
0 ; 2 4"

O

HuomAuTusS 2.17. (a) Lemman 2.15 todistuksessa kéytetdan vain kosinin sum-
makaavaa sekd pythagoraan identiteettia.
(b) Lauseen 2.16 osoituksessa kiytetddn seuraavia tuloksia: sini on kasvava ja

derivoituva vililld [0, 7], 429 — o5z, §in0 = 0, sin 2 = 1, cosz > 0 viililli [0, 7] ja

pythagoraan identiteettia.

3. Mairitelmé differentiaaliyhtéloiden avulla

Téasséd kappaleessa halutaan méaritelld kosini- ja sinifunktio differentiaaliyhtaloi-
den avulla. Jotta ndhdéaén, ettd méaaritelma on jarkevé, tarvitaan Globaalia olemassaolo-
ja yksikéasitteisyyslausetta toisen kertaluvun differentiaaliyhtéloille. Kappaleen péaé-
lahteend toimii Fitzpatrickin Advanced Calculus [5].

LAUSE 3.1. Olkoon A C R vdli (0, Y0,y1) € A X R? ja f: A x R? = R jatkuva

funktio, jolle osittaisderivaatat 2 a ja % ovat jatkuvia sekd rajoitettuja jokaisessa

joukossa [a,b] x R? C A x R?. Tillgin jokaisella alkuarvotehtivdilld

y' = f(x,y,y)
y(l’o) =7Yo
Y (o) = u

on olemassa yksikdsitteinen ratkaisu y : A — R koko vdililld A.

TobisTus. Merkitsemalld z(x) = ¢/(x) yhtélo v’ = f(z,y,y’) voidaan esittda

muodossa
y ==z
2= flz,y,2) '

joka on erikoistapaus ensimmaéisen kertaluvun differentiaaliyhtaloparista

{ y1 = f(z,y1,92)
Yy = f(2,91,92)-

Téamé voidaan korvata vektorimuotoisella normaaliryhméalla
Y'(z) = F(z,Y (x)),

missd Y (z) = (y1(2),92(2)) ja F : AXR? = R, F(x,y1,92) = (f1(2, 91, v2), fa(2, 41, 92))-
Ensimmaisen kertaluvun normaalimuotoisen yhtéloparin lokaali olemassaolo ja yksi-
késitteisyys osoitetaan ldhes samaan tapaan kuin ensimméisen kertaluvun differen-
tiaaliyhtalolle (Ks. [13], s.23). Muutoksena on vain ldahinné itseisarvomerkkien kor-
vaaminen vektorin normilla. Globaaliolemassaolo ensimmaéisen kertaluvun normaa-
limuotoiselle yhtaloparille osoitetaan myos ldhes samaan tapaan kuin ensimmaéisen
kertaluvun differentiaaliyhtélolle (Ks. [9], s.238 ja s.83-84). O
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MAARITELMA 3.2. Funktio cos : R — R on alkuarvo-ongelman

"(x) +y(r) =0 kaikilla z€R
(3.1) { Z(O) ): 1y(ja 0 o

yksikésitteinen ratkaisu.

Funktio sin : R — R on alkuarvo-ongelman
(3.2) { g"(z) +g(z) =0 kaikilla z€R
' 9(0)=0 ja ¢'(0)=1

yksikésitteinen ratkaisu.

HuomAuTUs 3.3. Globaalin olemassaolo- ja yksikésitteisyyslauseen nojalla alkuarvo-
ongelmille (3.1) ja (3.2) on olemassa yksikésitteiset ratkaisut, joten kosinin ja sinin
médritelmét ovat jarkevia.

Askeiseen méiritelméian pohjautuen osoitetaan seuraavaksi téarkeité kosinin ja si-
nin perusidentiteetteji:

LAUSE 3.4. Sinille ja kosinille pdtevit seuraavat ominaisuudet jokaisella x € R
Jjay €R:

(a) % =cosx sekd % = —sinz,

(b) sin’*z + cos?r = 1,

(c) cos(xz+y) =cosxzcosy —sinzsiny ja sin(zr+y)=sinzcosy+ coszsiny,

ToDISTUS. (a) Merkitsemilld h(z) = sin’(z) saadaan
0 = sin”(z) + sin(z) = h'(x) + sin(x),
joten
h'(0) = —sin(0) =0 ja h(0) =sin'(0) = 1.

Koska sinifunktion mééritelmén nojalla sin”(x) = — sin(z), niin sinifunktiolla on ole-
massa kolmas derivaatta. Siten, koska sin”(z) = h”(x), niin derivoimalla saadaan

0 = sin”'(z) 4 sin’(x) = A" (x) + h(x).
Siispd maéaritelmén 3.2 nojalla

d(si d
h(z) = cos(x) = <S$2I) seka %

(b) Todistus samaan tapaan kuin Lauseen 2.8 (a)-kohdan todistus.
(c) Todistus samaan tapaan kuin Lauseen 2.7 (a)-kohdan todistus. Katso myos
Huomautus 2.9.

= h/(z) = —sin(x).

t

HuomAuTUS 3.5. My06s kosinin ja sinin erotuskaavojen
cos(x —y) = cosxcosy +sinxsiny ja sin(x —y) =sinzcosy — cosrsiny
todistus menee samaan tapaan kuin Lauseen 2.7 (a)-kohdan todistus.

Seuraavaksi méaaritelladn luku pii kosinin pienimméksi positiiviseksi nollakohdaksi
kuten kappaleessa Madritelmd potenssisarjojen avulla (Koska kosini ja sini ovat jat-
kuvia ja derivoituvia koko reaaliakselilla, niin Lauseiden 2.10 ja 2.11 tapaan voidaan
osoittaa, ettd on olemassa pienin positiivinen kosinin nollakohta).
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MAARITELMA 3.6. Maéritellaan luku 7 siten, etté
m=2u, missd w=min{r >0:cosz =0}.

LAUSE 3.7. (a)cos§ =0 jasing =1,
(b) cosm = —1 jasinm =0,
(c) cos(—x) = cosz ja sin(—zx) = —sinz kaikilla x € R.

TobpIsTUS. (a) Ensimméinen kohta seuraa suoraan piin mééritelméstéa ja toinen
kohta osoitetaan samaan tapaan kuin Lauseen 2.13 (a)-kohta.
(b) Kdyttamélla kosinin kulmien summakaavaa saadaan

T n LT, T
COST = COS — COS — — SIn — S1n —
22 2772
=0-0—1-1
=1

Samaan tapaan todistetaan myos véitteen jalkimméinen kohta.
(¢) Kosinin kulmien erotuskaavan nojalla

cos(—x) = cos(0 — x) = cos0cosz +sin0sinz = 1-cosz + 0 -sinx = cos .

Lisiksi kohdista (a) ja (b) seké sinin kulien erotuskaavasta seuraa, etté

7r
cos(§ —

ja samoin saadaan, ettd cos(%

(—z)) = cos g cos(—x) + sin g sin(—z) =0-cosz + 1-sin(—z) = sin(—x)

— z) = sinx. Siten

sin(—z) = cos(g + )
= cos(m — (g — 1))

7T .. T
= coswcos(g — )+ s1n7rsm(§ — 1)

= —1~sinx+0-sin(g — )
= —sinx.

O

Jaksollisuuden todistaminen sinille ja kosinille menee samaan tapaan kuin kap-
paleessa Mddritelmd potenssisarjojen avulla: Voidaan osoittaa, ettd sini on aidosti
kasvava vililla [—~7, 7] kuten Lauseen 2.13 kohdan (c) todistuksessa. Lauseen 2.13
(b)-kohdan todlstuksen tapaan voidaan myds osoittaa, ettd sin2m = 0 ja cos2m = 1.
Kuten Lemman 1.16 (b)-kohdassa voidaan osoittaa, ettd sinz = cos(xz — %) ja lisdksi
Lauseen 2.13 (e)-kohdan tapaan voidaan osoittaa, ettd cos(x 4+ m) = — cos z. Néiden
tietojen avulla voidaan osoittaa sinin ja kosinin jaksollisuus kuten Lauseessa 2.14.

Liséksi kuten kappaleessa Mddritelmd potenssisarjojen avulla voidaan osoittaa, et-
ta luku 7, joka edelld méariteltiin kuten Madritelméssa 3.6 vastaa geometrisesti maa-
riteltyd piitd. Todistus etenee kuten Lauseen 2.16 todistus. Todistukseen tarvittavista
tuloksista (ks. Huomautus 2.17 (b)-kohta) on osoitettava vield, etté cos? z = <052
mutta tdmé pystytddn osoitettamaan samaan tapaan kuten Lauseen 2.15 todistus
(ks. Huomautus 2.17 (a)-kohta). Lisdksi on todistettava vield, ettd cosx > 0 vélilla
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[0, 7], mutta tdmén osoitus tehddén samaan tapaan kuin Lauseen 2.13 (a)-kohdan
todistuksessa.

4. Maaritelmi kaanteisfunktioiden avulla

Madéritelldén aluksi sinin kdénteisfuntio Riemann-integraalin avulla ja kédytetdan
sitd ladhtokohtana sinin méaérittelemisessda. Téamén jélkeen kosinifunktio maéaritelllaan
sinifunktion derivaatan avulla. Téamén kappaleen paédlahteend toimii Denlingerin Ele-
ments of real Analysis [4].

MAARITELMA 4.1. Mééritellddn funktio arcsin : (—1,1) — R asettamalla

arcsin
HuoMAuUTUS 4.2. Méaéaritelmé on jarkeva, silla f : (—1,1) = R, f(t) = ﬁ on

jatkuva ja Riemann-integroituva funktio yli vélin [0, z].

Koska sini halutaan méaritelld arcussinin avulla, niin taytyy osoittaa, etta arcus-
sinilld todella on ka#nteisfunktio. Halutaan siis osoittaa, ettd arcussini on jatkuva
ja aidosti kasvava funktio suljetulla valilla [—1,1]. Seuraava lause kertoo arcussinin
jatkuvuuden ja monotonisuuden liséksi arcussinin derivoituvuudesta ja parittomuu-
desta. Naitd tuloksia kdytetddn apuna edelleen sinin derivaatan méarittdmisessa ja
parittomuuden osoittamisessa.

LAUSE 4.3. Funktiolla arcsin x on seuraavat ominaisuudet:
(a) arcsinx on jatkuva valilla (—1,1),

(b) arcsinz on derwoituva vililld (—1,1) ja - arcsine = —=

Vi—a?’
(c) arcsinz on aidosti kasvava valilld (—1,1),

(d) arcsinx on pariton funktio valilld (—1,1).

Tobistus. (a) Koska f: (=1,1) = R, f(z) = ﬁ on jatkuva ja Riemann-
integroituva, niin myos sen integraalifunktio F': (—=1,1) — R, F(x) = arcsinz on
jatkuva.’

(b) Koska funktio f : (=1,1) - R, f(z) = \/1;_7 on jatkuva, niin Analyysin
peruslauseen nojalla arcsin x on derivoituva vélilla (—1,1) ja

d . d / o dt 1

— arcsine = — = :

dz dz Jo V1-t2 V1-—2a?
(c) Koska funktio arcsin : (—1,1) — R on jatkuva ja derivoituva ja

d 1
L arcsin x = \/ﬁ >0 jokaisella x € (—1,1),
niin arcsin z on aidosti kasvava vélilld (—1,1).
(d) Funktio f: (—-1,1) = R, f(z)= \/1177 on parillinen funktio, sill&

f(—x) N S— )

/I (ap Ji-a?

Siten f on symmetrinen y-akselin suhteen ja symmetrisyyden nojalla

—arcsin x

) /“ dt /0 dt /:” dt
T = _— _— = — —_—
o V1-—1t2 s V1—12 o V1—1t?

arcsin(—
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eli arcsinx on pariton funktio. O

Edelleen halutaan laajentaa arcsinx jatkuvaksi ja aidosti kasvavaksi funktioksi
suljetulla vililla [—1, 1]. Seuraava lemma osoittaa, ettd tdmé on mahdollista:

LEMMA 4.4. Olkoon f : I — R jatkuva, aidosti kasvava ja rajoitettu avoimella
valilla I = (a,b), missd a < b. Tdlloin f(I) on rajoitettu avoin vdli. Erityisesti
f(I) = (¢,d), missia ¢ = inf f(I) ja d = sup f(I). Lisiksi funktio f voidaan jatkaa
jatkuvaksi, aidosti kasvavaksi funktioksi f : [a,b] — R madadrittelemdlli f(a) = ¢ ja
f(b) =d. Talloin f on jatkuva ja aidosti kasvava vililld [a,b] ja f([a,b]) = [c,d].

TobisTus. Koska f(I) on ylh#ilta ja alhaalta rajoitettu, niin reaalilukujen tay-
dellisyysaksiooman nojalla on olemassa inf f(I) ja sup f(I). Erityisesti siis pétee
f(I) C [inf f(I),sup f(I)]. Koska f on aidosti kasvava ja véli (a,b) on avoin vili,
niin joukolla A = f(I) ei ole pieninté eikéd suurinta alkiota, joten inf A,sup A ¢ A.
Siten f(/) = (inf A,sup A).

Osoitetaan seuraavaksi, ettd méaritteleméalla

fla) =inf f(I) ja f(b)=supf(I)

saadaan f laajennettua jatkuvaksi ja aidosti kasvavaksi funktioksi suljetulla valilla
[a, b]: Funktion f aidosti kasvavuus suljetulla vililli [a, b] seuraa oletuksesta ja dskei-
sestd maaritelméstd suoraan. Liséksi oletuksen nojalla f on jatkuva avoimella vililla
(a,b), joten riittéa siis tutkia funktion jatkuvuus vélin [a,b] paidtepisteissd: Olkoot
e > 0. Talloin on olemassa sellaiset f(x1) ja f(z2) € f(I), joille pétee

fler) Siff(1)+ 5 ja fla) = sup (1) = 5

& |fl) = flal <5 Ja [f(0) = fla2)] <

N N
N N

Valitsemalla § = 1 — a niin kaikilla z, joille |x — a| < 6, pitee a < x < xy. Siten,
koska f on aidosti kasvava, niin f(a) < f(z) < f(z1). Néin ollen

f(z1) = fla) = |f(21) = fla)] <

)

N

joten

[f(x) = fla)] <

€
-, kun |z —a| <.

2

Siispa funktio f on jatkuva pisteessd a. Funktion jatkuvuus pisteessd b osoitetaan
samaan tapaan.

Lisdksi selvésti f([a,b]) = [inf f(I),sup f(I)]. O

HuomauTus 4.5. (a) Funktio arcsinz on rajoitettu vélilld (—1,1): Olkoon 0 <
1

z < L. Koska © +— —= > 0 jokaisella = € [0,1), niin ldftQ > 0. Liséksi
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kayttamallda muuttujan vaihtoa s = 1 — ¢ saadaan

[t @?:m
* t

o
o

<2.

]%I

> -2,

Koska ©z — \/7 on symmetrinen y-akselin suhteen, niin pétee fo 1_ =

kun —1 < x < 0, joten

kin —1<azx<1.

/ Toodt
= |<9
0 VIi- B2

(b) Koska arcsinx on jatkuva, aidosti kasvava ja rajoitettu vélilla (—1,1), niin

Lemman 4.4 nojalla arcsin x voidaan laajentaa jatkuvaksi ja aidosti kasvavaksi funk-
tioksi suljetulla valilla [—1, 1] ja arcsin([—1, 1]) = [¢, d], missa

roode
c=imnf{arcsinz : =1 <z <1} = lim arcsinz = lim _—
{ } z——1*1 T—— 1+/0 1 — 2

ja

d =sup{arcsinz : =1 <z < 1} = lim arcsinz = lim

Toodt
z—1— z—1- Jo /1 _t2'
Nailld tiedoilla ei vield kuitenkaan osata laskea arvoja arcussinifunktiolle. Sita
varten médritelladn luku m hyddyntden huomautuksen 4.5(b)-kohtaa seuraavasti:

MAARITELMA 4.6. Maéritellddan luku 7 seuraavasti:
m = 2arcsin 1
= 2sup{arcsinz : —1 < x < 1}
=2 lim arcsinz
T—1—
Toodt
=2 lim —_.
r—1— 0o VvV 1 —_ t2
HUOMAUTUS 4.7. (a) Mééritelmén nojalla arcsin 1 = 7 ja koska arcsin z on pari-
ton funktio, niin arcsin(—1) = —

]

2
(b) Funktio arcsin : [~1,1] — [~F, %] on bijektio, silld se on jatkuva ja aidosti
kasvava. Siten funktiolla arcsin : [~1,1] — [~7, 7] on olemassa jatkuva kéanteisfunk-
tio.
MAARITELMA 4.8. Funktion arcsin : [~1,1] — [~F, 7] kéénteisfunktio on sini-
funktio,

sin : [—g, g] — [-1,1].

™

ESIMERKKI 4.9. Koska arcsinl = 7, niin sin § = 1, ja koska arcsin(0 = 0, niin
sin(0 = 0.
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Maééritelmén nojalla sinifunktio on mééritelty suljetulle vélille [—7, 7]. Tarkoituk-
sena on kuitenkin mééritella sinifuntio koko reaaliakselille. Tam& méarittely tapahtuu
osissa siten, etté sinifunktion méaéritelméaé laajennetaan niin, etté sinista tulee jatkuva
ja jaksollinen funktio méérittelyjoukossaan. Tamén jéilkeen Lauseen 4.14 avulla néah-
dédén, ettd sinifunktio voidaan laajentaa jaksolliseksi funktioksi koko reaaliakselille.

Seuraavaa aputulosta kidytetdan hyvéksi sinin jatkuvuuden todistamisessa.

LEMMA 4.10. Olkoon I wvili ja f : I — R jatkuva ja aidosti kasvava. Silloin
f~Y: f(I) — I on jatkuva ja aidosti kasvava.

Tobistus. Todistus sivuutetaan. Ks. [14], s.22 ja s.55. O

LAUSE 4.11. (a) Funktio sinz on jatkuva ja aidosti kasvava vdlilli [—7, 5.

(b) Funktio sinx on pariton funktio vdlilld -3, 7).

ToDISTUS. (a) Seuraa suoraan Lemmasta 4.10.

(b) Olkoot z € [~1,1] ja y € [~F, %] ja arcsinz = y, jolloin siny = x. Koska

arcsin z on pariton funktio vélilld [—1, 1], niin arcsin(—z) = — arcsinx = —y, jolloin
sin(—y) = —z = —siny eli sinz on pariton funktio valilla [-7, 7]. O

MAARITELMA 4.12. Maaritelladn sinifunktio valille 5<z< ?’7” asettamalla

sinz = —sin(r —m) kaikilla x € [g, 37#]

HuoMAUTUS 4.13. (a) Funktio sin : [-Z,2"] — R on jatkuva méérittelyjou-
kossaan: Lauseen 4.11 mukaan funktio sin : [-7,7] — [~1,1] on jatkuva méérit-
telyjoukossaan. Lisdksi, kun § < z < 37”, niin —5 < z — 7 < 7, joten funktio
sin : [£,%] — R, sinz = —sin(z — 7) on jatkuva méérittelyjoukossaan. Témén li-
siksi sinz on jatkuva pisteessi x = 7, silli, kun = 7, niin kummatkin puolet
médrittelevistd yhtélostd sinz = —sin(z — m) ovat samat.

(b) Mééritelmén mukaan sin 2F = —sin(2F — ) = —sin 3. Siten sinz on jaksolli-
nen vililld [—Z, 2] jaksonaan 2F — (—2) = 2.

LEMMA 4.14. Jos f : R — R on jaksollinen jakson pituutenaan p ja derivoituva
valilli [a,a + p), niin silloin f on jaksollinen ja derivoituva koko reaaliakselilla.

Tobistus. Olkoon f jaksollinen vililla [a, a+p) jakson pituutenaan p # 0. Télloin
patee
flz+kp) = f(z) jokaisella z € [a,a+p), ke€Z.
Olkoon x € R. Téllsin voidaan merkitd x = xy + kp, missid k € Z ja zq € [a,a + p).
Koska f on jaksollinen vélilla [a, a + p), niin

f(x) = f(zo + kp) = f(x0).
Siten
fx+kp) = f(xo + 2kp) = f(xo) = f(a),
joten f on jaksollinen koko reaaliakselilla.
Osoitetaan sitten, ettd f on derivoituva koko reaaliakselilla: Koska f on derivoi-
tuva vélilld [a, a + p), niin funktion f erotusosaméérin raja-arvo on olemassa eli

lim f(xo+h) — f(xo)
h—0 h

= f(xo) kaikilla o € [a,a+p).
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Nyt funktion f jaksollisuuden nojalla jokaisella x € R pétee
lim fleth) = fz) _ lim f(zo+ kp +h) — f(zo + kp)

h—0 h h—0 h
~ im f(zo +h) = f(zo)
h—0 h
= ['(20)
Siispé funktio f on derivoituva koko reaaliakselilla. O

MAARITELMA 4.15. Olkoon z € R. Merkitddn x = xg + 27k, missi k € Z ja

zo € [—Z, 2], jolloin sinifunktio mééritelldén koko reaaliakselille asettamalla

sin x = sin xy.
HuomAuTuS 4.16. (a) Médritelmén nojalla sinz on jaksollinen funktio koko re-
aaliakselilla jaksonaan 27. Mychemmin osoitetaan vield, ettd 27 on lyhin sinin jakso.

(b) Maaritelméstd ja Huomautuksesta 4.13 seuraa, ettd sinifunktio on jatkuva
koko reaaliakselilla.

Lauseen 4.11 (b)-kohdassa osoitettiin, ettéd sini on pariton funktio vélilla [, 7].
Nyt osoitetaan, ettd sini on pariton funktio myos koko reaaliakselilla:

LAUSE 4.17. Funktio sin : R — R on pariton funktio koko reaaliakselilla.

TopIsTUS. Osoitetaan ensin, ettd sin x on pariton funktio vililld [—Z, 37]. Lauseen 4.11

27 2
mukaan sin x on pariton vililla [—7, 7], joten riittdé tarkastella vlid [T, 37”] Nyt
3 T ) T T
—— < —z2<— ¢ei —=<-=z—7+4+21r<—,
2 2 2 2

jolloin, koska sini on jaksollinen ja pariton vililla [—7, 7], pétee jokaiselle z € [7, 37”]
sin(—z) = —sin(—z — )

= —sin(—z — 7 + 2m)

sin(x + 7 — 2m)
= sin(z — 7)
= —sinz.

_T

Siten sin  on pariton koko vélilla [—7,

3?”] Nyt sinin jaksollisuudesta seuraa, etté sini

on pariton koko reaaliakselilla. U
Seuraavaksi halutaan todistaa, ettd sinifunktio on derivoituva koko reaaliakselil-
la. Osoitetaan ensin, ettd sinifunktio on derivoituva vililla [—7, 37”) ja jaksollisuut-

ta kdyttden ndytetédin, ettd sinifunktio on derivoituva koko reaaliakselilla. Seuraavaa
kaanteisfunktion derivaattaa koskevaa tulosta tarvitaan maaritettaessa sinin derivaat-
taa:

LAUSE 4.18. Olkoon funktio f derivoituva vdlilli (a,b) ja f'(x) > 0 jokaisella
x € (a,b). Tdlloin funktion f kddnteisfunktio f=1 on derivoituva pisteessi y = f(x)
Jja
d ., 1
dy ) f'(z)
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O

Tobistus. Todistus sivuutetaan. Ks. [15], s.54.

LEMMA 4.19. Sinifunktio on derivoituva vdlilla (—7, %) ja jokaiselle x € (=3, %)

pdtee
dlsi
(s;nx) =1 —sin’r.
x
TobisTus. Koska Lauseen 4.3 nojalla funktio y = f(x) = arcsin x on derivoituva

valilla (—1,1) ja f'(z) = ﬁ > 0 jokaisella x € (—1,1), niin Lauseesta 4.18 seuraa,

ettd funktion f kédnteisfunktio f~'(2) = sina on derivoituva pisteessi y € (—%,%)

ja
d(siny) d , 1 1 5 _ ./ .2
—_— — y: — = 1—1‘2: 1—8111 y
dy dy ) flz) -
U
LEMMA 4.20. Sinifunktio on derwoituwva vdlilli (3,35) ja jokaiselle z € (Z,%)
pdtee

d(sin a:) = —+/1—sin’z.

dx
TopIsTUs. Mééritelmén 4.12 ja ketjuséiénnon nojalla jokaiselle € (%, 2F) pétee

d(sinz) d : 2 \/ in2
:d—(—snl(x—ﬂ')):—\/l—snl(:C—?T):— 1 —sin“x.

dx T

O

LAUSE 4.21. Olkoon funktio f jatkuva pisteessd xq ja derivoituva jollakin pisteen
xo sisdaltamalla valilla lukuunottamatta pistettd x = xo. Jos lisdksi im, ., f'(z) on
olemassa, niin talloin f'(xq) on olemassa ja f'(x¢) = limy_yq, /().

Tobistus. Olkoon funktio f jatkuva pisteessi xq ja derivoituva jollakin pisteen g
sisaltdmalla vélilla lukuunottamatta pistettd @ = xg ja olkoon lim,_,,, f'(x) olemassa.
Derivaatan mééaritelméan nojalla

f(xo +h) — f(wo)

/ I K
fao) = lim, h
Tarpeeksi pienelld h > 0 funktio f on jatkuva valilla [xg, o + h] ja derivoituva vélilla

(x0,z0 + h). Siten differentiaalilaskennan véliarvolauseen nojalla on olemassa luku
€ € (wg, zo + h) siten, ettd

Nyt, koska & € (xg, g + h), niin & — zo, kun A — 0. Néin ollen, koska lim,_,,, f'(z)
on olemassa, niin

/ _ _ / o !
o) = fig T2 = i 1O = Jim S 0)
Todistus etenee samaan tapaan myds oletuksella h < 0. U

s

LEMMA 4.22. Sinifunktio on derivoituva pisteessi x = 5 ja
d(sin z)

P =0, kun x:z.

2
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TobisTtus. Koska sinifunktio on jatkuva koko reaaliakselilla, niin

d(si
lim @: lim V1 —sin’z

=57 X =57
=0
= lirn+(—\/ 1 —sin?7)
=3
dsi
_ lim (smx)‘

a:—>g+ dx

Siten lim, ,x d(s(igx) = 0, jolloin Lauseen 4.21 nojalla
d(sinz) o~ lim d(sinz) _o
dx 2 ozt drx

SEURAUS 4.23. Sinifunktio on derwoituwva vililli (—%,%8) ja

d(sinz) | /1—sin’z, kun z€ (-3, %]
dx —V1=sin*z, kun z€[Z, ).

SEURAUS 4.24. Sinifunktio on derivoituva koko reaaliakselilla, ja

d(sinz) | \/1—sin’z, kun =z€[-%+2km, 5+ 2kn|,keZ
dx —V1=sin*z, kun =z €%+ 2kn, 3 + 2kn),k € Z.
ToDISTUS. Osoitetaan ensin, ettéd sini on derivoituva pisteessé x = —7: Koska pa-

rittoman funktion derivaattafunktio on parillinen eli symmetrinen y-akselin suhteen,
niin

d(si
lim M: lim V1 —sin’z

-5 dx x—>g+
=0
= lim (—V/1 —sin®z)
T35
dsi
= lim (sin :1:')
x—>—g+ dx
Siten lim,, = d(scigx) = 0, jolloin Lauseen 4.21 mukaan
d(sinz)) e~ lm d(sinz) _o
dx 2 22 dx
Nyt siis sinz on derivoituva vélilla [—7, 37“), jolloin Lemman 4.14 nojalla sinx on
derivoituva koko reaaliakselilla. Liséksi, kun z = z¢ + 27k, missd z¢ € [—7, 37”] ja
k € Z, niin
d . d . V1—sin’z, kun g€ [-Z, 7]
—sin(z) = — sinxy = — 272
dz dx —V1-—sin®z, kun €[, ]
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U

Nyt voidaan mééritelld kosinifunktio sinin derivaatan avulla ja tdmén jélkeen
edelleen laajennetaan kosinifuntio koko reaaliakselille.

MAARITELMA 4.25. Médritelldén kosinifunktio cos : [-5, 2F] — R asettamalla

V1—sin’z, kun ze€[-%, 3]
cosT =
—V1—sin*z, kun z €[5, 3]

ESIMERKKI 4.26. Mééritelmén nojalla
3
cos(—z) =0 = cos 77 ja  cos0=1.

MAARITELMA 4.27. Olkoon = € R. Merkitdéin x = xg + 27k, missd k € Z ja

o € [—%, 2], jolloin kosinifunktio mééritelldén koko reaaliakselille asettamalla

COST = COS Ig.

Pitden ndmé sinin ja kosinin mééritelmét ldhtokohtana voidaan alkaa osoittaa
tarkeitd sinin ja kosinin perusidentiteettejd todeksi sekd méarittdd sinin ja kosinin
derivaatat.

LAUSE 4.28. (a) Funktio cosx on parillinen funktio koko reaaliakselilla.
(b) Jokaisella v € R pitee sin x + cos?x = 1.

TobisTus. (a) Koska sinz on pariton funktio koko reaaliakselilla, niin
sin*(—z) = sin(—z) sin(—x) = —sinz(—sinx) = sin® z.

Edelleen kosinin mé&ritelmén nojalla, kun = € [, 7], niin

cos \/l—sm —x \/1—sm T = COSZ

371 niin

2

cos \/1—sm —v/1 —sin®z = cosz.

Siten cos x on parillinen funktio vélilla [—7—2r 7] Lisdksi kosinin jaksollisuudesta seu-
raa, ettd kosini on parillinen funktio koko reaaliakselillla.
(b) Nyt kosinin mééritelméin nojalla saadaan helposti, etté jokaisella x € R pétee

2r=sin’zx+1—sin’z=1.

ja, kun z € [7,

sin? 2 + cos
]

LAUSE 4.29. Sini- ja kosinifunktio ovat derivoituvia koko reaaliakselilla ja jokai-

sella x € R pdtee
dsinx . dcosz
=cosx Jja
dx J dx

TobisTus. Seurauksen 4.24 ja kosinin méiritelmén nojalla saadaan sinille deri-
vaataksi

d(sinz) { V1—sin’x =cosz, kun z—2kr € [-

B 55
dz —v/1—sin?z =cosz, kun x—QkWE[% 7] kel

= —sinxz.
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Tarkastellaan seuraavaksi kosinin derivoituvuutta: Kosinin méaaritelmén nojalla
cosz on derivoituva véleilld (—%, %) ja (%, %) yhdistettyné funktiona derivoituvista
funktioista, koska [sinz| < 1 (seuraa Lauseen 4.28 (b)-kohdasta, ks. 2.9 (a)-kohta) ja

koska siten 1 — sin®z > 0 jokaisella x € R. Lisiiksi ketjusiinnon nojalla

d w2, 1 —2sinzcosz __ _ sinxcosx __ _ : T T
d(cosz) ] daV 1 —sinz = 3 Visine e =—sinz, kun ze[-3,7)
dz d/ a2 _ _1—2sinzcosz __ sinzcosz _ _ ; T 3w
4 ( 1 —sin® x) DR neeos sinz, kun € (3, %)
Edelleen cosz on derivoituva pisteessé x = 7, silld sinin jatkuvuuden nojalla
d(cos ) . :
lim ———~ = lim (—sinz)
=5 dx T—=5
=-1
= lim (—sinz)
z—I T
2
. d(cosz
= lim g

x~>5+ dx

Siten lim, = d(c(f;x) = —1, jolloin Lauseen 4.21 nojalla
dleosa) |y dle0s®)

dx 2 et do
Liséksi Lemman 4.14 nojalla kosinifunktio on derivoituva koko reaaliakselilla, ja kun
T = xo + 27k, missi o € [—2, %] ja k € Z, niin

d d(cos xp) ,

—cosr = —— = —sinx.

dx dx

LAUSE 4.30. Jokaisella x € R pdtee
cos(x +y) = cosxcosy —sinxsiny ja sin(z +y) = sinxcosy + cosz sin y.

TobisTus. Osoitetaan samaan tapaan kuten Lauseen 2.8 todistus. Katso vield
Huomautus 2.9. O

Osoitetaan vield, ettéd sinin ja kosinin lyhimmén jakson pituus on 27.
LAUSE 4.31. Sinin ja kosinin lyhimmdn jakson pituus on 2.

TobisTus. Todistus etenee samaan tapaan kuin Lauseen 2.14 todistus. Todistuk-
sen lopussa ristiriita saadaan aikaiseksi tiedosta, ettéd kosinilla ei voi olla nollakohtaa
vililla (0, 7): Ensinnékin

W =—sinzx <0, kun =z € (0, g),
silld sin 2 on aidosti kasvava vililla [0, 7] sekd sin0 = 0 ja sin 5 = 1. Siten cosz on
aidosti vahenev vililla [0, 7], ja koska cos0 = 1 ja cos 5 = 0 mééritelméin nojalla,
niin kosinilla ei voi olla nollakohtia vililla (0, 7).
Lisdksi voidaan vield osoittaa, ettd Maaritelmésséd 4.6 madritelty luku pii vastaa

geometrisesti médriteltya piitd. Todistus tehdéddn samaan tapaan kuten Lauseen 2.16
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2 licos2z =5 2z yoidaan osoittaa samoin

osoittaminen (ks. Huomio 2.17). Aputulos cos®z =
kuten vastaava Lemma 2.15.

4

5. Mairitelmi aksiomaattisesti

Sini ja kosini voidaan méaéaritelld myos sinin ja kosinin perusominaisuuksista lah-
tien. Téassd kappaleessa sinin ja kosinin méarittelyn lihtokohdaksi otetaan nelja pe-
rusominaisuutta, joista voidaan johtaa kaikki loput sinin ja kosinin tunnetut ominai-
suudet. Kappaleen péadasiallisena lihdeteoksena toimii Apostolin Calculus [1].

MAARITELMA 5.1. Luku 7 maéritelldén yksikk6ympyran alaksi.

MAARITELMA 5.2. Funktiot sinx ja cosz toteuttavat seuraavat aksioomat:

(1) Sini- ja kosinifunktio on mééritelty koko reaaliakselille.
(2) cosO0=sin§ =1 jacosm = —1.
(3) Jokaisella = € R pétee

cos(x — y) = cosx cosy + sin x sin y.
(4) Jokaisella = € (0, ) pétee

sinx 1
— <

0<cosx < )
T cos

LAUSE 5.3. Funktiot sinz ja cosx toteuttavat myods seuraavat ominaisuudet:
(a) sin®z + cos? x = 1 kaikilla x € R,
(b) sin0 = cos 5 = sinm = 0,
(¢) cos(—z) = cosx ja sin(—z) = —sinx kaikilla x € R,
(d) sin(§ + ) = cosx ja cos(§ +x) = —sinz kaikilla x € R,
(e) cos(x +y) = cosxcosy —sinxsiny ja sin(x + y) = sinz cosy + cos xsiny kaikilla
xr € R,
(f) sin(x 4 27) = sinx ja cos(x + 2m) = cosx kaikilla x € R.

TobisTus. (a) Kdayttamalla aksioomia (2) ja (3) saadaan

1 = cos0 = cos(z — x) = coswcosx + sinwsinz = cos® z + sin® .

(b) Kohdan (a) ja aksiooman (2) nojalla sin®0 + cos?0 = 1, joten sin?0 = 0 ja
edelleen sin 0 = 0 ja samaan tapaan nédhdéan, ettd cos § = 0 = sin .
(c) Aksioominen (2) ja (3) seké (b)-kohdan nojalla todistus menee samaan tapaan
kuin Lauseen 3.7 (c)-kohdan todistus.
(d) Kohdan (c) todistuksesta nahdéin, ettd cos(§ + ) = —sinz ja edelleen ak-
sioomia (2) ja (3) seké (b)- ja (c)-kohtia kéyttden saadaan
. T T 7L
— sm(g +x)= 008(5 + 5 + z)
= cos 7 cos(—x) + sin 7w sin(—x)
= —1cosz +0-sin(—z)

= —Cosx,

mistd seuraa, ettd sin(§ + ) = cos .
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(e) Aksioomasta (3) seuraa, ettd
cos(z 4+ y) = cos(x — (—y)) = cosx cos(—y) + sinxsin(—y) = cosz cosy — sinzsiny

ja edelleen (d)-kohdan nojalla

. T ™ . T . . .
sin(z+y) = — cos(§+x+y) =— COS(§—|—{L') oS y+sm(§+x) sin iy = sin x cos y+cos x sin y.

(f) Aksiooman (2) seké kohtien (b) ja (e) avulla saadaan
cos 2m = cos(m + ) = cosmcosTm —sinwsinr = —1-(—1)—-0-0=1
ja samalla tavalla saadaan, ettd sin 2m = 0. Nyt
cos(2m 4+ x) = cos2mcosw —sin2wsinx = 1-cosx — 0 - sinx = cosx
ja
sin(2r + x) = sin 2w cosx + cos2msinz = 0-cosz + 1 - sinx = sinx.
O
Kosinin ja sinin derivaattojen méarittdmisessa tarvitaan avuksi Lemmaa 5.6. Téat&
Lemmaa varten osoitetaan ensin, ettd kosini ja sini ovat jatkuvia vélilla [0, §]. Liséksi
jatkuvuuden osoittamiseen tarvitaan tietoa kosinin monotonisuudesta:
LEMMA 5.4. (a) Jokaiselle a,b € R pitee
a—b . a+bd

cosa — cosb = —2sin 5 sin 5

(b) Funktio cosx on aidosti vihenevd vdlilld [0, T].

TobpisTus. (a) Kosinin yhteenlaskukaavan ja véhennyslaskukaavan nojalla

cos(x +y) — cos(x —y) = —2sinzsiny.

Merkitsemélla x = “T*b jay = “T_b saadaan viite.

(b) Aksioomasta (4) seuraa, ettd sinz on positiivinen, kun z € (0,%). Edelleen,
jos 0 <b<a< 7, niin

atb $+5 7w | a—b 5-0 7 =
O<2<2—2Ja0<2<2—4<2.
Siten (a)-kohdan nojalla, kun 0 < b < a < § saadaan
—b b
Cosa—cosb:—Qsina2 sina;_ <0 eli cosa< cosb.

Siispd cosz on aidosti véhenevé vélilla (0, 7). Liséksi aksioomasta (4) seuraa, etté

cosx < 1, kun x € (0, 7). Siten, koska cos0 = 1 ja cos 5 = 0, niin cosx on aidosti
viheneva vililla [0, 7). O

LEMMA 5.5. Kosini- ja sinifunktio ovat jatkuvia koko reaaliakselilla.

TopIisTUs. Lemman 5.4 mukaan cosz on aidosti vihenevd funktio vélilla [0, 7).
Siispd —— on aidosti kasvava vililld [0, 2). Siten kaikilla z € [0, Z] ja jollakin M > 0
pitee —— < M. Edelleen aksioomasta (4) seuraa, ettd sinz < Mz, kun = € [0, §],
ja liséksi sinin parittomuuden nojalla saadaan, ettd sin(—z) > —Mx, kun z € [0, 7]

cos
Y
joten [sinz| < M |z|, kun @ € [—Z, Z]. Siten [sin Z5¥| < M |ZY|, kun 52 € [-Z,T]
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eli kun |z —y| < Z. Olkoon € > 0. Koska [sin Z}¥| < 1 Lauseen 5.3 (a)-kohdan ja
Huomautuksen 2.9 (a)-kohdan nojalla, niin nyt jokaisella z,y € R, joilla |x — y| < 6,
pédtee Lemman 5.4 nojalla

L T=Yl|. Tty
|cosx — cosy| = 2 |sin sin —
< oM u‘.l
2
=Ml —y|

<,

kun valitaan 6 = min {ﬁ, g} Siispé kosini on jatkuva koko reaaliakselilla.

Liséksi, koska Lauseen 5.3 (a)-kohdan ja Huomautuksen 2.9 (a)-kohdan mukaan
sinx = /1 —cosz ja |cosz| < 1, niin /1 — cosx = sinz on jatkuva koko reaaliakse-
lilla. O

LEMMA 5.6.
i —1
m 22— 1 g lim 2T T ),
z—0 X x—0 X

TobisTtus. Todistetaan ensin lemman ensimmaéinen viite: Kosinin jatkuvuuden

avulla saadaan lim, ,qcosx = 1 ja lim,_.o @ = 1, joten aksiooman (4) nojalla on

oltava lim,_,o 2% = 1.
e z . .. s .. e . . . ...
Lemman jalkimméinen véite todistetaan samoin kuin Lemman 1.18 vastaava viite

kéyttden hyviksi kosinin jatkuvuutta, aksiomaa (2) ja Lauseen 5.3 (a)-kohtaa. [

LAUSE 5.7. Funktiot sinx ja cosx ovat derivoituvia koko reaaliakselilla sekd

d(sin ) d(cos )
dx dx

Tobistus. Todistus etenee samoin kuin Lauseen 1.19 todistus. Sinin derivaatan
madrittdmisessa kdytetddn apuna sinin kulmien summakaavaa ja Lemmaa 5.6. Kosi-
nin derivaatan madrittdmisessd hyodynnetdéan kosinin parillisuutta seké Lauseen 5.3
(d)-kohtaa. O

=cosT ja = —sinz.

Vield halutaan todistaa sinin ja kosinin jaksollisuus. Lauseessa 5.3 todistettiin jo,
etta

sin(z 4+ 27) =sinz  ja cos(x +2m) =cosx kaikilla =z € R,

mutta vield halutaan osoittaa, ettd 27 on lyhin positiivinen sinin ja kosinin jakso.
Tata varten tarvitaan vield seuraavan lemman tulosta sinin monotonisuudesta:

LEMMA 5.8. Funktio sinx on aidosti kasvava funktio vdlilli -7, 7).

ToDISTUS. Lemmasta 5.4 seuraa, ettd cosz > 0, kun x € (0, §) ja liséksi, koska

cos(—z) = cosx jokaisella x € R, niin cosz > 0, kun x € (—7,0). Edelleen, koska
d(sin z)
dx

= cosx > 0, kun = € (-7, §), niin sinx on aidosti kasvava vélilla [-7, 7]. [

LAUSE 5.9. Funktiot sinx ja cosx ovat jaksollisia, ja 2w on sinin ja kosinin lyhin
jakso .
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TobisTus. Taytyy siis osoittaa, ettd 27 on pienin reaaliluku k, jolle jokaisella
x € R pétee
sin(x + k) =sinz  ja cos(z + k) = cosz.
Lauseen 5.3 nojalla
sin(z + 27) =sinz  ja cos(z + 27w) =cosx kaikilla x € R.

Loppu todistuksesta etenee kuten Lauseen 2.14 todistus. Ristiriita saadaan aikaiseksi
tiedosta, ettd kosinilla ei voi olla nollakohtaa vililld (0, %), silld kosini on kyseisella
vélilla aidosti vihenevd sekd cos0 = 1 ja cos § = 0. Lisiksi todistuksessa tarvitaan
tulosta sinxz = cos(z — §), joka seuraa Lauseen 5.3 (d)-kohdasta seké toista tulosta

cos(x + m) = — cosx, joka pystytddn osoittamaan samaan tapaan kuin Lauseen 2.13

(e)-kohta. O



LUKU 2
Lyhyt katsaus sinin ja kosinin historiaan

Jo muinaiset egyptildiset ja babylonialaiset osasivat kayttdd hyodykseen yhden-
muotoisten kolmioiden sivujen suhteita. Varhaisen trigonometrian juuret liitetdan kui-
tenkin yleisesti Kreikkaan, missé trigonometria kehittyi tiiviissd vuorovaikutuksessa
tahtitieteen kanssa. Kreikkalaiset olivat ensimmaéisié, jotka laativat jérjestelméllisié
taulukoita ympyrén eri keskuskulmia vastaavien janteiden pituuksista. [2, s.234] Néa-
mé taulukot olivatkin sinitaulukoiden edeltéjié, silld puolikas jénne jaettuna ympyran
siteelld vastaa jannettd vastaavan puolikkaan kehdkulman sinid. Symboolisesti: jos R
on ympyrin side, a on keskuskulma ZAOB, jota vastaa jinne AB, niin

o  AB/2
sin 5= R
(8, 5.368-370]
=
R

e

0 2
A

KuvA 1. Ympyrén jdnteen yhteys siniin.

Todennékdoisesti Hipparkhos Nikealainen (noin 140 eKr.) oli ensimméinen, joka
laati néitéd taulukoita. Témén johdosta hénta pidetdédnkin trigonometrian iséna. Ha-
nen kerrotaan kirjoittaneen janteiden laskemisesta kaksitoista kirjaa, jotka sisaltavat
jannetaulukoita. Namé kirjat ovat kuitenkin aikojen saatossa hukkuneet. Kuitenkin
Hipparkhoksen séilyneissd kommenteissa hén toteaa todistaneensa tuloksensa kéyt-
tdméllda muun muassa niin sanottua Ptolemaioksen teoreemaa, jonka mukaan janne-
nelikulmion ABC'D janoille pétee

AB-CD+ BC-AD = AC - BD.

8, 5.368-370)
34
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Kuva 2. Ptolemaioksen teoreema.

Ptolemaios Klaudios (noin 150 jKr.) oli Hipparkhoksen ohella toinen antiikin
Kreikan trigonometrian edistdja. Hénen trigonometrinen tutkielmansa Matemaatti-
nen Syntaksi, joka tunnetaan myos nimelld Almagest, sisialtda jannetaulukoita ja nii-
den laatimisperusteet. Varmuudella ei voida sanoa, kuinka paljon Ptolemaios kéytti
hyvékseen edeltédjansd Hipparkhoksen toitd. Taulukoiden laadinnassa hén kaytti apu-
naan Ptolemaioksen teoreemaa, jonka lisdksi hdn johti nykypéivan sinin summa- ja
erotuskaavaa seké sinin puolikkaan kulman muunnoskaavaa vastaavat kaavat janteille.
(2, 8.242-244)]

Intiassa kehittyi noin 500 jKr. sinifunktio. Intialaiset téhtitieteilijéat laativat taulu-
koita kaksinkertaisen kulman jénteen puolikkaista, jotka olennaisesti vastaavat sinin
arvoja. Ensimmaiset téllaiset taulukot 10ytyvéat tuntemattomien tekijéiden laatimis-
ta runomuotoisista Siddhanta-nimisisté esityksisté. [2, s.310] Siddhantat inspiroivat
edelleen intialaista tahtitieteiliji ja matemaatikko Aryabhataa (noin 476-550), jonka
teoksesta Aryabhatiya 16ytyy myos janteiden puolikkaiden arvoja runomuodossa. [19]

Nykyinen nimitys sini, latinan sinus, syntyi vadrinkésityksestd. Alkujaan intialai-
set kdyttivat jinteen puolikasta tarkoittavaa sanaa jya-ardha. Arabialaiset ka#ansivat
tdmén merkityksettoméksi sanaksi jiba, jonka mychemmin eurooppalainen kaanta-
jé tulkitsi virheellisesti sanaksi jaib. Tdmé sana tarkoittaa muun muassa poukamaa
tai lahtea kuten latinalainen kddnnoksenséd sinus. [17, s.27] Lyhenne sin esiintyi en-
simméistéd kertaa englantilaisen Edmund Gunterin (1581-1626) luonnoksissa vuonna
1626, mutta julkaistiin kirjassa ensimméisté kertaa vasta vuonna 1634 [8, s.371].

Kosinin ensimmaéinen kirjallinen ensiesiintyminen nidhdéén Al-Battanin (noin 850-
929) teoksessa T'dhtien litkkeessd. Se tapahtuu kuitenkin versaalisinifunktion muodos-
sa eli komplementtikulman sininé (toisin sanoen 1 — cos#). [2, 5.340] Termi kosini on
otettu kayttoon vasta paljon myohemmin Edmund Gunterin innoittamana. Vuonna
1620 hén ehdotti termien complement ja sine yhdistdmisté sanaksi co.sinus, joka pian
muokkaantui sanaksi cosinus ja kddnnettiin edelleen englanniksi nykyiseen muotoonsa
cosine. [8, s.371]

Renesanssin tunnetuimpiin trigonometrian edistéjiin kuuluu Regiomontanuksena
tunnettu saksalainen matemaatikko Johannes Miiller (1436-76). Hénen ansiokseen
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katsotaan trigonometrian erottaminen omaksi alakseen astronomiasta. Hanen tér-
keimpéna tyondan pidetddn teosta De triangulis omnimodis, joka oli ensimméinen
eurooppalainen systemaattinen trigonometrian esitys. [2, s.385-389]

Toinen renesanssin merkittdva matemaatikko trigonometrian alalla oli itdvalta-
lainen matemaatikko Georg Joachim Rheticus (1514-74), joka maéritti teoksessaan
Canon doctrinae triangulorum (1551) kaikki trigonometriset funktiot suorakulmai-
sen kolmion sivujen suhteina kayttaméattad ympyrén kaaria apunaan. Liséksi Rheticus
laati taulukoita myos kosinifunktiolle. [18, s.119]

Kolmas mainitsemisen arvoinen trigonometrian edistdji renesanssin ajalta oli rans-
kalainen Francois Viete (1540-1603), joka kehitti trigonometriaa hyvin ldhelle analyyt-
tistd trigonometriaa ja johti useita sinin ja kosinin perusidentiteeteistd. Liséksi hén
kehitti sin kz:n ja cos kx:n kehitelmét termien sinz ja cosz avulla. [6, s.375]

Trigonometria kehittyi moderniin muotoonsa 1700-luvulla. Englantilainen Isaac
Newton (1642-1727) muun muassa johti sinin ja kosinin potenssisarjat

sinx:m—%mg—l—éﬁ—... ja Cosle—%x2+%x4—...
kdyttdmalld apuna johtamaansa binomikaavaa. [17, s.52-54] Lisdksi héan méaritteli
sinin yksikkdympyrén avulla kuten Kuvassa 3. Maéritelmé vastaa nykyista sinin geo-

Kuva 3. Newtonin alkuperdinen kuvio: kaaren pituutta y vastaa sinin
arvo .

metrista yksikkdympyran avulla tehtyd méiritelméd. Poikkeuksena nykyddn kulma
sijoitetaan useimmiten alkamaan positiiviselta z-akselilta. [18, s.125]

Téarkeimpanéd modernin trigonometrian kehittdjana voitanee pitéaé sveitsilaista ma-
temaatikkoa Leonhard Euleria (1707-1783). Euler oli ensimmaéisid matemaatikkoja,
jotka pitivét sinid ja kosinia funktioina. Han hyviksyikin vuonna 1739 sinin erédn vi-
rihtelyéd kuvaavan differentiaaliyhtélon ratkaisuksi. [18, s.126] Tamén jdlkeen vuonna
1748 julkaisemassa teoksessaan Introduction in analysin infitorum Euler esittaa trigo-
nometristen funktioiden tésmaéllisen analyyttisen késittelyn perusteet. Sini mééritel-
la4n joko yksikkGympyrén pisteen ordinaattana tai potenssisarjakehitelména. Liséksi
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teos esittelee Eulerin identiteetit
' 6\/—71x . 6—\/jlx . e\/TIx + e—\/TIm
sinx = ja  cosx = 5

2v/—1

eV~ = cosz + v/—1sin x,
jotka yhdistavat trigonometriset funktiot kompleksilukuihin. Ylldolevia yhtéloita voi-
daan pitdd kuitenkin Abraham de Moivren (1667-1754) keksintond, mutta Euler oi-
valsi niiden hyodyllisyyden analyysin tyokaluna. Imaginddriluvun /—1 symbolin i
Euler otti kdyttoon vuonna 1777. [3, s.618-624]

ja Eulerin kaavan
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